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Voorwoord

Aan de docent,

Het boek havo A deel 2

Samen met de delen 1 en 3 van havo wiskunde A bevat dit boek de
leerstof van het programma havo wiskunde A, zoals dat met ingang van
2015 is vastgesteld.

De totale studielast voor het vak havo wiskunde A is 320 uur. Elk van de
delen 1, 2 en 3 bevat vier hoofdstukken, waarbij opgemerkt kan worden
dat in het laatste hoofdstuk van deel 3 de examentraining aan bod komt.

In hootdstuk 5 Veranderingen wordt domein D (Verandering) geheel
afgehandeld. De leerstof van domein D wordt uitsluitend getoetst in het
Schoolexamen. De studielast van dit hoofdstuk is ongeveer 20 uur,

De studielast van elk van de andere drie hoofdstukken in dit boek is
ongeveer 25 uur.

In hoofdstuk 6 Rekenregels en formules komen vooral aspecten van de
subdomeinen B2 (Algebra), C2 (Grafieken, vergelijkingen en
ongelijkheden) en C3 (Formules met één of meer variabelen) aan de
orde. Daarbij is ook aandacht voor het werken met de grafische
rekenmachine.

Hoofdstuk 7 Statistiek en beslissingen sluit aan op de nieuwe opzet van
het onderwerp Statistick dat in hoofdstuk 2 van deel 1 is ingezet. In dit
hoofdstuk worden met name de subdomeinen E3 (Data en verdelingen)
en E4 (Statistische uitspraken doen) behandeld. Samen met hoofdstuk 2
zijn hiermee vrijwel alle aspecten van de subdomeinen E1 tot en met E4
aan de orde geweest, In hoofdstuk 10 van deel 3 wordt deze leerstof
grotendeels herhaald, waarbij opgaven op examenniveau worden
aangeboden.

In hoofdstuk 8 Statistick met de computer wordt domein E5 (Statistiek
met ICT) behandeld. Indien mogelijk gebruikt men hierbij het
computerprogramma Microsoft Excel. Als dit niet beschikbaar is, kan
bijvoorbeeld Google Sheets worden gebruikt. In dat geval dient men erop
bedacht te zijn dat wellicht niet alle opdrachten gemaakt kunnen worden.
Zie hiervoor de informatie in Getal & Ruimte online.

De leerstof die in dit hoofdstuk aan de orde komt dient getoetst te
worden in het Schoolexamen.

Athankelijk van de verdeling van de studielast over het vierde en vijfde
leerjaar kan dit boek geheel of gedeeltelijk in de tweede helft van het
vierde leerjaar worden doorgenomen.

© Noordhoff Uitgevers by



Opbouw

De opbouw in dit boek is dezelfde als in deel 1. Elk hootdstuk heeft een
begin- en eindopdracht en een paragraaf Voorkennis. De oriéntatie-
opgaven staan voor elke nieuwe theorie en activeren het denken over een
nieuw wiskundig begrip. Ook de reflectie-opgaven spelen een
belangrijke rol bij het activeren van een wiskundige denkhouding. Naast
de gewone opgaven en de afsluitende opgaven zijn er nog de extra
opgaven. De afsluitende opgaven geven het beoogde eindniveau aan. De
extra opgaven doorbreken de standaardaanpak en activeren zo het
wiskundig denken.

Aan het eind van de hoofdstukken 5, 6 en 7 staat een Diagnostische toets
en achterin het boek staan de Gemengde opgaven bij deze hoofdstukken,

Drie leerroutes

In deze editie wordt gewerkt met drie leerroutes: de basisroute, de
middenroute en de vitdagende route, De theorie is voor alle routes gelijk,
Bij de opgaven zijn de routes aangegeven met symbolen. Een gevolg van
het werken met deze routes is dat leerlingen niet alle aangeboden
opgaven hoeven te maken. De routes zijn zo samengesteld, dat alle
leerlingen in hetzelfde tempo het hoofdstuk doorwerken. Nieuwe theorie
kan dus klassikaal aan de orde komen.

De basisroute geeft de leerling voldoende oefening om zich alle
vaardigheden die bij de cindtermen horen eigen te maken. In de
middenroute worden enkele oefenopgaven overgeslagen en in plaats
hiervan maakt de leerling opgaven die dieper op de stof ingaan. De
uitdagende route is voor de leerlingen die de basisstof snel oppikken,
Deze leerlingen maken nog minder oefenopgaven. Zo komt er tijd vrij
om aan uitdagende opgaven te werken.

Getal & Ruimte online

Alle opgaven kunnen ook digitaal worden gemaakt. Daarbij krijgt de
leerling zoveel mogelijk gepaste feedback. Ook kan de leerling in de
digitale omgeving uitwerkingen bekijken.

Het docentenmateriaal bevat per hoofdstuk een studiewijzer waarin de
routes overzichtelijk zijn weergegeven. De studiewijzer kan naar eigen
inzicht worden aangepast. Verder is presentatiemateriaal aanwezig en
zijn bij elk hoofdstuk toctsopgaven opgenomen. Behalve een bundel
waaruit zelf een toets is samen te stellen, is ook een kant en klare toets
(voor ongeveer 75 minuten) opgenomen. In het online materiaal voor de
leerlingen staat bij de hoofdstukken 5, 6 en 7 een oefentoets.

Zoals altijd stellen we op- en aanmerkingen van gebruikers zeer op prijs.

Winter 2019

@ Noordhoff Uitgevers bv
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Legenda

Voorkennis
Kennis van enkele onderwerpen uit
de onderbouw of uit een voorgaand

hoofdstuk die je paraat moet hebben.

Oriéntatie-opgave
Opgave waarmee je je oriénteert op
de theorie erna.

Gewone opgave
Na de theorie ga je oefenen met de
gewone opgaven.

Reflectie-opgave

In een reflectie-opgave kijk je nog
eens terug op een voorgaand
probleem.

Afsluitende opgave
De afsluitende opgaven geven het
beoogde beheersingsniveau aan.

Extra opgave
Opgaven waarmee je extra wordt
uitgedaagd.

Route-aanduiding
Basisroute

Middenroute

Uitdagende route

NB De symbolen van de route-
aanduiding kunnen in combinaties
voorkomen.

Opgaven zonder route-aanduiding
In de Diagnostische toets en in de
Gemengde opgaven hebben opgaven

geen route-aanduiding,

[»6r] Verwijzing naar een module van
de GR-handleiding.

[»weRkBLAD] Verwijzing naar een
werkblad.

[ricr] Verwijzing naar een module van
de handleiding Excel/Sheets.

© Noordhoff Uitgevers by
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Dat er verschillende soorten van stijgen en dalen zijn.

Hoe je veranderingen in beeld kunt brengen met toenamediagrammen.
Hoe je bij een gegeven toenamediagram een grafiek tekent.
Toenamediagrammen tekenen bij formules.

Gemiddelde veranderingen berekenen bij grafieken en formules.
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Beginopdracht Groei Nederlandse
bevolking

Op 1 januari 2000 had Nederland 15 864 000 inwoners. In het diagram
hieronder zie je dat in het eerste decennium van de 21° eeuw, dat is de
periode van 1 januari 2000 tot 1 januari 2010, het aantal inwoners met
711 000 is toegenomen.

GROEI VAN DE NEDERLANDSE BEVOLKING PER DECENNIUM VANAF 1950
x 1000

1500

1000

500

e 7 8 o 10°  1° ¢
decennia

= Bereken met behulp van het diagram het aantal inwoners op 1 januari
2020 en op 1 januari 1950.

In het eerste decennium van de 21° eeuw is het aantal inwoners met
711 000 toegenomen van 15864 000 tot 16 575000. De relatieve toename
711000 ~ 45
15864 ‘
+ Bercken voor alle decennia vanaf 1950 de relatieve toename per 1000
inwoners en verwerk deze relatieve toenames in een diagram zoals
hierboven.

per 1000 inwoners in dit decennium was

De verwachting is dat de Nederlandse bevolking in elk geval tot 2040

zal blijven groeien tot 18293 000 inwoners op 1 januari, daarna zou de

bevolking kunnen krimpen.

Neem aan dat het aantal inwoners op 1 januari 2050 tot 17 896000 zou

zijn afgenomen.

» Stel dat je de afname van het aantal inwoners zou willen weergeven in
de figuur hierboven. Hoe zou je dat aanpakken?

» Bercken de relatieve verandering per 1000 inwoners voor de periode
2040-2050.

8 Hoofdstuk 5 Veranderingen © Noordhoff Uitgevers by




Voorkennis Intervallen en de delta
notatie

Theorie A Intervallen noteren

Een interval is een aancengesloten stuk van de getallenlijn.
In de figuur hieronder zijn boven de getallenlijn drie intervallen
getekend.

% < =1 TExX=d X>0
e——0 o 0 o

| s | i \ L | s s i
T T T T T T T T

2 1 0 1 2 3 4 5 6 7

figour 5.1
Voorbeeld
a Vul in: x ligt tussen 5 en 9 noteer je als ...
O
b Vul in: Bij —_—— hoort de notatie ...
3-2-101 23 45686
Uitwerking
a 5<x<9
b -2<x<4
Vul in.
a x ligt tussen O en 6 noteer je als ...
b x ligt tussen 3,5 en 6,4 noteer je als ...
¢ xis groter dan 7 noteer je als ...
d x is kleiner dan 12,5 noteer je als ...
Vul in.
O—C)
a Bij ————+—+—+——+ hoort de notatie ...
1 0 1 2 3 4 5 6
O——C)
b Bij +————+—+—+——+—+ hoort de notatic ...
-1 0 1 2 3 4 5 6
¢ Bij = — — hoort de notatie ...
-1 0 1 3 4 5 &
d Bij ——+—+—+—+—+—+—+ hoort de notatie ...

@ Noordhoff Uitgevers by Voorkennis Intervallen en de delta notatie




10

Stijn en Bram houden een hardloopwedstrijd over afstand in m

400 meter. In de figuur hiernaast is de afstand \
uitgezet tegen de tijd. 300 "
a Wic lag halverwege voor? sy i % |
b Wie heeft de wedstrijd gewonnen? ////Brgtm ‘ |
¢ In welk tijdsinterval lag Stijn voor op Bram? TR ‘

O 10 20 30 40 50 60
tijd in seconden

figuur 5.2

Theorie B De delta notatie

Om de formule op te stellen van de lijn & door de punten A(1, 3) en
Ay

B(5, 6) ga je uit van k: y = ax + b en bereken je cerst a = Ar’ In deze

notatie is de letter A gebruikt, dat is de Griekse letter D, de eerste letter
van differentie (= verschil). Spreek A uit als delta.

Jekrijgt Ay=6-3=3en Ax=5-1=4,dusa=—_=

>

3
o

Gegeven zijn de punten P(2, 4) en O(7, 10).
a Licht toe dat Ax = 5. Wat is de bijbehorende Ay?
b Stel de formule op van de lijn / door P en Q.

In de figuur hiernaast is NV uitgezet tegen ¢. Zie de N
rode grafiek. Op de grafiek van ¥ liggen de punten
A(2,4)en B(12, 10). De lijn k gaat door 4 en B.

B(12, 10)
Stel de formule op van £.

A2, 4)

(0]
figuur 5.3

Hoofdstuk 5 Veranderingen © Noordhoff Uitgevers by
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5.1 Stijgen en dalen

In de figuur hiernaast is de vlieghoogte van ecn

drone uitgezet tegen de tijd.

a Wat is de maximale hoogte van de drone
gedurende deze tien minuten?

b Hoeveel m/s was de gemiddelde stijgsnelheid van

de drone in de tweede minuut?
¢ In welke minuut daalde de drone het snelst?

Theorie A Intervallen en stijgen endalen

Zie figuur 5.5, Als x toeneemt van 1 tot 5, dan
ga je langs de grafiek omhoog. De grafick is dus
stijgend tussen x = 1 en x = 5. We kunnen ook
zeggen: de grafiek is stijgend voor 1 <x <5,
We noteren dit met de intervalnotatie (1, 5).
Voortaan zeggen we: de grafiek is stijgend op
het interval {1, 5).

Een interval is cen aancengesloten stuk van de
getallenlijn. Tot het open interval (1, 5) behoren
alle getallen die tussen | en 5 liggen. De grenzen
1 en 5 doen nict mee. Hiernaast is dat met open
rondjes aangegeven.,

De grafiek in figuur 5.5 is dalend op het
interval (3, 7).

De grafick is stijgend voor elke x groter dan 7.
We zeggen dat de grafiek stijgend is op het
interval {7, —).

De grafick is dalend op het interval («, 1).

Behalve open intervallen zijn er ook gesloten
intervallen. Bij een gesloten interval doen de
grenzen wel mee. Hiernaast zie je het gesloten
interval [1, 6]. Dit is de notatie voor 1 <x <6,
Letop dat bij | <x <6 de grenzen 1 en 6 niet
mee doen. Bij 1 <x <6 doen de grenzen 1 en
6 wel mee. Ook aan de dichte rondjes
hiernaast kun je zien dat de grenzen | en 6
meedoen.

@ Noordhoff Uitgevers bv

VLIEGHOOGTE DRONE
hoogte in meter

30
25|
20
15
10
=N |
@] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
tijid in minuten
figuur 5.4 :
y
‘ e |
|
‘ S < I
& : |
i) § } t
\ i I |
‘ || 1 1
I |
11— i i
! Il
(0] 1. 2 5 7
o Q Qe
—O 1, 55 Que——
{e—, 1 L8, 7.2
figuur 5.5
Intervallen

Bij het open interval (1, 5) doen de
grenzen 1 en 5 nict mee.

1; 52
O—C)

012345678910

Tot het interval (5, —) behoren alle
getallen groter dan 5.

Tot het interval (<, 3) behoren alle
getallen kleiner dan 3.

=, 3 o, —»
o o

32101234567
Bij het gesloten interval [1, 6] doen

de grenzen 1 en 6 ook mee,
[1, 6]

012345678910

5.1 Stijgen en dalen

11




Afspraak
Op de vraag ‘Op welke intervallen is de grafiek stijgend?’ noteer je de
grootst mogelijke open intervallen (..., ...).

Schrijf de volgende intervallen met de intervalnotatie.

o o o (O ——

-4 -3 -2 A 0 1] 2 3 4 5 6 7
figuur 5.6

. Teken de volgende intervallen boven een getallenlijn.
B (5,41, (-1,2], [3,5) en(7, ).

Noteer als interval,
O® q -8§<x<3 c 5,1<x<73
b 4<x<4i 22
: a Teken de intervallen [-4, -1), (1, 3) en (5, —) boven een getallenlijn.
O@* p Noteer 1I0<x<15enx> 3;— als interval.

Op een veiling worden tomaten aangeboden met een gewicht tussen
B®* 23 en 120 gram. De veiling hanteert drie gewichtsklassen.

klasse A lichter dan 40 gram
klasse B vanaf 40 tot en met 80 gram
klasse C zwaarder dan 80 gram

Noteer elke gewichtsklasse als een interval.

Zie figuur 5.7. y
O@©% g Op welke intervallen is de grafick stijgend? 1 ‘ ‘
b Op welke intervallen is de grafieck dalend? —3 /-\ ‘
1 X
o)
EEEEEL

In een attractiepark staat een achtbaan met
O®* verschillende spectaculaire bochten en
hoogteverschillen, We bekijken twee korte
gedeelten van de baan. Zie figuur 5.8 met de
gedeelten I en II. Op beide gedeelten daalt het
wagentje. Toch is het heel anders wanneer je
op deel I rijdt dan wanneer je op deel IT rijdt.
Dat komt doordat je op verschillende
manieren daalt.
Leg uit wat het verschil in daling is. figuur 5.8

12  Hoofdstuk 5 Veranderingen ® Noordhoff Uitgevers by



Theorie B Soorten van stijgen en dalen

Hiernaast zie je twee grafieken die beide stijgend zijn. )
Ga je van links naar rechts over de grafieken, dan ga je N
omhoog. Maar toch is er een belangrijk verschil tussen
de twee graficken.

Bij grafiek I is de toename steeds groter; de grafiek gaat

11
st&.a.ed.s steiler omhoog, Er is sprake van toenemende i
stijging. stijgend

Bij grafiek Il komt er telkens minder bij; de grafiek gaat t
steeds minder steil omhoog. Er is sprake van atnemende
stijging.

Hieronder staan de verschillende soorten van stijgen en dalen vermeld.

SOORTEN VAN STIJGEN EN DALEN

— |

constante stijging toenemende stijging afnemende stijging

constante daling toenemende daling afnemende daling
Voorbeeld
Welke soorten van stijgen en dalen kun je op het N
interval [0, 10] in figuur 5.9 herkennen? -
Noem ook de bijbehorende intervallen. / N

N
N
Uitwerking 5 N\
afnemend dalend o 2
end op (0, 2) 10| st \

toenemend stijgend op (2, 4) \
afnemend stijgend op (4, 6) o 2 4 B 8 !
toenemend dalend op (6, 10) figuur 5.9

@ Noordhoff Uitgevers bv Slstigenendalen 13
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Zie figuur 5.10 met ¢ tussen O en 12,

a Welke soorten van stijgen herken je?
Noem ook de bijbehorende intervallen.

b Welke soorten van dalen herken je? Noem ook
de bijbehorende intervallen,

De grafick in figuur 5.11 gaat over de snelheid
van een fietser tijdens een tocht door een
glooiend landschap.

a Welke soorten van stijgen en dalen herken je
op het interval [0, 10]? Noem ook de
bijbehorende intervallen.

b Op welk tijdsinterval is de fietser aan het
klimmen?

Bij een onderzoek naar bedreigde talen staan de grafi

|
|
‘ | | |
O 1234567891011
figuur 5.10

v snelheid in km/uur

c 1 2 3 45 6 7 8 9

fijid in minuten
figuur 5.11

10

eken van figuur 5.12. In

de grafieken is af te lezen hoeveel procent van de bevolking de oorspronkelijke
taal nog spreekt. Welsh is een Keltische taal die in Wales wordt gesproken,
Mapudungum is de taal van de Mapuche die vooral in Chili wonen.

PUDUNGUMTALIGEN IN CHILI

WELSHTALIGEN IN WALES MA
70% ' 70%
35% \ 35%
0% T 0%
1900 1950 2000 1900
jaar
figuur 5.12

1950 2000

a In welk jaar begon de daling van het percentage Mapudungumtaligen

af te nemen?

b Rond 1800 sprak vrijwel de gehele bevolking van Wales nog Welsh,
Een onderzoeker breidt de grafiek uit om dit gegeven op te nemen.
Welke soort dalen verwacht je dat de grafiek tussen 1800 en 1900

vertoont? Licht toe.

Hoofdstuk 5 Veranderingen

~

© Noordhoff Uitgevers by



ne*x

Oe*x

In figuur 5.13 zijn vier globale graficken getckend.

Bij elke grafiek hoort een van de volgende

krantenkoppen.

Zock bij elke grafick de juiste krantenkop.

I Afname biodiversiteit bos steeds minder sterk.

11 Explosieve groei verkoop tablets zwakt af.

1II Griepvirus grijpt steeds sneller om zich heen.

IV Steeds sterkere daling van dollarkoers tot staan
gebracht.

figuur 5.13

Van de 10-jarigen in Nederland draagt
8% een bril. Het percentage brildragers
is toenemend stijgend tot de leeftijd van
40 jaar. Dan is 42% brildragend.
Vervolgens treedt een constante stijging
op tot de leeftijd van 535 jaar. Op die
leeftijd draagt 80% een bril. Daarna
neemt de toename af. Van de 75-plussers
draagt 98% een bril.
a Teken een grafick bij deze gegevens.
b Schat met behulp van de grafiek welk percentage
van de 30-jarigen een bril draagt.
¢ Bereken met lineair interpoleren welk percentage
van de 50-jarigen een bril draagt,

In de figuur hiernaast is het aantal
mensen N in een winkelcentrum

uitgezet tegen de tijd ¢ in uren met =0 400

om 7:00 vur.

Er zijn twee waarden van ¢ waarvoor —

geldt; direct links van de waarde neemt 500 |-

het aantal mensen toe en direct rechts =P i

neemt het aantal af. LS i

a Welke waarden van ¢ zijn dit? /

b Er zijn dric momenten waarop het g 2 % 8B 8 W & m;fn .
aantal mensen in het winkelcentrum figuur 5.14

minimaal is.
Hoe laat is het op deze momenten?

@ Noordhoff Uitgevers bv S1stigenendalen 1%
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Theorie C Maximum en minimum

In een duingebied op Vlieland is gedurende aantal konijnen

twee jaar het aantal konijnen bijgehouden. . | L 1g] | |
Zie de grafiek in figuur 5.15. AN
De punten 4, B en C zijn toppen van de 000 TSy [

/>
|
\
|

|
i
gratiek. \ /
Bij het punt 4 gaat de grafiek over van /
stijgend naar dalend, daarom bereikt het 11
i " 500}

aantal konijnen bij het punt 4 een }

\

|

|

maximum.

Ook bij het punt C is er sprake van een
maximum.

Het maximum bij 4 is 1000.

Het maximum bij C is 1200,

Je ziet dat er meerdere maxima kunnen
zijn. Je moet een maximum dus plaatselijk opvatten.

P

| L L 2l T L B ] I [
=
n

O 18

tijd in maanden

figuur 5.15

Bij het punt B gaat de grafick over van dalend naar stijgend, daarom

bereikt het aantal konijnen bij het punt B een minimum. Ook een

minimum moet je plaatselijk opvatten.

Het minimum bij B is 500.

Omdat het aantal konijnen alleen is bijgehouden van ¢ = 0 tot en met

¢t =24, heeft de grafiek de randpunten P en Q. Op het interval [0, 24] is

er bij de punten P en Q sprake van een minimum.

Het is onwaarschijnlijk dat het aantal konijnen in het duingebied op Vlieland
in de punten P en Q daadwerkelijk minimaal is. Beperk je je dus niet tot het
interval [0, 24], dan is er op t = 0 en ¢ = 24 geen sprake van een minimum,

Gaat een grafiek over van stijgend naar dalend, dan heeft de grafiek
een maximum.

Gaat een grafiek over van dalend naar stijgend, dan heeft de grafiek
een minimum.

Ook kunnen bij randpunten op een interval maxima en minima
optreden.

In figuur 5.16 is de grafiek gegeven op N
' het interval [0, 7]. f [T 18]
. : 40 | ‘ .
a Bij welke punten treedt een maximum HENRE 8
op? Geef deze maxima. a0l 48| ‘ :
b Bij welke punten treedt een minimum 2N | L1998 1
op? Geef deze minima., 20 |- e \ Fl
¢ Hoeveel procent is het maximum bij D /N : \
meer dan het maximum bij B? B Pt \'E/
Lt
0 1 2 3 4 5 6
figuur 5.16
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Zie de grafiek in figuur 5.17. q

OO©* g Hoeveel maxima heeft de grafiek? En L ]|
hoeveel minima?
b Hoe groot is het verschil tussen het TN ErELE
grootste maximum cn het kleinste A 1 s d ‘ | /|
minimum van de grafiek? / /‘/ \ /
10 | /|

=2 -1 @] 1 2 3
figuur 5.17

De filedruk is een maat voor de drukte op de autosnelwegen. De

©* filedruk wordt uitgedrukt in kilometerminuten (kmmin). Een file met
een lengte van 10 km die 30 minuten duurt, levert een filedruk op van
10 - 30 = 300 kmmin.
In de figuur hieronder zie je een grafiek van de filedruk in de

ochtendspits.
GEMIDDELDE FILEDRUK OCHTENDSPITS
kmmin
500 000 /\
400000 [ \
\_/ \\
300 000
200 000
100 000
© N
z N 2 B (=] K A A A
& k\}fg;\ @,g\ & & &® N) N £ @ 60‘2' o o
{é\ \e\p < 0@) @ 6{:\ -.\Q‘(R\ @
3 ey & @
figuur 5.18
a Treedt er bij het begin van de grafiek in januari een maximum op?
Licht toe.
b Bij het maximum in november stond er in totaal 1800 km file in de
ochtendspits.

Hoeveel uur duurden deze files in totaal? Rond af op gehelen.

¢ Hoeveel procent meer filedruk was er bij het maximum in maart
vergeleken met het minimum in februari?

d Geef een mogelijke verklaring van het verloop van de filedruk
gedurende het jaar.
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Terugblik

Intervallen

Een interval is een gedeclte van de getallenlijn.

Voorbeelden van open intervallen zijn (<, -3), (1, 4) en (9, —).
Een voorbeeld van een gesloten interval is [35, 8].

Hieronder zijn deze intervallen boven de getallenlijn getekend.

G -3y <1, 4> [5, 8] <9, -
———— O O [+

L 1 L 1 1 L 1 L L 1 L L 1 L 1 1 L 1 L

7 6 54 -3-2-10 12 3 45 6 7 8 9 10 11

Stijgen en dalen
Om aan te geven waar een grafiek stijgend of afnemend

dalend is, gebruik je de intervalnotatie. Zowel N Lo
bij stijgen als bij dalen onderscheiden we drie ! /
soorten: constant, afnemend en toenemend.

De grafick hiernaast is

+ afnemend dalend op {0, 3)

+ toenemend stijgend op 3, 5)
« afnemend stijgend op (5, 7) :

afnemend
dalend

toenemend
stijgend

=) e

|
I
I
\
\
\
\
I
I
I
5 6

+ toenemend dalend op (7, 8). 0O 1 2 3 4
Minima en maxima
De grafiek op het interval [0, 8] hiernaast heeft de aantal
toppen 4, Ben C, B
Bij 4 en C treden minima op. =ER
Het minimum bij A is 150 en bij C is dat 50, " ]
Het maximum bij B is 350. =50 / 'l

. .. . 350—-50 _ 200\ —
Het maximum bij B is 50~ 100% = 600% e REEIRNEE
meer dan het minimum bij C. . Wil
Maxima en minima moet je plaatselijk opvatten. 50 | \‘./
Op het interval [0, 8] treedt bij randpunt P een e
maximum van 250 op en bij randpunt Q een O 1 2 3 45 6 7 8

maximum van 125,
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5.2 Toenamediagrammen

Jasmijn heeft op een dag in maart van acht uyur
’s morgens tot acht uur ’s avonds het
temperatuurverloop bijgehouden. Zie de figuur
hiernaast. Hierin is 7 de tijd in uren met =0 om
8:00 uur en 7 de temperatuur in graden Celsius,
Je ziet dat om acht uur ’s ochtends de temperatuur
2°C was.
a Wat is de toename van de temperatuur tussen
tien uur en twaalf uur?
b Wat is de toename van T op het interval [4, 6]?
¢ Op het interval [8, 10] is er een afname. De
verandering van T'is dus negatief.
Hoe groot is deze afthame?
d Neem over en vul in.

intervall[O,Z]‘[2,4]‘[4,6]|[6,8]|[8, 10]‘[10,12]
ar | [

A

0

0 2 4 6 8 10
tijd in uren

figuur 5.19

Theorie A Van grafiek naar toenamediagrammen

Het aantal radioluisteraars op een doordeweekse dag
neemt in de loop van de ochtend toe. Zie figuur 5.20a,
Hierin is NV het aantal luisteraars in duizendtallen en ¢
de tijd in uren met ¢ = 0 om 6:00 uur.

Van ¢=0 tot /=1 is de toecname AN=15—-5=10.
Dus op het interval [0, 1] is AN =10.

Van t= 1 tot 7 = 2 is de toename AN=30—15=15.
Dusop[L,2]is AN=15.

Op het interval [4, 5] is er cen afname van 7. Dus op
[4,5]is AN=-T7,

In de tabel staat bij intervallen met Az =1 de
bijbehorende AN.

interval

0. 11| 11.21|2.31| 3,41 | 14 5] 15. 61| [6. 7
AN |10’15‘5’2 ’—7‘—5‘—3

In figuur 5.20b is bij de tabel een nieuw soort diagram
getekend. Eerst is boven de rechtergrens van elk interval
de bijbehorende AN uitgezet. Vervolgens zijn de punten
door verticale lijnstukken met de #-as verbonden.,

Figuur 5.20b heet een toenamediagram. Bij dit
toenamediagram is de stapgrootte Ar=1,

@ Noordhoff Uitgevers bv

0 t
0 1 2 3 4 &5 B
tijd in uren

a

AN

10 I

|

0 ' t

01 2 3 4 5 61
-10
b
figuur 5.20
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Voorbeeld
Zie figuur 5.21. GRAFIEK

Teken het toenamediagram op het interval [0; 3,5] =
met stapgrootte Ax=0,5. 4
3 .
Aanpak )
Maak eerst een tabel met toenames. Op [0; 3,5] is
het eerste interval met Ax = 0,5 het interval 1
[0; 0,5]. Let erop dat je Ay telkens boven de o / ] 5 \ 3 T
rechtergrens van het bijbehorende interval uitzet. -1 /] - -
Bij de verticale as zet je Ay, 2
-3 / 1 =
i
* O’_ﬂ
figuur 5.21
U;’mgrking TOENAMEDIAGRAM
Ay
interval Ay
3
[0;05] | 3 ¢--|Op[0;0,5]isdetoename3.| ,
[0.,5: 1]
;15 | 1 -~ !
[L; 1, Dus het staatje boven 0,5 |- > %
[ 2] - heeft lengte 3 © 1 21 g 1
[Z25] | =2 = : ?
[2,5; 3] -1 =D
[3;3,5] 3 =3
0 Zie figuur 5.21 van het voorbeeld.
B@®@3%* Teken het toenamediagram op het interval [0, 4] met Ax = 1.
BN Zie figuur 5.22. 7
B® | g Teken het toenamediagram op het interval [0, 3]
met Af=1. 8
b Teken het toenamediagram op het interval 5 \
[0; 3,5] met Az =0,5. \
: \
2
0 1 2 A !
2
figuur 5.22
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| De volgende tabel geeft informatie over het aantal

%

ne*

grieppatiénten op een school. Hierbij is 7 de tijd in
dagen en N het aantal grieppatiénten.

. |o|1|2‘3|4|5
N|18|25|27|32|28|23

a Tcken het tocnamediagram met Az =1.
b Teken een mogelijk toenamediagram met Az =0,5.

Zie figuur 5.23.

a Teken het toenamediagram op het interval [0, 6] met
Ap=2,

b Hoe hoog zijn de staafjes in het toenamediagram met
Ap =1? Wat heeft dit met de richtingscoéfficiént van
de lijn te maken?

¢ Wat kun je zeggen van het toenamediagram bij een
lineair verband?

d Wat kun je zeggen van het toenamediagram als de
grafiek een horizontale lijn is?

. Teken een tocnamediagram bij cen grafick die

fok 3

a één maximum heeft
b één minimum heeft
¢ bij een lineair verband hoort
d afnemend dalend is.

de graficken hoort één van de toenamediagrammen.

Het diagram over de griep-
| patiénten heb ik niet af £
| Juffrouw, want =
ik had griep. r

400
300
200
100 i

O 1 2 3 4 5 8
figuur 5.23

.| Hieronder zie je drie graficken en drie toenamediagrammen. Bij elk van
O@*x

Zocek bij elke grafiek het juiste toenamediagram. Licht je keuze toe.

¥ ¥ ¥

/ \ |
k a
|
|
X . X
(@] 1 2 38 4 (@] 1 2 3 4 (@] 1 2 3 4
A B C
Ay Ay Ay

ol 1 4

e

EEEEEyEEEEE: K
|
|

[ I 1
figour 5.24
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Freek vertelt aan het einde van 2020 over het aantal opdrachten voor zijn
* bedrijf dat hij in 2017 begon: ‘In 2017 had ik 50 opdrachten minder dan
nu. Vorig jaar was mijn beste jaar met 95 opdrachten. Dat was een
stijging van 20 opdrachten ten opzichte van 2018. Dit jaar ging het icts
minder goed en had ik 15 opdrachten minder dan vorig jaar,”
Teken het toenamediagram voor het bedrijf van Freek. Neem op de
horizontale as de tijd ¢ in jaren met =0 in 2017 en op de verticale as de
verandering van het aantal opdrachten N. Gebruik Az =1.

Jasmijn heeft op een dag in juni van acht uur AT
B@©* °s morgens tot acht uur s avonds het 5
temperatuurverloop bijgechouden. Ze heeft 4
hiervan een toenamediagram gemaakt met g
stapgrootte 2 uur. Zie de figuur hiernaast. Hierin ] i
. R tijd in uren
is ¢ de tijd in uren met = 0 om 8:00 vur en 7 de 0 .
) . s B 2| a6 g hol 12
temperatuur in graden Celsius. Om twaalf uur ’s ;
middags was het 20°C. a
a Licht toe dat het ’s middags om twee uur 24°C 4|
was, e L]
b Wat was de temperatuur om vier uur’s
P figuur 5.25

middags? En om acht uur ’s avonds?
¢ Reken na dat de temperatuur om acht vur ’s morgens 12 °C was.

Theorie B Van toenamediagram naar grafiek

Zijn bij cen tocnamediagram de codrdinaten bekend van een punt van de
bijbehorende grafiek, dan kun je codrdinaten van andere punten van de
grafiek berekenen. Door deze punten is vervolgens een gratiek te tekenen.
In het voorbeeld krijg je op deze manier de codrdinaten van zeven punten.
Tenzij je nog meer informatie hebt over de grafiek, is in theorie elke
grafiek door deze zeven punten mogelijk.

Voorbeeld

Het toenamediagram in figuur 5.26 geeft AN

informatic over het aantal konijnen N in een

duingebied. Hierin is ¢ de tijd in maanden met

t=0 op | januari 2020. 100

Op | april 2020 zijn er 850 konijnen.

a Teken een grafiek bij deze gegevens,

b Tussen 1 januari en 1 juli 2020 was het
aantal konijnen één keer minimaal. De

150

50

(0] 1 2 3 4 5 6
tijd in maanden

natuurbeheerder beweert dat dit minimum 0
optrad in de maand februari, Kan dit -100
kloppen? Licht toe.

figuur 5.26
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Aanpak

a Maak een tabel met 7 en N. Gebruik dat op 1 april (dus op ¢ = 3) geldt
dat N =850. Van ¢ =3 tot =4 neemt N met 150 toe, dit kun je zien
aan het staafje bij 1 =4, Bereken de overige waarden van N,

Uitwerking
a ¢ P N ‘
0l 900 Y 1100
| 850
) -100
I ) +100
| Lapril [-> 3| 850 1000 |
D) +150 |
4| 1000 Ny
s| 10502 |
+5 900 ¥ -
6| 11002 |
Zie de rode grafiek. 800 /
Merk op dat elke grafick door de zeven gevonden |~ / |
punten bij het toenamediagram past. < 4

(0] 1 2 3 4 5 6
fijd in maanden

b Ja, dat kan kloppen, zie de blauwe grafiek hiernaast.

~ "2} Zie vraag b van het voorbeeld.
O@* Zou het aantal konijnen minimaal geweest kunnen
zijn in maart? Licht toe.

Gegeven is het toenamediagram in figuur 5,27, Ay

B®* De bijbehorende grafick gaat door het punt (2, 3). '

a Teken een grafiek bij deze gegevens. it
b Waarom zijn er meerdere grafiecken mogelijk?

Teken met een andere kleur nog een mogelijke

grafiek in de figuur van vraag a. ol =2 3 2 5 d |F

¢ Teken het toenamediagram met Ax =2 ophet 5
mterval [0, 6]. ’

figuur 5.27
| Gegeven is het toenamediagram in figuur 5.28. Ay
0@  a Teken cen grafick die bij het toenamediagram | ‘ ‘
hoort en die door het punt (3, -2) gaat. 2 ‘
b Eris gegeven dat de grafiek die bij het ] ‘
toenamediagram hoort maar één maximum ]
heeft. . B . ol 1 2 3 4 § ¢ |"
Kan dit maximum optreden bij x = 2,57 En bjj 1
x = 1,57 Licht toe. \
figuur 5.28
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In een toenamediagram van een grafick kun je de verschillende soorten
van stijgen en dalen herkennen.

Zoek bij de toenamediagrammen in figuur 5.29 de juiste soort van
stijgen of dalen. Kies uit: toenemend stijgend, afhemend stijgend,
constant stijgend, toenemend dalend, afnemend dalend en constant
dalend.

Ay Ay Ay Ay

Al B
I e LTI

a b c d
figuur 5.29

Schets mogelijke grafieken bij de volgende toenamediagrammen.

Ay Ay Ay Ay

Ml e b Ll
IR

a b c d

figuur 5.30

In Nationaal Park De Hoge Veluwe kun je AN

gebruik maken van witte leenfietsen. Op een 1 ‘
aantal plekken in het park zijn stallingen waar je 30 1 |
een fiets kunt meenemen of wegzetten. Een o0 1
beheerder van het park houdt op cen dag vanaf b

9:00 uur bij hoeveel fietsen er in één van de

stallingen staan. Zie het toenamediagram in ol 1 4 34 5 67 t
figuur 5.31 waarin 7 de tijd in uren is met 7 =0 -10 '

om 9:00 uur en NV het aantal fietsen in de -20

stalling. Om 15:00 uur stonden er 110 fietsen in - ||

de stalling. s

a Hoeveel fietsen stonden er om 17:00 uur in
de stalling? En om 9:00 uur?

b Tussen 10 en 11 uur hebben in totaal 30
personen een fiets in de stalling gezet,
Hoeveel fietsen zijn er tussen 10 en 11 uur
meegenomen?
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| Tijdens de vaart van Dubai naar de haven van

Rotterdam houdt de stuurman van een grote
olietanker elke dag de verandering van de
olieprijs bij. Zie het toenamediagram in figuur
5.32. Hierin is ¢ de tijd in dagen met ¢ =0 op 11
maart om 0:00 uur en Ap de prijsverandering in
dollarcenten per vat. Een vat komt overeen met
127,2 kg olie. De tanker vervoert 210000 ton
olie.
Op 14 maart om 0:00 uur was de olieprijs 101,50
dollar per vat. Geef in deze opgave de
antwoorden in miljoenen dollar en rond af op één
decimaal.
a Bereken de totale waarde van de olie in de
tanker op 16 maart om 0:00 uur. Gebruik dat
1 ton = 1000 kg.
b De stuurman berekent elke dag om 0:00 uur
de waarde van de olic in de tanker.
Wat is het verschil tussen de hoogste en
laagste waarde die hij berekent?

; & Op een zonnige dag houdt Daan bij hoeveel

mensen er op een groot terras zitten. Zie het
tocnamediagram in figuur 5.33 met 7 de tijd in
urcn en /=0 om 15:00 uur en N het aantal
mensen op het terras.

Onderzoek hoeveel mensen er om 15:00 uur
minstens op het terras hebben gezeten,

Bij het toenamediagram in figuur 5.34 hoort een
gratick met één minimum.

Voor welke waarden van x kan dit minimum
optreden? Geef cen zo groot mogelijk interval.

@ Noordhoff Uitgevers bv

Ap

100

50

-50

figuur 5.32

AN

20

10

figuur 5.33

Ay

figuur 5.34
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Een fabrikant hanteert voor de opbrengst van zijn product de q R | AR

fornmule R =-0,1¢° + 20g. Hierin is g de weekverkoop en R de

opbrengst in euro’s.

a Vul de tabel hiernaast verder in. 30 | 510 | 510

b Teken het toenamediagram op [0, 180] met Ag = 30, 60 | 840 | 330
90
120
150

180

Theorie C Formules en toenamediagrammen

In opgave 36 heb je een toenamediagram getekend bij een gegeven
formule. Je kunt de GR gebruiken om bij een formule een tabel te maken.
[»6r] Neem daarvoor de module Formules en tabellen door.

Bij de tabel die de GR geeft, zijn de toenamen te berekenen. Vervolgens
is het toenamediagram te tekenen.

Voorbeeld N
De directie van een pretpark hanteert voor het
aantal personen & in de rij voor de kassa het
model N= £ —12¢+ 36¢. Hierin is ¢ de tijd in
uren met £ =0 om 9:00 uur. De kassa is geopend
van 9:00 uur tot 15:00 uur. In de figuur hiernaast
zie je de grafiek van N, . . . l J
Teken het toenamediagram op [0, 6] met Az=1, o) 6 !
figuur 5.35

Aanpaik
Voer de formule in op de GR en maak een tabel
met kolommen ¢, N en AN,

Uitwerking
Voer in v, =x3 — 12x? + 36x. AN
t N AN
0 0 - 20
1 25 25 10
2 [ 2] 7 [
o t
f 97 -5 1 2 g 4 s
4 |16 | -u -10
5 3 -11
6 0 ~5
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Het aantal personen dat zich op een zomerse dag N
B@* in een dierentuin bevindt, is te beschrijven met de

formule N = 4807 — 407. Hierin is 7 de tijd in

uren met ¢ = 0 om 9:00 uur. De dierentuin sluit

om 21:00 uur, In de figuur hiernaast zie je de

gratiek van N.

a Welke soorten van stijgen en dalen herken je o) 2!
in de grafiek?

b Teken het toenamediagram op [0, 12] met 350
Ar=2.

-1 Een fabrikant van verpakkingsmateriaal maakt luxe P
B@®* doosjes voor kleine cadeaus. Hij gebruikt de
formule P = 0,454+ lhis +10,3 voor de

productiekosten in eurocent per doosje. Hierin is

# de hoogte van het doosje in cm. In de figuur

hiernaast zie je de grafiek van P.

a Bereken de totale kosten in euro’s voor het
produceren van 1200 doosjes met een hoogte

van 10 cm,

b De fabrikant overweegt de hoogte van de h
doosjes te veranderen van 10 naar 12 cm. 0
Bereken met hoeveel procent de figuur 5.37

productickosten per doosje dan toenemen.
¢ Teken het toenamediagram op [2, 14] met Ah =2,
d Hoe zie je in het toenamediagram dat de grafick
van P van afnemend dalend naar toenemend stijgend gaat?
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Terugblik

Toenamediagram

Om bij de grafick hiernaast het toenamediagram te tekenen met
At=1, lees je bij stapgrootte Az =1 de veranderingen AT uit de

grafiek af.

interval | [0, 1] ‘ [1,2] ’ 2, 3] ‘ 3. 4] ’ [4, 5] ‘ [5, 6]
AT|—3‘—1|1‘1’0‘—2

Vervolgens zet je de veranderingen AT uit tegen ¢ en verbind je
de punten door een verticaal lijnstukje met de r-as. Teken elk
verticaal lijnstukje boven de rechtergrens van het interval, dus
het eerste lijnstukje bij =1, het tweede bij 7= 2, enzovoort.

Bij een athemend dalende grafick hoort een toenamediagram
met staafjes onder de horizontale as die steeds korter worden,

y
Ay

o}

Van toenamediagram naar grafiek

Van een grafiek die door het punt (1, 8) gaat, is het
toenamediagram in de figuur hiernaast getekend. Hieruit
volgt dat de grafiek ook door de punten (0, 3), (2, 18) en
(3, 13) gaat,

+5 +10 -5
e N e T i
0,3 (1,8 (2,18 (3, 13

Begin met (1, 8).

Een toenamediagram bij een formule

e

|

5
4
3 ]
< LW
1
t
@ 1 23 4 5
AT
toenamediagram
2 metat=1
1 T
(8] t
120 3 4 b6
_1 |
,2 |
1
Ay
5

Om bij een gegeven tormule een toenamediagram te tekenen voer je de
formule in op de GR. Vervolgens maak je op de GR een tabel waarbij je
de juiste stapgrootte kiest, Neem deze tabel over en voeg een kolom met

de veranderingen toe.
Gebruik deze tabel om het toenamediagram te tekenen.

Hoofdstuk 5 Veranderingen
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5.3 Differentiequotiénten

In 2017 passeerde Nederland de grens van
17 miljoen inwoners. In de tabel kun je
voor verschillende perioden de toename
van het aantal inwoners NV in miljoenen
aflezen.

BEVOLKING VAN NEDERLAND

periode toename AN
1840-1940 5.8
1940-1970 4,2
1970-1990 1,9
1990-2010 1,6
2010-2020 0.8

Stijn bekijkt de tabel en zegt: “Er is sinds 1840 sprake van een

afnemende stijging.’
Welke fout maakt Stijn?

Theorie A Gemiddelde veranderingen

Om veranderingen van inwoneraantallen N te
vergelijken, gebruik je AN. Het ligt voor de hand
om te zeggen: ‘Hoe groter AN, des te sterker
verandert N.” Maar je moet hiermee voorzichtig
zijn, want ook de lengte Az van het tijdsinterval
speelt een rol,
Om de veranderingen goed met elkaar te
vergelijken bekijk je de gemiddelde
veranderingen per tijdseenheid.
Zo geldt voor de tabel hierboven:
» voor de periode 1840-1940 neemt N met 5,8
toe, dus de gemiddelde verandering is
AN 58
At 100

=(),058 miljoen per jaar,

GEMIDDELDE VERANDERING PER
TIWDSEENHEID IS %

I

I

I

1
t

figuur 5.38

+ voor de periode 1940-1970 neemt N met 4.2 toe, dus de gemiddelde

randerin iqA—N= :
verandermg 18 " =30

At

@ Noordhoff Uitgevers bv

=~ = 0,14 miljoen per jaar.

L is de gemiddelde verandering van V per tijdseenheid.
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oEx

In de tabel staat informatic over het aantal woningen N in miljoenen in

I Nederland.

WONINGVOORRAAD NEDERLAND
jaar | 1920 [ 1947 | 1964 | 1970 | 1950 | 1987 | 1995 | 2000 | 2019
N | 1,37 ] 2,12 ‘ 3,15 ‘ 3,75 ‘ 4,85 ‘ 5,59 ‘ 6,30 ‘ 6,59 ‘ 7,82

a Met hoeveel neemt N toe in de periode 1980-19877 Wat is de
gemiddelde toename per jaar in deze periode?

Hieronder is een begin gemaakt van de tabel met periode, At, AN en %
AN

periode At AN Al

1920-1947 27 0,75 | 0,028

b Neem de tabel over en vul deze aan met de andere zeven periodes.

¢ Inwelke periode is de gemiddelde toename het grootst?

d Trek een conclusie over het verloop van de woningvoorraad in
Nederland.

In figuur 5.39 is de groei weergegeven van een populatie fruitvliegjes in
een afgesloten ruimte.

aantal N

3000 |—

B o = =i B e =0 S B 0 B S B SR e R 2

1000

t

o) 5 10 15
tijd in dagen
fignur 5.39

a Bereken de gemiddelde toename per dag van het aantal fruitvliegjes
gedurende de cerste tien dagen.

b Hoe kun je in de figuur zien dat de gemiddelde toename per dag op
[2, 8] groter is dan op [10, 14]?

¢ Zeg zonder berekening op welk interval de gemiddelde toename per
dag het grootst is en ook op welk interval het kleinst.
Kies uit [0, 47, [4, 8], [8, 12] en [12, 20].
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_ In figuur 5.40 is het aantal auto’s N op een parkeerterrein N
nex

bij een dierentuin uitgezet tegen de tijd 7 in uren. Het

‘ :
betreft een zaterdag in mei. 2000 |- =}
¢ 1600 //\/_\
i

a Bercken g op het interval [9, 13].

A 1200

b Bereken de gemiddelde verandering van N op het 800 / | | :
interval [12, 17]. 200 ;
¢ Geef een interval waarop de gemiddelde toename | \
100 auto’s per uur is. %8 10 12 12 16 18
d Geef een interval waarop de gemiddelde athame figuur 5.40
200 auto’s per uur is.
Op de grafiek hiernaast liggen de punten A(1, 3) en y
B(6, 6). . | Bl
a Bereken de gemiddelde toename van y op het | //
interval [1, 6]. 5 | / //
b Bereken de richtingscoéfficiént van de lijn door S—— i
Aen B, 3 A;/ m
¢ Vergelijk de antwoorden van a en b. Wat valt je op? 2 4 =
1/
|
j

2 3 4 5 6

o]
figuur 5.41
Theorie B Differentiequotiénten bij grafieken
Op het interval [1, 6] in figuur 542 is Ax=6—1=5 y
eEnNAy=3—2=3, 6 |
Bememilfessmnieingts S, = e Rt
¢ gemiddelde verandering is - =%=0,6. = heet p =
3 P Ay=5-2=3
ALY !
het differentiequotiént van y op het interval [1, 6]. 3 Afax= 5 =7 ;?;T_ |
v [ [
Het differentiequotiént E is de richtingscoéfficiént o 1 2‘ :L 1 l} e o

van de lijn 4B in figuur 5.42. In plaats van ‘de figuur 5.42
richtingscoéfficiént van de lijn AB’ zeggen we
ook ‘de helling van de lijn 4B”.

7

Ax
* de gemiddelde verandering van y op [x ., x;]
* de richtingscoéfficiént (oftewel de helling)
van de lijn AB

Y~ V4

Xg=Xy

Het differentiequotiént vany op [x,, xz] is
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Voorbeeld
Zie figuur 5.43.

Bereken de gemiddelde verandering van y op
het interval [-1, 3].
Bercken het differentiequotiént op [3, 5].

Uitwerking

De gemiddelde verandering op [-1, 3] is
Ay _8-2 6

TP T
. Ay -8 -2
b Op[3,5]is Ar 5-3 2 1.
Zie figuur 5.43.

figuur 5.43

a Bereken de gemiddelde verandering van v op het interval [2, 5].

¢ Noem een interval waarop de gemiddelde verandering van y nul is.

Bereken het differentiequotiént op [-1, 5].

Zic figuur 5.44.

Bercken het differentiequotiént op [1, 3].

pezeken =28 4, 6

ere enAxop[ , 6].

Wat betekent het dat je antwoord negatief is?
Ay

Bereken Ar P [2, 7]

Noem cen interval waarop de gemiddelde
verandering gelijk is aan 0.

Ay
Noem een interval waarop E gelijk is 1,5,

Zie figuur 5.45. De grafiek is een lijn.

Bereken het differenticquotiént op de
intervallen [0, 2], [2, 5], [5, 6] en [6, 10].

Wat kun je zeggen van de
differentiequotiénten als de grafick een lijn is?

Hoofdstuk 5 Veranderingen

i \
3 \
2 N

@] 1 2 3 5] 6
figuur 5.44
¥
| | !
T | B2 i
30 | P
20 1 1 i
10 =] :
[T 1] o
@] 1 2 3 5 6

figuur 5.45
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[»werksLad] Zie de kostengrafick in figuur 5.46. K in euro’s

UG* 150

a Bereken i—i; in euro’s per stuk op de

}

mtervallen [0, 2], [2, 4] en [4, 6]. }

b Op welk interval vit vraag a is de gemiddelde }
verandering van K het grootst? bl EEEEE

¢ Bekijk de intervallen [0, 1], [1, 3], [3, 6] en |
[6,7]. |
Toon aan dat de gemiddelde verandering van o
K op [6, 7] het grootst is. }

d Voor welke g is de gemiddelde toename van \
de kosten op [0, g] gelijk aan die op het 10 1

interval [0, 4]? Licht je antwoord toe met o 1 2 3 4 5 5 ¢

behulp van het werkblad.

figuur 5.46

-:l| De grafiek in figuur 5.47 gaat over het verloop TinC
B@* van de temperatuur op een dag in mei. : '
AT
a Bereken ——- op [6, 10] en op [9, 14].
b Licht toe dat op [16, 20] geldt dat AT=-3 en

bereken % op [16, 20]. Wat betekent het dat

20

dit differentiequotiént negatief is?

¢ Geef twee intervallen waarop de gemiddelde
verandering 0°C/uur is,

d Geef cen interval waarop de gemiddelde
verandering 0,4 °C/uur is.

tijd in uren

figuur 5.47

Zic het toenamediagram in figuur 5.48. Ay

©%* Bereken de differentiequotiénten op de
intervallen [0, 7] en [2, 6]. 20
10

2

!| Van een grafiek is het volgende bekend:
* « de grafiek gaat door het punt (0, 2) Of 1 23 48§ 6 7
« op [0, 2] is het differenticquotiént 10

« op [0, 5] is het differentiequotiént figuur 5.43

« op [1, 3] is het differentiequotiént 11

op [1, 5] is het differentiequotiént 1.
Teken een mogelijke grafiek.

Bereken het differentiequotiént op [3, 5].
Is het mogelijk dat het differentiequotiént
op [1, 4] gelijk is aan 137 Licht toe.
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"1 Een ecoduct is een viaduct dat wilde dieren gebruiken om drukke
nex

wegen over te steken.

Uit een onderzoek bleek dat het aantal dieren N dat per etmaal

een ecoduct gebruikt, athankelijk is van de breedte » van het

ecoduct. Men gebruikt de formule N=20— bl% . Hierin is b

de breedte van het ecoduct in meter en N het aantal stuks N

wild (zoals herten, everzwijnen en konijnen) dat per

etmaal het ecoduct gebruikt. In de figuur hiernaast zie je

de grafiek van N.

a Reken na dat bij b = 5 hoort N=10 en dat bij 5 =15
hoort N=135.

b Bereken de gemiddelde verandering van N als b o b
toeneemt van 5 naar 15 meter.

¢ Bercken het differentiequotiént op het interval [10, 15].  figuur 5.49

Theorie C Differentiequotiénten en formules

Om bij de formule N=20— % van opgave 51 het differentiequotiént
op het interval [15, 25] te berekenen, ga je als volgt te werk.

» Bereken Nbij b= 15. Je krijgt N = 15.

* Bereken N bij b =25, Je krijgt N =16,6...

AN s

Ap P [15, 25]. Je krijgt

~ 0,17 dieren per etmaal per meter,

+ Bereken het differentiequotiént
AN 16,6..—15
Ab 25-15

In opgave 51b heb je gezien dat de gemiddelde verandering op het

interval [5, 15] gelijk is aan 0,5 dieren per etmaal per meter. Dus het

verbreden van een ecoduct van 5 naar 15 meter heeft meer effect dan het
verbreden van 15 naar 25 meter, In het eerste geval levert elke meter
verbreding gemiddeld een toename op van 0,5 dieren per etmaal, terwijl
in het tweede geval deze toename slechts 0,17 is.
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Hiernaast zie je het verloop van het aantal grieppatiénten

N in een stad. Hierbij hoort de formule N = 140¢* — 5¢

met de tijd 7 in dagen.

a Bercken het differentiequotiént op [3, 8].

b Bercken de gemiddelde toename van N in de tweede
week.

¢ Bereken de gemiddelde toename van NV op het interval
[10, 16].

Zie opgave 52 met de formule N = 1407 — 5¢. Vera beweert
dat er cen periode is waarin de gemiddelde toecname van N
meer dan 1300 patiénten per dag is.

Kan dit kloppen? Licht toe.

Gegeven is de kostenformule K= g* — 6¢° + 13¢ + 15.
Hierin is K in duizenden euro’s en ¢ de productie in
duizendtallen, De productie is maximaal 8000 stuks.

a Bercken het differentiequotiént van K op het interval
[4, 6]. Vergeet niet de eenheid te vermelden.

b Bereken de gemiddelde toename van de kosten in
euro’s per stuk als de productie toeneemt van 2000 tot
5000 stuks.

¢ Bereken de gemiddelde toename van K in euro’s per
stuk als de productie toencemt van 3600 tot 6100 stuks.

@ Noordhoff Uitgevers bv

o

t
tiid in dagen

figuur 5.50

K in duizenden euro’s
en g in duizendtallen,
dus de gemiddelde
verandering van K is in
euro’s per stuk.
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Terugblik

Differentiequotiént %
Om veranderingen op intervallen van
verschillende lengte te vergelijken, 1

Fod o —— v e
gebruik je differenticquotiénten E 10

; : LAY B
Het differentiequotiént Ay S de "
gemiddelde verandering van y op een 4
interval. -
In de figuur hiernaast kun je atlezen: o
* Op het interval [2, 4] is Ay=4 en Al=i=

p al [2,4]is Ay=4en =7
* Op het interval [4, 8] is Ay=5 en A—y:Q: 1,25
’ Ax 4 77T

Dat de grafick afnemend stijgend is, wordt bevestigd door de
differentiequotiénten 2 en 1,25. Uit alleen Ay =4 en Ay =5 valt hier
geen conclusie te trekken over de soort van stijgen.

Differentiequotiént en richtingscoéfficiént (helling)
Het differentiequotiént van y op [x,,x,] is

Ay _Yp—yy

Br Zp—idy

De volgende begrippen komen op hetzelfde neer.
+ de gemiddelde verandering van y op [x,, x,]

« het differentiequotiént van y op [x,,xz]

* de richtingscoéfficiént (helling) van de lijn 4B

¥B

YA

Het differentiequotiént bij formules

Een bedrijf berekent de maandelijkse opbrengst R in euro’s met de
formule R =-0,001¢> + 12¢. Hierin is g het aantal artikelen dat per
maand verkocht wordt.

q =2000 geeft R =20000 en g = 3000 geeft R = 27000,

Het differentiequotiént op [2000, 3000] 1s

AR _ 27000 — 20000

Ag 30002000 =7 euro per stuk.
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Eindopdracht Groei wereldbevolking

Hieronder zie je enkele gedeelten uit een publicatie van het Nederlands
Interdisciplinair Demografisch Instituut (NIDI) van 31 augustus 2017.

WERELDBEVOLKING VAN 7% NAAR11 MILJARD?

Stond de teller in 2011 nog op 7 miljard, inmiddels is de wereldbevolking de
grens van 75 miljard mensen gepasseerd. En hoewel het groeitempo daalt
verwachten de Verenigde Naties nog een verdere bevolkingsgroei, op de lange
termijn mogelijk tot ruim 11 miljard mensen.

Hoewel de groei van de wereldbevolking sinds het eind van de jaren tachtig
afneemt, komen er tegenwoordig per saldo toch nog altijd ongeveer §3 miljoen
mensen (1,1%) per jaar bij, ongeveer de omvang van de bevolking van
Duitsland. Hoewel de Verenigde Naties (VN) in hun meest recente prognose
van de wereldbevolking een verdere daling van de geboortecijfers voorzien,
verwachten zij een voortgaande groei van de wereldbevolking.

De huidige verwachting

(VOIgenS de Zogenoemde HISTORIE EN PROGNOSE

middenvariant van de miljarden
VN-bevolkingsprognose) | !
f e Mijlpalen (x-miljard inwoners)
is dat ropq 2023 de grens 14| Pragrbae: :
van 8 mll]ard wordt 12 | — Middenvariant :

10 | — Hoge variant o
dporbroken,‘ 1jond 2037 B — s vt |
die van 9 miljard, rond ;
2055 die van 10 miljard a 1921//@57 !

o 1974
en op de langere termijn, 2 784 7560 l
e 0 1 1 1 1 Ll 1 11 1 L 1 1 1 1 Ll 1 1 1 [} 1 11 1 L 1 1

rond 2087, mogelijk zelfs 1800 1850 1900 1950 2000 2050 2100
die van 11 miljard. jaar

We nemen de tijd  in jaren met £ = 0 in 1900.

= Bereken tussen elke twee opeenvolgende mijlpalen het
differentiequotiént in miljoenen per jaar. Begin met het interval
[-96, 27] en eindig met het interval [155, 187]. Rond af op gehelen,

» Teken een histogram met op de verticale as de differentiequotiénten
en neem op de horizontale as ¢ tussen 0 en 200. Teken de eerste staaf
op het interval [27, 60]. De staven zullen niet even breed zijn,

Een onderzoeker heeft bij de grafiek van de ditferentiequotiénten D een

formule opgesteld.

Deze formule is D =0,00003257 — 0,017/ + 2,21 met ¢ tussen 0 en 250,

» Controleer dat volgens deze formule geldt dat D ongeveer nul is in het
jaar 2135. Wat is de betekenis hiervan voor de wereldbevolking?

» Bereken D in het jaar 2150. Wat betekent het antwoord voor de
wereldbevolking?
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Diagnostische toets

5.1stijgen endalen

| Infiguur 5.51 is de grafick gegeven op het interval y
[, 10]. . IE
a Welke soorten van stijgen en dalen herken je? 7 /\
Noem telkens ook het bijbehorende interval. G / \\
b In welke punten treedt er een maximum op? Hoe i 7 \ F
groot zijn die maxima? sl \ [ D
¢ Tussen welk opeenvolgend minimum en maximum ol A \
18 de procentuele toename het kleinst? 1 o) 2
O 123456789
figuur 5.51
| f?-‘-?:i: De ontwikkelaar van een nicuwe game houdt bij hoe groot het spelersaantal
is. Dat aantal neemt de eerste twee weken met constante stijging toe tot
400 spelers. Vervolgens is er gedurende drie weken sprake van een
toenemende stijging tot 2000 spelers, Daarna neemt de stijging af. Acht
weken na de lancering van de game bereikt het spelersaantal een
maximum van 3200.
a Teken een grafiek bij deze gegevens,
b Schat met behulp van de grafick het spelersaantal zes weken na de
lancering.
¢ Twaalf weken na de lancering bereikt het spelersaantal voor de
tweede keer een maximum,
Beschrijf het verloop van de grafiek van het spelersaantal van tien tot
twaalf weken na lancering. Gebruik daarbij de woorden: toenemende,
afnemende, stijging, daling, minimum en maximum.
5.2 Toenamediagrammen
| De apparatuur van een duikboot registreert de AD
verandering van de waterdruk tijdens het
duiken. In het toenamediagram in figuur 5.52 >
zie je een deel van deze registratie. Hierin is ¢
de tijd in kwartieren met 7= 0 om 8:00 uur en 1
D de waterdruk in bar. Om 8:30 uur was de ¢
waterdruk 4 bar. QL4 /A |3 [4 | 516
a Bereken de waterdruk om 8:15 uur. -1
Hoe dieper je duikt, hoe groter de waterdruk. -2
Aan de oppervlakte is de druk | bar en elke

10 meter die je duikt komt daar 1 bar bij.

b Hoe laat kwam de duikboot aan de
oppervlakte?

¢ Volgens de kapitein bereikt de diepte van de
duikboot na 9:00 uur een maximum van 35 meter,
Hoe laat is dat?

figuur 5.52
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| Zie figuur 5.53. A

Teken het toenamediagram op het interval [0, 8]
met Ar=1. 30
o 2
20 ¢
- o N A H
i

O 1 2 3 4 5 86 7
figuur 5.53

" Inde figuur hiernaast zie je een toenamediagram AT
bij het temperatuurverloop op een dag in i
oktober. Hierin is ¢ de tijd in uren met = 0 om 3

0:00 uur en 7 de temperatuur in °C. 2

|
0
1

Om 8 uur s morgens was het 10°C.
a Bercken de temperatuur om 16 uur en om

4 yur.

b Teken het toenamediagram op [0, 24] met :2
stapgrootte 4 uur, -4

¢ Teken een mogelijke grafiek van het
temperatuurverloop. figuur 5.54

3 5.3 Differentiequotiénten
. Zie figuur 5.53.

a Bereken het differentiequotiént % op de intervallen [0, 2] en [3, 6].

b Noem cen interval waarop het differentiequotiént gelijk is aan 5.

" Gegeven is de formule K = 0,1(g — 4)* + 7,4. Hierin is K de kosten in
duizenden euro’s en g de productie in duizendtallen.
a Geef de praktische betekenis van het differentiequotiént op [2, 4].

b Bereken i—[; op [0, 2], [0, 4], [0, 6] en [0, 9].

¢ Op welk interval uit vraag b is de gemiddelde verandering van K het
kleinst?

. Indeformule W=-0,01¢" + 1,5¢* + 30g — 500 is /¥ de winst in duizenden
euro’s en g de productic in duizendtallen.
a Bereken het ditferentiequotiént van ¥ op het interval [5, 25].
b Bercken de gemiddelde toename van de winst in curo’s per stuk als de
productie toeneemt van 50 000 tot 75 000 stuks.
¢ Bereken de gemiddelde verandering van W in euro’s per stuk als de
productie toeneemt van 80 000 tot 88 000 stuks.
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- Formules combineren en herleiden.

- Hoe je met de grafische rekenmachine bijzonderheden van grafieken opspoort.
- Derekenregels voor machten en wortels gebruiken.

- Werken met formules met breuken.

- Herleiden van formules met exponenten.
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Beginopdracht De eland

Elanden leven in noordelijke streken, met name in Scandinavische
landen, Siberié en Canada. Mannetjes kunnen wel 800 kilogram
wegen. Vrouwtjeselanden zijn een stuk kleiner en hebben een gewicht
tot 375 kilogram.

De hoeveelheid energie die een eland per dag nodig heeft om op
gewicht te blijven is athankelijk van het gewicht. Deze energie geven
we aan met By ..

Elanden zijn een groot gedeelte van de dag bezig met het zocken naar
voedsel, wat veel tijd en energic kost. Als er voldoende voedsel wordt
gevonden, krijgt een eland meer energie binnen dan dat het zoeken
ernaar kost. De energie die overblijft geven we aan met E, .. ibaar
Deze energie moet dus minimaal gelijk zijn aan £, ;. om op gewicht
te blijven. Voor energie gebruiken we de eenheid keal.

Een groep biologen heeft onderzoek gedaan naar elanden en is tot de
onderstaande tabel gekomen. In de tabel is W het gewicht van een
eland in kilogram. Je ziet dat een eland met een gewicht van 200 kg
om op gewicht te blijven per dag 7400 kcal nodig heeft en 11600 kcal

beschikbaar heeft.
w 50 | 100 | 150 | 200 250 300 350 400
By 2600 | 4400 | 6000 | 7400 | 8800 | 10100 | 11300 | 12500

Eyenionse | 2100 | 6500 | 9440 | 11600 | 13300 | 14600 | 15700 | 16500

* Bij het optimale gewicht van een eland is E, 0 — Epacic Maximaal.
Dan blijft er namelijk zo veel mogelijk energie over voor andere
activiteiten dan het zoeken naar voedsel,

Geef een schatting van het optimale gewicht.

» Zet de punten van de tabel uit in één figuur. Neem W op de
horizontale as en E op de verticale as. Verbind de punten van £,
door cen vloeiende kromme. Doe dat ook voor de punten van
Ebeschikbaar‘

» De grafieken hebben een snijpunt,

Welk gewicht hoort er bij het snijpunt? Geef de praktische betekenis
van dit snijpunt.

De biologen hebben formules opgesteld die bij de tabel horen. Deze
formules zijn;

Eppie = 140075 en By = 2200/ — 40W — 11 500.

* Controleer deze formules voor W= 100 en W = 400.

Een elandjong is na de geboorte afthankelijk van moedermelk. Deze

afhankelijkheid duurt totdat het kalf zelfstandig voor zijn voedsel kan

zorgen.

« Kan volgens de formules cen elandkalfje van 55 kg al zelfstandig
voor zijn voedsel zorgen? Licht toe.
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Voorkennis Haakjes wegwerken en
variabelen vrijmaken

Theorie A Haakjes wegwerken

Voor het wegwerken van haakjes gebruik je de volgende regels.
a(b+c)y=ab+ac

{(a+b)c=ac+ bc

(a+b)c+d)=ac+ad+ bc+bd

Voorbeeld

Werk de haakjes weg en herleid.
a 2x—-D3x+1)

b (p—29)

¢ y(y—17

Uitwerking

a Qx—DBx+ =62 +2x—3x—1=6x—x— 1

b (p—29Y=(p—29)p—2q)=p*—2pq—2pq+4¢*=p*—4pq +44*

¢ yy-1P=y(y-DOr-D=y(-y-y+D=y(? -+ )=y -7 +y

Werk de haakjes weg en herleid.
a 52x—1)-2@3x+1)

b (x—1)(x—2)

(dx+ 1)dx—1)

d (3a—2by

e 3(p—3g)

f 2m(m+ 1)

(2]

Theorie B Variabelen vrijmaken

In de vergelijking 2x + 3y = 6 kun je de variabele y vrijmaken.
Je krijgt

2x+3y=6

Jy=-2x+6

y=- %x 519

In de formule y =- §x + 2 is y uitgedrukt in x.
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Voorbeeld
Maak y vrij bij 3x+2)—4(r—1)=16.

Uitwerking
3x+2)—4(r—1)=16
3x+6—-4v+4=16
-4y=-3x+6

3 1
y=ix—l3

2| a Maak y vrij bij 4x — 3y =9,

b Maak m vrij bij 2(m —3) —4n =6.

¢ Gegevenis 5(p —2¢)—3(p+3)=15.
Druk p uit in g.

d Gegeven is de formule B=2(4 —4) + 5(4 — 4).
Druk A uit in B.
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6.1 Formules combineren en
herleiden

Om het leesniveau van leesboekjes voor kinderen in het Engelse
OO * taalgebied te bepalen, is door de Amerikanen Flesch en Kincaid de

formule G=11,8W +0,39Z — 15,59 ontwikkeld. In deze formule is G

een geheel getal dat de ‘grade’ aangeeft. Grade 1 is het niveau van

6-jarigen en grade 12 is het niveau van 17-jarigen. Verder staat ¥ voor

woordlengte, dat is het gemiddeld aantal lettergrepen per woord en Z

voor zinslengte, dat is het gemiddeld aantal woorden per zin.

a Bereken de grade van een leesboek waarin het gemiddeld aantal
lettergrepen per woord 1,9 is en het gemiddeld aantal woorden per
zin 7,9,

In vraag a geldt Z= W+ 6.
b Licht dit toe.

Voor teksten waarvoor geldt Z= W + 6 gaat de formule van G over in

G=1L8W+0,39(W+6)— 15,59 en dit is te herleiden tot

G=12,19w—13,25.

¢ Laat deze herleiding zien,

d Bercken de grade van een tekst waarvoor geldt Z = W+ 6 en waarin
het gemiddeld aantal lettergrepen per woord gelijk is aan 1,5.

Theorie A Lineaire vormen combineren en herleiden

In opgave 1 is de formule Z= W+ 6 ingevuld in de formule
G=118W+0,39Z—15,59. We zeggen dat we de twee formules hebben
gecombineerd. We zeggen ook wel ‘de formule Z= W+ 6 is
gesubstitueerd in de formule G= 11,8 +0,39Z— 15,59,

Substitueren betekent ‘vervangen door’. Je hebt Z vervangen door W + 6.
Bij het substitueren krijg je vaak met het wegwerken van haakjes te maken,

Voorbeeld
Gegeven zijn de formules G= 11,8 +0,39Z— 15,59 en W =27Z-175.
Schrijf de formule van G in de vorm G =aZ + b,

Uitwerking
Invullen van W=272-75in G=11,8W +0,397Z— 15,59 geeft

G=11,8(Z~7.5)+039Z 15,59 ¢ Denk aan haakjes om Z - 7.5. |
G=11,8Z—88,5+0,39Z — 15,59
G =12,19Z— 104,09
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Voorbeeld

Gegeven zijn de formules 4 = 0,03k —0,6(/ — 20) en k= 1,4/ + 150.
De formule van 4 is te schrijven in de vorm 4 =al + b.

Bereken a en b.

Uitwerking

Invullen van k= 1,4/ + 150 in 4 = 0,03k — 0,6(/ — 20) geeft
A=10,03(1,4/+ 150) — 0,6(/ — 20)

A=0,042]+4,5-0,6{+ 12

A=-0,558[+16,5

Dus a=-0,558 en b =16,5.

a Zie het voorbeeld op de vorige bladzijde met de formule
G=118W+0392— 15,59.
Neem Z = 5W en schrijf de formule van G in de vorm G = aWW + b.

b Zie het voorbeeld hierboven met de formule 4 = 0,034 — 0,6(/ — 20).
Neem /=-0,25/k + 15 en schrijf de formule van 4 in de vorm A =ak + b.

a Gegeven zijn de formules R=3p—4g+5en p=1,5¢+2.
Schrijf de formule van R in de vorm R = aq + b.

b Gegeven zijn de formules F=0,16m —0,4(5 —2n) en m =3 — 2n,
De formule van F is te schrijven in de vorm F=an + b.
Bereken a en b.

Gegeven zijn de formules B =0,0012(600 — 18K) en K =0,16L,
a Neem L =25 en bereken K en B.

b Druk Buitin L.

¢ Bereken L voor B = 0,288 door een vergelijking op te lossen.

Van de gehele positieve getallen a, b en ¢ is bekend dat 2a + b=c en

da+2b+c=21,
Bereken ¢ en geef mogelijke waarden voor a en b,

Hoofdstuk 6 Rekenregels en formules
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Het aantal blikken verf ¢ dat een winkelier per week verkoopt is gegeven
door de formule g =-10p + 0,34 + 150. Hierin is p de verkoopprijs van
een blik in euro’s en A het bedrag in euro’s dat de winkelier per week
aan reclame uitgeeft,
a De winkelier geeft in een week 240 euro aan reclame uit. Die week
heeft hij 117 blikken verf verkocht.
Bereken de prijs van een blik.
b De winkelier besluit om per week tien keer de verkoopprijs van één
blik aan reclame uit te geven.
Druk voor deze situatie g uit in p.
¢ In cen andere week besluit de winkelier 30 curo aan
reclame uit te geven vermeerderd met vijf keer de prijs
van &én blik.
Toon aan dat in dat geval ¢ =-8,5p + 159.
d De winkelicr besluit voortaan uit te gaan van de formule
A=2p+8.
Schrijf de formule van ¢ in de vorm g =ap + b.

Aantonen van de
juistheid van een
formule betekent dat je
stap voor stap naar de
formule toe werkt.

Je kunt niet volstaan
met het geven van
getallenvoorbeelden.

Om te weten hoeveel voedingsstoffen

een paard nodig heeft, moet het gewicht van Schoft-

i ; hoogte? Dit is
het paard bekend zijn. Omdat het niet zo anders wel seh
handig is daarvoor telkens een weegschaal edel dier!

te gebruiken, schatten paardenhouders het

gewicht met een formule.

« fokmerrics: G=15,2BO+2,65H — 855

* rijpaarden: G=4,3BO+3,05H— 785

Hierin is G het gewicht in kg, BO de

borstomvang in cm en SH de schofthoogte

in cm.

a Een fokmerrie heeft een borstomvang
van 1,80 meter en een schofthoogte van
1,68 meter.

Bereken het gewicht van de merrie.

b Door een meetfout wordt bij een rijpaard
de borstomvang 5 cm te groot gemeten.
Beredencer hoeveel kg de schatting van
het gewicht te hoog uitvalt.

¢ Druk voor rijpaarden waarvoor geldt
BO=SH + 12 het gewicht G uit in SH.

d Een fokmerrie en een rijpaard zijn even
zwaar. Van de merrie is BO = 180 en van
het rijpaard is BO = 185.

De paarden hebben dezelfde schofthoogte.
Bereken deze schofthoogte in cm
nauwkeurig.
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| In opgave 1 heb je gewerkt met de

formule van Flesch en Kincaid
waarmee de leesbaarheid van een
tekst kan worden bepaald.
Computers kunnen ook de
leesbaarheid van een tekst bepalen.
Hiervoor is de Automated
Readability Index (ARI)
ontwikkeld. De ARI gebruikt per
woord het aantal tekens in plaats
van het aantal lettergrepen, omdat
het aantal lettergrepen voor cen
computer moeilijk te bepalen is.
De formule is ARI=4,71T+0,5Z—21,43. Hierin is T het gemiddeld
aantal tekens per woord en Z het gemiddeld aantal woorden per zin.
a Een tekst bestaat uit 12 zinnen met in totaal 90 woorden en 495
tekens.
Bercken de ARL
b Iemand voegt drie zinnen van de tekst van vraag a samen tot één zin,
Het totale aantal woorden en tekens van de tekst verandert niet.
Bereken hoe de ARI verandert.
¢ Voor teksten waarvoor geldt Z =7+ 3 is de formule van AR/ te
schrijven in de vorm AR/ =aT+ b.
Bereken a en b.
d Een AR/ van 1 hoort bij het niveau van 6-jarigen, een 4R/ van 2 hoort
bij het niveau van 7-jarigen, enzovoort.
Verander de formule zo, dat je het niveau krijgt van de bijbehorende
leettijd L, dus schrijf de formule in de vorm L =aT + bZ +c.

Gegeven zijn de formules 7=m>+4n+2enm=n—1,
a Bereken T voor n = 5.

Substitutie van m=n—11in T=m>+4n+2 geeft T=(n— 1> +4n+2,
b Toon aan dat dit te herleiden is tot T=n”+2n + 3.

Theorie B Kwadratische vormen combineren en herleiden

Je kunt de formules 7= m?+4n +2 en m = 2n + 3 combineren tot de
vorm T=an?+ bn + c.

Substitutic van m =2n+ 3 in T=m’ +4n + 2 geeft
T=02n+372+4n+2

T=02n+3)2n+3)+4n+2

T=4n>+6n+6n+9+4n+2

T=4n*+ 16n+ 11
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Voorbeeld

Gegeven zijn de formules 4 =35k en k=1/—2.

De formule van 4 is te schrijven in de vorm 4 =al® + bl* + cl.
Bereken a, ben c.

Uitwerking

Invullen van k=1—2 in 4 = 3,5k*] geeft
A=35(1-2)"1

A=351(1-2)(1-2)

A=3,50?-2[-2]1+4) &-{ Denk aan de haakjes.

A=35(*—4l+4)
A=350-147+14]
Dusa=3,5,b=-14enc=14.

_ Zie het voorbeeld met de formule 4 = 3,5k
o Neem k=/+2 en schrijf 4 in de vorm A= al® + bl* + cl.

| a Gegeven zijn de formules B=3>—4s?+5ens=1-2.
oe Schrijf de formule van B in de vorm B = ar* + bt + c.
b Gegeven zijn de formules N= 15a°b en a =2b - 3.
Toon aan dat hieruit volgt N = 605° — 1805* + 135b.

Tussen de prijs p in euro’s en het aantal ijsjes g dat

B@* jjscoman Jan per dag verkoopt bestaat het verband
p=-0,002¢ + 3,10. De dagopbrengst R in euro’s kan
worden berekend door de prijs van een ijsje te
vermenigvuldigen met het aantal verkochte ijsjes,
oftewel R=p - q.

a Schrijf de formule van R in de vorm R = ag® + bq.
b Bereken de dagopbrengst bij een verkoop van 500
ijsjes per dag. Hoeveel kost een ijsje dan?

Jan heeft ook kosten. De kosten per dag in euro’s

worden gegeven door de formule K= 0,70g + 180.

¢ Bercken K als Jan per dag 500 ijsjes verkoopt.
Hoeveel winst maakt Jan dan per dag?

De winst per dag in euro’s kan worden berekend door

van de opbrengst R de kosten K af te trekken. Je krijgt

zo de formule W =-0,002¢> + 2,40 — 180.

d Toon dit aan.

e Jan verkoopt 450 ijsjes per dag.
Bercken de winst per dag en de prijs van een ijsje.

f Met hoeveel procent neemt de winst per dag toe als het aantal
per dag verkochte ijsjes toeneemt van 400 naar 5507
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Gegeven zijn de formules 4 =3p> —36g +5 en p=aq + 3.

* Eris een waarde van @ waarvoor de formule van 4 te schrijven is in de
vorm 4 = mg* + n.
Bereken a, m en n,

.10 Gegeven zijn de formules N=3p +4g—5eng=0,5p — 3.
B®* q Druk N uit in p en herleid.

Om N uit te drukken in g maak je ecrst p vrij bij de formule ¢ =0,5p — 3.
Je krijgt p=2q + 6.
b Licht toe hoe uit ¢ = 0,5p — 3 volgt dat p=2q + 6.

De formules N=3p +4g —5 en p=2g + 6 zijn te combineren tot de
formule N = 10g + 13.
¢ Toon dit aan.

Theorie C Variabelen vrijmaken en formules combineren

De formules K= 18 +2p + 3g en g = 5p + 30 zijn te combineren waarbij
K is uitgedrukt in p maar ook zo dat K is vitgedrukt in g.

Om K uit te drukken in ¢ maak je eerst p vrij bij de formule g = 5p + 30.
q = 5p + 30 geeft 5p =g — 30, dus p=0,2g — 6.

K=18+2p+3¢g
»=02¢-6

De accolade geeft aan
welke formules
gecombineerd worden.

K=18+2(02g—6)+3q
K=18+04g—12+3q
K=34g+6

Voorbeeld
Gegeven zijn de formules 4 = 8s + 3¢ + 850 en 2s — 5¢=40.
Schrijf de formule van 4 in de vorm 4 =at + b.

Aanpaik

Maak eerst s vrij bij 25 — 51 = 40, L
Citmerking t, moet in de formule
A=8s+3t+850de

25 —5r=40 .

29 =5¢+ 40 variabele s worden

$=2.5¢+20 vervangen doo‘rl een

4= 8’3 3+ 850} A=18(2,5t+20) + 3¢ + 850 fgrmule wqarbu 518
A=20t+ 160+ 3¢ + 850 uitgedrukt in £,
A=23t+1010

Zie het voorbeeld.

B@* Druk 4 uit in s en herleid.
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- a Combineer de formules 7= 37+ 6s + 80 en r+ 8s = 100 tot de vorm
oe T=as+b.
b Combineer de formules C=2a —3b+ 64 en 5a — 8b = 160 tot de vorm
C=ma+n.

1. Gegeven zijn de formules Q=5m —n+ 125 en 3m + 5n=12.
B@* De formule van Q is te herleiden tot Q= 5,6m + 122,6.
a Laat deze herleiding zien,
b Bereken m voor Q = 201. Welke waarde van n hoort hierbij?

.0 a Gegeven zijn de formules 4 =2+ 5p+9ent= -ip+33
B@*  Dc formule van 4 is te schrijven in de vorm 4 =at + b,
Bereken a en b.
b De formules B = 5xy + 20 en 3x — 2y = 6 zijn te combineren tot de
vorm B=ax>+bx+c.
Bereken a, b en c.

Gegeven zijn de formules N=6pg—2p° +4en2p+3g=8eng=p+1.
* Bereken N.
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Terugblik

Formules combineren

De formules D = 5x+ 3y + 30 en x =12 — 2y zijn te combineren tot de

vorm D=ay +b.
D=5x+3y+ 30}

=12-2y D=5(12-2y)+3y+30

D=60-10y+3v+30
D=-Ty+90
Je ziet dat @ = -7 en b = 90.

De formules £=0,1p>—0,02¢ + 4,5 en p=0,5¢ + 1 zijn te combineren
tot de vorm E = ag® + bg + c.

Invullen van p=0,5¢ + 1 in £=0,1p* — 0,02¢ +4,5 geeft

E=0,1{0,5g + 1) - 0,029 + 4,5

E=0,1(0,5¢ + 1)(0,5g + 1) — 0,02 + 4,5

E=0,1(0,25¢>+0,5¢ +0,5¢ + 1) — 0,02g + 4,5

E=0,1(0,25¢*+¢ +1)— 0,029 + 4,5

E=0,025¢2+0,1g +0,1 — 0,029 + 4,5

E=0,025¢2+0,08¢ + 4,6

Variabelen vrijmaken en formules combineren

De formules D = 5x + 3y + 30 en 3x — 2y = 28§ zijn te combineren tot de
vorm D =ax + b.

Eerst maak je y vrij bij de formule 3x — 2y =28,

Je krijgt -2y =-3x + 28, dus y=1,5x — 14,

D:15J5C;—331}I 30} D=5x+3(1,5x = 14) + 30
Y > D=5x+4,5x—-42+30
D= 9]5_x =2

Is bovendien gegeven dat D = 140, dan kun je x en y berekenen.
Je krijgt 9,5x — 12 =140 oftewel 9,5x =152, dusx = 16.
x=16eny=15x—14 geeft y=1,5 - 16— 14=10.
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6.2 Formules en de grafische
rekenmachine

Gegeven zijn de formules y, =0,35x + 2 en y, =-0,16x + 8.
B@* a Voer de formules in op de GR en plot de grafieken. Neem x en y
tussen 0 en 10.
Waarom staat het snijpunt van de graficken niet op het scherm?
b Kies x en y zo, dat het snijpunt wel op het scherm staat en bereken de
codrdinaten van het snijpunt. Rond af op twee decimalen.

Theorie A Grafieken plotten en toppen berekenen

In de module Formules, grafieken en snijpunten heb je geleerd hoe je
met de GR de codrdinaten berekent van het snijpunt van grafieken van
lineaire formules.

In de module Formules en tabellen heb je geleerd hoe je met de GR een
tabel maakt bij een formule,

In de volgende module leer je hoe je met de GR codrdinaten van toppen
van grafieken berekent.

In opgave 20 heb je gezien dat het snijpunt van de grafieken niet op het
scherm van de GR stond. Bij het plotten van graficken is het van belang
na te denken welke waarden van x en y je kiest voor het scherm. Het
scherm met deze waarden van x en y noemen we het venster van de GR.
Uit de context van de opgaven blijkt vaak wat geschikte waarden van x
of y zijn voor het venster.

[»6r] Neem nu de module Grafieken, toppen en snijpunten van de

handleiding GR door.
Let op het verschil tussen de opdrachten plotten, schetsen en tekenen van
de grafiek.

Plot de grafiek Schets de grafiek Teken de grafiek

Laat de GR de grafiek op | Maak in je schrift een Teken in je schrift
het scherm tekenen. Kies | schets van de grafick. Het | nauwkeurig de grafick en
het venster zo, dat alle gaat alleen om de vorm | zet getallen en letters bij

bijzonderheden van de van de grafiek en de de assen. Maak eerst een
grafiek op het scherm te | ligging ten opzichte van | tabel in je schrift.
zien zijn, de assen. Je mag daarbij | Gebruik daarbij de GR.

de GR gebruiken. Zet
letters bij de assen.
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Bij berekeningen die je met de GR maakt, hoort een toelichting. Zo
vermeld je de formules die je invoert en de gebruikte opties. We
herinneren je aan de volgende afspraak.

Uitwerking bij gebruik van de GR

1 Noteer de formules die je invoert, dus schrijfop y, = ...eny, = ...
2 Noteer de optie(s) die je gebruikt en geet het resultaat.

3 Beantwoord de gestelde vraag.

Voorbeeld

De temperatuur van het zeewater voor de Nederlandse kust wordt

beschreven door de formule 7=-0,0937 + 1,39 — 3,28¢ + 4,7. Hierin is

T de temperatuur in graden Celsius en ¢ de tijd in maanden met =0 op

l januarien 0 <7 <12.

a Schets de grafick van T.

b Bereken de temperatuur op 1 juli. Rond af op één decimaal.

¢ In welke maand is de temperatuur van het zeewater minimaal? Wat is
de minimale temperatuur?

d In welke maanden was de temperatuur van het zeewater 14°C?

Uitwerking
a Voerin y, =-0,093x> +1,39x% — 3,28x +4,7.
T 0 <t<12, dus neem in het venster x tussen 0 en 12,
" t

b Bij 1 juli hoort 1= 6.
=06 geeft 7= 15,0°C
¢ De optiec minimum geeft x = 1,4 en y=2,6.
Dus in februari. De minimale temperatuur is 2,6 °C, | e
d Voerin y, = 14. o 1 2 3 4
De optie snijpunt geeft x~ 5,7 en x =~ 10,8.
Dus in de maanden juni en november.

4. Zie het voorbeeld.
O®* q Inwelke maand is de temperatuur van het zeewater maximaal? Wat is
de maximale temperatuur?
b In welke maanden kwam de temperatuur van het zeewater boven de
19°C?

54  Hoofdstuk 6 Rekenregels en formules ® Noordhoff Uitgevers by



2| De winst W van een bedrijf in honderden euro’s wordt gegeven door de
o fornmule #=-0,02¢* + 5,2g — 200. Hierin is ¢ het aantal verkochte
artikelen met g kleiner dan 225.
a Schets de grafick van .
b Bereken de maximale winst,
¢ Hoeveel artikelen moeten er verkocht worden om een
winst van minstens 10000 euro te hebben?

Zet de juiste letters bij
de assen,

Een fabrikant van elektrische apparaten brengt een nieuw model
B@  broodrooster op de markt. Een bedrijfseconoom heeft een formule

opgesteld voor de opbrengst R per week in euro’s bij een weekverkoop

van g broodroosters: R =-0,02g* + 30g met g kleiner dan 1200,

a Schets de grafiek van R.

b Voor welke ¢ is de opbrengst maximaal? Hoeveel is de maximale
opbrengst?

¢ Hoeveel broodroosters moet de fabrikant per week verkopen om een
opbrengst van minstens 8000 euro te hebben?

Het bedrijf heeft ook kosten, Per week zijn deze kosten gegeven door
K=35g+3000.
d De grafieken van K en R hebben twee snijpunten.
Wat is de praktische betekenis van deze snijpunten? Welke aantallen
verkochte broodroosters horen bij deze snijpunten?
e Het bedrijf verkoopt in een week 600 broodroosters.
Hoeveel euro is de winst die week?

Luuk staat op het platte dak van een schuur h
B@* ¢n trapt een bal weg. Zie figuur 6.2.
De baan van de bal wordt gegeven door de
formule h =-0,09x" + 1,8x + 3. Hierin zijn x
en 4 in meter. Luuk kan de bal maximaal 25
meter weg trappen. \aJ
a Hoe hoog is het schuurtje? ,
b Bercken op welke afstand van het schuurtie  #/{| 8 E
de bal op de grond komt. Geet het B X
antwoord in dm nauwkeurig,
¢ Bereken de maximale hoogte van de bal.
d Op 18 meter atstand van het schuurtje staat een boom
die 5 meter hoog is. Luuk trapt de bal in de richting van de boom.
Onderzoek of de bal over de boom heen gaat.

figuur 6.2

@ Noordhoff Uitgevers bv 6.2 Formules en de grafische rekenmachine 55



ufok 3

HO*

Het benzineverbruik van een auto is
gegeven door de formule
B=0,0011*—0,12v+ 7,8. Hierin is B het
benzineverbruik in liters per 100 km bij
een snelheid van v km per uur,

a Schets de grafiek van B.

b Mevrouw Van Santen verhoogt haar
snelheid van 80 tot 100 km per uur,
Hoeveel neemt het benzineverbruik toe?

¢ Meneer Van Ast verhoogt zijn snelheid
van 30 tot 40 km per uur.

Met hoeveel procent neemt het benzineverbruik af?
d Mevrouw Tjong a Sie wil zo zuinig mogelijk rijden.
Welke snelheid moet zij aanhouden?

e Op een gegeven moment verbruikt de auto van meneer Vonk
4,5 liter per 100 km.

Wat weet je van zijn snelheid? Rond af op gehelen.

t Mevrouw Kerkhof rijdt met een constante snelheid. Ze moet nog
60 km rijden. In de tank zit nog 3 liter benzine.

Met welke snelheid moet mevrouw Kerkhof rijden als ze zonder
tanken op de plaats van bestemming wil aankomen?

Zie opgave 25 met de formule B=0,001v* —0,12v+ 7,8.

Meneer Yates rijdt met een snelheid van 120 km/uur over de snelweg.
Met deze snelheid heeft hij genoeg benzine voor een afstand van 60 km,
maar de eerstvolgende benzinepomp is 90 km verder, Hij wil de
benzinepomp zo snel mogelijk bereiken.

Met welke snelheid moet hij dan rijden? Rond af op gehelen.

De bedrijfseconoom van een supermarktketen heeft een formule

opgesteld die beschrijft hoeveel klanten er op elk tijdstip op een vrijdag

in ¢én van de vestigingen aanwezig is.

Deze formule is N =-0,15¢*+ 3,35¢° — 247> + 65¢. Hierin is N het aantal

klanten ¢ uur na het openingstijdstip van 8:00 uur.

a Om de grafiek te plotten, kies je eerst een geschikt venster.
Welke waarden voor x kies je hierbij? Licht toe en schets de grafiek
van N,

b Hoe laat is het volgens de formule het drukst in de supermarkt?
Hoeveel klanten zijn er dan?

c¢ Hoe laat verlaten de laatste klanten de supermarkt?

d Hoe laat zijn er evenveel klanten in de supermarkt als om kwart over
drie?

Hoofdstuk 6 Rekenregels en formules
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Een jongerenblad start een reclamecampagne om de losse verkoop te
O@* verhogen. De campagne zal enkele maanden duren.
De uitgever van het blad hanteert voor het jaar na de start van de
5
(0,051 =2y + 1
aantal wekelijks verkochte exemplaren in duizendtallen en ¢ de tijd in
weken met 7 =0 op het moment dat de campagne begint.
a Schets de grafick van 4.
b Hoeveel weken na de start van de campagne is de losse verkoop het
grootst? Hoeveel is de verkoop dan?
¢ Gedurende hoeveel weken is de wekelijkse verkoop meer dan 13 500
exemplaren?

reclamecampagne de formule 4 =9 + . Hierin is A het

In een natuurgebied neemt de oppervlakte van de heide af, terwijl de
©* oppervlakte van het gras toeneemt.

De oppervlakte van de heide is gegeven door de formule A= 600 - 0,95

en de oppervlakte van het gras is gegeven door de formule

G =100/t + 1. In deze formules zijn / en G in hectare en is de tijd ¢ in

jaren met ¢t =0 op 1 januari 2015. Men neemt aan dat deze formules in

elk geval zullen gelden tot het jaar 2030.

a Schets de grafieken in één figuur.

b Met hoeveel hectare is de oppervlakte van de heide afgenomen tussen
1 januari 2018 en 1 juli 20217 Rond af op één decimaal.

¢ Inwelk jaar zal de oppervlakte van het gras gelijk zijn aan de
oppervlakte van de heide? Hoeveel hectare heide is er dan nog?

d Wat was de totale oppervlakte van de heide en het gras samen op
1 januari 2015? En wat zal de totale oppervlakte zijn op | januari 20257

e Inwelke maand van welk jaar was de totale oppervlakte van de heide
en het gras samen maximaal? Hoeveel was toen de totale oppervlakte
van heide en gras samen?
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Terugblik

Formules en de GR

Op de GR kun je formules invoeren om de graficken te plotten en
tabellen te maken. De GR heeft opties om

* bij een formule een tabel te maken

* bij cen gegeven x de y-waarde te berekenen

* de codrdinaten van snijpunten van grafieken te berekenen

* de codrdinaten van toppen te berekenen.

Gebruik je in de uitwerking van een opgave de GR, dan noteer je de
formules die je invoert en de opties die je gebruikt. Verder geef je het
resultaat en beantwoord je de gestelde vraag.

Bij een experiment in een laboratorium wordt het aantal bacterién in
de eerste twee weken van september gegeven door de formule
N=¢£ -9 +200. Hierin is N het aantal bacterién in miljoenen en ¢
de tijd in dagen met =0 op 1 september om 0:00 uur.

Omdat ¢ de tijd in dagen is en de formule geldt voor de eerste twee
weken, neem je in het venster x tussen 0 en 14,

Je berekent als volgt op welke datum het aantal bacterién
is toegenomen tot een half miljard.

Voer in y, =x3 —9x* + 200 en y, = 500.

De optie snijpunt geeft x ~11,3.

Op 12 september is het aantal bacterién tot een half miljard |

Een half miljard is 500
miljoen, dus v, =500.
Twee weken is 14
dagen, dus Xmax = 14.

toegenomen. (B_[EXE]:Show coordinates
=x~(3)-9x2+200
2=500
Je ziet in de grafiek dat het aantal bacterién op een r /
gegeven moment minimaal is. Dit minimum bereken je
op de GR met de optie minimum. Je krijgt x =6 en - INTSECT

v =92, Dus op 7 september om 0:00 uur is het aantal
bacterién minimaal. Het minimale aantal is 92 miljoen,

Op de GR is ook cen tabel gemaakt, zie hicrnaast.

Je leest daarin bijvoorbeeld af dat op de eerste dag het
aantal bacterién met 8 miljoen verminderde en dat er op
de zevende dag 10 miljoen bacterién bij kwamen.

NORH ORIJF AUTO REEEL RAD WN 1
DRUK OP ENTER VOOR BEHERKEN
Y1

[]
1
2
3
i
s
6
7
8
9

10

Y1EX>-9%%+200
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6.2 Formules met breuken

Bereken zonder rekenmachine.

ﬂ-@’*u%'% b4‘% C

]

Wt
(-

e
wn

Theorie A Breuken vermenigvuldigen en delen

Bij de breuk kun Je teller en noemer delen door 4.

41 breuk = —SLeL
Daarmee vereenvoudlg je de breuk. Je krijgt — 23 noemer
Ook de breuk 4— kun je vereenvoudigen. Je deelt dan
teller en noemer door x. Dit geeft 14 o 14—1
E . 18ab _3a
nz0is S X 1

B { Deel teller en noemer door 6b.

B:Ta kun je schrijven als %a. Dit heet de variabele uit de breuk halen.

—
Haal je bij

5

) de variabele x uit de breuk, dan krijg je 2(x— 1).

Bij het vermenigvuldigen van breuken gebruik je
teller x teller

breuk x breuk = 3
noemer X noemer
3. 2.6 3 I 45
D 7 2 28A14 TR T T

[ Vercenvoudig de breuk. ]

3x 2 _bx _ 3x _3x
Enzois D= 1 5 te herleiden tot D 200 10y ,dus D T
3x Bx 8

10-2¢x 20x 20

Neem je in deze formule y=2x, danis D=

De formule E=x - (% - 2) kun je schrijven in de vorm £ = ax® + bx.

Je krijgt E=x - ()Si+ 2)2?-9-2){ 5x2 + 2x.
--------------------- { Haal de variabele uit de breuk.

Delen door een breuk is hetzelfde als vermenigvuldigen
met het omgekeerde van die breuk. b
2.4 2 5 10_5 vangisa.

Dus 3553 2" 127 ¢ [

| Het omgekeerde

Bij het herleiden van de formule F =% % krijg je
el B E
53 15 »
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Voorbeeld

y—
a Herleid de formule 4 k% P ¥ en werk de haakjes weg.
b Herleid de formule B = SE %
Xty ;
¢ Neem y=4x in de formule C= Tro oo herleid.
[ Denk aan de haakjes. ]

Uitwerking : i

2 x—y 2x—-y) 2x-2 2x — 2y
a A== = = ,dus A=

7 =2 Tx 7 Tx

_2x. 4 _2x 5 _10x_ x _X
BB "5 4 20y 2y OB =g
_Xxtdx _ 5x __x

¢ v=4x invullen geeft C= g +2,dusC—x+2.

| Haal bij de volgende formules de variabele x uit de breuk,

_ 5x _3(x-2)
a A= ? d D= 1
_x _ 15x
b B_S e E——4
_AE-3) _12(x+2)
c C= 5 f F= 1

Herleid de formule en werk zo nodig de haakjes weg.

_3 Xy _atl 1
a A i d D 2z 2
2x y+1 1 2 x+1
b Hy‘ 4 e b= 7 x
_2a 4 PN
€ 3% b e ]

+
L en herleid.

X
a Neem y=7xin de formule 4 = 10

Ty
— en herleid.

X
b Neem y=5x in de formule B = 7

¢ Neem y=x+2 in de formule C = ;C, :j en herleid.

Hoofdstuk 6 Rekenregels en formules
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-1 a De¢ formule 4=0,15 - - (x —2) is te herleiden tot de vorm
— 0,375
bex
A =ax?+ bx.
Bereken a en b.
b De¢ formule B=2p - (’% = 3) is te herleiden tot de vorm B = ap® + bp.
Bereken a en b. Rond a af op twee decimalen.

¢ De formule C=18 - 5= 4.
2 x—1

is te herleiden tot de vorm

C=ax’*+bx+c.
Bereken a, b en c.

In een vijver zwemmen karpers en

* goudvissen. Het aantal karpers noemen
we k en het aantal goudvissen g.
We bekijken eerst de situatic dat er 12
vrouwtjeskarpers zijn en 15 vrouwtjes-
goudvissen. Het gedeelte van het totaal
aantal vissen dat vrouwtje is, noemen we V.

Volgens José geldt in deze situatie de formule V"= %
Volgens Rik geldt in deze situatie de formule V= % + %

Volgens Job komen de formules van José en Rik op hetzelfde neer.
a Wie heeft gelijk?

We bekijken nu een situatie waarin van de karpers een vierde deel
vrouwtje is en van de goudvissen twee vijtde deel.

1 2
ik+5g

k+g ~
5k+8g
20k +g)°

Hierbij hoort de formule V=

Deze formule is te herleiden tot V=
b Laat deze herleiding zien.

) Sk+8g
¢ Gebruik de formule V= 200+ g) om te berekenen welk percentage
van de vissen in de vijver een vrouwtje is als er anderhalf keer zoveel

goudvissen als karpers zijn.

“:. a Als een hoeveelheid water bevriest neemt het volume met i deel toe.
©%*  Met welk deel neemt het volume van een hoeveelheid ijs bij smelten af?
b Van de gasten (mannen, vrouwen en kinderen) op een bruiloftsteest
was é deel kind. Van de volwassen bruiloftsgasten was 3 deel man.

Welk deel van de bruilofisgasten was vrouw?

Bereken (1+%)‘(1 +§)‘(1 +L]7)‘(1+¢];*)‘ | +1olﬁ)-
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Bereken zonder rekenmachine.
213 4_3
LR €57

B3 |—
L

b};+;— d1

Theorie B Breuken optellen en aftrekken

De breuken % en % zijn gelijknamig, want ze hebben dezelfde noemer.
Gelijknamige breuken kun je direct optellen en aftrekken.
3.2 T 8§ 2 3 1

Dus 9+5 99757973

En zo is de formule 4 = %%*% te herleiden tot 4 = %

Om breuken die niet gelijknamig zijn op te tellen, maak je ze eerst

gelijknamig.
i Sp =) 27 67 .3 1.5 1.5
9872727248888'
Cras

De nieuwe noemer | | Het is niet nodig om als
wordt9 - 8 =72, noemer 4 - 8 = 32 te nemen.

Schrijf je het rechterlid van de formule B = )27+)3—} als één breuk, dan

2y 3y 3x+2
Tt e N e
X o dy X xy
Schrijf je het rechterlid van de formule C= ;Tc = als één breuk, dan
e g 2 A B 3
ijg je 3x x 3x 3x 3x
Voorbeeld
Schrijf het rechterlid van de formule als één breuk.
2 1
a F= 5 4p
543
b G=5+ 2
Uitwerking

2 L & 5. 0
5p 4p 20p 20p 20p
3 10g i_l()q+3

b G= 5+— — ==
2q 29 24 2q

a F=

' ................ Bedenk dat 5 = n?_‘
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Herleid tot één breuk.

ne 5 3 2 3 3
% 2% 2 £ o Ty e

7 3 ) 5
b ﬁ—g d IO_E f %—2

Schrijf het rechterlid van de formule als één breuk.

ne 5 3 6 3 2
a A—;-F; b B_;_E c C—5—§
Schrijf het rechterlid van de formule als één breuk.
O@*x 3
a N=£*g c N:iJrg e N=2+é
q9 9 P 4q p
3 5

b N=£—i d N=§:% f N=—p—2
9 2q qp 6q

Schrijf het rechterlid van de formule als één breuk en werk zo nodig de
* haakjes weg.

i e 2, L 6 5 . 4
" PET TR © CTa arbiarh

0 Op een school zitten in totaal 7 leerlingen. Hiervan UNU)IL

BD®* zitten er x in havo 4, dus het gedeelte van de leerlingen DML

3 v e K
dat in havo 4 zit, is T

Van alle leerlingen in havo 4 zit een zesde deel in klas
4HA. Van de leerlingen in 4HA is drie vijfde deel

een meisje.
Het gedeelte van de leerlingen dat in 4HA zit en een
meisje is, noemen we M. Er geldt M= %F

a Laat zien dat deze formule klopt,

Een vijtde deel van alle leerlingen op de school zit in
havo 4, dus x= %T.

b Gebruik de formules M = x

107
van de leerlingen van de school in 4HA zit en een meisje is.

en x =17 om te berekenen welk deel

Van de leerlingen die niet in havo 4 zitten, zit een kwart in havo 5. Het

gedeelte van de leerlingen van de school dat in havo 5 zit noemen we G.
; 5 ; al + bx

De formule van G is te schrijven in de vorm G = —r

¢ Berckenaen b,
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Terugblik

Breuken vermenigvuldigen en delen
Bij het vermenigvuldigen van breuken gebruik je
teller x teller

breuk x breuk = A
noemer X noemer
Schrijf je het rechterlid van de formule A =% : % als één breuk, dan
w oo o B 3@ 5+-3a  10a
kel IS =1 G0 B
Neem je a =2 in deze formule, dan krijg je 4 = %= 3.

Bij het delen door een breuk gebruik je dat delen door een breuk
hetzelfde is als vermenigvuldigen met het omgekeerde van die breuk.

+
Zo kun je de formule C=60"" 43 :%herleiden tot de vorm
C=ax*+bx +c, Je krijgt
. x+3 2x—1 60x+3)2x—1)
C=80 "0 ""1p 20

=1,5(2x* +5x —3)=3x+7,5x — 4,5.
Dusa=3,b=75enc=-45.

=152 —x+6x—3)

Breuken optellen en aftrekken
Gelijknamige breuken kun je direct optellen en aftrekken.

Zois D e te herleiden tot D =l, dus D =l.
2a 2a 2a a

Om niet-gelijknamige breuken samen te nemen, maak je ze eerst

" 5 3 5b 6a_5b—6a
A IS B = b ek b

_10-3-106_3_106-3
(G e

Bij het herleiden van de formule G = %— % gebruik je als noemer 4a°.

o5 3 _20a_ 3 _20a-3
Te kn]th—a 4a® 4a®> 4a? 442

Hoofdstuk 6 Rekenregels en formules
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6.4 Rekenen met machten en wortels

Jeweetdatx>=x-xenx*=x-x-x.

O@* g Laatzicn dat hieruit volgt dat x? » x* = x°,
b Laat zien dat (x°)° =x°.
¢ Laat zien dat (3x)* = 3% - x*%.

Theorie A Rekenregels voor machten

Je weet dat @ een macht van a is. Bt
In de macht & is a het grondtal en 5 de exponent, T

. .- .. »

@’ is een korte schrijfwijze voora - a-a - a - a, 5
dus voor het product van vijf factoren a. a
Rekenen met machten gaat als volgt. fagpst’

'

a*+a’=a-a-a-arara-a=a"’=d Bij het vermenigvuldigen
2 factoren 5 factoren van machten met hetzelfde
grondtal tel je de

exponenten bij elkaar op.

Bij het delen van machten

s wegtts T T R B a572 = 613
a? da-d met hetzelfde grondtal trek
je de exponenten van elkaar
af.
(@Y=a*a a* a* a=a*’=a' Bij de macht van een macht
S—— . . .
5 factoren @’ vermenlgvuldlg Jje de

exponenten met elkaar,

(ab)y*=ab-ab-ab-ab=a-a-a-a-b-b-b-b=ah* |Bij de macht van een
4 factoren ab 4 factoren @ 4 factoren b pr: oduct kﬂ]g je een prOdl.lCt
van machten,

Zo krijg je de volgende rekenregels voor machten.

af
_—— apiq (ap)q = a.yq (ab)p = apbp

a’al=qgb "4 =
a4

Hieronder zie je hoe je de rekenregels gebruikt bij het herleiden.
(FBa ) =(3) * (o)'= 8la™ =29
(_3a2)3 — (_3)3 . (HZ)B — _27a6 ( 2) 2 2 2 2

(2277 — (@)} = 4db — a = 3d° Dus (-2 ~16.
P I SRS ST, SR, SRS JUNG [P ey ~2=-2¢2+2+2
e - | Dus-24=-16.
e 4a® Let op: @’ * a® = a® maar
a* + a* kan niet korter.
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| Herleid.

\&a a (a®)* d 6a - (a*)
b @2)3 . (p3)5 e 10)66 — 5(x2)3
¢ () +(g°» £ 5(x%) —3x10
| Herleid.
oe 12x° d -15p%
e 5p°q
5x10 14x3y2
b —— P il 8
15x° 24x%y
24a*h? : (2aby’
6ab (3aby?
'/ Herleid de volgende formules.
OO% a p=(-2ab)* b d P=(3a)y -84
b P=(3a)*+(2b) e P=(5a*+ (-a®*
5 4 Zb 2
p—30a’h ¢ pii
S5a*b (—2a)*
.. Gegeven zijn de formules 4 = 10x",
BO¥ 5= 20:"7 en C =200 r N
a Neem de tabel hiernaast over en vul A
hem in. Rond 4 en B af op twee B
decimalen en 4 + B op gehelen.
b Vergelijk de laatste twee rijen van de A-B
tabel. Wat valt je op? C

Theorie B Machten met gebroken exponenten

De rekenregels voor machten gelden ook voor

Gebroken getallen zijn
machten met gebroken exponenten, .
i breuken of decimale
Dus bijvoorbeeld all
213 « g3 =38 af « qi=qgPltd grinel.
6,1
B iy & _
A al
(x5 = 35 (ab)i = at

(xl,4 % yl,l)l =x2,8 .y4,2 (ab)p = qP’h?

Zo is de formule y=2x'* - 3x!7 te herleiden tot y = 6x™!.
De formule y = 6x>! is een machtsformule,
Een formule van de vorm y = ax” is een machtsformule.
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Voorbeeld

a Herleid de formule F= 0,054 + (20x'~)** tot de vorm F = ax”. Rond a
af op gehelen.

b Gegeven zijn de formules N =0,6k>*° en k=151,
Schrijf de formule van N in de vorm N =al”. Rond a af op gehelen.

Uitwerking

a F=0,054 - (20x'°)34 =0,054 - 20°# - (x'°)*4 = 1432 - x>
Dus F=1432x>1,

b Invullen van k= 15/ in N=0,6k*% geeft
N= 0,6 . (15[)2.25 = 0,6 . 152,25 § 12.25 ~266 [2.25'
Dus N=266/%%.

Herleid de volgende formules.

- 1)1
g A=xl 4 . D_JE“{—‘)V“Z
x3.6 ;
b B=—5 ¢ ESGV)
. C:(xll)ll f F:(&)],S
Y135

Herleid de volgende formules tot de vorm y = ax”. Rond a af op gehelen.
OO a y=(100x>%)"

b y=128" (25x"%1!

¢ ¥y=0,0018 - (312x"75)

a Herleid de formule 4 = (250p")"-'¢ tot de vorm 4 =ap®. Rond a af op

OO®*  ochelen.
0,18(13,5¢%8)%3

b Gegeven is de formule B = e

Schrijf de formule in de vorm B = aq”. Rond a af op gehelen.

¢ De formule C = 1250(6,12x"3y*7)%3 is te schrijven in de vorm
C =axb~.
Bercken a, b en ¢, Rond « af op gehelen,

a Gegeven zijn de formules K =20p"!° en p = 804q.
B@*  Schrijf de formule van K in de vorm K = ag”. Rond @ af op gehelen.
b Gegeven zijn de formules L = 0,057 en 1= 155",
Schrijf de formule van L in de vorm L = aw”. Rond « af op gehelen.
¢ Gegeven zijn de formules M = 507 - g?° en g = 207>,
Schrijf de formule van M in de vorm M =af”. Rond a af op gehelen,
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- Biologen hebben onderzock gedaan naar de soortenrijkdom van planten
nex

en dieren op een aantal eilanden in het Caribisch gebied. Ze vonden voor
het aantal soorten N van amfibieén en reptielen het verband N = 3,34%.
Hierin is AV het aantal soorten op het eiland en 4 de oppervlakte van het
eiland in vierkante mijlen,
a Bereken het aantal soorten op een eiland met een oppervlakte van
200 vierkante mijlen.
b Er geldt: bij elke verdubbeling van de oppervlakte hoort een toename
van het aantal soorten met een vast percentage.
Bereken dit percentage. Rond af op gehelen.
¢ Om de formule om te zetten in de vorm N = aB% waarin B de
oppervlakte in vierkante kilometer is, gebruik je dat 1 vierkante mijl
gelijk is aan 2,6 vierkante km, dus dat 4 =2,6B.
Bereken a. Rond af op één decimaal.

Voor het berekenen van de braadtijd van kalkoenen wordt de formule
T=1,42G*% gebruikt. Hierin is G het gewicht van de kalkoen in kg
en T de braadtijd in uren.

Deze formule is te herleiden tot de vorm ¢ = ag” waarin g het gewicht
van de kalkoen in gram is, en 7 de braadtijd in minuten.

Geef deze formule. Rond verstandig af.

In de tabel hiernaast kun je zowel in de exponenten als in de getallen
rechts van het =-teken een regelmaat herkennen,

; 1 1
a Hoe volgt uit deze regelmaat dat 2°=1en 2% = T 27‘?
1 |
D P 41
b Vulin: 2 5~ en 2 3
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Theorie C Machten met negatieve exponenten

In opgave 55 heb je ontdekt dat 2°= 1. Enzo is ook 3°=1. [ 3

Voor a # 0 geldt in het algemeen ¢ = 1. Je weet % =1.

In opgave 55 zag je ook dat 2! = %, 2= % en23= % Ook geldt a_zz A
Enzois ook 37! = %, 42= 41—2 en 5= % Conclusie:iz0 =1.

Voor a # 0 geldt in het algemeen a? = %. >

a 1
Jeweet - ==——.
1 g
Voor a#0 geldt a®=1 en a‘P=a—p. 2
Ook geldt =4 =a".
De rekenregels voor machten gelden ook bij negatieve 4 1
exponenten. Conclusie: a™ =—.
Zie het voorbeeld. ?

Voorbeeld
Schrijt als macht van a.

b — ¢ a- (@ d a -

Q[

Uitwerking
aa’ - a=a

i
b __8=a3~8=03+8=a11
a

=743 Za—4

c a- (a2)*5:a.a*10:a1*10:a*9

1 : o E
da5'E=a5-a‘=a5 I = g4 = =gl

QOok bij het herleiden van formules krijg je te maken met machten met
negatieve exponenten, Zie het voorbeeld hieronder,

Voorbeeld
2.4

Herleid de formule P = (1;—31)2 tot de vorm P = ax”. Rond a af op twee

decimalen.

Uitwerking

K24 x24 24 s 24 1 )
- - - = D st 9 LR

P2~ 122 (TP 1,44x02 Lo 14452 144 7

Dus P =0,69x %%,
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Schrijf als macht van a.

0O qqg°- a2 d (@) q 1
7
b % e % h & - (a¥)?
4 3
el - . (L)
a 1 a
(®)
10x32

a Herleid de formule C= tot de vorm C = ax”. Rond a af op

ne* (4,557
twee decimalen.
2[1,6 " 4f2’4

b Herleid de formule D = T tot de vorm D = ar®.

(zsopl,lﬁ)l,s

¢ Herleid de formule £ = 313p°

tot de vorm £ =ap”. Rond a af

op één decimaal.

j a Gegeven zijn de formules M = 105x 16y en y = 1,5x 0%,
O®%*  Schrijf de formule van M in de vorm M = ax”. Rond a af op gehelen.

1.5
b Gegeven zijn de formules N = %;16 enq="17,5p%

Schrijf de formule van N in de vorm N = ap”. Rond a af op drie
decimalen.

bl

m
Professor Trefethen hanteert de formule B = 123 voor

— het berekenen van de body-mass index (BMI). In deze
formule is m het gewicht in kg en L de lengte in meter.
a Bercken met deze formule de BMI van iemand met
een lengte van 1,75 meter en een gewicht van 80 kg.
Rond af op één decimaal.

b Voor personen met een lengte van 170 ¢m is de
formule te schrijven in de vorm B =am.
Bereken a. Rond af op drie decimalen.

¢ Voor personen met een gewicht van 75 kg is de formule
te schrijven in de vorm B =bL".
Bereken b en c.

Harry schrijft een rij getallen op. Hij begint met 1 en het tweede getal
* is 2. Elk getal daarna maakt hij als volgt. Hij deelt het voorlaatst

opgeschreven getal door het laatst opgeschreven getal.

Schrijf het 10° getal dat hij zo krijgt als macht van 2.
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| Je weet ({/10)2 =10,

ne*
a Wat is (\/x)2? En wat is (\/2a)2?
b Druk P uit in B in de formule B = /0,5P. Kwadrateer eerst het linker-
en rechterlid.

Theorie D Rekenregels voor wortels

Je weet dat het kwadraat van /5 gelijk is aan 5, dus (/57 =S5.

In het algemeen is (\/4)> = 4.

Dit kun je gebruiken om bij /4 = B de wortel weg te werken.
Kwadrateer het linkerlid en het rechterlid. Je krijgt 4 = B geeft 4 = B,

I JA =B geeft A=B?

Deze regel gebruik je ook om bij de formule /~=20,/0,1G de variabele
G uit te drukken in F. Je krijgt

F=20,0,1G Verwissel het linker- en rechterlid.
200,1G=F Deel links en rechts door 20, het rechterlid wordt 557 = 0,05F .
V0,1G=0,05F Kwadrateer het linker- en het rechterlid.

0,1G=(0,05F) Gebruik (ab)? = a’b?.

0,1G=0,0025F> Deel links en rechts door 0,1 oftewel
vermenigvuldig links en rechts met 10.

G=0,025F"

Je weet \/4 - 9=/36=6.

Ook geldt \/4 - \9=2-3=6.

Dus \J4-9=\/4- /9. Netzois 2+ 5=1/2 /5.
Je weet @=\/Z=2.
6

N
Ook geldt ——====2.
& 16 4

Dus\/@.=@.Netzois\/§=£.
16 /16 5 5

Rekenregels voor wortels

— Andersom geldt ook
(2 . & = = ."‘IA . — .
\;J'A ‘B= V-‘A 5 \;"B en \/%=\T \/Z \/E A B
JB \B
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De rekenregels voor wortels kun je ook gebruiken als er letters onder het
wortelteken voorkomen.

Zois \/Z_p \/5: \2p 5 =+/10pq.
Het is mogelijk \/10pg te herleiden tot de vorm e/pg.

Je krijgt \[10pg = /10 - \[pg ~3,16\pg.

Je ziet dat ¢ 15 afgerond op twee decimalen,

Bij het herleiden van de formule 4 = +/16pg tot de vorm 4 = c@
hoef je ¢ niet af te ronden.

Tmmers 4 = /16pg = \/ﬁ \/p_q=4\/p_q.

Voorbeeld
a Schrijf de formule M= 50,/12,25¢ in de vorm M = a\[t.

b Schrijf de formule N=5+/2p + 3¢ in de vorm N=/ap + bq.

E in de vorm k= aR?,

¢ Schrijf de formule R =10

3.5
Uitwerking
a M=5012,25t=50- /12,25 - \[t=50-3,5 - \1=175\/t
Dus M=175.t.
b N=5\2p+3g=25"\2p+3¢= \/25(2p+3q) \50p +75¢
Dus N=50p+75¢. b Denk aan de haakjes.
c R=10 3'?5 Verwissel het linker- en rechterlid.

10 i=R Deel links en rechts door 10.

% =(0,1R  Kwadrateer het linker- en rechterlid.
3k5 =0,01R>  Vermenigvuldiging het linker- en rechterlid met 3,5.
k=0,035R
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| Schrijf bij de volgende formules het rechterlid als één wortel.

ne

ne*x

nex

a 4=3a- 5
b A=6-3ab
/10

c A=

- 1,59

©3x - 412y

Oxy

o

¥ %

A
A=

=)

f A=

- Schrijf de volgende formules in de vorm 4 = ¢\/ab,

Rond ¢ zo nodig af op twee decimalen.
a 4=\5a-\f6b
b A=\12"\3ab
¢ A=6\3a\Tb
d 4=425ab
e 4=16"2a-\3b
30

10a

f A=

| a Schrijf de formule C = 0,04,/225x in de vorm C = a/x.

b Schrijf de formule D =0,05,/420y in de vorm D= \/ay.
¢ Schrijf de formule E=0,8+/0,2t + 5 in de vorm E = \/at + b.

| a Schrijf de formule £=25,/0,1P in de vorm P = aF?>,

b Schrijf de formule G = 0,05 12Qs in de vorm O =aG2
- > 3R
¢ Maak R vrij bij de formule =73 - e
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Winkels hebben van de artikelen die ze verkopen
een bepaalde voorraad. Deze voorraad moet niet
te groot zijn, want dan krijg je te maken met hoge
voorraadkosten, Een winkel moet dus niet te grote
bestellingen in één keer doen. Ook heeft de
winkel te maken met de kosten die gemoeid zijn
met het doen van een bestelling: de bestelkosten.
Met de formule van Camp is de optimale
bestelhoeveelheid te berekenen voor winkels die
te maken hebben met een constante vraag naar een bepaald artikel.

Deze formule is O = \/2%. Hierin is

* () de optimale bestelhoeveelheid
* B de bestelkosten in euro’s, ongeacht de grootte van de bestelling
« p het aantal verkochte artikelen per jaar
» FV de voorraadkosten in euro’s per stuk per jaar.
a Een winkel verkoopt per jaar 2400 vazen van een bepaald model.
De bestelkosten zijn 15 euro en de voorraadkosten per vaas per jaar
zijn 5 cent.
Toon aan dat de winkel twee keer per jaar een bestelling zal plaatsen.
b Ecn andere winkel verkoopt per jaar 800 droogmolens.

Schrijf voor deze winkel de formule van Camp in de vorm QO = c\/% .

¢ Voor een winkel zijn de bestelkosten voor het bestellen van
strijkplanken 25 euro en zijn de voorraadkosten 80 cent per
strijkplank per jaar.
De optimale bestelhoeveelheid is te schrijven in de vorm Q = dy/n.
Bereken d. Rond af op één decimaal.

d Van een artikel worden per jaar 3000 stuks verkocht, De
voorraadkosten zijn 12 cent per stuk per jaar.
Geef voor dit artikel de formule waarbij de bestelkosten zijn vitgedrukt
in de optimale bestelhoeveelheid.

Zie opgave 66.

De voorraadkosten V" worden soms berekend met de formule
V'=0,01p - 1, Hierin is 7 de inkoopprijs per stuk van een artikel en is p
een percentage. Dit percentage geett aan hoeveel procent van de
inkoopprijs aan voorraadkosten wordt uitgegeven. Bij een inkoopprijs
van 60 euro per stuk en een percentage van 0,5% zijn de voorraadkosten
dan 0,01 - 0,5 - 60 =0,3, dus 30 cent per stuk per jaar.

Een winkel verkoopt per jaar 200 hogedrukreinigers van type A. De
inkoopprijs van deze hogedrukreinigers is 160 curo per stuk en de
bestelkosten per bestelling zijn 25 euro. Bij een optimale bestel-
hoeveelheid blijken vier bestellingen per jaar te horen.

Bereken p.
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Terugblik

Rekenregels voor machten
De rekenregels voor machten zijn

al
afrai= ap+q, E:ap_q’ (ap)q =aqf? en (ab).u = apb.v_

Zoisx* B =x, '%2=x9, (3 =x12 en (3x*)} =27x12,

Let op dat x* + x3 niet kan worden herleid.

Dus (4x%)* + §= 16x* +x°, maar (4x%)? + ;C—:= 16x* + x* = 17x%,

Gebroken en negatieve exponenten

De rekenregels voor machten gelden ook voor gebroken exponenten,

Voor negatieve exponenten geldt de regel a? = é. Ook is a" =1 voor a # 0.
Zo is de formule M = 0,025 - (30x'%)!* te herleiden tot de vorm M = ax®.

M=0,025 - (30x16)!4=0,025 - 30!4 - (x!)14 =292 - x>
Dus de formule is M = 2,92x>34,

Door y = 10x'? in te vullen in de formule N = i% 1s de formule van N te

schrijven in de vorm N = ax”. Je krijgt
520 520 520 )

N= (10x12)04 T T 048 ~ (7 » y 048,

Dus a =207, b =-0,48 en de formule is N =207x %4,

Rekenregels voor wortels

Bij de formule P =25,/0,0020 is de variabele Q vrij te maken door te
gebruiken dat \/4 = B geeft A = B2, Je verwisselt eerst het linker- en het

rechterlid. Je krijgt 25./0,0020 = P
J0,0020 = 0,04P
0,0020 =0,0016P*
0=0_8P

A
Met de rekenregels \/4 - B=1/4 - \/B en \/‘%: % zijn allerlei

herleidingen te maken,
Zo is de formule K = 0,8,/16x te herleiden tot de vorm K = ay/x en ook
tot de vorm K = \/bx.

K=0816x=08" 16 - x=08-4- Jx=32\xen
K=0,816x=1/0,82 - \/16x=1/0,82 - 16 - x = \/10,24x
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6.5 Formules met exponenten

Gegeven is de formule N=150 - 1,12,

a Bercken N voor =0,

b Bereken N voor =1 en voor¢=2.

¢ Schets de grafiek van N. Neem # tussen 0 en 20.

| 1 .
JeweetaP=—p, dus ook —p=af’.
a a

a Vulin $= 4,
Je weet (a”)7=a*?, dus ook a?? = (a*)1.
b Vulin47=(4"y,

¢ Laat zien dat de formule N=15 - % te schrijven is als N=15 - 0,25",

Theorie A Exponentiéle groei

De formule N=80 * 1,15' hoort bij exponentiéle groei.

Is ¢ de tijd in jaren dan wordt de hoeveelheid elk jaar met 1,15
vermenigvuldigd, dit is de groeifactor per jaar.

Opt=0is N=80-1,15"=80, dit is de beginwaarde

(of beginhoeveelheid).

Bij een beginwaarde b en groeifactor per tijdseenheid g ontstaat de
formule van exponentiéle groei als volgt.

(=1

Opt=0is N=b =b-g
Opt=1is N=b-g =b-g!
Opi=2is N=b-g'g =bh- g
Opr=3is N=b-g-g-g =p-g
Op tijdstip ¢ is N=bigh gt o g=b-g

Bij exponentiéle groei

» wordt de hoeveelheid per tijdseenheid
met hetzelfde getal (de groeifactor)
vermenigvuldigd

* hoort een formule van de vorm N=5 - g,
waarin b de beginwaarde (of
beginhoeveelheid) is en g de groeifactor per
tijdseenheid.

Hoofdstuk 6 Rekenregels en formules
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In de formule N =800 - 1,3" herken je
* de beginwaarde is 800
* de groeifactor per tijdseenheid is 1,3.

Voor 1=15is N=800 - 1,3°=2970.

In de formule N=15 - g staat de variabele ¢ in de Bij een exponentiéle
exponent, Let op het verschil tussen de formule formule staat de
N=50" "2 en de formule N=50- 1,12, variabele in de

De formule N =50 - '? is een machtsformule en de exponent.

formule N =150 - 1,12' is een exponentiéle formule.

De formule M =11 - ZLS‘ is te herleiden tot M =11 - 0,4¢ -

Daarbij worden de regels a? = al—p en (a”)? = a”¥ gebruikt.

Dus M=11+==11-2,5*=11-2,511=11- 2,5} =11 - 0,4".
2.5 A - a
=ar|[-t=-1 e[ [@9=(@y] |25 =04

Hiermee is de formule M =11 - ?%, geschreven in de vorm M =5 - ¢'.

Dus ook de formule M =11 - 2153 is een exponentiéle formule.
Voorbeeld
Schrijt de formule P = 5 81) T inde vorm P=bh - g’
Uitwerking

= 84 = ﬁ % g T n ARy e = 5 t
P 15-08 15 0,8=5,6-(0,8")=5,6-1,25

Dus P=5,6 - 1,25".

Voorbeeld

Gegeven is de formule K = (85— 2,54+ 1,68) - 0,94

Neem 4 = 10 en schrijf de formule van K in de vorm K=aB + b.
Rond a en b af op twee decimalen,

Uitwerking

A =10 invullen in de formule van K geeft
K=(85-2,5-10+1,6B8) - 0,9'°
K=(60+1,6B)-0,348...
K=2092+0,56B

Dus K=0,565+20,92.
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a In het eerste voorbeeld van de vorige bladzijde is de formule
84 ; - B ;
15 0.8 herleid tot P=15,6 - 1,25'.
Geef van de formule van P de beginwaarde en de groeifactor.
b Zic het tweede voorbeeld op de vorige bladzijde.
Wat voor soort formule is de formule K = 0,568 + 20,927

P=

Gegeven is de formule N =200 - 0,86,

a Schets de grafiek van N. Neem ¢ tussen 0 en 20.

b Hoe kun je aan de groeifactor zien dat de gratiek van N dalend is?
¢ Bercken voor welke 7 geldt dat N = 50. Rond af op één decimaal.

Gegeven zijn de formules N=20 - 1,15 en M = 150 - 0,92".
a Schets de grafieken in één figuur. Neem ¢ tussen 0 en 20.
b Bereken voor welke ¢ geldt dat N =M. Rond af op twee decimalen.
¢ Met hoeveel procent neemt N toe tussen =0 en ¢t = 37
Met hoeveel procent neemt M af tussent=0en =37

Gegeven zijn de formules K =18 - 1,06' en L =95 - 0,95, Hierin is ¢
de tijd in dagen met ¢ tussen 0 en 20.
a Met hoeveel procent neemt K toe tussenr=0ent =47
Met hoeveel procent neemt L af tussen =0 en t =47
b Op een gegeven moment is K = 36,22,
Hoeveel dagen duurt het dan nog totdat K = L7 Rond af op één
decimaal.

56 .
a Schrijf de formule N=3,2 - 1125 inde vorm N=5 - g'.

b Gegeven is de formule M= (550 +2p + 3g) - 0,884,
Neem g =5 en schrijf de formule van M in de vorm M =ap + b.
Rond a af op twee decimalen en b op gehelen.

; _ 25
a Gegeven is de formule /7= 100(2 17 0’9,).

Schrijf de formule van Finde vorm F=a+ b+ g'. Rond b af op
gehelen en g op twee decimalen,

b Gegeven is de formule G = %(x —x -+ 0,8").

Neem y = 5,6 en schrijf de formule van G in de vorm G =ax. Rond a
af op twee decimalen.
12
5el8)
De formule van H is te schrijven in de vorm H=5 - 0,75,
Bereken b.

¢ Gegeven is de formule H=5 - 0,75/ —
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Het aantal snocken in een meer is gegeven door een formule van de vorm

N= %Ogt Hierin is ¢ de tijd in jaren met # =0 op | januari 2000.

Op 1 januari 2000 is N =26 en op 1 januari 2005 is N =55.
Bereken b en g en bereken hiermee in tientallen het aantal snoeken op
1 januari 2020.
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Terugblik

De formule N=b- g!
De formule N= 15 * g' hoort bij exponentiéle groei. De beginwaarde is b
en de groeitactor per tijdseenheid is g.

Je kunt de formule N=150 - 3 2(1) 0

20 150-20
3-12% 3
dus N=1000 - 0,83%. In deze formule is de beginwaarde N
1000 en de groeifactor 0,83. Hiernaast is de grafick van N
geschetst.

herleiden tot de vorm N=5 - g,

Je krijgt N=150 - - 1,2%=1000 - (1,27")" = 1000 - 0,83,

Herleiden van formules met exponenten

Neem je voor m een getal in de formule 7= %(lon —n - 1,14™) dan is

de formule van T te herleiden tot de vorm 7= an.

Neem je m = 16, dan krijg je

T= %(10}1 —n-1,141%=375(10n—n - 8,137...) =3,75 - 1,862...n = 6,99n,
dus 7=6,99n,

De formule Z=2 - 2,5'+ 061

is te herleiden tot de vorm Z=5b - g'.
Dat gaat als volgt.
73 T
e X 054!
2:25+60-04"
=2-2.5'+60 (0471
D At 5¢
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Eindopdracht Het elandjong

In de beginopdracht heb je gerckend met de formules £, = 140W°7°
en Epeccnibaar = 2200 — 40 — 11 500.

Hierin is E, ;, het aantal kcal per dag dat een eland van W kg nodig heeft
om op gewicht te blijven. E, . ... 18 het aantal kcal per dag dat een
eland van W kg meer aan energie binnenkrijgt dan dat het zoeken naar
voedsel kost.

In de beginopdracht heb je gezien dat er een snijpunt van de grafieken is
tussen W' =50 en = 100. Met de formules kun je nagaan dat er ook
nog een snijpunt is tussen W = 600 en W = 700.

» Bereken welke gewichten bij deze snijpunten horen. Wat betekent het
voor een eland als zijn gewicht rechts van het tweede snijpunt ligt?

Bij het optimale gewicht van een eland 18 £y, pivhaar — Froasis Maximaal,

» Bereken met behulp van de formules wat het optimale gewicht van
een eland is.
Hoeveel keal per dag houdt de cland dan over voor andere activiteiten
dan het zoeken naar voedsel?

Een elandjong is na de geboorte

afhankelijk van moedermelk. Deze

afhankelijkheid duurt totdat een

gewicht is bereikt waarop het kalf
zelf voor zijn voedsel kan zorgen.
Een kalf werd op 1 juni geboren
en woog bij de geboorte 14 kg. De
eerste maand geldt een dagelijkse
groeifactor van 1,03 voor het
gewicht en daarna neemt het
gewicht met 1 kg per dag toe.
* Onderzoek vanaf welke datum het kalf kan ophouden met drinken
bij de moeder en zelfstandig voor zijn voedsel kan zorgen.

De biologen die de formules voor E, ;. en E\ . ;ib.r NEDbEN Opgesteld,

zocken naar een eenvoudige formule voor V=L _ 100 — Eiasie- Yolgens

één van de biologen voldoet de formule V., =-0,05W2 + 30 voor

waarden van W tussen 100 en 500.

* Ben je het met deze bioloog eens? Licht je antwoord toe met enkele
berekeningen,

De bioloog wil de formule ¥, =-0,05W2 + 30W zo schrijven dat de
energie in kJ wordt gegeven. Deze formule is van de vorm
Via=aW?+bW.

» Bercken a en b, Gebruik dat Vi; =4,19V .
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Diagnostische toets

6.1 Formules combineren en herleiden
| a Gegeven zijn de formules R=3p—g+2eng=p+2,
Combineer deze formules en druk R uit in p.
b Gegeven zijn de formules 4 =2kl +3 enk=1+2.
Schrijf de formule van 4 in de vorm 4 =al* + bl + c.
¢ De formules K =0,06pg + 1,25 en 2p + 4¢g = 11 zijn te combineren tot
de vorm K = aq” + bg + c.
Bercken a, b en c.

~ Bij lage temperaturen kan onbedekte huid van een mens bevriezen. Dit
verschijnsel wordt frostbite genoemd. Hierbij gebruikt men de formule
F=(2000—16,3v)(-5 — T) ¥ Hierin is / het aantal minuten dat cen
mens met onbedekte huid buiten kan zijn voordat de huid bevriest, v de
windsnelheid in km/uur en 7 de temperatuur in °C.
Schrijf de formule van F in de vorm F = av + b voor een dag waarop de
temperatuur -12°C is, Rond a en b af op twee decimalen,
Van welk verband is sprake bij deze formule?

6.2 Formules en de grafische rekenmachine
| Voor het dagelijks verloop van het aantal auto’s in de parkeergarage van
een groot winkelcentrum is de formule N =-0,367* + 13,8¢° — 1761 + 790t
opgesteld. Hierin is NV het aantal auto’s en ¢ de tijd in uren met 7 =0
om 6:00 uur.
a Schets de grafiek van N.
Bereken het aantal auto’s dat om 21:00 uur in de parkeergarage staat.
Bercken het aantal auto’s bij elk maximum.
Vanaf 9:00 uur is het aantal auto’s zo groot, dat het lastig is een vrije
plek te vinden.
Bereken tot welk tijdstip deze drukte aanhoudt. Rond af op minuten.
e Meneer Van den Berg wil het winkelcentrum tijdens de middag
bezoeken. Hij wil graag dat er dan veel parkeerruimte is.
Wat is op basis van de formule het gunstigste tijdstip? Rond af op
halve uren.

b
c
d

6.3 Formules met breuken
- Schrijf het rechterlid van de formule als één breuk.

_4. .1 _8.3
a A_3x+x ¢ C_9x 4x
2 3 2.1
b B=7-7 d D=215

B2  Hoofdstuk 6 Rekenregels en formules
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/| Vande T bomen in een gemeente zijn er p
besmet met processierupsen. Het gedeelte
van de besmette bomen is dus % Van
deze bomen is drickwart bekend bij de
gemeente en daarvan is de helft
gemarkeerd met lint. Het gedeelte
gemarkeerde bomen M wordt gegeven

3p
door M = T
a Laat zien dat deze formule klopt.
b De gemeente gaat ervan uit dat geldt p =37
Bereken welk deel van de bomen in de gemeente gemarkeerd is.

6.4 Rekenen met machten en wortels

| Combineer de formules en druk X uit in g.
a K=p*+5¢°en p=-5¢° ¢ K=10p" ¢ en p=94°
0.6 1
b K= 5 en p=32"" d K=(@p)en p=—g

"1 a Schrijf de formule 4=0,1,/64x in de vorm 4 = a\/x.

b Schrijf de formule B=2+/0,5v — L.5 in de vorm B =/ay + b.
¢ Schrijf de formule C =04 ﬁ in de vorm ¢ = aC2.
32

20q

5

Maak ¢ vrij bij D=

6.5 Formules met exponenten

. J1.54

" Gegeven is de formule N = T

a Neem 4 = 6 en schrijf de formule in de vorm N=a - g%.

b Neem B =-1 en schrijf de formule in de vorm N =c./4. Rond ¢ af op
twee decimalen,

¢ Voor N=1 en 4 =24 is de waarde van B ongeveer 3,8.
Bereken de waarde van B. Rond af op twee decimalen.
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Statistiek en
beslissingen

Wat leer je?

Verschillende soorten verdelingen herkennen en vergelijken.

Wat de normale verdeling is en welke vuistregels erbij horen.

Rekenen aan de steekproevenverdelingen bij een gemiddelde of proportie
Wat een betrouwbaarheidsinterval bij een gemiddelde of proportie is.
Wanneer je welk type betrouwbaarheidsinterval gebruikt.
Betrouwbaarheidsintervallen toepassen.
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Beginopdracht PISA Canada

Het Programme for International Student Assessment (PISA) is een
groot internationaal vergelijkend onderzoek onder scholieren naar hun
kennis en vaardigheid op het gebied van taal, wiskunde en wetenschap.
Om de drie jaar wordt in een groot aantal landen een representatieve
steekproef genomen van 15-jarigen. Bij het onderzoek wordt gebruik
gemaakt van een zogenaamde PISA-score die aan een hoger
beheersingsniveau een hogere score toekent.

PISA SCORES WISKUNDE
450 500 550 600
| E==—=———= Chinese Taipei
e Finland |
Hogere scare dan Canada E===== Hong Kong-China
| | Korea |
e Nederland
e Pwitserland
C—T—1Canada |
mmmm Vacao-China
Vergelijkbare score met Canada e | iechtenstein
| e Japan
e Nieuw-Zeeland
e Belgia
| e Australié
| ‘ stlan
Di b
Lagere score dan Canada [ — Tsjziirgar e
=== |Jsland |
Oostenrijic
== Slovenis |
= Duitsland
) weden

[ lerland
e Frankrijk
e Verenigd Koninkrijk
) Polen
e Slowakije
Hongarije

=
==
= | uxemburg
e Noorwegen
) | ftouwen
P 95% betrouwbaarheidsinterval
—_—

e V/erenigde Staten

=
==
= Kroatié geschatte gemiddelde score

e [{alie
e Giriekenland

In de figuur zie je de PISA-scores voor wiskunde, gezien vanuit het
perspectief van Canada. De gemiddelde score voor wiskunde van
scholieren in de steckproef van Terland was 500.

« Waarom is het interval [495, 505] gebruikt om de score voor alle Terse
15-jarigen scholieren (de populatie) weer te geven?

* Je ziet dat niet alle intervallen even breed zijn. Geef van de volgende
factoren aan of ze van invloed zijn op de breedte van de intervallen;
het gemiddelde, de standaardafwijking, de steeckproefomvang.

* In het diagram staat een aantal landen met een score vergelijkbaar met
die van Canada.

Onderzoek hoe deze groep tot stand is gekomen.

» Nederland en Belgi€ scoorden vergelijkbaar met Canada.

Wil dat zeggen dat de scores van Nederland en Belgié ook
vergelijkbaar waren? Licht toe.

Hoofdstuk 7 Statistiek en beslissingen
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Voorkennis Steekproeven,
centrummaten en spreidingsmaten

Theorie A Proporties bij steekproeven

De totale groep waarop een onderzoek zich richt niet-representatieve steekproef
heet de populatie. Het onderzoeken van de hele populatie .’.'{3:::::_"._‘“.:;\
populatie lukt in veel gevallen niet, bijvoorbeeld e C ALY 1 ':_‘.\\
omdat het veel werk is. Het deel van de populatie /@ °0 ::: .' ] '- i Fophs
dat je daadwerkelijk onderzoekt, heet de f\ ® : X 1) 000.'. My AAdal
steekproef. Het is belangrijk dat een steekproef i L ";i' '!‘é\ A
een goede afspiegeling is van de populatie. Een S @ o' 0q 0" N e

steckproef heet dan representatief, Epresenitiave steslproet

De populatieproportie is het deel van de populatie Aguer il

dat cen bepaalde eigenschap heeft. De steekproefproportie is het deel
van de steckproef dat deze eigenschap heeft. Door een representatieve
steekproef te gebruiken zal de steekproefproportic meestal dlchtbl_j de

populatieproportie liggen. Soms wordt het dakje

op de p bij de
steekproefproportie
weggelaten. Het is dan
belangrijk dat je zelf
De steckproefproportie p van een kenmerk in de steckproef | goed kunt inschatten of
aantal clementen met het kenmerk in de steckproef je met p of p te maken

totaal aantal clementen in de steckproef " | hebt.

De populatieproportie p van een kenmerk in de populatie is
aantal elementen met het kenmerk in de populatie

totaal aantal clementen in de populatie

p=

is p=

De dagproductie literpakken vruchtensap in een fabrick is 20000,
Hiervan hebben 165 pakken te weinig inhoud.

In een steekproef worden 250 pakken van de dagproductie onderzocht
op de inhoud. Hiervan blijken er 2 te weinig inhoud te hebben.

Bereken de populatieproportie en de steckproefproportie van literpakken
vruchtensap met te weinig inhoud.,

Van de sporters die declnemen aan een groot sportevenement is de
populatieproportie van het kenmerk ‘de sporter heeft bloedgroep B’
gelijk aan 0,225. Het blijkt namelijk dat 639 sporters bloedgroep B
hebben.

Bij cen steckproef van 115 sporters tijdens dit evenement blijkt de
steekproefproportie bij het kenmerk ‘heeft bloedgroep B’ 0,235 te zijn,
Bereken het totale aantal sporters op dit sportevenement en het aantal
sporters met bloedgroep B in de steekproef.

@ Noordhoff Uitgevers by Voorkennis Steekproeven, centrummaten en spreidingsmaten 87



Theorie B Centrummaten en spreidingsmaten

Het geheel van alle data is vaak onoverzichtelijk. Om een beeld te
krijgen helpt een tabel of diagram. Je kunt ook centrum- en
spreidingsmaten berekenen,

Een centrummaat kwantificeert waar het centrum van de
data ligt. Spreidingsmaten kwantificeren hoe sterk de data
verspreid s,

~

Kwantificeren betekent
| uitdrukken in een getal.

™

Voor de
standaardafwijking
wordt het symbool o,
spreek uit sigma,
gebruikt,

Voorbeelden van centrummaten zijn gemiddelde, modus
en mediaan.

Voorbeelden van spreidingsmaten zijn spreidingsbreedte,
interkwartielafstand en standaardafwijking.

Voor een practicum biologie moet Rianne slakken tellen in een
volkstuintje. Ze verdeelt het tuintje in stukken van één vierkante meter.
Het resultaat staat in de tabel.

SLAKKEN IN VOLKSTUINTJE
aantalperm22|3‘4|5}6|7
frequentie | 18 | 16 ‘ 5 | 7 ‘ 3 | 2

a Hoeveel m? heeft Rianne onderzocht?
b Hoeveel slakken heeft Rianne in totaal geteld?

Bij het teruglezen van haar notities ontdekt Rianne dat
één van de metingen van 7 slakken per m” eigenlijk

1 slak per m? had moeten zijn.
¢ Verandert hierdoor het gemiddelde? Hoe zit dat bij
de modus en de mediaan?

Rianne onderzoekt nog één vierkante meter extra en

ontdekt acht slakken.

d Zal de standaardafwijking hierdoor toenemen? Licht
toe.

Zie de boxplot hieronder,

figuur 7.2

De standaardafwijking
o geeft een indruk van
de gemiddelde
atwijking van de
waarnemingsgetallen
ten opzichte van het

gemiddelde.

a Welke centrum- en spreidingsmaten kun je aflezen in deze boxplot?
b Hoeveel procent van de waarnemingsgetallen ligt tussen 2 en 4?

Hoofdstuk 7 Statistiek en beslissingen
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7.1 Statistische verdelingen

1 Infiguur 7.3 zie je cen histogram waarbij het

B@* saafje bij 15 wordt verplaatst naar 18.

Welk eftect heeft deze verandering op de modus,
de mediaan en het gemiddelde? Kies uit: neemt toe,
blijft gelijk of neemt af. Licht je antwoorden toe.

1234567 89101112131415 18

figuur 7.3

Theorie A Standaardverdelingen

In een histogram is de verdeling van de data goed te zien.
We onderscheiden een aantal standaardverdelingen.

Een symmetrische verdeling.
Het gemiddelde, de modus en de mediaan zijn gelijk.

Een scheve verdeling.

Hierin is de data aan één kant meer verspreid. Dit
heet ook wel de staart van de verdeling. Bij een
rechts-scheve verdeling ligt de staart rechts en bij
een links-scheve verdeling links. In het algemeen
ligt het gemiddelde meer richting de staart van de
verdeling dan de mediaan.

De mediaan geeft hierdoor een beter beeld van het
centrum van de verdeling dan het gemiddelde.

Een meertoppige verdeling.

Hierbij zijn meerdere toppen binnen de data te
onderscheiden. De standaardatwijking is relatief
groot.

Een uniforme verdeling.
Elk waarnemingsgetal heeft dezelfde frequentie.

De links-scheve verdeling in het voorbeeld op de volgende bladzijde
bevat een vitzonderlijk laag waarnemingsgetal.

Een waarnemingsgetal dat opvallend afwijkt van de rest van de verdeling
wordt een uitschieter of uitbijter genoemd.
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Voorbeeld
Zie figuur 7.4. Eén van de boxplots hoort bij het histogram.
Onderzoek welke boxplot dat is.
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@}
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0123456567 891011121314151617181920 0 4

figuur 7.4

Uitwerking

Boxplot A kan niet kloppen, omdat in het histogram tussen 8 en 20 meer
dan 25% van de data ligt,

Boxplot B kan niet kloppen, omdat in het histogram tussen 19 en 20
minder dan 25% van de data ligt.

Dus boxplot C hoort bij het histogram.

Noem bij elk van onderstaande situaties een mogelijke verdeling.
B@* g Het IQ van Nederlandse 20-jarigen.

b Het jaarinkomen van Nederlandse werknemers,

¢ Het gewicht van sinaasappels bij een kraam op de markt.

d De zwangerschapsduur van Nederlandse vrouwen.

e Het gewicht van volwassen zeeleeuwen.
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Zie figuur 7.5 met de verdeling van de lengten van 59 leerlingen.
De eerste klasse is [160, 162).

LENGTE LEERLINGEN
frequentie

N w0 o N

160 164 168 172 176 180 184 188 192
cm

figuur 7.5

a Er zijn twee toppen in het histogram, Geef hiervoor een mogelijke
verklaring,

b Geef de modale klasse.

¢ Volgens Bram is het gemiddelde 176 cm en de standaardafwijking
& cm.
Zou dat kunnen kloppen? Licht toe.

d In de figuur hieronder zie je drie boxplots.
Welke van de drie past het beste bij figuur 7.57 Licht toe.

160 168 176 184 192
lengte in cm

figuur 7.6
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| In figuur 7.7 zie je een gedeelte van de verdeling van het persoonlijk
inkomen in Nederland.

VERDELING PERSOONLIJK INKOMEN NEDERLAND
relatieve frequentie

16%

14%

12%

10%

8%

6%

4%

2%

0%
DU 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60 66 72 78 84 B0 96
jaarinkomen (x 1000 euro)

figuur 7.7

a In de krant staat dat het doorsnee inkomen ongeveer 26 700 euro is.
Onderzoek met behulp van de figuur of dit de mediaan of het
gemiddelde is.

b Een journalist wil met het gemiddelde of de mediaan een beeld geven
van wat in Nederland een gangbaar inkomen is.

Welke van de twee centrummaten geeft een beter beeld? Licht toe.
¢ Joost beweert dat als iedereen hetzelfde inkomen zou hebben, alle
staven in tiguur 7.7 even hoog zouden zijn. Dus dat je in dat geval
met een uniforme verdeling te maken hebt.
Heeft Joost gelijk? Licht toe.
d In de figuur hieronder zie je drie boxplots.
Welke van de drie past het beste bij figuur 7.77 Licht toe.

L 1 1
0 20 40 60 80 100
jaarinkomen (x 1000 euro)

figuur 7.8
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| In figuur 7.9 zijn vier boxplots getekend. Deze horen bij de verdelingen

LI, Ol en I'V.

Welke boxplot hoort bij welke verdeling?

I De verdeling is uniform,

1T De verdeling is tweetoppig, de eerste top zit bij 30 en de tweede top
bij 70.

1II De verdeling is rechts-scheet.

IV De verdeling is links-scheef.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

figuur 7.9

- Lees het informatief,

Uitschieters

Waarnemingsgetallen die opvallend afwijken van de rest van de verdeling worden
uitschieters of uitbijters genoemd. In het Engels spreekt men van outliers. Soms
worden uitschieters in de onderzoeksresultaten mecgenomen en soms worden ze
Jjuist weggelaten, omdat ze bijvoorbeeld het gevolg zijn van een meetfout.

Er bestaan verschillende methoden, om te bepalen wanneer een waarnemingsgetal
opvallend afwijkt. Een veelgebruikte afspraak is:

Een uitschieter is een waarnemingsgetal dat meer dan 1,5 keer de
interkwartielafstand onder het eerste of boven het derde kwartiel ligt.

Bij het analyseren van de data moet een onderzoeker beslissen hoe om te gaan met

uitschieters. Bij een boxplot worden uitschieters soms als losse punten buiten de
boxplot aangegeven.

Onderzoek of in het voorbeeld op bladzijde 90 volgens bovenstaande
afspraak inderdaad een uitschieter voorkwam.
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Zic het histogram in figuur 7.10.

O®* 5 de modus groter of kleiner dan de mediaan? Licht toe.

94

Theorie B Verdelingskrommen

Een histogram geeft een goed beeld van een
frequentieverdeling. Maar in plaats van een histogram te
tekenen kun je ook een globale grafiek van de verdeling
schetsen, Zo’n grafiek heet een verdelingskromme. Zo
hoort bij het histogram in figuur 7.10 de verdelings-
kromme hiernaast. Ook hier ligt de modus bij de top. De
verticale lijn bij de mediaan verdeelt de oppervlakte
onder de kromme in twee gebieden met gelijke
oppervlakte. De mediaan is hier dus groter dan de
modus. Omdat de verdeling rechts-scheef is, is het
gemiddelde groter dan de mediaan.

fignur 7.10

1

modus

figunur 7.11

Ook een cumulatieve verdelingskromme geeft een beeld van een
verdeling. Is een verdelingskromme gegeven dan kun je daarbij een
schets maken van de cumulatieve verdelingskromme en andersom.

Voorbeeld
Zie de relatieve cumulatieve verdelingskromme 1009, FRtIeve cumuiative frequentie
in figuur 7.12. 0% L
a Licht toe dat je te maken hebt met een 80% . / |
rechts-scheve verdeling met een top bij 2, 70%
b Schets de bijbehorende verdelingskromme, 60%
Neem de horizontale as van 0 tot 20. 50%
40%
Uitwerking 30%
a In het begin is de kromme erg steil, dus zijn 20%
daar veel waarnemingsgetallen. Op het eind 10% ‘ ‘
is de kromme minder steil, dus daar zijn S T % & B e TiE T8 o
weinig waarnemingsgetallen. Dus het is een figuur 7.12

rechts-scheve verdeling.
De modus is 2, want de kromme is daar het steilst.

1 L J
10 12 14 16 18 20

S [, A |
0 2 4 6 8
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Zie het voorbeeld.

a Geef een schatting van de mediaan met behulp van de relatieve

cumulatieve verdelingskromme.

b Licht toe dat bij het steilste stuk van de relatieve cumulatieve

verdelingskromme de modus hoort,

Zie de relatieve cumulatieve verdelingskromme
in figuur 7.13.

Welke van de onderstaande verdelingskrommen
hoort hierbij? Licht toe.

rel. cum. freq.
100% ——h

80% [~

60%

40%

20%

| |
oulet—T |
0 2 4 6 8 10

figuur 7.13

0 2 4 6 8 0 0 2 4 6

figuur 7.14

Bij een medisch onderzoek is het

hemoglobinegehalte van een grote groep

Nederlandse mannen gemeten. Zie de relatieve

cumulatieve verdelingskromme in figuur 7.15.

a Met welke soort verdeling heb je te maken?
Licht toe.

b Schets de bijbehorende verdelingskromme.
Neem op de horizontale as de getallen 5, 6,
7,8,9,10en 11.

¢ Schat het gemiddeld hemoglobinegehalte
van de onderzochte groep.

@ Noordhoff Uitgevers bv
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figuur 7.15
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Zie de relatieve cumulatieve verdelingskrommen hieronder.
O@%* Met welke soorten verdelingen heb je te maken? Licht toe.

relatieve cumulatieve frequentie

relatieve cumulatieve frequentie

100% 100%
| // //’
LA W
50% [———— / { 1 50% / -
0% 0%
0 4 8 12 16 20 0 8 12 16 20
a b
figuur 7.16
Gegeven is de boxplot in figuur 7.17. ; -_.
O@% a Met welke soort verdeling heb je te maken?
Licht toe. : ' : ' ' '
. ; ; 0 4 8 12 16 20
b Hoe ligt het gemiddelde ten opzichte van de
mediaan? figuur 7.17

De verdelingskromme in figuur 7.18 geeft
O@* informatie over de verdeling van de jaarinkomens

van huishoudens van een groot aantal gemeentes.

a Zet op volgorde van klein naar groot: mediaan,
modus en gemiddelde. Licht toe.

b Schets de relatieve cumulatieve
verdelingskromme. Neem op de horizontale as
de getallen 0, 50000, 100000 en 150000.

Karl Pearson (1857-1936)

aantal huishoudens

0 50000 100000 150000
jaarinkomen in euro’s

figuur 7.18

Pearson was een wetenschapper die in Londen werd geboren. Hij studeerde wiskunde
op King’s College in Cambridge en werkte op verschillende Duitse universiteiten. Bij
zijn geboorte kreeg hij de naam Carl, die hij in Duitsland besloot te veranderen naar Karl.
Karl Pearson leverde een aantal grote bijdragen aan het onderwerp statistiek, zoals
bijvoorbeeld de introductic van het histogram en een manier om de correlatie
(samenhang) van twee variabelen te kwantificeren: de Pearson correlatiecoéfficiént.

Ook komt de term standaardafwijking van Pearson.

In 1882 werd zijn boek The Grammar of Science gepubliceerd, dat van invloed was
op Einstein bij het ontwikkelen van diens relativiteitstheorieén.
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De beroemde statisticus Karl Pearson (zie het kader op de vorige

gemiddelde — modus
standaardafwijking

scheetheid van een verdeling te kwantificeren. Uit de waarde van s blijkt

of de verdeling links-scheef of rechts-scheef is, en 0ok hoe sterk deze

afwijkt van een symmetrische verdeling.

a Is bij een rechts-scheve verdeling s positief of negatief? Licht toe.

bladzijde) gebruikte de formule s = om de

Bij een voetbaltoernooi dat twee dagen duurt, wordt bijgehouden hoeveel
doelpunten per wedstrijd worden gescoord. Zie de tabel.

doclpunten Ol 1|2 (3|45 6

frequentiedag l | 4 | 5 | 3 [ 2 |2 | 1 |1

frequenticdag2 | 2 | 3 | 5 (4|2 | 1|0

De standaardafwijking is 1,76 op de eerste dag en 1,35 op de tweede dag.

b Teken voor beide dagen een histogram. Op welke dag wijkt de
verdeling het meest af van een symmetrische verdeling?

¢ Bereken s voor beide dagen. Rond at op twee decimalen. Hoe zie je
aan s hoe sterk de verdeling atwijkt van een symmetrische verdeling?

Hieronder zijn drie verdelingskrommen getekend.

figuur 7.19

d Bij welke kromme hoort een negatieve waarde van s? En bij welke
kromme hoort de grootste positieve waarde van s?

Het intelligentiequotiént (IQ) is een maat zwak-  minder gemiddeld meer-  hoog-
VOOT intelligentie. Het IQ heeft een begfafd begaafd begfafd begaafd begfafd
symmetrische verdeling zoals in figuur , 1 3
7.20, Van de 17,3 miljoen Nederlanders
zijn er 11,8 miljoen gemiddeld begaafd.
a Welk percentage Nederlanders is

gemiddeld begaafd?

b Er zijn in Nederland 2,3 miljoen ‘meer- .
begaatden’.
Welk percentage Nederlanders is figuur 7.20
hoogbegaafd?
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Theorie C De normale verdeling

In figuur 7.21 is de verdelingskromme bij een
bijzondere symmetrische verdeling getekend.
Deze klokvormige kromme heet de
normaalkromme en hoort bij de normale

verdeling.

Normale verdelingen komen veel voor in het figuur 7.21 De normaalkromme
dagelijks leven.

In veel situaties waarbij afwijkingen van het

gemiddelde willekeurig optreden is het resultaat .aeoeoeae%e e% ®
een normale verdeling. Dit verrassende resultaat @ :60 60590 o
kun je demonstreren met het bord van Galton, @:e:"
waarbij een groot aantal balletjes op onderliggende e/
pinnetjes valt en steeds willekeurig naar links of i

rechts stuitert. Elk balletje neemt een &
onvoorspelbare route, maar het resultaat van alle e o o
balletjes samen is toch steeds goed te voorspellen o e e
met de normale verdeling. e % e % e
De normale verdeling past bijvoorbeeld goed bij de o o o o o o

verdeling van

* de lengte van Nederlandse 20-jarige mannen

* het aantal branduren van een bepaald type lamp
+ de gewichten van kilopakken koftie.

figuur 7.22

Bij de normale verdeling wordt het gemiddelde aangegeven met de
Griekse letter x. Spreek u uit als mu. Voor de standaardatwijking
gebruiken we de Griekse letter o.

De totale oppervlakte onder de kromme is 100%.

Bij de normale verdeling ligt ongeveer 68% van de
waarnemingsgetallen minder dan ¢ van g af. En ongeveer
95% van de waarnemingsgetallen ligt minder dan 2o van
u af. En bijna 100% ligt minder dan 3¢ van y af.

I 68% I 100%

H-—O U u+o U—2c u u+20 u-30 M u+3c
figuur 7.23

gemiddelde u
standaardafwijking o
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~ -1 Van een groep volwassen vrouwen is de lengte

Uit de symmetrie van de normaalkromme volgen de percentages in de
verschillende gebieden in figuur 7.24. Onthoud deze percentages.

Vuistregels bij de normale verdeling
* ongeveer 68% van de waarnemingsgetallen

ligt tussen g —ocenu+o 34% 34% |
* ongeveer 95% van de waarnemingsgetallen
ligt tussen g — 20 en u + 20 = 599

* bijna 100% van de waarnemingsgetallen ,-3c4-20 u-¢ u juto put2cutsc
ligt tussen 4 — 3o en u + 3¢

figuur 7.24
Bij berekeningen met de vuistregels mag je de woorden ongeveer en
bijna weglaten.
Voorbeeld

Van 600 baby’s is gegeven dat het geboortegewicht normaal verdeeld is.

Het gemiddelde ¢ = 3500 gram en de standaardatwijking o =450 gram.

a Van hoeveel procent van de baby’s is het geboortegewicht meer dan
4400 gram?

b Hoeveel baby’s hebben een geboortegewicht tussen 2600 gram en
3950 gram?

¢ Van hoeveel baby’s wijkt het geboortegewicht meer dan 900 gram van
het gemiddelde af?

Aanpak
Schets een normaalkromme en zet getallen
bij de horizontale as.

Uitwerking

a Zie de schets. Dus 2,5%. 2150 2600 3050 3500 3950 4400 4850

b 13,5% + 34% + 34% = §81,5%, dus 1gewicht in gram
0,815 - 600 =489 baby’s. —

¢ 900 gram is 2o, dus van 2,5% + 2,5% = 5% 3500 + 450 = 3950

en dat zijn 0,05 - 600 = 30 baby’s.

© normaal verdeeld met u =170 cmeno=5 cm.
a Neem figuur 7.25 over en zet onder de
horizontale as de juiste getallen,

Van hoeveel procent van de vrouwen is de lengte
b tussen 165 en 180 cm

¢ minder dan 160 ¢m figuur 7.25
d meerdan 175 cm

e tussen 160 en 170 cm?

lengte in cm
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Mok 3

MIOE 3

(OF 3

Van 200 konijnen is het gewicht normaal verdeeld met een gemiddelde
van 2,1 kg en een standaardafwijking van 0,3 kg.

Hoeveel procent van de konijnen is zwaarder dan 2,7 kg?

Wat is de proportie konijnen met een gewicht tussen 1,5 en 2,4 kg?
Bereken het aantal konijnen dat lichter is dan 1,8 kg.

Wat weet je van de gewichten van de vijf lichtste konijnen van deze
groep?

a n o

Van 5000 appels is het gewicht normaal verdeeld met een gemiddelde
van 180 gram en een standaardafwijking van 11 gram.

a Hoeveel appels wegen tussen 158 en 191 gram?

b Hoeveel appels zijn lichter dan 191 gram?

¢ Wat weet je van de gewichten van de zwaarste 125 appels?

Bij drie grote groepen mannen wordt van elke
man de reactietijd gemeten.
De eerste groep bestaat uit 18-jarigen, de tweede
uit 30-jarigen en de derde uit 60-jarigen.
a Welke kromme hoort bij de 18-jarigen?
En welke bl_] de 60-jarigen? reactietiid in milliseconden
Licht je antwoord toe. figuur 7.26
b De groep 18-jarigen heeft een gemiddelde
reactictijd van 420 ms. Bijna alle 18-jarigen en 30-jarigen hebben
reactietijden vanaf 210 ms, maar de standaardatwijking van de
30-jarigen is 10% groter dan die van de 18-jarigen.
Bereken de gemiddelde reactietijd van 30-jarige mannen,

De normale verdeling

Veel beroemde geleerden hebben zich
beziggehouden met de normale verdeling. Omstrecks
1730 gebruikte de Fransman Abraham de Moivre
(1667-1754) als eerste de normale verdeling. Hij
ontdekte dat vele kleine toevalligheden in de natuur
merkwaardig genoeg tot mooie regelmatige
verdelingen kunnen leiden. Ook de veelzijdige
geleerde Gauss (1777-1855) werd gefascineerd door
de normaalkromme en hij slaagde erin de formule op
te stellen bij de kromme. Vandaar dat ook de naam
Gauss-kromme gebruikt wordt. e
De Belg Adolphe Quetelet (1796-1874) ontdekte dat o
normaalkrommen goed gebruikt kunnen worden om Catl Friedrich Gauss
menselijke kenmerken zoals lichaamslengte en

voetlengte te beschrijven.
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Terugblik

Verdelingen en centrummaten
In de figuren hiernaast zie je voorbeelden van

verdelingskrommen bij de volgende soorten verdelingen.

I symmetrische verdeling

Het gemiddelde, de modus en de mediaan zijn gelijk.

II rechts-scheve verdeling
De modus ligt bij de top.
Het gemiddelde is groter dan de mediaan,

I1I links-scheve verdeling
De modaus ligt bij de top.
Het gemiddelde is kleiner dan de mediaan.

IV meertoppige verdeling

In de figuur hiernaast zie je een tweetoppige verdeling
waarbij het gemiddelde en de mediaan tussen de twee

toppen liggen.

De normale verdeling

Heeft een symmetrische verdeling een klokvorm

zoals hiernaast, dan is er sprake van een normale

verdeling. De bijbehorende kromme heet de

normaalkromme. De top ligt boven het

gemiddelde u. De breedte van de kromme hangt

af van de standaardatwijking o.

Bij een normale verdeling ligt

« ongeveer 68% van alle waarnemingsgetallen
tussenu—ocenu+o

» ongeveer 95% van alle waarnemingsgetallen
tussen u— 2o en pu+ 20

* bijna 100% van alle waarnemingsgetallen
tussen 4 — 3o en u + 30.

Bij een groep mannen, waarvan de lengte
normaal verdeeld is met g = 178 cm en

o= 8 cm, hoort de verdeling hiernaast.

De percentages volgen uit de vuistregels bij

de normale verdeling. Je ziet dat 47,5% van

de mannen een lengte heeft tussen 162 en 178 cm.
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7.2 Betrouwbaarheidsintervallen
voor het populatiegemiddelde

Bij een kwaliteitscontrole is het gewicht van een groot aantal kiwi’s

MIOE 3 gemeten. Het resultaat is normaal verdeeld, zie de rode verdeling in
figuur 7.27. Ter controle zijn de kiwi’s door een tweede onderzoeksteam
in groepen van negen stuks tegelijk nogmaals gewogen. Hierbij werd
telkens het gemiddeld gewicht per kiwi berekend. Het resultaat is ook
normaal verdeeld, zie de blauwe verdeling in de figuur.

verdeling groepen kiwi's
(u=78enc=23)

1 1 | | 1 1 1 1 1 1 1 1 |
51 54 57 60 63 66 69 72 75 78 81 84 87 90 93 96 99 102 105
gewicht in gram

figuur 7.27

a In de figuur zie je dat de gemiddelden van beide verdelingen hetzelfde
zijn, Is dit verrassend? Licht toe.

b Hoeveel procent van de los gewogen kiwi’s weegt tussen de 69 en
87 gram?

¢ Hoeveel procent van de groepen kiwi’s weegt tussen de 69 en 87 gram?

Het is opmerkelijk dat de verdeling bij de in groepen gewogen kiwi’s
een kleinere standaardafwijking heeft. We vragen ons af hoe dat komt.
Een meting uit de blauwe verdeling komt op hetzelfde neer als het
gemiddelde nemen van negen metingen uit de rode verdeling.
d Ga uit van de rode verdeling.
Hoeveel procent van de kiwi’s weegt meer dan 87 gram? Is het
waarschijnlijk dat negen willekeurig gekozen kiwi’s allemaal meer
dan 87 gram wegen? Is het waarschijnlijk dat het gemiddeld gewicht
van negen willekeurig gekozen kiwi’s meer dan 87 gram is?
e Hoe volgt uit je antwoorden bij d dat de blauwe verdeling smaller is
dan de rode verdeling? Wat betekent dit voor de standaardafwijking?
f Vulin. Hoe groter de groep, hoe ... de standaardafwijking,

Theorie A De verdeling van het steekproefgemiddelde

Wanneer je een steekproef neemt bij een variabele die normaal verdeeld
is, hoort bij de mogelijke steckproefgemiddelden ook een normale
verdeling.
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In opgave 20 bekeek je steekproeven van negen kiwi’s uit een populatie
kiwi’s waarvan het gewicht normaal verdeeld is. De verdeling van het
steekproefgemiddelde heett dan hetzeltde gemiddelde, maar een kleinere
standaardafwijking. Dit effect wordt veroorzaakt doordat bij het
selecteren van kiwi’s voor de steekproef de kans op een kiwi met een
gemiddeld gewicht veel groter is dan de kans op een kiwi met een
uitzonderlijk laag of hoog gewicht. Het zal dus bijvoorbeeld bijna niet
voorkomen dat negen keer achter elkaar een hele zware kiwi gekozen
wordt.

Bovendien kunnen zelfs negen uitzonderlijke gewichten (zowel licht als
zwaar) samen weer een gemiddelde rond het midden van de verdeling
opleveren,

Voor de verdeling van het steekproefgemiddelde geldt het volgende.

Bij een steekproef van n objecten uit een normale verdeling met
gemiddelde u en standaardafwijking o is het steekproefgemiddelde

normaal verdeeld met gemiddelde x4 en standaardafwijking %
Vi

Het aantal objecten n van een steekproet wordt ook wel de

steekproefomvang of steekproeflengte genoemd.

Voorbeeld

Bij de supermarkt kun je bakjes druiven kopen. De inhoud van
deze bakjes is normaal verdeeld met een gemiddelde van

500 gram en cen standaardafwijking van 10 gram.

Bij een onderzoek van de consumentenbond worden
steekproeven van vier bakjes genomen en wordt het gemiddelde
gewicht van de bakjes druiven in de steekproef berekend.

Welk percentage van de steckproeven zal een gemiddeld gewicht
van minder dan 490 gram opleveren?

Aanpaik

Bereken het gemiddelde en de standaardafwijking van de
verdeling van het steekproefgemiddelde.

Gebruik vervolgens de vuistregels bij de normale verdeling.

Uitwerking
Voor de steekproeven geldt x = 500 gram en

a=m=5 ram
g > s

Zie de schets, dus 2,5%.

2,5%
490 495 500
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De lengte van de 17-jarige spelers op een
groot damesvolleybaltoernooi is normaal
verdeeld met een gemiddelde van 168 cm
en cen standaardafwijking van 8 cm. Op
de eerste dag van het tocrnooi is er cen
activiteit om kennis te maken. Hiertoe
worden de deelnemende dames
willekeurig in teams van 16 spelers
ingedeeld.

Bereken het percentage teams met een
gemiddelde lengte tussen 164 en 172 cm.

Bij een groot onderzoek worden leerlingen van 14 jaar getest op hun
reactiesnelheid. De reactietijd van 14-jarigen is normaal verdeeld met
een gemiddelde van 600 milliseconde en een standaardafwijking van
120 milliseconde.
a Is de variabele reactietijd kwalitatief of kwantitatief? Licht toe.
b Stel dat de onderzoekers per groep van 16 leerlingen één gemiddelde
reactictijd berekenen.
Bij hoeveel procent van de groepen is de gemiddelde reactietijd
minder dan 570 ms?
c Stel dat de onderzoekers per groep van 64 leerlingen ¢én gemiddelde
reactictijd berekenen.
Bij hoeveel procent van de groepen is de gemiddelde reactietijd
minder dan 570 ms?

Voor een bepaald merk hagelslag geldt dat het gewicht van de pakken
normaal verdeeld is met een gemiddelde van 500 gram en een
standaardafwijking van 9 gram. Voor de kwaliteitscontrole twijfelt de
fabrikant tussen twee manieren om het gemiddelde gewicht van de
pakken hagelslag te controleren.

T controle van pallets met 900 pakken hagelslag

1T controle van trays met 9 pakken hagelslag

Bij de controle van een pallet van 900 pakken en een doos van 9 pakken
blijkt in beide gevallen het gemiddelde gewicht 497 gram per pak te zijn.
Volgens de kwaliteitscontroleur is er met de pakken op de pallet iets mis,
maar met de pakken in de doos niet.

Hoe komt zij tot deze uitspraak? Licht toe met een berekening.
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In een attractic kunnen negen personen in een wagentje. Voor de

* veiligheid wordt bij elk wagentje gedurende de dag het gemiddelde
gewicht van de inzittenden vastgesteld. Op een bepaalde dag blijkt dit
70 kg met een standaardafwijking van 5 kg te zijn. Ga ervan uit dat alle
wagentjes die dag vol waren.
Ad concludeert op basis van deze informatie dat vrijwel geen enkele
bezoeker van de attractie meer dan 85 kg woog.
Onderzock welke fout Ad maakt en verbeter zijn conclusie.

Van een groep mensen is de lengte normaal verdeeld met ¢ = 168 cm
B®%* cn o=8 cm. Bij steekproeven van 4 personen waarbij telkens de

gemiddelde lengte per persoon wordt berekend krijg je

de verdeling van het steekproefgemiddelde in STEEKPROEVENVERDELING BIJ n = 4

figuur 7.28.

a Licht de getallen in de figuur toe.

b Hoeveel procent van de steekproefgemiddelden
valt in het groene gebied?

¢ Van een steekproef van 4 personen blijkt het
gemiddelde 158 cm te zijn.

156 160 164 168 172 176 180

K e . lengte in cm
Is dit een waarschijnlijk resultaat? Licht toe. figuur 7.28
Een steekproefgemiddelde dat in het groene gebied valt noemen we
waarschijnlijk. Een steckproefgemiddelde dat in een rood gebied valt
noemen we onwaarschijnlijk. Ga bij vraag d weer uit van de groep
mensen waarvan de lengte normaal verdeeld is met 4 = 168 cm en
o=8§ cm.
d Geef van de volgende steekproefgemiddelden aan of ze waarschijnlijk
of onwaarschijnlijk zijn. Teken telkens eerst de bijbehorende
verdeling.
I steckprocfomvang 16 en gemiddelde 163 cm
Il steeckproefomvang 64 en gemiddelde 167 cm
I steekproefomvang 100 en gemiddelde 170 cm
IV steckprocfomvang 25 en gemiddelde 170 cm
e In het algemeen heeft de verdeling van het A M
engte in cm

steekproetgemiddelde te maken met een gemiddelde u

en standaardafwijking i, waarbij n de steckproefomvang is.
n

Welk interval hoort in dit geval bij het waarschijnlijke gebied?
Kies uit:

1 [y—a,y+a] I [y—Za,y-FZa]

o o

m [y%,;ﬁ%] w[,uz \/E,‘u+2'\/ﬁ
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Theorie B Betrouwbaarheidsinterval voor een
gemiddelde

In opgave 25 zag je dat het steekproefgemiddelde X in 95% van de
gevallen minder dan 2 % van het populatiegemiddelde ¢ verschilt.
n

Omgekeerd is het ook zo dat u in 95% van de gevallen minder dan

2 - L van X verschilt. Het interval | X —2 - =, X +2 - ~=| bevat dus
Vn Vn Vn

in 95% van de gevallen het gemiddelde u. Dit geeft een goede manier

om u te bepalen uit het steekproefresultaat, met als enige probleem dat o

onbekend is. Deze waarde van ¢ kun je goed schatten door de

steekproefstandaardatwijking S bij je steekproef te gebruiken. Zo kun je

dus een interval berekenen dat in 95% van de gevallen u bevat,

Dit interval heet het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het

populatiegemiddelde,

Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het populatiegemiddelde is
X-2- ‘S_ X+2- ‘S_} Hierin is X het steekproefgemiddelde, S
\‘."‘n \;""
de steekproefstandaardafwijking en n de steekproefomvang.

Voorbeeld

Bij een onderzock onder 715 Nederlandse jongeren naar hun

smartphonegebruik, blijkt de gemiddelde dagelijkse gebruiksduur

3,5 uur te zijn. De bijbehorende standaardatwijking is 1 uur en 10

minuten.

a Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de gemiddelde
gebruiksduur onder jongeren in minuten nauwkeurig.

b Welke informatie geeft dit interval in deze context?

Uitwerking
a X =3,5-60=210 minuten, §=70 minuten en n="715.
210-2 - =2 210+2 - —22| ~ [205, 215]

J715° J715

b De gemiddelde dagelijkse gebruiksduur van de smartphone van
Nederlandse jongeren ligt met 95% zekerheid tussen 205 en 215
minuten,

In het voorbeeld is niet vermeld dat het om een normale verdeling en een
representatieve steckproef gaat. In de opgaven over betrouwbaarheids-
intervallen mag je aannemen dat aan deze voorwaarden is voldaan.
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Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het
o populatiegemiddelde bij

a X=100; S=24 enn=144

b X =80,5;5=15,5¢enn=100

¢ X=12,50en i:0,65.

&

Bij een steekproef van 65 basisschoolleerlingen
DO®%* met zwemdiploma A is de gemiddelde leeftijd
waarop zij het diploma hebben gehaald 6 jaar en
9 maanden. De standaardafwijking is 10 maanden.
Bereken in tienden van maanden nauwkeurig het
95%-betrouwbaarheidsinterval voor de gemiddelde
leeftijd waarop basisschoolleerlingen het
zwemdiploma A halen. Welke informatic geeft dat
in deze context?

Het Nibud heeft de uitgaven van Nederlandse scholieren met leeftijden

B®* tussen 12 en 18 jaar onderzocht. Het blijkt dat de uitgaven aan kleding
en schoenen verschillen tussen jongens en meisjes. Je ziet in de tabel een
overzicht van de bijbehorende 95%-betrouwbaarheidsintervallen voor de
gemiddelde uitgaven per maand.

UITGAVEN PER MAAND AAN KLEDING EN SCHOENEN

geslacht

jongens (rn=1635) meisjes (n = 1625)
bedrag in euro [42,15; 43.85] [38,20; 39.80]

a Welke twee variabelen zijn in de tabel gebruikt? Geef bij deze
variabelen aan of het een kwalitatieve of een kwantitatieve variabele is.

b Bereken met behulp van de tabel de gemiddelde uitgaven aan kleding
en schoenen bij de jongens en bij de meisjes.

Door de formule voor het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het

populatiegemiddelde te gebruiken, kun je narekenen dat de steekproet-

standaardafwijking S bij de jongens ongeveer 17 euro en bij de meisjes

ongeveer 16 curo is.

¢ Bereken S voor de uitgaven aan kleding en schoenen bij de jongens en
bij de meisjes. Rond af op centen.

d In de steckproef kwamen 41 meisjes voor die meer dan 71 euro aan
kleding en schoenen uitgaven.
Onderzoek met een berekening of dit overeenkomt met wat je op
basis van de vuistregels bij de normale verdeling zou verwachten.

e Ga met een formule op het formuleblad na of de grootte van het
verschil in uitgaven aan kleding en schoenen tussen jongens en
meisjes groot, middelmatig of gering is.
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Mevrouw Hendriks geeft cen examentraining om haar leerlingen goed
op het eindexamen voor te bereiden. Ze geeft ook een afsluitende toets
met opgaven waarvan zij weet dat er landelijk gemiddeld 50 punten voor
worden behaald. Ze gaat ervan uit dat haar examenklassen voor de
examentraining representatief zijn voor de populatie examenleerlingen
in Nederland.

Na de examentraining maakt haar klas 5SHA de afsluitende toets. De
resultaten staan in de tabel hiernaast,

a Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval bij deze tabel.

Mevrouw Hendriks hoopt met de resultaten te kunnen zeggen dat

leerlingen na haar examentraining met 95% zekerheid boven het

landelijk gemiddelde scoren.

b Licht toe dat ze dit niet kan zeggen op basis van het
95%-betrouwbaarheidsinterval van vraag a.

Mevrouw Hendriks geett de training ook aan haar klas SHA2. Aan de
resultaten in de tabel hiernaast ziet ze al snel dat hier ook niet met 95%
zekerheid te zeggen is dat de leerlingen boven het landelijk gemiddelde
scoren,
¢ Verklaar hoe ze dit, zonder het interval op te stellen, kan zien.
d De leerlingen uit de twee klassen samen hebben een gemiddelde score
van 52 met een standaardafwijking van 6.
Welke conclusie trekt ze als ze de resultaten van de leerlingen uit de
twee klassen samen onderzoekt met een 95%-betrouwbaarheids-
mterval? Verklaar het resultaat,

Behalve 95%-betrouwbaarheidsintervallen zijn er ook 90%- en
99%-betrouwbaarheidsintervallen. Deze hebben dezelfde vorm als een

§59%-befronwhaatheidsinierval, dus | T —a ~om, 7 fu oe|,
n n

Bij een 90%-betrouwbaarheidsinterval is a kleiner dan 2 en bij een
99%-betrouwbaarheidsinterval is a groter dan 2.
a Verklaar dit,

In opgave 29a vond je het 95%-betrouwbaarheidsinterval [49.,6; 54.4].
Bij deze vraag hoort het 99%-betrouwbaarheidsinterval [48,9; 55,1].
Hieruit volgt dat voor een 99%-betrouwbaarheidsinterval geldt dat
a=2,06.
b Laat dit met een berekening zien.
¢ Bij een 90%-betrouwbaarheidsinterval geldt a = 1,6.
Hoeveel keer zo breed is een 99%-betrouwbaarheidsinterval als een
90%-betrouwbaarheidsinterval? Rond af op één decimaal.
d Bedenk een situatie waarbij de voorkeur uitgaat naar een
99%-betrouwbaarheidsinterval.
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Terugblik

De verdeling van het steekproefgemiddelde
Bij steekproeven met steekproefomvang » uit een normale verdeling met
gemiddelde u en standaardafwijking o is het steekproetgemiddelde

normaal verdeeld met gemiddelde x4 en standaardafwijking =z
n

Een supermarkt verkoopt bakjes kersen. De inhoud van de bakjes is
normaal verdeeld met gemiddelde 350 gram en standaardafwijking
15 gram. Neem je steckproeven van 25 van deze bakjes, dan geldt voor
deze steckproeven dat het gemiddelde gewicht van de inhoud van deze

bakjes 350 gram is en de standaardatwijking % =3 gram. Het gemiddelde

zal per steckproef verschillen, maar toch zal in 95% van de steckproeven
het steekproefgemiddelde tussen 350 —2 - 3 =344 gram en

350+ 2+ 3=356 gram liggen. Dit volgt uit de vuistregels bij de normale
verdeling.

Betrouwbaarheidsinterval voor het populatiegemiddelde
Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het populatiegemiddelde is
i, Fi8 5 el 3 hik steekproefgemiddelde, S de

n n
steekproefstandaardatwijking en n de steekproefomvang.
Een supermarkt verkoopt bakjes kersen. Op de bakjes staat dat de inhoud
350 gram is, Bij een controle wil men onderzoeken of de inhoud
inderdaad 350 gram is. Daartoe neemt men een steekproef van 25 van
deze bakjes en berekent men van deze bakjes het gemiddelde gewicht en
de standaardafwijking. Men vindt X = 346 gram en S = 14 gram,
Hiermee kan het 95%-betrouwbaarheidsinterval worden berekend.

Je krijgt [346—2‘ e i

X-2-

NG 346 +2 \/g] [340.4; 351,6].
Dit betekent dat met een betrouwbaarheid van 95% het gemiddelde
gewicht van de bakjes kersen in de supermarkt tussen 340,4 en 351,6
gram ligt. Het kan dus zijn dat het gemiddelde gewicht van de bakjes in
de supermarkt inderdaad 350 gram is.

Had men een steekproef genomen met lengte 100 en daarbij ook
gevonden dat X =346 gram en S = 14 gram, dan zou het
95%-betrouwbaarheidsinterval zijn

14 14
346 -2« —, 346+ 2 - ——| =343,2; 348,8]. In dat geval kan men
J100 Tiool | ] Lo

dus niet met 95% zekerheid zeggen dat het gemiddelde gewicht van de
bakjes kersen in de supermarkt 350 gram is.
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7.3 Betrouwbaarheidsintervallen
voor de populatieproportie

Bij een enquéte onder een grote groep willekeurig gekozen Nederlanders
B@* zal de proportie vrouwen ongeveer 0,5 zijn. Leg je de enquéte voor aan
groepen van vier willekeurig gekozen Nederlanders, dan zal de proportie
vrouwen variéren, Zijn er bijvoorbeeld 3 vrouwen in een groep, dan is de
proportie % =0,75.
a Welke proportie vrouwen lijkt je waarschijnlijker: 0,25 of 1? Licht
toe.

Ondanks dat de uitkomst van de steekproef willekeurig is, zijn niet alle
uitkomsten even waarschijnlijk.

In de figuur hieronder staan alle mogelijke proporties vrouwen bij ecn
steekproef met vier personen schematisch weergegeven als een bord van

Galton.
Vrouw
L N persoon 1
BN L BN persoon 2
® @ @ persoon 3
L BN - L BN L BN L B - persoon 4

L

p=0 p=025 p=05 p=075 p=1
figuur 7.29

b Het nemen van een steekproef kunnen we in de figuur simuleren door
een balletje op de bovenste pin te laten vallen en te kijken in welk
bakje het balletje eindigt.

Waarom zal het balletje vaker bij p = 0,25 eindigen dan bij p=1?

Theorie A De verdeling van de steekproefproportie

Wanneer je een kwalitatieve variabele (zoals bijvoorbeeld geslacht of
hobby’s) onderzoekt, kun je geen gemiddelde berekenen. Wel kun je de
proportie bij de verschillende waarden van de variabele berekenen,

Wanneer bij een onderzoeksvraag een kwalitatieve variabele centraal
staat, ligt een analyse met proporties voor de hand.
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In opgave 31 zag je dat er bij een populatieproportic van 0,5
verschillende steekproefproporties kunnen ontstaan. Ook zag je dat
niet alle mogelijke steekproefproporties even waarschijnlijk zijn.
De verdeling die aangeeft hoe waarschijnlijk de verschillende
steekproefproporties zijn, heet de verdeling van de
steckproefproportie. Hoe groter de steekproefomvang hoe beter de
verdeling van de steekproetproportie overeenkomt met de normale
verdeling.

0 0,5 1
proportie

figuur 7.30

Voor de verdeling van de steckproetproportie gebruik je het volgende.

Bij populatieproportie p en steekproefomvang » is de
steekproefproportie normaal verdeeld met gemiddelde p

p(1-p)

en standaardaftwijking ¢ = =

Voorbeeld

In een land heeft 60% van de bevolking bruine ogen. Bij een groep van
24 personen wordt de proportie personen met bruine ogen genoteerd.
Bereken bij welk percentage van de mogelijke steekproeven de
steekproefproportie tussen 0,5 en 0,7 zal liggen,

Uitwerking
ip(1 —p) 0, 6 0 4
u=p=06enoc= 0,1

Zie de schets, dus bij 68%. I 68% I

05 06 07
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Zie het voorbeeld,

a Tussen welke proporties verwacht je dat de middelste 95% van de
mogelijke steekproeven zal liggen?

b Hoeveel procent van de mogelijke steekproeven heeft een proportie
groter dan 0,64 bij een steckprocfomvang van 600 personen?

De klas van meneer Verheijen voert in de stad een onderzoek uit. Alle

30 leerlingen selecteren willekeurig 25 personen en noteren onder andere

de proportie mannen onder deze 25 personen.

a Het blijkt dat 90% van de leerlingen een steckproefproportie tussen
0,4 en 0,6 heeft genoteerd. Dit resultaat maakt meneer Verheijen
achterdochtig.

Laat met een berekening zien dat meneer Verheijen terecht
achterdochtig is.

b Pieter vond in zijn steekproef /= 0,28,

Betekent dit dat hij iets verkeerd heeft gedaan? Licht toe.

Bij een uitbraak van een ziekte onder vleermuizen is 3 op de 5
vleermuizen besmet, Een kolonie vleermuizen wordt onderzocht door
24 vleermuizen te testen op deze ziekte. De onderzoekers spreken van
een zorgelijke situatie als meer dan de helft van de kolonie besmet is. Er
is sprake van een alarmerende steekproef wanneer de proportie besmette
vleermuizen 0,5 of hoger is.
Zelfs als 3 op de 5 vleermuizen in de kolonie besmet is, zal een deel van
de steckproeven nict alarmerend zijn.
Er is een risico dat de onderzoekers onterecht denken dat de situatie in
de kolonie niet zorgelijk is.
a Laat met een berekening zien dat dit risico 16% is.
b Een onderzoeker stelt dat dit risico meer dan 6 keer zo klein wordt
door niet 24 maar 96 vleermuizen te onderzocken,
Onderzoek of zij gelijk heeft.

-
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Glenn is een fanatick basketballer, Ze heeft een goed
O@* schot en scoort gemiddeld 7 van de 10 vrije worpen.
Uiteraard heeft ze weleens dagen waarop ze minder vrije
worpen scoort dan gemiddeld. Arthur twijfelt aan de
schutterskwaliteiten van Glenn en beweert dat ze niet
eens 60% van haar vrije worpen scoort. Ze gaan de
volgende weddenschap aan: Glenn neemt 21 vrije
worpen en wint als ze er minstens 60% scoort,
Je kunt het vrije worpen schieten van Glenn opvatten als
een steekproet uit een populatie van schoten waarvan ze
70% scoort.
a Bereken welk percentage van dit soort weddenschappen
Glenn zal winnen.

Tegen de verwachting in verliest Glenn de weddenschap. Ze moet cen

week lang de tas van Arthur dragen, Ze stelt voor om dubbel of niets te

spelen met een test van 84 schoten. Arthur accepteert haar voorstel.

b Bereken hoeveel keer zo waarschijnlijk het is dat Glenn deze
weddenschap wint als dat Arthur deze wint,

In een populatie heeft 40% van de personen

O@* cigenschap A. We bekijken de verdelingskromme
van de steckproefproportie bij verschillende
steekproeflengten. In de figuur hiernaast staan de
gebieden aangegeven die je kent uit de vuistregels
bij de normale verdeling, p-26p-0C p p+op+2c0
We noemen steckproefproporties die in het groene BIoRRCe ClaensahRes
gebied vallen waarschijnlijk. Steekproetproporties
die in een rood gebied vallen, noemen we onwaarschijnlijk.
We nemen steekproeven van n personen en noteren de proportie
personen met eigenschap A als p.

a Geef van de volgende steekproetproporties aan
of ze waarschijnlijk of onwaarschijnlijk zijn.
Teken telkens eerst de bijbehorende verdeling.
I n=24en p=0,53
I n=9%9en p=0,53

m 7=9en p=0,33
IV 5 =2400e¢en ﬁ s 0,41 proportie eigenschap A
b In het algemeen heeft de verdeling van de steekproefproportie een
1 —
gemiddelde p en standaardafwijking o = p(Tp)
Welk interval hoort in dit geval bij het waarschijnlijke gebied?

figuur 7.31
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Theorie B Betrouwbaarheidsinterval voor een
proportie

Bij een onderzoek onder n personen met populatieproportie p zal de
steekproefproportic p per steekproef verschillen, De waarden van p
ontstaan uit een steckproevenverdeling dic normaal verdeeld is met

1 —
gemiddelde p en standaardatwijking o = w
In figuur 7.32 staat deze steckproevenverdeling met daaronder 20
steekproefproporties uit deze verdeling. Elke steekproetproportie staat
als bolletje weergegeven. De verwachting is dat 95% van de
steckproefproportics in het groene gebied valt.

OGN JEEgWONS
e s

o
o
(=]

o

B T
o
=]

figuur 7.32

In figuur 7.33 is bij twee steekproeven ook het interval [p — 2a, p + 20]
getekend als een lijnstuk vanaf p — 2o tot en met p + 2.

Bij het groene lijnstuk valt de populatieproportie p binnen dit interval,
Bij het rode lijnstuk valt de populatieproportie p buiten dit interval.

P = 20
figuur 7.33

In 95% van de steckproeven zal het interval [p — 26, p + 20] de
populatieproportie p bevatten.
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Om het interval [p — 20, p + 20] te berekenen heb je ' Het doel van een

[p(1—p) onderzoek naar een
o=NT nodig. Het probleem is dat p onbekend proportie is het bepalen

: " ; van p, Dit doe je o
is, daar ben je immers naar op zock. Een oplossing voor 2 X Jeop
basis van p, het resultaat

dit probleem is het schatten van p met de

steekproefproportie p. Je vervangt dan p door p bij het Wi de steckprot. J
berekenen van @, Voor grotere waarden van n zal deze

schatting steeds beter kloppen.

Zo krijg je een interval dat in 95% van alle steekproeven p bevat, dit heet

het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de populatieproportie.

Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de populatieproportie is

p(1 - p)
[p — 26, p + 25]. Hierin is p de steekproefproportie en ¢ = \i;‘ .

met n de steekproefomvang.

Voorbeeld

Twee dagen voor een verkiezing wordt aan 1200 stemgerechtigde
Nederlanders gevraagd of ze van plan zijn te gaan stemmen.

Van deze 1200 zeggen 756 inderdaad te gaan stermmen,

Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de proportie
stemgerechtigde Nederlanders die van plan zijn te gaan stemmen.

Uitwerking

L 156 _ 10,63 “0,37 (" Rond in een betrouw-
P=T200 Gt sna= 1200 Ly baarheidsinterval
Pp—20=0,63-2-0,0139...~0,602 en proporties af op drie
p+20=0,63+2-0,0139...~0,658 decimalen, tenzij anders
Het 95%-betrouwbaarheidsinterval is [0,602; 0,658]. L wordt gevraagd.

Zie het voorbeeld.

B@* Bij cen andere peiling worden 600 stemgerechtigde Nederlanders

ondervraagd. Hiervan zijn er 378 van plan te gaan stemmen.

a Toon aan dat de steekproefproportie ook nu gelijk is aan 0,63 en
bereken de standaardatwijking. Rond at op drie decimalen.

b Bercken het hierbij behorende 95%-betrouwbaarheidsinterval.

¢ Vergelijk het 95%-betrouwbaarheidsinterval van vraag b met dat van
het voorbeeld.
Welke conclusie trek je?
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Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de populatieproportie bij

a p=05enn=100

b p=046enn=250

¢ p=3enn=98

d cen steekproef van 700 personen waarbij 36% het onderzochte
kenmerk had.

Een bioloog onderzockt de verhouding tussen

mannetjes en vrouwtjes van de bruine kikker in

bergmeren van de Pyreneeén.

Van de 150 onderzochte kikkers blijken er maar

liefst 117 een mannetje te zijn.

a Bereken de steekproefproportie van de
mannetjeskikkers.

b Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval
voor de proportie mannetjeskikkers.

Bij een onderzock naar het roken van sigaretten worden 840

volwassenen ondervraagd. Hiervan blijken er 235 te roken,

a Is de variabele rookt sigaretten kwalitatiet of kwantitatiet? Licht toe.

b Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de proportie
volwassenen die roken,

Bij het onderzoek waren 470 mannen en 370 vrouwen betrokken.

Van de mannen rookten er 146.

¢ Bercken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de proportie
volwassen mannen die roken, Doe dat ook voor de vrouwen,

d Vergelijk de betrouwbaarheidsintervallen van vraag c.
Kun je met 95% zekerheid concluderen dat het deel van de vrouwen
dat sigaretten rookt, kleiner is dan het deel van de mannen dat
sigaretten rookt?

Bij de presidentsverkiezingen in een land moet gekozen worden tussen
de kandidaten A en B. In een peiling die voorafgaat aan de verkiezingen
zeggen 935 mensen te gaan stemmen. Hiervan zeggen 487 op kandidaat
A te gaan stemmen, de anderen kiezen voor kandidaat B.

Onderzoek of je met een betrouwbaarheid van 95% kunt zeggen dat
kandidaat A de verkiezingen zal gaan winnen.
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Terugblik

De verdeling van de steekproefproportie
Bij een steekproef met steekproefomvang s uit een populatie met
populatieproportie p is de steekproefproportie normaal verdeeld met

1 e
gemiddelde p en standaardafwijking o = }¥
Een supermarkt verkoopt bakjes kersen waarvan bekend is dat 30% van
de bakjes beschadigd is. Neem je steekproeven van 84 van deze bakjes,
dan zijn bij deze steekproeven gemiddeld 30% van de bakjes
beschadigd. De bijbehorende standaardatwijking is

[03-0,7 ; .
o=\ 0,05, De proportie zal per steckproef verschillen, maar

toch zal bij 95% van de steekproeven de proportie van de bakjes die
beschadigd is, liggen tussen 0,3 —2-0,05=0,2en0,3+2 - 0,05=0.4,
oftewel tussen 20% en 40%. Dit volgt uit de vuistregels bij de normale
verdeling,

Betrouwbaarheidsinterval voor de populatieproportie
Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de populatieproportic is
p(1-p)
n

[p— 20, p +20]. Hierin is p de steekproefproportie en ¢ =
met 7 de steckproctomvang,

De verkoper verwacht dat 30% van de bakjes kersen beschadigd is. Om
dit vermoeden te controleren, neemt men een steekproef van 50 bakjes.
Het blijkt dat hiervan 20 bakjes beschadigd zijn.

Hiermee kan een 95%-betrouwbaarheidsinterval worden berekend.

0406 .
Omdat p = %= 0.4 en = |22 =0.069... kijg je

pP—20=04-2-0,069..~0261 en p+20=04+2-0,069..~0,539.
Het 95%-betrouwbaarheidsinterval is [0,261; 0,539].

Dus op basis van deze steckproef kun je met 95% zckerheid zeggen dat
het percentage beschadigde bakjes tussen 26,1% en 53,9% ligt.

Had men een steekproef genomen met lengte 100 en blijken 40 bakjes
beschadigd te zijn, dan is ook p =0,4. Nu echter is

0406 )
o=\ go = 0.048.... zodat p—20=0,4 2+ 0,048... 0,302 en

p+20=0,4+2-0,048... = 0,498. Het 95%-betrouwbaarheidsinterval is
[0,302; 0,498].

Op basis van dit interval lijkt het niet waarschijnlijk dat het percentage
beschadigde bakjes 30% is.
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7.4 Betrouwbaarheidsintervallen
toepassen

Voor een onderzoek naar het kijkgedrag van jongeren op YouTube zijn
B@* de volgende declvragen opgesteld.
1 Hoeveel tijd besteden jongeren wekelijks aan het kijken van YouTube-
video’s?
2 Welk deel van de jongeren kijkt dagelijks een video op YouTube?

De onderzoekers willen gebruik maken van betrouwbaarheidsintervallen
om uit het resultaat van de steekproef een conclusie te trekken over het
kijkgedrag van de populatie.

Welke soort betrouwbaarheidsinterval zou je aanraden bij deelvraag 1?
En welke soort bij deelvraag 27

Theorie A Twee soorten betrouwbaarheidsintervallen

In dit hoofdstuk heb je kennis gemaakt met twee soorten
betrouwbaarheidsintervallen.

» Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het populatiegemiddelde.
* Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de populatieproportie.

In opgave 42 zijn bij de deelvragen verschillende soorten
betrouwbaarheidsintervallen nodig. Welke soort je kiest hangt af van het
type variabele, kwantitatief of kwalitatief, dat bij de declvraag hoort.

Bij de vraag: ‘Hoeveel tijd besteden jongeren wekelijks
aan het kijken van YouTube-video’s?’, wil je weten
hoelang jongeren in de steekproef wekelijks gemiddeld

| Bij cen kwantitaticve
variabele gebruik je het

. .. . trouwbaarheids-
naar YouTube-video’s kijken. Omdat het hier gaat om ].)e Ghybaaticlds
' \ e interval voor het
een gemiddelde, ligt het betrouwbaarheidsinterval voor ;
gemiddelde.

het populatiegemiddelde voor de hand.

Bij de vraag: ‘Welk deel van de jongeren kijkt dagelijks
een video op YouTube?’, is het antwoord een deel
oftewel een proportie, Daarom gebruik je het
betrouwbaarheidsinterval voor de populatieproportie.

Bij een kwalitatieve
variabele gebruik je het
betrouwbaarheids-
interval voor de

i ; i roportie.
Vaak kun je ook aan de gegevens in een opgave zien prop

welk betrouwbaarheidsinterval gevraagd wordt.

Voor het betrouwbaarheidsinterval voor een populatieproportie heb je
P en n nodig.

Voor het betrouwbaarheidsinterval voor het populatiegemiddelde heb je
X, S en n nodig.
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Geef bij de onderstaande onderzocksvragen steeds aan welk soort
betrouwbaarheidsinterval het meest voor de hand ligt.

Hoeveel tijd besteden mannen dagelijks aan hun uiterlijk?

b Welk percentage eindexamenleerlingen heeft al een rijbewijs?

¢ Welk deel van de Nederlanders doet aan afvalscheiding?

d Zijn basketballers of voetballers sneller op de 100 m sprint?

e Scoren veel leerlingen op school boven het landelijk gemiddelde?

Bij een steekproef van 150 middelbare scholieren bleek dat 60% van de

scholieren het afgelopen schooljaar meer dan 120 minuten per week aan

wiskundehuiswerk besteedt. Verder bleck voor het aantal minuten

wiskundehuiswerk per week te gelden dat X = 150 en S =40,

a Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het gemiddeld aantal
minuten wiskundehuiswerk per week.

b Bercken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de proportie
leerlingen die meer dan 120 minuten per week aan wiskundehuiswerk
besteedt.

Tijdens een landelijke bijeenkomst van docenten lichamelijke opvoeding
(lo) werd bij 135 deelnemers een Coopertest afgenomen. De deelnemers
moesten 12 minuten hardlopen en daarbij een zo ver mogelijke afstand
afleggen. In de tabel zie je een schaal voor de beoordeling van resultaten.

BEOORDELING RESULTATEN COOPERTEST

geslacht

beoordeling m v

zeer slecht 0 - 1600 m 0—1500 m
slecht 1600 —2000m | 1500 — 1800 m
redelijk 2000 — 2400 m | 1800 — 2200 m
goed 2400 — 2800 m | 2200 — 2700 m
zeer goed 2800 -3200m | 27003100 m
uitstekend 3200 —-3600m | 3100 — 3500 m

Van de 75 mannelijke docenten bleken er 3 een zeer slechte conditie te
hebben en 12 een slechte conditie. Afstanden onder de 2000 m voor
mannen worden door de organisatic als onvoldoende bestempeld.

a Berecken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het aandeel
mannelijke lo-docenten met een onvoldoende conditie.

b Bij de vrouwelijke docenten was de gemiddelde afstand 2750 m met
een steekproefstandaardafwijking van 550 m. Je mag er vanuit gaan
dat het een representatieve steekproef betreft.

Kun je met 95% zekerheid concluderen dat de gemiddelde
vrouwelijke lo-docent een zeer goede conditie heeft? Licht toe,
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Op cen congres werden aselect 200 van de 1390 aanwezigen gevraagd
mee te doen aan een enquéte over rijbewijzen. Het bleek dat 79 van de
deelnemers aan de enquéte geen rijbewijs hadden. Bij de deelnemers die
wel een rijbewijs hadden, bleek de gemiddelde leeftijd waarop het
rijbewijs behaald was 21,7 jaar met een standaardafwijking van 3,7 jaar.
a Wat betekent aselect in deze context?

b Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de gemiddelde
leeftijd waarop bezockers van dit congres met een rijbewijs, hun
rijbewijs behaalden. Rond af op één decimaal.

¢ Een van de deelnemers denkt dat een derde van alle bezoekers van het
congres geen rijbewijs heeft.

Onderzoek met een 95%-betrouwbaarheidsinterval of hij gelijk kan
hebben.

Laura en Storr onderzoeken voor hun profielwerkstuk hoeveel inwoners
van Nijmegen tevreden zijn met de manier van atval inzamelen. Ze
hebben een representatieve steekproef samengesteld van 500
Nijmegenaren, Van de mensen in de steckproef zijn er 425 tevreden over
de manier van atval inzamelen. Op basis van dit resultaat en het gegeven
dat Nijmegen 176 duizend inwoners heeft, willen ze met een
95%-betrouwbaarheidsinterval weergeven hoeveel Nijmegenaren achter
de manier van afval inzamelen staan,

Bereken dit betrouwbaarheidsinterval en rond af op duizendtallen,

Dani en Jay hebben krasloten als onderwerp voor hun profielwerkstuk,
Uit hun onderzoek blijkt dat bij een steekproef van 400 loten er 160 een
prijs hadden. Dus gemiddeld moet iemand 2,5 kraslot kopen om een prijs
te hebben.

Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het gemiddelde aantal
krasloten dat nodig is om een prijs te hebben en rond af op twee
decimalen.

Carolijn heeft de volgende berckeningen in haar schrift staan.

a Wat was bij haar berekening de waarde van X? Hoe kun je die
berekenen uit de grenzen 25 en 337

b Welke waarde hoort bij de standaardatwijking i‘?
n

Y=
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Theorie B Verschillende notaties voor
betrouwbaarheidsintervallen

Op het formuleblad bij het centraal examen staan de formules voor
de 95%-betrouwbaarheidsintervallen als volgt genoteerd.

Betrouwbaarheidsintervallen

Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de populatieproportie is

pt2. M met p de steekproefproportie en » de steekproefomvang.
n

Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het populatiegemiddelde is
Xk 2% met X het steekproefgemiddelde, »n de steekproefomvang en
n

§ de steekproefstandaardafwijking.

Er zijn drie opmerkelijke verschillen tussen de notatie

op het formuleblad bij het centraal examen en de S;rél:;vgirjd(ti:et takis
notatie in dit boek. .
I In plaats van intervalnotatie wordt een notatie met £ steekproefproporpe
ecbruikt weggelaten. Het s dan
i ; A elangrijk dat je ze
2 ;/;)S:u cii]a:t.steekproefpropome wordt p in plaats van p goc d kunt inschatten of
(1 —p) je met p of p te maken
3 Op de plek van o staat = hebt.

In de notatie op het formuleblad zijn de formules voor

de onder- en bovengrens van een interval

samengevoegd met het =-teken. Door in plaats van dit
teken cen — te nemen krijg je de formule voor de
ondergrens van het interval, Neem je + dan krijg je de
bovengrens.

Wanneer je het interval [0,55; 0,85] in deze notatie schrijft,
krijg je 0,7 = 0,15. Het voordeel van deze notatie is dat de
steekproportie of het steekproefgemiddelde direct af te lezen
is (in dit geval 0,7). Het nadeel is dat de grenzen niet direct
af te lezen zijn.

Bij het interval

[0,55; 0,85] is 0,55 de
ondergrens en 0,85 de
bovengrens van het
interval.

Voorbeeld

Gegeven is het 95%-betrouwbaarheidsinterval 0,32 + 0,04,
a Schrijf dit betrouwbaarheidsinterval in de intervalnotatie.
b Bereken de standaardafwijking o.

Uitwerking

a 0,32—-0,04=0,28 en 0,32+ 0,04 = 0,36, dus [0,28; 0,36].
b 26=0,04 dus 6=0,02.
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Schrijf het betrouwbaarheidsinterval [0,405; 0,435] in de +-notatie,
Schrijf het interval 0,21 = 0,015 in de intervalnotatie.

Bij een steekproef zijn de resultaten X = 180, S=9,8 en n=210.
Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval bij deze steekproef.
Schrijf het resultaat in beide notaties. Rond af op twee decimalen.
In een wetenschappelijk tijdschrift staat bij de steekproefresultaten
p=0,12 en n=11733 genoteerd.

Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval bij deze steekproef.
Schrijf het resultaat in beide notaties.

Bij een onderzock naar woningtypen onder Nederlanders met een
huurwoning bleek dat van de 26 580 respondenten er 10098 in een
rijtjeshuis wonen.

Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het percentage
huurders dat in een rijjeshuis woont, Geef je antwoord in de
intervalnotatie.

Dennis beweert dat de populatieproportie 0,40 zal zijn.

Is dit op basis van je antwoord bij a waarschijnlijk? Licht toe.

Het onderzoek werd in verschillende provincies uitgevoerd en leverde
uiteenlopende resultaten op. In Friesland was het
95%-betrouwbaarheidsinterval voor het aantal huurders dat in een
rijtjeshuis woont gelijk aan [27281; 30 165].

Bereken hoeveel de steekproefproportie van Friesland verschilt van de
steekproetproportie van heel Nederland. Gebruik dat er in Friesland
110900 huurders zijn.

Uit een onderzoek van het Voedingscentrum blijkt dat Nederlanders fors
te weinig groenten eten. Het advies is om 250 gram groente per dag te
eten, maar dat lukt niet veel mensen. Uit cijfers van het Voedingscentrum
blijkt dat een Nederlander gemiddeld 127 gram groente per dag eet.

Ilja kan dit maar moeilijk geloven en doet een klein onderzoek onder
haar vrienden. Bij n = 50 vindt zij een gemiddelde van 210 gram groente
per dag met een standaardatwijking van 80 gram.,

Laat met het 95%-betrouwbaarheidsinterval zien dat het hier
waarschijnlijk niet om een representatieve steckproef gaat. Welke
notatie van het betrouwbaarheidsinterval is hier het handigst? Licht
toe.

Uit het onderzoek van het Voedingscentrum blijkt dat het slecht
gesteld is met de dagelijkse hoeveelheid groente die jongens van
14-18 jaar eten. Het 95%-betrouwbaarheidsinterval bij deze groep
was 130+ 40 gram.

Volgens Bart kun je aan dit betrouwbaarheidsinterval zien dat 95%
van de jongens van 14-18 jaar dagelijks tussen 90 en 170 gram
groenten eet,

Ben je het met Bart eens? Licht toe.
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Rowan en Donata maken een proficlwerkstuk
O@* over voeding met als deelvraag ‘Welk deel
van de havo-leerlingen eet minstens een
dag in de week vegetarisch?’. Hun
onderzock onder 100 leerlingen binnen de
eigen school leverde een proportie van

0,32 op. Dezelfde vragenlijst leverde bij

vier andere scholen ook de proportie 0,32

op; dit keer onder 400 leerlingen.

a Bereken bij beide situaties het 95%-
betrouwbaarheidsinterval. Gebruik de =-notatic.

b Rowan zegt dat het interval bij de eigen school minder betrouwbaar is.
Donata zegt dat het interval bij de eigen school minder nauwkeurig is.
Een van de twee heeft gelijk.

Licht toe wie dat is.

Aan het interval [p — 26, p + 2] kun je zien dat de breedte van het

bijbehorende betrouwbaarheidsinterval gelijk is aan 4¢.

¢ Licht dit toe.

d Vul in. Als de waarde van » groter wordt, dan wordt de breedte van
het betrouwbaarheidsinterval ...

Theorie C De nauwkeurigheid van een
betrouwbaarheidsinterval

Bij betrouwbaarheidsintervallen spelen twee aspecten een belangrijke rol.

Het eerste aspect is de betrouwbaarheid: we nemen een marge van twee
standaardafwijkingen op de uitkomst van de steckproef zodat in 95%
van de gevallen de populatieproportie of het populatiegemiddelde in het
interval ligt. Neem je meer dan twee standaardatwijkingen marge, dan is
het interval meer dan 95% betrouwbaar. Meer marge geeft zo meer
betrouwbaarheid.

Het tweede aspect is de nauwkeurigheid: we willen zo precies mogelijk
weergeven waar de populatieproportie of het populatiegemiddelde ligt.
Stel dat een winkel met 95% zekerheid weet dat de proportie tevreden
klanten tussen 0,1 en 0,9 ligt, dan geeft dit maar weinig informatie: het is
niet nauwkeurig. Je kunt het betrouwbaarheidsinterval nauwkeuriger
maken door minder marge te nemen, Minder marge geeft zo meer
nauwkeurigheid.
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De aspecten betrouwbaarheid en nauwkeurigheid zijn tegengesteld.
Meer marge geeft een breder interval en dus meer betrouwbaarheid.
Minder marge geett een smaller interval en dus meer nauwkeurigheid.
De oplossing voor dit probleem zag je in opgave 53 waar grotere
steckproeven nauwkeurigere resultaten opleverden, die nog steeds in
95% van de gevallen betrouwbaar zijn. Dit kun je zien aan de formule
voor de breedte van een betrouwbaarheidsinterval.

De breedte van het 95%-betrouwbaarheidsinterval Ao
_ ; w [p(1—p) p-20 b p+20
voor de populatieproportie is 4 - —
De breedte van het 95%-betrouwbaarheidsinterval ¢ v
. S 1 1 1
voor het populatiegemiddelde is 4 - —. X-2.5 % X+p.-2
NI/ vn \n

Doordat in beide formules de steekproefomvang 7 in de noemer van de
breuk staat, zorgt een grotere waarde van n voor een kleinere breedte van
het betrouwbaarheidsinterval. De uitkomst is dan nauwkeuriger, maar
nog steeds in 95% van de gevallen betrouwbaar.

Een grotere steekproef geeft een smaller 95%-betrouwbaarheids-
interval en dus meer nauwkeurigheid.

Voorbeeld

Een ondernemer overweegt een koffiezaak te openen in het centrum van
‘s-Hertogenbosch. Hij wil onderzoeken hoeveel kottie de klanten van
koffiezaken in ‘s-Hertogenbosch dagelijks gemiddeld drinken. Bij de
onderzocksresultaten zal een 95%-betrouwbaarheidsinterval worden
opgesteld met een maximale breedte van 50 mL.

Onderzoek of minimaal 100, 200 of 300 mensen onderzocht moeten
worden. Ga bij je berekening uit van §=205 mL.

Aanpai

Gebruik de formule voor de breedte van het 95%-betrouwbaarheids-
interval bij de verschillende waarden van n om na te gaan wanneer de
breedte voor het eerst kleiner dan 50 mL is.

Uitwerking
205 205 205
4 ——=82mL, 4" ~58mLen4 -
V200 300

100

Er moeten dus minimaal 300 mensen onderzocht worden,

~47 mL,
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. Een onderzocker wil met een groot

B®©  onderzoek aantonen dat een specificke
bijwerking van een medicijn in circa
15% van de gevallen optreedt. Om dit
nauwkeurig te doen wil ze cen
95%- betrouwbaarheidsinterval met een
breedte van maximaal 3%. Om tijd en
kosten te besparen, wil ze niet meer
proefpersonen onderzoeken dan nodig is.
Ga met een berekening na of ze dan het
beste gebruik kan maken van 1000, 2000,
3000 of 4000 proefpersonen,

~ i~ Inde onderstaande figuur staan vijf histogrammen getekend bij

O@* Galtonborden met steeds meer rijen.
Licht toe hoe je aan de figuur kunt zien dat bij grotere steekproeven het
bijbehorende 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de populatieproportie
nauwkeuriger wordt,

n =50

figuur 7.34

11 Jochem doet onderzoek naar de kleur van de personenauto’s die in
O@* Nederland rondrijden. Hij neemt zich voor van 900 auto’s de kleur te
noteren. Van de eerste 575 auto’s zijn er 47 rood.

a Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de proportie rode
auto’s in Nederland op basis van de eerste 575 auto’s. Welke
informatie geeft het betrouwbaarheidsinterval in deze context?

b Bij de laatste 325 auto’s zijn er 30 rood.

Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de proportie
rode auto’s in Nederland op basis van de 900 onderzochte auto’s.

¢ Is je antwoord bij vraag a betrouwbaarder dan bij vraag b? En hoe zit

het met de nauwkeurigheid?
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Van 38 meisjes en 43 jongens is bij een

leeftijd van 6 maanden en 12 maanden de lengte
genoteerd.

Zie de tabel.

LENGTE KINDEREN VAN 6 EN 12 MAANDEN

lengte in cm

6 maanden | 12 maanden

n X S X hY

meisjes | 38 | 66,2 (2,8 |73,6 | 3.2

jongens | 43 | 68,0 3,1 [76,8 | 34

Bij deze tabel kunnen voor de lengte vier 95%-betrouwbaarheids-
intervallen worden opgesteld.
Onderzoek welk van de vier intervallen het meest nauwkeurig is.

Anna onderzoekt het gemiddelde gewicht van

Nederlandse huiskatten. Ze heeft van een dierenarts
de gegevens van 200 huiskatten gekregen.

In

bij de gegevens.

de tabel hieronder staan enkele statisticken

GEWICHT HUISKATTEN
geslacht
m v
n 91 109
X 4201 gram | 3215 gram
S 705 gram 620 gram
a Noem de twee variabelen die in de tabel voorkomen. Zijn de

variabelen kwalitatief of kwantitatiet?

Beredeneer, dus zonder berekening, dat het 95%-betrouwbaarheidsinterval
voor het gemiddelde gewicht bij de vrouwelijke katten minder breed is dan
bij de mannelijke katten.

Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het gemiddelde

gewicht van de vrouwelijke huiskat. Geef je antwoord in de
intervalnotatie en rond af op gehele grammen.

Voor de mannelijke huiskatten berekende Anna het
95%-betrouwbaarheidsinterval [4053 gram, 4349 gram]. Anna besluit

het interval te noteren als [4,1 kg; 4,3 kg]. Dit heeft effect op de
betrouwbaarheid van het interval.

Is de betrouwbaarheid van het nieuwe interval meer of minder dan

95%? Licht toe.
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Meneer Mutsaers geeft aardrijkskunde in de
DO®%* bovenbouw. Hij vraagt zich af welk deel van de

-~ -
T

Nederlandse havo-bovenbouwleerlingen een e, 5 = t !

ander continent hebben bezocht. Hij besluit de e 4 S
leerlingen op zijn school te bevragen via een g { -
online enquéte. Uit zijn enquéte blijkt dat van e

de 70 respondenten er 28 een ander continent _

hebben bezocht.
a Bereken het bijbehorende
95%-betrouwbaarheidsinterval.

Meneer Mutsaers vindt dit interval te onnauwkeurig en gaat daarom een
grotere steekproef nemen. Hij wil een 95%-betrouwbaarheidsinterval
met een breedte van maximaal 0,1. Hij neemt aan dat de
steekproefproportie weer 0,4 zal zijn. Hij stelt daarom de vergelijking

10,4 - 0,6
4. T=0,1 op.

b Licht deze vergelijking toe,

De oplossing van deze vergelijking is n = 384.

¢ Laat dit zien.

d Mencer Mutsaers neemt cen steekproef van 400 Ieerlingen en het
blijkt dat 180 hiervan een ander continent hebben bezocht,
Krijgt hij zo een breedte van maximaal 0,17

Theorie D Berekenen van de steekproefomvang

[0.4-0,6
In opgave 59 kreeg je de vergelijking 4 - TR 0,1. Door deze

vergelijking op te lossen kun je bij het 95%-betrouwbaarheidsinterval de
steekproefomvang n berekenen die nodig is om bij een proportie van 0,4
een breedte van 0,1 te krijgen.

Het oplossen van deze vergelijking mag met de GR. Je krijgt n = 384,
Voor een breedte van maximaal 0,1 heb je bij p =0.4 dus een
steekproefomvang van minstens 384 nodig.

Om de steekproefomvang te berekenen bij de breedte van het
95%-betrouwbaarheidsinterval los je een vergelijking op.
Tera  =n
p(1 - p)

* Bij een proportie: breedte =4 - - a

S

* Bij een gemiddelde: breedte =4 - —
\.‘"ﬂ

Bij het oplossen met de GR gebruik je bij v, de formule voor de breedte
en bij v, de vereiste breedte. Een geschikt venster stel je in door y tussen

0 en het dubbele van y, te kiezen. Voor x zijn de grenzen 0 en 2000 een
goed uitgangspunt. Zie je geen snijpunt, verhoog dan de bovengrens van x.
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Voorbeeld

Bereken de steekproefomvang als

a de populatieproportie met 95% zekerheid in [0,555; 0,605] ligt

b het populatiegemiddelde met 95% zekerheid in [999, 1005] ligt en
geldt dat § =48,

Uitwerking
a breedte =0,605-0,555=0,05¢en p=

0,58 - 0,42
Losop4- - 0,05.
/0,58 < 0,42
Voer in y, =4 - . n =0,05.

De optie snijpunt geeft x = 1559, dus de steekproefomvang is 1559,
b breedte = 1005 - 999 =6 en S =48

0,555 +0,605

5 0,58

Losop4-£=6.

i
Voeriny]=4-ﬁeny2=6.
X

De optie snijpunt geeft x = 1024, dus de steekproefomvang is 1024.

Bereken de steekproefomvang als

' a de populatieproportie met 95% zekerheid in [0,34; 0,46] ligt

b het populatiegemiddelde met 95% zekerheid in [540, 590] ligt en
geldt dat S = 205.

Bij een onderzock onder D66 stemmers blijkt dat 55% het koningshuis
wil behouden. Het bijbehorende 95%-betrouwbaarheidsinterval was
[0.49; 0,61].

Hoeveel D66 stemmers zijn ondervraagd?

Het gemiddeld aantal uren dat
Nederlanders in de buitenlucht
doorbrengen, verschilt per dag. Uit
onderzoek blijkt dat op zondag het
95%-betrouwbaarheidsinterval [3,0; 3,4]
is, met een steekproefstandaardafwijking
van 1,6 uur.

Hoe groot was de steckprocfomvang bij
dit onderzoek?
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Noord-Hollandse vrouwenvoeten zijn de grootste van het
land, blijkt uit onderzoek uitgevoerd voor een online
schoenenketen. Met een gemiddelde schoenmaat van
maar liefst 39,5 is de schoenmaat van Noord-Hollandse
vrouwen bijna een halve maat groter dan de gemiddelde
schoenmaat van de Nederlandse vrouw. Bij de resultaten
van het onderzoek staat niet vermeld wat de omvang van
de steckproef was,

Onderzoek hoe groot de steekproef onder Noord-
Hollandse vrouwen minimaal moet zijn geweest om met
95% zekerheid te concluderen dat de gemiddelde
schoenmaat van Noord-Hollandse vrouwen 39 of hoger
is. Ga uit van S = 1,5.

Bij een Brits onderzoek door een datingwebsite voor
heteroseksuelen is bekeken op welke leettijd mensen
‘de ware’ ontmoeten. Bij het onderzoek bestond de
steekproef uit 2000 personen waarvan een deel uit
mannen en een deel uit vrouwen bestond. Het bleck dat
voor mannen de gemiddelde leeftijd van ontmoeten van
‘de ware’ op 28 jaar lag. Met 95% zekerheid wijkt het
populatiegemiddelde hier niet meer dan 6 maanden van
af. Voor de groep mannen was S gelijk aan 7 jaar en 9
maanden.

Bereken welk percentage van de personen in de
steekproef een man was.

Bij een onderzoek naar de moeilijkheid van het havo
wiskunde A examen zijn 850 examenkandidaten
ondervraagd. Uit het onderzoek blijkt dat een groot deel
van de ondervraagden het examen te moeilijk vond. De
breedte van het bijhorende 95%-betrouwbaarheidsinterval
was 0,05,

Bereken hoeveel van de ondervraagden het examen te
moeilijk vonden.
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Terugblik

Werken met betrouwbaarheidsintervallen

Er zijn twee soorten betrouwbaarheidsintervallen: Bij cen kwalitaticve

» Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de variabele gebruik je het
populatieproportie. betrouwbaarheids-

 Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het interval voor de
populatiegemiddelde. | proportie.

Beide soorten betrouwbaarheidsintervallen staan op het Bij cen kwantitaticve

formuleblad bij het centraal examen. De notatie op het variabele gebruik je het

formuleblad is echter anders dan de intervalnotatie in betrouwbaarheids-

dit boek. Hieronder zie je het deel van het formuleblad interval voor het

dat over betrouwbaarheidsintervallen gaat. | gemiddelde.

Betrouwbaarheidsintervallen

Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de populatieproportie is

px2. ’M , met p de steekproefproportie en n de steekproefomvang.
n

Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het populatiegemiddelde is

)’(rzi, met ¥ het steekproefgemiddelde, » de steekproefomvang en

Jn

S de steekproefstandaardafwijking.

Het interval [2,8; 3,2] ziet er in de notatie van het formuleblad uit als

3+2-0,1 oftewel 3+0,2. Je ziet dat X =3 en i=o,1.

"

De breedte van een betrouwbaarheidsinterval
De breedte van het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de

S 1%
populatieproportie is 4 - ¢ met 0= }¥

De breedte van het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het
populatiegemiddelde is 4 i.
W

Om bij p=0,3 te berekenen voor welke n de breedte van het interval

[0,3-0,7
gelijk is aan 0,08 stel je de vergelijking 4 e 0,08 op.

Oplossen met de GR geeft n = 525. Bij een steekproefomvang van 525
heeft het interval dus een breedte van 0,08.
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Eindopdracht PISA Nederland

In 2015 nam Nederland weer deel aan het PISA-onderzoek dat onder
andere het wiskundeniveau van 15-jarigen van verschillende landen en
regio’s vergelijkt. De score van Nederland op het onderdeel wiskunde
viel tegen in vergelijking met het onderzoek uit 2006. Toch eindigde
Nederland nog steeds in de top-20, zoals in de tabel hieronder te zien is.

rangnummer land 95%-betrouwbaarheidsinterval
1 Singapore 561 - 567
Z Hong Kong-China 542 - 554
3 Macao-China 542 - 546
4 Chinese Taipei 536 - 548
5 Japan 527 - 538
6 B-S-J-G-China 522 - 541
7 Korea 517 - 531
8 Zwitserland 516 - 527
9 Estland 516-524
10 Canada 511 -520
11 Nederland 508 - 517
12 Denemarken 507 - 515
13 Finland 507 - 516
14 Slovenié 507 - 512
15 Belgié 502 -512
16 Duitsland 500-512
17 Polen 500 - 509
18 Ierland 500 - 508
19 Noorwegen 497 - 506
20 Oostenrijk 491 - 502

* Op basis waarvan is de rangorde in de tabel tot stand gekomen?

In totaal werden 5385 leerlingen in Nederland en 10500 leerlingen in

Duitsland onderzocht.

» Welke steckproefstandaardafwijking is groter, die van Duitse of
Nederlandse leerlingen? Hoe groot is het verschil?

* Door de grenzen van de betrouwbaarheidsintervallen kun je niet
precies zeggen op welke plek in de top-20 Nederland staat. Door
rekening te houden met deze grenzen, is de hoogste mogelijke
notering van Nederland een gedeelde 7° plaats met Korea. Wat is de
laagst mogelijke notering?

* Hoeveel extra leerlingen zou Nederland moeten laten onderzoeken om
te zorgen dat het 95%-betrouwbaarheidsinterval van Nederland niet
overlapt met dat van Polen? Neem aan dat het steekproefgemiddelde
voor Nederland 512,5 blijft en de steekproefstandaardafwijking 165.
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Diagnostische toets

7.1 Statistische verdelingen

~ Inhet histogram in figuur 7.34 zijn 84 waarnemingsgetallen verwerkt,

Onderzoek welke boxplot bij het histogram hoort.

freguentie
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figuur 7.34
" Zie de relatieve verdelingskromme in figuur 7.35. relatieve cumulatieve frequentie
; ; 100 e
a Met wat voor soort verdeling heb je te maken? 00 s
b Zet op volgorde van klein naar groot: mediaan, modus 80 7
en gemiddelde. Lich .
gemiddelde. Licht toe. - 7
¢ Schets de bijbehorende verdelingskromme. o / .
40 1
' Van 4000 bananen is gegeven dat het gewicht normaal g’g
verdeeld is met een gemiddelde van 138 gram en een 10
standaardafwijking van 19 gram. oL/
. 012345678910
a Hoeveel van deze bananen hebben een gewicht van
figuur 7.35

meer dan 157 gram?

b Bij een kwaliteitscontrole worden 120 van deze bananen gewogen.
Hoeveel van deze bananen hebben naar verwachting een gewicht van
minder dan 100 gram?

7.2 Betrouwbaarheidsintervallen voor het populatiegemiddelde

| Deinhoudvanzakken aardappelenis normaal verdeeld met een gemiddelde

van 600 gram en een standaardatwijking van 30 gram. Er worden
steckproeven genomen van 16 zakken en van deze zakken wordt telkens
het gemiddelde gewicht in de steckproef berekend.

Welk percentage van de steekproeven zal een gemiddeld gewicht van
tussen 585 en 615 gram opleveren?

- Voor een onderzoek naar de wachttijd bij de helpdesk van een

internetprovider werden 300 gesprekken geanalyseerd. Hierbij was de

gemiddelde wachttijd 3 minuten en 20 seconden. De bijbehorende

standaardafwijking is 45 seconden.

a Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de wachttijd bij de
helpdesk van deze internetprovider in seconden nauwkeurig.

b Welke informatie geeft dit interval in deze context?
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7.3 Betrouwbaarheidsintervallen voor de populatieproportie
Een kwart van de Nederlandse huishoudens heeft één of meer
homeopathische middelen in huis. Bij een onderzoek wordt van

75 huishoudens de proportie genoteerd met een homeopathisch
middel in huis,

Bereken bij welk percentage van de mogelijke steekproeven de
steekproefproportie tussen 0,2 en 0,3 zal liggen.

. Bij een onderzoek onder 1500 Nederlandse huishoudens blijken er
400 homeopathische middelen in huis te hebben.

Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de proportie
huishoudens dat homeopathische middelen in huis heeft,

7.4 Betrouwbaarheidsintervallen toepassen

Bij cen onderzock onder 126 jongeren tussen 12 en 20 jaar bleck dat

72% van deze jongeren meer dan 8 minuten per keer doucht.

Verder bleek dat deze jongeren gemiddeld 52 minuten per week

douchen. De bijbehorende standaardafwijking was 14 minuten.

a Bercken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het
gemiddeld aantal minuten douchen per week.

b Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de proportie
jongeren die meer dan 8 minuten per keer doucht,

a Schrijf het interval 0,316 = 0,018 in de intervalnotatie.

b Schrijf het interval [215, 269] in de +-notatie,

¢ Bij een onderzoek staat bij de steekproefresultaten vermeld dat
p=028enn=224
Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval bij deze
steekproef. Schrijf het resultaat in beide notaties.

In een krant staat dat 35% van de volwassen Nederlanders last heeft
van vliegschaamte. Bij vliegschaamte voel je je schuldig als je
vliegt. Een onderzoeker wil controleren of dit percentage juist is.
Hij wil een 95%-betrouwbaarheidsinterval opstellen met een
breedte van maximaal 10%. Om dit te bereiken wil hij niet meer
mensen ondervragen dan nodig is.

Onderzoek of er minimaal 200, 300 of 400 mensen ondervraagd
moeten worden.

Bereken de steckproefomvang als

a het populatiegemiddelde met 95% zekerheid in [268, 272] ligt
en geldt dat S =45

b de populatieproportie met 95% zekerheid in [0,372; 0,418] ligt.
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In een spreadsheet data invoeren en berekeningen maken.
Diagrammen maken met een spreadsheetprogramma.

Informatie zoeken met filteren en sorteren in een grote dataset.
Gegevens met behulp van formules combineren tot nieuwe gegevens.
Met draaitabellen gegevens van een grote dataset samenvatten.
Draaigrafieken maken.
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Beginopdracht Olympische Spelen
2016

Aan de Olympische Zomerspelen in Rio de Janeiro 2016 deden meer dan
11 000 sporters uit 205 landen mee. Van al deze sporters is informatie
verzameld,

Open het bestand SportersRio2016. Het bestand is gesorteerd op land,

geboortedatum en geslacht. Dat is in een bepaalde volgorde gedaan.

» Onderzock welke volgorde dat is.

* Welke sport beoefent de oudste sporter uit China?

= Wat is het gewicht van de enige Nederlandse tackwondo-
deelneemster?

» Hoe heet de langste vrouw van het damesbasketbalteam uit Senegal?

Je kunt aantallen sporters tellen door te kijken naar de nummers van de

rijen, die helemaal links worden weergegeven,

* Van hoeveel sporters is er informatie beschikbaar?

= Reken na dat 249 sporters uit Nederland kwamen. Hoeveel sporters
kwamen uit Belgig&?

André vraagt zich af hoe de aantallen mannelijke en vrouwelijke sporters
uit Nederland zich verhouden tot de aantallen uit Belgié. Hij stelt de

volgende kruistabel op.
Nederland | Belgi& totaal
man
vrouw
totaal

» Neem de tabel over en vul in.
» Had Nederland procentueel gezien meer of minder vrouwelijke
sporters dan Belgié?
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Voorkennis Centrummaten en
boxplots

Theorie A Centrummaten

Om data te karakteriseren met één getal kun je een centrummaat
gebruiken.

CENTRUMMATEN

emiddelde som van de waarnemingsgetallen
- Het gemiddelde is g £
totale frequentie

mediaan Schrijf de getallen in volgorde van grootte.
De mediaan is het middelste getal bij een oneven aantal
getallen. Bij een even aantal getallen is de mediaan het
gemiddelde van de middelste twee getallen.

modus De modus is het waarnemingsgetal met de grootste frequentic.
Zijn er twee of meer waarnemingsgetallen met de grootste
frequentie, dan is er geen modus.

Zijn er bij een statistisch onderzoek veel verschillende waarnemings-
getallen, dan maak je meestal een indeling in klassen. Bij de klasse

[20, 25) doet de linkergrens 20 mee, maar de rechtergrens 25 niet. Het
klassenmidden is 22.5.

Om bij een klassenindeling het gemiddelde te schatten, maak je gebruik
van de klassenmiddens. Je kunt bij een klassenindeling de mediaan niet
meer berekenen, maar je kunt wel aangeven in welke klasse de mediaan
ligt. In plaats van de modus heb je bij een klassenindeling te maken met
de modale klasse.

Van een groep museumbezoekers is de leeftijd genoteerd.

De resultaten staan in de tabel hiernaast. T —
a Geef een schatting van de gemiddelde leeftijd. Rond af : 4
op één decimaal. [0, 15) 12

b In welke klasse ligt de mediaan?

¢ Geef de modale klasse. [15, 307 10
[30, 45) 13
[45, 60) 24
[60, 75) 21
[75, 90) )
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Theorie B Boxplots en spreidingsmaten

Een boxplot is een diagram dat de spreiding van data in beeld brengt.
Alleen bij een kwantitatieve variabele kun je een boxplot maken.

De mediaan verdeelt een serie waarnemingsgetallen in twee even grote
groepen. Van elk van deze groepen kun je weer de mediaan bepalen.
De mediaan van de eerste helft heet het eerste kwartiel. Notatie Q,.

De mediaan van de tweede helft heet het derde kwartiel. Notatie 0.

min Q mediaan Qs max
! I 26% 1 25% | :
- s S 25t :
p— ———~<+——— box; ——— 4
| i
80 120 160 200 240
figuur 8.1
Verder .ke':n je de volgende s'preldlngsn'la'ten: De standaardatwijking
« spreidingsbreedte = maximum — minimum :
. . _ geeft een indruk van de
* interkwartielafstand = O, — 0, : ks
s gemiddelde afwijking
+ standaardafwijking o. :
van de waarnemings-
getallen tot het
gemiddelde.

Op de Olympische Spelen 2016 in Rio de Janeiro namen aan het
volleybaltoernooi zowel bij de mannen als de vrouwen 192 sporters deel.
Voor beide geslachten is de lengte verwerkt in boxplots. Zie de figuur
hicronder.

LENGTE VOLLEYBALLERS
geslacht

M

CTF—

L 1 1 1 1 1 1 ]
150 160 170 180 190 200 210 220
lengte (cm)

figuur 8.2

a Hoeveel vrouwen zijn kleiner dan 1,83 meter?

b Frits beweert dat de langste vrouw langer is dan de meeste mannen.
Licht zijn vitspraak toe.

¢ Is de spreidingbreedte van de lengte groter bij de mannen of de
vrouwen? Licht toe met een berekening.
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8.1 Werken met een spreadsheet

Theorie A Datainvoeren

Een spreadsheet of (digitaal) rekenblad bestaat uit cellen in rijen en
kolommen, Elke cel kan een getal, een tekst of een formule bevatten.
Formules maken het mogelijk om bijvoorbeeld bij een kolom het
gemiddelde te berekenen en dit weer te geven in een cel. Een
spreadsheet is dynamisch. Dat wil zeggen dat de uitkomsten van
formules direct opnieuw worden berekend als je de waarde in een cel
verandert.

In dit hoofdstuk werk je met een spreadsheetprogramma, zoals
bijvoorbeeld Microsoft Excel of Google Sheets.

De modules en de bestanden die in dit hoofdstuk genoemd worden
vind je in Getal & Ruimte online.

[r1cT] Neem de module Data invoeren door.

De tabel hieronder gaat over aantallen verkochte woningen in de
B@3% gemeente Utrecht. Open een nicuw rekenblad en voer de tabel in.

Gebruik zo mogelijk de vulgreep. Sla het bestand op onder de naam

WoningVerkoopUtrecht. Je hebt het bestand later nog nodig.

A B c D E
1 le kwartaal 2e kwartaal 3e kwartaal 4e kwartaal
2 2008 1024 1123 1292 1252
3 2010 772 743 881 964
4 2012 630 767 864 889
5 2014 724 484 710 882
6 2016 1204 1016 1383 1474
7 2018 1147 1239 1472 1404
figuur 8.3

Theorie B Rekenen met een spreadsheet
[»1ct] Neem de module Formules en verwijzingen door.

Het berekenen van kwartielen met een spreadsheetprogramma kan
iets andere antwoorden opleveren dan met de methode die je in de
onderbouw hebt geleerd. Voor grote aantallen gegevens, zoals in dit
hoofdstuk, zijn eventuele verschillen erg klein,
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In het bestand ProefwerkScores zie je voor elke leerling

van een klas hoeveel punten hij of zij gehaald heeft voor 183(3)1;\1;1 EDfeciutiouss
il;xxgirl]ai]: ;rgiege\;a‘i :;;1 proefwerk. In r1j 2 zie je de AANTAL
; ' ; EMIDDELDE
a Bereken in cel Y2 hoeveel punten er maximaal gehaald S/IEDI AAN
konden worden bij dit proefwerk. Welke functie heb je MIN
gebruikt? MAX
b Bereken in cel Y3 hoeveel punten Joris gehaald heeft STDEV.P
bij dit proetwerk. Gebruik de vulgreep in kolom Y om :
. KWARTIEL of
de scores van de andere leerlingen te berekenen. Welke
leerling heeft de meeste punten gehaald en welke KWARTIEL.EXC
£ Slepunien & | AFRONDEN

leerling de minste?

Het cijfer voor dit proefwerk wordt berekend met de formule

score

cijfer = —2C —x 9 + 1.

C

max score
Bereken in cel Z3 het cijfer dat .‘Ior‘ls voor dit I —— )
proefwerk heeft gehaald. Gebruik in je formule een .
o, & : wisselen tussen absolute

absolute verwijzing naar cel Y2 en een relatieve ; o

.. en relatieve verwijzingen. |
verwijzing naar cel Y3. L ’
Pas de celeigenschappen van Z3 aan, zodat het cijfer
wordt weergegeven met één decimaal. Gebruik de
vulgreep om de cijfers van de andere leerlingen te berekenen,

De docent is geinteresseerd in de statisticken van de proefwerkresultaten.

e

Bereken voor elke vraag het gemiddelde, de standaardafwijking, de
laagste score, O, de mediaan, O, en de hoogste score. Doe dit ook
voor de totaalscores en de cijfers. Sla het bestand op onder de naam
ProefiverkMaten. Je hebt het bestand later nog nodig.

Gebruik formules om de volgende vragen te beantwoorden.

- Bij welke vragen is de interkwarticlafstand van de scores 2,57

- Bij welke vragen is het gemiddelde gelijk aan de mediaan?

In het bestand CijfersKlas zie je een overzicht van toetscijfers van een
klas. Het eindcijfer wordt bepaald door een gewogen gemiddelde te
nemen van de cijfers. In rij | zie je hoe vaak elke toets meetelt voor het
eindcijfer. Het eindcijfer wordt afgerond op één decimaal.

Bereken voor clke leerling het eindcijfer. Denk aan het gebruik van
relatieve en absolute verwijzingen. Gebruik de functie AFRONDEN
om de eindcijfers op één decimaal af te ronden.

Bereken in cel J25 het gemiddelde eindcijfer van de klas, Pas de
celeigenschappen van deze cel aan, zodat het gemiddelde wordt
weergegeven in twee decimalen.

Als de laatste toets niet 5, maar 6 keer meetelt, dan is het gemiddelde
cindcijfer van de klas hoger.

Hoeveel scheelt het met het gemiddelde van vraag b?
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Theorie C Diagrammen

Onderzoeksgegevens worden vaak verzameld in tabellen. Tabellen geven
echter niet altijd een goed overzicht van de gegevens. Daarom worden
bij de tabellen diagrammen gemaakt. Een diagram vat de gegevens op
een grafische manier samen. Bekende diagrammen zijn lijn-, staaf-,
stapel- en cirkeldiagrammen. Een diagram moet snel inzicht geven in de
gegevens, Zorg bij het maken van diagrammen dus voor

* cen passende titel

+ duidelijke informatie bij de assen en/of een legenda

+ cen geschikte schaalverdeling met eventueel roosterlijnen

* logisch kleurgebruik.

[»1cT] Neem de module Diagrammen door.

Bij het namaken van diagrammen in de volgende opgaven is het
belangrijk dat de opzet gelijk is. Je gebruikt dus hetzelfde soort diagram,
dezeltde variabelen, labels en schaalverdelingen. Details als lettertype,
kleuren, posities en afstanden mogen verschillen, zolang het diagram
maar duidelijk is. Raadpleeg bij twijfel je docent.

. Open het bestand WoningVerkoopUtrecht van opgave 1 en maak bij de
\@PM gegevens een samengesteld staafdiagram, zoals in de figuur hieronder.

Verkochte woningen gemeente Utrecht

aantal
1600

1400 -
1200
1000
800
600
400 -
200

0

jaar

2008 2010 2012 2014 2016 2018

W le kwartaal = 2e kwartaal 3e kwartaal ™ 4e kwartaal
figuur 8.4
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In het bestand Criminaliteit staan Cl] fers Aantallen geregistreerde misdrijven in Nederland

over geregistreerde criminaliteit in aantal (x10000)
Nederland in de jaren 2010 tot en met 2018, 120 -
a Maak voor de jaren 2014 tot en met 2018
het stapeldiagram van figuur 8.5. 100
b Het lijndiagram in figuur 8.6 geeft de
ontwikkeling weer van het totaal aantal = W
misdrijven in de periode 2010-2018. :
Maak dit diagram. “1

¢ Het diagram in figuur 8.7 geeft weer hoe

de in 2018 gepleegde misdrijven zijn

verdecld over de verschillende 90 1

categorieén.

Maak dit diagram. 0! jaar

2014 2015 2016 2017 2018

® vermogensmisdrijven ® vernielingen/openb.orde
= geweldsmisdrijven ® verkeersmisdrijven
m drugsmisdrijven wapenmisdrijven

overige misdrijven

figuur 8.5
Ontwikkeling misdrijven in Nederland
aantal (x1000)
1300
1200 -
1100
1000 -|
900 -
800
700 -
600 1 } } ] 1 } f f [ jaar
2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018
figuur 8.6
Verdeling misdrijven in 2018
u vermogensmisdrijven
u vernielingen/openb.orde
u geweldsmisdrijven
u verkeersmisdrijven
= drugsmisdrijven
= wapenmisdrijven

« overige misdrijven

figuur 8.7
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Theorie D Boxplots en uitbijters

Je hebt geleerd dat een boxplot de spreiding van data in beeld brengt.
Boxplots die met de computer gemaakt zijn, worden meestal verticaal
weergegeven,

Soms worden niet alle gegevens in de boxplot opgenomen. Waarden die
ver van de box van de boxplot liggen, worden uitschieters of uitbijters
genoemd, Deze worden als losse punten buiten de boxplot getekend.

Een veelgebruikte vuistregel is:
Een uitbijter is een waarnemingsgetal dat meer dan 1,5 keer de
mterkwarticlafstand onder het eerste of boven het derde kwartiel ligt,

[»1cT] Neem de module Boxplots door.

Bij een voetbalclub is bijgehouden hoe vaak iedere speler de bal kan
hooghouden. De trainer heeft berekend dat O, = 10, O, =24 en
mediaan = 20.
a Clara kan de bal 56 keer hooghouden.
Bereken of deze waarde volgens de vuistregel een uitbijter is.
b Sommige jonge voetballers kunnen de bal maar één keer hooghouden.
Waarom zijn deze waarden volgens de vuistregel geen uitbijters?

In het bestand MiddelbareScholen staan gegevens
over het aantal leerlingen en het aantal middelbare
scholen per gemeente in Nederland.

a Op welke variabele is het bestand gesorteerd?

b Sorteer het bestand op het aantal leerlingen.

¢ Maak de boxplot bij het aantal leerlingen van

Gemiddeld aantal leerlingen per school

de 20 gemeenten met het grootste aantal 2000
leerlingen. Welke gemeenten horen bij de
uitbij terpunten? 2500
d Bereken in kolom D voor elke gemeente het
gemiddeld aantal leerlingen per school. 2000
e De boxplots hiernaast geven informatie over het
gemiddeld aantal leerlingen per school in 1500
gemeenten met één school en gemeenten met
meer dan één school. 1000
Maak dit diagram,
f Noem een opvallend verschil tussen de twee 500
boxplots.
Q
O gemeenten met 1 school
B gemeenten met meer dan 1 school
figuur 8.8
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Twee boxplots vergelijken

Voor het bepalen van de grootte van het verschil bij kwantitatieve variabelen kun je

twee boxplots vergelijken.

Het gedeelte tussen het eerste het derde kwartiel heet de box.

Hanteer de volgende vuistregels.

* Als de boxen clkaar niet overlappen, dan zeggen we het verschil is groot.

+ Als de boxen elkaar wel overlappen en een mediaan van een boxplot ligt buiten
de box van de andere boxplot, dan zeggen we het verschil is middelmatig.

¢ In alle andere gevallen zeggen we het verschil is gering.

Het bestand SportersRio2016 bevat de gegevens van 11 538 sporters die
B@%* dcclnamen aan de Olympische Spelen 2016 in Rio de Janeiro.

a Van hoeveel sporters staat de lengte niet in de dataset?

b Maak in één figuur voor zowel mannen als vrouwen een boxplot bij
de variabele lengte.

¢ Mannen vanat een bepaalde lengte worden als uitbijterpunten
weergegeven in de boxplot.
Welke lengte is dat? Om hoeveel mannen gaat het hier?

d Eris één opvallende uitbijter bij de lengte van de
vrouwen.
Zou deze lengte kunnen kloppen?

e Zie het informatief hierboven,
Is het verschil in lengte tussen mannelijke en vrouwelijke sporters
groot, middelmatig of gering?

f Bepaal door het vergelijken van twee boxplots hoe groot het verschil
in gewicht tussen mannelijke en vrouwelijke sporters is.

Pas op met uitbijters.
Dit kunnen fouten in de
dataset zijn.

Het bestand VerwijzingenHalt bevat gegevens over het aantal

B@3* verwijzingen per gemeente naar de organisatic Het Alternatief (HALT).
Het doel van deze organisatic is om jeugderiminaliteit te voorkomen en
te bestratfen. Een verwijzing naar HALT wordt meestal door de politie
of een leerplichtambtenaar gedaan,
Suzanne wil onderzoeken hoe groot het verschil in het aantal
verwijzingen naar HALT is tussen grote en kleine gemeenten. Ze
berekent eerst voor elke gemeente de verwijzingsgraad. Dat is het aantal
verwijzingen naar HALT per 10000 inwoners. Daarna vergelijkt ze de
boxplot met de verwijzingsgraad van de 50 grootste gemeenten met die
van de 50 kleinste gemeenten.
Voer het onderzoek van Suzanne uit, Welke conclusie trekt ze? Gebruik
het informatief hierboven,
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8.2 Werken met datasets

Gebruik het bestand SportersRio2016,
Bereken het gemiddelde gewicht van de Japanse voetballers.

Theorie A Zoeken in een dataset

Om zonder problemen gebruik te kunnen maken van een aantal
geavanceerde mogelijkheden van spreadsheetprogramma’s, is het
belangrijk dat je werkt met een zogenaamde nette dataset. Bij een nette
dataset zijn de kolommen voorzien van kolomkoppen en zijn de cellen
die grenzen aan de dataset leeg. Bovendien staan gegevens die bij elkaar
horen steeds in één rij. De informatie in zo’n rij heet een record.

Een nette dataset geeft je onder andere de mogelijkheid gegevens te
sorteren en te filteren. Je kunt dan bijvoorbeeld snel het gemiddelde
van een deelgroep berekenen.

[r1cT] Neem de module Zoeken in een dataset door.

Maak je gebruik van Excel, zet dan bij de volgende opgaven eerst de
dataset om in een Tabel en maak de totaalrij aan.

Afspraak

Geef bij de beantwoording van de vragen steeds aan
+ in welke kolommen je welke filters gebruikt

+ in welke kolommen je op welke manier sorteert

+ welke functies je gebruikt.

De volgende vragen gaan over het weer in De Bilt. Gebruik het bestand

WeerHistorie, dat een nette dataset bevat met weergegevens gemeten

door het weerstation in De Bilt.

a Hoeveel variabelen bevat de dataset?

Van hoeveel dagen bevat de dataset gegevens?

Op welke datum was de gemiddelde temperatuur het hoogst?

Op hoeveel dagen was het gemiddeld 0°C of kouder?

Wat is het totaal aantal uren zonneschijn dat is gemeten in de jaren

2016, 2017 en 2018 samen?

f Een dag wordt tropisch genoemd als de maximumtemperatuur 30°C
of hoger is.
Wat was de gemiddelde temperatuur van alle tropische dagen? Rond
af op twee decimalen,

g Het jaar 1965 was één van de natste jaren sinds de neerslag wordt
gemeten.
Hoeveel mm neerslag viel er in dat jaar in totaal? Op welke dag
regende het dat jaar het langst?

T AN o
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Open het bestand SportersRio2016.

a Welke sport beoetent de oudste sporter? En de jongste?

b Hoeveel procent van de sporters was 16 jaar of jonger?

¢ Wat was de gemiddelde leeftijd van de Nederlandse sporters?
Rond af op gehelen.

d De sporters die meedoen aan de triatlon hebben
een lager gemiddeld gewicht dan de roeiers.

Hoeveel kg scheelt het? Rond af op
gehelen.

e Volgens een journalist zijn de
vrouwelijke Nederlandse sporters
gemiddeld 4 cm langer dan de
vrouwelijke sporters uit andere landen.
Klopt dit? En hoe zit dat bij de
mannelijke sporters?

f Hoeveel procent van de gouden
medailles werd gewonnen door sporters
uit de Verenigde Staten?

In het bestand StudentenEnquete zijn gegevens verzameld van 271
studenten.
a De gemiddelde lengte van de studenten in groep D is groter dan
dic van de studenten in groep A.
Hoeveel cm scheelt het? Rond af op gehelen.
b Hoeveel procent van de studenten heeft een linkshandige ouder?

Het gemiddeld aantal uren slaap per etmaal van de

studenten zie je in de kolom UrenSlaap. Studenten

die gemiddeld minder dan 8 uur slapen hebben een kort | lang | totaal

korte slaapduur,

¢ Neem de kruistabel over en vul in.

d Welk percentage van de vrouwelijke studenten VIouw
heeft een korte slaapduur? Is dit groter of kleiner
dan het percentage bij de mannelijke studenten?

slaapduur

man

totaal

Zie het informatief op de volgende bladzijde.

e Onderzoek met behulp van de phi-coéfficient of het verschil in
slaapduur tussen mannelijke en vrouwelijke studenten groot,
middelmatig of gering is.

f Luc ziet dat studenten die uit een plattelandsdorp komen vaker
uitwonend zijn dan studenten die vit een grote stad komen.
Onderzoek met behulp van de phi-coéfticient of het verschil in
woonsituatie groot, middelmatig of gering is.
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De phi-coéfficient

Een associatiemaat drukt in cen getal uit hoeveel twee groepen van elkaar
verschillen. Bij twee nominale variabelen met elk twee waarden gebruiken we als
associatiemaat de phi-coéfficiént.

Bij de 2x2 kruistabel hiernaast wde T arde 11

bereken je de phi-coéfficiént met bkl R

phi= ad — bc waarde 1 a b at+b
Vatdetdarabrd)  aaded c d c+d

Bij de phi-coéfficiént hanteren we de atce b+d

volgende vuistregels om een conclusie

te trekken over de grootte van het verschil tussen twee groepen.

* Bij phi <-0,4 of phi > 0,4 zeggen we het verschil is groot.

* Bij -0,4 < phi <-0,2 of 0,2 < phi < 0,4 zeggen we het verschil is middelmatig.
* Bij 0,2 < phi <0,2 zeggen we ket verschil is gering.

Bij een enquéte onder de gasten van hotel De Negensprong is gevraagd
B@* naar de mate van tevredenheid over het ontbijtbuffet. Men kon daarbij

kiczen uit de volgende antwoorden:

slecht matig voldoende ruim voldoende goed

In het bestand Ontbijtbuffet zijn de antwoorden op deze vraag in een

tabel verzameld.

Bij nader inzien wil de hoteleigenaar alleen onderscheid maken tussen

positieve, neutrale en negatieve beoordelingen,

Daarom wil hij de antwoorden ‘ruim voldoende’ en ‘goed’ vervangen

door ‘Positief’ en de antwoorden ‘matig’ en *slecht’ door *Negatief’. De

beoordeling ‘voldoende’ beschouwt hij als een neutraal antwoord en zal
hij dus “Neutraal’ willen noemen. De hoteleigenaar bedenkt de volgende
aanpak.

| Maak een nieuwe kolom aan door in cel D1 Beoordeling te typen.

2 Filter de kolom Ontbijtbuffet op “ruim voldoende’ en ‘goed’, zet in de
eerste cel van de nieuwe kolom “Positief” en gebruik de vulgreep om
de kolom te vullen.

3 Filter de kolom Ontbijtbutfet op ‘matig” en ‘slecht’, zet in de eerste
cel van de nieuwe kolom “Negatief” en gebruik de vulgreep om de
kolom te vullen.

4 Vul op dezelfde wijze de juiste cellen van de nieuwe kolom met
‘Neutraal’.

Onderzoek of deze aanpak werkt.
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Theorie B Hercoderen en formules

In opgave 14 heb je een nieuwe variabele gemaakt, die gebaseerd is
op een bestaande variabele. Dit proces wordt het hercoderen van een
variabele genoemd.

Je kunt ook een nieuwe variabele toevoegen die waarden van
verschillende bestaande variabelen combineert. In opgave 13 heb je
gebruikgemaakt van een getalfilter om onderzock te doen naar de
kortslapers. Wil je onderzoek doen onder de uitwonende, vrouwelijke
kortslapers dan moet je ndg twee filters juist instellen. Het is dan handig
te beschikken over een nicuwe variabele die aangeeft of een student al
dan niet een uitwonende, vrouwelijke kortslaper is. Je hebt daarna
slechts één filter nodig om deze groep te bekijken. In de volgende
module wordt uitgelegd hoe je dit doet.

[»1cT] Neem de module Hercoderen door.

Gebruik het bestand SportersRio2016,

Voeg een variabele AtletieckVrouwBenelux toe, die met de
waarden Ja/Nee aangeett of een sporter een vrouw uit de
Benelux is die aan atletick doet. Denk aan de afspraak op
bladzijde 145.

| Geef het in je
vitwerking aan als je
cen nieuwe variabele
| toevoegt.

Ga uit van het bestand SportersRio2016.

a Voeg een variabele Medailles toe, die aangeeft hoeveel medailles een
sporter in totaal won.

b Hoeveel sporters wonnen meer dan één medaille?
Hoeveel van hen wonnen ten minste ¢én gouden medaille?

¢ Welke sporter won de meeste medailles?

Bij koud weer voelt het op een dag met veel wind kouder aan dan op een
dag met weinig wind. Om de zogenaamde gevoelstemperatuur te berekenen
kan de formule G=1,41 — 1,162+ 0,987+ 0,0124 W + 0,01 85WT worden
gebruikt. Hierin is 7 de temperatuur in °C en W de windsnelheid in m/s.
Open het bestand WeerHistorie.

Onderzoek met behulp van de gemiddelde temperatuur en de gemiddelde
windsnelheid welke dag het koudst aanvoelde.
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| Ga uit van de gegevens in het bestand SportersRio2016.

ﬂ’@* Gebruik in deze opgave alleen de gegevens van sporters waarvan zowel
het gewicht als de lengte in de dataset staat.

a Ga na dat dit voor 10 858 sporters het geval is.

De BMI is een maat die vaak gebruikt wordt om te beoordelen of een
persoon overgewicht heeft of niet. De BMI wordt berekend met de

gewicht
formule BMI =
lengte?

Een BMI van 25 of meer geeft overgewicht aan.

b Voeg de variabele BMI toe. Welke sporter had de hoogste BMI?

¢ Voeg de variabele OvergewichtBMI toe, die de waarde Ja heeft als de
sporter overgewicht heeft en Nee als de sporter geen overgewicht
heeft.

d Hoeveel sporters hadden overgewicht?

. Hierin is het gewicht in kg en de lengte in m.

.| Sinds een aantal jaren gebruikt het KNMI voor het berekenen van de
* gevoelstemperatuur niet meer de formule van opgave 17.

Tegenwoordig gebruikt men de formule
=13,12+0,6215T—11,37(3,6 W)>16 + 0,3965T(3,6 W )*16,

Hierin is T de temperatuur in °C en /¥ de windsnelheid in m/s. Deze

formule geldt voor > 1,3. Als de windsnelheid 1,3 m/s of lager is,

dan gaan we ervan uit dat de gevoelstemperatuur gelijk is aan de

luchttemperatuur.

Gebruik het bestand WeerHistorie.

Onderzock op welke dag volgens deze formule het verschil tussen de

gemiddelde temperatuur en de gevoelstemperatuur het grootst was,

Gebruik voor T de gemiddelde temperatuur en voor I de gemiddelde

windsnelheid.
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8.3 Draaitabellen en draaigrafieken

700 In het bestand SocialeNetwerken vind
O@* je gegevens van een enquéte die is
gehouden onder inwoners van de VS

van 20 tot 25 jaar.

a Hoeveel mannen deden mee aan het
onderzoek? En hoeveel vrouwen?

b Geef van elk van de regio’s
(Midwest, Northeast, South en West)
aan hoeveel personen meededen aan

het onderzoek.
¢ Neem de kruistabel hiernaast over
en vul deze verder in.

Theorie A Draaitabellen maken

In opgave 20 heb je door herhaald gebruik van
filters een kruistabel gemaakt. Voor deze
kruistabel heb je minstens zeven keer een filter
moeten instellen.

Wil je bijvoorbeeld een kruistabel maken zoals
hiernaast, waarin per staat is af te lezen hoeveel
jongens en meisjes meededen aan het onderzoek,
dan is dat met filters instellen veel werk. In een
spreadsheet kun je met behulp van draaitabellen
snel dergelijke kruistabellen maken.

Een draaitabel is cen tabel die data uit cen nette
dataset op een dynamische manier kan
samenvatten, rangschikken en groeperen.

Een draaitabel kan onder andere automatisch
kruistabellen maken met aantallen, gemiddelden,
standaardatwijkingen en minima.

[»1cT] Neemn de module Draaitabellen door.
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geslacht
M \Y
Midwest
il Northeast
South
West
798
DEELNEMERS ONDERZOEK
M \Y
Alabama 6 10 16
Alaska 0 | |
Arizona 12 8 20
Arkansas 4 3 i
California 48 48 96
Colorado 11 12 23
Wisconsin 6 8 14
Wyoming 0 1 1
402 | 396 | 798
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Open het bestand SportersRio2016.

B@%* g Maak een kruistabel met aantallen Door variabelen in rijen |
*+ met als rij-variabele Geslacht en als kolomvariabele of kolommen te
Leeftijd verwissclen (draaien)
+ met als rij-variabele Leettijd en als kolomvariabele kun je de brongegevens
Geslacht. op andere manieren
Wat is de modale leeftijd bij de vrouwelijke sporters? samenvatten.

b Maak kruistabellen waarmee de volgende vragen te
beantwoorden zijn.
* Bij welke sporten staan evenveel mannen als vrouwen in de
dataset?
+ Welke sport beoefende de oudste sporter met een gouden medaille?

In het bestand Speerwerpen is van alle
B@%* speerwerpers de beste afstand genoteerd
die ze hebben geworpen bij de
kwalificatieronde voor de Olympische
Spelen 2016,
Maak cen kruistabel waarin de kleinste,
de gemiddelde en de grootste geworpen
afstanden zijn af te lezen, uitgesplitst
naar geslacht en vervolgens naar groep.

Ga uit van het bestand SocialeNetwerken.

B@%* De variabele FB-Vrienden geeft aan hoeveel Facebookvrienden iemand
heeft. De waarde #NULL! geeft aan dat de vraag niet gesteld is aan deze
persoon, omdat deze geen Facebookaccount heeft,

Susanne beweert dat uit de dataset blijkt dat voor personen die een

Facebookaccount hebben, geldt dat

* hoe ouder ze zijn, hoe meer Facebookvrienden ze hebben

+ vrouwen over het algemeen meer Facebookvrienden hebben dan
mannen.

a Onderzoek of Susanne gelijk heeft. Licht je antwoord toe met behulp
van &én draaitabel met gemiddelde aantallen Facebookvrienden,

Michiel wil onderzoeken of de aantallen Facebookvrienden van personen

op het platteland (Rural) afwijken van die van personen in de stad

(Urban). Hij bedenkt dat ondervraagden zonder Facebookaccount nul

Facebookvrienden hebben. Daarom hercodeert hij de variabele

FB-vrienden.

b Maak voor Michiel de kruistabel die de gemiddelde aantallen
Facebookvrienden voor de genoemde woonomgevingen weergeeft.
Welke conclusic trekt Michiel?
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ufok 3

Mok 3

Ga uit van het bestand SocialeNetwerken.
Maak een kruistabel met aantallen met de
variabelen DeeltFotosVanZichzelf en
DeeltVideosVanZichzelf,

Wat is de betekenis van het getal 12 in de
tabel?

Het bestand LeerlingGegevens bevat informatie over leerlingen van het

Playtair College.

a Maak met behulp van een draaitabel een frequentietabel van alle
voorkomende lichaamslengtes. Waarom geeft deze frequentietabel
geen goed beeld van de verdeling?

b Voeg aan de dataset de nieuwe variabele LengteKlasse toe, die
aangeeft tot welk van de lengteklassen 150-159, 160-169, ... de
leerling behoort.

¢ Maak met behulp van een draaitabel een frequentietabel bij de
variabele LengteKlasse.

Theorie B Groeperen en draaigrafieken

In opgave 25 heb je door middel van hercoderen een klassenindeling
gemaakt,

In een spreadsheet is het mogelijk om op een dynamische manier een
klassenindeling te maken. Het maken van een klassenindeling komt neer
op het groeperen van de waarden van een variabele,

Het is ook mogelijk een diagram bij een draaitabel te maken dat met de
draaitabel meeverandert. Zo’n dynamisch diagram heet een
draaigrafiek.

[»1ct] Neem de module Groeperen en draaigrafieken door.

Afspraak

Maak in deze paragraaf de genoemde diagrammen met behulp van
draaitabellen/draaigrafieken. Maak elke grafiek netjes op. Zorg dus voor
voldoende informatie bij de assen, een passende titel en zo nodig een
legenda.

Hoofdstuk 8 Statistiek met de computer © Noordhoff Uitgevers by



Ga uit van het bestand StudentenEnquete.
OO%* g Maak een cirkeldiagram bij de variabele Groep.
Zorg ervoor dat in het diagram de aantallen <155 5
studenten per groep te zien zijn. 155-159 T
b Maak een staafdiagram bij de variabele Lengte.
Neem een klassenindeling tussen 155 en 195, met 160-164 27
stapgrootte 5. Je krijgt dan een tabel zoals hiernaast.

lengte aantal

. . . 165-169 2

¢ Maak een staafdiagram bij de variabele UrenSlaap. bl .
Neem een klassenindeling tussen 5 en 10, met 170-174 46
stapgrootte 1. 175-179 A1

d Maak een cirkeldiagram bij de variabele
AantalBroersEnZussen. Meer dan vijf broers en zussen 180-184 47
komt niet vaak voor. Groepeer daarom de aantallen

s 185-189 42
broers en zussen boven vijf in een groep met de naam
‘meer dan 5°. 190-194 13
W >195 7
totaal 271

Gebruik het bestand Speerwerpen.

O@* a Maak een frequentictabel van de geworpen afstanden met een
draaitabel. Neem een klassenindeling tussen 55 en 90, met
stapgrootte 5.

b Maak bij de tabel van vraag a een staatdiagram.
Met wat voor soort verdeling heb je hier te maken?
d Pas de draaitabel en de draaigrafick aan, zodat mannen en vrouwen
apart worden weergegeven. Hoe is het antwoord op vraag c te
verklaren?

(2]

Bij zowel de mannen als de vrouwen waren de atleten opgedeeld in de

groepen A en B.

e Pas het staatdiagram van vraag d aan, zodat zowel bij de mannen als
bij de vrouwen de resultaten van de A- en de B-groep snel vergeleken
kunnen worden,
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. Open het bestand Examenkandidaten. De dataset in dit bestand bevat
ufOR 3

gegevens over eindexamenkandidaten op havo en vwo in 2018.
De gegevens over het aantal geslaagde en gezakte kandidaten zijn uitgesplitst
naar school, niveau, profiel(combinatie) en geslacht,
a Maak een stapeldiagram waarin per niveau af te lezen is hoeveel
jongens en meisjes eindexamen deden.
b Maak het staafdiagram van tiguur 8.9,
waarin voor twee provingies te zien is

Som van GeslaagdMan Som van GeslaagdVrouw

gemeente Almelo per school te zien is
hoeveel kandidaten geslaagd zijn voor

10060

hoeveel jongens en meisjes geslaagd zijn.
¢ Met een cirkeldiagram kan worden

weergegeven welk percentage van de o

havo-examenkandidaten is geslaagd. e

Maak dit cirkeldiagram en zorg ervoor 2060

dat de percentages zichtbaar zijn in het 60 4

diagram. Gelderland Zuid-Holland
d Maak een staafdiagram waarin voor de Values

M Som van GeslaagdMan M Som van GeslaagdVrouw

Provincie .Y

het dubbelproficl N&T/N&G. figuur 8.9

Ga uit van het bestand Examenkandidaten.

a In het 100% stapeldiagram hieronder zijn voor heel Nederland per niveau de
slagingspercentages voor elk van de vier profielen weergegeven,
Dubbelprofielen zijn gegroepeerd met het profiel dat als eerste wordt genoemd.
Maak een soortgelijk diagram voor je eigen school.

"
Som van GeslaagdTotaal Som van GezaktTotaal

® 50m van GezaktTotaal

20% ® Som van GeslaagdTotaal

Niveau - Profiel2 - Profiel -

figuur 8.10

Menno heeft voor een praktische opdracht deze dataset bestudeerd. Volgens
hem slagen in de vier grootste gemeenten van Nederland (Amsterdam,
Rotterdam, ‘s-Gravenhage en Utrecht) relatief minder leerlingen dan in
andere gemeenten. Om deze bewering te onderbouwen, wil hij in zijn verslag
cen 100% stapeldiagram opnemen waarin het gemiddelde slagingspercentage
af te lezen is. Daarbij geeft de ene staaf het slagingspercentage voor de vier
grootste gemeenten samen, en de andere staaf het percentage voor alle overige
gemeenten. Ook wil hij onderzoeken of de resultaten van deze vergelijking
voor de havo anders zijn dan voor het vwo.
b Maak voor Menno het benodigde 100% stapeldiagram. Laat de verticale
as lopen van 0 tot 100%.
¢ Welke conclusie trekt Menno?
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| Gebruik het bestand SocialeNetwerken.

De variabelen DeeltFotosVanZichzelf en DeeltVideosVanZichzelf

hebben de waarde #NULL! gekregen als de deelnemer deze vraag niet

heeft beantwoord, omdat hij of zij geen sociale netwerken gebruikt.

a Maak een draaigrafick van het type 100% gestapelde kolom. Zorg
ervoor dat in het diagram voor elke leeftijd, uitgesplitst naar geslacht
te zien is hoe de waarden van de variabele DeeltFotosVanZichzelf
zich verhouden,

Bram en Roland bekijken de draaitabel die hoort bij vraag a. Volgens
Bram deelt ongeveer 22% van de 24-jarige vrouwen uit het onderzoek
geen foto’s van zichzelf op sociale netwerksites, Volgens Roland is dat
ongeveer 26%.

b Hoe komt Bram op ongeveer 22% en hoe komt Roland op ongeveer
26%?7 Wie heeft gelijk? Licht toe.

. Ga uit van het bestand SocialeNetwerken.
a Hercodeer de variabele DeeltFotosVanZichzelf, zodat alleen nog de
waarden ja en nee voorkomen,

Ezra maakt vier groepen. De groepen bestaan uit personen die van

zichzelf

= zowel foto’s als video’s delen

+ alleen foto’s delen

» alleen video’s delen

= geen van beide delen,

b Maak een cirkeldiagram dat laat zien hoe de aantallen van deze
groepen zich verhouden.
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-1 Het bestand TemperatuurHistorie bevat cen dataset met alle door het

156

weerstation in De Bilt gemeten temperaturen in de periode van 1901
tot en met 2018.

Nathalie heeft een artikel gelezen over de opwarming van de aarde.
Ook in Nederland zou cen stijgende trend te zien zijn in de gemiddelde
dagtemperaturen. Ze heeft deze stijgende trend in beeld proberen te
brengen door alle temperaturen in de dataset te selecteren en er een
lijndiagram bij te maken. Ze krijgt de figuur hieronder.

Gemiddelde dagtemperaturen 1901-2018

temperatuur (*C)
35
30
25
20
15
10
5

0
-5
-10
15 -

-20
1901 1911 1921 1931 1941 1951 1961 1971 1981 1991 2001 2011 jaar

figuur 8.11

a Vind je dat de stijgende trend goed in beeld wordt gebracht? Licht toe.
b Van hoeveel dagen is de temperatuur in het bestand opgenomen? Zijn
al deze dagen in het lijndiagram goed tc onderscheiden?

Sven maakt eerst een draaitabel waarin de gemiddelde temperaturen per

jaar zijn weergegeven. Hierbij maakt hij een lijndiagram. Hij tekent de

verticale as van 7°C tot 12°C.

¢ Maak het lijndiagram van Sven. Is de stijgende trend goed zichtbaar?
Licht toe.

Kijk! Dit liindiagram Ja, we gaan
laat zien dat de gemiddelde = weer richting een
dagtemperatuur van 1901 tot / Kkio g nieuwe ijstijd. “
2018 gestegen is. = A
I —= =\ Welke wil jij?

vanille of mango? /

Hoofdstuk 8 Statistiek met de computer
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Theorie C Groeperen van datums

Het lijndiagram van Nathalie in opgave 32 geeft geen goed beeld van de
stijgende trend in temperaturen. Dit komt doordat het lijndiagram uit
veel te veel gegevenspunten bestaat, In het diagram is het patroon van de
jaargetijden nog enigszins te herkennen, maar dit verbergt grotendeels de
trend. Het is beter een lijndiagram te maken met als gegevenspunten
bijvoorbeeld de gemiddelde jaartemperaturen, of de gemiddelde
maandtemperaturen van de maand mei door de jaren heen, In de
volgende module leer je hoe je dit soort diagrammen maakt.

[»1cT] Neem de module Groeperen van datums door.

= In het bestand WoningVerkoop zie je informatie over woningverkopen in
B@* Nederland in de periode 1995 tot en met 2018. De variabele

AantalVerkochteWoningen geeft aan hoeveel bestaande woningen (dus

exclusiet nieuwbouw) er in totaal in de betreffende maand zijn verkocht.

a Groepeer de variabele Periode op jaren én kwartalen en maak voor de
periode 1995-2007 een lijndiagram van de verkochte aantallen
woningen. Welk patroon is in het diagram te herkennen?

b Maak met behulp van een draaigrafick een lijndiagram waarin voor de
jaren 1995-2018 is te zien hoeveel woningen er dat jaar verkocht zijn
en wat de gemiddelde verkoopprijs van een woning was.

¢ Bij de analyse van de woningmarkt wordt vaak gekeken naar de totale
woningwaarde van de verkochte woningen, De totale woningwaarde
is het aantal verkochte woningen vermenigvuldigd met de gemiddelde
verkoopprijs.

Voeg aan het lijndiagram van vraag b een grafiek toe van de totale
woningwaarde in honderdduizenden euro’s.
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Regelmatig verschijnen er in de krant en op internet artikelen over
weerrecords. Het artikel hieronder gaat over het weer in De Bilt in juni

2018. Op enkele plaatsen ontbreken getallen.

Met het begrip normaal wordt telkens het gemiddelde in de maanden

Juni van de jaren 1981-2010 bedoeld.

Juni 2018: zeer warm, zeer droog en normale hoeveelheid zon

Na een recordwarme mei en zeer zachte
april was ook juni met gemiddeld ... °C
maar liefst ... °C warmer dan normaal.
De maand eindigt op een ...° plek in de
top 10 van warmste junimaanden sinds
1951,

In De Bilt viel ... mm regen, dat is ...%
minder dan normaal. Omdat ook mei vrij

Ga uit van het bestand WeerDeBilt. Op het

tabblad Historie zijn de gegevens vanaf

1951 tot en met 2018 verzameld. Op het

tabblad Tijdvak 1981-2010 zijn de

gegevens van de jaren 1981-2010 nog
eens apart opgenomen. Op het tabblad

Juni 2018 zijn de gegevens van juni 2018

apart opgenomen.

a Onderzoek welke getallen in het artikel
op de puntjes moeten staan. Rond
indien nodig af op één decimaal.

b Vul de juiste gegevens in op het

tabblad Temperaturen juni.
Maak bij de gegevens cen lijndiagram
waarin de normale temperatuur in juni
en de temperatuur in juni 2018 te zien
zijn,

¢ Maak cen figuur zoals bij vraag b, maar
nu voor de hoeveelheid neerslag.

Gebruik het bestand WeerDeBilt.

droog was, behoort het jaar 2018 tot nu
toe bij de 5% droogste jaren. De
verschillen zijn lokaal echter groot.
Vooral halverwege de maand juni liet de
zon zich minder zien. De laatste week
was echter zeer zonnig. In De Bilt
scheen de zon in totaal ... uur, tegen ..,
uur normaal.

Schrijf voor de maand waarin je bent geboren een artikel over het weer,
Je mag zelf kiezen welke variabelen je daarvoor gebruikt. Voeg aan je

artikel enkele diagrammen toe.
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Eindopdracht Succesvolle sportlanden

In hoofdstuk 2 heb je kennisgemaakt met de statistische cyclus: het
proces van opstellen van een onderzocksvraag, verzamelen en analyseren
van data en hieruit conclusies trekken. Bij het verzamelen en analyseren
van data wordt vaak gebruikgemaakt van een spreadsheetprogramma.

Je gaat onderzocken hoe succesvol Nederland is geweest op de
Olympische Spelen. Het direct vergelijken van het aantal gewonnen
medailles tussen landen is oneerlijk. In dit onderzoek ga je daarom
kijken hoe groot het succes relatief is.

= Stel een hoofdvraag en bijbehorende deelvragen op.

Hieronder zie je een zogeheten medaillespiegel. Deze medaillespiegel
betreft alle Olympische Spelen vanaf 1994 tot en met 2018. Deze tabel
staat ook in het bestand Medaillespiegel.

Land Goud Zilver Brons Totaal
Verenigde Staten 297 256 238 791
China 201 150 137 488
Rusland 184 155 184 523
Duitsland 157 158 156 471
Groot-Brittannié 100 82 89 271
Frankrijk 87 94 116 297
Zuid-Korea 84 83 61 228
Australié 79 96 100 273
Italié 75 74 92 241
Noorwegen 75 61 61 197
Canada 73 80 91 244
Nederland 72 66 63 201
Japan 63 67 82 212
Hongarije 43 28 28 99
Cuba 42 41 54 137
Zwitserland 41 31 34 106
Oeckraine 37 31 59 127
Zweden 34 46 35 115
Qostenrijk 32 40 49 121
Spanje 27 45 32 104

» Hoe is de volgorde van landen in deze medaillespiegel bepaald?

Om het relatieve succes van landen te kunnen bepalen, hebben we extra

kwantitatieve informatie nodig,

+ Bedenk een manier om ‘relatief succes’ uit te drukken in één getal.

» Zock de benodigde extra informatic over de landen op en verzamel
dic in je bestand.

* Voeg een kolom RelatiefSucces toe en bereken met je zelfbedachte
methode de waarde voor elk land.

= Beantwoord de deelvragen en de hoofdvraag.
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Gemengde opgaven

5 Veranderingen

[»werksLAD] Stijn en Marlijn nemen tijdens een wandeltocht in Bulgarije
een hoogtemeter mee. Ze beginnen hun tocht in het dal en eindigen bij
een hut. De resultaten van de hoogtemeter zijn verwerkt in de grafiek
in figuur G.1. De hoogte H is in meter en de tijd 7 in kwartieren, met

t =0 om 9:00 uur ’s ochtends.

WANDELTOCHT BULGARIJE
H

- 6@90_ [ T st0 [‘
600 - - | 570-580_4—2— | 570, |
| | 540/’/‘\545 // 055 545
550 ; i |
500 i i 7 :
(0]
Sl i ‘j"/‘\./
400 |
| 365/
350 . | /
300 ! 265
- | 240 /
205 A4 |
200 105 7
150 ‘ ‘
1oofreof—1 1L+ |

- -
| |

o 1 2 3 4 56 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

figuur G.1

a Geef voor alle maxima en minima op het interval -
[0, 20] aan hoe laat het was en welke hoogte
hierbij hoort.

b In welk kwartier zijn Stijn en Marlijn het snelst
gestegen? Hoeveel meter was dat?

¢ Hoeveel meter per minuut stegen Stijn en Marlijn
gemiddeld tussen het eerste maximum en het
laatste maximum van de tocht?

AH

d Op het interval [0, x] was Xt

het grootst.
Geef de waarde van x.
: AH
e Geef een interval waarop N 0.

f Teken het toenamediagram op het interval [0, 20].
Neem stapgrootte 1 uur.
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In figuur G.2 zie je een toenamediagram AN

bij het aantal bezoekers dat zich in een

pretpark bevindt. Om 14:00 uur waren 3000

er 7500 bezoekers in het park. 5000

a Hoeveel bezockers waren er om
11:00 uur? e )

b Teken een mogelijke grafiek van het | R T T T I T;ng
aantal bezoekers tussen 9:00 uur en YU |
18:00 uur.

¢ Tessa werkt bij de kassa’s van het
park. Ze beweert dat tussen 11:00 uur
en 12:00 uur meer dan 1000 bezoekers
het park zijn binnengekomen.

Kan dat kloppen? Licht toe.

d Dec directeur van het pretpark beweert
dat op het drukste moment van de dag
wel 10000 bezoekers op het park
waren,

Kan dat kloppen? Licht toe

figuur G.2

Biologen hebben ontdekt dat in een nationaal park in Europa het aantal

koolmezen toenemend stijgt. In 2010 (¢ = 0) waren er 530 koolmezen, in

2020 (£ = 10) waren dat er 630.

a Teken voor de periode 2010-2020 een mogelijk toenamediagram met
At =2. Ga er hierbij van uit dat de toenamen steeds veelvouden zijn
van vijf, dus bijvoorbeeld 10 of 25.

In het park was er bij roodborsten sprake van een constante daling, en
wel van 9640 in 2010 tot 8840 in 2020.
b Tecken het bijbechorende toenamediagram met Af=1.

In het park kwamen voor 2010 geen bosuilen voor. In 2010 werden op

een zorgvuldig gekozen bosperceel 100 bosuilen uitgezet. Het aantal

bosuilen op dit perceel nam jaarlijks met 10% toe.

¢ Teken voor de periode 2010-2020 het toenamediagram dat hoort bij
de bosuilen. Neem Az =2.

Het aantal sperwers in het park nam in de periode 2010-2020
aanvankelijk toe, maar in 2020 was het aantal sperwers weer gelijk aan
dat in 2010.

d Tcken cen mogelijk toenamediagram bij deze situatic. Neem Az =2,
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Van de grafick bij het toenamediagram in Ay

figuur G.3 is gegeven dat deze één 0 O A D T | W
maximum heeft. 2
a Voor welke waarden van x kan het !

maximum optreden? Geef een zo groot I

mogelijk interval. P—% 5 3 & & 4 &
b Bij de grafiek worden gemiddelde 4 ! ||

toenamen berekend op verschillende |

intervallen die liggen tussen x =0 en 2 | ‘

x = 8. Nandy beweert dat de hoogst R S N S

mogelijke gemiddelde toename dan figuur G.3

gelijk is aan 3.
Ben je het met haar eens? Licht toe.

A
¢ Voor welke van de volgende intervallen geldt dat é =07
(0,8 [47] [3.7 [3.8]
Geef voor de volgende uitspraken steeds aan welke van de grafieken

A, B, C en D erbij passen. Het kan voorkomen dat bij één uitspraak
meerdere graficken passen.

y y y 7
200 200|—— — 200 \ 200 /\ ——
150 150 : [ 150 N\ 150 , L (Il

100 |- 100| / \ 100 | N\ 1 100

50 50 50 \ 50 \
|

X X X

o) o 5 10 0 5 10 o} 5 10
B c D

figour G4

Ay
i i met —=20.
a Eris een interval me =

b In een bijbehorend toenamediagram worden de verticale lijnstukjes
van links naar rechts steeds groter.
Ay .
¢ Eris een interval waar E negatief is.
d Bij elk bijbehorend toenamediagram zijn de verticale lijnstukjes even
lang.

Ay
e Voor elk interval is E gelijk.
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Van een bedrijf is de verandering van de opbrengsten en de kosten
bijgehouden. Zie de toenamediagrammen in figuur G.5. Hierin zijn de
maandelijkse opbrengst O en de maandelijkse kosten K in duizenden euro’s
en de tijd ¢ in maanden waarbij ¢ = 0 hoort bij de maand januari 2019.

Al

2

O..
o]
1 2
|
|

T

=

=B

AK

1.5

-1.5

figuur G.5

In maart was de opbrengst 15000 euro. De kosten waren die maand
12000 euro.

a Hoe groot was de opbrengst in augustus?

b Hoe groot waren de kosten in januari?

De maandelijkse winst # van het bedrijf in duizenden euro’s wordt

gegeven door de formule W= O — K. In maart was de winst dus

15 — 12 = 3 duizend euro.

¢ In welke maanden boekte het bedrijf de meeste winst?

d Gedurende drie maanden maakte het bedrijf verlies.

Hoeveel euro verlies was dat in totaal?

e Onderzoek of de formule AW =A0 — AK ook geldt.

f In de maand nadat het bedrijf een nicuwe directeur aanstelde was de
verandering van de maandelijkse winst voor het eerst positief.

In welke maand werd de nieuwe directeur aangesteld?

g Het bedrijf maakte in de cerste tien maanden van 2019 gemiddeld
1300 euro winst per maand. De totale winst in 2019 was 21000 euro.
Van november naar december was AW gelijk aan 0.

Hoeveel euro was de winst in december 20197
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De totale dagelijkse kosten bij de productic van een K
luxe wekkerradio worden gegeven door de formule
K=1,2¢°— 8¢* +25¢g + 22. Hierin is K in honderden
euro’s en is ¢ het aantal geproduceerde wekkerradio’s
per dag in honderdtallen. Er worden maximaal 800
wekkerradio’s per dag geproduceerd.

a Bereken de totale dagelijkse kosten bij een % !
productic van 500 wekkerradio’s per dag. figuur G.6
Hoeveel zijn in dat geval de gemiddelde kosten per
wekkerradio?
AK ;
b Bercken A_q op het interval [5, 7].
¢ Bereken de gemiddelde toename van de dagelijkse kosten als de
productie toeneemt van 150 tot 400 stuks.
d Bij welke productie komen de dagelijkse kosten uit op 14320 euro?
Wat zijn de gemiddelde kosten per wekkerradio dan?
e Op een bepaald moment worden wekkerradio’s gefabriceerd met
een kostprijs van 25 euro per wekkerradio.
Hoeveel stuks worden dagelijks geproduceerd? Geef alle
mogelijkheden.
In :ianuari 2019 is Valerie een YOl'lTube kanaal gestart. Met interval | av | A4
enige regelmaat uploadt ze cen video naar haar kanaal. Ze
heeft telkens aan het eind van de maand bijgehouden wat [0, 1] 1 100
het totale aantal video’s V'is dat op haar kanaal staat, 1. 2] ) 140
Daarnaast heeft Valerie ook bijgehouden wat het totale ’
aantal abonnees 4 van haar kanaal is. [2, 3] 2 285
In de tabel hiernaast staan AV en A4 weergegeven. De 3. 4] 3 479
tijd 7 is in maanden met /=0 op 1 januari 2019, !
a Hoeveel video’s heeft Valerie in het eerste half jaar [4, 5] 4 762
getipload?
b In welke maand heeft ze voor het eerst meer dan 1000 [, ] 2 941
abonnees? [6, 7] 1 1151
¢ Volgens Valeric was het aantal abonnees van haar 7. 8] 0 | 1334
kanaal eerst toenemend stijgend en daarna afnemend ’
stijgend. (8. 9] 1| 1247
Kan ze gelijk hebben? Licht toe. [9. 10] 3 952
d Bereken % op het interval [0, 5] en geef hiervan de [10. 1] 5 606
praktische betekenis, (11, 12] | 368

e Bercken % voor het jaar 2019.

f Het aantal abonnees per video op het kanaal van Valerie bereikt
aan het eind van een maand in 2019 een maximum van bijna 430.
Welke maand is dat?
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Het aantal leden N van sportvereniging Avanti is voor de N

periode van 2008 tot en met 2020 gegeven door de

formule N =27 — 41# + 240t + 100. Hierin is ¢ de tijd in

jaren met =0 op 1 januari 2008.

a Teken het toenamediagram op het interval [0, 12] met
Ar=2. o d

b Bereken het differentiequotiént van N op [1, 5]. figuur G.7

¢ In 2017 bereikt het aantal leden van Avanti ecn
dieptepunt met een ledenaantal van 394. De penningmeester zegt dat
het allemaal wel meevalt en merkt op dat Avanti dit ledenaantal in het
verleden ook al eens heeft gehad.
Onderzoek in welk jaar dat was.

d Bereken de gemiddelde verandering van het aantal leden per maand
tussen 1 januari 2009 en 1 juli 2012.

6 Rekenregels en formules

De prijs P in curo’s voor cen taxirit wordt bepaald door een starttarief, de

afstand d in km en de tijdsduur ¢ in minuten van de rit. De maximale

prijs die een taxi in 2019 mag rekenen is P, =3,19 +2,354+0,39:.

a Bereken de maximale prijs van een taxirit van 5 km die 15 minuten
duurt,

Taxibedrijt GRT gaat voor de berekening van de ritprijs uit van de
formule voor P, maar rekent bij ritten over een afstand vanaf 5 km
voor de eerste 3 km geen kilometertarief, Daaruit volgt dat voor taxiritten
bij GRT vanaf 5 km de formule Pgpr=3,19 +2,35(d — 3) + 0,39¢ geldt.

b Licht dit toe.

¢ Schrijf de formule in de vorm P, =ad + bt +c.

In de stad is de gemiddelde snelheid van een taxi 20 km/uur, Daaruit

volgt dat een taxirit van d km in de stad 34 minuten duurt.

d Toon dit aan.

e Schrijf de formule voor de maximale prijs van een taxirit in de stad in
devorm P =p+qd.

a Schrijf de formule 4 =-3/2x * \/12%y in de vorm 4 =¢\/xy.

a+ bx
2\x

¥
\/54ab?

¢ Herleid de formule C = NG +\2a * \[3b tot de vorm C = c\fab.
Rond ¢ af op twee decimalen.

d Herleid de formule D =3x* - (0,5\/x) 2.

b Schrijf de formule B = 3 4./x in de vorm B =

e Schrijf de formule E = 2\/§ in de vorm F = aF”.
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In deze opgave werken we met de formule z = 5x + 2y
en de grafiek in figuur G.8.

a Welke z krijg je bij x =27

b Welke z hoort bij v =57

¢ Bercken x en y bij z = 66.

- NWE oo

O 12345672829
figuur G.8

Een bank wil zijn klanten stimuleren om meer geld op de spaarrckening te
houden. Ze gebruiken daarvoor een puntensysteem. Hoe meer je spaart,
des te meer punten krijg je aan het einde van het jaar. Athankelijk van
het aantal punten en je spaargeld krijg je een bedrag uitgekeerd.
Voor het berekenen van het aantal punten na een jaar sparen hanteert de
bank de formule p=25— 1. Hierbij is p het aantal punten en S het
gemiddelde spaarbedrag in duizenden euro’s.
Voor het bedrag B in euro dat de bank aan het einde van het jaar uitkeert
geldt de formule B =3p +4S.
a Matthijs heeft gedurende een jaar gemiddeld 2000 euro op zijn
spaarrekening staan,
Welk bedrag krijgt hij uitgekeerd?
b Mark krijgt van de bank te horen dat hij 9 punten heeft gespaard.
Welk bedrag krijgt hij uitgekeerd?
¢ Sabine krijgt 97 euro uvitgekeerd.
Wat was het gemiddelde bedrag op haar spaarrckening gedurende het
afgelopen jaar en hoeveel punten kreeg ze?

a Schrijf het rechterlid van de formule 4 = l% —g als é¢n breuk,

1 5 ., ) G*>+12¢+15
b Toonaandat B=3¢9 +4+ p te schrijven is als B = Ty !
2
¢ Schrijf het rechterlid van de formule C=3¢—2 - 2 f_ I als één breuk
en herleid.
, -4r'e)’
d Herleid de formule D = ;
(-29)*
e Schrijf het rechterlid van de formule £=3¢q - = :L als één
g—1 g+1
breuk en herleid.
9p1,25 1,5
f Herleid de formule F=(—75) .
PO

g Combineer de formules G=p — ﬁ en g =2p tot de vorm G=ag + b,
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a Combineer de formules 4=4p—g+20en p —g =10 tot de vorm
A=ap+b.

b De formules B=2pg — 3p +4 en 5p — 8¢ = 160 zijn te combineren tot
de vorm B=aq*+ bg + c.
Bereken a, b en c,

¢ Gegeven zijn de formules W= 18 —7,5p + 2¢ en 3¢ — 15p = 3.
Druk W uit in ¢ en herleid.

d Combineer de formules F=3xy+4dxz+8, y=2x+5cenx+z==6 tot
de vorm F=ax?>+bx +c.

. __ 120 . calib ool
a Schrijf de formule 4 501,25 indevorm A=5 - g’.
b Combineer de formules B = 2}% en N=40 - 0,8 tot de vorm

B=b"gl

¢ Combineer de formules D - N=2.4 en N=24 - 1,08 tot de vorm
D=b-g' Rond g at op twee decimalen.
24

48 - 0,5""

d Gegeven is de exponentiéle formule N =

Geet de beginwaarde en de groeifactor.

Bij meerkeuzetoetsen kan de methode correction for guessing gebruikt
worden. Bij deze methode wordt rekening gehouden met het feit dat je
bijvoorbeeld bij het gokken van 40 vierkeuzevragen, er gemiddeld 10
juist zal beantwoorden. De formule §=G — —Kf_? 7 wordt gebruikt voor
het berekenen van de score S. Hierin is G het aantal goede antwoorden,
F het aantal foute antwoorden en K het aantal keuzemogelijkheden.
a Bercken de score van iemand met 10 goede antwoorden op een tocts
van 20 tweekeuzevragen. Licht toe hoe je dit antwoord had kunnen
voorspellen.

Er geldt aantal vragen = G + F. Hiermee is de formule van S bij een
toets van 20 drickeuzevragen te schrijven als §=1,5G - 10.
b Toon dit aan.

Om de score S om te zetten in het cijfer C gebruikt men de formule
s
~ maximale score

¢ Hoeveel vragen moet je goed beantwoorden op een toets van 20
drickeuzevragen om minstens een 5,5 te halen?

d De formules van S en C die horen bij een toets van 30
vierkeuzevragen zijn te combineren tot de vorm C=a + G+ b.
Bereken a en b.
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Dominion is een kaartspel waarbij spelers
kaarten kopen om zoveel mogelijk
overwinningspunten te scoren. Hiernaast
zie je twee kaarten uit het spel.
De kaart Hertogdom geett 3
overwinningspunten en de kaart Hertog
geeft 1 overwinningspunt voor elke kaart
Hertogdom die de speler tijdens het spel
koopt. Het is lastig in te schatten hoeveel
van elke soort kaart je het beste kunt ;
kopen om zoveel mogelijk figuur G.9
overwinningspunten te scoren. In deze
opgave onderzocken we de beste strategie.
a Remco wil in totaal vijf kaarten kopen.

Hoeveel Hertogdommen en Hertogen kan hij het beste kopen?

Om de beste strategie te vinden voor verschillende aantallen kaarten kun
je formules gebruiken. Noem het aantal Hertogdommen x en het aantal
Hertogen y, Het is nu mogelijk een formule op te stellen voor het aantal
overwinningspunten S uitgedrukt in x en v. Deze formule is §=3x +xy.
b Licht deze formule toe.

Als Remco in totaal 9 kaarten koopt, geldt x+y =09,

¢ Stel voor het geval dat Remco 9 kaarten koopt een formule voor §
uitgedrukt in x op en herleid deze formule.

d Wat is de beste strategie bij 9 kaarten?

e Wat is het maximale aantal overwinningspunten dat je met 12 kaarten
kunt halen?

Achmed heeft een vijver met waterlelies
dic zich erg snel uitbreiden over het
wateroppervlak. De oppervlakte in m?
die bedekt is met waterlelies wordt

20
1+b-g"
Hierin is 7 de tijd in maanden met 7 =10
op 1 juni, Achmed heeft genoteerd dat
op 1 juni 4 m* met waterlelics is bedekt.
Vier maanden later was deze
oppervlakte toegenomen tot 18 m?.
Bereken b en g en bereken hiermee de oppervlakte die bedekt was met
waterlelies halverwege de maand juli.

gegeven door de formule W=
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7 Statistiek en beslissingen

| Elk jaar begin juni wordt in Rozendaal de

Bedriegertjesloop gechouden. In 2019 deden er 70
vrouwen mee aan de 11 kilometer run, De tijd van
de winnares was 45:56, dus 45 minuten en 56
seconden. De gemiddelde tijd van alle 70
deelneemsters was 69,3 minuten en de
standaardafwijking was 8,7 minuten.
In de figuur hiernaast zijn de tijden van deze
deelnemers in een histogram weergegeven. De
eerste klasse is [45, 50).
a Onderzoek of de mediaan in de modale klasse
valt.
b Hieronder zie je drie boxplots.
Welke past het best bij het histogram? Licht toe.

frequentie

45 50 55 60 65 70 75 80 85 90
minuten
figuur G.10

Ak i
B | {
C | i
L Il Il | 1 1 1 1 1 ]
45 50 &5 60 65 70 75 80 85 Q0
minuten
figuur G.11

¢ Er waren zeven declneemsters dic
85 of meer minuten over het parcours
deden. Stel dat deze zeven niet hadden
meegedaan,

Zou het gemiddelde dan groter of
kleiner worden? En de
standaardafwijking? Licht toe.

d Bij de Bedriegertjesloop in 2018 waren
er problemen met de tijdwaarneming.
Daardoor is er bij de mannen die de 11
km liepen van slechts 35 lopers een tijd

geregistreerd. Het gemiddelde hiervan was 59,5 minuten en de
standaardafwijking was 10,3 minuten. Neem aan dat het hier een

representaticve steckproef betreft.

Bercken het 95%-betrouwbaarheidsinterval van de gemiddelde tijd
van alle mannen die in 2018 meededen aan de 11 km.
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In 2019 heett het Rijksinstituut voor Volksgezondheid en Milieu (RIVM)
onderzoek gedaan naar de gezondheidsetfecten van kortdurende blootstelling
aan ultrafijnstof rond Schiphol. Een van de drie deelstudies was een studie
met 161 basisschoolkinderen in woonkernen vlakbij Schiphol. Hieronder
staat een citaat en tabel uit het RTVM rapport over deze deelstudie.

In totaal hebben 161 kinderen deelgenomen aan het onderzoeck. De gemiddelde
leeftijd was tien jaar, 79 van de kinderen waren meisjes en 13 kinderen hadden op
dat moment astma. Bij 21 kinderen werd in de basisvragenlijst melding gemaakt
van kortademigheid in de afgelopen twaalf maanden.

KARAKTERISTIEKEN VAN DE DEELNEMERS AAN HET ONDERZOEK

totaal Aalsmeer Badhoevedorp
n 161 79 82
lengte, m 1,42 £0,07* | 1,43+0,07 1,42 £+ 0,07
gewicht, kg 34,87+ 6,40 | 34,83+ 6,27 | 34,90 + 6,55
leeftijd, jaar 99607 | 997207 995 =06%
hooikoorts 30 18 12
piepende ademhaling 16 5 11
kortademigheid 21 6 15
astma 13 8 5
meisje 79 35 44

* gemiddelde + standaarddeviatie

Met standaarddeviatie wordt de steekproetfstandaardafwijking () bedoeld.

Gebruik bij de volgende drie vragen de vuistregels bij de normale

verdeling,

a Hoeveel van de 161 kinderen hebben een
lengte tussen 135 en 149 cm?

b Hoeveel van de 79 kinderen uit Aalsmeer
hebben een gewicht tussen 28,56 en 47,37 kg?

¢ Hoeveel van de 82 kinderen uit Badhoevedorp
zijn jonger dan 9 jaar en 3 maanden?

FIJNSTOFDEELTJES DOOR VLIEGVERKEER
aantal per cm?

60000

50000 |-

) , 40000 |
Het vliegverkeer veroorzaakt veel ultrafijnstof.

In de verdelingskromme hiernaast zie je dat er

per cm® ongeveer 60000 fijnstofdeeltjes met een

diameter van 30 nanometer (nm) voorkomen.

Inm=10"m.

d Hoe ligt hier het gemiddelde ten opzichte van
de mediaan? 0

e Schets de relatieve cumulatieve
verdelingskromme. Neem de horizontale as
van 0 tot 120.

30000

20000

10000

0O 20 40 60 80 100

diameter in nm

figuur G.12
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Fruitteler Hoekzema verdeelt zijn Elstar-appels in de

klassen klein, midden en groot.

De gewichten in de drie klassen zijn normaal verdeeld.

De kleine appels wegen gemiddeld 85 gram met een

standaardafwijking van 10 gram,

Voor de Elstars in de middenklasse zijn deze getallen

130 gram en 15 gram, en voor de grote appels

180 gram en 20 gram,

Hiernaast is de relatieve verdelingskromme van de

appels in de klasse klein getekend.

a Neem de figuur over en teken hierin de relatieve
verdelingskrommen van de twee andere klassen,

b Hoekzema neemt uit elk van de klassen midden
en groot een steekproef. Zie de tabel hiernaast. 55 65 75 85 95 105 115
Onderzoek of de 95%-betrouwbaarheidsintervallen gewicht in gram
van het gemiddelde gewicht van de appels in deze  figuur G.13
twee klassen elkaar overlappen.

¢ Kun je concluderen dat er een duidelijke scheiding
is in gewicht tussen appels van de klassen midden n 16 25
en groot? Licht toe. 132 175

S 18 20

midden | groot

o

De Stichting Kijkonderzoek (SKO) doet KIJKTIJD NAAR TV IN MINUTEN PER DAG

onderzock naar het televisickijkgedrag van (e fiijdsgrosp

Nederlanders, Hiernaast zie je de

95%-betrouwbaarheidsintervallen voor de 6- tot 13- tot

gemiddelde kijktijd per dag voor 6- tot 12- 12-jarigen | 19-jarigen

jarigen en 13- tot 19-jarigen,

{I \%’elke twee variabJelef zijn in de tabel o 410 act
gebruikt? Geef bij deze variabelen aan of kijktijd [64, 72] [55, 61]

het een kwalitatieve of een kwantitatieve
variabele is.

Je kunt met de tabel narekenen dat de steekproefstandaardafwijking

S bij de 6- tot 12-jarigen ongeveer 40 minuten is en bij de 13- tot

19-jarigen ongeveer 35 minuten.

b Bereken S voor de 6- tot 12-jarigen en voor de 13- tot 19-jarigen.
Rond af op één decimaal.

¢ In de steckproef waren er bij de 13- tot 19-jarigen 14 personen die
meer dan 2 uur en 10 minuten per dag naar de televisie keken.
Onderzoek met een berekening of dit overeenkomt met wat je op
basis van de vuistregels bij de normale verdeling zou verwachten.

d Ga met een formule op het formuleblad na of de grootte van het
verschil in televisiekijktijd tussen 6- tot 12-jarigen en 13- tot
19-jarigen groot, middelmatig of gering is.

@ Noordhoff Uitgevers bv Gemengde opgaven 171




In een kleine stad stimuleert de gemeente de verkoop van zonnepanelen aan
huishoudens. Na een jaar blijkt dat 512 van de in totaal 7051 huishoudens
zonnepanelen op het dak van de woning geinstalleerd hebben.

Om te bekijken of het beleid van de gemeente daadwerkelijk een

positieve bijdrage levert aan de plaatsing van zonnepanelen door

huishoudens, laten de oppositiepartijen in de gemeenteraad een

landelijke steekproef uitvoeren. In deze steekproef is aan 233

huishoudens gevraagd of ze eigen zonnepanelen gebruiken voor de

energievoorziening. Uit de steekproef volgde de steekproefproportie
p=0,0472.

a Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval van de proportie
huishoudens in het land die eigen zonnepanelen gebruiken. Rond af
op vier decimalen.

b Kun je op basis van deze steekproet en het daarbij berekende
betrouwbaarheidsinterval concluderen dat de stimuleringsmaatregelen
van de gemeente geholpen hebben?

De wethouder die verantwoordelijk is voor de stimuleringsmaatregelen
is nict tevreden met de opzet van het onderzock van de oppositie en laat
nogmaals een landelijke steekproef uitvoeren. Deze keer wordt dezelfde
vraag gesteld aan 5000 huishoudens en dat levert een steekproetproportie
op van p=0,0592, Op basis van de resultaten van deze steckproef claimt
de wethouder dat de genomen maatregelen wel degelijk effect hebben.
¢ Laat zien op basis van welke cijfers de wethouder de oppositiepartijen
lan proberen te overtuigen.

In de provincie Groningen is onderzoek gedaan naar het percentage
huishoudens dat zonnepanelen op het dak heeft geinstalleerd. Het
bijbehorende 95%-betrouwbaarheidsinterval was 18,5% = 4,5%.

d Bercken de steckproefomvang.
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Twee taxichauffeurs, de ene uit Amsterdam en
de andere uit Zutphen, hebben gedurende een
aantal maanden het aantal minuten van elke
taxirit bijgehouden. In de tabel zie je hoe de [0, 5) 1% 2%
duur van de ritten van beide chauffeurs

ritduur in | Amsterdam | Zutphen
minuten

0 0
verdeeld is. Je ziet bijvoorbeeld dat van de [5, 107 3% 14%
chauffeur uit Zutphen 22 procent van de ritten [10, 15) 12% 19%
tussen 20 en 25 minuten duurde. [15.20) 18% 20%

a Met wat voor twee soort verdelingen heb je
hier te maken? Kies uit: links-scheef, [20, 25) 23% 22%
rechts-scheef, symmetrisch of meertoppig.

b Geef een mogelijke praktische verklaring [E5:202 A L4
voor het verschil in de verdelingen van de vanaf 30 11% 3%
ritduur van beide chaufteurs.

¢ Volgens Margot kun je in de tabel zien dat de chauffeur uit
Amsterdam veel meer minuten in de taxi heeft gereden dan de
chauffeur uit Zutphen.

Ben je het met haar eens? Licht toe.,

De chauffeur uit Zutphen reed bij de ritten die tussen 15 en 20 minuten
duurden gemiddeld 29 km/uur en bij de ritten die tussen 20 en 25
minuten duurden gemiddeld 39 km/uur. Hij beweert dat hij meer
kilometers heeft gereden voor de ritten tussen 15 en 20 minuten dan voor
de ritten tussen 20 en 25 minuten.
d Toon aan dat de chauffeur geen gelijk kan hebben.
e In figuur G.14 zijn de gegevens van de chauffeurs verwerkt tot twee
(gedeclten van) boxplots.
Welke hoort bij de chauffeur uit Amsterdam? Licht toe.

RITDUUR TAXICHAUFFEUR

0 5 10 15 20 28 30
ritduur in minuten

figuur G.14

f Schets in één figuur van beide chaufteurs de relatieve cumulatieve
verdelingskromme. Neem de horizontale as van 0 tot 30.
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Een voetbalblad heeft onderzoek gedaan naar de blessuretijd die

scheidsrechters toekennen in de eredivisie.

Op basis van gegevens van 3| wedstrijden van scheidsrechter Kuiper is

berekend dat hij gemiddeld 4 minuten en 13 seconden bijtelde. De

bijbehorende standaardafwijking was 1 minuut en 23 seconden.

a Bereken voor scheidsrechter Kuiper het 95%-betrouwbaarheidsinterval
voor de gemiddelde blessuretijd. Rond af op gehele seconden.

Over alle wedstrijden die in Europa in een seizoen zijn gespeeld, was de

gemiddelde blessuretijd 3 minuten en 45 seconden.

b Kun je met 95% zekerheid concluderen dat er wat betreft de
blessuretijd een verschil is met de wedstrijden van Kuiper?

¢ Was de conclusie bij vraag b anders geweest als het gegeven
gemiddelde en de gegeven standaardafwijking waren gebaseerd op
41 wedstrijden?

Kees en Frits doen voor het vak statistick een onderzoek met als
onderzoeksvraag ‘Welk deel van de M&M’s is rood?’. Voor hun
onderzoek openen ze een doos met daarin een aantal zakjes M&M’s en
tellen van elke kleur het aantal M&M’s. In de tabel hieronder staat het
resultaat.

kleur | blauw | bruin | groen | oranje | rood | geel | totaal
s | 487 ‘ 308 ] 489 | 530 |371 | 375 |2650

a Bercken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de proportie rode
M&Ms.

b Volgens Kees is de breedte van het 95%-betrouwbaarheidsinterval
voor de proportie oranje M&M’s ongeveer 15% groter dan van het
95%-betrouwbaarheidsinterval voor de proportie rode M&M’s,
Onderzoek of Kees gelijk heeft.
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Sportstapelen (Engels: sport stacking, ook bekend
als cup stacking of speed stacking) is een sport
waarbij zo snel mogelijk plastic bekers gestapeld
mocten worden in bepaalde formaties.
Beoefenaars van de sport plaatsen plastic bekers
op elkaar in bepaalde formaties en in vooraf
bepaalde volgordes. Je speelt dit spel tegen een
andere speler of tegen de klok. Vaak

worden piramiden van drie, zes of tien bekers
gemaakt. Deskundigen zeggen dat deze sport de tweehandigheid,
concentratic en oog-hand codrdinatie bevordert.

Twee even grote groepen sportstapelaars hebben tegen de klok gespeeld.
De resultaten zijn weergegeven in de verdelingskrommen in figuur G.15.
Neem aan dat de tijden van beide groepen normaal verdeeld zijn.

1
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
tijd in seconden

figuur G.15

a Geef twee redenen waarom kromme I bij de meer ervaren
sportstapelaars hoort.

Van de meer ervaren groep is de standaardafwijking 1 seconde.

b Wat is de standaardatwijking van de minder ervaren groep?

¢ Welk percentage van de meer ervaren groep behaalde tijden onder
de 6 seconden?

d Bereken het percentage van de minder ervaren groep dat meer tijd
nodig heeft dan de beste helft van de meer ervaren groep.

e Door de twee groepen samen te nemen ontstaat een
verdelingskromme voor de tijden van de sportstapelaars als geheel.
Welke soort verdeling past het beste bij die verdelingskromme? Kies
uit links-scheef, rechts-scheef, symmetrisch of tweetoppig. Licht toe
met een schets,

Bij een steekproetf onder sportstapelaars met meer ervaring is het
95%-betrouwbaarheidsinterval voor de gemiddelde tijd in seconden die
ze over het stapelen doen 8 £0,2,
t Volgens Bart komt dit betrouwbaarheidsinterval niet overeen met de
resultaten in figuur G.15.
Ben je het met Bart eens? Licht toe.,
g Bercken de steekproefomvang. Gebruik dat S = 0,9 seconden,
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Formuleblad

Vuistregels bij de grootte van het verschil van twee groepen

ad — bc
\/(a + bY(a+ )b+ d)(c+d)
- als phi <-0,4 of phi > 0,4, dan zeggen we ‘het verschil is groot’,
- als -0,4 <phi <-0,2 of 0,2 < phi <04, dan zeggen we “het verschil is middelmatig’,
- als -0,2 < phi £0,2, dan zeggen we ‘het verschil is gering’.

2 % 2-kruistabel (i b), met phi =

d

Maximale verschil in cumulatief percentage (max.Vep) (met steekproefomvang
n>100)

- als max.Vep > 40, dan zeggen we ‘het verschil is groot’,

- als 20 < max.Vep < 40, dan zeggen we ‘het verschil is middelmatig’,

- als max.Vep < 20, dan zeggen we ‘het verschil is gering’.

-’?1 B -fz
Effectgrootte £ = ; S, +5,)
2

210

met X, en X, de steekproefgemiddelden

(X, >X,), S, en S, de steckproefstandaardafwijkingen

- als £>0,8, dan zeggen we ‘het verschil is groot’,

- als 0.4 < E<0,8, dan zeggen we ‘het verschil is middelmatig’,
- als £<0.4, dan zeggen we ‘het verschil is gering’.

Twee boxplots vergelijken

- als de boxen' elkaar niet overlappen, dan zeggen we ‘het verschil is groot’,

- als de boxen elkaar wel overlappen en een mediaan van een boxplot buiten de box
van de andere boxplot ligt, dan zeggen we ‘het verschil is middelmatig’,

- in alle andere gevallen zeggen we ‘het verschil is gering’.

! De “box’ is het interval vanaf het eerste kwartiel tot en met het derde kwartiel.

Betrouwbaarheidsintervallen

1 A
Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de populatieproportic is p =2 - Q,

met p de steekproetproportie en n de steekproefomvang,.

Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het populatiegemiddelde is X + 2 - L

- n
met X het steekproefgemiddelde, » de steekproefomvang en S de
steekproefstandaardafwijking,
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Overzicht GR-modules

Module

Berekeningen op het basisscherm

+ Eenvoudige berekeningen met onder andere mintekens,
haakjes en tussenstappen,

* De toets Ans en fouten verbeteren.

+ Breuken invoeren, vermenigvuldigen en delen.

* Decimaal getal omzetten in breuk.

havo A deel 1
hoofdstuk 1
bladzijde 11

Formules, grafieken en snijpunten
+ Formules invoeren en grafieken plotten.
« De optie snijpunt gebruiken.

havo A deel 1
hoofdstuk 3
bladzijde 122

Formules en tabellen havo A deel 2

* Bij een formule een tabel maken, hoofdstuk 5
bladzijde 26

Grafieken, toppen en snijpunten havo A deel 2

* Het kiezen van een geschikt venster. hoofdstuk 6

« De opties snijpunt, nulpunt, maximum en minimum, bladzijde 53

Allerlei
* Specificke mogelijkheden van het merk/type GR.
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Overzicht Excel/Sheets-modules

Module

Data invoeren

* lege werkmap aanmaken

* data handig invoeren in rijen en kolommen
« vulgreep gebruiken

« cellen opmaken

havo A deel 2
hoofdstuk 8
bladzijde 139

Formules en verwijzingen

¢ absolute verwijzingen naar cellen

« relatieve verwijzingen naar cellen
 verwijzingen gebruiken in formules

havo A deel 2
hoofdstuk 8
bladzijde 139

Diagrammen havo A deel 2
* lijn-, staaf-, stapel- en cirkeldiagrammen maken hoofdstuk 8

bladzijde 141
Boxplots havo A deel 2
* boxplots maken hoofdstuk 8

bladzijde 143
Zoeken in een dataset havo A deel 2
« omzetten van nette dataset in Exceltabel hoofdstuk 8

« sorteren en filteren
« werken met totalenrij

bladzijde 145

Hercoderen havo A deel 2
« hercoderen van variabelen hoofdstuk 8

bladzijde 148
Draaitabellen havo A deel 2
« draaitabellen maken hoofdstuk 8

bladzijde 150
Groeperen en draaigrafieken havo A deel 2
* groeperen van waarden in draaitabellen hoofdstuk 8

+ maken van draaigrafieken

bladzijde 152

Groeperen van datums
¢ groeperen van datums

Overzicht Excel/sheets-modules

havo A deel 2
hoofdstuk 8
bladzijde 157
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Overzicht routes

5 Veranderingen

5.1 Stijgen en dalen

opgave

1

2

10

11

13

14

15

16 (17

1 basis

® midden

* uitdagend

5.2 Toenamediagrammen

opgave

18

19

20

21

22

23

24

25

L1 basis

® midden

* uitdagend

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

5.3 Differentiequotiénten

opgave

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

51

52

53

54

L1 basis

® midden

* uitdagend
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6 Rekenregels en formules

6.1 Formules combineren en herleiden

opgave 1123456789 ]|10|11(12(13
£ basis
® midden
* uitdagend
1415|1617 (1819
6.2 Formules en de grafische rekenmachine
opgave 20(21(22(23(24(25(26(27 (2829
L1 basis
® midden
* uitdagend
6.3 Formules met breuken
opgave 30(31(32(33[34[35[36|37(38(39|40141 |42 |43
LI basis
® midden
* uitdagend
6.4 Rekenen met machten en wortels
opgave 441454647 |48 14950 |51 52|53 |54
1 basis
® midden
* uitdagend
55156 |57(58[59(60 |61 |62 (63 |64 (65|66 |67

Overzicht routes
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6.5 Formules met exponenten

opgave 6869|7071 72|73 |74 (75|76
01 basis

© midden
* uitdagend
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7 Statistiek en beslissingen

7.1 Statistische verdelingen

opgave 1|2(3(4|5|6|7(8[9|10]|11|12(13(14
£ basis
® midden
* uitdagend
15(16 |17 18|19
7.2 Betrouwbaarheidsintervallen voor het populatiegemiddelde
opgave 2021 (22123(24(25(26(27(28(29 |30
L1 basis
® midden
* uitdagend
7.3 Betrouwbaarheidsintervallen voor de populatieproportie
opgave 31(32(33|34|35|36(37(38|39|40|41
£ basis
® midden
* uitdagend
7.4 Betrouwbaarheidsintervallen toepassen
opgave 42143 |44 (45|46 47|48 |49 |50|51 |52
L1 basis
® midden
* uitdagend
53154 55(56|57(58 |59 (60 |61 |62 |63 |64 |65

Overzicht routes
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Trefwoordenregister

A
afnemende daling /3
afnemende stijging 13

B
95%-betrouwbaar-
heidsinterval 106, 115,
118, 121, 124
breedte van - /24, 127
95%-betrouwbaar-
heidsinterval voor de
populatieproportie 775,
118, 121, 124
95%-betrouwbaar-
heidsinterval voor het
populatie-gemiddelde
106, 118, 121, 124
beginhoeveelheid 76
beginwaarde 76
betrouwbaarheid 723
betrouwbaarheidsinterval
106, 115, 118, 121, 124
bord van Galton 98
boxplot /38
breedte van
95%-betrouwbaar-
heidsinterval 124, 127
breuken 59
- aftrekken 62
- delen 59
- optellen 62
- vermenigvuldigen 59

Cc

centrummaat 88, 137

combineren van
formules 43, 50

constante daling 13

constante stijging /3

cumulatieve
verdelingskromme 94
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D
dalend 1/
daling
afnemende - /3
constante - /3
toenemende - 13
dataset 145
delta notatie 10
differentiequotiént 37
digitaal rekenblad 739
draaigrafiek 152
draaitabel 150

E

Excel 7139

cxponent 65
exponentiéle formule 77
exponentiéle groei 76

F

filteren 745

formules combineren 45,
50

G
Gauss, Carl Friedrich 100
gebroken exponenten 66
gelijknamige breuken 62
gemiddelde verandering 29
gesloten interval 77
grafiek

- plotten 53

- schetsen 53

- tekenen 53
groeifactor 76
groeperen /52
grondtal 65

H
helling van lijn 3/
hercoderen 748

I

interval 1/
gesloten - [/
open - [/

intervalnotatie //

L
links-scheve verdeling 89

M
machten 65
- met gebroken
exponenten 66
- met negatieve
exponenten 69
rekenregels voor - 63,
66, 69
machtsformule 66, 77
maximum /6
meertoppige verdeling 89
minimum /6
Moivre, Abraham de 100

N

nauwkeurigheid 723
negatieve exponenten 69
nette dataset /45
normaalkromme 98
normale verdeling 98, 100

0
open interval 11/

P

Pearson, Karl 96

phi-coéfficient /47

plotten 53

populatie 87

populatieproportie &7, 111,
114
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Q steekproeflengte 703 v

Quetelet, Adolphe 700 steekproefomvang 103, variabele uit de breuk
127 halen 59
R steckproefproportic 87, variabelen vrijmaken 43,
rechts-scheve verdeling 89 111, 114 50
record 745 steekproevenverdeling /74  venster van GR 53
rekenblad 739 stijgend 1/ verdeling
rekenregels voor stijging links-scheve - &9
machten 63, 66, 69 afnemende - 13 meertoppige - 89
rekenregels voor constante - /3 normale - 98
wortels 7/ tocnemende - 13 rechts-scheve - 89
representatieve substitueren 45 scheve - 89
steekproef 87 symmetrische verdeling 89 staart van de - 89
standaard- 89
S T symmetrische - 89
schetsen 53 tekenen 53 uniforme - 89
scheve verdeling &9 toenamediagram /9 - van de
Sheets /39 toenemende daling 73 steekproefproportie /17
sorteren /45 toenemende stijging 13 verdelingskromme 94
spreadsheet /39 top van grafiek 16 cumulatieve - 94
spreidingsmaat 88, 138 vuistregels bij de normale
staart van dec verdeling 89 U verdeling 99
standaardverdeling §9 uvitbijter 89, 93, 143
stapgroottc /9 uitschieter 89, 93, 143 W
steckproef 87 uniforme verdeling 89 wortel 71

steekproefgemiddelde 703
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