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5 Machten, exponenten en logaritmen

Voorkennis Herleiden van machten

Bladzijde 10
a x2-x=yx
b 2p3-3pP=6p°
¢ 4ad*h - 5a°h* =20a°D3
d -2p%¢* - -3pg =6p°¢*
e SxZy -« 2x—3x3y=10x% - 33y =Txdy
f 12a% - jab— 8ab=3a’h’ - 8ab
@*q) =p°¢’
(3x2)3 =276
(_5x2y3)2 - 25x4_V6
(-d4ab*y?> = 16a%b®
(3a)?  (2a%)* =94* - 8a® = 724"
(3a®)? + (2a%)* = 9a® + 8ab = 1748
2% . 4
a —4 2 3x
550 F s
b %5 3 2
24a*h?
c b 4a’b
"15p6q
d =-3p*
spq
10x%?
¢ Sx2y o
(2aby  8a’p® g
f = =gab
(3aby  9a?b?
-28a° _ , s
a Ta 4a
b -(3a%?=-948
¢ (-2a%)°=-324"9
d (_a3)3 = _a9
e (5a)+-3a=1254% - -3a=-3754"
9a*\?
f (—) =(9a%)? =81a°
a
a (ab)* a=da*b*  a=db*
b (-2ab)® - b=-8a43b3 - b=-8a3b*
¢ (3a)°+(2b)2 =9a? + 4b*
d (3a)®—8a*=274° - 8a®=194°
e (%a)2 +(-a)*= iaz +at= l}zaz
f (5a*)+ (-ad)*=25a% + a® = 2648

Hoofdstuk 5
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5.1 Machten met negatieve en gebroken exponenten

Bladzijde 11

a De exponenten worden telkens 1 minder en de getallen worden steeds door 2 gedeeld.

1

b 2_3=2*3

1
4

b

Bladzijde 13
e |
a 77= 7 =55

b G- 2=32=0

o w13
c 3:52=3 5—243 35 =33
a 67553=@
61'5
LI N
b 50.’3—3(23
c 5a‘4bzzﬁ
a4
3 4_ 3
b  5q*
e (la)ﬂ:(zfl.a)*3:23.a*3:8.L:i
2 a3 a3

Uit 3xP =xen (x%)3 =x volgtx% =3/x.

Bladzijde 14

L
ua\f a=a

1

_1
b_L=4=a2
Va g
1
c —=al
a

]‘_ =3
d —3*a

B G i

@ Noordhoff Uitgevers by

- =ail gt [N
7}
%=“T12_al—12_ gl
a da
LS . (a3)n :a*S . a3n — a78+3n
a
&)
a" _a_w_ 5 s O o
a3 7a’34a —e
1 25 1
o
(5)2 25
r 1 4 1
5 TSl e B o
e 1 103 1000 250
Logn L. 21, qp_
5.62*2 62—2 36=18
72b4_b_4
6a>
1 | 4
4 3a)yl=-4——=-4-—=-———
) (Ga)? 92 942
1 1 1
3ayZp3 = ==
@4) Gal B 942
_ 3b
alb=
b= Sa
3%=3a—2=a—§
a
/BTN
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_2 - | _%

i 10-30,1=10"- 10T =10' - 10°=10'"F=10

L L 2b-8 2b\b
a 54°5=543 a3=5a3-%/5 d %a’3blz= = 3
3a 3a
1
L3
izt B b L a3
b sdih=—g=g— e sab=—7p=
2a4 2'\/& Sag 5\/&
2 3 3 x 1 1
€ Jai=5=—"— f (5a) = =—
T (a) I~ e
a3 a (5ay
(1)
6 ~ _
x° x° 6-21_ 3t X2/ x5 1
a = 1:_1:3‘ z:xz f zT:x 5 2
x2 \/J; R . \/;c 3
X xr X2 X2
B3 1. 5_. 15 2. 1 2, .3-.2-3 1
b ke =x""xT=x% § & el
x
x _x_ 11 % FR S T S
£ i/;-il__x =X h Q/;-%/;:xé x3:x6 3:x2
x3 1 1
5 L4l
1 1 Xt 3x 4. .5 5 1
d x*eJx=x 3t i = :f:x xlzx_]_x4§*5
3 1 ¥ \/; X oxt xF
X x3 1.1 1
e —7—]:x3 2:x6
NCE
3T 5 B_ 4, 5_ 4. 323
x —xizxizx -x3:x . ke
Bladzijde 15

De getallen als macht van 2 geschreven zijn: 20, 21, 271, 22 273 25 278 213 2721 234
Het tiende getal is dus 234,

y=2(3x2)} - 65?:2 L33 (P D =45 46 6= g5y04
X7 X

Bij het herleiden van (3x2)3 tot 32 + (x2)? is de regel (ab)P = a?bP gebruikt.
Bij het herleiden van (x?)° tot x© is de regel (a?)? = aP? gebruikt.

i ; 1 e e, i
Bij het herleiden van 56 totx P isderegel a¥ = 3 gebruikt.

Bij het herleiden van x© - x5 tot x%* is de regel a” - a9 = a? 79 gebruikt.

a y=5(2x3)2-%=5-4x6-3-x*4=60x2

Dus y = 60x?.

2 - .

b y=%(3.7c2)3 E=% S0 -2 X710 = 1857
Dus y=18x*,

Hoofdstuk 5
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3. 43 S

€ y==-yx’=3-x"'x'=3x
X 1
Dus y=3x %,

d y=3(3x)72.4x1,2=3 .372.x72.4x1,2=371 .4.‘(08_ o4 x708_13x708

Dus v= l%x'o’g.
1
a g = 51 =5y 12
x\f RLINT
Dus v = 5x 12 :
2 1+1% 2t
b y=>5xx3=5x1-x2=5x Tiby’
1
Dus v— 5¢%2,
1 1 1
c y— 2\/.; 5 X322 =100 TI= 100 2
DuS y= 10x 2
d y=3- x3=3x4
3
Dus v = 3x4.
e y=5x02. x13=502+13 =511
Dus v = 5x11
50x19 1,9-1,1 0.8
f =10x1’1=5'x’ = 5x'
Dus y =528,
Bladzijde 16
0,25 0,25
. a hy=0,6end,=1000 geeft h=0,6 " (106?0) 0 1(21%?25 =3,374..d7025=3 3747025

b d=300 geeft h=3,37-3000% =08
Dus de golfhoogte is ongeveer 0,8 meter.
¢ Voerin y;=3,37x% eny, =2.
De optie snijpunt geett x = 8,06...
Dus bij waterdieptes van minder dan § meter.

5.2 Grafieken van machtsfuncties veranderen

Bladzijde 18
a T

X: 0 FIRX): 0 [ Menu |
b (0,0)en(l,1)
¢ Van de graficken van f'en 4 ligt geen enkel punt onder de x-as.

@& Noordhoff Uitgevers by IMachten, exponenten en logaritmen 7



Bladzijde 20

1 translatie (-2, 18) l translatie (2, 0)
y=g(x+2) +18 y=-3G-2)
7 y
(2, 0)
&) X
y =ftlx+ 2 + 18
2\18) = pei
0 x y=-30x-2*
b y=6x° e y=-x
J translatie (8, 12) | translatie (-3, 12)
y=6(x—8)*+12 y=12—(x+3)°
y y=6x—8)7°+12 y=12-x+3° vy
8, 12) (-3,12)
X
y=6x3 1) X
y=
¢ y=-xt f y=304-2)+5=3-6+5=8~1
J translatie (3, -10) y=3x*
y=-(x—3®%-10 | translatie (0, -1)
y y=3x*-1
x v
y =% 3.-10) y=a
’ ‘ y= 3x4 -1
y=-fc~8Ff-10 x
o
i a y=37-5

| translatie (2, 9)

y=3(x-2)"-5+9

Dus beeldgrafiek: y =3(x—2)" +4.
b y=5(x—-2)*-2

| translatie (-5, 4)

y=5(x+5—2)4—2+4

Dus beeldgrafiek: y = 5(x +3)* + 2.

| translatie (-2, -7)

g0 =3 (x+2)* =7

Dus de translatie (-2, -7).
b h(x)=5(x+3°+9

1 translatie (7, -6)

Ep)=5—"T+3F +9—~6

oftewel k(x)=5(x —4)° +3

Dus de translatie (7, -6).

8 Hoofdstuk 5 ® Moordhoff Uitgevers by



, a y= ~5X

| y=-1(x+2P+5
| translatie (p, 0)
y=-glx—p+2P+5
=-j@=p+2°+5

e 2o g
door (-10, 21) } iC10—p+ 2521

58 -py =16
(8—p)=-64
-8-—p=-4
*P:4

p=-4

Dus beeldgrafick: y=-1(x +6)> +35.

BEda¢ x|-2([-1]0 1 2
| 4|-210| 1|4
g |-12(-13] 0 | 17| 12

b y

¢ De functiewaarden bij de functie g zijn 3 keer zo groot als die bij de functie 1.
De y-cobrdinaten van punten op de grafiek van g zijn dus 3 keer zo groot als die van
punten op de grafick van f'bij dezelfde x.

Bladzijde 22
1.3
J translatie (-3, -5)
y=-3+3)°-5
1 verm. x-as, -3
y=-350x +13)3 —35)
oftewel y = 15(x +3)* + 15
b Het punt van symmetrie is (-3, 15).

£ a y=034*

1 translatie (-5, 6)
y=03x+5*+6

1 verm. x-as, -4
v=-40,3(x+5)*+ 6)
oftewel y=-1,2(x +5)* — 24
De top is (-5, -24).

@& Noordhoff Uitgevers by IMachten, exponenten en logaritmen 9



b y=0,3x*
J verm. x-as, -4
y=-12x*
J translatie (-5, 6)
y=-12(x+5*+6
De top is (-5, 6).

2 0 f()=3(x—3P+7
J translatie (1, 2)
y=3x—-1-3+7+2

oftewel y= %(x -4y +9
J verm. x-as, -1
y=-3(—4y-9
Het punt van symmetrie is (4, -9).
b g(x)=-21(x+4)F-1

J verm. x-as, -4
y=10(x+4)+4
1 translatie (-5, -4)
h(x)=10(x+5+4)0+4—4
oftewel A(x) = 10(x + 9)°
min. is A(-9)=0

a flx)=-8(x+3)+4

| verm. x-as, -5

y=4x+3)7"-2

1 translatie (5, 13)

g)=4(x—-2)" +11

Dus verm. x-as, f% en translatie (5, 13).
b f(x)=-8(x+3)"+4

J translatie (5, -26)

y=-8(x—2)"-22

J verm. x-as, —%

gx)=4(x—-2)" +11

Dus translatie (5, -26) en verm. x-as, f%.

T ) =-3(x+2)*+6
| translatie (p, q)
y=-3xr—p+2y+6+q
1 verm. x-as, a
g(x)= —%a(x —-p+ 2)4 +6a+aq
min. is g(5) =-10 geeft -p + 2 =-5 oftewel p =7 en 6a + ag =-10.

gx)=-zalx—5)"—10] _1 B
doc?rA(%,?le) ) }—ga(1—5)4—10~310

~ta- (-4y*=320

-128a =320

a=-23 1.4l

6a+aq=10} 6" _25_125‘]=_10
-15-24g=-10
—2%q=5
g=-2

Dusa=~2%,p=7enq=f2.

10 Hoofdstuk 5 ® Moordhoff Uitgevers by



5.3 Wortelfuncties

Bladzijde 24

i a NORH DRIJF AUTO REEEL GRAD WM n

x=0eny>0

b NORH DRIJF AUTO REEEL GRAD MWN n

x>-2eny>3

¢ y=vx

1 translatie (-2, 3)

y=x+2+3
7 Bladzijde 25
B a y=1x y=+x
1 translatie (3, -2) 1 verm. x-as, 2

f@=x=3-2 y=-2\

| translatie (-3, 0)

gx)=-2\x+3

b y
-
I N
."‘-'—
""’
&
-
-
-
’/
4
(-3,0) 4
. 4 X
© 7
\}
\Y
‘\
AY
g %
\\
. (3, -2)
y= ’2\1{)? \\\
-~

¢ D;=[3, -), B;=[2, >} Dy =[-3, ) en B, = (¢, 0].

Bay=\x y=yx

J verm. x-as, 2 | verm. x-as, -1
y=2yx y=-yx
1 translatie (0, -3) | translatie (-3, 0)

Jly=24x~3 gr)=-\x+5

& Noordhoff Uitgevers by Machten, exponenten en logaritmen 11



12

¢ D,=[0, =), B,=[-3, »), D, =[5, =) en B, = (¢, 0].

Bladzijde 26

a Randpunt (-5, 3), D,=[-5, =) en B,=[3, —).

b Randpunt (-3,-7), D, =[-3, =) en B, =[-7, ).
¢ Randpunt (-1, 0), D, =[-1, =) en B, = (<, 0].
d Randpunt (0, 1), D, =[0, =) en B, =[1, —).

e Randpunt (1,-1),D;=[1, =) en B;={«, -1].

f Randpunt (0,-3),D,,=[0, =) en B, =[-3, —=).

a Voor het domein van f(x)=15—+/2x— 6 moet gelden 2x —6>0
2x>6
x>3
Dus het domein is D, = [3, —).
b De uitkomst van een wortel is minstens 0, dus de uitkomst van f(x) is hoogstens 5.
Dus het bereik is B, = (&, 5].

Bladzijde 28

Bij een wortelfunctie is niet elke x toegestaan, dus bij voorbeeld b moet je rekening
houden met het domein.

Bij een wortelfunctie is niet elke vitkomst mogelijk, dus bij voorbeeld ¢ moet je
rekening houden met het bereik.

a 8—4x>0

-4x>-8

x<2dus D, =(¢«, 2],

randpunt (2, 3) en B, =[3, —).
b 4x—-8>0

4x>8

¥EI s B, =[2,—3),

randpunt (2, 3) en B, =[3, —=).
c 2x+6=0

2x>-6

x>-3dus D, =[-3, -),

randpunt (-3, 5) en B, = (<, 5].
d x>0dus D=0, =),

randpunt (0, 3) en B, = («, 3].

Hoofdstuk 5
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a 2x+5=0
2x>-5
x2ﬁ2%
D= [—2%, —) en het randpunt is (—2%, 3).
Voerin y;=3—2x+35,
x|*2,5|*2|~1|0 | 1 |2 | 3
f(x)l 3 | 2 | 13 | 0,8 | 0,4] 0 |—o,3

Y

(25,3

\_|.

Y
-3 -2 =1 O 1 2 4 5
} - 3\\

By={¢, 3]
b Voeriny,=-2.
De optie snijpunt geeft x = 10.

Y
(-23,3)

I
I
I
I
I
I
I
2ol O 110
25 i
|
|
|
=-2

¢ f22)=-4

x <22 geeft-4<f(x)<3

@ Noordhoff Uitgevers by
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a 7-3x>0
-3x>-7
x52%

D; = (¢, 23] en het randpunt is (24, -4).
Voer in y; =27 —-3x—4,

s |32t o| 1 ]2]2d
f(x)l 4 |3,2|2,3]1,3| 0 |—2|—4

y

~N

By =[-4, -)
b Voeriny,=-2.
De optie snijpunt geeft x = 2.

f

(25, -4)
flx)>-2 geeftx <2
e Fea=4

L4 (PR R,

x>-3 geeft-4 < f(x)<4.

14 Hoofdstuk 5 ® Moordhoff Uitgevers by



ax=-5
5

W—_—
a

5
randpunt(—a,4) 2.7%_1:4
y=2x—-1

a Het linker- en rechterlid van y/2x — 5 =3 kwadrateren geeft

2x—5=9
2x=14
x=7

b De uitkomst van een wortel kan niet negatief zijn, dus /2x—5=-3

heeft geen oplossingen.

Bladzijde 30
Bart vergeet het dubbelproduct,

Kwadrateren van linker- en rechterlid van 2x — \/x = 10 geeft 4x2 — 4x /x +x = 100.

a x=.5x+14

kwadrateren geeft
x?=5x+14
x—5x—14=0
x+2)x—7)=0
x="2vx=7

x =-2 geeft -2 = \/4 vold. niet
x =7 geeft 7= /49 vold.

b 3x=.8x+20
kwadrateren geeft
9x2 =8x +20
9x? —8x—20=0
D=(-8)?—-4-9--20=784
=8+28=2vx=8_28=711
18 18 9

x =2 geeft 3 - 2= /36 vold.
x=71$geeft3'71(}3: llévold. niet

b 5(x—2x=0
5yx=2x
kwadrateren geett
25x = 4x?
4x2 - 25x=0
x(4x—25)=0
x=0v4x=25
x=0vx=6}¢
x=0 geeft 5,0~ 0=0 vold.
x =6} geeft 5,/61 -2 - 61 =0 vold.

@ Noordhoff Uitgevers by

c 5\/J_c=x
kwadrateren geeft
25x = x?
x2—=25x=0
x(x—25)=0
x=0vx=25
x=0geeft 5 - 0=0vold.
x=25geeft5 - 5=25vold.
d 3x=.18x+72
kwadrateren geeft
9x2 = 18x + 72
9x? — 18x—72=0
xX2-2x—8=0
x+2)x—4)=0
x=-2vx=4
x=-2 geeft 3 - -2 = /36 vold. niet
x =4 geeft 3 - 4= /144 vold.

¢ 2x—5x=3
2 —3=5x
kwadrateren geeft
(2x—3)?=25x
4x2 — 12x+9=25x
4x*=37x+9=0
D=(-37?—-4-4-9=1225
(=31%35 o _37-35_

8 8

x=9 geeft2-9—5,9=3 vold.

x=1geeft2-1-5\T=3 vold. niet
d 5-2x=3

2/x=2
Vr=1

x =1 vold.

=
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a 2x+.\x=10

Jr=10-2x

kwadrateren geeft

x=(10—2x)

x =100 —40x + 4x?

42— 41x+100=0

D=(-41)>-4-4-100=8l
4149 41-9

=6 va= =i

x=6% geeft 2 - 65 +/65 = 10 vold. niet

x=4geeft2 - 4+ /4=10 vold,

b 2/3x+1=x+3

kwadrateren geeft

43x + 1) = (x + 3)?
12x+4=x>+6x+9
x2—6x+5=0
x—Dx—-5)=0
x=1lvx=35

x=1geeft 2,/4=1+3 vold.
x =5 geeft 2,/16 =5+ 3 vold.

S5
72
=
6-

3-
=
=

3x=6
\/)E

33—
iy

\/_\f =2 vold.
J5-2x 2- e

kruislings vermenigvuldigen geeft
4—4x=./5-2x

kwadrateren geeft
(4—4dxyr=5-2x

16 —32x + 16x? =5 — 2x
16x—30x+11=0
D=(-30>—-4-16-11=196
_30+14 s _30-14

4
=4 geeft
2

3 =1
AEY) 8V¥T T3 2
x =15 geeft =
5—‘2% T4y
x=1 geeft 4 old
78 =1 2 T vold.

Hoofdstuk 5

3 vold. niet

c x+2J6—5x=6

2\/6—5x=6—x
kwadrateren geeft
46— 5x)=(6—x)*
24—20x=136—12x +x?
xX2+8x+12=0
(x+2)(x+6)=0
x=-2vx=-6

x=-2geeft-2+2,/6 +10=16 vold.
x=-6geeft -6 +2,/6 +30=06vold.

10— x\/J_c =2

x\/; =8

kwadrateren geeft

x3 =64

x=4

x =4 geeft 10 —4./4 =2 vold.

X\Jx=38§

kwadrateren geeft
=64

x=4

x= 4geeft\/_+—g3\/_—jvold

Vadx—3 J4x—3

x—1 \/3Tx

Vdx—3=0vx—-1=3—x
kwadrateren geeft

4x-3=0v(x—1P=3-x

Ax=3vxi—-2x+1=3—x

=%vx2—x—2=0

x=3v(x+1)x—-2)=0

vold. niet

@ Moordhoff Uitgevers by



) @ 3-2x>0

-2=-3

I3= (&, 1%] en het randpunt is (1%, 4y,

i
1

—_—

4)

i)

2,

L
\
I .

R«L
o

b f(x)=-1geeft4—3—2x=-1
-3-2x=-5
kwadrateren geeft
3-2x=125
2x=22
x=-11

x=-11 geeft 4 — \/25=-1 vold.
f(x)>-1 geeft-11 <x< 13

x€33

Losop2+47—2x=x
AT 2e=x—2
kwadrateren geeft
7—2x=(x—2)
T—2x=x2—4x+4
x?-2x—3=0
(x+ DEx=3)=0
x=-lvx=3
x=-1 geeft 2+ /9 =-1 vold. niet
x =3 geeft 2 +/1 =3 vold.

y

“*\\\\\\\\\\\\\

y=2+7-2x

(32,2

w
w

nl=

2+\7T-2x<xgeeft3<x<3%

@ Noordhoff Uitgevers by
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18

\/x+l+\/x—2=\/x+6

lewadrateren geeft

xt 2yt yfx—2+x—2=x+6
2\x+1-Yyx—2==x+7

kwadrateren geeft

A+ Dix —2) = (x + 7

A2 —x—2)=x2—14x+49

4x2 —4x— 8 =x2— 14x +49

3¢+ 10— 57=0
D=102—4-3--57=784

-10+28 -10-28 _
I=T=3VI=T=_6§

x=3geeft 3+1+3-2=./3+6vold.
x=-6% geeft \[-63+ 1+ \-61 — 2= /-61 + 6 vold. niet

a Je krijgt de maximale score als je alle wedstrijden wint.

1000(16 — \/16) 3

6 50,

Dus de maximale score is S =

1000(# Jw) s
16
1000(w — \/w) = 6000
w— Jv;=6
w—6=1/w
kwadrateren geeft
(w—672=w
wi—12w+36=w
w2 = 13w+36=0
w—Hw—-9)=0
w=4vw=9

N 1000(4 — /4)

w=4 gee T3 =375 vold. niet
10009 — /9
w =9 geeft (1—6\D: 375 vold.

Dus Eline heeft 9 partijen gewonnen.

5.4 Exponentiéle functies

Bladzijde 32

]

F

X:3 FI(X): 8 | Menu |

b De grafiek van f'is stijgend.

c f-10)=210=977-10
f(-200=220=9,54-1077
f(-100)=27100= 789 . 1973

d f(-500)=250= 251W en dit is groter dan 0.

De GR geeft 27300 = 0.

e Voor elke x is 2> 0, dus er is geen origineel te vinden waarvan het beeld 0 1s,

Hoofdstuk 5
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X: -2 F1(X): 9.00000000002 [N
De grafick van g is dalend.

b De lijn v = 4 snijdt de grafiek van g in &én punt, dus de vergelijking g(x) =4

heeft één oplossing.

De lijn y = -4 snijdt de grafiek van g niet, dus de vergelijking g(x) =-4

heeft geen oplossingen.

Bladzijde 33
a

X: 0 F1(X) 1

b De grafiek van y, ontstaat uit de grafiek van y, door de vermenigvuldiging ten

opzichte van de yv-as met factor 3.

¢ De grafiek van y; ontstaat uit de grafiek van y; door de vermenigvuldiging ten

opzichte van de y-as met factor }—r

X:0 FI(X): 1

d De grafiek van y, ontstaat uit de grafiek van y; door de vermenigvuldiging ten

. 1
opzichte van de y-as met factor o

Bladzijde 34
a y=3"

J translatic (-2, -1)

y= 3x Hi2e 1

De asymptoot is de lijn y =-1.
b y=3*

J translatie (1, 5)

y= 3x-1435

De asymptoot is de lijn v = 5.
c v=05"

1 verm. x-as, 2

y=2°0,5

J translatic (0, 3)

y=2:05+3

De asymptoot is de lijn v = 3.

@ Noordhoff Uitgevers by

y=07

1 verm. x-as, -3
y=-3-0,7

| translatie (0, 5)
y=-3-0,7+5
De asymptoot is de
lijny = 5.

y= 3. 23x

1 translatie (0, 4)
y=3.2%+4

De asymptoot is de lijn v = 4.
v=08"

! verm. y-as, 2,5

y= 0’80,4;5

| translatie (0, -10)
y=08%%—10

De asymptoot is de lijn y =-10.

IMachten, exponenten en logaritmen
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Bladzijde 35

b
c
d

Het bereik is By = (-6, —) en de asymptoot is de lijn y = -6,

Het bereik is B, = (<, 5) en de asymptoot is de lijn y = 5.

Het bereik is B, = («—, 1000) en de asymptoot is de lijn y = 1000,
Het bereik is B, = («—, 1000) en de asymptoot is de lijn y = 1000.

y=3 c y=3F

1 spiegelen in de x-as | translatic (4, -5)

o y=3"4-35

1 translatie (0, -1) 1l verm. x-as, 3

y=-3-1 y=3(3*"4-5)

y=3F oftewel v=3-3""4-15

J translatie (2, 5) oftewel y=3*"3-15

F=8r 245 y=3

J verm. y-as, i J verm. x-as, 3

y=34x—2+5 y=3.3x
1 translatie (4, -5)
y= 3.3%- 4 _ 5
oftewel y=3""3-35

y=2"

J translatie (-3, -4)

Sy =253 -4

B, =(-4, )

De horizontale asymptoot is de lijn v = -4,

¥
0 X
f
---------------------- y=-4
f(3)=60

x <3 geeft-4 <f(x) <60
Voeriny, =23 —4eny,=-1.
De optie snijpunt geeft x = -1,42,

|

Jx)<-1geefix<-142
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2 a y=2 y=G)
J translatie (0, -2) J translatie (1, 2)
Fy=2F—2 g =Gy +2
b

B,=(2, >)enB,=(2, )
¢ Voeriny,=2"-2eny,= (%)x_l +2.
De optie snijpunt geeft x = 2,15.
J(x) = g(x)y geeftx > 2,15
d B,=(-2, =), dus f(x) = p heeft geen oplossingen voor p <-2.

55 | v

B;=(-3, =) en B, = (-1, =), dus f{x) = p heeft &én oplossing voor p > -3 en
2(x) = p heeft geen oplossing voor p <-1.
Dus het antwoord is voor -3 <p <-1.

b f(2)=-2

y

x<2geeft-3 <f(x)<-2

c f(1)=-25ceng(1)=15, dus A(1;-2,5) en B(1, 15).
AB=yp—y,;=15--25=175

d Voeriny, =2"2-3,3,=4-053-1eny;=3.
De optie snijpunt met y; en 5 geeftx =5, dus P(5, 5).
De optic snijpunt met v, en v; geeft x = 2,415, dus 0(2,415; 5).
PO =xp—xg=5—2415=2,585
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Bladzijde 36
a §- 4x=23 . (22)x=23 F 22x=22x+3
b Bij de herleiding van (2%)* tot 22* is de regel (a”)? = a’? gebruikt.
Bij de herleiding van 23 - 2> tot 223 is de regel a” - a¥ = a” "¢ gebruikt.

la y=15-2%72=15.23.22=15- (2}) - 4=60 §"

Dus y =60 - 8".
b y=50.23x*1=50.23x.2*1=50.(23}\'.%=25.Sx
Dus y=25 - 8"
1
€ y=260° 4212260+ 47 41 =260 (417" L =65+ §*
Dus y=65 - 8"

d y= 8- 4lv 1_8 42x 41_8 (42)x.__2 (16))5
Dusy=2" (16}"
a y=2x.22x73=2x.22x.273=23x.é=%.(23)x=%.8x
Dusy=%’8x.
Lo e - Ly X
b y=63-3%=63-3".37=63-(3)" =7 (3)
Dusy =7+ (3)"
¢ v=50000-100"" 22—50000 1007 - 100 Z—50000 (100) 100000 (100)
Dus y=%'(ﬁ}“.
y:42x_1=3.4—2x+1:3.4—2x.4l:3.(4—2)x.4=12.(11_6)x
Dusy =12 - (1)

fl=5-2""4
| translatie (12, -8)
Lo Lo 1 2 L
h(x)=5-20" 1M g3 6T 3% 92— 32y 1=3 -1 (2F
Dusa=f3,b=fieng=\/§.

] fO)=2""3

1 translatie (-5, 0)

g(x) 2x+5-3=-9x-3,95=7393 .9x—3

De vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met 32 toepassen op de grafiek van f
geeft de grafiek van g.

Dus a =32,

4\/§=22 .2%:22%
21 =g, 3

21=%

x—1—2—
= 32
Bladzijde 37
a 2*"1=64 d 2=
2x+1=26 2x=20
x+1=6 x=0
x=5 e =12
b 2x—3=l
2x—3:82—3 2x=21 2
x=3=-3 =2
x=0 x=-13
¢ 2%=2 § 5x4-6:(%)x
22t=21 5x+6=(5—1)x
2y = 5x+6:5—x
x=% X+6=-x
2x=-6
X==3
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32x+1=27\/§
!

32x+1=33 .33

32x+1=33%

2+1=35

20=23

x=l%

10271 =0,01

102x+1 — 10*2
2+ 1=-2

3:2¢44=28
3.2v=24
27=8
x =173
x=3
5776=0,04
= 1
52x 6=E
52x—6=5—2
2 —6=-2
2w=4
x=2
3- 73x+1=147
73x+1=49
73x+1=72
3x+1=2
x=1
_ 1
x=3

Bladzijde 38

B a =g

V2 =G
(2%)x+4 e
AT¥H2 22y
Q%HZ =22
1x+2=-2x
23x=-2

4

x=—§

f(x) = g(x) geeft x >3

@ Noordhoff Uitgevers by

d 5-2=80

*=16
21::24
x=4

10 - 3¥=270
3*=27
3x=33
x=3
38277 =48
82 =16
(23)2*1::24
26—3x=24
6—3x=4
~Bx=-2

_2
x=3

322=1
(25);:—2:2—4
25x*10 =2*4
5x-10=-4
5x=t15

x= lg |
5.4 1=23

23 X = (22)x+1
23+x=22x+2

3+x=2x+2

_ 1
y=-=

]
g(x) = 2 geeftx <-1
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f)=2

1 verm. x-as, 6

y= 6 - 2%

1 translatie (0, -10)

glx)=6-2-10

F(x)=g(x) geeft 2¥=6 - 2¥— 10
-5-2v=-10
2=2
x=1

f(1)=2, dus het snijpunt is (1, 2).

A f(x)=312-5
| translatie (3, 7)
y=3 L
| verm. v-as, b

g =31 +2

Ly
glx)=13 o 70 [P - R _
door4(-15,83) [ T2

-15

3% l=g1
-15
35134
-15
= Lo
15
7
h=-3

5.5 Logaritmen

Bladzijde 40

a 23=8 d 32=9

b 22= }T e 33= 21—7
1 1

c 2=\2 f 3=33

Bladzijde 41

a Slog(125)="log(5%) =3
b log(0,1) = Ylog(107) =-1
¢ Zlog(4)="log(2?) =2
d 7log(49) ="Tlog(7*) =2

e Zog(y/2) = Aog(2?) = &

log(0,5) =2log(2 ) =-1
0g(0,25) = *log(4 H=-1
Hog(4) =*og(@) =1
Hog(1) =*og(4”) =0

- @ -

] @ Zlog(64y2) =2log(2° - 2°) = 2log(2™) = 6}
b 3log(y/3)=3log(3? - 3) =log(3™2) =11
¢ Slog(325) =215
d Slog(pys) = log(57) =3
e Slog(h)="log((h) =3
t log()) = log(3)) =2
2log(as + Y2) =2log(25 + 27) = Hlog(2 +) = 43
h Slog(1) ="3log(5") =0
i Slog(81 - §27) = log(3* - 3%) = Slog(3* - 3) = log(3*) - 41
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71 @ Slog(9) =Slog(3) =2

Dus 3log(x) =2 geeft x = 9.
b Slog(ss) = log(5 %) =-2

Dus log(x) =-2 geeft x = %

1 @ x="log(0,2) =Slog(}) =Slog(5 ) =-1

b ‘log(x)=1

x=97=9=3

¢ “log(1000)=3
X3 =1000
x=10

Bladzijde 42

o oa Slog(x+2)=2

x+2=32
x+2=9
x=7

b 1+ 2log(x)=4
|
Zlog(x)=3
¥=0F
_1
x=g

¢ Slog2x+1)=4
2x+1 =34
2x+1=81

2x =80
x=40

a 4-3log(x)=2
Slog(x) = 3

1
x=32
x=+3
b Slogdx—1)=-2
4x—1=372
4x—1=$
4x=15

e
X =18

¢ 3+2log(x)=-1
Yog(x) =-4
x=2*

ST

U Zlog(Clog(x))=-1

log(x)=2"
log(x) =3

L
x=32

x=\3

@ Noordhoff Uitgevers by

5+ Hog(x)=3

Hog(x)=-2
x=472

1
*=16
1
Zlogx—1)=3
%~1= )
x—lzé
X= 1%
log(x’ —4)=5
x2—4=25
x2—4=32
x2=36

xX=6vx=-6

Slog(3x+2)=1
3x+2=5!
3x+2=5

x=3

x=1

Yog(0,4x — 5) =2
0,4x—5=132
04x—-5=9
0,4x=14

x=35
4+2-Uog(x)=7
2 -2log(x) =3
2log(x) = 13
x=21% :

x 321 .22

x=2\/§
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o x |4 s | E 0] 2] a]s
210g(x)|—3|—2 f1|o|1|2|3
b
/
2
:
1
X
0] 1 2 4 5 6 7

\/

1

¢ Bij Zlog(x) moet x >0 zijn, dus Dy ={0, ).

d B,=R

Bladzijde 44

Het effect van transformaties op de standaardgrafiek y = #log(x)

v =2log(x) Vermenigvuldig in de formule de

1 verm. x-as, a functiewaarde met a.

y=a- 2log(x)

y=Eloglx) Vervang in de formule x door =, X.

4 verm. v-as, b

y=810g(%-x>

b

v=_28log(x) Vervang in de formule x door x — ¢,
4 translatie (¢, 0)
v =2log(x — ¢)
v =28log(x) Tel in de formule 4 op bij de
| translatie (0, d) functiewaarde.
v==_&log(x)+d
=3
a y="log(x) —3
1 translatie (-2, 0) d -I_ Hlog(x) F
f(x) = 310g(x + 2) verlm. X-as,
De lijn x =-2 is verticale asymptoot. v =-3log(x)
b y="log(x) | translatie (-1, -2)
1 translatie (1, 0) k(x) = -3log(x + 1) — 2
v="log(x— 1)

J verm. x-as, 5

g(x)=52log(x— 1)
De lijn x = 1 is verticale asymptoot.

¢ y=7log(x)
J verm. x-as, 4

y=4"log(x)
J translatie (0, 3)

h(x)=4 - 2log(x) + 3

De lijn x =-1 is verticale asymptoot.
e y="log(x)

1 verm. y-as, %

v ="log(2x)

| translatie (0, 5)

I(x)=3log(2x) +5

De lijn x = 0 is verticale asymptoot.

t y="log(x)
| verm. y-as, 2

18 1
De lijn x = 0 is verticale asymptoot. v =*log(3x)
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| verm. x-as, 3
m(x)=3 - ilog(1x)
De lijn x = 0 is verticale asymptoot.
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Bladzijde 45
1 a y=]log)
J verm. x-as, 2
y=2"3log(x)
1 translatie (0, -4)
y=2+3log(x)—4

b y="log(x)
1 spiegelen in de x-as
y=="log(x)
J translatie (5, 0)
y=-3log(x-5)

¢ y="log(x)

1 translatie (-3, 2)
y=3log(x+3)+2

1 verm. x-as, 5
y=73log(x+3)+1

d y= 3]0g(x)
1 5 omhoog
y= 3]0g(x) +5
1 verm, y-as, ‘11
y=1log(4x)+5
J 3 naar links
v="1log(4(x+3)+5
oftewel v =log(4x + 12) + 5

L a y="log(x)
| translatie (4, 2)
flx)y=1log(x—4)+2
b y

Dr=4d; -5
¢ f(x)=6 geeft log(x—4)+2=6
Slog(x—4)=4
x—4=3%
x—4=81
x=85
Jx) <6 geeft4 <x <85
d f(7)=3log(3) +2=1+2=3
x<7geeftf(x)<3
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Hog(x— 1)< 13 geeft 1 <x<9

loglx—3)+2=1
log(x—3)=-1

L
4
1
1

0

X

élog(x—3)+221geeft3<x£7

¢ 3—Zlog(x)=0

log(x) =3
x=23=8
%
¥ =3 - log(x)
o]

3—2log(x) >0 geeft0 <x <8

(A »y=2logx)

| translatie (15, 0)
v="log(x — 15)

1 verm. y-as, <
v="log(5x — 15)

1 verm. x-as, -4

y=—4 - 2og(5x — 15)

| translatie (0, 6)
y=6—4"2log(5x— 15)

of v="log(x)
| verm. y-as, %
v ="log(5x)
J verm, x-as, -4
y=-4-2log(5x)
J translatie (3, 6)
y=6-4 2log(5(x—3))
oftewel vy =6 —4 - Zlog(5x — 15)

De verticale asymptoot is de lijn x = 3.
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Diagnostische toets

Bladzijde 48

(‘%)3 ‘% 1 1
a a =git=—=—

a% 43
5 9 b 3 5.2 3
S = 2 72 =2,
b «a bf—at2 b 7 & Zath =g

L3
¢ 7ab=7 L YB3

: Ja

2

c y= 3x0,3 ¥ (4x0,5)4 - 3x0,3 § 44 . x2 - 768)(2’3
Dus vy = 768x%3.

l a fl)=-F(x—2)°+3
J verm. x-as, -2
y=ix =24
1 translatie (-3, 6)
y=@+1)y°
Het punt van symmetrie is (-1, 0).

b gm)=i(x+1)*-2
J translatie (1, 5)
y= %x“ +3
J verm. x-as, 5
h(x)=31x*+15
min. is £(0) = 15

a x—4>0

x>4

Dus randpunt (4, 1), D, = [4, =) en B, =[1, —).
b x+2>0

x==2

Dus randpunt (-2, -4), D, =[-2, —) en B, = (¢, -4].
c x—320

X3

Dus randpunt (3, 5), D, =[3, —) en B, = («, 5].
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i a 5-20
i -
x§2%
Dus D, = (&, 2%] en randpunt (2%, -1).
Voerin y;=+/5—-2x— 1.
s |-als]2]-t]o]1]2]2
f(x)|2,6’2,3’ 2 ’1,6’ 1,2‘0,7‘ 0 ‘ 1

Y

[

I

|

|

: 2

|

| \

! 1 =

| N
1

l \ 25

—=< X
5L -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2N 1

|

Bp=[=1;:-5}

b Voer iny,=3.
De optie snijpunt geeft x=-5 117
fx)<3 geeft-51 <x<21

¢ f(-2)=2
x>-2geeft-1<fl(x)<2

B o 2=2-7

lewadrateren geett

Ax2 =2—"Tx

2 +Tx—2=0

D=7'-4-4.--2=381
“T+9 1 -7-9

x= 3 =va=—8 =-2

x= % geeft % = \/‘1:; vold.

x =-2 geeft -4 = \/16 vold. niet
b 28—xx=1

x\x=-27

kwadrateren geett

=729

x =9 geeft 28 — 9,/9 = 1 vold.
¢ 2—x=6

2r—6=\x

kwadrateren geeft

(2x—6)=x

42— 24x+36=x

4x? —25x+36=0

D=252-4-4-36=49

x=258+7=4vx=258_7=2

x=4 geeft § — \/4=6 vold.

x= 2‘17 geeft 4%_ 241‘1: 6 vold. niet

N
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‘N a y=2¢

Bladzijde 49

1 verm. x-as, 0,3
y=0,3:2¢
1 translatie (1, -3)
f(x)=03-2v"1-5
b B,=(5-)
De horizontale asymptoot is de lijn v =-35,
¢ Voeriny =03-2""1=5eny, =2+
De optie snijpunt geeft x = 5,580...
y

L [ R ———— y=-5

J(x) < g(x) geeft x < 5,58

d f(x)=p heeft &n oplossing als p > -5,
g(x) = p heeft geen oplossing als p < 2.
Dus-5<p <2,

v @@y=2#Grt=Bnil=o+i=3
x=<3 geeftg(x)=5

[] o y=108-3*%3=108 - 3% .33 =108 - 34"+ 55=4 - 81

Dusy=4 - 81%,
250 250
b y= G, g2 T2 (=225
Dusy=2-25" |
—3x=2 .,y 4x+t3 _vxtl . vx =" .l
¢ y=2"72 2 2-2%=2-(y
Dus y=2 - ()",

B o 51=125

5x—1:53
x—1=3
x=4
= 1
b 32x 5=ﬁ
32x—5:3—3
2—5=-3
2x=2
x=1
£ 2~dPl—3 =1
242" 1=¢4
42x—1=32
(22)2.x*1=25
24x—2=25
4x—2=35
4x =17
x=1%
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_— 1 -1
1] a 2log(3R)=2log(22 - 2'7) =2log(2 7) =-1
3log(27,/3) = 3log(3? - 3%) = 3log(3°}) = 3
1 2
¢ Slog(ygs * 35) =5log(573 - 5%) = Slog(57%) =23

[ a “log(2x—3)=2

¢ 5+3-log(x)=20
3 - Zog(x)=15
Zlog(x)=5
x=2
x=32

==
LTS

v ="log(x)

1 verm. x-as, -3
y=-3+Zlog(x)

J translatic (4, -2)
y=-32log(x—4)-2
b y=">log(x)

J translatic (-3, 2)
y="2log(x+3)+2

J verm. x-as, %

y=7oglx+3)+1

| =
-]

2 1
a 4-2log(x+1)=0 b ‘Zlog(x+2)=1
2og(x + 1) =4 x+2=3%
x+1=16

x=15
y

@1)

R

X

1
w+2]

1
Zlog(x +2) > 1 geeft -2 <x<-13

P e

x=-1

4—2log(x +1) <0 geeftx > 15

x=-2
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6 De afgeleide functie

Voorkennis Hellingen van grafieken en regels voor de afgeleide

Bladzijde 54

1) @ Voeriny;=-x3+35x?—6x+35.

dy
Stel i y=ax+bmeta=|-— =l
dxx=3

v=f3x+b }

S, 3:3+b=5

f3)=5,dus 4G, 5] .7 s
b=14

Dus k: y=-3x + 14.
d‘
b Stell:y=ax+bmeta=[l] =-6enb=>3.
dxx=0
DusI: v=-6x+35,

f) =t = 32 + 6= 1 goet () =26~ 6+ 6
g(x) = (5x2 = 2)* = 25x* — 20x” + 4 geeft g'(x) = 100x* — 40x

h(p) =-5p* +3p” — 8 geeft h'(p) =-3p% +3p
k(q) =10 — 5¢% + 9¢° — a* geeft k'(q) =-10q + 2747

a N o o

a f(x)= 1303 —6x2 + Tx + 5 geeft f(x)=4x2— 12x+7
De formule van de hellinggrafick is v=4x2 — 12x + 7.
b x=1geefthelling=4-12-12-1+7=4-12+7=-1

6.1 Raaklijnen en toppen

Bladzijde 55
WD a y=f(H=1P-12+2"1-4=1-1+2-4=-2
b f(x)=x—x?+2x—4 geeft f(x)=3x2—2x+2
De formule van de hellinggrafiek van fis y = 3x* — 2x + 2.
¢ x=1geefthelling=3-12-2-1+2=3-2+2=3
d De formule van £ is van de vorm y = ax + b.
a is gelijk aan de helling van de grafiek van f'in 4, dus a =3.
A(1, -2) ligt op £, en hiermee bereken je b,
2{13’_‘51’}3-1%?2
? 3+bh=-2
b=-5
Dus f: vy =3x—5.

Bladzijde 56
0 ) =37 =262 +2 geeft f1(x) = 15x% — 4x

Stelk:y=ax+bmeta=f’(4)=1%.42_4.4=8'

y=8x+b }

o §-4+bh=2

f@)=2,dus 44, )f 37 7
b=-30

Dus k&: y = 8x —30.
b Stell:y=ax+bmeta=f(-1)=1%"(-1)2—4--1=53.
y=5%x+b

SED =3, dus BCL ‘%)}

55 -1+p=-1
s}+h=-}
b=5

Dus l:y=5%x+5.
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D a flx)y=x-x2-x—1geeft flx)=3x>-2x—1
Stel k: y=ax+b taeta=1(2)=3 « 2=3 21 =7,
Z&7f)+b}7-2+b=1
’ 14+h=1
b=-13
Dus k: y="Tx— 13.
b Stelliy=ax+bmeta=f(0)=-1.

y=-x+b| , N
B(0,-1) }” &=

a g(x)=0 geeft x> — 6x=0
2x(x—3)=0
x=0vx=3
Dus A4(3, 0).
b g(x)=2x>—6x geeft g'(x) =4x— 6
Stelk: y=ax+bmeta=g'3)=4-3-6=6.
2{36:;)-’_1)}6'3"'5’:0
2 18+h=0
b=-18
Dus k: y=6x— 18.

a f(x)=x>—4x geeft f(x)=3x2—4
Stel k: y=ax+bmeta=f(1)=3-12-4=-1,
y=-x+b
- -1+b=-3
f(1y=-3, dus A(1,-3) b=
Dus ki y=-x—-2.
b f(x)=0geeftx’—4x=0
x(x2—4)=0
x=0vx’=4
x=0vx=2vx=-2
Dus B(2, 0).
Stel : y=ax+bmeta=f1(2)=3-22-4=8.
;&83)+b}8'2+b=0
’ 16+b=0
b=-16
Dus I: y=8x—16.

. A(6,-4) op de grafick van f geeft f(6)=-4
a-62—4-6+2=-4
36a—24+2=-4
36a=18

Dus f(x) =2x2 — 4x + 2 en dit geeft /(x) =x — 4.

Stel k:y=px+gmet p=f1(6)=6—-4=2.

Z(‘ﬁzf4;q}2-6+q=4

’ 12+g=-4
g=-16

Dus k; y=2x—16.
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Bladzijde 57

A a h(x)=-x?+5x—4 geeft hx)=-2x+5

B /() =3x-3x—2 geeft f(x) = 15523

b -2v,+5=2
xA=l%

_ | O] 1441
ya=h(h=-(lp+5- 11-4=1}

Bladzijde 58

a f(x)=-x2+2x+3 geeft fx)=-2x+2
ICraaiiijn = 4, dus f(x) =4

2x+2=4
“2x=2
x=-1
x,=-1 geeft v, =f(-1)=0, dus A(-1, 0).

b De helling in het punt B van de grafick van fis gelijk aan de richtingscoéfficiént
van de raaklijn in B. Deze raaklijn is evenwijdig met de lijn &z y =-6x + 8.
Dus f(xp) = rCpaijn = 164 = 6.
fx}=-6
2 +2=-6
-2x=-8
x=4
xg =4 geeft v, =f(4) =-5, dus B(4,-5).

1'craaklijn =3, dus f ’(x) =3
l%x2 -3=3
1%7):2 =6
x2=4

x=2vx=-2

f2)=-4enf(-2)=0
Dus de punten zijn (2, -4) en (-2, 0).

[0 o fr)=-32 +2+1 geeft f(x) =22 +2x

Stel :y=ax+bmeta=f(3)=-32+2-3=-3.

y=-3x+b } _
3:3+b=1
fB3)y=1,dus A(3, 1) 9+ p=1]
b=10
Dus I: v=-3x+ 10.
b rc,=rc;=-3, dus f(x)=-3

X2+ 2x=-3
2 +2x+3=0
x2-2x-3=0

x+1Dix—-3)=0
x=-1vx=3
xg=-1 geeft yz=f(-1)=21, dus B(-1, 23).

y=-3x+b

R o =il
B(ﬁl,.?.%) } 3=l wh=2z

_ gl
3+b—2§
_2
b=-3

Dus m:y=~3x—%.
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1 a f(x)=1x3—x2—2¢+5 geeft fix)=x2—2x—2

TCrpakiijn = 1, dus f{x) =1
ao— P 1
2-2x-3=0
(x+1)(x=3)=0
x=-lvx=3
Raaklijn £ in het punt met x-codrdinaat - 1.
rg=l,dusk:y=x+bl ., _ .2
f-1)=5% dus (-1, 5%) ! ‘;’ >3
b:6§

Dusk:y=x+6%.

Raaklijn / in het punt met x-codrdinaat 3.
re;=1,dusliy=x+b S
3=t dus@,1 [0

Dusl:y=x—4.
b Onderzock of de vergelijking f(x) =-4 oplossingen heeft.
) =-4 geeft x2—2x—2=-4
x2=2x+2=0
D=(-2P-4-1-2=-4
D <0, dus de vergelijking f"(x) = -4 heeft geen oplossingen en dus heeft de grafiek
van f geen raaklijn met richtingscoétficiént -4.

1 f(x)=ax?+ bx geeft f(x)=2ax+b

f(-2)=-6 geeft 4a —2b=-6
-2b=-4a—-6
b=2a+3
f(2)=2geeft-4a+b=2
b=4a+2
Hieruit volgt 2a +3=4a+2
“2a=-1
g
2

a=1geefth=2-1+3=4

EE] a f(x)=x3—1%x2—6x+3 geeft f(x)=3x2—3x—6

=0, dus f(x)=0
3x2=3x—6=0
x2-x-2=0
(x+1)x—2)=0
x=-1lvx=2
x4 =-1 geeft y,=f(-1) = 63, dus 4(-1, 63).
xp =2 geeft v =£(2)=-7, dus B(2, -7).
b De formule van de raaklijnin 4 is y = 6%.
De formule van de raaklijn in B is y =-7.

ICraaklijn

Hoofdstuk 6
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Bladzijde 60
M a fx)=13+322+10x+5 geeft f(x)=x2+7x+ 10
Fx)=0 geeft x>+ 7x +10=0
(x+2)(x+5)=0
x=-2vx=-5
y

N 2

-5 : 6) x
|
I

max. is f(-5) =2 en min, is /(-2) =-3%.

b g(x) =*éx3 = %xz + 3%}4: + 3 geeft g'(x) =*%x2 = %x + 3%

g'(x) =0 geeft —%xz —}Ix+ 3%= 0

2x2+x—15=0
D=12-4-2+-15=121,dus D =11
S+ g -1-11
x=—yp S % = 7 =-3
y

NZ A

min. is g(-3) =-4% en max. is g(25) = 852.

3

Sy =3x* — 423 — 127 + 40 geeft f(x) = 12> — 12¢* — 24x
F(x)=0 geeft 12x3 — 1252 —24x =0
12x(x> —x—2)=0
12x(x+ 1){(x—2)=0
x=0vx=-lvx=2
xy=-1 geett y,=f(-1)=35, dus A(- L, 35).
xg =0 geett vy, =7£(0) =40, dus B5(0, 40).
xc=2 geeft yo=/(2)=28, dus C(2, 8).

|

e
=
-]

=

b B,=[8,—)
¢ Stelky=ax+bmeta=2-8"40_
' Ax 2-0 '
y=-léx+b|, _ "
B(0, 40) }k.y léx +40

k snijden met de grafick van f geeft 3x* — 4x — 12x% + 40 =-16x + 40.
Voer in y; = 3x*— 4x3 — 12x2 + 40 en y, =-16x + 40.
De optie snijpunt geeft D{(-2, 72) en E(1,33; 18,67).
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Stel : y=ax+bmeta=f(1)=12-13-12-12-24 - 1=-24,

y=-24x+b
: 24 1+b=27
fy=27,dus F(L27)f 5,0
b=51
Dus I: v=-24x + 51.
! snijden met de grafiek van f'geeft 3x* — 4x3 — 12x% + 40 = -24x + 51.
Voer in y; = 3x* — 4x? — 12x2 + 40 en y, =-24x + 51.
De optie snijpunt geeft G(-2,28; 105,65) en H(1,61; 12,35),

)y =3x4—x2— 4x +3 geeft f(x)=x>—2x—4
f(2)=23-2-2-4=8-4-4=90

Uit de schets blijkt dat er een laagste punt is met een horizontale raaklijn en omdat
f(2)=0is er dus een extreme waarde voor x = 2.

_ Bladzijde 61
Ca f(1)=4-13-18-12424-1-10=4—-18+24-10=0

De functie heeft geen extreme waarde voor x = 1, want de grafick heeft geen top
voorx=1.

b f(1)=4, dus horizontale raaklijn y = 4.

f(2h =22, dus horizontale raaklijn y =2

Bladzijde 62

T] @ f)=2x"—103 = 7x geeft f(x)=25x"— 1352 -7

f(2)=25 (V2P ~15 (2P -T=10-3-7=0
4

{5

f ’(\/5) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = \/5
Dus f heeft een extreme waarde voor x = /2.
1

b g(x)= ‘1—1x4 + %x3 = It Srrpaehl p0=1 = 2=3%= 3

g3=(3P+({37-3-3-3=33+3-3{3-3=0

¥

Q

V3

g’(\/g) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = \/?_a ;
Dus g heeft cen extreme waarde voor x = /3.

Hoofdstuk 6
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| a f(x)=0geeft (x2+1)(x2-4)=0
X2+1=0vxi—-4=0
2=-1vxt=4
x=2vx=-2
A(-2,0) en B(2, 0)
fly=(2+ D(x2—4)=x* — 422 + x2 — 4 =x* — 3x2 — 4 geeft f(x)=4x> — 6x
Stelraaklijnin A is k: y=ax+bmeta=f1(-2)=4- (-2~ 6--2=-20.

Z(zfg“)”b}—zo-—zw:o
’ 40+b5=0
b=-40

Dus k: y =-20x — 40,
Stel raaklijnin Bis I; y=ax+bmeta=7"2)=4-23-6-2=20,

ooy Pha0-2+5-0
; 40+b=0
bh=-40

Dus /: v=20x —40.
b f(N=4-13-6-1=4-6=-2
(1) is niet gelijk aan 0, dus fheeft geen extreme waarde voor x = 1,

¢ =4 il -6 il=4- il -61l =61k - 611 =0
Yy

\ | &)

:
o |
I
|
I
I

X

! ’(\@) =0 en in de schets is te zien dat de grafick een top heeft voor x = 1%.

Dus fheeft een extreme waarde voor x = 4/ 1%.

T) a fx)=Gx3— 42— 5=1x5 -4 + 11 geeft f(x) = 1525 — 122

Stel k: y=ax+bmeta=/(1)=13- 15— 12+ 12=-101.

=-103x+b
f)=T5dus 4L, 7p) 2 1
*105-&- b= 771
b=173

Dus k: y=-103x + 173.

b f(0)=11-0°-12-02=0
JS(0)=0 en in de schets in het leerboek is te zien dat de grafick geen top heeft voor x =0,
Dus fheeft geen extreme waarde voor x = 0.

c f(2)=15-2°-12-22=15-32-12-4=48-48=0
f(2)=0 en in de schets in het leerboek is te zien dat de grafick een top heeft voor x =2,
Dus fheeft een extreme waarde voor x =2,

d f(2)=G 22-42-5=-5
Zie de schets in het leerboek: B, =[-5, —).
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6.2 De afgeleide van machtsfuncties

Bladzijde 64
4 a Uitx?= pr volgt x 2= x%’ dus g(x)= x% =x2
b g(x)=x72 geeft g'(x)=-2x7
o 1 3 1 ; _ 1 2
UltxP=x—pvolgtx 3=x—3, dus glx)=-2x3=-2- 25

C NORH DRIJF AUTO REEEL
DRUK OPF ENTER VOOR BEHERKEN

\/ Vs Y
Y2

WO NG L WN O

-9.003 | 8.
o 0ez | a0z

Y2B5 (Y1) |yey

Conclusie: er lijkt inderdaad te gelden dat g(x) = Lz geeft g'(x) = ]
X

N
Bladzijde 66
_ 8 mog o 4 15
(44 o flx)=—3=>5x" geeft f(x)=-15x"=-—
: X x
- 1 1. - ORI . 3
b g(x)—s?—gx3geeftg(x)——§x4——5?

5 § , ¥ 10
c h(x)=5x2—x—2=5x2—5x 2 geeft h'(x) = 10x + 10x 3 = 10x+x—3

- A
B o f=1 35=x—5x-3geeﬁf’(x)=1+15x-4=1+%
X X
] STV R , 5 iaod_ 2.9
b og)=""3 =2x1—3x3geeftg(x)=—2x2+9x4=—x—2+x—4
_x+2Z 1.3 o ane 22 2
© h(x)="%; —3+3x1geefth(x)_—§x2~—3?
_2x—1 2 4 1 TV N 2
1 a flo= 32 =g — gl peell fla) =% 2+§x3~73—x2+3?
-
b g(x)=6—xx—1=6—x+x’1geeftg’(x)=f1—x’2=ﬁ1—%
X
5 2% 5 4

¢ h)=o5 -5 =57 — 242 geeft h(x) =533 — tx = it

Bladzijde 67

,- +
25 [l f(x)=0geeft3x 3

o =0
3x+3=0
Ix=-3
x=-1 vold.
Dus A(-1, 0).
Fidi= 3x+3

X

P e w3
=3-~-3x1geeftf(x)»ﬂx2#7‘%—2

Stel k:y=ax+bmeta=f’(—1)=—i -3.

17
;;l3g)+b}3-1+b=o
’ 3+b=0

b=-3
Dus k; y=-3x—3.
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3 3
b rcmk]ijn = e dus f’(x) = I
3

x2

x2=4
x=2vx=-2
vold. wvold.
f(2)=41 en f(-2) = 13, dus de raakpunten zijn (2, 43) en (-2, 13).

Bl

2+
B « ﬂn=xx4=x+hﬂgwﬂﬂm=1—mﬂ=1—§
&aky=ax+bmaa=fm)=1—%=1—g=§
5

By g

y S)x13 3, PR 8 hb=g

f(3)= EE dus A(3= _) 5 13
p Ty
_8_ A2
p=5=22

Dus k: y = %x + 2%.
b rcmk]ijn = "3, dus f'(x) =-3

l——=-3
2

4
-—=-4

x2
xt=1
x=1lvx=-1
vold. vold.

f(l)=5enf(-1)=-5, dus de raakpunten zijn (1, 5) en (-1, -5).
c fx)=0 geeft 1 —j—2=0

max, is f(-2) = -4 en min, is /(2) = 4,
4
d f(x)=2geeftl ——5=
) =2 geeft 1 -
4
_x_2 = 1
x?=-4
geen oplossingen
Dus er is geen raaklijn met richtingscoéfficiént 2,
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&l r»- 2l an? geeft f(x)=2x—2ax3 =224
; a x2 a _x3
106) = 2 2a_
Fx)=0 geeft 23 0
x_2a
a x3
kruislings vermenigvuldigen geeft
24 =2a2
JC4 = a2
x’=avx’=-a
x=yavx=-\a
vold.  wvold.
Val a _a_a
xtopz\/ageeftytopzf(\/a)z p +(JE)2=E+E=1+1=2
(7\/@2 a a  a
xtopz_\/;geeﬁytop=f(_\/g)= = +(*\/E)2=E+;=1+1=2

Dus voor elke waarde van a liggen de toppen van de grafiek van fop de lijn y = 2.

1L L
b 2%){ 2=2%‘x 'x3=2%x\/_

wiloal 3.
€ lzxei=-3

X
3 3

X 2.x2.x% 2x2-\/)_c

Bladzijde 68
— r=xigecfigy=L xr=l. L L
D o gt)=yr=x?geofiglw)=5-x7=5-7=
N
b NORM DRIJF AUTO REEEL GRAD HN

DRUK OP ENTER VOOR BEHERKEN
v, Va V

ol

WONBNLWN

Y2B8 (Y1)

Conclusie: er lijkt inderdaad te gelden dat g(x) = \/E geeft g'(x) =

Bladzijde 69

i , ol 1 1
f(x)=x+\/,;=x+x1’-geeftf(x)=1+5x2=1+ﬁ=1+—
nr
1 1 1
b glx)=x'3x=x x5=x1§geeﬂg'(x)=l%x§=1%-i/,;
! i
¢ h()=—==t=x?geet ) =-txie- 1 -1 1
Vo g 358 g Dym
3 3 3
d k) =2 P =27 2T =25 geeft ki(x) = 3357 =32 12 x5 =312
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fx)y=x2- Q/J;=x2 'Jcé

= ft Fixy=21 &—21. -
=x4geeft fx)=2zx4=27 x x*=

a Z%x"{/J_c
2 2
b glx)= A £1_ A T 1 1=4i1 L—4Jc tax’ deeft
x\f xox2 x-x2 x2 x12
pl 2 3 2 3 2 3

g(x) = 2xz—1;x 2=

h(xy= (x> +1)(1 + \x)

1 o 1
geeft h'(x) =2x+25x 2+ a2 =2x +2% - x -7 +

1 I - 5
x2 2x22 \/J_C 2x2 .42

i L o

ll=2x+2%x\/§+

1 1 1 1
x+l+\/;=x2+x2'x2+l+x2=x2+x22+1+x2

2x

x—4 _x 2 -L 2
d k(x)== = ——=x3—4x 3 geeft
e X3 x3
i gé—c_;J%_L 4 2 4 2 4
X x 3= - & = +
S 3x% 3Jc1é 33 3’x‘x% 3-3x 3x-3x
1 1 1 172£ 3 1 3 3
a flix)y=—f¢== == ceft fix)=-15x ?=-5+—=- =
/e XWE oy x]2 g = P 220 2k
1 1
b g(x)=ﬁ—L=x5—Ll~x2—x2geeft
Lo gl
g’(x)‘%x”%x]z:%ﬂ“ L= L l
0T oT 20 9.yt 20 2oy
o 2 1 L
TN o AN - 2;% %—x — 257 geeft
WE  gep yipd g2 g2
1 3 1 3 1 3
h(x —*x2+3x 2=—+—= + = +
“ 2w i Z\fi 2o W 2k
l |
d k(x)=x2(x\f -3)=x3: Jx-3 x2— 32 =7 - 3" geeft
k(x) = 3x2 6x=35x2 X2 6x= 352 Jx—6x
1
a f(x)=(x\/£—3)2=x3—6x\/£+9=x3—6x-xi+9=x3—6xlf+9geeft
1
) =32-9x1= 9\/"
- St ok,
b g(x)zzzx 2 - le B2 o 3 et
XNE 2047 Py 422 xB2
=i 2+7x :7% 15127 3 - 15 723 1 315
2 22 x2ex 2-x3ex2 XEoNX Bl e
1 I L2
c h(x)Z(x—%/)_c)2=(x—x3)2=x2—2-x'x3+(x3)2=x2—2x3+x3geeft
1 1
h'(x)=zx—2§x§+§x‘§=2x—2§-§/§+%=zx—z§-Q];+3_2{/_
Sl x
2+ i
d k(x)=" LI S S -
Ve ouox
k’(x)=1§x‘%—xili=lz'Q/J?—L=1§'4x3— 1 = (2 B8 1
g g K 1 o g U
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35] =3-32=3 w-2=2-2
F S =3 Y7 =3x7 geeft f(x)=2x N

Stelk:y=ax+bmeta:f’(é)=%=%=4.
&t

v=4x+b } 1 3

4-c+b=7
=3 dusaGpS | FO

2 hB=Y

_ 1

b=z

Dusk:y=4x+‘1-1.

Stell:y=ax+bmeta=f’(8)=32ﬁ=%=1_
PR 8+b=12
8 =12,dus B8, 12)f § T8

Dus i y=x+4.
Snijden van k en / geeft 4x + T =x+4

Dus C(11,51).
7] 0 S = 3v=xexi-3v=x'T-3x geeft f(x) = 1ixi -3 =11k -3
f1x)=0 geeft 13 x—3=0

X
f@=4/4-3-4=8-12=—4
Zie figuur 6.18 in het leerboek.
min. is f(4) =-4.
b Stel k:y=axmeta=/70)=13/0-3=-3.

Dus k: y=-3x.
c rc;=3,dus f(x)=3
13Jx-3=3
13Jx=6
Jx=4
x=16
f‘(:;)xilbﬁ, dus A4(1e6, 16)} 3 16+b=16
& 48+ b=16
=-32

Dus I: y =3x—32.

Bladzijde 70

=1ix+5
;(1) 2x3 dus A(1 3)} 13+ 1+6=3
=5, dus ]
13+5=3
b=1;

Dusk:y= 1%x+ 1%.
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b f’(x)=0geeft2%x x—$=0
2%x\/E=L
XX
Z%x\/.;'x x=1
2%x3=
3

=3

x= {/;5'2 vold.

Er is gegeven dat de grafiek een top heeft en de vergelijking f(x) = 0 heeft één
oplossing, dus deze oplossing moet de x-codrdinaat van de top zijn,

=32 =2
Dus xtop~\[5enp45.

a s(6)=100Ji=10¢ - £ = 1067 geeft s76) = 152 = 154t
5(8)=15/8=15-22=302
Dus de snelheid na acht seconden is 30,/2 m/s.
b 108 kmiuur s 200 = 30 ms.
s(t) = 30 geeft 15\/r=30
\i=2
t=4
Dus na vier seconden is de snelheid 108 km/uur,
¢ 5(9)=10-9-/9=90-3=270ens(9)=159=15-3=45
Dus in de eerste negen seconden legt de trein 270 meter af en in de volgende 51
seconden 51 - 45 = 2295 meter.
Dus in de eerste minuut legt de trein 270 + 2295 = 2565 meter af.

T) £(0) = (2x — pyR)2 = 42 — dpfr + pPr = 4x2 — dp - ' + P geet
F0x)=8x —bp + X7+ p? = 8x — bpyx + p?
Een maximum voor x =21, dus f{(21)=0

8- 24— 6p\2k+p2=0

18—6p - 13+p*=0

P9 +18=0
(P—3)p-6)=0
p=3vp=6
p =3 geeft f3(x)=(2x — 3\/x)?
¥
fE,
(@] 21I x

Voor p = 3 heeft f; geen maximum voor x = 2‘11.
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p:
4

6 geeft f5(x) = (2x = 6y/x)?

(o}

] X

Voor p = 6 heeft f; een maximum voor x = 2%.

max. is f(23) =201,

6.2 De kettingregel

Bladzijde 73

0 Bl Forri DRIJF AUTO REEEL GRAD W

DRUK OP ENTER VOOR BEHERKEN
v V

WO NBVIEWN D

Y 2Bk (Y1) yen

Conclusie: er lijkt inderdaad te gelden dat g(x) = 0,05(4x — 16)° geeft g’(x) = 0,6(4x — 16)°.

46

Bladzijde 74
Fx) = (dx + 3)% geeft f7(x)=3(4x +3)? - 4= 12(4x + 3)?
b g(x)=(5x —2)3 geeft g'(x) =-3(5x—2)* - 5=-15(5x—2)*
¢ h(x)=6(3x—4)° geeft K(x) =6 5(Gx—4)* - §=15(3x — 4)*
d k(x)=-3(Gx+5) " geeft K'(x)=-3 - -4(x+5)y5 - L=2@¢x+5)5
@ f(x)=3x2— (Fx—2) geeft f(x) = 6x—3(Gx—2)? - §=6x—3 (35— 2)?
B e Ky = 5 e Ay — Y5 3 =60
b g(x) (3x—1)4 5(3x—1)" geeft g'(x)=5--4C3x—1)>-3 Gr—1y
¢ h(x)=(4x—3)* — (2x - 5)° geeft
h(x)=4(4x—3) - 4-3(2x— 5)2 - 2=16(4x — 3)3 — 6(2x — 5)*
4 . Yo 4o
d k(x)=5x—w=5x—4(3x+2)3geeftk(x)—5—4‘—3(3x+2)4’3—5+
o fx)=(x—3P - 15x+10 geeft F)=3Gx -3 5-13=13Gx—-3P—-13
b f(x)=0geeft 133x—3)2—13=0
BGx-32=13
Gx—3)=1
%x—3=1v%x—3=4
¢ f(x)=0geeftix—3=1vix—3=-1

%x =4v %x =2
x=8vx=4
Zie figuur 6.19 in het leerboek.
max, is f(4) =3 en min. is f(8) =-1.

Hoofdstuk 6
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T a f()=Gr—1)*—x+2geeft f(X)=4Gx— 1 1-1=Gx—13-1

F6)=0 geeft Gx— 1P —1=0
Gx—13=1
Ix—1=1

%x=2
x=38
Zie figuur 6.20 in het leerboek.
min. is f(8) = -5, dus B, =[5, —=).
b Uit vraag a volgt A(8, -5).
S0)=(+-0-1)*~0+2=3, dus B(0, 3).
_ _Ay_5-3_
Stelk.ykax+bmetakAx4 8—0 ==,
y=-=x+b| . _
B(0,3) }ky x+3
¢ Stell:v=ax+bmeta=r¢;=rc,,=-1.
re;=-1, dus f(x)=-1

Gx—1P3-1=-1

Grx—13=0

gx—1=0

1. _

ax=

x=4
y=—x+b _ .
F(4)=-2, dus raakpunt (4, 2)} Atb=-2

b=2
Dusly=-x+2.

Bladzijde 75

B a f3)=32 3-5P+2=% 13+2=2;

g3) =53 - 3- 10 +2y=—3 - 1)+ 27 =23
Dus 4 ligt zowel op de gratiek van fals op de grafiek van g.

b f(x)=1(2x—5)7 +2 geeft f(x)=1:32x-5)-2=13(2x-5)7
fe=1523-57=13
2(x) =-3(3x — 10)* + 23 geeft g'(x) = -1 - 4(3x— 10)* - 3=-3(3x— 10)?
g(3)=-33-3-109=3

f(3) # £'(3), dus de raaklijnen in 4 zijn niet evenwijdig, dus de grafieken hebben in 4
geen gemeenschappelijke raaklijn. De grafieken raken elkaar dus niet.

€ TCrain = 133, dus f(x) =133
13(2x— 52 =131
Px—5P=9
2x-5=3v2x—5=-3
Dp= v B
x=4vx=1

f(@)=83cen f(1)=-43
Dus de punten zijn (4, 83) en (1, -43).
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I A =(ax—2)*+1ax geeft f(x)=4(ax—2)} - a+3a=4a(ax— 2P +1a
Een extreme waarde voor x = 3, dus /(3)=0.
Dit geeft 4a(a - 3-2)* +1a=0
da(3a -2y} +1a=0
1a(8(3a -2y +1)=0
1a=0v8(3a—-2P+1=0
a=0v83a—2)>=-1
a=0v(3a—2y=-%
a=0v3a—-2=-1
a=0v3a=13j
a=0va=%
a=0 geeft f(x)=(-2)*+0= 16 en deze functic heeft geen extreme waarde voor x = 3,
a=1% geeft f(x)=(Gx—2)*+1x

¥

0 3

[ heeft een extreme waarde voorx =3 als a = %
v/ a Voerin y;=.3x+1.

[d_-"] _3
dx x=5_B

Dus g(5) =3.
1 3 3

3
b De formule geeft g'(5)= ‘3= e
2f3:5+1 216 274 B

3 klopt met g{5) = 3.

1
Dus de formule g'(x) = ——
g) 23x+1

Bladzijde 76

T a f()=yJax+b=(ax+ b)ﬁ geeft f(x)= ;—(ax i b)% ca=

a a

Nax+by 2Nax+b

3

b g(x)=/3x+ I geeft g'(x) = 23+ 1

-7

f’l(x) =4-"7Tx geeft h'(x) = m

[ @ fx)=J4x =5 geeft f{(x) = 2\/41——5 ) \/4"2—_5

2 1
b =3x+/2x + 1 geeft g'(x) =3 + =3+
e B et O e

3

c h(x)=\f;+\/37xgcefth’(x)=;/;+2\/3_x

=5 5

d k(x)=3x2—-2-5 ft K(x)=bx ————=6x+ ——
() =3 2 Srgeel ) = 6x = = T T B e
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1 2 2
) a f(x)=Qx—5p geeft f(x)=5@2x—5)3-2=%(2x-5)7
b g(v)=1x? — (Bu) geeft () =x —+(3x)F - 3=x—3(3x)
¢ h(x)=(2c+1)'? geeft h(x) = 12 Qu+ 1) - 2=3(2x+ 1)
d k(x)=Gr— )yar— 1= Gr— 1) geeft K(x) = 1L Gx - 1 - 3=4L 3x— 1
1 a 3x+4=0geeft3x=-4
x=—1%
fCl3) =7 -13+4-0=3;
Het randpunt is A(—l%, 3%).
b f(x)=4x+4—\Bx+4geeft flx)=1-———

]

Stelk:y=ax+bmeta=ff(0)=%_

P o
£(0)=2, dus B(0, 2)

, 3
¢ fix)=0 geeft %—m=0
13
2 2\3x+4
kruislings vermenigvuldigen geeft
2\3x+4=6
V3x+4=3

3x+4=9

3x=5

x=13vold.
(13 =12, dus C(13, 13),

}k:y=—§x+2

Bladzijde 77
a 4x+12=0
4x=-12
]
f(-3)=13, dus het randpunt is (-3, 13).

Voer in vy =/4x+ 12 — %x en plot de grafiek.

y
—\
3,13
5 X
_ 1 b 4 1. 2 1
b f(x)—\/4x+12—5xgeeftf(x)—2\/4x+12—5—\/4x+12—§
Stel k: y=ax + b met a =f(6) = —4-24-12_%:\/?’_6_%:%_%:#%'
1
y=-gxtb }l-6+b=3
= 6
f16)=3, dus A(6, 3) o] £ Bl
b=4

Dus k:y=—%x+4.
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=0

r—

c [f(x)=0 geeft ﬁ—

2

Jax+12

kruislings vermenigvuldigen geeft

Vadx+12=4

4x+12=16
4x=4
x=1 vold.

b=

Y

|

I

|
. ! ;
-3 8] 1

max. is f(1)=3%en Bf=(<—,3%].

d f(x)=3 geeft JAx+ 12— Jx=3
JET T =ke+3
kwadrateren geeft
Ax+12=1x2+3x+9
;lixz—x—3=0
X—4x—-12=0
(x+2)(x—6)=0
x=-2vx=6
vold.  vold.

<

b
I
(&

m

P
| |
|

- -
-3 2 (&)

Jx)<3 geeft-3<x<-2vx>6

>

N
/

f(19=3-3+4—J0=1+4=5, dus randpunt (13, 5).
Voer in y; = %x +4 — /6x — 8 en plot de grafiek.

y
(13.5)
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Zie de schets bij a,
min. is f(4) =3, dus B, =[3, =).

¢ Stelk:y=ax+bmeta=r(12)=3- ﬁi’z_s%—fﬁ_f%—%%

3. 12+5=5
45+p=5

y=%x+b }
S(12) =35, dus A(12, 5)

Delijnk:yv= %x + % gaat niet door de oorsprong,
d f(x)=3)geeft3x+4—/6x—8=3%
%x+%= 6x— 8
3x+2=4\6x—8
kwadrateren geeft
9x2 + 12x +4 =16(6x — 8)
9x2+12x +4=96x— 128
9x2—84x+132=0
3x2—28x+44=0
D=(-28%—-4-3-44=256
JC=28+16=7va=28—16=
6 . 6
vold. vold.

. 5) /

r——— 1 — !

2

w]—

(

I
|
I
1 I
[ |
11 I
I 1 |
11 |
11 I
[} |
—_— & x

O 112 7

1 il
3 3

f(x)>33 geeft 1} <x<2vx>T73

d

] fe)=ax+b+Jax+b geeft fx)=a+ Wrre

a

2\ax+b
Fan
2\ax+b

—_— —.1 —__
AN~
a=0v2Jax+b=-1
a=0v Jax+b=-1

a =0 geeft f(x) =5+ /b en dit is voor elke b een constante functie, dus f heeft geen
extreme waarde in het geval a = 0.

Vax+b= —% heeft geen oplossingen, dus ook in dit geval heeft /' geen extreme waarde.

Sx)=0 geefta + =0
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6.4 Toepassingen van de afgeleide

Bladzijde 79
lijn /
x |0 |2
yl-2]2
Y
A
2
1
o] 2 3 4
—-1
—-2

Ja, de lijnen £ en / staan loodrecht op elkaar,

Stel m: y =ax+ b,

1
m /1, dus a=rc,, =1¢;=-3.

1

y=-3x+b| 1 _

A(4,0) } 7:4+b=0
24+b=0

b=2

Dus m:y=—%x+2.
1

rc,, = 7, dus bij p ga je 4 naar rechts en 1 omhoog.
Dus bij n ga je | naar rechts en 4 omlaag.

Stel n: y=ax+ bmeta=rc,=-4.

3;;*§X+b}—4»1+b=3
3) -4+b=3

b=17
Dus n: y=-4x+17.

Bladzijde 80
H] a Stelk:y=ax+b.

rc;=3 ]
kLl dusrck'rc,=v1}rck_31 L
1 I'Ck_7§
y=-3x+tbl 1 o ,_
46,7) }3 M
-2+b=17
b=9
Dusk:y=—%x+9.
Steln}:y=ax+b.
n =3 }rc . |
mLn,dusre, - rc,=-1 rc: =2_2
é’(f3‘%f)+b}—z-—3+b=4
’ 6+b=4
b=-2

Dus m: y=-2x - 2.

Hoofdstuk 6
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¢ Stelp:yv=ax+b.

-
S rc, - -2=-1
plyg dusre, re,==1] ¥ 7

rcp=%=3;1_7
1
=3ix+
2232; b}S%‘2+b=5
25 J7ip==s
b=-12

Dus p:yv= B%x— 12.

= 6 = — -1 ’, — _ D e -18
f@=3—qg+4=6Gx—10)" +4 geeft f()=6--1(3x—10)2 - 3 e 1P
Stel : y=ax + b.
rc =f’(4)=i=74l
# (12102 2 3re,--4k=-1
[ 1k dusre re,=-1 ; _%__1

2
I‘C,;=§
y—-x+b .
A4, 7) }8 4rb=7
§+b~7
b= 63
Dus /.y =%x + 6% en B(0, 6%)
Bladzijde 81
2 -
-\ ksnijden met de grafiek van f geeft e o =7%x
x2—4=-x2
2x2=4
x2=2
va=,\/§
vold.  wvold.
-4 2 o)
f(x)_— éx—;=2x 2xlgeeftf(x)=*+2x2=% x_2
1y 2 142 Lo 2 1.8 1
e, =f(\2)=3+ ) 2-1 enrc, =f(2)=5+ (\/5)2_2+2_12'

ICy * IC; = IC; " IC,, =

|
bl ﬁ
N

» 1% =-3 3 #-1, dus k staat niet loodrecht op [ en ook niet loodrecht op m.

) a fl)=4c—2x/x=4x— 212 geeft f(x)=4— wT=4— 3x
fx)=0 geeft4 —3x=0
3Jx=4
4
Va=3
_ 16
=9
Zie figuur 6.26 in het leerboek,
max. is f(3) =235 en B, = (¢, 257].
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b f(x)=0 geeft 4x — 2x\x=0

2x(2—\x)=0
2x=0vx=2

x=0vx=4
e, =4 =4-3/4=4-6=-2

Stel I: y=ax+ b.

I'Cszz . =
[J_k,dusrc;-rck=—1}rc" 12 1
i 1‘C[=E

y=5x+b}1A4+b=o

2
A% J54p-0

b=-2
Dus l:y=%x—2 en het snijpunt van / met de y-as is S(0, -2).

€ rc,=2 Ay
nlm,dusrc, - rc, =-1 Cn 21 L
c,=-3

n raakt de grafiek van fin B, dus in B geldt f’(x)=rc,,,=—%.
Dit geeft 4 — 3\x=-1
3y =4}
!
Vr=13
XIZjT

xp=2hgeelt yy=f(2h=a-20 228 \al=9—al.1l=9_63=21 dus B2} 2D,

b=

De lijn p heeft twee punten met de grafiek van f gemeenschappelijk als de vergelijking
JS{x) =ax twee oplossingen heeft,
F(x) = ax geeft 4x — 2x\x = ax
4x —ax—2x\x=0
x4 —a—+x)=0
x=0v4d-a-— \/; =0
x=0v \/; =4-a
De vergelijking f{x) = ax heeft twee oplossingen als \/x =4 — a een oplossing heeft die
niet gelijk is aan 0, dus als 4 —a >0
—a>-4
a<4
Dus voor a < 4 heeft de lijn p twee punten gemeenschappelijk met de grafiek van f.

a p=jgeeft PO=yo=( -8 3+16=7-4+16=12zen
A=OP'PQ=xp-yQ=%‘ 121 =65.

p=lgeeftyp=1>-8-1+16=1-8+16=9en A=xp yp=1-9=9.
€ p=2geeft yp=22-8-2+16=4-16+16=4end=xp - yp=2-4=8

Bladzijde 83

¥4 a Uitxpzxg=pvolgtyp=*%p2+3p.

54

A=5-00-PO=5"xg" yp=5"p* (3P +3p)=-3p°+ 130

4
b A=-gp +13p geeft g—p=—%p2 +3p

Hoofdstuk 6
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¢ 94_0geet-22+3p=0

dp o
-zp(p—4H=0
p=0vp=4

A

|
|
|
I
|
|
|
!
o) 4 a

De oppervlakte van driehoek OPQ is maximaal voor p = 4.
De maximale oppervlakte is A, =-5 - 4>+ 13- 42=8,

Bladzijde 84
Uitxp=xQ=pvolgtyp=9—p2, dusA=% . OQ~PQ=% pe (9—p2)=4%p—%p3.

d4
A=41p—1p3 geeft —p=4%— 15p?

d
d4
EZO geeft4%— 1%p2=0
-13p? =4
P’=3
p=\3vp=-\3
A
|
|
|
|
I
|
I
|
|
|
]
o NG 3 P

De oppervlakte van drichoek OPQ is maximaal voor p= \/5 !
De maximale oppervlakte is A, = 4% +\3- é— (B3P = 4%\/5— 1%\/5= 3./3.

[7] a -x2+6x=0
x(-x+6)=0
x=0vx=6
Wegens de symmetrie van de parabool geldt PO =6 —20P =6 —2p,
Uit xg=xp = p volgt yg=-p* + 6p, dus
A=PQ " PS=PQ " vs=(6—2p)(-p* + 6p).
b A= (6-2p)-p*+6p)=-6p>+36p+2p>—12p2=2p> — 18p? + 36p geeft
§—j=6p2—36p+36
g %=0 geolt 62— 365+ 36 =0
pPP=6p+6=0
D=(-6)2—4+1+6=12,dus \[D=2,/3 A
6+2.3 6—23
2 YPTT
p=3+\3vp=3-3
Zie de figuur hiernaast.
De oppervlakte is maximaal voor p=3 — \/g .
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- a P(p,0)en O4, 0) geeft PO=4-p.
Uitxz =xp=p volgt y,=p*> —2p +3, dus
=3 PQPR=} PO - yp=5(4=p)p? = 2p+3) =5(4p? —8p+ 12— p*+2p2 = 3p)
=3P+ 6~ 1p+12) =3 +3p7 = 55p+6

b A=-3p° +3p2—5%p+6geeftg—i?l%phep—s%

44 _ o geefi-11p2+6p—51=0

dp
32— 12p+11=0
D=(-12)-4-3-11=12,dus /D=2,/3
12423 12-23
pP=—¢ VP ¢
6+3 6—/3
Pr= 3 vp= 3
A
3,192
3

|
|
I
|
|
I
I
I
!
|
I
|
I
|

P

e e et e

4

+3

3

6+
3

=]

(=)}

p=lgeeftd=3enp= geeft 4 =3,192.

6+3
3

Dus A4 is maximaal voor p= en A, ~ 3,192,

11 Voerin y, zf%x3 Foli=— S%x +6eny, =y1( 3

ﬂ)

Neem x tussen O en 1.

De optie snijpunt geeft x =0,845...

Dus voor p = 0,85 is de oppervlakte van drichoek POR net zo groot als de maximale
oppervlakte die in opgave 65 is berekend.,

T A =\1=1,dus A1, 1) L4
o 1 1 L=y4=yp=1-5=3
g(l)=3,dus B(1,3)
f@h=\21=1} dus 402}, 1}
£(23) =55, dus B2, 5p)

£9)=1/9=3, dus 4(9, 3)
2(9)=%= 1%, dus B9, 13)

1 9 1
}L=,vA—yB= 137207 Ixg

}L=yA —yp=3-1%=1}
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a flx)=g(x)geeftx+2=6x+12
kwadrateren geeft
(x+2)2=6x+12
+4x+4=6x+12
2-2x—8=0
x+2)x—4)=0
X==2vx=4
vold,  vold.

4
4

/—2 0
X=p

Voor x = p met -2 < p < 4 ligt de gratick van g boven die van f, dus

L=yy=24=8()~f(p)=op + 12~ (p+2)=Jop~12-p~-2.
di _ 6 3

b = -1= -1
dp  26p+12 Jep+12
dL 3
——=0geeft ——=-1=0
dp = E° Jep +12

3
|
\opt+12
Jop+12=3
6p+12=9
6p=-3
p=~%vold.

L
dl
!
-2 <k @ s P

; ; 1
L is maximaal voor p =-3.

Lo =\6 -3+12--3-2=0+1-2-11
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%x +1= \/m

x+2=2\3x+6
kwadrateren geeft
(x+2?=4(3x+6)
x> +4r+4=12x+24
x2—8—20=0

(x+2)x—10)=0
x=-2vx=10
vold.  vold.

x=p
Voor x =p met -2 < p < 10 ligt de grafieck van g boven die van f, dus

- _ _ 1 _ 1 u 1
L=yp—y,=8@)—f®)=-3p+5—(6—\3p+6)=-3p+5-6+\3p+6=\3p+6—3p— 1.
aL 3 1

dp 2.3p+6 2

i |
=0 geeft —=———-1=0
p ¢ 2

b L= 3p+6—%p—1geeft

o _1
23p+6 2
kruislings vermenigvuldigen geeft
2/3p+6=6
J3p76=3
Ip+6=9
3p=3
p=1vold.

L

AT

=2 (@] 1 10

el

L is maximaal voor p = 1.

Ly =3 1+6-3°1-1=3-3-1=13

Bladzijde 86

1 f()=g(x) geeft 3x2 = 4/2x
2=16\2x
kwadrateren geeft
x*=256-2x
x*=512x
x*=512x=0
x(x3—512)=0
=0 v=512
x=0vx= \/SE= 8

vold. wvold,
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0

>

T o s . s s e e

x=p
Voor x =p met 0 <p < 8 ligt de grafick van g boven die van f; dus
L=yy=y,=20)~f(p)=42p — ;1"

d 2

L=42 ft
L e =
d—=0 geeft — \/_ §p=0
\/’_ 2
kruislings vermenigvuldigen geeft
P2 =8
kwadrateren geeft
p’-2p=64
pP=32
= 3/32 vold.
L
|
|
I
I
I
|
|
!
o) Y3z 8 =
L is maximaal voor p = 3/32.
71

L

Voor x = p met p > 0 ligt de grafick van g boven die van f; dus
L=yz~y4=8p)~f(p)=5p\p— (P +6p=8)=3p\p+p?~6p+8.
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L=%p\/1_7+p2—6p+8=%p1%+p2—6p+8 geeftj—}l;=p%+2p—6=\f5+2p—6
%=0geeﬁ Jpt+2-6=0
Jp=-2p+6
kwadrateren geeft
p=(2p+6)7
p=4p?—24p+36
4p? - 25p+36=0
D=(252-4-4-36=49
2547y, 257
8 8 4
vold. niet vold.

!
1
!
!
|

P
0 2%

L is minimaal voor p=2;1g.
2 1 1 1 1 1 1 i1 1 13
Lya=2-21-\2l+hp—6-20+g=11. 145t _13l48-18

min

Diagnostische toets

Bladzijde 90
B o f)=-L3+5x2+4x+1 geeft f(x)=-3x2+x+4
Stel k: y=ax+b meta=f1(2)=-%22+2+4=4,

y=4x+b 2
4-2+p=92

2)=92, dus 4 2,92} 3

fopig el L
b=13

Dus k: y=4x + 12,
b [/ k dusre,=rc,=4,dus f(x)=4
—%x2+x+4=4
*%x2+x=0
—%x(x—2)=0
x=0vx=2
f10)y=1, dus B(0, 1).
c I'c"raaklijrl =0, dus f’(x) =0
—%xz +x+4=0
2-2x—8=0
(x+2)x—4)=0
x=-2vx=4
f(-2)=-33 en f(4) = 143, dus de punten zijn (-2, -33) en (4, 143).
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B a f(x)=x>—3x2+2 geeft [(x)=3x2—6x
f1x)=0 geeft 3x> —6x=0
3x(x—2)=0
x=0vx=2

AN
\/

max, is f(0) =2 en min, is /(2) =-2,
b g(x)=x—9x2+ 15x + 4 geeft g(x) =3x%>— 18x+ 15
2'(x) =0 geeft 3x2— 18x+15=0
¥ —6x+5=0
(x—1)x—5)=0

x=1lvx=5

—————————{

max. is g(1) = L1 en min. is g(5) =-21.

1 @ ()= 9% +4x3 — 45x2 = 30x + 5 geeft f(x) =363 + 12x2 — 90x — 30
FH=36-(13p +12- (1H2-90-13-30=1215+27-135-30=-161
f ’(1%) # 0, dus f'heeft geen extreme waarde voor x = 1%.
b 2D =36 (2l +12- (202 -90- 21 -30=36-2L - 2l +12-20-90 - 2130
= 90,21 +30-90\21-30=0
¥

A
P

I ’(\/;%) =0 en in de schets is te zien dat de grafick een top heeft voor x = 2%.

Dus f'heeft een extreme waarde voor x = 2%.
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O « f(x)———3x geeﬂf(x)——l?-xs“x—s

b glx)= 4x3 -

12

gx) =12+ 6x3 — 6x7* = 1242 +£—%

6 /x — x2
d k(x)= W —@—x T —xgeelt
X X
k(x)=-3x 2—1—*i1—1=7 3 l—1=ﬁi—1
2 . Fafx
e /(x)= (x2+2\/_)2=x4+4x2 Vx+dx=x*+4x2 = x4+4x2+4xgeeft
1(x)=4x3+10x2+4=4x3+10-x'x3+4=4x3+10x\/;c+4
2 2
ooyt D B T L el
P2 508
I 2
m'(x)=1%x§+%x73=l%'{/J_c+%=1%'%/;+ e
3x3 3-gx
+
W et A A et PRy =R T 2
\/; x2 X i 5 x
Stelk'y=ax+bmeta=f’(4)=ﬁ—n=%—}¢=}1.
y=gx+b }1 4+b=6
F(4)=6, dus 4(4, 6) +b=6
Dusk:y=‘1—1x+5.
1 2
b f(x)=0geeft—=——==0
Fx) g \/J_C x\/;
A1 _2
NERENA

kruislings vermenigvuldigen geeft
x\/; = 2\/;
x\/; —2x=0

Vx(x=2)=0
x=0 vx=2
vold. niet vold.
y
¢
|
I
! X
@] 2
. 2244 8 8 2 82
Lis f(2) = === . _ " _4N
N R A A i R

Hoofdstuk 6

=43 — (3x2 — 2 3) =4x® — 32+ 2x73 geeft
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T @ f(x)=(6x— 1) geeft f(x)=5(6x— 1)* - 6=30(6x — 1)*

5
b g(x)=6x— 1)

gx)=18x2—-5--4(2x—1)5-2=18x2+

=6x3 — 5(2x — 1) geeft
40
2~ L

¢ h(x)=6(3x—2)* geeft A(x)=6 - 4(3x—2)* - 1 =8(3x — 2)°

B o f(0)=(Gx -2 —9x+40 geeft (1) =3(Gx—2)2 - }-9=(Gx -2 -9

F6)=0 geeft 3x—2)2-9=0
Gx—2)2=9
1x-2=3vix-2=-3

%x=5v%—x=—l

x=15vx=-3

N .

max., s f(-3) = 40 en min, 1s f(15) =-68.
b Stelk:y=Tx+tbenl yv=Tx+b

f)y=rc,=r¢;=7

Gx—2P2-9=7

Gx-2)?2=16

Ix—2=4vix-2=-4

L. Lo
FX=6vzx=-2

x=18vx=-6
kiy=Tx+b }
i B 7-18+h=-58
S(18)=-58, dus (18, -58) 126 + b =-58
b=-184
Dus k: y="7x - 184.
Ly=Tx+b }
~ . 7--6+b=30
J(-6)=30,dus (-6,30)) 5 '\ _ag
b=72

Dus l: y=Tx+72.

Bladzijde 91

T 0 f) =18 - Gr— 1S geeft £(x) =20 — 12G3r— 177+ 3=265 — 4(3x— 1)

3
b =/3x—4+x2-6 ft o'(x)=———+2x—6
g(x) x X X gee g(x) 2\/3x—_

4
€ h(x)=Qx+ 1?2 2x+1=(2x+1y" (2x+1)%=(2x+1)25‘geeﬁ
W) =22 Qe+ 1D 2=5 - @x+ 1) - Qe+ 1 =5+ y2e T 1
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e
[-]

3x+15=0

3x=-15

x=-5

f(-5)="21, dus het randpunt is (-5, 23).

Voerin yy=/3x+ 35— %x en plot de grafick,
y

[ L

(5, 22
X
o)
3 1
b = 3x+ 15— 1x geeft fl(x)=———=-1
fx) X X g fx) 2\/m 7
" 3 1_1_1_ 1
Stelk:y=ax+bmeta=f(N)=————=—-5=3-5=-3.
2f3-7+15 2 48
1
=-zx+b
! 4x] 1}A%'7+b=2%
f(7y=23, dus A(7, 25) 4 |
*13"' =2§
bh=4}
Dus k:y =*;1fx+ 4%.
c f’(x)=0geeft;—%=0

2+/3x+ 15
3 _1
23x+15 2

kruislings vermenigvuldigen geeft

2?f3x+ 15=6
3x+15=3
3x+15=9
3x=-6
x=-2vold.
Zie de schets bij a.

max. is f(-2) =4.

[0 o f()=drr—22=dx—x2 geeft fx)=6x% —2x = 6x — 2x
1x) =0 geeft 6,/x —2x=0
6+/x =2x
kwadrateren geeft
36x = 4x?
36x —4x2=0
4%(9 —x) =0
x=0vx=9
vold. vold.
Zie figuur 6.34 in het leerboek.
max. is f(9) =27 en By =(«, 27].
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b Stell:v=ax+b.
rc,c=f’(4)=6\/z—2-4=4}r

[ 1k, dusre; rep=-1 _
e ="y

1
y=1x+b} 1
-7:4+b=16
1
A416) ) _11b=16
b=17

Dus i y=-3x+17.
[ snijden met de x-as geeft f‘]‘x +17=0

-1x=-17
x =068
Dus B(68, 0).

I a P(-1,0)en O(p, 0), dus PO=p+ 1.
Uit xz =xp=p volgt yg=-p* + 3p + 4, dus
A=5PO OR=5"PQ " yp=5(p+ 1)(p*+3p+4)y=5(-p> + 3p> +4p—p> +3p+4)
=3P+ 22+ Tp+ 4 =3P + P2 +35p+2
b A=-Lp3+p?+3Lp+2 geeft S4 =112 4 2p+3L

dp
%=Ogeeft—l%p2+2p+3%=0
3p*—4p-7=0
D=(-4*—4-3--7=100
4+10 4-10
=7 =21vp= z 1

Vi

-1 0

p

x=p
Voor x = p met p > 0 ligt de grafick van f boven die van g, dus
L=y,~y3=f(p)—g(p)=p*+ 4~ p\p.
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L
L=p+4=pp=p?+4-p" geeft

dL
dp

"= =0 geeft 2p— 13p=0

2p=13p

4p=3\p
kwadrateren geett
16p2=9p

16p> —9p=0
p(lep—9)=0
p=0vI1ep=9
p=0vp=1¢
vold. wvold.

o}

Dus de lengte van lijnstuk 4B is minimaal voorp = ¢.

Hoofdstuk 6

r_
al@ K

o

dL _
dp

1
- 13p=2p-13\p

2
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7 Lijnen en cirkels

Voorkennis Lijnen en stelsels

- Bladzijde 96
1| @ A2,p)opk,dus2-2-3-p=10
4-3p=10
-3p=6
p=-2
b (g9,-3)opldusg+2:--3=6
g—6=6
g=12
¢ (x,»)=(r,2r)is een oplossing, dus 2 - r —3 - 2r=10
2r—6r=10
-4r=10
d £2x—3y=10geeft x | 5| 2
y|0]|-2
ix+2y=6geeft x | 6| 0
y |03
y
2
: ~
7
X
0 1 2 3 4 5 6
— pd
|—=p
| /
//

e m evenwijdig met k: 2x — 3y = 10 geeft
m:2x—3v=c
door (0, 0) }C ¢
Dus m: 2x — 3y =0,

f nevenwijdig met /: x + 2y =6 geeft
nx+2y=c

=749 .-3=-

doorC(Z,—3)}C 2+2:3=4
Dus n: x +2v=-4,
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a x—3v=6
-3y=-=x+6
y:%x—z
Dus r¢, =3

b 2x+5y=20
Sy=-2x+20
y:f%x+4
Dusrc]=—§.

Lo 1
€ sxtzy=1

b=t
y:*I%x+3
Dusrcm:flé.
a S5x—=Ty=1 H 20x — 28y =4
4x—3y=6 20x—15y=30 _
—13y——6
?;_27 _1}5x—7'2=1
YT s 14=1
5x=15
x=3
De oplossing is (x, ¥) = (3, 2).
b 2x+3y=15 H 6x 9y =45
10x —9v=-5 9v——5
16x ¥40
zx}
x 5+3y=15
3y=10
v=3;—)

De oplossing is (x, ¥) = (2%, 3;—,).

2x-5y=16 ‘3‘ o Jox— 15y =48
€ Vrrdy=10 [2/ 5 Jex+ gy=20

-23y =128
p=-1 5
y 23 _5..15 —
2x—5y=16}2"x 3 =le
2+ 65=16
2x=93
x=4%
De oplossing is (x, y) = (4%, o= 23).
g [3xt2=5 ‘ ‘ 6x+4v 10
x—4v=11 11
Tx —21
x=3
bl _5}9+2y 5
=4
y=-2
Dus P(3, -2).

Hoofdstuk 7
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{4x—5y=6 ‘ {12x—151 18

Ix—-2y=1 12x— 8y=
“Ty=14
y=-2 }
dx+10=6
dx—5y=6 Ay =4
x=-1

Dus O(-1, -2).

7.1 Lijnen en hoeken

Bladzijde 97
a x—2y=4

-2y=-x+4

y= %x =2

Dus r¢, = %

x—2y=5

2y=-x+35

_1 1

y=3x=23

Dus r¢; = %

re; =rc, dus & en / zijn evenwijdig.
b De evenwijdige lijnen k en / hebben geen gemeenschappelijk punt, dus het stelsel

x—2y=4 ‘
{x —2y=5 heeft geen oplossingen.

Bladzijde 98

a Geen gemeenschappelijk punt, dus 2 _F ;é %
;& 10
2x+2y=35

Dit geeft, zie het voorbeeld, p = 1% en
4x + 3y = ‘ ‘

{4x+4v—10

b p:Zenq—E)geeft{ Ax+3y=9

Il
wn

=1 N
2x+2y=>5 _

>y

=1

=

Dus het snijpunt is (13, 1).
c 2x+py=35
door (3, 1)}6-”J 5
p=

1
dx+3y=gq
£ = + 3=
door(3,l)}q L el
Dusp=-leng=15.

§=T geeft p=-15
1

b Een snijpunt, dus %i % geeft p £-15.

Een snijpunt voor p #-15 en ¢ mag elk getal zijn.

¢ Geen gemeenschappelijk punt, dus %: =3 o 5
P 3 _
577 geeft p=-15

-3 6
l;éq geeftg#-2
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px—3y=6}
2p—3-4=6
door (2, 4) p—12=6
2p=18
p=9
Sx+yv=yqg B _
door(2,4)}q 3r2ra=14

y=ax+4

l1+4=
door (1, 6) L=k

}a
a=2
3x—2y=c| _
door (1, 6)}6_3
ky=ax+4
—ax+y=4

1-2-6=-9

sd
(&

Geen gemeenschappelijk punt, dus ? = %

%=% geeft—a=%=—1%, dusa= 1%,

1 4

> # - geeftc #-8

k:y=2x+4snijden met /: 3x — 2y=c geeft 3x —2(2x+4)=c¢
3x—4x—8=c¢
-x=c+8

’é:;;i}y=z(—c—8)+4
¢ y=-2c—16+4
y=-2¢—12
Snijpunt boven de x-as geeft y >0
-2¢—12>0
-2¢>12
c<-6

g:v=2x+bh
2x+ty=b
.. a , -5
Een snijpunt, dus ) * 1
a#10
Een snijpunt voor a # 10 en b mag elk getal zijn.
gﬁor%’ 4)10} 3a—5-4=10
’ 3a—20=10
3a=30
a=10
ﬁc;)f’z3+i)}2-3+b:4
’ 6+b=4
b=-2
P: 5x— 5v=10 snijden met g: y=2x+ b geeft Sx—5(2x+b)=10
5x—10x—5b=10

-5x=5b+10
x=-b-12
Het snijpunt rechts van de lijn x =4 geeft-H —2>4
-b>6
b<-6

Hoofdstuk 7
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Samenvallen, dus Z. 8. E.
2 a pa
%=% geeft a® =16
a=4va=-4
4 12
a =4 geeft 2" %
16p=24
o
p=13
_ -4 _ 12
a=-4 geeft 2 —_4p
l6p=24
|
p=1;

Dusp=1%ena=4va=—4.

k:y=%x+b
2y=x+2b
-x+2v=2b

L2x+qv=b+10

-1 2 2b

Samenvallen, dus 3 Aqib 10

_7=ggeeftfq=4

q g=-4

=1 2b

T geeft 4b=-b—10

2 b+10 55=-10
bh=-2

_BG 2
a tan(ACAB)gAC 1 2

ZCAB=63,4349..°
Dus ZCAB = 63,435°,
b De tangens van de hoek tussen / en de x-as is 41.
Dit geeft dat de hoek gelijk is aan 14,0362...°,
¢ Dus de hoek tussen ken /is 63,4349...° + 14,0362...° = 77,5°.

Bladzijde 100
Als de eenheden langs de assen verschillend zijn, dan maakt bijvoorbeeld de lijn y = x
geen hoek van 45° met de x-as, maar is elke hoek mogelijk.

Bladzijde 101

a ky=3x+4
tan(a) = e, =3 geefta="71,5...°
Ly=2x-1
tan(f) =rc;= 2 geeft f=63,4...°
a—f=715.°-634.°=8°
De gevraagde hoek is 8°.

b m:y:l%x+2

tan(a) =rc,, = 1% geefta=156,3...°
ny= *%x +3
tan(f) = rc, =~ geeft f =-265..°

o— ' =50,3:.5—~26,5.. =283
De gevraagde hock is 83°.
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c py= 3%3{ -1
tan(a) = rc, =33 geeft a=74,0..°
qg:y= flix +5
tan(8) = rc, =15 geeft f=-513..°
a—p=740.°"--513..°=125°
De gevraagde hoek is 180° — 125° = 55°,

a k:3x—2y=5
-2y=-3x+5
v=1he-2}
tan(a) = rc, = 13 geeft a = 56,30...°
Ldx—3y=6
3y=-4dx+6
y= l%x =
tan(f8) = re; = 13 geeft f#=53,13...°
a—f=56,30,.°—53;13..°=3,2°
De gevraagde hoek is 3,2°.
b m:dx+y=1
y=-4x+1
tan(a) = rc,, = -4 geeft a =-75,96..°
n:3x+4y=2

4y=-3x+2
3 1
Y=-g%T3

tan(f)=rc¢, = —% geeft #=-36,86...°
p—a=-3686.°"—-7596.°=391°
De gevraagde hoek is 39,1°.
c p:5x+3v=4
3y=-5x+4
y:*I%x-ﬁ- 1%
tan(a) = re, = —1% geeft a =-59,03...°
q:6x—5y=1
“Sy=-6x+1
y= léx—%
tan(8) = re, = 1§ geeft f = 50,19..°
p—a=150,19.°--59,03,..°=109,2°
De gevraagde hoek is 180° — 109,2° = 70,8°.

a k:y=%x+4

tan(a) = rc, =3 geeft a = 33,69...°
I 6x—3y=3

-Sy=-6x+3

il 3

y=l-k—3
tan() = rc, = 1% geeft #=50,19...°
f—a =50,19...°~ 33,69, = 16,5
De gevraagde hoek is 16,5°.

b rcm:H=fli
tan(a) = -13 geeft a =-51,34...°
_1-0
S

tan(f8) =1 geeft §=26,56...°
f—a=2656..°—-51,34,.°=779°
De gevraagde hoek is 77,9°,
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c rc A=l 1
£ 5-2
tan(a) = 13 geeft o = 59,03...°
_6-1
4 2—3
tan(f) = 71% geeft f =-54,46...°
a—f=59,03..°—-54,46..° = 113,5°
De gevraagde hoek is 180° — 113,5° = 66,5°,

Wk

=_12
rc = 15

De richtingshoek van £ is @ en de richtingshoek van / is j.

tan(a) =rc, =2 geefta=63,434..°

f=a+20°=63434..°+20°=83,434..° en dit geeft rc, = tan(83,434..°) = §,69.
p=a—20°=63434..° — 20° = 43,434...° en dit geeft rc, = tan(43,434...°) = 0,95.

. De hoeken die de sprongen maken met de benen van de hoek zijn opeenvolgende
veelvouden van 13°. Zie de figuur.
G

Yousset stopt bij de letter G.

7.2 Afstanden bij punten en lijnen

Bladzijde 103
a In AABC geeft de stelling van Pythagoras y
AB?=AC? + BC?
AB?=22+32 B
AB2=13 5
AB=\13
a
b xy= %(XA Txp)enyy= %(.VA +vg)
M(2,33) 5
€ xy=2(83+89)=86en yy=1(61+69)=65,
dus N(86, 65). 2 -
'
T X
O 1 2 3
Bladzijde 104

a d(4,B)=\(12— 02+ (7— 12)2 = /144 +25 = /169 = 13
b M E0+-2), 2+ 7)) =M (1,2}
¢ d4,B)=y(4—-02+(T-4*=16+9=25=5
d(A, My)=%-5=21
d My(G0+p).5(p+T)=M;Gp, 3p +37)
e d(4,B)=\/(p—0)+(T—p)r=p>+49 — 14p+p>=/2p> — 14p + 49
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ME(p+p+2), 3 +2p)=M(p+1,p+13)

d(4,B)=\[(p+2—pP+(2p -3 =22 +4p — 12p+9=\4p? — 12p + 13

Voer in y; = \4x? = 12x+ 13 eny, =5,

De optie snijpunt geeft x = 3,791...

Dus p = 3,79.
X =10
la+p+5=10
%p +4=10

3P =6

p=12

Yu=r(4+14)=9

MG(3+p+5),5(4+p+2))

MGgp+4,50+3)
Mopk y=2x-3

}2(%p+4)—3=%p+3
p+8-3=3p+3

1
=2
p=-4

d=\(p+5=37 +(p+2-47 =\(p+ 27 + (=2 = PP +4p+4+p’ —dp+4=\2p’ +8

Dusa=2enb=38§.

BE2x—y=2
y=-2x+2
y=2x—-2

re;, =2

Lx+2y=3
2y=-x+3

y:féx+ 1%

1
I’CI=_E

b Ergeldtre,-rc;=2 - f%:fl,dus kLl

Bladzijde 105

In de theorie gaat het over de breuken -

Als in de kernzin

b =0, dan is & ecen verticale lijn en / cen horizontale lijn, dus staan & en / loodrecht

op elkaar;

a =0, dan is & een horizontale lijn en / een verticale lijn, dus staan & en / loodrecht

op elkaar.

en%,dusb;&Oena;ﬁO.

Dus in de kernzin zijn de voorwaarden b # 0 en a # 0 niet nodig.

a kLl dusk: 3x+2y=c

door A(4, 1)

Dus &: 3x+ 2y =14,
mln,dusm: Sx—4y=c
door B(3,-1)

Dus m: 5x—4y=19.
plgdusp:x+2y=c
door C(-4, 3)
x+2y=2

2y=-x+2

y=—é—x+1

Dus p:y:fézﬁ“ 1.

Hoofdstuk 7

}c=3-4+z.1=14
}625'3*4-1219

}c=4+2'3—2
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Bladzijde 106

o

6—2

I Lk, dusre, - re;=-1
grre=-1
rg;=-2

Ly=-2x+b
door C(4, 6)

1

2

ININY

a rc, =

-2-4+b=6
8+b=06
b=14
Dus l: y=-2x+14.
-6—4 -10
2—8 §F
nlm,dusrc, ‘rc,=-1
-2 - rg, =-1
I'C”=§

b rc,= =2

n:y=lx+b 1. _

dmxﬁ%,ﬂ}213+b*7
15+b:7
b=55

r=he+s)

2y=x+11

x+2y=11

Dus n: x —2y=-11.

3
a r¢,re=-1geeftre, - -5=-1
5
e, =3

k:y=§x+b }5 :

-6+tb=15

3

door A4(6, 15) 10+b=15
b=35

_5

P=e xS

Jy=5x+15

-5x+3y=15

Dus 4: 5x — 3y =-15.

b m L n, dusm: 7X+6~"‘_C}c=7-2+6'2—2

door B(2,-2)
Dus m: Tx+ 6y =2.
1=5_6_ 3

c I‘CDE=—5_1 172
_2
p L DE, dus Ty,

7

door C(-6, 4) i
b=38

y=%x+8

3y=2x+24

-2x+3y=24

Dus p: 2x — 3y =-24.
d g//r,dusrc,=rc.= %

2
rp==y+
77 s% b}§‘2+b=5

door F(-2, 5) .
—§+b=5
b=>5%

_2 4

y=35x+33

Sr=2x+29

-2x+5y=29

Dus g: 2x — 5y =-29.
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e s/t dussidx—2y=c| _, . _,_
doorG(l,4)}C 4-2-4=12
Dus s: 4x — 2y = 12 oftewel s: 2x —y = 6.

_3-3_¢8
-2—5§5 3
1Lk, dus re;=-3.
l:y=—%x+b 3
door B(-2, 5)

ey,

3 1
Ly=-gx+dz| 3. . 41
o P | + - =
doorC(6,2)‘?} 81 B 144 2
—224‘42:
klopt
Dus / gaat door C.

3—bp=-1
-5p=-10
p=2
Dus k& 3x +2yv=-7,
[1k dusl:2x—3y=c
door A(1, -5)

Dus /: 2x —3y=17.

k: 3x+py=-7
door A(1, -5)

}c—2—3‘5=17

3p-0 3p
0-2 -2p
ag—0 agq a
T0-3¢ -3¢ 3
k1 [ geeftre, -rc;=-1

(S0

a rc, =

¢y

3 a
,i ,5771
[
74—
a=-2

3

b rc,=rc; geeft ,E:,%a
a=4%

Geen punten gemeenschappelijk, dus 3q # 2p = 6 oftewel g # 2.
¢ tan(a) =r1c, = —% geeft a =-56,30... °

£=-56,30...° +45°=-11,30...°

rc!fta]n(—llso... )=0,2} i=06

I'C!—_ga

-56,30...° — 45°=-101,30...° geeft f=-101,30...° + 180° = 78,69...°

re; =tan(78,69...°) =5

1 a=-15
I'C]—_ga
Dusa=0,6 of a=-15.

a rck‘rc!:%‘i:fl,duslik.

doorth 7y 271453
PR 25 =3
klopt

Dus / gaat door A(1, 3).
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b 5x=-2x+5

1
2
2%x:5
x=2 _
y=%x}y_1
Dus B (2, 1).

¢ AB=(2-12+(1-32=J1+4=5

Dus de afstand van 4 tot k is /5.

Bladzijde 107
a De lijn p gaat door 4 en staat loodrecht op 4.
rey * 16, =1 geeft% “re,=-1,dus re, =-2.

ﬁ:y~A2x+b}_2_3+b=0

oor A(3, 0) 6+bh=0
b=6

Dus p: y=-2x+ 6.

k en p snijden geeft het punt C.

%x+1=*2x+6

2%x=5

;:;H}y:%-m:z

Dus C(2, 2).

d(A, k) =d(4,C)=\(2-3P+(2-0P=1+4=5
b De lijn g gaat door B en staat loodrecht op /.

g x—2y=c i n
doorB(6,0)}C 6-2:0=6
Dus g: x —2y=6.

[ en g snijden geeft het punt D.

2x+y=2 2‘ 4x+2v=4
{x—2y=6 1 geeﬂ{x—Zy=6+
5x =10
x=2 }
2:2+y=2
fy= )
Leky=d 4+y=2
W=l

Dus D(2,-2).

d(B,1)=d(B, D)=+/(2— 6)*+(-2—0)* =16 +4=/20=2,/5
¢ De lijn » gaat door O en staat loodrecht op m.

rc,, - rc,=-1 geeft -3 *rc,=-1,dus rc, = ;—

rdoor O geeft r: y=3x.

m en r snijden geeft het punt £,

%x =-3x+10

35x=10

x=§ }y=%-3=1

y=5x
Dus £(3, 1).
d(0, m)=d(0,E)=\(3- 0 +(1-0=9+1=10
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Bladzijde 108

(.N
p—

De 11]1‘1 k door de punten B(2, 1) en C(7, 3) heeft richtingscoéfficiént 722 _%
kiy=sx+bly
door B(2 1)

a + b =

b ==

Dll‘\‘ky —_x+l
De lijn/ gaat door A en staat loodrecht op £.
rc;, - 16, = -1 geeft 2 - rc,=-1, dus rc,=-3.
l:y:*gx-ﬁ-b s 5 5
door A(31, 43) _5 gtb= 15
8 +b=4;
1
b=131

Dus /: y=-24x+ 131,

k en/ qmjden geeft het punt D.

51c+——*2 x+134

8x + 4 =-50x + 265

58x =261

x=3 —2,9.1_»

y:%x+% Y=5'2753

Dus D(43,2).

d = = J41 — 3Ly 4l 12206
(A, k) =d(4, D)= (41 - 302+ 2 -4}z = 12+ (202 = 2,69

De lijn m gaat door A en staat loodrecht op £.
m3x—y=el _ 4 1 _a__

door A(1, 4) }“’ 3o1-d4=-1

Dus m: 3x —y=-1.

k en m snijden geeft het punt B.

x+3y=3 1‘ x+3y=3
{3x—y=—1 3| geeft {9x—3y=—3+
10x =0
x=0 _
x+3y:3}3y_3
y=1
Dus B(0, 1).

d(4, ) =d(4, B)=J(0— 12 +(1-4)2=/12+32=[1+9=/10
De lijn n gaat door 4 en staat loodrecht op /.

nmx—y=c R

door A(1, 4)} 1-4=3

Dus n:x—y=-3.

[ en n snijden geeft het punt C.

{x+y=9

x—y=—3+

2x =6

=3 _

x+v=9}3+y.#9
- y=6

Dus C(3, 6).

d(4,ly=d(4,C)= \/(3 =12 +(6—4)2:\/22+22 =J4+4=.8
Het punt A ligt dichter bij / dan bij £.
Dus Frans heeft niet gelijk.
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a De lijn & door A(L, 0) en B(7, 4) heeft richtingscosfficiént £

0:
7-1
kiy= 3x+b
+
door A(1, 0)} * et

—+b 0

b=-3
Dus k:yZ%x—%.

1)

De lijn / gaat door C en staat loodrecht op k.
rey - ¢ =-1 geeft % c1g=-1, 1¢;= _%_

liy= —%x +b
door C(32, 6)

[

=6

+ Ml-—]

_,le M|u
> 4
Il
(=)

b=11
Dus l“y‘:*lixﬁ-lll

k en/ qmj dcn geeft het punt D,
3Jc —— 12x+11—

8x — 8——18x+135
26x=143

x=5; }1,,_2‘_1_2_3

y=%x—%' 3°2°73
Dus D(5%,3).
d(C, B=d(C, D)= (53~ 377 + 3 -6 =22+ (3P =4 +9= T3

b d(A, B)=\/(7—1)2+(4—0)2=\/62+42=J36+1 =/52=2,/13
O(A4BC)=1%+ d(4, B)  d(C, AB)=3 - 2,[13 - /13=13

I

—

De lijnen & en [ zijn evenwijdig, dus de afstand tussen & en / is gelijk aan de afstand van
een punt van & tot /.

Neem het punt 4A(1, 0) op 4.

De lijn m gaat door 4 en staat loodrecht op £.

m:3x+ty=c| _ _

door A(1, 0) }CA} t0=3
Dus m: 3x+y=3.

[ en m snijden geeft het punt B.

x—3y=6 1‘ ccft x—=3y=6
3x+y=3 |38 9x+3y=9
10x =15
Jc=1L 1
2 =
S+ 3}3112”’ 3
45"‘}?:3
_ 1
ey
Dus B(13,-13).

d(k, 1) = d(4, B)=\(13 = 1P + (13- 02 =GP + (192 =\5+3 \/Ll%%\/ﬁ
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Teken het lijnstuk PO door M loodrecht op AB.

D 8 HaorE 0 B0 &5
T
&

Q is het midden van GH, dus HQ = 5.

APQOD is een rechthoek, dus AP = DQ
6+EP=8+5
EP=7

P is het midden van EF, dus EF = 14,

De stelling van Pythagoras in AEPM geeft MP = /1> — 49.
De stelling van Pythagoras in AHOM geeft MO = /1% — 25.
PO =AD =145 gecft 12— 49 +/r2 —25=145

Voer in y; = y/x2 =49 +/x2 - 25 eny, = 14,5,
De optie snijpunt geeft x = 9,499...
Dus #=9,499... en d(M, AB) = MP = /9,499...> —49 = 6,4.

7.3 Cirkelvergelijkingen

Bladzijde 110
a Dit volgt rechtstreeks uit de formule van de afstand tussen twee punten.
b Als de afstand van P(x, v) tot M(1, 4) gelijk is aan 5, dan ligt P op de cirkel met
middelpunt M en straal 5.
¢ FEen vergelijking van de cirkel met middelpunt M(1, 4) en straal 10 is
(x— 1P+ (y— 4?2 = 102, oftewel (x — 1)? + (v — 4)* = 100.
d Middelpunt (-2, 3) en straal \/16 = 4.
Bladzijde 111
a c:(x—22+@+52=9
s oDl e D 0 D
Dus cy: (x —3)2 + (v —4)2 =25.
" 2 j = EAD..
c ggo(rfo’l),;(’ 2 ’2}r2=(—1 +3P (2 -5P=4+9=13
Dus c3: (x+3)2+(p—5)2=13.
d ¢4 raakt de x-as, dus r = d(M,, x-as) = 1.
i (x=3)+-12=1
e csraakt de y-as, dus r=d(M;, y-as) =4.
csi(x+4)2+(-2%=16
Bladzijde 112

De cirkels raken de x-as en de straal is 2, dus y,, =-2 of y,, = 2.
M op k, dus M;(-6, -2) en M>(6, 2).
ci(x+6P+(y+2)P2=4ency, (x— 6>+ (¥y—2)y =4

De cirkels raken de y-as en de straal is 10, dus x,,=-10 of x;,= 10.
M op k, dus M, (-10, 6) en M,(10, -6).
e (x + 102+ (v —6)> =100 en c,: (x — 10Y> + (v + 6)> = 100
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a Middelpunt 4 en ¢; raakt de x-as, dus r=v, =7,
e (x=32+(-7?=49
b Middelpunt B en ¢, door 4, dus de straal is

d(4, B)=+/(9 -3¢+ (1 -T2 =36 +36=/72.
eple—GBtiy - LF=T0
¢ Middellijn 4B dus het middelpunt is het midden van 4B, dus M(6, 4).

De straal is d(4, M) =/(6—32+ (4 —7)2=/9+9=/I8.
e (x— 62+ (1 —4)? =18
d De cirkels raken de y-as en de straal is 2, dus x;,=-2 of x;,= 2.

xy=-2enMopkgeeft5 -2+2y,=12

10+ 2y,,=12

2y, =22

Yu=11
Dus My(-2, 1) ency: (x +2)2 + (y— 11 =4.
xy=2enMopkgeeft5 2+2y,=12

10+ 2y,,=12

2yy=2

=1
Dus Ms(2, L) encg: (x— 202 +(y— 1)2=4.

a Omdat een raaklijn van een cirkel loodrecht staat op de straal naar het raakpunt, is de
straal van de cirkel gelijk aan de afstand van M tot &, dus r = d(M, A).

b De lijn / gaat door M en staat loodrecht op £.
e, = %, dus rc; =-2.

!:v=—2x+b}

: -2+3+b=4

door M(3, 4) 6+ b=4
b=10

Dus I: y =-2x + 10.

Een raaklijn staat loodrecht op de straal naar het raakpunt, dus het snijpunt van k en /
is het raakpunt A.

k en I snijden geeft 1x =-2x+ 10

Z%x:IO
=4

x_l }y=2

Yy=3x

Dus A(4, 2).
¢ r=dM,k=dM,A)=\[4-3)2+2-42=\T+4=5
Dusc: (x—3)>+ (v —4)°=5.

a De lijn/ gaat door M (5, 3) en staat loodrecht op k: y = x.
re; =1, dus re;=-1.

Ly=-=x+b | _ _
door My(5, 3)} ;:;’ :

Dus [: y=-x+8.

k en [ snijden geeft het punt 4.
x=-x+8
2x=8
x=4

Dus A(4, 4).
r=d(M, 1) =dM;, )= @A - 5P +(@-32=1+1=42
Dus c;: (x— 52+ (v—3)2=2,
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b De lijn n gaat door M,(-1, 3) en staat loodrecht op m: vy = —%x_
Ic, =—%, dus rc, =2.
n:y=2x+b }
' 2--1+b=3
door M5(-1, 3) 9 ip=3
b=5
Dus n: y=2x+35.
m en n snijden geeft het punt B.
—%x=2x+5
*2%x=5
x=-2 _
_v=—%x} =l
Dus B(-2, 1).
r=d(My,n)=d(My, B) = /(-2 —-12+(1 -3)2=\[1+4=5

Dus c¢,: (x +1)2 + (v —3)2 =5,

Bladzijde 113
a De lijn / gaat door M, en staat loodrecht op £.
lidn—2y=e | o o m. 2
door M;(8, 3) c=3-8-2-3=18
Dus /: 3x — 2v=18.
k en [ snijden geeft
Zx+3y=12‘ ‘ x+6y 24
3x—2y=18 9x —6y=54 54
13x —78
x=6 }
_ 2:6+3y=12
2= 1§ s apetn
3v=0
y=0

Dus het snijpunt is A(6, 0).
r=d(M,, b)=d(M,, A)=[6-87+(©0-37=4+9=13
Dus ¢;: (x— 8)2 +(y—3)>=13.
b De cirkels raken de x-as en straal = 8, dus y,,= -8 of y;, = 8.
w=-8 en M op k geeft 2x,,+3 - -8=12
2x,,—24=12
2x3,=136
x =18
Dus M,(18, -8) en ¢,: (x — 18)2 + (v + 8)2 = 64,
Var=8en Mop k geeft 2x,,+3 - 8=12
2x,,+24=12
2x,,=-12
X =-6
Dus My(-6, 8) en c5: (x +6)> + (v — 8)* = 64.
¢k snijden met de x-as geeft 4(6, 0).
k snijden met de y-as geeft B(0, 4).
M, is het midden van AB, dus M,(3, 2).

r=d(4, M)=\G-62+2-02=9+4=13

Dus ¢: (x—3)*+ (¥ —2)2=13.
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a 4 snijden met de x-as geeft 4(10, 0).
k raakt ¢y, dus MB L k.
MB:2x+y=c
doorM(_sz) }c=2’1 +2=0
Dus MB: 2x +v =0 oftewel MB; y =-2x,
MB snijden met k geett x —2 - -2x=10

x+4x=10
5x=10

x=2 }y_4
y=-2x
Dus B(2, -4).
ri=d(M, By=+(2—-12+(-4-2)2=0+36= /45

ry=d(4, B)=\[(2 ~ 10 + (-4~ 07 = /64 + 16 = /30
Dus ¢;: (x+ 12+ (y—2)2 =45 en c;: (x— 10)2 +32 = 80.

b Het midden van AM is Ma(3 (10 +-1), (0 +2)) = M3(43, 1).

ry = d(Ms, ) =[(10- 452 + 0 — 12 =305+ 1= [31]
d(Ms, B)= @ — 412 + (-4— 12 = 61 +25= |31}

Dus ¢ gaat door B.

De stelling van Pythagoras in AABC geeft AB = /13> — 52 =12,

c raakt AC, dus MD 1 AC.

12
ZBAC= /DAM
ZB=/D(=90°)

Lo BC | AC . 5| 13
Hieruit volgt DM | ans 8 dit geeftT’ﬁ

AABC co AADM

13r=5(12—7r)
13r=60-5r
187=60
r=3%

(x—22+(¥+3)P=16
2—4x+4+12+6y+9=16
2+t —Ax+6y—3=0

Bladzijde 115

a 2+12—4x+10v—6=0
X2 —4x+y2+10y—6=0
x2—4x+4—4+32+10y+25-25-6=0
(x=2)?—4+(y+52-25-6=0
(x—2P +{p+ 52 =35

b x*+3?+8—6y+13=0
2 +8x+y2—6y+13=0
X2+8x+16-16+y*—6y+9-9+13=0
(x+4¥—-16+@r—3)¢-9+13=0
x+42+(-32=12
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2+ +3x—y—1=0
X+3x+y2—y—1=0
2+3x+d-24)2—y+i-1-1=0
E+132 -2+ (@-1D*-3-1=0
@t 1P+ (=P =3;

¥ +p?=5x+5v+10=0

¥ =5x+32+5y+10=0

2 —5x+ 65— 65+ +5y+65—65+10=0

(=232 —6;+(y+25)2—6;+10=0
(=22 + (¢ +2° =23

¥y +ex—4y+4=0

¥ +ox+y2—4y+4=0
X+ox+9-9+3y2—dy+4-4+4=0
(x+3P-9+(y—2y-4+4=0
@+3P+(-27=9

Dus van ¢, 1s het middelpunt (-3, 2) en de straal 3.

x2+y? -8 +10y+31=0
x2—8x+y2+10y+31=0

¥ —8x+16—16+y2+10v+25-25+31=0

(x—4P-16+@+572-25+31=0
x—-H2+@p+52=10

Dus van ¢, is het middelpunt (4, -5) en de straal \/E

x2+32+5x+3y+3=0
22 +5x+y2+3y+3=0

S+ 65— 65+ +3y+27-25+3=0

E+2D2-6r+ (132 -25+3=0
@+23)%+(+ 132 =53

Dus van ¢; is het middelpunt (72%, flé—) en de straal \/g

2432 —Tx+8y=0
x2—7x+y2+8y=0

2-Te+ 123 - 125+ )2+ 8y + 16— 16=0
@-30- 12 +(r+42-16=0
(x—352+(y+42=28t

Dus van ¢, is het middelpunt (33, -4) en de straal /285

X+ +6x—8+15=0
xX2+6x+1y2=8y+15=0

X +6x+9-9+y? -8y +16-16+15=0
(x+3P%-9+(y—-42-16+15=0
(x+32+@-42=10

Dus M(-3, 4) en r=/10.

d(A, M) =3 =02 +(4-4p=9+0=3

A ligt binnen ¢ want d(4, M) <r,

d(B, My=\[(-3--32+(4-072=\0+16=4

B ligt buiten ¢ want d(B, M) > r.

d(C, M) =3 -2 + (4~ 1)2=T+9= 10

Cligt op ¢ want d(C, M) =r.
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la X+ —6x—8y=0
—6x+)y>—8y=0
—6x+9-9+)2—-8+16-16=0
(x=3P-9+(@-47-16=0
x—-3P+(—42=25

Dus »=5 en M(3, 4).

d(A, M)=J3 —-1P? + (4 -2)*= /16 +4 =20
d(A, M) <r, dus A4 ligt binnen de cirkel ¢y,

b x*+32-8x—4y+2=0
X2 —8x+)y?—4y+2=0
2=8x+16—16+y2—4y+4-4+2=0
(x—4P-16+(p -2 —-4+2=0
x-H+@r-22=18
Dus r= /18 en M(4, 2).

d(0, M)=\[42+22=[16+4= /20
d(0, M)>r, dus O ligt buiten de cirkel ¢,.

¢ X+y2+4x—6y+3=0
W +Ax+y2—6y+3=0
W+ A4x+4-4+)y2—6y+9-9+3=0
(x+2 -4+ (y-3)2-9+3=0
(x+22+(»y—32=10
Dus 7= /10 en M(-2, 3).
dB,M)=[(-2- 17 +(3-4P=\0+1=10
d(B, M) =r, dus B ligt op de cirkel ¢;.

a 2+12+4x—6y—12=0
¥ +4x+y?—6y—12=0
x2+4x+4—4+y2—6y+9—9—12=0
(x+2P—4+(y—-32-9-12=0
(x+2P+(y—3)%=25
Dus r=15en M(-2, 3).
d(P, M)=/(-2—1)*+ (3 —pP =9+ (3 - p)?
d(P, M) =r geeft \|9+ (3 —p)*=5

BTI=epTA=5
pP—6p+18=5
pPP—6p+18=25
pPrP—6p—7=0
(p+D(p—T7)=0
p=-lvp=T7T

\ Y= @B/
i\ ; y=5

| |

| |

|

|

|

I

|

|

|
I
I
|
I
I
=10 T

d(P, M) <5 geeft-1<p<7
Dus voor -1 <p < 7 ligt P binnen c|.
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b x*+32-8x—2y+g=0

¥ =8x+3?-2y+g=0
X —8x+16—-16+12—2v+1—-1+¢=0
(x—42—-16+@r—12—-1+¢=0
E—4R + - 1P =17—g
Dus r=+/17 — g en M(4, 1).
d(Q.M)= (4= 1P +(1 =57 = 9+ 16=25=5
d(Q, M)=rgeeft5=/17T—¢q

25=17-¢q

g=-8

¥

\ e

™

=8 O 17

q

d(Q, M) > r oftewel 5> /17 — g geeft -8 <g <17.
Dus voor -8 < ¢ <17 ligt O buiten ¢;.

7.4 Raaklijnen en snijpunten bij cirkels

Bladzijde 117

a 2+32-10x—6y+18=0
- 10x+y?—6y+18=0
(x=5P-25+(»—3)2-9+18=0
(x=5P+(¥—-3?%=16
Dus M(5,3) enr=/16=4,

b d(P,M)=1/(5-1+(3-62=16+9=25=5
d(P, M) > r, dus P ligt buiten c.
d(Q, M)=\[(5- 6 +(3 -2 = JT+25 =26
d(Q, M) > r, dus Q ligt buiten c.

€ 5< \/2_6, dus P ligt dichter bij het middelpunt M dan Q.
Dus d(P, ¢) < d(Q, ¢).

Bladzijde 118

a X+132-6x—4y+3=0
¥ —6x+y?—4y+3=0
(x=3P-9+(y-2-4+3=0
e~ G lp— =10
Dus M(3,2) enr=/10.
(A4, M)=\(3 -2+ 2 - 1P={1+1=2
d(4, c)=r—d(4, M)=/10— 2

b d(B,M)=\(3—-1¥+(2-57=16+9=25=5
d(B,c)=d(B,M)-r=5-/10

€ d(C,M)=\(3-9P+(2-47=\36+4=/40=210
d(C, c)=d(C, M) - r=2/10—/10=,/10
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x2+y2—2x‘+4_];=0

X2=2x+y +4y=0
x-1)2-1+@+2P2-4=0

(x— 1P+ (r+27=5

Dus M(1,-2) en r= /5.

d(d, M)=\J(1-42+(2-02=/9+4=/13
dd, )=d(A,M)—r=13-5

De lijn / gaat door 4 en staat loodrecht op £.

6x—dy=eal . 5 ; o
doorA(4,O)}C 6-4—4-0=24
Dus /: 6x —4y =24 oftewel [: 3x —2v =12,

[ snijden met k geeft het punt S.

Ix—2y= H Ox — 6y =36
dx + 6y = 29 4x+ 6y =29 29
13x —65
x=5 } )
- 4-5+6y=29
P =29) 20+ 6y=29
6v=9
y=13

Dus S(5, 13).
did, B =d(4,S)= G- 9P+ (1L 0P =41 +25= JE=L /13
Geldt d(4, c) < d(d, k) oftewel /13 — /5 <1,/13?
\/E—\B<%mgeeft% 13<./5

VE<\5

3p<5

Dit klopt, dus A4 ligt dichter bij ¢ dan bij £.

] a 22+y2+4x-2y—4=0
+4x+y?2—2y—4=0
(r+2P-4+(y-1P-1-4=0
(x+2P+(-1)2=9
Dus r=3en M(-2, 1).

b [likdusl:x—2v=c| _ _
door M(-2, 1) }‘3_—2_2'1;4
Dus I: x —2y=-4,

[ snijden met k geeft het punt 4.

x—2yzf4‘l‘ i x—2y=-4
2x+y=7 |25 (=14

5x =10
x=2 }
i 2o et ge=
2x+y="7 dsy=1
v=3

Dus 4(2, 3).

¢ dA,M)=\(-2-22+(1-3P=16+4=.20=2./5

Dus d(k, ¢) = d(A, M)—r=2./5-3.
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¥+ —6x+4y—3=0
P-6x+y?+4y-3=0
(x—32-9+(+2)>-4-3=0
(x—3)2+@+2)r=16

Dus r=4 en M(3,-2).

De lijn / gaat door M en staat loodrecht op £.

L2x+y=c _ a
doorM(3,—2)}C—2'3 2=4
Dus l: 2x +y =4,
k en [ snijden geeft het punt 4.
{x—2y:13‘ ‘ {x 2y=-13
2x+y=4 4x+2y=28 @

=9

;x_+1‘_4}2-—1 +y=4
Y 2+y=4
y==6

Dus A(-1, 6).

dia, M)=\[3 =17 + (2= 6)?= /16 + 64 =80 =45
dik, c)=d(A, c)=d(A, M)—r=45-4=4(\/5-1)

K+ +8c+2y—-8=0
H8e+3r+ 2 —8=0
(x+4?2-16+(¥+1)*-1-8=0
(x+4?+(+1)2=25

Dus r=35en M(-4,-1),

Van de lijn & door M loodrecht op / is rck=%.

1
y—3x+b e
doorM(4—l)} 14 =
*lg#“b:*l

Bl
oliil C
Dus k: y=3x +3.
k en [ snijden geeft het punt A.

;x+-——3x+ 17
33x— 16§
x=5

yﬁ3x+l7} y=-3-5+17=2

Dus 4(5, 2).
dA, M)=\[(-4 =57 + (-1 -2)= 81 +9 =90
d(l, c)=d(A, c)=d(4, M) —r=1/90—5

Is /90 — 5 < 5 oftewel \/90 < 10?

Ja, dit klopt, dus d(/, ¢} <r.

¥ +3?+8x+4y—5=0

48+t +4y—5=0

(x+42-16+(y+2y2-4-5=0

(x+4)2+(y+2)72=25

Dus r=5 en M(-4, -2).

Stel de punten P(p, p).

d(P, M)=\J(-4—pP +(-2—pP2=\16+8p+p2 +4+4p+p2=\[2p2+ 12p+20

d(P,c)y=d(P, M)—r=\2p2+12p+20-5

d(P, c)=5 geeft \2p> + 12p + 20— 5=5
V2PE+12p+20=10
2p% + 12p+20=100
27 +12p—80=0
pr+ep—40=0
(p—H(p+10)=0
p=4vp=-10

Dus de punten zijn (4, 4) en (- 10, - 10).
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Bladzijde 119
— 92 = 2
. ;"(5 22)) =1 10}(5—2)2+(2—1)2=
’ 32+12=10
10=10
klopt
Dus 4 op c.
b M2, 1)en A(5, 2), dus rc; = é’:—é= 5
¢ K staat loodrecht op / geeft rc;. % 1
k:y—3x+b}
=38 + b=l
door A4(5, 2) 15
b=17
Dus k: v=-3x+17.

Il

Bladziide 120
a yg=-1,dus B2, -1).

Lun m door M en B heeft rc,,

lv——5x+b}
-=+24+b=-1
door B(2,-1) 1+b 1

b=10

Dus I: v :f%x.
b De richtingshoek van £ is a.
% geeft =26,56...°

De richtingshoek van [ is fi.

tan(f) = geeft/;’ =-26,56...°

a—pf=53,13..°, dus de hoek tussen k en lis 53, 1O
c k:y=%x+2 snijden met l:yéﬁx geeft 2x t2=-3x

K==

=1
y= —%x} Y
Dus S(-2, 1).
AM

d MS=xy,—x¢=3—-2=5en AM =[5 geeft sin(LMSA) -
Op dezelfde manier is ZMSB = 26,56...°.
De hoek tussen ken / is ZASB =2 - 26,56...° = 53,1°.

1 = -
e 3 =2, dus ;=

tan(a) =rc, =

e, =

Bladzijde 121
a 2+2-12x+11 =0}

32+32-12-3+11=0
x=3

g+y2 - 36+11=0
=16
y=4vy=-4
v4>vg, dus A(3, 4) en B(3, -4).
x2+3p2-12x+11=0

¥ —12x+32+11=0
(x—62—-36+32+11=0

(x— 6y +y*=25

Dus ¢ heeft middelpunt M(6, 0).

Lijn m door M en A heett rc,n=2%4=f§, dus rc,czg.
ky=gx+bls 5.,

doorA(3,4)} S

Dus £ 1—4x

@ Noordhoff Uitgevers by

5

X dus ZMSA4 =126,56...°.
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Lijn n door M en B heeft rc,, =% =‘31, dus r¢; =—f’—1
3
Ly=-gx+dl 3
—— + = —
door B(3, 4)} * Rrinl=d
—2 +b=-4
B=-1

Dusl:y= ff‘x li
b De rlchtmgshoek van k is a en de richtingshoek van / is §.
tan(a) =rc, =3 geeft a=36,86...°

tan(f) =rc,; = 73 geeft f =-36,86...°
Dus de hoek tussen k en / is 36,86...° —-36,86...° = 74°.
¢ De raaklijnen door O raken de cirkel in de punten C en D.
y

(B, 0)

In AOMC 18 £ZC=90°, OM =6 en MC =35,

sin(ZMOC) =3 geeft ZMOC =56,44...°

ZLCOD=2+ - ZMOC=2-56,44..°=113°

De hoek tussen de raaklijnen door O is 180° — 113° = 67°.

a 2+12+6x—6y—7=0
P +6x+y?—6y—T7=0
(x+3P%-9+(»—-3¥-9-7=0
(x+3P+(y—3)*=25
Dus ¢ heeft middelpunt M(-3, 3).
y=0geeftx’+6x—7=0
(x—Dx+7)=0
x=lvx=-7
Dus A4(-7, 0) en B(1, 0).
3-0 _3

I'CMA — _3 __7 =7
k1 MA, dusrc, = fg.

y~fix+b

door A(-T, 0)}" sl

Dus k: y ——léx 9—

0-3

_ 3
Cup=1_-3" 3
[ L MB, dus rc,=;i.

4
y=s5+b 2,
door B(1, O)} & lb 2

3
Dus /: v = lgx— lg.
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b x=0geefty?—6y—7=0
ot D= 7)=0

y=-lvy=7T
Dus C(0, -1) en D(0, 7).
-1-3 4

p L MC, dus Ic, = %.

p:y=3x+bdoor C(0,-1), dus p: y =3x— 1.
7-3 4

I'CMD:O_,Tj =3 )
q LMD, dus re, =-%.
q: y=-3x+bdoor D(0,7), dus ¢: y=-3x+7.

¢ tan(oy) =r1c, = 71% geeft a;, =-53,13...°
tan(ey) =re; = 1% geeft a;=53,13..°
o;—a,=53,13..° —-53,13..° = 106,26...°
De hoek tussen &k en / is 180° — 106,26...° =73,73...°,

tan(a,) =rc, =3 geeft @, =36,86...°
P P4 V4

tan(a,) =rc, = f% geeft a, =-36,86...°
&, —a,~36,80...7 —36,86.. =T3,18...7
De hoek tussen p en g is 180° — 106,26...° = 73,73...°,

Dus de hoek tussen & en / is gelijk aan de hock tussen p en g.

a 2+12—4x+2y—-12=0
X —dx+y?+2y—12=0
(x—=22—4+(y+12-1-12=0
x=-2P+(y+1)32=17
Dus van c is het middelpunt M(2, -1)
y=0geeftx?—4x—12=0
(x+2)x—6)=0
x=-2vx=6
Dus A(-2, 0) en B(6, 0).
0—-1_

Crra = -2 =50
k L MA, dus rc; = 4 en dit geeft richtingshoek « = 75,9...°
re =§=—4
MC 1-2
m L MC, dus rc,, = ‘lT en dit geeft richtingshoek f = 14,0...°
a—f=759..2-14,0..° = 62°
Dus de gevraagde hoek is 62°.
b rcyy= 117 geeft /BAM=14,0...°
Ook ZABM=14,0...°
Dus Az;IMB= 180°—2-14,0...° = 152°.
c my=zx+b|1 _
door C(1, 3) }th;3
b=23
Dus m; y= %x + 2%.
0—-1

ICyp = 6—2 =2
[ L MB, dus rc;=-4.

or o0y} 467070
’ 224+bh=0
b=24

Dus [: v=-4x + 24.
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[ en m snijden geeft -4x + 24 = ‘1—1x + 2%

1. _ 1
*44—)(**211
§2f4x+24}""=‘4‘5+24=4

Dus D(5, 4).
d(D, M)=[(2—- 5P+ (-1 -4 =9 +25 =34
d(D, ¢)=d(D, M)~ r= /34— \[17

Stel ZAPB = ZBPT =x°.
kL MT, dus ZPMT = 180° — 90° — 2x° =90° — 2x°,

AMP is een gestrekte hoek, dus ZAMT=180° — (90° — 2x°) = 90° + 2x°

AAMT is een gelijkbenige drichock, dus

ZATM = 5(180° — (90° +2x°)) = 5(90° — 2x°) = 45° —x°

In ABPTis ZTBP =180° — ZBPT—90° — ZATM =90° — x° — (45° — x°) =45°,
Dus ZTBP =45°,

Bladzijde 122

2 2 =
W Sl 0}x2+(x—1)2—10x+15=0

2+x2-2x+1—10x+15=0
2x2—12x+16=0
x> —6x+8=0

==l

b x>2—6x+8=0
x—2)x—4)=0
x=2vx=4
De snijpunten zijn A(2, 1) en B(4, 3).

Bladzijde 124
a mloodrecht op 4x —y=gq geeft m: x +4v=c,

xFHdji=g
= —+ . =
door M(5, 1)} ottt ne

Dus m: x +4y =9 oftewel y = f%x + 2%.

Substitutic van y =-x + 21 in (x — 52 + (v — 1)2 = 17 geeft
(= 5P+ (x+152=17

2-10x+25+ 2 —Fx+8=17

111—6.7c2 = 10%x+9%=0

2=10x+9=0
x—DE—-9=0
x=1lvx=9

x=1geefty=—j—1- 1 +2}T=2
x=9geefty=-1-9+21=0
Dus A(1, 2) en B(9, 0).
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b 4x—y=gq i e L
doorA(l,z)}q 4r1-2=2

4x—y=¢q A
doorB(Q,O)}q 4:9-0=36

a Substitutie van y =x + [ in x2 +y? — 10x — 2y + 9 = 0 geeft
X+ (x+12-10x-2(x+1)+9=0
R+ +2x+1-10x—2x—2+9=0
22— 10x+8=0
x2-5x+4=0
x—Dx—4=0
x=1lvx=4
x=1lgeefty=1+1=2
x=4geefty=4+1=5
De snijpunten zijn (1, 2) en (4, 5).
b Uit2x—y=1volgty=2x—1,
Substitutic van v =2x— 1 in x? + y2 — 8x — 4y + 10 = 0 geeft
X+ (2x— 172 -8x—42x—1)+10=0
W+4—4x+1-8x—8x+4+10=0
5x2-20x+15=0

¥ —4x+3=0
x—1Dx—-3)=0
x=1vx=3

x=1lgeefty=2-1-1=1
x=3geefty=2-3-1=5
De snijpunten zijn (1, 1) en (3, 5).

a 2x—3y+4=0 geeft 2x=3y — 4, oftewel x= 15y — 2.
Substitutic van x =13y — 2 in (x — 6)2+ (y — 1) =26 geeft (13— 2 — 6)2 + (v — 1)> = 26.
Voer in y; = (13x = 8)2 + (x— 1)2 en y, = 26,

De optie snijpunt geeft x=2 enx = 6.
Dusy=2eny=0.
y=2geeftx=13-2-2=1
y=6geeftx=13-6-2=7

De snijpunten zijn (1, 2) en (7, 6).

b 3x+4y=19 geeft 4y =-3x + 19, oftewel y=-3x +43.
Substitutie van y = f%x + 4% in x2+ )2 — 4x + 6y — 12 =0 geeft
2+ (-Ix+ 43P —dx+ 6(-3x+43) - 12=0.

Voer in y; =x2+ (-3x + 432 — 4x + 6(-3x +43) - 12,
De optie nulpunt geeft x = 5.

x=35 geefty=1

Het gemeenschappelijke punt is (5, 1).

¢ Substitutie van y = 2x in (x — 3)> + (v — 1)> =9 geeft
(x—3P+(2x—-1)2=9
X—6x+9+4x2—4x+1=9
5x2—10x+1=0
Voer in y; = 5x% — 10x + 1.

De optie nulpunt geeft x =0,105... enx=1,894..,
x=0,105 geefty=0,211... enx = 1,894... geefi y = 3,788...
De snijpunten zijn (0,11; 0,21) en (1,89; 3,79).
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Substitutie van v =ax + 1 in x2 +12 — 10x — 2y + 6 = 0 geeft
H(ax+1)2-10x—2(ax+ 1D+ 6=0
X+a?xr+2ax+1-10x—2ax—2+6=0
(@+1x2=10x+5=0
D=(-10>—4 - (a*+ 1) - 5=100 — 20 — 204> = 80 — 204>
D =0 geeft 20a> = 80

at=4

a=2va=-2
Geen gemeenschappelijke punten als 80 — 20a” < 0.

D = 80 — 2022

J2 2\ °
Dusa<-2va=>2.
Twee snijpunten als 80 — 20a® > 0.
Zie de figuur bij b.
Dus-2<a<2,

Substitutie van yz%x+b in x2 +)? — 10x — 2y + 6 = 0 geeft
P+ G bR —10x—2(Fx+b)+6=0

2+l + b+ 52— 10x-x—2b+6=0

12+ (b= 11)x+52-2b+6=0

D=(b— 11?41} (b2—2b+6)=b>—22b+ 121 — 562 + 10b — 30 =-4b% — 125 + 91

D=0 geeft-4b> — 12+ 91 =0
D=(-12)2—4 --4-91=1600

_12+40 . _12-40
b= i vb 3
b=-65vb=3%

Geen gemeenschappelijke punten als -45* — 125+ 91 <0,

D =-4b%-12b + 91

b
[-61 al\

Dus b<—6%vb>3%,

Twee snijpunten als -4b> — 126 +91 > 0.
Zie de figuur bij b.

Dus -61 <bh<31.

Het midden M van het lijnstuk 4B is M(3(-1+7), $(3 +-1)) = M(3, 1).
r=d(4, M)=/(3—-1)2+(1—3)>= 16 + 4= /20 en M(3, 1) gecft

e {(x=3P+(-1y=20

x—6x+9+y2—2y+1-20=0

2+ —6x—2y—10=0
Substitutie van y =-2x + p in x*> +1? — 6x — 2y — 10 =0 geeft
2+ 20t pP— G —2(- 20+ p)—10=0
X +dxt—dpx+pP—6x+4x—2p—10=0
5¢2+(-4p—2)x+p*—2p—10=0

D=(-4p—2P—4-5(p>—2p—10)= 169>+ 16p + 4 — 20p? + 40p + 200 = ~4p> + 56p + 204

D=0 geeft -4p”> + 56p +204=0
pr=14p—51=0
p+3)p-17)=0
p=-3vp=17
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b Substitutic van y =gx — 5% in x + y2 — 6x — 2y — 10 =0 geeft
2+ (gx— 59— 6x—2(gx—53)— 10=0
x2+qix? - lqu+30‘1-1—6x—2qx+ 11-10=0
(¢7+ ¥+ (-13g ~ 6)x +315=0
De lijn v =gx — 5% heeft geen punten met ¢ gemeenschappelijk als
(¢ + 1) + (-13¢ — 6)x + 313 = 0 geen oplossingen heeft.
D=(-13g— 6 —4- (> +1) - 313=(13¢ + 62— 125(4> + 1)
Voer in y; = (13x + 6)2 = 125(x2 + 1).
De optie nulpunt geeft x =-4,04... enx=0,5.
-4,04.. =45 en 0,5=3

D= 44g° +

7
_45

56q — 89

ol ™—

4462+ 156q — 89 < 0 geeft 455 < g <7

Bladzijde 125
a kdoor A0, 16), dus k: v =ax + 16.
Substitutie van y = ax + 16 in x* + y2 — 12x — 16y + 80 = 0 geeft
X2+ (ax +16)2 — 12x — 16(ax + 16) + 80 =0
X2+ a?x% + 32ax + 256 — 12x — 16ax — 256 + 80 =0
(@*+ 1)x2+(16a—12)x+80=0
D=(16a— 12> —4 - (a*+ 1) - 80 =256a* — 384a + 144 — 320a® — 320 = -64a* — 384a — 176
D=0 geeft-64a® —384a—176=0
4a2+24a+11=0
D=242-4-4-11=400
_24+20 4 _24-20 1
G—T——EVG—T——SE
Mogelijke raaklijnen zijn y :f%x +16eny= fS%x + 16.
Uit de figuur in het leerboek volgt &2 y = fé-x + 16.
b Het snijpunt van ken /is S.
MB=MC
ZB=90°
ZC=90°
kL1l
Dus BS=CS=ren BC=r\2.
¥ +32-12x—16y+80=0
x—12x+y2—16y+80=0
(x—6)>—36+(y—8)>—64+80=0
(x—6P+(y—8)7=20
Dus r= /20 =2,/5.
BC=r2=2,5"\2=2/10

vierhoek MBSC is een vierkant.
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| 2432 —-2x—12p+21=0

x2—2x+y2—12p+21=0

(x—1?—1+(y=6)>—36+21=0

(=12 +(y—67=16

Dus M(1, 6) enr =4,

x2+32—1dx—4y+17=0

x2—14x+2—4y+17=0

(=72 -49+ (-2 -4+17=0

x—T+(r—2)*=36

Dus Mz(?, 2) €N i = 6.

d(M, M) = (7T - 1>+ (262 =36+ 16 =452
2 Doz 2 2— .

Dus uit de omgekeerde stelling van Pythagoras in AM; M, A volgt dat ZMAM, =90°,

Diagnostische toets

Bladzijde 128
a ki y=ax+ 12 oftewel ki —ax+y =12 en I: 4x + 5v = b hebben een snijpunt als geldt
4.1
475
-Sa#4
4
a # 5
b mag elk getal zijn.

-a_ 1 12
b 4 en/vallen samen als geldti—g— b
%:égeefta=f‘5—‘en%=%geeﬂb:60.
: y=ax+12}2a+8=12
door (2, ) 2= -d
a=-2
4x+5v=>5b
- — . -+ . =
door(Z,S)}b 4-2+5-8=48
Dusa=-2en b=48.
a kiy=4x+2
tan(a) = rc, =4 geeft a =75,96...°
!:y=—%x+6

tan(f) =r¢; = —% geeft f=-26,56...°
a—f=7596.°—-26,56...°~102,5°
Dus de gevraagde hoek is 180° — 102,5 =77,5°.
-2
b rc,= —03 -0 =%
tan(a) =2 geeft a = 33,69...°
rc, = %=—2%
tan(f) =21 geeft f = -68,19...°
a—f=33,69..°—-68,19..° =~ 101,9°
Dus de gevraagde hock is 180° — 101,9° = 78,1°.
¢ pi2x+3y=6geeft3v=-2x+6
y= f%x +2
tan(a) = rc, = —% geeft «=-33,69...°
g:v=8x—6
tan(f) = re, = 8 geeft f=82.87...°
p—a=28287.°--33,69..°=116.,6°
Dus de gevraagde hoek is 180° — 116,6° = 63,4°.
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a d4,B)=3-2p)2+(p+1-02=\9—12p+4p>+p2+2p+1=1/5p2— 10p+ 10

b d(4, B)=5 geeft \/5p> — 10p+ 10=75
5p2—10p+10=25
5p2—10p—15=0

—2p—3=0
(p+1)(p—3)=0
p=-lvp=3

¢ Het midden van het lijnstuk 4B is M(2 (2p+3), 2(0 +p+1)=Mp+ 12, 2p + %).
Mopx+y*6geeftp+15+§p+5~6
11p=4
p=23

a kloodrechtop /; 3x + 2y =6 geeft k: 2x —3v=c,
2xx—3yv=c g B e A
doorA(2,4)}C_2 Z=de=d=1a
Dus k: 2x— 3y =16.

b m loodrecht op n:y=—;—x+5 geeftre, =3,
my=3x+bl . 5. . _
door B(2, 3)}2 +2b :b?, 3

b==3
Dus m: y=3x-3.

a Delijn / staat loodrecht op k en gaat door 4(6, - 1).
Lx+2y=c¢ _ e
door A(6, 1)} A= el
Dus I: x +2y=4.
k en [ snijden geeft het punt S.

2x—y=3 2‘ s 4x—2v=06
x+2v=4 |1 £ x+2y:4+

Sx =10

x=2 }

L 2+2y=4
x+2y=4 2y =2
y=1
Dus 5(2, 1).
d(A, k) d(AS) J(z 62 +(1—-12=.16+4=,20=2,/5
SR 2——2 4 &

m:y=-x+b| B =
door C(2, 1)} Eeg=1

b=3

Dus m: y=-x+3.

De lijn n staat loodrecht op m en gaat door B(3, 5).
Dus rc, = 1.

B Lid }3+b=5

door B(3, 5) h=2

Dus n: y=x +2.

n en m snijden geeft het punt 7.

x+2=-x+3

2x=1

1
=y =lisr_»l
_v=x+2}y R

Dus 7(3, 23).

d(B,m)=d(B, D=\ -3 + @157 = J2h2 + (2D2=f6L + 6L = \12L
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a De straal is gelijk aan d(4, B), dus r= /(8 —2)> + (2 =3 = /36 + 25 = /61.

Dus c;: (x—2)> +(py + 3)2 =61,
b De cirkel heeft middelpunt B en raakt de y-as, dus » = d(B, y-as) = 8.
Dus ¢y: (x = 8)2+ (v —2)? =64,
¢ Het middelpunt M5 van c; is het midden van het lijnstuk 48, dus
My(5(2 +8), 5(-3+2)) = My(5, ).
De straal van c; is de helft van d(4, B), dus r = 3\/61. Dit geeft 2 =1 - 61 =
Dus c3: (x— 572 + (v + 22 = 15},
d De cirkel raakt de x-as in C(5, 0), dus Xpg, =3 en My(S, 7).
y=3x—06 _ _
door M,(5, r)} r=3:3-6=9
Dus ¢4: (x—5)2+(¥—9)?=8l.

Bladzijde 129

De lijn / gaat door M en staat loodrecht op £.

re,=2en/Llk dus rc,=—%.

1:y=—§—x+b}% s B o]
B i1

b=2

Dus l:y=féx+2.

k snijden met / geeft het punt S.

2x—3=-1x+2

Z%x:S

=2

yzlx_3}y=2-2—3=l
Dus S(2, 1).

r=d(S, M)=/(6-22+(-1-1)2=\/16 +4=4/20
Dus c: (x — 6)> + (v + 1)> =20.

door M(6, -1)

a *+12—6x+8—11=0
R—6x+y2+8y—11=0
(x=3P-9+(+42-16-11=0
(x=3P+(r+42=36
Dus het middelpunt is (3, -4) en de straal is 6.

b x2+32+3x—Ty=0
x2+3x+y2=7y=0
@+ -2+ -3h2-121=0
E+H1D2+(-302 =141
Dus het middelpunt is (71%, 3%) en de straal is 14%.

2+ —16x+8y—1=0

x2—16x+32+8y—1=0
(x—8P-64+(+472-16-1=0
(x—8)+(y +4)* =81

Dus M(8,-4)en r=9,

d(A, M)=/(8 =3P + (-4 —-42=25+0=5<r
Dus A4 ligt binnen de cirkel.

d(B, M) =8 -2+ (-4—5P2=36+81= /117>~
Dus B ligt buiten de cirkel.

d(C, M) = /(8§ —8)>+ (-4 —5)>= J0o+81=9=r
Dus C ligt op de cirkel.
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a x2+y2_4x+2y=0
¥ —Ax+y2+2y=0
(x—2P—4+(x+1P2-1=0
@=2P+@+1)=5
Dus M(2, -1) enr= /5.
d(A, My=[2— 5+ (-1 - 52 =0+ 36=/45=3,/5
d(A, &) =d(4, M)—r=35-5=2.5

b dB,M)=/2—1P+(1-22=\1+1=2
d(B, ) =r— d(B, M) =[5~ 2

¢ Delijn / gaat door M en staat loodrecht op 4.
[ 1k dusl:x—2y=c

c=2-2--1=4

door M(2, -1)
Dus/:x—2y=4.
k en [ snijden geeft het punt C.
{Zx+1—13 ‘ {4x+2y 26
x—2v=4 —2y=4

v =30

x=6

+

2 +y 43}2 61 y=13

Dus C(6, 1).

d(C, M) =2 =67 + (-1 = 1) = (-4 + (-2)’ = 20=25
dik, ) =d(C,M)-r=2./5-5=4/5

£2+y2—4-44+6y=0
16+3y2-16+6vy=0
);2+6y=0
yy+6)=0
v=0vy=-6

yA >y3, dus 4A(4, 0) en B(4, -6).

x+1 —4x+6v=0

X —dx+y?+6y=0
(x—2P—-4+@+32-9=0
(x=2P+(@+3)2=

a x2+y2—4x+6y=0
x=4

Dus M(2,-3).

0—-3_3 2
IChpy = ﬁ=§, dus ¢, =-3.
ky=-3x+b) 2

—_= |- =
doorA(4,0)} 324 a0
*2§+b:0
h=2%
Dus k: y=-3x+23,

-6—-3 3 9
= 5 ~ 2 dus r¢; =73
l:y:%erb 2

2 4+4b=-
door B(4, —6)} 3 " 6
2§+b
b=- 8
Dusl‘v:%x 8%
b tan(a)—rck——%g eft @ =-33,69...°

tan() = rc, = 3 geeft = 33,69...°

f—a=233,69..°—-33,69..°=674°
Dus de hoek tussen k en / is 67,4°.
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a Substitutic van y =-2x + 13 in x2 + 32 — 4x — 8y + 10 =0 geeft

K+ (-2 +13)2 —4x—8(-2x+13)+10=0

¥ +4x2—52x+ 169 —4x+ 16x— 104+ 10=0

5x2—40x+75=0

x2—8x+15=0

(x—3)x—5)=0

x=3vx=5

=3 geeltp—-2 3 +13=7

x=5geefty=-2-5+13=3

Dus de snijpunten zijn (3, 7) en (5, 3).

lix—y=4oftewel Ly=x—4

Substitutic van y=x—4 in x2+ (v +3)2 =5 geeft 2 + (x =4 +3)2 =35
2+{x—1)2=5
¥+x2—2x+1=5
2x2—2x—4=0
2=-x-2=0
(x+1)x—2)=0
x=-1lvx=2

x=-1geeftyv=-1-4=-5

x=2geefty=2-4=-2

Dus de snijpunten zijn (-1, -5) en (2, -2).

c:(x— 12+ (y—2P=5

Substitutie van y =ax — 1 in (x — 12 + (v — 2)2 =5 geeft
x—1P+@—1-2)y=5

(= 12+ (ax—372=5
x2—2pd 1 +ute—buet- G—5=0

@+ 1) +(-6a—2x+5=0

D=(-6a—22-4+(a’+1)5=36a*+24a+4—20a>—20=16a>+24a - 16

D=0 geeft 1642 +24a—16=0

2a2+3a-2=0

D=32-4:2--2=25

a=7_3+5=lva=7_3_5=—2
4 2 4

(@~ 1P +ip—2)%=3

¥=2x+1+y2—4y+4=5

K+ =2 —dy=0

Substitutic van y =-2x + b in x2 + 3 — 2x — 4y =0 geeft
X+ (2x+ b2 —2x—4(-2x+b)=0

X+ 4xt —4bx +b? —2x +8x —4b=0
5x2+(-4b+6)x+ b2 —4b=0

D=(-4b+6)2 =45 (b* —4b) = 160 — 48b + 36 — 2067 + 80b =-4b* + 32b + 36

D =0 geeft -4b2 +32b+36=0

br—8b—9=0
(b+D(b—9)=0
b=-1vb=9

Geen gemeenschappelijke punten als D <0,

b

=] 9
D =-4b” +32b + 36

D<0geeftb<-1vb>9
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8 Goniometrie

Voorkennis Periodieke verbanden en bijzondere hoeken

Bladzijde 133
1| a periode = 6, evenwichtsstand = 5 en amplitude = 15
b periode =2, evenwichtsstand = 300 en amplitude = 200

Bladzijde 134
a h

b De periode is 4.
22—5+4=2,dus opt=221is h hetzelfde als op = 2.
33-8-4=1,dusopt=331s h hetzelfde als op r =1,
35—-8-4=3,dus opr=351s i hetzelfde als op 1= 3.
1002 — 250 - 4 =2, dus op 7= 1002 is & hetzelfde als op = 2.

(| 22| 33| 35 |1002
h|1|3|—1’1

| a sin(30°)=1
b sin(60°)=§:%\/§
c cos(30°)z?=%\/§
‘ 005(450):%:%.%%%

8.1 De eenheidscirkel en radialen

Bladzijde 135
. PO PO .
a sin(a)= oP-1 - PQ, dus PO =sin(65°)~0,91.
09 00
cos(a) = or-1 - 00, dus O0 =cos(65°) = 0,42,

b P(042;0.91)

¢ ZPOQ=180°—115°=65°
PO =091, 00=0,42 en P(-0,42; 0,91),

d cos(115°) = -0,42 en sin(115°) = 0,91
Dezelfde y-codrdinaat en tegengestelde x-codrdinaat, oftewel
xp=c0s(115°) en yp=sin(115°),

e /POQ=245°—180° =65°
P(-0,42; -0.91)
De GR geeft cos(245°) = -0,42 en sin(245%) =~ -0,91, oftewel
Xp=c08(245°) en vp = sin(245°).
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Bladzijde 137

a sin(0°)=0 f cos(270°)=0
b cos(0°)=1 g sin(360°)=0
c sin(90°)=1 h cos(360°)=1
d c0s(90°)=0 i sin(450%)=1
e sin(270°) =-1 j cos(-90°)=0

P(cos(110°), sin(110°)) = P(-0,34; 0,94)
O(cos(200°), sin(200°)) = 0(-0,94; -0,34)
R(cos(-102°), sin(-102°)) ~ R(-0,21; -0,98)
S(cos(-50°), sin(-50°)) = §(0,64; -0,77)

36?0=72° 2+72° = 144°
B(2cos(72°), 2sin(72°)) = B(0,62; 1,90)
C(2cos(144°), 2sin(144°)) = C(-1,62; 1,18)
D(2cos(216°), 25in(216°)) = D(-1,62; -1,18)
E(2cos(288°), 25in(288°)) = E(0,62; ~1,90)

3-72°=216°

a y
1
QA;_\P
X
@] 1

b f=180°—-30°=150°

Bladzijde 139
a xp=0.81, dus cos(a)=0.81.
De GR geeft 35,90...°.
Dus a = 35,9°.
b yp=0,94, dus sin{a) = 0,94.
De GR geeft 70,05...°.
Dus a = 180° —70,05...° = 109,9°,
¢ xp=0,26, dus cos(a) = 0,26.
De GR geeft 74,92...°.
Dus a =~ -74,9°,
d yp=-0,22, dussin(a) =-0,22.
De GR geeft -12,70...°.
Dus o = 180° + 12,70...° = 192,7°,

vp=10,92, dus sin(ap) = 0,92.
De GR geeft 66,926...°, dus ap = 66,926...°.
Xp= -0,87, dus cos(aQ) =-0,87.

4-72°=288°

De GR geeft 150,458...°, dus ap = 360° —150,458...° = 209,541...°.

ZPOQ = ag— ap=209,541..° = 66,926...° = 142,6°

a omtrek cirkel = 2nr

In de eenheidscirkel is » = 1, dus omtrek =27 - 1 = 2.

sin(-540°) =0
cos(1080°) =1
sin(1980°) =0
cos(-180°) =-1
8in(990°) = -1

b Bij a = 90° hoort een kwart cirkelboog, dus lengte cirkelboog = % “2m= %n.

¢ draaiingshoeka | 0° | 90° | 180°| 270°

360°

lengtecirkelboogbl 0 \ %;rc | T |1%TE | 2n
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Bladzijde 141

a xp=cos(5 rad) = 0,28 en yp = sin(5 rad) =-0,96
Dus P(0,28; -0.96).

b xp=cos(6 rad) = 0,96 en yp, = sin(6 rad) = -0,28
Dus P(0,96; -0,28).

¢ xp=cos(20 rad) = 0,41 en y, = sin(20 rad) =~ 0,91
Dus P(0,41; 0,91).

Bladzijde 142

a afstand = %:rr geeft P(0, 1)

b afstand == geeft P(-1, 0)

¢ afstand = 137 geeft P(0,-1)

Bladzijde 143
a fmrad=1-180°=30° e ljmrad=1}-180°=225°
b lurad=1-180° =45° t -1} 55 s 7160
¢ 2mrad =2 180°=360° 217 rad=-21 - 180° =-420°
d 2rad=2-180 & 114,6¢ h —2%rad=—2%'%ﬁ—133,7°
0360 - , . ozw nd = 12
a 360 —lsonrdd 2w rad i 300 lgonrdd 157 rad
030 a1 ; 0120 4
b 307 =1gp7rad g rad i 720 18O:rrrdd 4m rad
-45 1 400 2
—A80 = > —_1_ . O — Y o = E
c 45 lsonrad 77 rad k 400 lgonrdd 25m rad
el 60 1
d 60 :@nrad:gnrad I 0°=0rad
o= 20 o - I R -
e 90 lso’mrad 37 rad m 210 lso’mrdd lzmrad
o 135 i3 . PO T
f 135 lgonrdd Fmrad n -5 18Oatmd 3T rad
s ozﬁ 1 o:m -
g 75 180:rcrad 5 rad o 540 180:rrrad 3r rad
h 240°:%nrad:1%nrad p 1°:ﬁnrad
y ozi ad =~ 3 i o=7320 o ;
a 7 lgorrrad 0,12 rad e -320 18Oarcrad 5,59 rad
. 18 _ °_1030 .
b 18 180:rrrad~0,3lrad f 1030 1801rrad~17,98rad
0_751’3 o . o_ﬂ ~
c -513°= 180 n rad = -0,90 rad g 90 —lsonrad~1,57rad
o_1’7 —~ o_i —~
d 1,7 *130“1'3(1”0’03 rad h 57 *180““‘(1“0’99 rad
! hoek in graden | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 135° | 180° | 240° | 315° | 360°

. . 1 1 1 1 3 1 3
hoekmradlalenl 0 | GT | e | 3T | T | 77 | T |13n| lzn| 21

a cos(3m)=-0,50 ¢ sin(r)= 0,59 e cos(7,6m)=~0,31
b cos(3)= 0,79 d sind)=0,72 f cos(7,6)~0,25
a a=1,17 c a=043 e a~(,84

b a=0,55 d a=139 f oa=121
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Bladzijde 144
- a yp=0,35, dus sin(a) = 0,35.
De GR geeft 0,357...
Dus a=7—0,357...=2,78.
b xp=-0,35, dus cos(a) =-0,35.
De GR geeft 1,928...
Dus a=2m— 1,928... = 4,35,

i xp=-0,32, dus cos(ap)=-0,32.
De GR geeft 1,896...
Dus ap=1,896...
vo =-0,88, dus sin(ap) =-0,88.
De GR geeft -1,075...
Dus ag=mn+1,075... =4,217...
£LPOQ=ay—ap=4217...—1,896.. 72,32

a ¥

In de figuur zie je dat yp = vp.
Dus sin{z — a) = sin(a).

b In de figuur van vraag a zie je dat xp = -xp.
Dus cos(n — a) = —cos(a).

C y

2n— (r./\; a 1 X

In de figuur zie je dat Yo="Vp.
Dus sin(2n — a) = -sin(a).

d In de figuur van vraag c zie je dat x, = xp.
Dus cos(2m — a) = cos(a). -

In de figuur zie je dat yp = -xp.
Dus sin(137 — &) = -cos(a).
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In de ﬁguur zie je datxg = yp.
Dus cos(l 7+ a) = sin(a).

g9 y

.
a| s+ a

(14

In de figuur zie je dat yp = xp.
Dus sin(in + a) = cos(a).

h Inde ﬁguur van vraag g zie je dat xp = -vp.
Dus c:os(2 +a)=-sin(a).

8.2 Sinusoiden

Bladzijde 146

N

X: 3,08725696-14F1(X): 3,0872569¢-14 (NI

b fGm=1 fCm=L Alim=-Len f1im)=-L

c y

/ 6 5 -4 \2 -1

(57, -1)

d De nulpunten zijn -2z, -7, 0, T en 27,

@ Noordhoff Uitgevers by




AT

X: 3.087257€-14  F100: 1 | menu |
b y
] s vadl
| 1 [3) | 1 | 1 X
f L L s | (I n | n G
\__,/ | - | -..___//

¢ De toppen zijn (-2, 1), (-, -1), (0, 1), (, -1) en (2x, 1).

i’ 1 11 1
d De nulpunten zijn -15m, -3 7, 57 en 157

Bladzijde 147

1< T o o
_ f N
1 X
(0] = b n o1 25 3n
g
o | s _‘//

b Bij de draaiingshoek ﬁ:rc geldt voor het bijbehorende punt P op de eenheidscirkel dat
Xp=1yp, oftewel sin(a) = cos(a).
De x-co6rdinaten van de andere snijpunten zijn 1 ﬁ:rc en Zzlfar.

< a f(x)=sin(x)

1 translatie (0, 2)
g(x) =2+ sin(x)
evenwichtsstand = 2
b f(x)=sin(x)
J translatie (3, 0)
h(x) = sin(x — 3)
¢ flx)=sin(x)
J verm. x-as, 4
k(x) = 4sin(x)
amplitude = 4
d f(x)=sin(x)
d verm. y-as, £
l(x) = sin(5x)

periode = Zsi = %:rc

Bladzijde 148

71 a Ja, ik ben het met José cens.

106

1 1
b (3m 135)
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Bladzijde 149

a
b

a N o Q

c
d

De evenwichtsstand is 0, de amplitude is 2, de periode is 2w en een beginpunt is (-3, 0).
De evenwichtsstand is %, de amplitude is %, de periode is 2x en een beginpunt is (0, %).
De evenwichtsstand is 0, de amplitude is 1, de periode is %n en een beginpunt is (4, 1).

De evenwichtsstand is 0, de amplitude is 13, de periode is 87 en een beginpunt is (0, 1%).

De evenwichtsstand is 5, de amplitude is 1,2, de periode is 27 en een beginpunt is (én; 6,2).
De evenwichtsstand is 0.4, de amplitude is 1, de periode is 10n en een beginpunt is (f%n; 0,4).
De evenwichtsstand is 0, de amplitude is 0,29, de periode is %n en een beginpunt is (-1,4; 0,29),

De evenwichtsstand is 0.8, de amplitude is 2, de periode is %n en een beginpunt is (%n; -0,8).

v =cos(x)

J translatie (i 7, 4)
y=4+cos(x— 4L1t)

l verm. x-as, 3
v=3(4+cos(x— ‘1—11:))
oftewel y =12 + 3cos(x — ‘l—ﬁr)
Dus f(x) =12 +3 cos(x — ).

v =cos(x)
l verm. x-as, 3
¥ =3cos(x)

J translatie (371:, 4)
y=4+3cos(x —‘1—11c)
Dus g(x) =4 + 3 cos(x — 17).

De evenwichtsstand is f%, de amplitude is I, de periode is 27 en een beginpunt is (‘lT?I', 75).
De gratiek van f'snijdt de lijn van de evenwichtsstand in de punten

L M gl 1 1_ 1
(ETC, _E)a (IZTC’ _E) cn (21._1'“: _5)
De toppen van de grafiek van fzijn (?—11:, %), (l%n, 715—) en (2%1@ %).

De afstand tussen 4 en C is gelijk aan de periode, dus 4C =2x.

f(x)=3+4sin(x - i)
| translatie (-3, -5)

y=—5+3+4sin(x+%7c-%7t)

oftewel y=-2 + 4sin(x + 17)

Dus m = —%n en n =-5 zijn mogelijke waarden van m en n,

a
b

Evenwichtsstand, amplitude, periode en beginpunt.

Van de grafiek van fis de evenwichtsstand 4, de amplitude 3, de periode & en een
beginpunt (37, 4).

Van de grafiek van g is de evenwichtsstand 4, de amplitude 3, de periode © en een
beginpunt (in, 7).
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Bladzijde 153

C1 @ f(x)=-2+3sin(3x +m) =-2+ 3sin(3(x + {7)) y
evenwichtsstand -2
amplitude 3 i i 23
periode "23l = %’ﬂ: I/ \\ I[\\ I/ \\
beginpunt (-3, -2) o I Br | onf [Nim | a2f i
B VT
| |
-2 _________d,____.,__r_____-_]
. N
) Nrimmivs mm
b g(x)=1+3cos(2x+im)=1+3cos2(x +¢m)) y
evenwichtsstand 1 I} BEEN
amplitude 3 L4l |
periode 277[ =T l/-\,) / \
beginpunt (f%:rc, 4) : i
g
2

a A=40+25sin((t - 13)) A
evenwichtsstand 40
amplitude 25 | ,
Bt 60 -
periode ——=2 \ /\ / \ : /
a 50 ‘ :
beginpunt (1%, 40) \ 7 / | } l \ . [
o e B L L e e B e

108

l
so\
\
\

T ——

I
|t

e —

20

10

(@] 1 2 3 4 5

b Voer in y; =40+ 25sin(n(x — 13)) en v, = 30.
De optie snijpunt geeft x ~ 0,63, x = 1,37, x = 2,63, x = 3,37, x = 4,63 en x = 5,37.
A<30geeft 0,63 <r<1,37v2,63<1<337v4,63<r<337
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1 @ f(x)=1-2sin2x —$m) = 1 - 25in(2(x — t7)) y

¢ De grafiek heeft de grootste helling als de grafiek stijgend door de

evenwichtsstand gaat. Dit is bijvoorbeeld bij 7 = 1%.

dy
AR
Dus de grootste helling van de grafiek is 78.,5.
a N=ljcosGu(t—3)+33 N
evenwichtsstand 3%
amplitude 13 &
e N\ /N
periode 5—=3 i \ / / \ /
X
a9 SN TN T

b Voerin y, = lécos(%n(x = %)) eh 3% eny, =4.
De optie snijpunt geeft x =~ 1,09, x =291, x=4,09,x=591,x=7,09 en x = 8§91,
N>4geeft 0<r<1,09v29] <t<4,09v 591 <r<7,09v891<r<10
dy]
c |[— =272
|:dx x=0
De gevraagde helling is 2,72.
d De grafiek heeft de grootste helling als de grafick stijgend door de
evenwichtsstand gaat. Dit is bijvoorbeeld bij 1 = 2,75
dy
— ~3,14
_dx x=2,75
Dus de grootste helling van de grafiek is 3,14.

X: 3.1415926536 F1(X): 2 | Menu |
b Van de gratiek van f(x) =2 + 3sin(x) is de amplitude 3 en
van de grafiek van g(x) =2 — 3 sin(x) is de amplitude 3.

Bladzijde 154

evenwichtsstand 1
amplitude 2

3 lesuseberasd e n o P B U
periode 277[=:rc . \ /\ \f F

-2 <0, dus dalend door het punt (én, 1).
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b g(x)=3—4cos(nx) y
evenwichtsstand 3

amplitude 4 6————/\———--——-/\--_____[,K___

periode ., / \
T 4

-4 <0, dus het punt (0, -1) is een laagste punt. __f_ __\____][____\__ _{___\__

] a f()=-2-cos(x—3m)
evenwichtsstand -2
amplitude 1
periode 2n
-1 <0, dus het punt (%n, -3) is een laagste punt.

b glx)=5-3 sin(ii‘tx)
evenwichtsstand 5

amplitude 3
periode ;2_1( =8
T
-3 <0, dus de grafiek gaat dalend door het punt (0, 5).

y

Fi] v=2-3sin(zx+¢7) oftewel y=2 - 3sin(3(x +37))
evenwichtsstand 2
amplitude 3

Dalend door de evenwichtsstand bij x= —%7:.

E

periode ZTTC =4x
2
Tussen het laagste en het hoogste punt zitten horizontaal 12 roosterhokjes, dus % periode =2x

komt overeen met 12 roosterhokjes, dus horizontaal komt | roosterhokje overeen met ém
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Tussen het laagste en het hoogste punt zitten verticaal 12 roosterhokjes, dus 2 - amplitude = 6
komt overeen met 12 roosterhokjes, dus verticaal komt 1 roosterhokje overeen met %

Het laagste punt is —%n +ﬁ “4n,2-3)= (%n, -1). Teken de verticale as 4 roosterhokjes links
van het laagste punt en teken de horizontale as
2 roosterhokjes boven het laagste punt. Je krijgt de figuur hieronder.

y

5 /

/ y=2-3 s‘m(%x +%rc]

8.3 Formules van sinusoiden opstellen

Bladzijde 156

~| a evenwichtsstand 3

amplitude 2
periode 1

Bladzijde 157
| a De grafiek gaat dalend door de evenwichtsstand bij x =7, dus y=1— 2% sin(l%(x - ).

b Het punt (0, —1%) is een laagste punt, dus y=1— Zécos(l%x).

| a De grafiek gaat dalend door de evenwichtsstand bij x =3, dus y=1— 2%sin(%n(x =3)).

b Het punt (0, —1%) is een laagste punt, dus y=1-— zécos(%nx).

1,1
Mo =272,
12 1
5235—2215
%periode = %n - ‘ITJE = %n, dus periode =7, dus ¢ = %= 2,
ijgend d ichtsstand bij _artir diyg
Stijgend door de evenwichtsstand bij x = 5 =sm dusd=5m.

Dus y =2+ 13sin(2(x — 7).

b Een hoogste punt is (%n, 3%), dus y=2+ I%cos(Z( - %n)).
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4+-2

o gl
b=4-1=3
1 periode = 22 — 13 =13, dus periode = 3, dus ¢ = _. ix,
) | o lgtog
Stijgend door de evenwichtsstand bij x = =2, dusd=2.

2
Dus y=1+3sinGn(x —2)).
b De grafiek gaat dalend door de evenwichtsstand bij x =2 — 5 - periode =2 —5 -3 = %

dus y=1-3sinGr(x—1)).

Bladzijde 158
_175+25 _ ~ 100
2
b=175-100=175
é—periode =9—4=35, dus periode =10, dus ¢ = %= én.
Stijgend door de evenwichtsstand bij 1 =4, dus d =4.

Dus N= 100 + 75sin(:n(1 — 4)).
b Eris een hoogste punt bij t=4 + 7' periode=4 + 7 10= 6
Dus N=100+ 75 cos(gn(t = 5)).

a Stel y=a+ bcos(c(x —d)).
a=12-4=8§
b=4

De periode is 18 =3 =15, dus ¢ = 15 12—5:rc.

Het punt (3, 12) is een hoogste punt, dus d = 3.
Dus y= 8+4COS(15TC(X 3.
b Stel y=a+ bcos(c(x —d)).
a =650
b=2812—-650=162

De periode is 48, dus ¢ = L

L
Het punt (16, 812) is een hoogste punt, dus d = 16.
Dus y = 650 + 162 cos(z(x — 16)).
¢ Stel v=a+ bcos(c(x —d)).
_ 250; 110 _ (g0
b=250-180=70
1

% periode =26 — 2 =24, dus periode =48, dus ¢ = 421_78[ =g T
Het punt (2, 250) is een hoogste punt, dus d =2,

Dus y=180 + 70003(241r(x 2)).

a Voer in y, =sin(x) + sin(x — %TE).
De optie maximum geeft x =2,0943... en v = 1,7320..., dus 4(2,094; 1,732).
De optie minimum geeft x = 5,2359... en y =-1,7320..., dus B(5,236; -1,732).
Y4ty  1,7320, +-1,7320,,
g 2 -
amplitude = 1,7320... — 0= 1,732
¢ periode =2(xz —x,) =2(5,2359...— 2,0943..)=2 - 3,141...=6,283...
21 =6,283..., en omdat zowel de periode van y = sin(x) als van y = sin(x — ;—)n)
gelijk is aan 21: mag Je aannemen dat de periode van de grafick van
f(x)=sin(x) + sin(x — ’:‘1’) ook gelijk is aan 27
d De optie nulpunt geeft x=0,5235..., dus x- = 0,524.
e periode =27 geeft ¢ = ;—i =1, dus y=1,732sin(x — 0,524).
A(2,094; 1,732) is een hoogste punt, dus y = 1,732 cos(x — 2,094).

b evenwichtsstand =
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Bladzijde 160

a Het punt (2,16; 2,61) is een hoogste punt, dus d = 2,16,
Dus y=-1+3,61cos(x —2,16).
b Voerin y, =2+ 3sin(x) + 3 — 2sin(x — 7).
De optie maximum geeft x = 0,982... en y = 8,605...
De optie minimum geeft x=4,124...en y = 1,394...
8,605... + 1,394...
a= =5
2
b=18,605...—5~3,61
% periode =4,124... — 0,982...= 3,141..., dus de periode =2 - 3,141...= 6,283... en
c= L. 1
6,283...
Voer in y, = 5.
De optie snijpunt geett x = 5,695..., dus d =~ 5,70.
Dus y=15+3,61sin(x — 5,70).
Bladzijde 161
a Voerin y;=2cos(x)— 3, v, =cos(x — ﬁ:rc) —2en yy=y; + ), en zet y; en y, uit.
De optie maximum geeft x =0,255... en y=-2,202..,
De optie minimum geeft x=3,397...eny =-7,797...
-2.202...+-7,797...
a= =5
2
b=-2202. —-5=2,80
% periode = 3,397... — 0,255...= 3,141..., dus de periode =2 - 3,141... = 6,283... en
c= L. 1
6,283...
Het punt (0,255..., -2,202...) is een hoogste punt, dus d =0,255... = 0,26.
Dus y=-5+2,80cos(x — 0,26).
b Voerin y;=y, — ;.
De optic maximum geeft x = 5,782... en y = 0473...
De optie minimum geeft x=2,641...eny=-2,473...
0,473... +-2,473...
oo o
2
b=0473...—-1=147
% periode = 5,782... — 2,641...= 3,141..., dus de periode =2 - 3,141...= 6,283... en
c= . 1
6,283...
Voer in y, =-1.
De optie snijpunt geeft x=4,211..., dus d = 4,21.
Dus v=-1+1,47sin(x —4,21),
a Voer in y; =sin?(x) + cos(2x — 1).
De optie nulpunt geeft x = 1,8645..., x=2,7999..., x = 5,0061... en x = 5,9415...
J(x) <0 geeft 1,865 <x <2800 v 5,006 <x <5942
b De optie maximum geeft x =0,7614... en vy = 1,3424. .,
De optie minimum geeft x =2,3322... en y =-0,3424...
C1,3424..+-03424...
a= 5 =3
b=13424.. —1=0,842
1 periode = 2,3424... - 0,7614... = 1,5707..., dus de periode =2 - 1,5707... = 3,1415...
enc= . =2
3,1415... ’
Voer in y, = 0,5.
De optie snijpunt geeft x = 3,1176..., dus d = 3,118,
Dus y =1+ 0,842sin(2(x — 3,118)).
¢ Hetpunt (0,761; 1,342) is een hoogste punt, dus y= % + 0,842 cos(2(x — 0,761)).
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Voer in y; =8 cos?(3m(x — 13)) — 2.
De optie maximum geeftx=1,25eny =6,
De optie minimum geett x=3,75 en y =-2.

L

b=6-2=4

| iy _ Busoly = _2r_2

3 periode = 3,75 — 1,25 =2,5, dus de periode =S en ¢ = 5 - 3T

Het punt (1,25; 6) is cen hoogste punt, dus d = 1,25,
Dus y=2+ 4COS(5TC(X 1,25)).

8.4 Goniometrische vergelijkingen

Bladzijde 163
a De hoogtelijn CD verdeelt AB in twee gelijke stukken.
Dus AD=BD=1.
De stelling van Pythagoras in AACD geeft CD=JAC?— AD? = \[22— 12 = [4— 1= 3.

3
b In AACD geldt sm(éA) = Cf oftewel sin(60°) = \zf = % 3,encos(£4) = ’j%

oftewel cos(60°) =3
¢ In AACD geldt qm(LC) oftewel sin(30°) = 2, en cos(£C) = C— oftewel

V3_)

cos(30°) =5~ = 3.
d De stelling van Pythagoras geeft AC = /4B + BC?=\[12+12=[1+1=2.

L-Ls

B Y

sin(Z£A4) = % geeft sin(45°) =

ﬁ|~

Gl -
ﬁm%l

cos(Z£A)= C geeft cos(45°) =

-

Bladzijde 164

a sin(%n) :%\/5 d cos(l%:rc) 3%

b cos(lgm) =-3.3 e cos(13m)=-3

c sin(l%n) =—%\/§ f sin(—};rr) =—%\/5

a sin(@)=13geefta=1nva=3n d cos(@)=0geefta=1nva=1in

b cos(a)=~% geeﬂa=%nva=l%ﬂ e cos(a)z%\@geefta:%ﬂvaz lgn
c sin(a):f;\/i geefta = I%ﬂva= l%n f cos(a):%\/i geefta:%ﬂva: l%n

1 1 1 1 1 1 1 1
veey *35’1‘(, *257[, *IETC, *ETC, fﬂ’ IETC, 257[, 357[,

Bladzijde 166
a sin(3x)—1
=5 7c+k 2n
6n+k 31t
xin[O,Zat]geeftXZé:rcvngnVXZI%ﬂ
b sin(2x)=0
2x=k-m
sesfiorl
xin[0,21t]geeftx=0vx=%7tvx=nvx=1%nvx=27t
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c sinf(x)=1
sin(x) =1 v sin{x) =-1
x=%n+k‘2ﬂvx=l%n+k-2n
x in [0, 27] geeftxzézrc vX= 1%1:

d sinGx)=-1
Sx=1in+k-2n
x=2n+k-2%n
x in [0, 2x] geeftx =2n

e sin(3x—%n)=0
3x—%n=k'n
3x=%:rc+k';rc
x=én+k'%n
xin[0,2:rc]geeftxzénvxzénvx=%nvx=1%nvx=lénvx:I%ﬂ

f sin(mx)=-1
nx=1%n+k-2n
x=13+k-2

xin [0, 2] geeftx=11vx=3Lvx=51

. a cos(3x)=0
3x=%1c+k'7c
x=éﬁ+k‘%n
xin[0,27c]geeftx=énvx=%nvx=%7cvx=1%nvx=1%nvx=l%n
b cos(4x)=1
dx=k 2n
s=Rool
xin[O,zat]geeftx=0vx=%nvx=nvx=l%ﬂvx=2:rc
¢ cos’(2x)=1
cos(2x)=1v cos(2x) =-1
2x=k 2nv2x=n+k-2n
x=k‘nvx=%n+k'n
xin[0, 2n] geeftx=0vx=mvx=2nvx=3nvx=1l3m
d cos(%x)zfl
%x=n+k'2n
x=2m+k-5n
x in [0, 2x] geeft geen oplossingen
e cos(Zx—én)=0

N ‘
xx—egm=5ntk T

2x=%n+k'n

x=%n+k‘ %s‘r

xin [0, 27] geeftx=%7c vx=gnvx=l%nvx= l%n
f cos(Znx)=-1

ux=m+k-2n

x=%+k‘ 1

xin [0, 27] geeftxZ%vxI1%vx=2%vx=3%vx=4%vx:5%
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Bladzijde 167

@ 3sin2x+im)=0

sin(2x +im)=0
2x+é:rc=k-:rc
Zx=-in+k-m

= .
x=-pntk-3n

xin[—Tr,n]geeftx=—%1tvx=—ﬁnvx=%nvx=%n
b 2cos(3x—§m) =0
cos(3x—%n)=0
3x—377c=%7r+k-:rc
3x=§n+k-n
x=%n+k-%ﬂ
xin[*ﬂ,?t]geeﬂ:x:*%nvx:*f—znvxzfll—znvxztl—;n\/XZ% W=
c sin(%x+%1r)=—l
xtin=1in+k 2z
%x=1%n+k~2n
X= %nﬁ-k'?’%x
xin [-m, w] geeftx = —1%71:
d cos(l%x—s-r)=fl
1%x—n=n+k-2n
lix=2r+k-2x
lx=k 2n
o=k 1n
x in [-m, ] geeft x=0
e sin’(2x)=1
sin(2x) = 1 v sin(2x) = -1
2e=im+k-2mv2x=1in+k-2n

3
x:%nﬁ-k':rcvxzzn-i-k'ﬂ

a2
|

xin [-m, 7] geeﬂx=—%n vx=‘lTn vx=—%nvx=
£ cos’(x)=1

cos(%x) =1 ¥ cos(%x) =]

%x=k'2nv%x=n+k'2n

x=k-4nvx=2n+k-4n

xin [-m, ] geeft x=0

g sin(%nx)=0
%nx=k'n
x=k-2
xin[-m, w] geettx=-2vx=0vx=2
h cos(limx+m)=0
l%nx+n=%n+k'7l:
1%7[)63*;?1‘1')’('7[
x=—%+k-%

x in [-7, ] geeft

x=-3 vx=72%vx=71%vx=71 vxzf;vxz%vxZIvx=1%vx=2%vx=3

Hoofdstuk 8
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a 2sin(x) - cos(2x)=0
sin{x) =0 v cos(2x)=0
x=k mv2x=fn+k-m
x=k-;rcvx=£177c+k-%1r
xin[O,zat]geeftx=0vx=1tvx=2:rcvxzﬁzrcvx:%:rcvxzI%Trvlef-ﬂr
De nulpunten zijn 0, %n, %n, T, 1‘1—‘1@ l%n en 2m.
b 1’(:AB=%=i
Izm—5n ®
y=%x+b 4

ke
1 T
door A(5m, -2)

2+b=-2
b=-4

il =g,
T

Snijden met de x-as geeft —x—4=0

=x=:4

X=T
Dus de lijn door 4 en B snijdt de x-as in (x, 0), een van de snijpunten van de grafieck

van fmet de x-as.

1

c f(%ﬂ) =2 sin(%ﬂ) s cos(%:rc) =2 % &) :% , dus C ligt op de grafiek van f.
1

f(tmy =2sin(17) - cos2imy=2--1-1=-1 dus D ligt op de grafick van .
1 1
i A
d reep=—"—"—=—=-—
b lén—én m m
1
=-—x+
y=-ox b 1

door C(én, %)

Dus CD: y=-

Snijden met de x-as geett f%x + % =0

X=3T
Dus de lijn door C en D snijdt de x-as in (%:rc, 0), dat is geen snijpunt van de grafiek

van f'met de x-as.

Lot g el s fedegelos —4.13=0—-4="_
giGm) =2sin(zw) —4sin°(Gm)=2-1-4-1°=2-4=-2
2B =2cos(Gm) — 12sin2(En)cosGm)=2-0-12-12:0=0
Dus het punt (%n, -2) zou ook een top van de grafiek van g kunnen zijn,
g(13m)=2sin(13x) — 4si’(13m) =2 - -1 -4+ (-1} =-2—-4 - -1 =-2+4=2
2'(13m) =2 cos(13m) — 12sin?(13m) cos(13m) =2 - 0— 12 (-1)2- 0=0

Dus het punt (l%ﬂ, 2) zou ook een top van de gratick van g kunnen zijn.
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2(0)=2sin(0) — 4sin?(0)=2-0—4-03=0
gy =2sin(Gm) —4si’Gm) =212 -4 320 =2-4"
gCGm)=2sinGn) —4sin’CGm)=2-2\2-4- 32’ =24 -
g(m) = 2sin(r) — 4sin*(m)=2-0—4 - 03 =0

)

(3= 32~
23- - 2-

oOI'—‘ 00\'—‘
)

g(13m) =2sin(11m) — 4sin’(13m) =2 - -3\2 -4 - (-3\2) =-\2 -4 -3 - 2\2=-y2+ 2=0
g(l%ﬂ)=2sin(1%n)—4sin3(1%n)=2~—§ 2-4-(L2P=-2-4--1-22=-2+2=0

g(2m) =2sin(2w) — 4sin’2m)=2-0-4-0*°=0
Dus de nulpunten van fzijn ook nulpunten van g, en de lijn door (%n, -2)en (1%1:, 2) snijdt de
grafiek van g op de x-as ook in het punt (=, 0).

g(tm)=2sin(in) —4sin’(Gm)=2-1—-4- (3P =1-4-3=1-1=1 dushet punt (i, }) ligt
ook op de grafick van g.

g(1im)=2sin(1in) — 4sin’(1im)=2 - -3—4 - (-5 =-1—4 -3 =-1+1=-1 dus het
punt (llrr ,L) ligt ook op de grafiek van g.

g3m)= 251n(3n) 4sin’(Gm)=2-1\3-4- (2\/_)3—\/5 4-%:33=\3-13/3=-

dus het punt (gqr, 0), dat op de lijn door (g ; 5) en (lgn, —5) 11gt, ligt ook niet op de graﬁek van g.

Conclusie: de bewering van Rik zou kunnen kloppen.

_1 S0 V| _1_. 3 T
a x= gn geeft qm(gn) 5, dus x= gn is een oplossing van sin(x) =5

b x= 26 m geeft q1n(2 )= sm(6 w)= 2, dusx = 26 T is een oplossmg van sin(x) =

1
7

x= 4grr geeft sm(4gn) = sm(gn) 2, dus x = 46 T 1S een oploqsmg van sin(x) = %

c x= 61r geeft qm(6 )= 2, dusx=¢ 27 is een oplossing van sin(x) =

d x= 2gn geeft sm(2;n) = sm(gn) 2, dus x = Zsit is een oploqsmg van sin(x) = %
x= —lén geeft sin(—l%n) = sin(%fc) =5 dus x= e g™ is cen oplossing van sin(x) = %

Bladzijde 169

a 2sin(ix)=1
sin(;—x) = %

Lo 1 g i i
Ex_()“"'k vazx 6'It+k 2r

x:%n+k'4nvx:1%n+k'4n
xin [0, 27] geeftx=%n VX = 1%7{

b 2cos(x—3m)=1
cos(x—%:rr)=%
x—%n=%n+k~2nvx—%n=—%n+k‘2ﬂ
=%n+k~2nvx=k-2n
xin[0,21r]geeftxz%;rcvx=0vx=21c

c 23in(2x—ln)——\/§
s1n(2x—*7t)—~
lx—zat=1—1t+k 2nv2x—4ln=—%n+k~2n
2x-112n+k 2nv 2x= Tl.'+k 2n
x—%;rc+k nvx*7214n+k s

_19 —119 23 — 123
xin [0, 2x] geeftx =z vx= 1241cvx SFmvx= 12411

Hoofdstuk 8
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d 2cos(3x—m)=-1
cos(3x—n)=—%
3x—n=%n+k-2nv3x—n=*§n+k-2'.rc
3x=1%n+k'2nv3x=%ﬂ+k'2ﬂ
x:§n+k‘%nvx=$n+k’%ﬂ

. =5 =12 =18 =1 =17 =12
xin[0,2x] geeftx=gnvx=I1grvx=lgnvx=gnvx=gnvx=Ilzn

a 2sin(2x—én)=\/§
sin(2x—%1r)=%\/§
W—gm=gntk-2nv2—tn=3n+k-2n
t=Sn+k2nv2x=Dr+k-2n
x=%n+k'nvx=%n+k‘ﬂ
xin[O,Zn]geeftxZ%nvleinvx:%ﬂvx:1%11
b 2cos(3x—%n)=\/§
cos(3x — %n) = %\/g
3x—%7[=é’1t+k‘2ﬂV3x—%R=*éﬂ+k‘2ﬂ'
3x=%1t+k'21rv3x=%n+k'2n
x=%n+k‘%nvx=%ﬂ+k’%n
xin[0,21t]geeftx=%nvx=§nvx=lgnvx=%nvx=%nvx=lgn
c sin(%x)=fé\/§
%x=1ﬁn+k'2nv%x=—‘l¢n+k~2n
x=1§ﬂ+k‘3ﬂvx=*%n+k’3n
x in [0, 2n] geeftx = 1{n
d cos(%x)=f;\/§
%x=%ﬂ+k-2nv%x=—%n+k-2ﬂ:
x=1%n+k‘4nvx=*1%ﬂ+k'4ﬂ

x in [0, 27] geeftx=15n

| a 4sin( —%n)cos(x—%rr)=0
sin{x — %n) =0wvcos(x— %1:) =0
x—%n=k-nvx—%n:%n+k-ﬂ
x=%n+k‘nvx=gn+k‘n
x in [0, 27] gceftxzﬁzrc VX = 1%1: vx=%n V= lgn
De nulpunten zijn %ﬂ, %n, l%i‘t en 1%71:.
b Stel f(x)=a+ bsin(c(x—d)).
Voer in y, =4sin(x — %n) cos(x — %n).
De optic minimum geeft x =0,261...eny =-2.
De optie maximum geeft x = 1,832...en y=2.
_ 2D 0
2
B=2=0=2

a

Uit a volgt periode = l%n - %:rr =T, duso= 2?%: 2
Stijgend door de evenwichtsstand bij x = 7, dus d = 7.
Zo krijg je f(x)=2sin(2(x — 1m)) oftewel f(x)=2sin(2x —m).
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f(x)=1 geeft 2sin(2x — m) =1
sin(%—%ﬂ):%
2x—%ﬂ=é?r+k'2nv2x—%n=%n+k~27:
=3n+k-2mv2x=lyn+k-2n
x=%n+k'nvx=%n+k'n

xin [0, 2x] gecftx:%n Vix= lf—zﬂvngﬂvxz 1%7:

8.5 Toepassingen van sinusoiden

Bladzijde 171

b
c

Voer in y; =2+ 3sin(:x(x — 1)).

it
/. \\

X5 F1(X): 3.76335575688

De optie maximum geeft x = 3,5 en v = 5, dus het hoogste punt is (3.5; 5).
x=1,8 geeft y = 3,45

Voer in v, = 3,6.

De optie snijpunt geeft x ~ 1,90 en x = 5,10.

Bladzijde 172

Vinax = evenwichtsstand + amplitude=5+2=7

Lo 2
De periode is 2_n =35,
5T

v is maximaal een kwart periode nadat de evenwichtsstand stijgend is gepasseerd, dus

v 18 maximaal voor x =0,8 + ‘17 +5=2,05.

Vmin = evenwichtsstand — amplitude=5-2=3

v is minimaal driekwart periode nadat de evenwichtsstand stijgend is gepasseerd, dus

v is minimaal voor x =0,8 +3 - 5=4,55.
Voer in y;, =5+ 2sin(3x(x — 0,8)).

x=4,62 geeft y= 3,01

Voer in y, = 6.

De optie snijpunt geeft x = 1,22 en x = 2,88.
x=0geefty =331

De hell ‘[dy] 1,60
e helling is |- ~-1,60.
R dx x=4
De helling is maximaal als de grafick stijgend door de evenwichtsstand gaat.

Dat is bij x =0,8.

dy
De maximale helling is [—] =2,51.
dely—og

P=25+6sin(3q — 1)= 25+ 6sin(3 (¢ — 2))
P, .x = evenwichtsstand + amplitude = 25 + 6 =31

De periode is zl—ﬂ =g,

2
P is maximaal een kwart periode nadat de evenwichtsstand stijgend is gepasseerd,
dus P is maximaal voorg =2 + = 5,14,
Poin = evenwichtsstand — amplitude =25 - 6 =19
P is minimaal drickwart periode nadat de evenwichtsstand stijgend is gepasseerd,
dus P is minimaal voor ¢ =2 + 3x ~ 11,42.

Hoofdstuk 8
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¢ Voerin y; =25+ 6sin(%x —1)eny,=30.
De optie snijpunt geeft x = 3,97 en x = 6,31,

30

I
I
I
L
0 3,97 831
Dus P> 30 voor 3,97 <gq <6,31.
d De helling is maximaal als de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat,
Dat is bij g =2,

d )
[_v] =3, dus de maximale helling is 3.
dx x=2

“° a Ny, =evenwichtsstand + amplitude = 30,8 + 6,3 = 37,1

N 1s maximaal voor ¢ = 5,1.
b N, = evenwichtsstand — amplitude = 30,8 — 6,3 = 24,5

De periode is ;)__n: 15.
TR
Nis m1n1maal cen halve periode na een hoogste punt, dus N is minimaal voor
t—51+— 15=12,6.
¢ Voerin y;=30.8+6 3cos(15:rc(x 5,1)).
t=172 geeft N~ 34,82
d Voeriny, =35,
De optie snijpunt geeft x ~ 3,09 en x =~ 7,11.

N

/If—\\/

35

I
| I
| I
| |
| I
| I
! :
o 309 7,11
Dus N> 35voor 3,09 <r<7,11.

[dy] 2,34
e |— =-2,
dx x=10
De gevraagde helling is -2,34,

f De helling is maxunaal als de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat.
Dat is bij =5, 1—— 15=1,35.

dy
[—] ~ 2,64, dus de maximale helling is 2,64,
dx x=135

De amplitude van de grafiek van —— i TL' sm(15 w(t—5,1)) 18 %n en de evenwichtsstand is 0,

dt
dus het maximum van e is Err, dus de maximale helling van de grafiek van N is %n.
dt
g maximum + minimum _ 10+ 4

a a=cvenwichtsstand = 7 == = 7

b= amplitude = maximum — evenwichtsstand = 10 —7=13

B g i e o a __ 2 _2rn_
b 5periode=5—1=4, dus de periode =8 en ¢ o— I

¢ De graﬁek gaat stijgend door de evenwichtsstand een kwart periode nadat een laagste
punt is bereikt, dus bij =5 + l 8=". Dus een mogelijke waarde voor d is 7.
Plotten van de grafiek van y = 7 +3 sm(4 n(x — 7)) geett inderdaad een sinusoide
waarvan (1, 10) en (5, 4) twee opeenvolgende toppen zijn.
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Bladzijde 173
a 1 maart heeft dagnummer 60 en 18 mei heeft dagnummer 138,
Voer in vy =17+ SSin(%(x — 110)).
x =60 geeft y = 10,9, dus op 1 maart is de gemiddelde dagtemperatuur 10,9°C.
x =138 geeft y = 20,7, dus op 18 mei is de gemiddelde dagtemperatuur 20,7 °C,
b Voeriny,=12.
De optie snijpunt geeft x = 71 en x ~ 332,
Bij n="71 hoort 12 maart en bij n = 332 hoort 28 november.
Dus tussen 12 maart en 28 november is de gemiddelde dagtemperatuur meer dat 12 °C.
¢ De helling is maximaal als de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat.
Dat is bij n =110,

[@] =0,137...°C/da
dx x=110 ’ 5

De grootste snelheid is 7 - 0,137... = 0,96 °C/week.,

Bladzijde 174
a De langste dag duurt 11,9 + 6,1 = 18 uur.
b Het verschilis 2 - 6,1 = 12,2 uur, dat is 12 uur en 12 minuten.
¢ Bij | maart hoort n = 60.
n =060 geeft L =9,841..., dus 9 uur en 50 minuten.
d De periode is 365 dagen.
L is maximaal voor n =80+ - 365 = 171,25,
Bij n =171 hoort 20 juni.
e De helling is maximaal als de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat.
Dat 1s bij n = 80,

[dy] 0,105... uur/d
— =0,105... uur/da
dx x=80 g

De grootste snelheid is 3600 - 0,105... = 378 seconden/dag.

a a= 5 12
b=16—-12=4
czz—ﬂzln

12 6

d=-1+%-12=2
b Voer in y; =12+ 4sin(zn(x — 2)) en y, = 15.
De optie snijpunt geeft x=3,619... en x = 6,380...
6,380... —3,619... = 2,760... maanden, dat is 2,760... - 30 = 83 dagen
Dus gedurende 83 dagen is de daglengte meer dan 15 uur.
¢ Bij 21 maart hoort =2 en bij 21 februari hoort 7 = 1.

] caaf] i
dxxzz— ,UY... en d,xle_ L0L...

Dus op 21 maart neemt de daglengte sneller toe dan op 1 februari.
d Bijj | april hoort 1= 2%.

dy

[a]x o =2,055... uur/maand

CS30

De snelheid is 2,055... - 3600 : 30 ~ 247 seconden/dag.

Bladzijde 175
a De evenwichtsstand is 7 meter.

De amplitude is 3 meter,

De minimale hoogte is 7 — 3 = 4 meter en de maximale hoogte is 7 + 3 = 10 meter.
b Vocrin y,=3 Sin(%frx) +7eny,=8.

De optie snijpunt geeft (onder andere) x = 3,245... en x = 86,754...

De lengte van het gebouw is 86,754... — 3,245... = 84 meter.
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¢ Stel hi=a+ bsin(c(x —d)).

: . 8+4
De evenwichtsstand is 8 =6 meter, dus a = 6.

2
De amplitude is 2 meter, dus b =2,
Uit de gegevens volgt dat % * periode = 48 meter, dus de periode is % * 48 = 64 meter,
Dit geeft c = é—z = %n.
Kies de oorsprong zo, dat d =0,
Dit geeft h = 6 + 2 sin(35mx).

Stel h=a + beos(c(x — d)).

, . 12+4
De evenwichtsstand is = 8§ meter, dus a = 8.

2
De amplitude is 4 meter, dus b = 4.
Uit de gegevens volgt dat % - periode = 50 meter, dus de periode is ;1 +50= 66% meter,

Dit geeft ¢ =22 = 0,03x.
6635
De periode van het dak van de sporthal is 64 meter, dus het dak van de sporthal heeft
een laagste punt bij x =0 — fT * periode =0 —% © 64 =-16.
Dus 4 =8 — 4co0s(0,03n(x + 16)).

Bladzijde 176

a Voerin y =3+ 3sin(0,469x) en y, = 3,8.
De optie snijpunt geett opeenvolgend x=0,575... enx = 6,122...
De breedte van zo’n blokje is 6,122... — 0,575... = 5,5 ¢cm,

b De stelling van Pythagoras geeft OS = /67% + 552 = 86,683...

6,683 2n

. B6,683.. . _ _
De periode is =17,336... cm. Dit geeft c = 17.336... =0,3624...

5
De amplitude is 3 cm.
De gratiek gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x = 0.
Dus y =3+ 3sin(0,362x).

Bladzijde 177
a Stel y=a+ bsin(c(x —d)).
0,70+0
evenwichtsstand = — 5 = 0,35 meter
amplitude = 0,70 — 0,35 = 0,35 meter
periode = 10 meter, dus ¢ = % = %1:.
De gratiek gaat een kwart periode na het laagste punt stijgend door de
evenwichtsstand.
Dat is bij x=2,5.
Zo krijg je v=0,35+0,35 sin(%rc(x -2,5).
b Voerin y, =0,35+0,35sin(tw(x - 2,5)).
dy

[dx] =0,219..., dus de tangens van de maximale hellingshoek is 0,219...
x=25

De GR geeft 12,40...°.
Dus de maximale hellingshoek is ongeveer 12,4°,

¢ Volgens Alex is de periode 14 meter, dus ¢ = % = %rr.
De gratiek gaat een kwart periode na het laagste punt stijgend door de evenwichtsstand.
Dus bij x =3.,5.
Dit geeft y=0,35+0,35 sin(%n(x —3,5).

d N
[é] =0,157..., dus de tangens van de maximale hellingshoek is 0,157...
x=35

De GR geeft 8,92...°, dus de maximale hellingshoek is ongeveer 8,9°.
Dus Alex heeft geen gelijk.

@ Noordhoff Uitgevers by

Goniometrie

123




124

Diagnostische toets

Bladzijde 180

A(cos(40°), sin(40°)) = 4(0,77; 0,64)
De draaiingshock die bij het punt B hoort is 40° + 120° = 160°.
B(cos(160°), sin(160°)) = B(-0,94; 0,34)
De draaiingshoek die bij het punt C hoort is 40° + 240° = 280°.
C(cos(280°), sin(280°)) = C(0,17; -0,98)

@ 3mrad=3-180° =135°
b imrad=%-180°=36°

c 8 ral=06 - %z 34 4°

a 270°=%n rad—l m rad
o 60 __1

b -60°= 1807[ rad TII‘ad
. 150

c 150°= lsonrad 67rrad

xp=-0,4, dus cos(ap) =-0,4
De GR geeft 1,982...

Dus ap=1,982...

Yo =0.9, dus sm(aQ) 0,9.
De GR geeft 1,119...

Dus ag= 1,119...

£POQ=ap—ap=1982...—1,119...

a De evenwichtsstand is -2, de amplitude is 3, de periode is 27 en een beginpunt is (%n, -2).

b De evenwichtsstand is 3, de amplitude is 4, de periode is 7 en een beginpunt is (}—P T

=0,

86

26m rad = 26 * 180° = 4680°
%n rad =2 - 180° = 120°

T
- 330
330 =mnrad—161rrad
o_ 40 _
40 180:r:rad Tcrad
o 70
=70 = 130" rad = 81: rad

a De grafiek van fsnijdt de lijn van de evenwichtsstand de punten (—%n, -1, (%n, -1},

(12, -1) en (22m, -1).

b De vier toppen van de grafiek van f'zijn (%n, =3, (%n, 1), (l%n, -3)en (Z%K 1.
¢ De periode van de grafiek van fis 2z, dus de afstand tussen O en Q is 27 .

a A=4+2sin(rn(r— 1))
cvenwichtsstand 4
amplitude 2

. 2n
periode . =2
beginpunt (1, 4)

T —
|

Hoofdstuk 8
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b Voerin y;=4+2sin(n(x— 1)) en y, =5,
De optie snijpunt geeft x~-2,83, x~-2,17,x=-0,83, x~-0,17,x= 1,17, x = 1,83,
x=3,17enx~=3,83.
A>=5geeft-2,83<r<-2,17v-0,83<¢<-0,17v ,17<r<183v3,17<¢r<3,83
dy

¢ i ~ 6,28, dus de grootste helling is 6,28,
x=1

f(¥)=2—3cos(x +17)
evenwichtsstand 2
amplitude 3

periode 2n

beginpunt (-3, -1)

/ N
N

S
1A
-
\—LT\JCA)-&OW
N
AN
>
v

A

Bladzijde 181
. 10;—3():_10
b=10—-10=20
_2n
c—%—ﬁn

v=a+bsin{c(x—d)) metb >0
Stijgend door de evenwichtsstand bij x = 10, dus d = 10.
y=-10+20sin(;zx(x — 10))

b v=a+bcos(c(x—d)) meth>0
Hoogste punt is (17 %, 10), dus d = 17%.
y=-10+20cos(sm(x — 173))

¢ v=a+bsin(c(x—d)) metb<0
Dalend door de evenwichtsstand bij x = 25, dus d = 25,
y=-10—20sin(=n(x — 25))

d y=a+bcos(c(x—d))metb<0
Laagste punt is (Zl, -30), dus d = 2%.
y=-10—20cos(i=x(x — 21))

| @ Voerin y,=3—2sin(x), y, =3 +2cos(x — %n) en y3 =y, +1,, en zet y, eny, uit.
v=a+ bsin(c(x —d))
De optie minimum geeft x = 2,8797... en y = 4,9647...
De optie maximum geeft x =6,0213... en v =7,0352..,

7,0352... +4,9647...
= 3 :6
b=17,0352....—6~1,035
%periode =6,0213...—2,8797...=3,1415..., dus periode =2 - 3,1415... = 6,2831...

2t _ |

6,2831...
Voer in y, = 6.
De optie snijpunt geeft x =4,4505..., dus d = 4,451,
Dus y=6+1,035sin(x — 4,451).

a

enc=
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Voer in y3=y; — »,.
y=a+ bcos(c(x —d))

De optie minimum geeft x = 1,3089... en y =-3,8637...
De optie maximum geeft x = 4,4505... en v = 3,8637...

3,8637...+-3,8637...
a= -

2
b=3,8637..—0=3,804

%periode= 4,4505... — 1,3089... = 3,1415..., dus periode =2 - 3,1415... = 6,2831...

enc=2—n= 1
6,2831... ’

d=4451
Dus y= 3,864 cos(x — 4,451).

cos(l%x)=fl

1jx=n+k"2n

x=%n+k' l%n

xin [0, 2x] geeft x =37 v x=2x
sin2(2x) = 1

sin(2x) =1 v sin(2x) =-1
Z=gm+k-2nv2=13n+k-2n

x=‘1—1n+k-nvx=%n+k-ﬂ

xin [0, 2x] geeftxzﬁ:rcvxzlinvxzf’fnvx:l%n

4sin(2x +I1) =22
sin(2x + %’JI) = %ﬁ

2x+%1r=%7r+k-27:v2x+%n=%n+k-2n

2v=-im+k-2mv2x=1in+k-2n

x=—%n+k'nvx=%n+k'n

: 7 7
x1n [0, 2x] geeftx=§:rcvx=1§:rcvx=%:rcvx= lén

1 1
cos(x —zm) =-5/3

5 5
x—éi't:git"‘k‘Qchx—éTC:*gﬂ"f'k‘Zﬂ

x=n+k‘2nvx=*§n+k'2n

xin [0, 2n] geeft x=ntvx= l%n

Apax =39 +2,7=06,6 voor t = 2.4,
periode = 3_7: =9
5T

Apin=3,9-27=12voort=2,4+3-9=69.
Voer in y; =3,9 +2,7cos(3u(x — 2,4)) en y, = 2.
De optie snijpunt geeft x =~ 5,77 en x ~ 8,03.

A

Dus 4 <2 voor 5,77 <t < 8,03.

Hoofdstuk 8
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¢ De helling is maximaal als de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat.
Ditisbijr=2,4—%:9=2,4-2,25=0,15.

dy]
— ~ 1,885
[dx 0,15

Dus de maximale helling is ongeveer 1,885,

1 a T=a+bsin(c(r—d))

+
4 10228= 19
b=28-19=9
) 2
periode = 12, dus c=%=%n.

Stijgend door de evenwichtsstand 3 maanden na 15 januari, dus d = 3%.
b Voerin y; =19 +9sin(zn(x — 31)) en y, =25.
De optie snijpunt geeft x =4,89...enx =§,10..,
T

- 2%

o) 4,89... 810...
Dus gedurende 8,10... —4,89... = 3,21... maanden, oftewel 3,21... - 30 = 96 dagen.

dv
— =4,71...°C/maand.
dx x=3,5

De maximale snelheid is

t

, wee

30

=~ 0,157 °C/dag.
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Gemengde opgaven

5 Machten, exponenten en logaritmen

Bladzijde 182
1 1
a 612"{/E=az'a‘7=ar2Z
b L=L=LI?§;
Va_da_ i
c i
B A A
a a 1l
d a 4a3= %=—1%=a '
a-at a
L2101 1
a glhi=— —=
a% b% \/Ei/b_z
1 1
b (a 3)9:a3—a—3
1 1 1
c (16a%) %= = =
(16a?1 16°-a2 24
662 1y _2a%a
d —_1]_—2 b_2 at= 2
3a 4
a v= 6xc* 6 6x* _3.%
QVE? 3. (2P g2
1
Dusy=%x”

T —

2oy gl syl -
b yz(}T)Z 2Jc=(4_1)2 2x=42+2x=42_4é—x=%,(4 x=11_6,2x
Dusy=11—6‘2x.

c y= 0,4)(2’3 * (3}(4’1)3 — 0,4)(2’3 .33 (x4,1)3 =04-27- 23 4123 = 10,8](14’6
Dus y=10,8x!4¢,
4 1

d y=12- 42— 1. (%)273.\:: 12 - 4_1 (2*1)273;::3 w2 PRI T (22)21' s 32 93— 4 ? 24x . 93x
=% . 27)::% . (27))::% - 128*

Dus y =3 - 128~

a y=\x y=yx

| verm. x-as, 2 | verm. x-as, -2
y=2,v y=2/s

| translatie (-3, -1) | translatie (4, 3)
y=f(x) y=g(x)

b Bijvoorbeeld achtereenvolgens verm. x-as, - | en translatie (7, 2).
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a y=x*
J verm. x-as, —%
y=
1 translatie (-2, -4)
S =-fx+2* -4
b Voerin y;=-3(x+2)*—4eny,=1(x+ 1 +3.
De optie snijpunt geeft x=-2,852,.,
y

J(x) > g(x) geeft x <-2,85
¢ De top van de grafick van f'is het punt (-2, -4).
(,2, ,4) verm. x-as, —4 (,2’ 16) translatie (4, -8) (2, 8)
De top van de beeldgrafiek is het punt (2, 8).
d Het punt van symmetrie van de grafiek van g is het punt (-1, 3),
{(-1,3) vem.xas,-3, (| gy translatie(2,8) , (-] + g, -9 + b}
Het punt (-1 + a, -9 + b) is het punt (4, 6) geefta=5en b= 15.

Bladzijde 183
a 6-3x=0
-3x>-6
x<2,dus Dy = (¢, 2]
randpunt (2, -2)
Voer in y; =-2+/6 — 3x.
x|-s|-1]o|1 ]2
f(x)l 2,6 | 1 | 0.4 |—0,3] =5
4x+10>0
4x>-10
x>-23, dus D, = [-23, )
randpunt (—2%, 3)
Voer in y, =3 — \J4x + 10,
x| 2]-1]o]1]|2]s
g 3 | 16|06 |-02[-07]-12]-25
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o X

3 2 1 O > 3
N

-1

b De optie snijpunt geeft x=-1,863...enx=1,741...
f(x) > g(x) geeft-1,86 <x < 1,74
€ Zetyjenyuiten voerinyy =y, —y,en vy = %_

y
y=fx)— gx

s J -
2571,48 o 1,46\12

|

!

De optie snijpunt geeft x =-1,481... enx = 1,464...
()~ g(x) < § geefl 23 <x <148 v 1,46 <x <2
d f(-10)=4

x>-10 geeft -2 < f{x) <4

a 3,2-4x=21 d 2x-1+7=15
V2—4x=7 2yx—-1=8
2—4x=49 \/xT=4

-4x =47 x—1=16
e x=17
x=-11z e
1x—2

b 22* =2\/§ 35-2x = 34
2%;(—2:21% 5-2x=4
Le—2=1} Al
2 2 x=1
%x=3% f “og(2x+3)=3
=7 2 +3=4

+3=

¢ 5+ 2log(x)=15 izél 64
log(x) =3 -
x=23 2
x=8
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a G =4000 geeft L="7,5 - 4000%25 = 59,64...
Dus de levensverwachting van deze olifanten is 60 jaar.

b Voerin y, =7,5x%2° en y, = 34.
De optie snijpunt geeft x = 422,34,
Dus het gemiddelde gewicht is 422 kg.

¢ G =300 geeft H=280 - 300%2% = 67,27...

G =300 geeft L =7,5 - 300%%° =31,21...

67,27... hartslagen per minuut geeft 67,27... - 60 - 24 - 365 - 31,21... = 1,1 miljard

hartslagen in zijn gehele leven.
d Voerin y;=280x %2 en y, = 900.
De optie snijpunt geeft x = 0,00936...

G =0,00936... geeft L =7,5 + 0,00936..025=233...

900 hartslagen per minuut geeft 900 - 60 - 24 - 365 - 2,33... = 1,1 miljard

hartslagen in zijn gehele leven.

e L is de levensverwachting in jaren, dus 365 - 24 - 60 - L is de levensverwachting

in minuten.

H is het aantal hartslagen per minuut, dus 365 - 24 - 60 - L - [ is het aantal hartslagen

in het hele leven.

Als dit voor elk zoogdier gelijk is, dan moet L - /1 constant zijn,
ErgeldtL - H=7,5 G%% - 280 G™%25=2100 - G"=2100 - 1 =2100.
Dus is inderdaad L + H constant en het is gelijk aan 2100.

a 2—-2x+2x=0
J2=2x=2x

kwadrateren geeft

2 -2y =dx?

~4x2—2x+2=0

2x2+x—1=0

D=12-4:2--1=9

TS I
4 2 4

x=% geeft \32—2-%+2-%=0vold.niet
x=-1geeft y2—2--1+2--1=0vold.

b 02>"'=0,04
0,22x+ 1l 0’22
2x+1=2
2x=1

1
=5

c 50,0?.1{:5\5
50,02x=51%
0,02¢=11
x=75

Bladzijde 184

a 2+3xx=26
3xx =24
x\/.;=8
=64
x=4

b 3-29 2+12=60
3.27°2=43
»-2=16
2x2*2=24
x2—2=4
x2=6
X= 6vx:*\/6
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d 3x=.8+1
kwadrateren geeft
Ox?=8x+1
9x2—8x—1=0
D=(-82—-4-9--1=100
x=8+10=1vx:8_10=fl
18 18 ¢

x=1geeft 3=,/8+1 vold.

x=fégeeft f%: \,,§+ 1 vold. niet

62 +4 =220

6% =216

62x:63

2x=3

x:l%

Slog(8x +\3)=23
g+ 3 =3%
8x=93-3

8x =8,3
=3

Zlog(x*—2)=3
2-2=23
P-2=3
=10

x=410vx=-/10
bix 5
4+\x 3

kruislings vermenigvuldigen geeft
3+ 2x=2(4 + )
6Jx=8+2\x

4x=8

Vx=2

x =4 vold.
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e 128—4-3"1=20 £ 5-3logdx—7)=3

-4 - 3*"1=-108 -3logdx—7)=-2
3+l=27 Nog(dx—7)=2
rl=33 dx—7=32
x+1=3 4x—T7=9
x=2 4x=16
x=4

a y=2* y=73"
J verm. x-as, 0,4 J verm. x-as, -0,2
y=04. 2% y=-02-3"
1 translatie (2, -4) 1 translatie (-1, 3)
f(x)=04-25"2—4 y=-02-3+14+5

Jverm. y-as,2 |
glx)=5-0,2 32"
b f(x)=24geeft04-2""2-4=24
0,4-25"2=64
2-2=16
2.&'—2 = 24
x—2=4

x=6

fx)=24 geeftx>6

€ AB=/(p)-g(p)vAB=¢gp)~/ () |
Voerin ;=042 2-4-(5-02-37"1), 1, =5-02 -3~ (04 - 2" 2~ 4)eny,=3.
De optie snijpunt met v, en y; geeft x =4,923... en met v, en y; geett de optie snijpunt x = 3,735...
Dus p=4,92 of p = 3,74.

d f(x)=g één oplossing geeft ¢ > 4.
g(x) =g geen oplossing geeftg > 5.
Dus g = 5.

a D,=(-4, =) en verticale asymptoot x = 4.
D, =(1, —) en verticale asymptoot x = 1.
b f(x)=5 geeft 2+ 3log(x+4)=5
Nog(x+4)=3
x+4=33
x+4=27
x=23

s

R ERSS SRAE

O
N
@

flx) <5 geeft -4<x<23
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€ f(x)=2geeft2+3log(x +4)=2
Nog(x+4)=0
x+4=30
x+4=1
x=-3

Dus P(-3, 2).

g(x) =2 geeft 3+ 2log(x — 1)=2
Zlog(x—1)=-1
x—1=271
x—1 3%
x= 1%

Dus O(13, 2).

PO=xp—xp=15--3=43

d y=3+2log(x—1)

| translatie (4, 0)

v=3+2log(x—4— 1), oftewel y = 3 + %log(x — 5)

| verm. y-as, é—

y=23+2log(2x - 5)

Dus A(x) =3 + *log(2x — 5).

f@) =272

1 verm, x-as, a
v=a-*2"-2a

| translatie (4, 1)
y=a+2""4-2a+1

= . x—4_ +
y=a 2" ~la 1}a-26_4—2a+1=5

door S(6, 5) PO —
2a=4
a=?2

gx)=3+b

1 verm. x-as, 2

y=2:3"+2b

| translatie (4, 1)
y=2-3"4+2b+1
y=2:3"4+2p+ 1}

A6 ALAR L] =
door 5(6, 5) 2°8 sarl=g

18 +2b+1=35
2b=-14
b=-7
Dusa=2enb=-7.

6 De afgeleide functie

Bladzijde 185
a fi)=ix—1x-2x+1 geeft fx)=x2-x-2
re,=f(4)=42-4-2= 10}

1k, dusre - re,=-1 re; - 10=-1

-1
I'¢;=~10

e 1 1
0 I ("Tg 4+tb=63
f(#) =63, dus 4(4, 63)] i

__+b=6_
5 3

b=61%

Dus Iy =-15x + 61L en B(0, 611).
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b Raaklijn horizontaal, dus /(x)=0.
fx)=0geeft x> —x—2=0
(x+1)x—2)=0
x=-1lvx=2
fED =1 (1P =1 (12 =2--1+1=2}
f@)=3-23-1.22-2.2+1=-2}
De punten zijn (-1, 23) en (2, -21).
¢ Raaklijn evenwijdig met m: y =4x + 10, dus rc 4.
Dit geeft van f f(x) = 4
x2-x—-2=4
2-x-6=0
(x+2)x—3)=0
x=-2vx=3
xe=-2geeft ye=/f(-2)=1- (-2 -1 (22 -2-2+1=1% dus C(-2, D).
xp=3geeft vy=f3)=1-33-1-32-2-3+1=-1 dus D3,-D.

raaklijn —

a f(x)=x3+12x2 +45x + 17 geeft f(x)=3x2 +24x+45
f1x)=0 geeft 3x° + 24x +45=0
¥ +8x+15=0
(x+3)x+5=0
x=-3vx=-5

/

max. is f(-5) =-33 en min. is f(-3) =-37.

b f(x)=p heeft drie oplossingen voor-37 <p <-33,

¢ f(x)=p heeft é&n oplossing voor p <-37 v p>-33,

d Door op de grafiek van f'de translatie (0, 33) of de translatie (0, 37) toe te passen,
raakt de beeldgratiek van f'de x-as.
Dusa=17+33=500fa=17+37 =54,

2x+5 } oo 42 10
a flo="7 =2x1+5x2geeftf(x)g72x2—10x3f*x—2—x—3
6x2 x2+2 1.4 2 . ; 2 1.9 .6 - 2 1 6
b f(x)=?— ol =1§x2—§x1—gx3geeftf(x)=25x+§x2+5x4=2§x+5?+5?
¢ f(x)=4(3x— 1) geeft f(x)=4-53x—1)*-3=603x—1)*
5 5 oy , i gt 25 25
d x)= =——=15x "2 geeft f(x)=-125x"2=- =-
fx) i geeft f(x) 5 P =
5 ) ) 40
= - — 2y 4 ft fx)=5 -46—-2xy5--2=
e flx 6= 29" 5(6 —2x)™ geeft f(x) =5 - -4(6 — 2x) (6— 207
£ f(x)=35c+ 10+ (5x + 10)? geeft
5 15
)=3+  ————=+3(5x+10)? - 5=————=+15(5x + 10)?
FB=3 g rrin T 2F+10) NI TR
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P
a f(x)=xi—x+4=x—3 +4x7! geeft f(x)=1-4x2=1 _j_l

Stelk:y=ax+bmeta=f'(4)=1—:‘—63%
3
F=akh }§‘4+b=2
= 3
f(4)=2, dus 4(4, 2) i p=r
b=-1
Dusk:y=%x—1,

b f(x)=0 geeft 1 —%ZO
X

x=2vx=-2

vold. vold.
y

f

max. i8 f(-2)=-7 enmin, is f(2)=1.

€ ICuufin =3, dus f(x)=-3
4
j
JC2 -
4
-—=-4
2
x2=1
x=1lvx=-1
vold. vold.
2-3.1+
) :#3 2, dus raakpunt (1, 2).
(-1)>-3--1+4
fi-1)= f=78, dus raakpunt (-1, -8).
d rc>1,dus f(x)>1
4
1——=>1
o
_i>0

2

Omdat - 42 voor elke x kleiner is dan 0 heeft ,iz > 0 geen oplossingen.
X X

Dus de grafiek heeft geen raaklijn met richtingscoéfficiént groter dan 1,
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Bladzijde 186
a f(0)=\16= 4 dus A(0, 4).
2,(0)=4+—==4+2=6, dus B(0, 6).

2 2)2
. 4 2 , g
b = Jdx + 16 geeft = = . d ===
J@ =yt legeett S = et yaxrie /O 52
78 3, 16a
= + - i —
g, (x)=4 (@ -2y =4+ 8(ax—2) 2 geeft g,"(x) =8 + 2(ax—2) = -2
’ _ 16a _
dus g, (0)=- 2 2a
De raaklijnen in 4 en B zijn evenwijdig geeft f 0)=g,(0)
5 =2a
|
Iy

a Stelm:y=ax+bmeta=rc,=rc,=-1,

N I |
J(x)=+/6 — 2x geeft f(x) NN T
res, =<1 dus Fila)—1

::\
5:’
»—‘II

-2x = *5
x= 22 vold.

1=—x+b 3
f@h=J6-5=1,dus (2%, 1)} 2 +b 1

Dusm:y=-x+ 35.
b f(x)=-5x+ 15 geeft J6—2x=-3x+ 13
26 —2x=-x+3

kwadrateren geeft
4(6 —2x) = (-x +3)?
24— 8x=x2—6x+9
¥ +2x—15=0
(x=3)x+5)=0
x=3vx=-5
vold, wvold.

y

X

x=p
Stel L is de lengte van het lljnqtuk AB.
x=pgeefty,=\6—2penyz= p+1

Voor x=pmet -5 <p <3 ligt de graﬁek van f boven de lijn /, dus
L=y, =yp=6 -2~ (3p+1)=V6-2p+3p- 15

dl =2 ] -1 1

2

dp 26-2p % \6-2p 2
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L is maximaal voor p =1,
Lo =6~ 2+ 5= 1g=2+} = 13=1

B-x2-2x ¥ x 2x

1 1 1
0 [ == - - T =xT—x'T - 2 geeft
\/;‘ xt 2 x
L SR 2 1 5% 3x 2 5x2-3x-2
’x zzlxlz_llxz_x2:2l.x__1l.i__: - - -
e i Y Y
2 a4
B el gt 2.
X
5x2—3x—2=0
D={32=4+5-2=49
p=3 T gyx=32T-2
10 10 5
vold. vold. niet

Zie figuur G.3 in het leerboek.
min. is /(1) =-2.
3_,2_
c 6 = Gpeeft T2 2
X
X —x2-2x=0
x(x2—-x—-2)=0
xx+Dx—2)=0
x=0 v x=-1 v x=2
vold. niet  vold. niet  vold.
Dus 4(2, 0).

5:.22-3-2-2 126 V2 62
Stel k: y=ax + b met a=/"2) = =——=—. —=—=32
el k: y=ax+b met a=/2) o 2\5\522\/_
ﬁzifz"(‘);b}sﬁ-ub:o
Eonis 652 +5=0
b=-6.2
Dusk:y=3x\/§—6\/§.
d re;= 163, dus f(x)=16%.
Voer in y, 2K 03 en ), = 16%.
X
De optie snijpunt geeft x = 4,
f(4) =20, dus B(4, 20).
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| x=p geeft yp=6p —p? enyQ=%p2—3p.

1 1 1
PO=yp—yg—to—p—Grr—3=tp—p* g4 3p—-157+%
Stel A is de oppervlakte van drichoek OPQ.

1 1 1 3 1
A=3PQ-p=3 (1lzp*+9p) p=-1p +43p°

Dit geeft e *2%,02 +9p.

dp
dA i 4
el —Y=pl + =
Ip 0 geeft 2?p 9p=0
2zp(p—4H=0
p=0vp=4
A
o 4 6"

P=4geeﬂA=—f—1443+4%.42=24
Dus de maximale oppervlakte van drichoek OPQ is 24.

Bladzijde 187
a —%x2+x+4=0
¥ -2x—8=0
(x+2)(x—4)=0
x=-2vx=4
Dus P(-2,0), O(4, 0)en -2 < p <4,
OR=00-OR=4-p
RS=ys=-3p*+p+4
1 1 1 1 1
A=3"OR"RS=3"(4=p) (3P Tp+4)=Q2—3p) (30> +p+4)
=p2+2p+8+3p° — P~ 2p=1p° — 1397 +8

b y=—£—x2+x+4geeftl=—x+l

dx
a0 geeftx=
Dus x7= 1.
_1 1 dd _3 5
A—Zp3—15p2+8geeﬂ$~4p2 3p
8 Bp giqepl
AR
d4 . .. . .
EIS ongelijk aan 0 voor p = xr, dus A4 is nict maximaal voor p = x;.
c %:Ogeeft%pz—@zo
i —4=0
p=0vp=4
A
2 0 2 P

A is maximaal voor p=0.
De maximale oppervlakte is 8.
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o f)=\Br+12-2 geeﬂf'(x)?\/ﬁ_zx: \/ﬁ

Stel /: v = ax + b.

4 1
re.=f(3)=——=-6=-53
=16 24+12 5 rc,-—5%=—1
[ Lk, dusrc; - re,=-1 rc}.,&:,l
3
3
¢/ =16
3
y=igx+b 3y
R, ey, 3 5 3T0=
E+b=—3
b=-3%
L3 9 9
Diiglp=-p¥—37- 80800, -85,
4 1_ 4
b fG)=———="2" =" 1=1-1=0
[ .1
y
i

M

b ’(%) =0 en in de schets is te zien dat de grafick een top heeft voor x = %

Dus f'heeft een extreme waarde voor x = %

4
a xp=pgeelt yp=/f(p)=—

P
2
Met de stelling van Pythagoras krijg je L= \/xp* + vp> = \/p2 + (%) = \/ P+ %
P
b g(p)=p? 12 =pP+ 1692 gocft g'p) = 2p — 32 =2p 3
P P
g(p) =0 geeft 2p— 22 =0
P
32
2p=—F
7
2p*=132
pt=16
p=2vp=-2
vold. vold. niet
Zie de figuur hicrnaast. 4
g is minimaal voor p =2, dus L is minimaal voor p = 2. g
p=12 geelix,=2 en yp=/(2) =%= 2, dus P(2, 2).
= & _2-0_ 1
for~xAx " 2-0
. T R '
JE=—=2" gl F ) = -y sy l
X x o 2 P

7 4
toy =gy~

rey s rcpp=-1 + 1=-1, dus &k en OP staan loodrecht op elkaar.
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x=*2%
f2h=2-2L+7-4.0=2
Het randpunt is (-2 %, 2).

: y
(23,2
X
o
, 2 4
b f(x)=2x+7—4\f2x+5geeﬂf(x)=2—4-2\/2x_5=2— 3
" 4 1_2
Stel k: y=ax +bmeta=/12)=2~ =2-11=%
J4+5
y=3x+b 2.04+p=-1
f@)=-1,dus 42,-1)J 3,
1§+b=—1
p=-1

Dus k:y= %x - 2%.
k snijden met de x-as geeft %x = 2% =0

Dus B(33,0).
¢ fx)=0 geeft2— 4 =0

J2x+5
_-»
J2x+5
VZx+5=2
2c+5=4
2c=-1
x=-%vold.
feh=-1+7-41+5=-1+7-4-2=-2
Zie de schets bij a,
B, =[-2, —)
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d m loodrecht op p, dus rc,, - rc, =-1

IC,, * % =]
IC,, =2
re,, =2, dus f(x)=-2

\f2x+5
V2x+5=
2x+5= 1
2x=-4
x=-2vold.
=-2geeft yo=f(-2)=4+T7—-4\4+5=-4+T7—-4-1=-1,dus C(-2,-1).

7 Lijnen en cirkels

Bladzijde 188

a £k 3x+y=6oftewel k: y=-3x + 6 geeft rc, =-3.
tan(a) = -3 geeft a =-71,56...°
[:v=-2x+3 geeft rc;=-2
tan(f) =-2 geeft f=-63,43...°
B—a=-63,43..—-71,56..°=§,1°
De gevraagde hoek is 8,1°.

tan(a) = 71% geeft a =-53,13...°
3—1
=3y 1
tan(f) = 1 geeft f=45°
B—a=45°—-53,13..°=98,1°
De gevraagde hoek is 180° — 98 1°= 81 9°,
¢ pi3x+2y=7 oftewel p: y =-15x + 35 geeft re, =-13
tan(a) = 712 geeft a =-56,30...°
-3 _ 1
I’Cq G — 2 =73
tan(f) = —;1 geeft f=-14,03..°
B—a=-14,03.°—-56,30..° ~ 42 3°
De gevraagde hoek is 42,3°,

a d4,B)=\/Q2 -7+ 4 -92=(-50+ (-5)2=25+25=/50=5,2

b chC=;%2=—3

y=-3xrb }3‘2+b=4
door B(2, 4) B e
b=10
Dus BC: y=-3x+ 10.
De lijn k& door 4 loodrecht op BC heeft dus rc, = %

1
y=3x+b
door A(7, 9)} il
+b=9
b—6§

Dus k:y= %x + 6%.

& Noordhoff Uitgevers by Gemengde opgaven 141




k snijden met BC geeft het punt S.
1r+65=-3x+10
31x=31
x=1
y=-3x+10
Dus (1, 7).
d(4, BC)=d(4, S)=~J(1 = T2+ (7 -9 =~/(-6)2 + (-2)2 = \36 + 4 = /40 = 2,/10
¢ BC=d(B,C)=\(3-2)"+(1-42=12+ (32 =\1+9=4/10
O(A4ABC)=1 - BC - d(4, BC)=1-\[10-2\/10=10
d r=d(4, BC)=2\/10 geeft 12 =40
Dus c: (x — 7)2 + (v — 9)2 = 40.
e AB=./50 (zie a), BC = \/10 (zie ¢) en AC=/(3 — T} + (1 — 92 = /(-4 + (-8)2 = \/16 + 64 = /80

De cosinusregel geeft (1/80)2 = (1/50)2 + (10)2 =2 - /50 - /10 - cos(£LABC)
80 =50+ 10— 20,/5 - cos(£ABC)
20,/5 * cos(£LABC)=-20
-1
cos(LABC)=—
( C) 5
ZABC=116,6°

}y=—3'1+10=7

a klldusk 3x+2y=c
door 4(1, 2)
Dus k: 3x+2v="17.

b rcp =%=%, dus rc,, = —1%.

1
my=-lzx+b| 1. L=
door B(3, 2) g =k

}c=3'1+2'2=7

Dus m: y=—l%x + 6%.

o =8 m
c rcn—rcp—ﬁ—g

3
wy=ex+8 |3 _
door C(3,1)}5 2 8=-1

Dusn:y=%x— 2

a MEQp+3+2),50+p+6)=Mp+25ip+3)
c, raakt de x-as en de y-as, dus x,,; =y, vV X3, =V,
Ditgeeftpﬁ-z%:%p-’-?’vp+2%:*%p—3
3p=5Vv13p="-53
p=1 vp:*3%
p>—1l,dusp=1.
b d(4, B)=d(0, B) geeft \|2 — (2p+ 3))> + (p + 6 — 0 =22+ (p + 6)?
VEL=2pP +(p 56 =4+ (p +6)
Voer in y, = \/(-1 —2x)2 + (x+ 6)2 en vy =+/4 + (x + 6)%.

De optie snijpunt geeft x =73
Dus p=5.
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_ pt6-0 pté
=3 —0p+3) 2p-1
AB | kgeeftrc g - 1c,=-1

P69
p-1 10!
Ip+54
20p— 10
9p+354=20p+ 10
-11p=-44
=4

d OA4BCiseen rechthoek} 8, =y

04 ligt op de x-as 2yt 3=12
2p=-1

p=-1geeft 4(2, 0) en B(2, 53), dus C(0, 55).

o

a ki ax+4dy=8en/l y=bx+2aoftewel [: -bx +y = 2a vallen samen als £ - 2

4
-b 1

%z ageeft8a=8,dusa=1.
%=%ena=lgeeﬂ%=%
-4b=1
e
Dusa=1lenb=-1
b kax+dy=
door (4 y3)8}4“+4’3:8
’ 4a—12=38
4a=20
a=35
Dus /: y = bx + 10.

l:y=bx+10}
4-b+10=-3
door (4, -3) 4h=-13

b=-3}
Dusa=5enb=-3%.

C k:ax+4y—8}

x=0 Y-8

y=2
Dus het snijpunt met de y-as is (0, 2).
Lv=bx+2a
o + —
door (0, 2) }Ozfa %
Dus k: x +4y =28
4y=-x+8
yzfix+2
kL lgeefire, - r¢;=-1
1 —
-3b=-1
b=4
Dusa=1enb=4,
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a d(4,B)=+(6-32+(8-42=9+16=25=5
b c:(x—2)2+(y—3)2 =10 geeft M,(2,3) enr= /10
dd, M) =(2-32+(3-42={1+1=42
d(A, ¢))=r—d(4, M))=\10- 2

C 62:x2+y2—4x+2y=0

X2 —dx+y*+2y=0
(x—22—4+@+12-1=0

(x=2 +(@+1y=5

Dus M, (2, -1) en r= /5.

d(A4, My)=~J(2 -3 + (-1 -4)2=/T+25=/26

d(A, cp)=d(A, Mp) —r =26 — 5
d /lkduslidx—=3v=c|l _,. 2 _a2.4_
door A(3, 4) }C 4 B =gl

Dus /: 4x —3v=0.
k en [ snijden geeft het punt S.

3x+4y=15‘ ‘ Ox + 12y =45
4x—3y=0 16x—12y=0 "
25x =45
o
5 »
dx—3 0}36 =0
5 —ar==1
3 :,35_6
_12
y=s3

Dus S(3, ).
36 64 100
A, B =d(4, $) =@~ 37+ -ap =3+ = 5P - =2

Bladzijde 189
a De loodlijn uit NV op de y-as snijdt de v-as in het punt 0(0, 4).
In drichoek MNQ geeft de stelling van Pythagoras ON? + OM? = MN?

ON? +52=13
ON2 =169 —25=144
ON=

Vierhoek OPNM is een trapezium.
De oppervlakte van OPNM is %(9 +4)-12=178.
b De loodlijn uit N op de y-as snijdt de v-as in het punt (0, s).
In drichock MNQ geeft de stelling van Pythagoras ON? + OM? = MN?
ON? +(r— s =(r +s)?

ONZ+12=2rs+52 =12+ 2rs + 52

ON? = drs
ON = \J4rs =2\[rs
De oppervlakte van OPNM is §(r+s) « 2/rs = (r+ s)/rs.
¢ In drichoek ONM geeft de stelling van Pythagoras OM? + ON? = MN?
(r— 52 + OP2=MN?
(r—sy+152=252
(r—sP=625-225

(r—s)2=400
r—s=20
MN =25 geeft r+5=25
{r+s=25
r—s=20
2r=43 =
r=22s 1
7) L4 e
r+s—25}222+s 25
_ Al
5725

Dus =223 en s =21.
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x2+32—8x—4p+15=0

X2 =Rx+12—4y+15=0
(x—4¥—-16+(—-2)*-4+15=0
(x—4)+(y—2)2=5

Dus M(4, 2) en r= /5.

d(A, My=/(4—152 +(2-9)2= /121 +49= /170
dA, ¢)=d(A, M)—r=J170— /3

De lijn / gaat door M en staat loodrecht op £.
Lx+2y=c _ e
doorM(4,2)}C*4+2 a=E
Dus /: x + 2y =8.

k en [ snijden geeft het punt B.

2x—y=21 ‘ ‘ dy—2y=42
x+2y=8 x+2y=8 5

5x =50

x=10 }

_o(10+2y=8
x+2y=8 Syt
y=-1

Dus B(10, -1).

d(B, M)=~/(4- 102 +(2--1)2=36 +9=1/45=3./5
dk, )=d(B, c)=d(B,M)—r=3/5—5=2/5
Geldt d(4, ¢) > 25 - d(k, c)?

JT70-5>25-2,3

V170 - 5> 55

V170> 64/5

V170> /180

Dit klopt niet dus d(4, ¢) > 2% - d(k, ¢) geldt niet.

a x2+y2+2x+4y—5=0
x2+2x+y2+4y—5=0
@H1P-1+(@+2P2-4-5=0
(x+ 12 +@+2)32=
Dus middelpunt (-1, -2).

(-1,-2)op k geeft p=-1+-2=-3,

b l:x—3v=gqgoftewel :x=3y+g
x =3y + g substitueren in x2 + 12 + 2x + 4y — 5 =0 geeft
By+qP+y +23y+q) +4y—5=0
92 +6qytg’tyi+6y+2g+4y—5=0
10y* + (6g + 10)y +¢*> +2g—5=0

D=(6g+10)>—4-10 - (¢° +2q — 5) = 36¢> + 120g + 100 — 40g> — 80q + 200 = -4¢” + 40g + 300

D =0 geeft -4¢> +40g + 300 =0

—10¢g—75=0
3G 157=0
g=-5vg=15
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¢ m:3x+y=roftewel m: y=-3x+r
v =-3x+ r substitueren in x> + 32 + 2x + 4y — 5= 0 geeft
P+ BrtrP+ 2t A3+ A -5 =0
X249 —6rx+ 2+ 2x— 12x+4r—5=0
1022+ (-6r — 10)x + 2+ 4r—5=0
D=(-6r—1072—4-10 - (2 + 4r—5)=36:2 + 120r + 100 — 402 — 160r + 200 = -4/2 — 40r + 300
D =0 geeft -4r2 — 40r + 300 =0
2+10r-75=0
(r=5@r+15)=0
r=5vr=-15

D =47 - 40r + 300

[-15 5\
Geen gemeenschappelijke punten, dus D <0,
Dus r<-15vr>5.

a c, gaat door 4 en B, dus het middelpunt A, ligt op de lijn y = 5.
¢, raakt de x-as in C, dus M| ligt op de lijn x =4.
Dus is M,(4, 5) en is de straal gelijk aan 5.
Dit geeft c: (x —4)> + (y — 5)2 =25,
Het middelpunt M, van ¢, is M5(0, 5) en de straal is gelijk aan 3.
Dit geeft ¢,: x2 + (v —5)2=09.

b Noem de raakpunten D en £.

DM,
sin{ZDOM,) = OM 5gecft £DOM, = 36,86...°

De hoek tussen de raaklijnen is 2 - 36,86...° =~ 73,7°.
€ cyraakt de y-as in A(0, 2), dus Xy, =renyy, =2, dus May(r, 2).
cy gaat door M (4, 5), dus d(M;, M3)=r.
d(M,, M3)=r
V=42 +2-52=r
(r—472+(-32=12
~8r+16+9=r
78rﬁ* 5
r= 3—
Dus c3: (x— 3§+ (- 22 =92,

Bladzijde 190

a Met dit werkschema wordt het middelpunt M van de cirkel gevonden door de
codrdinaten van het snijpunt van twee middelloodlijnen van drichoek ABC te
berekenen Daarna geeft d(M, 4) de straal van de cirkel.

72 2 -7, dus rc, = l

Het midden van AB is (2(6+7), 2(8 + 1)) = (63, 41),

b ICyp =

Ey=sx+b
d;;@,@}%
~b=41
b 32
Dus k: y=1x+3%,

4_
AT 5 5,dusrc;=—2.

Het midden van AC is (3(6 +-2), 2(8 + 4) = (2, 6).
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[:y=—2x+b}

door (2, 6) Bl

-4+b=6

b=10

Dus /: y=-2x + 10.

k en [ snijden geeft
lx+3%=-2x+10

2%x=6%

x=3 y=-2-3+10=4
y=-2x+10] -

Dus M(3, 4).

d(M, A)=\(6 3P+ B —4)? =32 +47= 0~ T6=25=5
Dus ¢: (x —3)2+ (v — 4)> = 25.

a c:x?+)?=2x—6y+5=0
X —2+3?—6y+5=0
(x—1P-1+(-3F-9+5=0
(x=1P2+@-3)?2=5
Dus M(1, 3) en r= /5.

=g =-3, dus LOAM =3686..°,
ICon= %z 3, dus LAOM =171,56...°.

ZOMA =180° - 36,86..° — 71,56..° = 71,6°
b d(4, M)=/(1-52+(3—-0P=(-42+32=16+9=25=5

M 5
siti(ZBAMy =21 = ¥y 5 geeft ZBAM=26,56...°
AM 5 5

=2+ ZBAM=2-26,56...° =53,1°
¢ De cirkel die de x-as in 4 raakt en ook de v-as raakt heeft middelpunt N(3, 5) en straal 5.

d(M, N)=/(5 - 1)2+(5-3)2=/16+4=20#£5

Deze cirkel gaat niet door M. Dit is dus niet cirkel d. Dus d raakt niet de y-as.

a Het middelpunt van de cirkel is het midden M van 4B, dus M(9, &).
S ligt even ver boven de lijn y = 8 als 4 eronder ligt, dus S(3. 16).
¥s =g, dus BS is horizontaal en hieruit volgt BS // AR.

Dus ARBS is een trapezium.

_16—=0_16 4 _ 3

b I’CAB—m— I dus re;=-7.

Ly= —%x +b

3
f-z'3+tb=16
door 5(3, 16)}

-21+5=16
b=183
Dus l:y:f%xﬁ- 18%.
v=0geeft-3x+185=0
*%x:*ISj—;
x =241
Dus R(241, 0).
¢ AR=241-3=21} BS=15-3=12en4S=16, dus
O(ARBS)=1(AR+BS) - AS=1(213+12) - 16 =1 - 33L - 16=2662.
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4
y=3x+
d AB:y=3x b}%'3+b=0
dOOl‘A(?), 0) b=-4
Dus AB:y=‘31x—4.
AB snijden met / geeft het punt 7.
%x—4=*2x+ 18‘17
By=221
x=10,68
x=10,68 geeft y =3 - 10,68 — 4 = 10,24
Dus 7(10,68; 10,24).

d(A, 1) = d(4, T)=+/(10,68 — 3)2 + (10,24 — 0 = \/163,84 = 12,8

8 Goniometrie

xp=-0,4, dus cos{ap) =-0,4.

De GR geeft 1,982...

Dus ap=1,982...

vo =0,6, dus sin(ag) = 0,6.

De GR geeft 0,643...

Dus ap = 0,643...

op—og= 1,982...—0,643...~ 1,34

Bij vp = 0.6 hoort ook a5 = —0,643... = 2,498...
ag—ap=2,498..—1,982...~ 0,52

1,34 <imen0,52<in

Dus £POQ = 0,52 of ZPOQ = 1,34.

Bladzijde 191
a f(x)=2+3sin2(x - £m)) g(x)=-1+4cos(x +4m)
evenwichtsstand 2 evenwichtsstand - 1
amplitude 3 amplitude 4
periode %t =7 periode 21
beginpunt (é i, 2) beginpunt (f%:rc, 3)
y
5 N7
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b p=2,g=3enr=2,
De gratiek van f(x) =2+ 3sin(2(x — %ﬂ)) heeft een hoogste punt bij
x= én i+ % - periode = é‘ﬂ' + ‘l—p't = 15—27[, dus een hoogste punt is (15—21'5, 3).
Dus y=2+3cos(2(x — 15—21c)).
¢ De helling is maximaal als de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat.
Dat is bij x= é—n.

dy _
dx x:ln_6
6

Dus de maximale helling is 6,
d g(x)=1geeft -1 +4cos(x + é:rr) =1
4cos(x+ é—n) =2
cos(x+én):%
x+én=%n+k-2nvx+én=—%n+k’ 2n
x=é—n+k'2nvx=—%7t+k‘2ﬂ
xin [0, 2x] geeft x=Etnvx =137

Zie de tiguur bij a.
g(x) <1 geeft %7{ <x< 1%1{

31+-13 1
a a= 1 3 ~l
b == 35— 1 == 25
;—periode = %‘JT — %n = %n, dus periode = 1%1:, dus c¢= 121_7;: 1%.
3
Dalend door de evenwichtsstand bij x = %11: +% - periode = %rr + }; . l%ﬂ = %n + %’:‘T =,
dusd=m.
Dit geeft y=1— 2% sin(l%(x— ).
b a= M=20
2
b=40-20=20
1 . . 2r
3 periode =4 — 1 =3, dus periode = 12, dus ¢ = 6%

Stijgend door de evenwichtsstand bij ¢ = 4 — % + periode =4 — % +12=-2, dus d=-2.
Dit geeft N =20 + 20sin(:n(z +2)).

a  f(x)=0 geeft sin(r(x — 1)) - cos(n(x—3)) =0
sin(r(x — 1)) =0 v cos(n(x — 1) =0
n(x—1)=k'nvn(x—%)=%7r+k'n
x—l=k-lvx—i=1+r-1
x=l+k-lvx=3+k-1
xin [0, 3] geeftx=0vx=1 \w«r=2\/3c=3vx:%vx:1%\/;{12‘3-1

b Voerin f(x)=sin(n(x — 1)) - cos(m(x — ‘IT)).
De optie minimum geeft x = 0,375 en y =-0,853...
De optie maximum geeft x = 0,875 en vy = 0,146...

0,146... +-0,853...
a= 2 =-0,353...=-0,35
bh=0,146...—-0,353...=0,5
%periode =0,875-0,375=0,5, dus periode = 1, dus ¢ = L =6,28

1

Stijgend door de evenwichtsstand bij x =0,375 +% - periode = 0,375 + ‘]—1 - 1=0,625,
dus d = 0,63.
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¢ De helling is maximaal als de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat.
Dat is bij x = 0,625.
EE
deli—062s

Dus de maximale helling is ongeveer 3,14,

Bladzijde 192
a sin(x)=f%ﬁ
x=—‘1—1n+k‘2nvx=lﬁn+k-2n
xin [0, 2n] geeft x=13nvx=13n
b sin(2x—17) - cos(3r(x+1) =0
sin(2x — 3m) = 0 v cos(zm(x + %)) =0
2x—%7c=k-nv‘1—ln(x+;—,)=%n+k-n
Je=fn+k mvx+i=2+k-4
x=én+k‘%nvx=1%+k‘4
Jcin[0,211]geeftx=%1tvx=%nvx=1%7:\./x=1%1t\f.7c=l%vx=5’§l
c 55in(2x-%n)=*%\/3_‘
sin(2x —3m) =-3/3
d—dn=-in+k-2nvx—in=lin+k-2n
2e=k-2mv2x=13n+k 2n
x=k-;rcvx:§;rc+k’1r
xin [0, 2x] geeftx=0vx=nvx=2nvx=3imvx=I3n
d sinz(%x)+sin(%x):0
sin(3x) - (sin(3x) + 1) =0
sin(3x) =0 v sin(Gx) =-1
%ka-nv%xZI%Tr+k-27r
x=k:2nvx=3rn +k-4x
xin [0, 2n] geeft x=0vx=2n
e sin(m(x—1)) - sin(3x) =0
sin(r(x — 1)) =0 v sinGx) =0
:rcx—l)=k'7cv%x=k'1t
x—1=k-lvx=k-iz
x=1+k'1vx=k‘%n
xin [0, 27| geeft
x=0\/x=1vx=2vx=3vx=4vx=5vx=6vx=%nvx=1%nvx=2n
£ (cos(x)+3y/2)  (cos(x) +/2)=0
cos(x) + 342 =0 v cos(x) + y2 =0
cos(x)zfé 2 v cos(x) =2
x=%n+k~2nvx=—%ﬂ+k-27r

xin [0, 27] geeft x = %:rc vVX= 1%1:

a Van de grafick van y = cos(x) is de evenwichtsstand 0, de amplitude 1 en de periode 2z,
Verder gaat de grafick van v = cos(x) stijgend door de evenwichtsstand bij x = I%ﬂ.
Dus de formule y = cos(x) is ook te schrijven als v = sin(x — I%n).

translatie (*l%fc, 0)
—)

y=sin(x — l%n) v=sin(x + lgn - l%ﬂ) =sin(x + %n) IO B itk %n)

Dus de grafiek van f kan ontstaan uit de grafick van v = cos(x) door hierop de verschuiving
lg:rc naar links en de vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met -2 toe te passen.
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b Voerin y;=-2sin(x + %n) en y, =sin{x) — cos(x).
De optie snijpunt geeft x= 2,79 enx =~ 5,93.

Y

flix)<g(x) geeft 0<x<2,79v 5,93 <x<2xm

¢ Zety; uit.
De optie maximum geeftx =236 eny= 1,41, dus a = 1,41,
De optie nulpunt geeft x = 0,79, dus » = 0,79,

a Voerin y; =1+ 2sin(n(x — 1)) + cosGn(x + ).
De optie minimum geeft x =0,264... en y =-0,239..,
De optie maximum geeft x =2,264... en y=2,239...

2,239...+-0,239..,
= =1
2
g=27239..—1=1.24

%periode =2.264...—0,264...= 2, dus periode = 4, dus r = %Tﬂ = 1,57,

Stijgend door de evenwichtsstand bij
x=0264...+ - periode = 0,264... + 5 - 4= 1,264..., dus s ~ 1,26.

2,239..+0
b a= =7 1,119..= 1,12
b=2239..-1,119..~ 1,12
periode=3-4=12,dusc= % = 0,52,
Een hoogste punt bij x =2,264..., dus d = 2,26,
Bladzijde 193

a h=24+06sin(0,51(r—3))
evenwichtsstand 2.4

amplitude 0,6
; 2n N
periode 051 12,319...~ 12,32
beginpunt (3; 2,4)
h
\
N AN\

¥ Evdnaa \

EAWEY, \

1,6
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b Voeriny, =24+ 0,6 sin(0,51(x — 3)).
De optie maximum geeft x = 6,079... en x = 18,399...
0,079... vur = 0,079... - 60=4,799... minuten ~ 5 minuten
0,399... uur = 0,399... - 60 = 23,997... minuten = 24 minuten
Dus om 6:05 yur en om 18:24 uur,
¢ De periode is 12,319... uur = 12 yur en 19,19... minuten.
Elke dag komt er dus 2 + 19,19... = 38,39... minuten bij.
Dus op 5 mei is het voor de tweede keer hoogwater om
18:24 yur + 3 * 38,39... minuten = 18:24 uur + 115,18... minuten = 20:19 uur.
d Er moet gelden dat 2 > 2,60 + 0,30, dus /# > 2,90.
Voer in y, =2,90.
De optie snijpunt geeft x =4.931... en x = 7,228...
0,931... - 60=55.89...
0,228... - 60=13,70...
Dus tussen 4:56 vur en 7:14 uur,

Tin°C
L] SR
|
|
|
|
|
|
I
|
12,2 !
! |
I |
! |
T | 1 _—
o] 3 15 24
b Stel T=a+ bsin(c(u — d)).
21,0+12.2
g=—————= 1556
2
b=21,0-16,6=44
s 2
De periode is 24 uur, dus ¢ = 54T
Stijgend door de evenwichtsstand bij u = > +215 =9, dusd=9.

Dus 7= 16,6 + 4,4sin({57(u — 9)).
¢ Voerin y; =7,6 +4,3sin(5m(x — 10)) en y, = 11,5,
De optie snijpunt geeft x = 14,339... en x = 17,660...
17,660... — 14,339... = 3,321..,
Dus gedurende 3,321... * 60 = 199 minuten.
d De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand bij # = 10, dus maximale stijging
bij u = 10.

Eaet
dxx=10 '

Dus de maximale stijging is ongeveer 1,1 °C/uur.

Bladzijde 194
| a Uit de gegevens volgt dat O(0, 0) en B(75, 0) laagste punten zijn en dat D(37%, 24)
cen hoogste punt is.
Stel v=a + bsin(c(x — d)).
24+0
a==75"= 12
b=24-12=12

De periode is 75 meter, dus ¢ = % = %n.
Stijgend door de evenwichtsstand bij x = é— g 37% = 183’—1, dusd= 18%.

Dus y =12+ 12sin(Z m(x — 183)).
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b Voerin y; =12+ 12sin(Zx(x — 183)).
dy
|:dx:|x— 182 1005
tan(a) = 1,005... geeft a = 45°
Dus de maximale hellingshoek is 45°,
¢ Uit de gegevens volgen het hoogste punt (0, 18) en het laagste punt (37%, 12).
Stel v=a + bcos(c(x —d)).

4 1842r 12, 5
b=18-15=3

WS 2n 2
De halve periode is 375 meter, dus ¢ = &t

2-37%
Het hoogste punt is (0, 18), dus d = 0.
Dus y=15+ 3cos(72—51rx).
Voer in v, =15+ 3 cos(%nx).

De optie snijpunt geeft x=-21,15... enx = 21,15...
21,15... —-21,15... = 42,30...
Dus de afstand is ongeveer 42 meter.
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Op basis van je resultaten krijg je bovendien opdrachten op jouw niveau. Dus wat
moeilijker als het goed gaat of met meer hulp als je dat nodig hebt.
Met de oefentoetsen kun je je voorbereiden op het proefwerk.
Als je meer uitleg nodig hebt, zijn er ook nog handige uitlegvideo’s.

n. Noordhoff éﬁ .
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