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5 Machten, exponenten en logaritmen

Voorkennis Herleiden van machten

Bladzijde 10

C

x2 § x3 =x3
2p3 . 3}92 — 6p5

44%b + 54302 = 20453

(P*qy =’
(3x2)} =270
(,5x2y3)2 =25 x4y6

1240

42 3t

(ab)* - a=a*b* - a=a’b*
(DabP b =8B « b=-RulbH
(3a)? + (2b)2 = 9a2 + 4b?

g2n g l=g2ntn—1=;3n-1
T - 3 - B
a’ l.an lzan 1+n 1=an+n 2
2 _
avn 2o i 3 2
=gt n (n 1):an n n+1=an 2n+1
a-

2p%¢> + -3pq = 6p°q*

5x2y S 2x— 3x3y — 10x3y - 3x3y - 7x3y

124*b - yab — 8ab = 3a°b? — 8ab

(-4ab*y? = 16a2b3
(3a)? + (2a%)® =94’ - 8a® = 724"
(3a®)? +(2a%)* = 9a® + 8a° = 17a®

-15 p6q
=-3p4
kg
10x3? "y
Sx%y ¥

(2aby’ _ 84°h}
(3aby’  9a2b?

_8
-9ab

(_a3)3 - _a9

(5a)} - -3a=125a% - -3a =-3754*
9a4 2
(7) = (9»:13)2 =81a4°

(3a)’ —8a° =274° — 84° = 194°
(%a)2 + (—a)2 = él—la2 +a?= I‘lla2
(5a*)? + (-a*}* = 25a® + a® = 264®

5.1 Machten met negatieve en gebroken exponenten

Bladzijde 11

dus2!=2=220=2=1,21=1¢n22

a1
23~2—3
1
4_ 1
2 =

Hoofdstuk 5

a De exponenten worden telkens | minder en de getallen worden steeds door 2 gedeeld,
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1 i a a g E
a _2=a2 f _=_1=a5 1=a6
a a a
1 ~ _ a al _ E
b ot —=d* ab=a? g H=S5=al"2=g
a a a
a a’ 1 N g
c - :ar1+4 h = 4 (a3)n=a 8. 613”:61 8+3n
d

&)
S 808 . N/ _a”

a™ e T am +3

a
d E=a =q i = =;=
e (a3)—2=a—6
Bladzijde 13
3
a 6a'5b3=6'L5 b3=6b5
a a
11, 1_ 1
b 34773 3343
4
~4p2y1 — 6-1 ., ¢ 41, 11 4p2_ 4
c (5a4b2)1_51 (a4)1 (b2)1_5a4b2_5b2
3 4.3, 1_3
d 5a7=3 47 5.
e g —3_8.L_i
e (Gay®={( ay- = a>=8--3="3
e Y A S5 PR
. =g a* £  6a?
1 1 4
-4 (3 —2:,4. . W R TR
g (3a) Gay ol 92
1 1 1
h 2p 3= =
(34) Ga? B 922
i Calp2=3y2. (g2 p2=—L . 2. L 04, 2. 1 _64a°
bGayte @ e a e e
Uit(%/J_c3=xen(x;')3=xvolgtx§={/§_
Bladzijde 14
a a‘3a=a1-a;_=alzl f 3L=3a*2=a*§
a2
b %=L1=a; B e o
a a“=a>=a
1_1_ 4 LI Vo S S S S
c ZA;Aa h F'\/E~a a=a Ti=a’s
3 3 )
i = N L S
a3 1 1 %/(; as
e a’-\Ja=ad® ar=a%

d lé—of= 102 10:= 10277 =107z
e {/; » 3Y22=283.p5=03"5=2%
£ 10-30,1=10"-310T=10"-107=10'"5= 10}

@& Noordhoff Uitgevers by IMachten, exponenten en logaritmen 5



2 —3.b1;—=&15=25‘/3

C I - 2
a Sa Sab a za Ya d za 3 a3
11
b lain="= . s b
7 2 2 SR

o
)

1
az:

m
n]—

¢ Sya

: 3 3
¢ == a1 1
@ 3a? f (Sa)yi= [
(5a): Sa
6 6 6
X X X _nl 1 1 1
g = = —= =672 =43 d x4'\/_7;=x4 =t
X \/J; ¥2-xz x22 5 ]
73 13 12 \/J_C X3 Lasly ol
b x - {yx°=x"-x7=x7 e —=E—=X I=XE
x i i \/; &
C —=—=x'"5=x3 4.5 1 !
3 : il 4. 43 43
\/,; 5 i f A :x—=x4;‘75%=x’12]_0

| De getallen als macht van 2 geschreven zijn: 20, 21, 271,22, 273 25 278 213 2721 234
Het tiende getal is dus 234,

] a y=(2x%)?%- xzﬁ = 8x6 - 210 = 16x7*
Dus y= l6x74,

b y=%'{/x7=3x'1 cxi=3x17i= 3y

Dus y=3x’%.

c y=3(%xz)—2 « Ba=1 - @—2 (122 6x2=3-9 x4 6x2=162x2
Dus y = 162x72,
Dus y= l%x‘li‘.

il a y=i=xsT%=5x'1%

Dus y= Syl

b y=5r\x=5xlxi=5xltli=5y2
Dus y = 5x22.

¢ y=2fr=5-x7 2= 10x3 = 1002
Dusxy =10x2e.

d y=72xGx 0P =72c - AP (xlP =T2x - = 1S

Dus y= léxﬁ.

Bladzijde 15

7 o (xD)i=10:

b (x)p=10
xl=10!- 102

x=10\/10

6 Hoofdstuk 5 ® Moordhoff Uitgevers by



a xi=9 5-2x3=4
x=9 -2x3=-1
x=949=27 =1
b 8l=1 x=@y3
g1 = lys
WF=g x=27)
x=cy3 x=2=32
r=) V&7 -}
x=22=4
@) = &
1
8x3=§
1
x3=8—3
<yl
x=3
Bladzijde 16
[ o sx=2f-3xh ¢ (Hoyli=g
1xlr=22 x+9=(2y3
o4 x+9=(G?
x=4=116 2 1 1 g
4 -1 x+9=(3 b= 22 4 4
b 3-Y2x) =6 G¥ 3
= X=-03
4(2x)1=2 1.2 ) 21
o d 562-3=31
2y =" (x2—3)%2=243
=1 X2 —3=243=(3%=32=9
1 x2=12

TR x=\/ﬁvx=—\/ﬁ

x=23vx=-23

[ 2+10)%=32G2 + 10):
(2 +10)! - (x2 + 10): = 3x2(x2 + 10)2
(2 + 10y =0v 2+ 10 =32
*+10=0v2x2=10
X2=-10vxt=5

x=Svx=-5

] y=274
27x3=y

@& Noordhoff Uitgevers by IMachten, exponenten en logaritmen 7



Bladzijde 17

[ «

1t
y — Sx z
Sxli=y
xi= 0.2y
x=(0.2y)}
x= 0,25' : y§
x=0,34 - Y67
Dus x =0,34y%67,

y=0, 1
O,lx_1§T =y
¥i= L0y
x=(10v)"
x=107% 175
x=0,25 - 3706
Dus x=0,25y70F,
y= 125v2:
12552 =y
x2=0,008y
x=(0,008y)F
x=0,0087Fy73

x%6,90 « y 04
Dus x = 6,90y4,

y=15x 3fr=15¢ - xi=15x1
y= 15x15 geeft 15x1%=y
x%=%y
x=(f5)
x=(%) ¥
20,13 « 075
Dus x=0,13y%7,

y=12x1 geeft [12x i=y
x'%=%y
v o

1+-2 _4
¥e= (1—2~ 5yl
¥=7,30 708
Dus x = 7,301 08,

8 Hoofdstuk 5
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-6 __6 _6_ . 5
TR e A
y= 6125 geeft 6x 2=y
B
Xs=gy
i o8
*={gyy®

Jo, o
x= (6) BeyD
x5 1,99~y 038
Dus x = 1,99,70-3%8,

Ll a K=15¢"10geeft 15¢ 1=K
q_E = 11_5K
1 g
q=(75K)*
q= (]1_5 e KR
g=543- k0625
Dus g = 5,43K 0625,
b v=25r/1 =251
v=251% geeft 25113 =y
£=004v
1= (0,04vy
1= (0,04) - i
10,12 + 067
Dus 7 =0,12v%67,

Bladzijde 18
"1 a hy=0,6 endy= 1000 geeft
=05 ¢ @0’25—06‘ 1 130,25 = - 0,25 . 7025 ~ . 4025
=0, 7 =0,6 - (10004 1)%=>=0,6 - 1000 - g7V2> =337 - g0
Dus h=3,37d79%,
b d=300 geeft h=3,37 - 30092 =0,8
De waterhoogte bij een waterdiepte van 300 meter is 8 dm.

@& Noordhoff Uitgevers by IMachten, exponenten en logaritmen 9



¢ h=337d925 geeft 3,37d 05 =h

di=53zh
d=(3’%k)’4
d= (35%)-4 " h—4
d=129 - Km*

Dus d = 129474,

d h=2geeftd=129 -2*=38 1
d
d=120h*
8 f===

I
I
I
I
I
I
|
2

o

h>2geeftd <81
Dus bij waterdieptes minder dan 8,1 meter is de golt meer dan 2 meter hoog.

1 a h=1,5 geeft D=1014(1 — 0,0226 - 1,5)>20 = 846
Dus op een hoogte van 1,5 km is de luchtdruk 846 mbar.
b D=1014(1 - 0,0226h)>? geeft 1014(1 —0,0226h)*?°=D

(1= 0,0226h)*2° = iz D
1 —0,0226h = (g D)=
~0,0226h = (1or7)7s - D5s — 1

L@
-0,0226 ~°  -0,0226
h=-11,87 - D%19+ 44 25

Dus h=-11,87D%19 + 44,25,
¢ 0.5 bar = 500 mbar
D =500 geeft h=-11,87 - 500%:19 + 44,25 = 5,6
h  h=-11,87D%19 + 44 25

B G|
I
i
I
I
I
|
I
o 500 D
D <500 geeft h > 5,6

Bij hoogten hoger dan 5,6 km is de luchtdruk minder dan 500 mbar = 0,5 bar.

10 Hoofdstuk 5 ® Moordhoff Uitgevers by



5.2 Machtsfuncties en wortelfuncties

Bladzijde 20
Fz] o

X: 0 FI(X): 0 [ Menu ||
b (0,0)en(1,1)
¢ Van de graficken van fen / ligt geen enkel punt onder de x-as.

Bladzijde 22
&) a y= —%xl‘

J translatie (-3, -5)
y=h+3) -5
J verm. x-as, -3
y=-3(3+3)’-5)
oftewel y =13 (x +3)3 + 15

b Het punt van symmetrie is (-3, 15).

a y=03x*
1 translatie (-5, 6)
y=03x+5*+6
1 verm. x-as, -4
v=-4(0,3(x +5)* + 6)
oftewel y=-12(x+ 5)* — 24
De top 1s (-5, -24).

b y=0,3x*
J verm. x-as, -4
y= —1,2Jc4
1 translatie (-5, 6)
y=-12(x+5)*+6
De top is (-5, 6).

=il ’

2. -3)

& Noordhoff Uitgevers by Machten, exponenten en logaritmen 11



o}

d y=3x*-2)+5=3%-6+5=3x4-1
¥

y=3x'-2)+5

X

©,-1)

b

Bl a f)=3(x-30+7
1 translatie (1, 2)
y=3(x—1-35+7+2
oftewel y =2(x—4)° +9
J verm. x-as, -1
y=-2(x—4y°-9
Het punt van symmetrie is (4, -9).
b g(x)=-25(x+4)°5-1
J verm. x-as, -4
y=10(x+4)°+4
1 translatie (-5, -4)
h(x)=10(x+5+4)°0+4—4
oftewel h(x) = 10(x + 9)6
min. is A(-9) =0

D

a Voor fgeldt y = (x—5)* +5, dus voor /1™ geldt x=(y—5)*+5.
x=(y—5P+5geeft (y—5P°+5=x

(-5 =x=3
y s S
y=3yx—5-+5

Dus g(x)=3/x —5+5 is de inverse van f.

b f(x)=g(x)geeft (x—5¥+5=3x—5+5
(x—5P==3x—5
x—5=x-5
(x—5)% x—5) =x—5
x—5=0v{x—-58=1
x=5vx—-5=1lvx—-5=-1
x=5vx=6vx=4

De snijpunten zijn (4, 4), (5, 5) en (6, 6).

12 Hoofdstuk 5 ® Moordhoff Uitgevers by



'8 ' BN (FORr ORIJF AUTO REEEL RAD HN n

Het domein is [0, —) en het bereik is [0, —).

b NORH DRIJF AUTO REEEL RAD HN []

,i,,/

De grafick van y = \/x + 2 + 3 ontstaat uit de grafick van y = \/; bij de translatie (-2, 3).

Bladzijde 23

-~ a De grafiek van f(x)=+/x — 3 — 2 ontstaat uit die van y = \/E bij de translatie (3, -2).
De grafiek van g(x) =-2+/x + 3 ontstaat uit die van y = \/)_C bij de vermenigvuldiging
ten opzichte van de x-as met -2 en de translatie (-3, 0).

b y
. f
(-3, 0) / "
O /
(3, -2)
g
[
¢ D,=[3, =), B,=[2, ), D,=[3, =) en B, = (¢, 0]
Bladzijde 24
) a y=\x y=+x
l verm. x-as, 2 J verm. x-as, -1
y=2x y=-yx
1 translatie (0, -3) J translatie (-5, 0)
f)=2x-3 gx)=-\x+5
b 1%

f
(-5, 0)
x

©.-3) %

¢ D,=[0, =), B;=[-3, >} D, =[5, —) en B, = (¢, 0]

& Noordhoff Uitgevers by Machten, exponenten en logaritmen 13
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a randpunt (-5, 3), D;=[-5, =) en B, =[3, =)

b tandpunt(-3;-7).D,=[-3; )i B;=[-7,—%

¢ randpunt (-1, 0), D, =[-1, =) en B, =(«, 0]

d randpunt (0, 1), D, =[0, =) en B, =[1, =)

e randpunt(1,-1), D;=[1, =) en B;={(«,-1]

f randpunt(0,-3),D,, =[0,—>)en B, =[-3, =)

a Voor het domein van f(x)=15—+/2x— 6 moet gelden 2x —6>0
2x>6
x=3

Dus het domein is Dy=[3, -,
b De uitkomst van een wortel is minstens 0, dus de uitkomst van f(x) is hoogstens 5,

Dus het bereik is B, = (<, 5].
Bladzijde 26

8—4dx>0

-4x>-8

x<2

Dus Dy = (¢, 2], By=[3, —) en randpunt (2, 3).
b 4x—8>0

4x >

x=2

Dus D, =[2, =), B, =[3, —) en randpunt (2, 3).
c 2x+6=0

2x>=-6

x>-3

Dus D, =[-3, =), B;, ={«, 5] en randpunt (-3, 5).
d x>0

Dus D, =[0, =), B, =(«, 3] en randpunt (0, 3).
a 2x+5=0

2x>-5

X —2%

Dy=[-23, —)

randpunt (72%, 3)

y
(23, 3)
\ .
0 \
;
By= (¢, 3]

Hoofdstuk 5
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b flx)=-2geeft3—J2x+5=-2
J2x+5=5
2x+5=25
2x =20
x=10

{27.8)

f(x) > -2 geeft -23 <x < 10
¢ f22)=-4

x <22 geeft-4<f(x)<3

Fla 7-3x>0
BT
x <25 dus D= (¢, 23]
randpunt (21, -4)
y
g

K}

(@3, -4)

B=[-4, )

@ Noordhoff Uitgevers by
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b flx)=-2geett27-3x—4=-2
2y7—-3x=2
VT—3x=1
T-3x=1
-3x=-6
x=2

.

o\ .
\

(@3, -4)
Jf(x)>-2 geeftx <2
¢ f(-3)=4

74 [ —

x>-3 geeft-4<f(x)<4

E7] Stel f(x)=2++/7—2xeng(x)=x

7-2x>0

2x>-7

Xz

Dus D= (¢, 3%] en het randpunt van de grafiek van fis (3 %, 2).

fx)y=g(x) geeft 2+ /7 —2x=x
VTI—2x=x-12
kwadrateren geeft
T—2x=x>—4x+4
x2+2x+3=0
x-2x—-3=0
(x=DE=-3)=0
x=-1v x=3
vold. niet vold.
y

\

2+\7T-2x<xgeeft 3<x <33

16 Hoofdstuk 5 ® Moordhoff Uitgevers by



| ErgeldtDy=[-8, =), By=(«, 3] en g =/, dus D, =B, =(¢, 3] en

Bg = Df = [_8, —)>.

J==
a

Dus het randpunt van de grafiek van f'is (— %, 4).

(%,4>0pde]ijny=2x—lgeeﬂ-2.§_1=4

_10_
a
a=-2

§

| (5, 3) op de grafiek van f(x)=ax + b geeft a\/5+b=3
3

NI 2]

(13, 9) op de grafick van f{x)=ax+ b geefta/13+b=9
__ 9
Vb+13

=3ena=9eeft3=9

Vb +5 \/b+13g Jbt5 b+13

3Jb+13=9\b+5

No+13=3b+5
kwadrateren geeft
b+13=9(b+5)
b+13=9b+45
-8h=32

b=-4 vold.

=3

3 geefta= -
b+5 V-4+5

Dusa=3enb=-4.

b=-4ena=

m o yzz\/; geeft?.\/)_czy

kwadrateren geeft

dx=y7

.
X=4y

b y=x—2geeft Jx—2=yp
kwadrateren geeft
x—=2 =y2
x =y2 +:7

Uit y = \Jx— 2 volgt x =%+ 2.
€ y=2{yx—2geeft2\x—-2=y
kwadrateren geeft
Ax—2)=)?
2

x—2=41—;y
x=%y2+2
Uit y=2.x—2 volgtx=%y2 +2.

& Noordhoff Uitgevers by Machten, exponenten en logaritmen 17



Bladzijde 27

a [=32t—1geeft3\2t-1=F
kwadrateren geeft
92t —1)=F?
2t—1=3F?
2A=3F2+1

_1 1

f=slfthts

b A=5+.4-3Bgeeft5+.4-3B=4
V4-3B=4-5
kwadrateren geett
4-3B=(4-5)
4-3B=4-104+25
-3B=A>-104 +21
B=—%A2+3%A =7

¢ 20/y—5=0geeft 2x\/y=5

kwadrateren geeft
Axly =25
25

d RJg-R= 6geef:[R\/_ 6+ R

kwadrateren geeft

R2q=(6+R)

R =36+12\R+R

36+ 124/R+R
e
Bladzijde 28
tla T=-274geeftv= 331\/ 7 —3139
T'=38,6 geett v=2331 & 353,6...
geeftv= 273—

Het verschil is 353,6... — 313,9... = 40 m/s.

b v= 340geeft33l\/ L—340
/ LT _340
273 331
kwadrateren geeft
T 340
1973~ (331)
T (340)
273 \331

340 -
=273 (331) —273=15

Bij een temperatuur van 15°C is de geluidssnelheid 340 m/s.
¢ Ty=25enh=25geeft T=25-6,5-2,5=8,75

[ 875
T'=8,75 geett v=3314/1+ 273—3362 .m/s =1210,5... km/uur

De snelheid is 1211 km/uur.

18 Hoofdstuk 5 ® Moordhoff Uitgevers by



‘7.“' a NORH DRIJF AUTO REEEL RAD HN n

d T=-lenh=2geeft T;—65-2=-1
TO= 12
Dus T=12—6,5h.
6,5
— =

[, 12=6,5H 12
i =331/l + ——=—=331,/1+
Dit geeft v 73

273 273
Dus v = 331,/-0,0238%4 + 1,0440.

T T
e v=33141+ 5Tz geeft 33141+ 5= =v
r _ v
VI"273 " 330

kwadrateren geeft

331,/-0,0238% + 1,0440,

T _(vY
1+273”(331)
l=<L)2_1
273 \331
T=973 (" )2 273
= 331
-
T=To9ser” 273
T=To=65hen T={gg5g7" ~ 273 goeft To = 6.5h = qog5¢7v =273
B,
“6.5h=Tg9561" ~ Lo~ 273
_ 3 1 273
h="To9561 65" T 65707 6.5

b= -0,000412 + 0,1538 T, + 42
Dus h =-0,000412 + 0,15387, + 42.

| Voor fgeldt y=a + /bx + ¢, dus voor f™ geldt x=a + /by +c.
x=a+ by+cgeetta+ by+c=x
Vbyte=x—-a
kwadrateren geeft
by +c=(x—a)?
by + ¢ =x*—2ax+a?
by=x*—2ax+a?-c

_1, 2a al—c
YR T YT T
2
inveoy 1.2 Lod, 28 . . @8
TE)=5% 3xgeeftb R 3 b 0

Dusb=2Ar-a=-3na’—c=0oftewela=3,b=2enc=9.

5.3 Exponentiéle functies

Bladzijde 30

Y1=27(X)

X=3 Y=8

De graficken zijn elkaars gespiegelde in de y-as.

@ Noordhoff Uitgevers by
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b f(-10)=210=977-10%

f(20)=220=954-1077

f(-100)=2"100=7 89 . 10731
¢ Voor elke x is 2> 0, dus er is geen origineel te vinden waarvan het beeld 0 is,
d B,=B,=(0,—)

Bladzijde 32
a y=3*

J translatie (-2, -1)

y= 3% T . 1

De asymptoot is de lijn y =-1.
b y=0,5

1 verm. x-as, 2

y=2°0,5

J translatie (0, 3)

y=2:05+3

De asymptoot is de lijn y = 3.
c y=2¢

1 verm. y-as, 1

y= 23x

1 verm. x-as, 3

y= 3. 23x

1 translatie (0, 4)

y=3-2%+4

De asymptoot is de lijn v =4,
d y=0_8"

1 verm. x-as, -1

y=-0,8*

1 translatie (-1, 10)

y=10-0,8"""!

1 verm. y-as, 2,5

y=10- 0’80,4x+1

De asymptoot is de lijn y = 10.

Het bereik is {-6, —) en de asymptoot is de lijn y =-6.

Het bereik is (<, 5) en de asymptoot is de lijn y = 5.

Het bereik is {«<—, 1000} en de asymptoot is de lijn v = 1000.
Het bereik is (<, 1000) en de asymptoot is de lijn v = 1000.

anNn oQ

a y=3F

1 spiegelen in de x-as
y=-3
4 translatie (0, -1)
P =

b y=3F
1 translatie (2, 5)
y=3"2+5
Lverm, y-as, 1
y= 34x*2 +5

c y=3*
1 translatie (4, -5)
y=3"4-5
1 verm. x-as, 3
y=3(34-5)
oftewel y=3"3-15
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d y=3*
1 verm. x-as, 3
y=3"3
1 translatie (4, -5)
y=3:3"4-5
oftewel y=3"3-5
@ a y=2¢
J translatie (-3, -4)
fw)=27+3-4
b Be=(4,-3)
De horizontale asymptoot is de lijn y =-4.
c y

d f(3)=60
x <3 geeft -4 <f(x) <60
e Voeriny,=-1.
De optie snijpunt geeft x ~ -1,42.

y
f
-1,42
256
if O
/ o
"""""""" V= -4

Fx)<-1 geeft x <-142

E) a Voeriny =2v-2 eny2=(%)"_1+2.
De optie snijpunt geeft x~ 2,15,

J(x) = g(x) geeftx>2,15
b B, =(-2, —), dus f{x) = p heeft geen oplossingen voor p <-2.
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Bladzijde 33

a y=2° y=05"
1 translatie (2, -3) 1 verm. x-as 4
fx)=27"2-3 y=4-05"
Bp={-3. ) | translatie (3, -1)
g(x)=4-0,5%"3-1
B, =¢-1,—%)

By =(-3, =) en B, = (-1, =), dus f(x) = p heeft &én oplossing voor p > -3 en g(x) = p
heeft geen oplossingen voor p <-1,
Dus voor -3 < p < -1 heeft f(x) = p één oplossing en g(x) = p geen oplossingen.

b f(2)=-

y

=2

rerd ==
x<2geeft-3<f(x)<-2

¢ f(1)=-23en g(1)=15, dus A(1, -23) en B(1, 15).
AB=yp -y, =15--21=17}

d Voeriny =2"2-3,y,=4-0,53-1leny;=5.
De optie snijpunt met y; en y; geett x =5, dus P(5, 5).

De optie snijpunt met v, en y; geeft x =2.415..., dus 0(2,415...; 5).
PO=xp—x5=35-2415..=2,585

a 8- 4x:23 . (22)x:23 i 22x:22x+3
b Bij de herleiding van (2%) tot 27* is de regel (a)? = a”¢ gebruikt.
Bij de herleiding van 2° - 2% tot 22**3 is de regel @’ - a9 = a” 4 gebruikt.

a y:ls.23x+2:15.23x.22:15.(23)x.4:60.8x

Dus y=60 - 8*.
b y=50‘23x71=50‘23't'271=50‘(23)x‘%=25'SX
Dus y=25 - 8"
c y=260-4"1=260" (22)15¥71 =260 - 23*2=260 - 23y - 22 =260 - 8" - =65 - §"
Dus y=65 - 8"
d y:s.4*2x*1:8.4*2x.4*1:8.(4*2)):.%:2.(11_6)4:
Dus y=2 " ().

Bladzijde 34

a y=2% 22x=3 —ox s 92% y 93 —53x, é_:é ; (23)x:% .8
Dus y=% 8%

b y=63" 3;—x—2=63 ; 33;x i g2 g3 (3%}( g %___7 g (\/g)"
Dus y=7" (\3)".

¢ »=50000 - 10022 =50000 - 100~ - 1002 =50000 - (10071y* - 1075 =1 - (755
Dus y=1 * (755"

y=42§71=3.4—2x+1=3.4—2x.41=3 .(4—2)X.4=12.(%)X

Dus y=12 - (&)
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] fx)=5-2+4

f(JC) - ZX*3

B 42=22 2=2%

| translatie (12, -8)
h(x)=5 _dx-12)+4 _g—_3 _ix—6+4__3 _2ix.p2—_3 _(2§)x . ‘1_‘=73 _i (2
Dusa=—3,b=—‘1—leng=\/§.

| translatie (-5, 0)

g(x) - 2x+5—3 — 2x—3 " 25 =32. 2x—3

De vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met 32 toepassen op de grafiek van f
geeft de grafiek van g.

Dus a =32,

2> 1=42

2x—1=22;-
x—1=23
1
=35
Bladzijde 35
) o 2*+l=64 d (1=
e o Ly — (Lyo
xt1=6 Gr =G
=5 x=0
b 2x—3=% e 2"(—_-‘1-‘ )
2x-3-93 w=22.2
x=3=-3 2v=21
x2=0 xz,lé
c 3%=3 1
32=31 ey
2x=1 S
x=l 5x+6=5i'c
2 x+6=-x
2x=-6
=3
) a 32+1=27/3 d 5-2=80
32x+1:33.3% Y=16
32+1 =33} 25=24
1 x=4
et 1=37 e 10-3%=270
2x=2% 3¥=27
_13
" e
b 1021 =001 e
1021 = 102 f 3-8%=48
_ g x=16
in 1.=42 (23)2—x= 24
QI—I% 26-3x = 74
T e
c 3x_22=25 6—3x=4
37 =27 i
3x:33 =7
x=3
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la 3-27+4=28
3:2=24
27=8
x =93
x=3

b 5% 6=004

w61
5 25

52x—6=5—2
2% —~6~=-2
2x=4
x=2
¢ 3-7I=147
73x+1:49
73x+1=72
3x+1=2
x=1
_1
=3

B rx=3*"2-5
| translatie (3, 7)
y=3x_1+2
1 verm. y-as, b
ge) =37 1+2

1
goy=3""1+20 as_; ,_
door A(-15, 83) 3 o=
3% 1=81

35

5 T4

15

1=34

5

3.2v=48
*=16

2x:24

x=4

a 3x+2 +3*=810
3*-32+37=810
9-3v+3=810
10 - 3*=810
3*=81
3x=34
x=4

b 25 l428t1=10
PRl g l=10
1.ov+2.2=10
L, ox—
25-2=10
D=l
2x:22
=2

24 Hoofdstuk 5

9 _ 1
d 32¢ Q—E

(25)x—2=2—4
25.\'*10:2*4
5x—-10=-4
5x=?
leg ; |
5.741_x 1325
4% 35
(22)x—1=2—1
22::*2:2“1
2x—2=-1
2x=]1

x=3

8 X =gt
23. 2x=(22)x+1
23+x=22x+2
3+x=2x+2
-x=-1

x=1

1 oa 25 l=2%.21=2.2% dysuit 2T 1 + 2 =48 volgt 2 - 2¥+ 27 =48,
b 2-2°42"=2-2"+1-2¥=3:2" dusuit2 - 2"+ 2" =48 volgt 3 - 2*=48.

c 2xt3 _2x=%

2% 23 —0v=1

g-2v—2r=1
7

74 '2j=§

=z

2.v___2—3

x=-3

37H2=24+3"

3. 32=24+43"

9-3*—-3'=24

8-3"=24

3*=3

3x:31

x=1
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] a

e ¥-3F1=2/3 f 5145 2=¢65
3 3x 31_‘/3/5 5x.5—1+5x.5—2=6\/§
3x »3X=2./3 % 5.\'_,_%.51::6\/5

3x_2\/_ 6
3*—3\/_ 25" 5 =65
3 =31 57=25\/5
x=11 5¢=5%
x=2%

Bladzijde 36
1l =gx+2 5x2+5=125x+1
3x+l=(32)x+2 5x2+5=(53)x+1
3x+1:32x+4 5x2+5:53x+3
x+1=2x+4 24+ 5=3%+3
-x=3 x> -3x+2=0
x=-3 (x—D(x—2)=0

b 371-3"1=83 x=1lvx=2
4.4 31_3x.31_8\/_ 2x+2_(%)iv+1=28
3 3-3-3=83 2. 22— (2 ly*t1l=28

3x—8\/_ 4-2¢-2""1=28
3X—3\f 4-27-2% 21=28
3x=31~ 4 - 2“‘-— 2¥=28
e=1l 3— 2x—28
i 21 B .?.x_S

g =gt 2=123
e £ x=3
3x2:3—x+6 4x2+1:8x1—1
X2=—x+ 6 (22)_t2+1 — (23)):2*1
L+x—6=0 22xl+2=23x2—3
x—2)x+3)=0 2x2+2=3x2-3
x=2vx=-3 x2=-5

x2=5
x= 5vx=—\/§
A =2

| translatie (3, 8)
=X~ 3+ 8

J,verm. x-as, 4

gx)=4-2""3+32

f(x)=g(x) geeft 2¥=4 - 2273 + 32
2X=4.2%.234+32
P - PHE2
§-27=32
2= 64
2¥=26
=6

Het snijpunt van de graficken van f'en g is het punt (6, 64).

a f(x)=g(x)geeft3¥ 1 —4=6-3""1
3¥-3-4=6- 3‘f 371
S 6—— 3¢

3— 3*=10
3"—3
x=1

f(x) < gx) geeft x< 1
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C

J@h=3%-4=33.3-4=27/3 -4, dus 42}, 27,3 - 4)
g2} =6-3%=6-33'=6-33 dus B2 6-3,3)
AB=y, —yz=273-4—(6-3/3)=30,3-10
fx)—g(x)=80 geeft 3¥* 1 —4—(6-3"1)=80
3¥-3-4-6+3-31=80
3:37-10+1-3=80
33-37=90
3¥=27
3¥=33

x=3

d g(0)—f()=6-3"1-(3"1-4)=6-3"-31-373+4=6-7-3*-3-37+4=10-35- 3

Het bereik van g(x) — f(x) is («, 10).

Dus de vergelijking g(x) — f(x) = p heeft geen oplossingen voor p = 10.

5.4 Logaritmen

Bladzijde 38
2=3 32=9
b 22=! 33=g5
¢ 2= s f 3= B
a Slog(125) =Slog(5%) =3 f 2log(0,5)=2log(27 ) =-1
b %og(0,1) = log(10™) =1 g “log(0,25) =*log(4 1) =-1
¢ Zlog(4)="log(2%)=2 h “log(4) =4og4!) =1
d 7log(49) = "log(7?) =2 i “log(1) =*log(4”) =0
e Zlog(y2)=log(2) =3

Bladzijde 39

vy

= a

2og(64+/2) = 2log(26 - 22) = 2log(26) = 61
Sog(33) = *log(372 - 37) = log(31) =-11
Slog(321¥) =21.5

Slog(r3s) = *log(5 ) =-3

Tlog(37) = log((5)?) = 3

“log() = *log(3)) = 2

2log(3s - 32) = 2log(2™S - 27) = log(2°H) = -43
Slog(1) = log(5%) =0

Slog(81 - 27) =3log(3* - 33%) = Jlog(3* - 3%) = 3log(3%) = 43

log(9) = log(3%) =2

Dus 3log(x) =2 geeft x = 9.
Slog(55) = Slog(52) =-2
Dus “log(x) = -2 geeft x = 21?

x=5log(0,2) =Slog() = log(57") =-1
“log(x) =4

x=9=,0=3

“log(1000) =3

x> =1000

x=10
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1 a Slog(x+2)=2

x+2=32
x+2=9
x=7

b 1+:log(x)=4
]ilog(x)=3
x=@)

¢ Slog2x+1)=4
2x+1=34
2x+1=81
2x =80
x=40

| a 4-3log(x)=2
log(x) =3

x=3
x=+3

b Slog(dx—1)=-2
4x—1=372
4x—1 =%
4x=l$

_5s

=18

¢ 3+ 2log(x)=-1
Zlog(x) = -4
x=?i’4

* =16

Voer in y; = 2% en y, = 30.
De optie snijpunt geeft x~4,91.

Bladzijde 40

Ca ¥ l=15

x— 1 ="2log(15)
x=1+2log(15)

b 1+2%=15
2¥=14
x=2log(14)

€ 4+3*t1=25
3x+1=21
x+1="log(21)
x=-1+73log(21)

d 14-2"3=2
ﬁ2x+3:,12
2x+3= 12
x+3="2log(12)
x=-3+2log(12)

@ Noordhoff Uitgevers by

5+ 4og(x) =3

Hog(x)=-2
x=‘4{2

T
%log(x— 1)=3
x-1=0p
x—1 =é
x=1%
Yog(x* —4)=5
x2—4=25

x> —4=732
x*=36

x=6vx=-6

Slog(3x+2)=1
3x+2=>5!
x+2=15

3x=3

x=1

log(0,4x —5)=2
0,4x—5=32
04x—-5=9
0,4x=14

x=35

442 2og(x)=7
2 - 2og(x)=3
2log(x) = 14
x=2k

x=21.2

x=2\/5

T+4%=12

47 =5

2x =*og(5)
x=1-4log(5)
geg=tl=gp
52x+1 =20

2x + 1 ="log(20)
2x =-1 +3log(20)
x=-1+15log(20)
3¥F2 4+ 35 =600
3¥-32+3=600
9 3"+3"=600
10 - 3* =600
=00

x =3log(60)

21 F2x 4+ 6
2127 =471 6
222 =4+6
2:4=4+6
4*=6
x="*1og(6)
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Jr=79x+t2 _ 3
(22)x =2%. 22 —3

2% bij de vergelijking (2¥)? =4 - 2* - 3 vervangen door u geeft 1 = 4u — 3.

(2x)2:4.2x_3
w=4u-73
w—4u+3=0
(u—1w—-3)=0
u=1lvu=3

u=1 geeft 2* =1 oftewel x=0.

u =3 geeft 2* = 3 oftewel x = 2log(3).

gr—3xtl=y4
(32),r_3x. 31:4
(3P —3 «F—4=0
Stel 3¥=u.
wW—3u—4=0

(u+ 1)(u~4)=0
u=-lvu=4
F=-1v3'=4

x =3log(4)
4r=25+42

22y =2%+42
(292 -2—42=0
Stel 2% =u.
w—u—42=0
w+6)u—T7y=0
u=-6vu=7
2i=-6v2'=7
x="2log(7)

5x—1+52x—1=4
5x.5-1+52x.5—1:4
l.5x+l.(5x)2:4
5 5
5x+(5”)2=20
(7P + 5 —20=0
Stel 5 =u,

W +u—20=0
wu—4Hu+5=0
u=4vu=-5
F=4v5=-5
x=3log(4)
3)5_2:8.(%)37
gL
3¥-2=8 3r
(32 -2-3=8
39?-2-3*-8=0
Stel 3¥ =u.
w—2u—8=0
(ut+2)u—-4)=0
u=-2vu=4
=22y 3=
x=1log(4)

Hoofdstuk 5

2 =24 — 221
2¥=24-22 .21
21=24—1 - (2%
%. (2x)2+2x_24=0
(%2 +2 -2 —48=0
Stel 2=y
w+2u—-48=0
(u—6)u+8)=0
U=6vu=-8
W=6v2r=-8

x =2log(6)
9=5-3"+6
(32F=5:3"+6
(3)2-5:3*-6=0
Stel 3¥ =u.
w=5u-6=0
(ut1)u-6)=0
u=-lvu==6
F=-1v3=6
x=3log(6)

=G5+ (P
sl pens
Feaf8 o

(2x)2:6 X —5
@ P =5+ 0+ 5=0
Stel 2*=u.
u?—6u+5=0
(u—1Du-5=0
u=lvu=5
26=1 2F¥=5
x=0vx="2log(5)
342 (%)x—2=9
T2 6F )7 =9
x e
3F+18 3x—9
(3> +18=9-3*
(FP~5 - 37+ 18=0
Stel 3*=u.
W —9u+18=0
(u—=3)u—-06)=0
u=3vu=6
F=3v3I=06
x=1vx=3log(6)
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Bladzijde 41

T 322 Gyr=73

3‘(33‘)3(+2‘31—x=7~3”c

3- (3x)3+2 .317=7. 3%
3- (3X)4+2=7 . (3x)2

3.3Y -7 (392 +2=0
Stel 3* =u.

3t —Tut+2=0
D=(-7%-4:3:2=25

u=\ﬁvu=— 2vu=\/§vu=— %
3x=\/§v3x=—\/§v3x=\gv3x=— %

¥=3log(y2) v 3* =37
e=log(y2) v =

] Voor fgeldt y= 2%, dus voor " geldt x =2".
x=2geelt 2 =x

v =log(x)
Dus g(x) = 2log(x) is de inverse van f.

_ Bladzijde 42 3
(] a ax+b=0geeftx= =

De verticale asymptoot van de grafiek is de lijn x = —g.

b Jlog(2x+5)=2
2x+5=32
2x=4
x=2
Slog(2x +5) < 2 geeft 25 <x <2

a 5x—8>0

5x>8

x> 1%

D= (1%, —) en de verticale asymptoot van de grafick van fis de lijn x = 1%.
b y

S

x=1 £

sl

1
1
1
1
1
1
@] 1
1
1
1
1
1
1
1
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¢ f(x)=0 geeft -3 +2log(5x—8)=0
Zlog(5x—8)=3

5x—8=23
5x=16
x=3%
¥
x=1% 3
/X

&)

O

e e e
&)
B

f(x) <0 geeft 1%<x53%
d f(8)=-3+2%og(32)=-3+5=2

Voor x <8 is f(x)<2.

@ f(x)=5 geeftzlog(x+3)=5
x+3=3)°
X =—2%
b f(-1)=3log(2) =1 en g(-1) = *log(6)
AB =3log(6) — -1 =13log(6) + 1
¢ fx)=1 geeft :log(x +3) =1

—_— X
IAQ% 9}
|
|
: f
|
Ix=-3
:x \
f(x)>1 geeft-3<x<-27
d g(-4)="log(9)=2
3
0 X:5i
B i
' !
4 0 \: x
1
1
1

Voor x>-4 is g(x) <2,
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| A(4, 1) op de grafick van f geeft *log(4 +¢) +d=1.

B(7,3) op de grafick van f geeft 2log(7 + ¢) +d = 3.
Zlog(4 +¢)+d=1 geeft 2log(4 +c)=1-d
4+¢c=21"4
c=21"d—4
2log(7 +c) +d =3 geeft 2log(7+c)=3—d
T+e=2374
c=23"d-_7
g=21"9—4 gn p=2"9-7 geefy 3\ "1~ 4=23"1~7
20 FH—=03 « 4 7
2:2d-4=8-2d-7
_6.2—d=_3
24=1
d=1
d=1geeftc=21"1-4=20-4=1-4=-3
Duse=-3end=1.

Diagnostische toets
Bladzijde 46
1 I (3a—5b4)—2=3—2‘a10.b—szl.alo Lzﬁ
mal 9 bS 9b8
o oo opem @ ooz 1 ow A A o4 L e 4 1 B
b Ga<b)<=(F)--a" b —(2)2 a R a 24 a b2 ap?
3 9
3a - 3a
Cc 3a13b3=3a'%/5 §= b3\/_
d (a—i—).?:a—i—:i]:i
a Ya?
D1 b
2b5=_.5b=_
e a 2 b -
, 7.5b3
t 70 =1 5 ="
a \/E
X 2 1
a §=;—2=xz 2=yl
b 22 Y= xi=x2
1 1 2
€ =G 2
Ix2 x5
a y—3x'3(%x2)3—3 x3 %x6=§x3
Dus y =33,
1 1 1 1 ,21
b y= =iz e—ipgds
Y 5)(2\/.; A xzi 2
Dusy=lx'2;'
c y=%'5x3=%'x% x%=2% x3 x%=2%x3%
Dus y=2%x3.
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x2-x3=128
¥25=128
x=Q7y
x=23
x=8§ .
b (2x+3)5=3
2+3=(3)?
2+3=(GP
2 +3=G)°
ey
G
ur3mL
7
w+3=2
i3
=3
_3
XY= 16
¢ 112-2x%=5¢%
“Txt=-112
x4=16
x=161
x=Q%1
!
X=3

B o y=0027
O,OZx_I% =y
5= S0v
x=(50p)F
x=507% 57
x=0,09 - 17063
Dus x = 0,09y 063,

1 1 11 5L
b y=zx2'{/;=;1x2'x3=3x21

XY

% =4y

x=(4yy

x=47 37

], B A

Dus x= 1,81y

20 20 9l

c 2. x=E=20x22

20x'2;‘ =y

X3=0,05y

x=(0,05v)5

x=005%yF
x=3,31-y704
Dus x=3,31y704,
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B /o=3:+2-6
d verm. x-as, -4
y=-1%(x+2)*+24
| translatie (3, -15)
g =-1t(x-3+2)*+24-15
oftewel g(x) =-15(x — 1)*+9
max. is g(1)=9

B =\

J translatie (2, 3)

fo)=3+x-2

(2.3

\

g

¢ D;=[2, ) B;=[3,-), Dy=[4, ) en B,= (¢, -2]

E) o 3-4&>0
-dx>-3

3
xEZ

D=t~ %] en het randpunt is (%, 3).

e

Fd

2.8

J verm. x-as, -1

1 translatie (-4, -2)

gr)=-2-x+4

o}

f

B, = (3]
b flx)=2geeft3—/3—4x=2
3—4x=1
3—4x=1
=<2
_1
X=3
y

f()>2geeft<x<3
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Voor x>-Tis 1 <f(x) < 3.

) o v=25t+1
2-5t+1=N
kwadrateren geeft
4(-5¢+1)=N?
-20¢ +4=N?2
-200=N2-4
t=-3N2+1
b 2xy—6x=1
2 fy=6x+1

kwadrateren geeft

4xly = (6:/x + 1)
4xty=36x+12\x+1

C36x 12k + 1
B 4x2

Y

Bladzijde 47
Eﬁ a y=2F
| verm. x-as, 0,3
y=03 2%
| translatie (-2, -5)
flx)=03-2%"2-5
b By={5,-3)
De horizontale asymptoot is de lijn y =-5.
¢ Voeriny;=03-2"2-5eny,=1.
De optie snijpunt geeft x = 2,32,

fx)< 1 geeftx<2,32
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T « y=2x.2*4x+3=2x.274x.23=273x. =8 .(273)x=8 (é)x

Dusy=8-(%)x.
b y=108-3%"3=108 3% 33 =108 - (3% - =4 §1*
Dus y=4 - 81%.
250 250 250
C y:5_2x+3:5_2x.53:5_2x'125:2-52’5:2.(52)x:2_25x
Dus y=2-25%.
S | SX*1:125\/§ d 9x71:27x+1
= . l- (32 \5*1_:(33)_\5«#1
Sx 1-—53] 5~ 3237);2:33,{-0-3
Sx—1:53l§ 2x_2=3x+3
x_1=3§ ix:s
x=4% x=-5
2x—5 = L e 2x+2+2x—]=36
b gzx—szg?-%; 2x.22+2x,2—1=36
32){*5:3*3}[ 4-ZX+%‘2x:36
— 4%.2;{:36
2x—5=-3x
- =g
5x=35 3
x=1 5
¢ 2-4%"1_3=¢1 23
42){*1:32 2)&,‘2:(%3 )x
(@22~ 1=25 2°=2
p—2=37 x=-3x
4x—2=5 x2+3x=0
4x =7 x(x+3)=0
Acx—ll x=0vx=-3
T4

! a f(x)=g(x) geeft2*"2-3=6—-2%"1
2x.22_3=6_2x.271
4-2-3=6-3"2
43 2%=9
2F=2
x=1
Jx) = g(x) geeft x> 1
b g4)=6-2=6-8=-2
Voor x <4 is -2 < g(x) <6,
€ f)+g()=2""2-3+6-2""1=2%.22-346-2v-21=4.20+3-1-27=31.27+3
Het bereik van f(x) + g(x) is {3, —).
Dus de vergelijking f(x) + g(x) = p heeft geen oplossing voor p < 3.

71 a 3log(3,/3)=13log(3" - 3) =>log(31) = 13

b 2log(;y/8) =2log(2? - 1/2%) = 2log(22 - 21) =Zlog(2 ) =3
¢ Zlog(fs - 2) =log(2* - 29) =og(2 ) =33

B a “log(2x-3)=2

2x—3=42
2x-3=16
2x=19
x=9;1_7
b :log(x—3)=-4

= F=dgy
x—3=16
x=19
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¢ 5+3-2log(x)=20
3 - Zlog(x) =15

Zlog(x)=5
x=25
=32

] a 7 3=20

x—3="Tlog(20)
x =3+ 7log(20)

b 4-27"4=80
(22— 2% - 24=180
(272 —16+2-80=0
Stel 2¥ = u.
ut = 16u—80=0
(u+4)(u—20)=0
u=-4vu=20
=4y 2¥=20
x = 2log(20)

c 5 l-6- Gty 1=25
50561 () =25

v_an.L_
5§30 <y =15

5-(592-30=25-%
(5% —-5-5"-6=0
Stel 5* =u.

W —5u—6=0
(u+Du—6)=0
u=-lvu==6
¥=-1v5=6

x ="3log(6)

[ a 3x—1>0geeftx>3
D,= (%, —) en de verticale asymptoot van de grafiek is de lijn x = %
f(x) =4 geeft 2log(3x — 1) +2 =4
2log(3x—1)=2
3x—1=2?

3x—1=4

o}

fx)<dgeefti<x<i?
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b /(3)=2log(8) +2=5

(o}

Voor x <3 is f(x) <5.
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6 Differentiaalrekening

Voorkennis Rfgeleide en raaklijn

Bladzijde 52

(1] @ fly=5x*-3x2+6x— 1 geeft f(x)=2x—6x+6

b g(x)=(5x>—2)> =25x* — 20x” + 4 geeft g(x) = 100x> — 40x

x+1=2vx+1=-2
r=1vx=-3
f(-3)=3%enf(1)=1, dus B(-3,3%) en C(1, 3).

6.1 Toppen en buigpunten

Bladzijde 54
In toppen is de rlchtmgscoefﬁment van de raakh]n gelijk aan 0.
f(x)=—x —1 532 = 18x + 50 geeft f/(x) =x> —3x — 18
Fl)=0 geeftx —-3x—-18=0

(x+3)(x=6)=0

o==3I V=06
Dusxy;=-3enxz=6.

Hoofdstuk 6

¢ h0=2"3 gecthln _ A 1-@-3) 2 244-22+6x_ a2+ 6xt4
M= 214 gttt (2 +4)2 (2 +4) (2 + 4y
d k(p)=—gp3+gp ~ 8 geeft K(p) =-3p° +5p
e [(q)=10-5¢>+9q¢> — a* geeft Iq) =-10g + 274>
6 x+1)-0-6-1 g
e R S g% T e S S
f mx)=2« Tl geeft m'(x) =4x 1) 4x+(x_’_1)2
Bladzijde 53
2| a fl)=x3—x? —4x+2 geeft f(x)=3x>— 2x — 4
Stel k: y=ax + b meta =f7(0)=-4.
=—dx+b }b=2
£(0)=2, dus A4(0, 2)
Dus k:y=-4x+2.
b f(x)=1geeft3x>—2x—4=1
x2—-2x—-5=0
D=(22-4-3--5=64
_2+8_ . _2-8
X "% Iz v 5 1
S =4enf(13) =23, dus B(-1,4) en C(13,-23).
y x+D)2-2x—-1)-1 _2x+2-2x+1 3
La flx)= lgee [y = T 1) G )2 GtIP
i e _ 3 1
Stelk.y_ax+bmeta~—f(2)_(2+1)2-§.
y-—x+b 1 _
F2)=1, dus AQ, 1)} ag=1
S+b=
1
b=z
Dusky~—x+%
_3 3 _3
b [fx) 4geeft(x_~_l)2 Y
(x+1)2=4
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Bladzijde 55
B o f)=13+12-2x+5 geeft f(x) =2 +x 2
Fx)=0geeftx>+x—2=0
(x—1)(x+2)=0
x=1lvx=-2
y

]
I
N
(5]
B

max. is f(-2) = 83 en min. is /(1) = 32.
b g(x)=3x*— 16 + 18x2 + 2 geeft g(x) = 123 — 48x? + 36x
g'(x) =0 geeft 12x* —48x% +36x =0
12x(x* —4x+3)=0
12x(x — 1)(x—3)=0

x=0vx=1vx=3

LTy, B

I —
O\]

|

|

|

min. is g(0) =2, max. is g(1) = 7 en min. is g(3) = -25.
Het bereik is Bg =[-25, —=).

5y L (P4 5-5x20 52420 10x%  -5x2+20
‘g a f(JC) x2 +4 geeﬁ:f (X) (x2 + 4)2 (x2 +4)2 (x2 A 4)2
s “5x?+20 _
f(x) =0 geeft (x2 ” 4)2 0
-5x2+20=0
-5x2=-20
x2=4

x=2vx=-2

Y
|
: f
I
=g 1
L X
2

min. is f(-2) = -13 en max. is f(2) = 13.
J(x)=0geeft 5x=0
x=0
De grafiek snijdt de x-as alleen in (0, 0), dus B, = [*1}—}, 1};].
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s
b Stelkiy=ax+bmeta=f’(6)=w=_

=

(62+4)2 I
1
y=-igxtb
103 3 —%'6+b=%
f(6)=7%, dus A(6, 7) : X
b=13%
Dus k: y =-75x + 155,
_ 5x
c f(x)—lgeeftx2+4 1
5x=x2+4
x2—=5x+4=0
(x—Dx-4)=0
x=1lvx=4
¥
b . y=1
T
off 1 4 o

flxy<lgeeftx<lvx>4

D a )= (2= 2)(x2 - 16) =x* — 18x2 + 32 geeft £ (x) = 4x° — 36x
157(x) =0 geeft 4x3 — 36x =0
4x(x*—9)=0
4x=0vxt—9=0
x=0vx(=9
x=0vx=3vx=-3

N

3
4 :
:
|
I
I
I

min. is f5(-3) =-49, max. is f,(0) = 32 en min. is f,(3) =-49.
Bf= [*49, —))
b /(1) =(2+p)a® ~16) = x4~ 16x> + px? ~ 16p geeft f,(x) = 4x> ~ 32+ 2px
[ (2)=0geeft32-64+4p=0
4p=32
p=38

i
@
x

e i e e

>

Dus voor p = 8.
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E Sy = (x2+ p)(x2 — 16) =x* — 16x2 + px? — 16p geeft j;,'(x) =403 — 32x + 2px

Voor x =x, geldt 4x3 — 32x + 2px = 0}

4x3—32x+2 - 14x x=0
p=14x

4x3 +28x2—32x =0
Ax(x*+Tx—8)=0
x(x—x+8)=0
x=0vxy=lvx=-8§
x=0gecftp=0
Solx) =x*—16x? geeft fy'(x) =4 —32x
f(x) =0 geeft 4x° —32x =0

dx(x2—8)=0

dx=0vx?=8§

x=0vx=2\/§vx=~2\ﬁ

y

Lt

(242, 64) (242, 64)
B = [-64, =)

x=1geeftp=14
fia@) =x* —16x2 + 14x2 — 16 - 14 =x* - 2x2 — 224 geeft f1,/(x) =4x> —4x
f14'(x) =0 geeft 4x* —4x =0

dx(x*—1)=0

dx=0vaxl=1

x=0vx=lvx=-1

'
\ / f14
X
0]
(0|-224)
(-1,-225)' (1, -225)
Bf14 =[-225,—)

x=-8 geeftp=-112
Fap()=x*—16x2 = 112x2 — 16 - -112 =x* — 128x% + 1792 geeft [, (x) = 4x3 — 256x
f1127(x) =0 geeft 4x* — 256x =0
Ax(x-—64)=0
4x=0vx’=64
x=0vx=8vx=-8
Y

(0, 1792)

/N .

o

(-8, ~2304) (8, -2304)
B, =[-2304, —)
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) o f(x)=32*—x2—4x+3 geeft fx)=23—2x—4
b f(2)=22-2:2-4=8-4-4=0
¢ In de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x =2. Dus f heeft een extreme
waarde voor x =2,

Bladzijde 57
B2 o f(x)=4—-182+24x-10
() =4-18+24-10=0
Uit de schets blijkt dat er geen extreme waarde is voor x = 1, Er is wel een
horizontale raaklijn.
b f(1)=1-6+12-10+7=4en f(21)=23.
Dus de horizontale raaklijnen zijn y =4 en y= 215—6.

i

(@
TSl

)y =2x5 =13 — 7x geeft f(x) =244 — 132 -7
=25 (D13 (V22 -7=27-4-13-2-7=10-3-7=0

y

=
<
-]

f ’(\/5) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = \/5
Dus f heeft een extreme waarde voor x = /2.

b g(x) =}1x4 s %x3 = 1%):2 —3x geeft g'(x)=x* +x*—3x—3

s B—~GBY +(BF- 5B -3-33+3-5F-3-0
¥

V3

X

2'(\/3) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = /3.
Dus g heeft een extreme waarde voor x = \/5 .
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e f) =2+ D2 -4 =x*—4x? +x2 — 4 =x* = 3x? — 4 geeft f(x) =4 — 6x

SM=4-13-6-1=4-6=-2
f(1) is niet gelijk aan 0, dus f'heeft geen extreme waarde voor x = 1.

y

;
\/G X

T
|
I
|
I
|
|

F '(\/E) =0 en in de schets is te zien dat de grafick een top heeft voor x = \/1_%

Dus f heeft een extreme waarde voor x = 1%.

_x+1 , _(x3+1)'1_(X+1)'3x2_x3+1—3x3—3x2_—2x3—3x2+1
e o S =5 seelt/ 0= B+ 1) @ @B +1p
iy T BPBGRHL_AG-Eetl gl g
? (@GP + 1P g+ D2 B 5
¥
|
|
l
|
| f
o X
o|;

F ’(%) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = %

Dus f'heett een extreme waarde voor x = %

b x+DE*—x+D)=x-x2+x+x2—x+1=x+1
x+1 x+1

B L T A —

(x2—x+1)-0—1'(2x—1)_ 2x+1

et 1) = P

2+l _

=tk [)F

2x+1=0

“2x=-1

vold.

mits x # -1 geeft

fix)y=

S(x) =0 geeft

'\ a dalend op (¢, -1) en (5, —)

stijgend op (-1, 5)
toenemend stijgend op (-1, 2)
afnemend stijgend op (2, 5)
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b flx)=-32+12x+15
f(x)=0 geeft -3x? + 12x +15=0
xX—4x-5=0
(x+1)x—5)=0

x=-1vx=5

jio 1
-1+
d Bij x =x, gaat de grafick over van toenemend stijgend in afnemend stijgend, want

links van x = x, nemen de hellingen toe en rechts van x = x, nemen de hellingen af.

Bladzijde 59
'l a f(x)=x*—12x>+30x2 +48x +5
F(x) =4x3 — 36x2 + 60x + 48
) =12x2 - 72x + 60
F7(x) =0 geeft 12x° = 72x + 60 =0
¥2—6x+5=0

x—D(x—-5=0
x=1lvx=5
J(L)y=72enf(5)=120.
b
f
S 5 *

Uit de schets volgt dat de buigpunten (1, 72) en (5, 120) zijn,
b g(x)=%x3 —3x2+6x+4
gx)=xt—6x+6

g(xX)=2x-6
g’(x)=0geeft 2x—6=0

2x=16

x=3
Stel k: v=ax+bmeta=g’(3)=32-6-3+6=-3.
y=-3x+b Y _
2(3)=4, dus buigpunt (3, 4)} R

b=13

Dus k: vy =-3x+ 13.
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& a

7 a

) =-gpxt =52

fiaj=-ga

[y =-x* -2

f"(x)=0 geeft x2—2x=0
x(x+2)=0
x=0vx=-2

f(0)=0enf(-2)=13.

Uit de schets volgt dat (-2, 1%) en (0, 0) de buigpunten zijn,
F(0)=0enf(0)=0, dusin het punt (0, 0) is er sprake van een horizontale
buigraaklijn.

fox)=3x* =23+ 52— 55
o= - B4 10w—5
() =3x*—12x+ 10
f57(x)=0 geeft 3x> = 12x +10=0
D=(-12)>—4 -3+ 10=24>0, dus twee oplossingen
Dus f5" heeft twee extremen.
y

-
/

De grafiek van f5 heeft twee buigpunten, omdat f;” twee extremen heeft.

fox)=gx* =23 +6x2 - 505
filx)=x*—6x?+12x-35
f(x) =32 —12x+ 12
£:"(x) =0 geeft 3x2 — 12x +12=0
3(x2—4x+4)=0
3(x—2y2=0
De vergelijking f;”(x) = 0 heeft één oplossing.
De grafick van f;" heeft dus één horizontale raaklijn.
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1

De grafiek van f; heeft geen buigpunten omdat f;” geen extremen heeft.

j;,(x)=%x4—2x3+px2—5x—5

£G)— 2 —6x2+2px—5

£/ =3x - 12x+2p

f”(x) =0 mag geen of één oplossing hebben, oftewel D <0.
(-12)2-4-3-2p <0

144 -24p <0

~24p <-144

p=6

£ () = B —12w+2p

De grafiek van f,” is een dalparabool met twee, ¢én of nul snijpunten met de x-as.

fpn £

o

Heeft de grafiek van f,” twee Heeft de grafiek van f,” één Heeft de grafiek van f,” geen
snijpunten met de x-as, dan is raakpunt met de x-as, dan is snijpunten met de x-as, dan is
de grafick van f,” stijgend- de grafick van f,” stijgend- de grafick van f,” stijgend,
dalend-stijgend, dus f,” heeft stijgend, dus f,” heeft geen dus f,” heeft geen extremen,
twee extremen, dus de grafiek extremen, dus de grafiek van dus de grafiek van f, heeft
van f, heeft twee buigpunten. J,, heeft geen buigpunten. geen buigpunten.

Dus de grafick van f, heeft 6f twee 6f geen buigpunten.

Hoofdstuk 6
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Bladzijde 60
la f)=(G3-42-5=1x5-a +16-5=1x0— 4>+ 11 geeft

1) = 1325 - 1242

f1x)=0 geeft 13x° — 1222 =0
3x5-24x2=0
33— 8)=0
3x2=0vxi=8
x=0vx=2
In de figuur in het leerboek is te zien dat de grafiek een top heett voor x = 2.
J(2)=-5, dus top (2, -5).
b fi(x) =13 — 1242 geeft f"(x)=T5x* —24x
f7(0)=0, in de figuur in het leerboek is te zien dat 4 een buigpunt is.
¢ f"(x)=0 geeft 75x* —24x =0
X(73x3 - 24)=0
x=0v 7;1—1x3 =24

x=0vx3:3;—

x=0vx= {/%
QY= 3-ap-5-5
Dus B({/g, %).
};)(x) =x*+ px3 -ﬁ-%x2 + 10
£/ =4 +3px? + 13x

£ = 1267 + 6px + 13
De grafiek van f, heeft twee buigpunten als f, twee extremen heeft,
dus als £,”(x) = 0 twee oplossingen heeft.
twee oplossingen, dus D >0 } 2
- 5 . L: 8 36p _72>0
D=(6p) =412+ 13=367 ~T2f 305 o7

pr>2

pP<-\2vp>\2

Dus de grafiek van f, heeft twee buigpunten voor p < ,\/5 vp> \/5

a f(x)=ax’+bx?+cx+d geeft f(x)=3ax’+2bx+c
Gegeven is dat f'een derdegraadsfunctie s, dus a # 0.
Hieruit volgt dat de grafiek van f” een parabool is, dus f” heeft één extreem.
Dus de grafiek van elke derdegraadsfunctie heeft één buigpunt,
b Omdat de grafiek van ftwee toppen heeft, heeft de grafiek van f” twee snijpunten
met de x-as.
f(x)=0 geeft 3ax2 +2bx +¢c=0

twee oplossingen, dus D >0 } 5
4b°—12ac >0
— 2_4. v e=AR2 —
D=(2b)y—4+3a c=4b"—12ac 452> 2ac
b*>3ac

¢ fi(x)=3ax?+2bx+c geeft [7(x)=6ax+2b
f7(x)=0 geeft 6ax +2b=0
bax=-2b
b
YT 3

Dus szfs_a.
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Voor een derdegraadsfunctie geldt dat a # 0, dus er is precies één buigpunt.
De x-codrdinaten van de toppen zijn de oplossingen van f"(x) = 0.
1) =0 geeft 3ax> +2bx +c =0

D=4b>—12ac

-2b+\D -2b—+/D
x= vx=
6a 6a
—2b+@_I_—zb—\/f)_—2b+JB—2b—\/B__4b__zb %

6a 6a 6a 6a 3a= _3_a=
xXptXxg

2

Xptxg= 2xp

Dus 2xp =xp +xg oftewel xg =

6.2 De afgeleide van machtsfuncties

Bladzijde 62

48

b

4 g

a4 4 2

X o X 3x

1

-4 _

=

x4

3 2 .3 2

X’ +5 x 5Sx

= =24 5y

X X X

4x2+7x_4x2+7i_
S e i

471+ 7x72

5x? .
—4=%x + l%x 2

:x+4

o5
3 _ 8¢

_ 3 g _B—9
30 4 12

12v  12x  I2x

12x

21N 20-1-2¢ 22

(x2)> - o @3

1) = geeft ()=

= 1 Y 2 s

Sy =x7 == geeft fx)=-5=-2x"

X1 D) 650150 _ -5t _
oo s a 410 =

| ;
g(0) =5 = = geeft g'¥) =

Bladzijde 63
1 a

n=0 geeft f(x)=x%=1 en hicruit volgt f/(x) = 0.
n=0geeft f(x)=0-x9"1=0

Dus f(x) = x" geeft f"(x) = nx"~! klopt voor n = 0.

n=1 geeft f(x)=x!=x en hieruit volgt f’(x) = 1.
n=1geeft fx)=1-x"1=1-x0=1-1=1

Dus f(x) = x" geeft 1 (x)=nx"""! klopt voorn =1.

Dat lukte omdat de noemers uit slechts één term bestaan.
De functies g en 4 zijn te differentiéren door uit te delen.

Hoofdstuk 6
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flx)= xis =x6 geeft f'(x) =-6x7 = -

a X
b g(x)=5—i=5—3x*2 geeft g(x)=6x > =—
) &3
b 4_ 3 3,40
¢ h(x)=ax* = bx* geeft h'(x) = 4ax’® + 4bx™> = dax =5
x X
w-1 2¢ 1 PR , oG 3 . 3
L ™ Nl A R Al =
b ot)— 2 geeft ,(x)=(zx_1)‘6x_3x2'2=12x2—6x—6x2=6x2—6x
BT ox-1% (2x— 1)? @x-17  (@x-17
6 6
¢ =B 30 3 s 39 geohn) - 9x2+9x4—9x2+3—9i4
X x X
5_ _ = 10
a f(x)=5x< == x2 — 5x72 geeft f(x) = 10x + 10x 10x+
5 2x2 i , E 5 4x
b g(x)=E—T_§x —gngeeftg(x)=—5x —§x=—x—3 ?
21 2 1 0 , _ 1
c h(x)=6—xx =6—(x;—;)=6—x+x1geef’th(.7c)=—l—Jc2=—l—;2
Bladzijde 64
7] a f(x)=0 geeft 3x;3=0
3x+3=0
3x=-3
x=-1
Dus A(-1, 0).
+
fx)= 3x 3=3x 3—3+3x geeftf(x)~—3x'2=—x3—2
Stelk:y=ax+bmeta=f’(l)=$=3.
y=-3x+b }
=3=14b=0
door A(-1, 0) 3+b=0
b=-3
Dus k: y=-3x—-3.
b I‘kalijn = _%, dus fl(x) == ‘_%
3.3
2 4
2=4
=2 ==
f(2)=4% en f(-2) = 13, dus de raakpunten zijn (2, 43) en (-2, 13).
~ , _(xz_l).l_x.zx_xz_l_zxz_ﬁxz_l
a f(x)“ x2 geeﬂ:f(x)“ (2_1)2 - (x2_1)2 _(x2_1)2
Stel k: y=ax + b meta =1(2) = 4_1;2——3
y-~*x+b 2
(2= duSA(Z,B)} Al |
-15+b=%
i
b=11

Dus k: y= —gx + 1%.
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33 33 3%
9 9x6+9
@
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2-1 x 1 1 1 x2+1
= =———=x—Xx / =1+ 2= +—==
b g(x) P PR geeft g'(x)=1+x 7 P
+
&dky=ax+bmma=gxm=izi=1$
1
y=lgx+b I |
2(2)= 13, dus B(2, 1) %2 bJZ
25+b=15
b=-1
Dus /:y=l3x—1.
-5

b — -2 ” S— iyt L)
¢ glx)=1+x-geeft g"(x)=-2x =3

2”(x) =0 geeft % =0 en deze vergelijking heeft geen oplossingen.
X

g’ heeft geen extreme waarden, dus de grafick van g heeft geen buigpunten.

o] 4R A -1 By o 4 xr-4
L] a fix)= o —x+x—x+4x geeft f(x)=1-4x*= 2 2
> x2—4
J(x)=0 geeft 2 =0
x2-4=0
x2=4

Zie de figuur in het leerboek.
max. is f(-2) = -4 en min. is f(2) = 4.
b ¢ i = -3 geeft [(x)=-3

x2—4

x2 =3
x2—4=-3x2
4x2=4
x2=1

x=lvx=-1

S{1)=5enf(-1)="-5, dus de raakpunten zijn (1, 5) en (-1, -5).
2.
c Pe=2 geeit =2 =3

geen opl,
Dus er is geen raaklijn met richtingscoéfficiént 2.

2 _
d f0)=Fgeet s
9x2 — 36 = 5x2
4x? =36
x2=9
x=3vx=-3
5
y=gx+b 5 gl
ﬂm=4§mmmmqa45}93+b 43
153+bh=4]
-]
b=232

Dus de lijn k: y= g-x + 2% raakt de grafick van f.
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ar a1l o5 5 | 3_2x 2a
27] ﬁ’(x)_a+x2_a x“+a-x geeﬂj;(x)—a 2x+a - -2x a5

. 2x 2a
f(x)—OgeE:fI:‘a——x—3

25t =242
=42
X=agvxi=-q

vold.  vold. niet

=%+§= 1+ 1 =2 en dus liggen de toppen op de lijn v =2,

1ol 3. 1 3 _ 3
c -lyx<i=-5+:—=- =

2 2 xz% 2'x2'x% sz'\/;
d =13
Bladzijde 65

[
21l @ xT+x?=x

e ] =[x’

[] - xi 2+ [x7] = 1
2-x - []=1
b 2-x-[x]=1

1
==
2

=

X

=

)=

b=

Bladzijde 66

£ a f(x)=x+\/;=x+x%geeﬂf'(x)=l+%x_%=l+%" -=1+—F=

b g(x)=x-3=x x=xbgeeft gx)= 3w =1} 3
1 1 L 1 gk 1 1 1
€ h(x)=—F7==—=x:geefth'(x)=-5xi=-—7=- =
) \/; xz g 2 Ixlz Vags zx\/‘;

d .k(x)=:rc3 =3 x5=x3 geeft k’(x)=3%x2§=3%x2 'x%=3%x2 : {/;
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Sy =x2 - 4fx=x2 - xi =x2i geeft f(x) =24xli=21x

_4x2+1_4x2+ 1 4x?

x_ — =
B~ ol B med wE o

g=2ci-h=2-3. L

2
x2 2;— \/J_C

+—~4x2+x

cet=nl .4
xE=2zx \/;

geeft

3

4x2 -3

h(x) =2+ 1)1+ x)=x2+x2 - Jx+ l+\/J_c—x2+x cxit 1+ xi=x

S~ BN

1
243241 +x0 geeft

hx)y=2x+25x + 1y i =2+ 20x 4+ 1 L—2x+22x\f+—
X2 3 Jx
k() = T D W RS
\/; X3  x¥
T T R Y T T T | 2
By =gxi+gx =g 743 Tr=§" Tt3
x] xi xE ‘x3
1 1 1 .. 1
f@W)=—m=— == geeft flw) =-13 v =3 —5=-
XA X x°+*x2 X2
1 11 | 1
g(x)=\/.;—ﬁ=x2—ﬁ=x2—x2geeft
NES
a1t 1 01 1 1 1 1 1 _ 1 1
X)=px 25X 2a=5 g5 + = +
g()2 2 2x%2x]5 2x Zx_xi' 2\/)_6 ZX\/J_C
— 2 3 .
hoy =222 _x——i=x2—2x’12geeft

2

X2 +6

k) =2x=3) =2 (=32 =7 i =32 =

K(x)=34x2—6x =312 —6x=31x2 - k-

132 — 322 geeft

2'\/;.‘:2)(2'\/;

FO)=(ex =3P =23 —6xx+9=x3—6x- x3+9=x>—6x12+ 9 geeft f1(x)=3x2—9x7 =32~ 9fx

2x—-3 _ % 3 2x 3

= - =22 _ 2 9yl 352
glx)= Pk2ad a2 2x 3x <% geeft
P 5l 413l 15 |1 3 15 15  -6x+15
g)=-3x2+Tyx=-+ 2 —=- -+ =
2 b e 2 x3i x2»x2 ngﬂxf 2 \/_ 2x3 \/_ 2x3 \/_

hxy=(x— 32 =(x—x)2=x2—2x ‘x%+(x%)2=x2—2xlf+x§geeft

Bx)=2c—2%0+3x5=2v-2% 3x+3- ,_glx 22 \/'+

K= xi—xti= 13 g =13 g -

Hoofdstuk 6

1

=43,
=13

1

\f

12x2-1

_7.){2_

e

3 =
y -

& ox ik

—4x“\‘/3_c
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= 2 L 2
o . A )=y = — =
FH () =3 x?=3x geeft f1x) 3%
Stel k: y=ax+ b meta f(g)

y=4x+b }
f) =3 dus A )

Dusk:y=4x+l.

2 3
Stel /: v =ax + b met a = (8) = w2 =1.

y=x+b =
7(8)= 12, dus B, 12)}212 N

Dusl:y=x+4.
Snijden van k en [ geeft 4x + T =x+4

3x=3%

_11
y= x+4} _1 i 54

Dus C(13, 55).

F(x)=0 geeft 15/x=3=0
15{—3

=4
flp=dt =B =l
min. is f(4) =-4,
b Stelk:y=axmeta=f’(0)=l% 0-3=-3.
Dus k: y=-3x.
c rc;=3,dus f(x)=3
I3x—-3=3
15\/_=6
Jr=
x=16
Ly=3x+b
. . +h=
o 6 16, 193 164516
b=-32

Dus A(16, 16) en [: y = 3x —32.

Bladzijde 67
p— + il
€4 a f(x)—x\/—z—x—+£=x2+2x geeft
X

.

f’(x)=2%x1;‘—x'l%=2%x'x%—Ll=2%x —
JC]E xXx2
1
Stel k: =ax+bmeta=f’(1)=£=1l
'y ]_ﬁ Gl
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F @ f(x)=xyx—3x=xb—3x geeft fx) = 13— 3=13x -3

=2 - —L=-
XA/X

1.3_
22x

xx

1

Differentiaalrekening




1
y=15x+b 1. T h=
S(1)=3,dus A(1, 3) g~ Lob=3
13+b=3
1
b=1;_7

Dus k: y = 13x + 13.

Snijden met de x-as, dus v =0 geeft l%x + 1% =

A ——— |
IEJC**IQ
x=-1,dus B(-1,0)
¥y
5 A
-2
/
B x
-1 0 1 2

O(204B)=%-1-3=1}

) 213 -1
b f(x)=0geeftw=0
255 -1=0
2%x3=
x3=%
x= 3%

Dus p= %

a s(t)= 108t = 10¢'z geeft s°(f) = 1512 = 15t

54

5(8)=15\8=15-22=30,2
Dus de snelheid na 8 scconden is 30y/2 m/s.
b 108 km/uur = 13068 =30 m/s
s(t) = 30 geeft 15/t =30
=2
=4
Dus na 4 seconden is de snelheid 108 km/uur.
¢ 5(9)=10-99=270ens(9) =15+ 9=45
Dus in de eerste 9 seconden legt de trein 270 meter af en in de volgende 51 seconden
51 - 45=2295 meter.
Dus in de eerste minuut legt de trein 270 + 2295 = 2565 meter af.

Hoofdstuk 6
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B f0-@ — )2 = a2 — dpx Jx + pu = 42 — dpxls + plx geeft
£,(x) =8 = 6px? + p2 = 8x — 6p[x + p?
J}'(?ﬁ)=0geeft 18—6p - 1%+p2=0
pP-9p+18=0

p=3)p-6)=0
p=3vp=6

0 23

p =3 geeft min. is £3(25) = 0. Dus p = 3 voldoet nict.

¥

(0] 2]1

p =6 geeft max. is f¢(23) =207

6.3 De kettingregel

Bladzijde 69
B o v3)=3%-5-3=9-15=-6
u(v(3)) = u(-6) = (-6)* = 1296
b v(4)=42-5-4=16-20=-4
u(v(4)) = u(-4) = (-4)* = 256

e f(x) = u(v(x)) met u(v) =10 en v(x) =3 — x5
J(0) = u(v(x)) met u(v) = \Jv en w(x) =2 + 1.

¢  fx)=u(v(x)) met u(v)= 3—3 env(x)=x+8.

Bladzijde 71
L @ f()=(4x+3) geeft /(x) =3(4x +3)7 - 4= 12(4x + 3)?

b g(x)=6(3x — 4)° geeft g’(x) =30(3x —4)* - 3 = 15(3x — 4)*

¢ h(x)=3x2— (5x—2) geeft h(x) = 6x —3(3x —2)? - = 6x— 3(3x — 2)?
d j(x) = (42— 3)* geeft j(x) = 4(4x? — 3)? * 8x = 32x(4x% — 3)

e k(x)=5x— =5x —4(3x +2) 3 geeft

4
(3x +2)3
K(x)=5+123x+2)y* - 3=5+36(3x+2)*=5+
1 2

f (x)=4x+1 geeftI'(x)= c4=
) & ) 2 4x+1 Jax+1

36
(3x+2)*
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fx)= —2(2x + 1)* geeft f(x) =-8(2x + 1)} - 2 =-16(2x + 1)3

g0 =3 2)2 =(3x—2)? geefi g'(x) =2(3x -2y - 3=
h(x) = \f2x2 + dx geelt h(x) = ﬁ : ol
Jx)= ﬁ = (4x— 1)7 geeftj(x) =-3(dx— 1y T 4 =—————

1

A= 3% + et 3

= (x+ 2x + 3) 2 geeft

-x—1

-2
(dx—1)\/ax—1
k(x) = (2 + 312 + 3= (2 +3)13 geeft k'(x) = 13 (x2 + 3 2x=3x 2 +3

) =-1(2+2x+3)1 (x+2)=

6

gx)= g

h(x) =3[ +3x = (3 + 3x) geeft h{(x) =23+ 3x) 7 - (32 +3) =

Lo 1
)= G i—x

y—s. L,
k(x) = 5/2x* + x2 + 4x2 geeft k'(x) =5 N

(o + 2+ ByfxP+ 2+ 3

F(x) =4(x3 + Tx — 2)% geeft f(x) =8(x> + Tx—2) - B3x2+7)=8(3x2+ (x> + Tx - 2)

=-6(x? + 3x) geeft g’(x) = 18(x? + 3x)™* - (2 + 3)—

= (4—x)13 geeft () =-13(4—x) % -1 =

24-xp\J4-x

5
(83 + 2x) + 8x =

)= x—i—mgeefu’(x)=2 x—;+4 2x=
Y
\ /
0 X

Raaklijn horizontaal dus f"(x) = 0.

J(0) = G = 20 geeft /(x) = 33 — 207 * (x — 2)

Fx) =0 geeft 3(3x2 —2x)2 + (x—2)=0
;1_7x2—2x=0vx—2=0
x2—4x=0vx=2
Xx—4)=0vx=2
x=0vx=4vx=2

Stel k: y=ax+bmeta=f3)=3G32-2-372-(3-2)=63

y= 6 x+b 3

7(3)=-32, dus AG, 38)} 3rb=3%
205+b=-33
b=-233

Dus k: y=63x— 233 en y,=-23%.

Hoofdstuk 6
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[ a f)=Gx—1)y—x+2geeft f(x)=4Gx—1) - 1-1=Gx— 1)’ -1
F0)=0geeft (fx— 1>~ 1=0

Gx—1p=1
x—1=1
%x=2
x=8

\ X

min. is /(8) =-5 en B, =[-5, —).
b Stel k: y=ax+bmeta=rc,=r1c;=-2.

fx)=-2geeft Gx—1)3-1=-2

Gx—1P3=-1

ly—1=-1

‘llx=0

=0
y=-2x+b }b=3
£(0) =3, dus door (0, 3)

Dus k: y=-2x+3.

1

[ a go)=CGx—12+ax+b=bx®~Ix+1+ax+bh=1

2+ (@-Hx+b+1

Ook geldt g(x) = 1xx2 — 13x + 15.
Dus a —5=-1} oftewel a=-1en b+ 1 = 15 oftewel b= 14,
b f(x)=g() geeft Gx— 1 —x+2=@Gx—1)>—x+ 14
Gr—D*-(Gx—1?2-12=0

Stel (Gx— 12 =u.

ul—u—12=0

(u+3)u—4)=0

u=-3vx=4

Gr—12=-3v(Fx—1)2=4

geen oplossing %x— 1=2 v};x— 1=-2

%x=3 v£x=—1
x=12vx=-4

Bladzijde 72

a f(3)=32-3-50+2=3-13+2=2;

g3)=-13-3-10+21=-1.1+2{=01

S(3)=g(3), dus 4 ligt zowel op de grafiek van fals op die van g,

& Noordhoff Uitgevers by Differentiaalrekening 57



b f(x)=5(2x— 58 +2 geeft f(x)=3(2x— 5P 2=15(2x—5)?
fB)=132-3-52=13
g(0) =-1(3x — 10)* + 21 geeft g'(x) =-(3x — 10)3 - 3=-3(3x — 10)?
g(3)=-33-3-100°=3
f(3) # g'(3), dus de raaklijnen in 4 hebben niet dezelfde richting.
Emma heeft dus geen gelijk.
€ ICuijn = 135, dus £(x) = 133 geeft 13(2x — 52 =133
(2x—52=9
2—5=3v2x—5=-3
== Grv el
x=4vx=1

f(4)=82en f(1)=-43
Dus de punten zijn (4, 82) en (1, -43).

1 X

- 2 s 1 0 . S - —_=
e f(x)=+x"+9—x°+ 5x geeft ["(x) g x—2x+5 =50 2x+5
7
D= _;/;9—2-\/7+5=}¢ T-2T+5=5-13\/7#0

Dus fheeft geen extreme waarde voor x = \ﬁ .
b Stelk v=ax+bmeta=rc.=r1¢c;=3,

X
(x) =5 geeft —-2x+5=5

X
Nl

kwadrateren geeft
#2
=4
4x2(x2 +9) = x2
4x* + 36x2 = x2
4x* +35x2=0
x2(4x2 +35)=0
x2=0v4x2=-35
x=0  geenopl

y=5x+b }b=3
£(0)=3, dus door (0, 3)
Dus k: y=5x+3.
¢ f(0)=3,dus A(0, 3).
» 4 4 4 1
Stel m: y=ax+bmeta=f(d)=———-8+5=———-3=2_3="21L
elm y=ax+bmeta=,"(4) \/m \/E = z
1

y=—2§x+b &1, _
1(4)=9, dus B4, 9)[ 25 4+b=9

-82+b=9

b=17%

Dus m: y =-24x+17% en C(0, 173).
AC=172-3=14%
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. 34 1 1 ] [2 20—
A1 a f(x )_Sx\/EIO 5x25+10x_5geeﬂf'(x)=12%x15—5x"—12 x\/_ \/_ —i\/;

122235
fx)=0 geeftT=0
127:3—5=0
121x3=5
x3=é=%
2

f({/g)IS.%-FlO: ;2“: 1221_32
3% Grr Gr %
Dusa=12,hb=6enc=%,
b 4 raakt de grafieck van g(x)=w+d.

Jx
503+ 10 1252 -5
= +d ﬁ h SN S
g(x) \/J_c geeft g'(x) = x\/;
1225

Stel k: y=ax+ b meta=g'(1)= 21 =71

}7 l+b=15+d

b= 7 +d
k door de oorsprong, dus 72 +d=0

d=*7§

y= 7;x+b
g(ly=15+d, dus A(1, 15 +d)

Bladzijde 73
_1

' a De tijd nodig van 4 naar B via Cis g5 30 + ﬁ § uur = 450 seconden.

De afstand AB is 22 + 102 = /104 km,

104
De tijd nodig van 4 direct naar B is —— uur =458,9... seconden.

80
Het verschil is 458,9... — 450 ~ 9 seconden.
2 2
AD BD _N¥ T2 10-x_ 10 «x
=4 == + x4+ —— == 2+

B = 80 100 80 100 80 4 100 100 30 * 40~ 0l

Dusr-% x2+4+0,1-001x,

1 X

¢ ()= 2 +4+0,1-0,0Lx geeft #(x) = & - ———— 2x — 0,01 =—=——— 0,01

® 5 gl ) % o= 4 80\x2 +4

'(x) =0 geeft -0,01=0

X
80\x2 +4

x —_—
80\2+4
x=0,8x*+4

kwadrateren geett
=0,64(x>+4)
=0,64x> +2,56

036}62—256
2=64
9

x=2*
t(23) \f(23)2+4+01 0,01 - 2— 0,115 uur = 414 seconden

De snelste route is 450 — 414 = 36 seconden sneller dan via C naar B.
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] f(x)=(ax —2)*+ Tax geeft f(x)=Hax—2)} - a+1a=4da(ax—2) +1a
Een extreme waarde voor x = 3, dus /(3)=0.
Dit geeft 4a(a - 3-2p +3a=0
4a(3a -2y +3a=0
a(@(3a—2P+3)=0
a=0v4(3a—-2>+1=0
a=0v4(3a-2>=-1
a=0v(3a— 2)3——§
a=0v3a—-2= *5
a=0v3a= 1;1_7
a=0va=%
a=0 geeft f(x)=(-2)*+ 0= 16 en deze functic heeft geen extreme waarde voor x =3,
a=1geeft f(x)=(Gr-2"+1x

¥

1
[ heeft een extreme waarde voorx =3 als a=3.

= flx)=x2x + 1 is het product van de factoren x en \2x + 1

Dus volgens de productregel is f(x)=[x]"+ y2x+1+x - [\/ +1]".
De afgeleide van /2x + | bereken je met de kettingregel.

Bladzijde 74
] a fx)=xy2x+1 geeft
fo=1+y2x+1+x: \/— c2=\2x+1+

b glx)= J%

1 4(x+6)
Bx+91—(x+6) ————-8 [8x+
NI VBX+9 BY+9 gr+9-4x-24 4x—15

(\/8x +9)? 8x+9 C8xt0 (8x+9)/8x+O (8x+9)\Bx+9
@ f(x)=x\3x + 4 geeft
f)=13x+4+x- 2\/— “3=x/3x+

_Ger8-ix td
23x+4  2/3x+4

2x+1+ x _ 3x+1
\/2x+1 C\2xt1 el axtl

geeft

glx)=

x 2(3x+4) 3x
+
2\/3 +4 2\3x+4 2 3x+4
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b g(x)=x(3x+1) geeft
g ) =1"Gx+1P+x-3Gx+1)23=Cx+ 1P +9xGx+ 1)
=(3x+ 1?Bx+ 1 +9x)=3x+ 1)(12x + 1)

HCo) s 1 a
c h(x)= gee
(22);-:-11)‘;‘21‘— 2+1.2 M_21x2+1
¥ 24x2+1 Jx2+1 WxZ+1
()= (2x+ 1)2 B 2x+ 1) Je+1
@) x-2P+1)  224x-22-2 vo2

Qo T - 2tl (@bl r L et L@ 1

1 9x2 + 8x

233 +4x2=2 - |x| - BxF4# 22\ 4, dus ————= (92 + 8x) # ———.

S« PSRl S BT YT g B tE
Dit is de tweede fout.

9x2+ 8 Ox + 8 9x2 + 8x 9x + 8

X . % B
is niet gedefinicerd voor x = 0 en ——— wel, dus
2x\/3x +4 & 2\/3x+4

Dit is de derde fout.

26 B3x+4 " 2 3x+4

a f(x)=1x\3x+1 geeft
3x  2(3x+1) 3x

" 1 1 1 1
=L Bl b — 3=t 1+ = ¥
L N TS WA SN e W e PN sy
_bx+2+3x 9x+2
4f3x+1 43x+1
b Het randpunt is (- %, 0).

’ 0-+2 1
Stel k: v=ax+bmeta=r¢;=f1(0)= =3.
y O
1
y=qxtb }l._l.,_b_o
i -
door (-3, 0)J 2 13
bzg

Dus k: y = %x T é.
¢ fx)= 13 geeft

ﬂzﬁ
4.3x+1 8

T2x+16=44/3x+ 1

18x+4=11/3x+1

kewadrateren geett

32402 + 144x + 16=121(3x + 1)

324x2 + 144x + 16 =363x + 121

324x2-219x—105=0

D=(-219)2—4-324 --105 = 184 041
_219+429 . 219-429

=T [EVZS AR 0,324,

vold. vold. niet

f(1)=1,dus A(1, 1),

@ Noordhoff Uitgevers by

7] Voor-3<x<0is x\3x+4<0en 33 + 432 >0, dus x\/3x + 4 #/3x> + 4x2. Dit is de eerste fout.
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Bladzijde 75
la 8—2x>0
-2x>-8
x<4
Dus Dy = (<, 4].

b f(x)=x./8 —2x geeft
f’(x)=1‘\/8——2x+x-2—81__2x-—2=\/8——2x

8 —3x

B

X 8 —2x x _ 8—-3
N \/8 2r 8-2x 8-2x

¢ fx)=0 geeft =0
V8 —2x
§—3x=0
3x=8
8
E= 5
1 B & /B
e o e e

Dus de top is (2%, 17\f) en B, = (¢, 1%\/6].
§ Fd=T peelh st m |

V8 —2x

8—3x=+8—2x
kwadrateren geett

64— 48x+9x2=8—2x

9x2 —46x +56=0
D=(-46—-4-9:56=100

_46+10 _ .1 _46-10_
T 3gvx T 2
vold. niet vold.
S(2)y=4, dus A(2, 4).
= 4)(,' 4
59 || eeft
x(4x +4)
\/2+4 4 —(4x+4 % APt ———
Yoo ) 2./x2 VX2 +4 \ﬂx2+4_4(x2+4)—x(4x+4)
Sx)= 2+4 2+4 J2+4 (2 +anl+4
_ 42+ 164t -4y 16—4x
(a2 +4 (P +4)nP+4
16 —4x
0 geeft —————F——
=0 geett =
16 —4x=0
-4x=-16
x=4

f()\}ﬂ\/—\/_%f

De coérdinaten van de top zijn (4, 2./5).
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b f(x)=0geeftdx+4=0

4x=-4
x=-1
Dus 4(-1, 0).
Stel k: y=ax+bmeta=f(-1)= 16+3 4(

N R
=3 5’x+b}4-\/§»—1+b=0
door A(-1,0) |5 ;
b=5\5

Dus k: ¥ =3/5 - x +2,/5 en het snijpunt met de y-as is (0, 3/5).

0+4

F0)= \/——2, dus B(0, 2).

Dus bewering I is nict waar, de lijn & gaat nict door B.
16—0

Stel : y=ax+bmeta=/f1(0)=

v =

y=2x+b _

door B(0, 2)}b 2

Dusl:y=2x+2.

[ snijden met de x-as, dus y=0 geeft 2x+2=0
2x=-2
x=-1

Dus het snijpunt met de x-as is (-1, 0).
Dus bewering 11 is waar, de lijn / gaat door 4.

([ a f(x)=2x\9—2x—3 geeft
20-29 o

+ R S
F)=2 « y9—20+ 22 \/— =249 — 20—
_18—d4x—2x _18—6x
Vo-2x  \o-2x
18 — 6x

S(x) =0 geeft \/9—2x

J9 2 A9-2x 9-2x

=0

P cre e S O S e

/
max. is f(3) = 6+/3 — 3.

@ Noordhoff Uitgevers by
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b 9-2x>0
-2x>-9
x54%
Dus Dy = (¢, 43] en B, = (¢, 6,/3 - 3.
¢ Raaklijn evenwijdig met v = I%x, dus f(x) = 1%.
fx)= 1% geeft %=%
36— 12x =39 - 2x
12—4x=9—-2x
kwadrateren geeft
144 — 96x + 16x2 =9 — 2x
16x2—94x+135=0
D=(-94)>—4-16 - 135=196
_94+14 3 94-14

1

3m  BYET T 4
vold. niet vold,

f2H =17, dus 421, 7).
1
P49 p—px ———" 2
pop 2\x2+9 p(x2 +9) — px? 9p
3 0= geeft 5= 3
\/ x+9 2 +9) 2+ 9 (x2+9)\f2+

’ p 1

0 ===
J;( ) 9./9 3P
£0)=1geeftip=1

p=3
/3(0) =0, dus voor p = 3 raakt de lijn y = x de grafick van f, in de oorsprong.

6.4 Functies met parameters

Bladzijde 77
- Raaklijn & heeft richtingscoé&fficiént 2%, dus f,'(x) = 2%.
Raken in het punt 4 met x, = 3, dus /,(3) = 2%.
L) =432+ px+ 2 geeft f(x)=5x+p
5,/3) =25 geeft;3+p=23

13+p=23
p=1
p 5x\f p 52 p _5tp
2 4 7+ ft f, 2 13+ =
T @ 0= 02 p) = geett ) = 23405 ENAENAEN -y
b ];,(4)=er
542+
—p=18
24
80+p
T—IS
80+tp="72

p=-8
¢ fs@)=(16-8) J4=16,dus 4(4, 16).

p=Therg }18 4+q=
“d+g=16
door 4(4, 16) T2tq=16

qg=-56
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1 2x

@ 0= V2E T pgeeht )= e A=

2

2
(1) =2 geeft ——
H)=3¢g ip

\2+p=3
2+p=9
2 p=7
y=3x+q Doy
ﬁ(1)=3,dusA(1,3)}3+q .

1
g=2%
Dus p=7 enq=23—1.

[ « )= 6x+\/x + px2 = 6xz + px2 geeft £,(x)= 9x7 + 2px = 9\/; +2px
1,2 =0 geeft 9+ |25 +2p - 21 =0
9-13+41p=0

4ip=-131
p=-3

] X
O 25 \

Dus f, heett een maximum voor x = 2‘11 als p=-3.

b k:y=>5x+ g raakt de grafick van f, in 4 metx, =1 geeft f,(1) = rc;
9-J1+2p:1=5
¥+2p=35
2p=-4
p=-2

Fa(x) = 6xyx — 242
k:v=>5x+gq

(1) =4, dus aq1,4yf 2 " 1Ta4

g=-1
Dusp=-2c¢cng=-1.
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Bladzijde 78

______ dx+p
@ @ 407

geeft
p (x)=(x2+l)'4—(4x+p)'2x=4x2+4—8x2—2px=*4x —2px+4
P (x2 B 1)2 (x2 + 1)2 (x2 + 1)2
L 4-07=2p-0+4 4

k: v =4x + 4 snijdt de y-as in (0, 4)} —4
/5(0)=p, dus door (0, p)

Dusa=4enp=4,

I: y=-x+ b raakt de grafiek in 4 metx, =-1, dus f,(-1) = rc;.

4-(-12-2p--1+4

~1H=-1 ft =-1
J:J( ) gee ((71)2_'_1)2
“4+2p+4
(1+1)2
2p
T—ﬂl
2p=-4
p=-2
-2
faw =5
ly—-x+b
=] 1+b=-3
fHh= (1)2+1 =-3, dus 4(-1,-3) i
Dusl: yv=-x—4.

Een extreme waarde voor x =2 geeft /,(2) =0

4-22-2p2+4

25+ 1)
-12-4p=0
“4p=12
p=-3
pon 2+ 6x+4
f5') = o2+ 1)2

£31(x) =0 geeft -4x* + 6x + 4 =0
D=6—4--4-4=100
_6+10_ ;. _-6—10

=2
y

S ) L
hS]

min, 1sf3(—— =4,

Hoofdstuk 6
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] o« 0= lx3 +px? = 3x— p geeft £, (x)=x%+2px -3

5 heeft twee extremen als f, '(x) = 0 twee oplossingen heeft,

D= (2p)2—4+1--3=4p? t12

4p? + 12 is voor elke p groter dan nul, dus ik "(x) = 0 heeft voor elke p twee oplossingen.
b, heeft cen extreme waarde voor x =3, dus £, (3)=0

$12p-3-3=0
9+6p-3=0
b6p=-6
p=-1

L1 =53 —x2=3x+Len £ (x) =22 —2x—3
1) =0 geeft x2—2x-3=0
E+1)E—-3)=0
x=-1vx=3
4

/TN /

=1 1D

———————]w

max. is f(-1) = 25.
¢ [:y=-x+gqraakt de grafiek van f, in B met xz=-2, dus f,(-2) =r¢;
(2P +2p-2-3=-1
~4p=-2
bl

Sulx =%x3 +%x2 —~3x= %

Ly=-=x+g 5
. +ag=4=
f1(-2) =43, dus B(-2, 4%)} 27 q =4
g=23

Dusp= enq 2—

@ 7,.2)=2 geeft ——2 =2
G frgl2)=2gee Jitq

2+p=2F7¢
p=2+2037g

+
Fog®) = \/_geeft
+
\fx2+q'l—(x+p)-+~2x Lol _Xxtp)

q
Toig ) 2yx2tq V¥ +q X +q-x(x+p) q—px
) = - _ -
e xtq ¥ tg (g tg (PHg+g

_ 4=
(4+qg)fd+tqg °
g—2p=-5(4+q)\Ji+q
W =-q-54+9\Aq
p=3q+15(4+ g4 +q

Voer in y; =-2 + 2\ +x eny, =5x + 35 (4 + x4 + x.
De optie snijpunt geeftx=-4env=-2enookx=5eny=4,

L 2i=-g geeft

= -2 en g = -4 voldoet niet, want 4(2, 2) ligt niet op de grafiek van f) _,(x)= X

Ny

Dusp=4enqg=>5.
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B =—‘]Tx2 +px+ 3 geeft £, (x) = —%x +p
£,(x)=0 geeft -3x+p=0
p=kx

Bladzijde 80

| a Je hoeft alleen de formule op te stellen van de kromme waarop alle toppen liggen.

Je hoeft niet aan te tonen dat alle punten van diec kromme cen top zijn.

b £,0)=3-0+2p - 0+2=2+0, dus voor elke waarde van p geldt dat /,10) # 0,
dus (0, 3) is geen top van een van de grafieken van f,.

¢ De formule van de kromme waarop alle toppen liggen, wil niet zeggen dat elk punt
op de kromme per se een top is. Het punt (0, 3) ligt dus wel op de kromme, maar
hoett dus geen top te zijn.

Bladzijde 81

8 =%x3 +px?+3x + 5 geeft f,(x)=x7+2px+3

£,(x) =0 geeft ¥ +2px+3=0

2px=-x2—3

_ox - 2
voorx # 0 geldt p=—— y=%x3+ xzx 3 : Fhad §
-=l 3+ 2+ s
v e y=%x3—%x3—l%x+3x+5

=131
p=—xt I5n+8

Dus de formule van de kromme waarop alle toppen liggen is y = —éx3 i l%x +35.

| a Extreme waarde voor x = 1, dus £,(1) = 0.

x+tp

(P 1—(x+p)-2x xP+4-02-2px x2-2px+4

fx) = geeft £(x)=

12-2p-1+4
(12 +4)
-1-2p+4=0
-2p=-3
p=l3
x2=3x+4
(2 +4)2
fir'x) =0 geeft W: 0
x*=3x+4=0
x2+3x—4=0
- Dx+4)=0
x=lvx=-4
-4+1; 25
I = G20 T

x2+4

£, (1) =0 geeft

firtn=

Dus p= 13 en min. is f;:(-4) =,

Hoofdstuk 6
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, -x?—2px+4
b j;,(x)=0geeft =

(x2 + 4)?
-x?—2px+4=0
—2px=x2—4 244
voorxiOgeldtp=7xZ:4 x+ xzx
xtp y="Z+a
T _22-x2+4
(2 +4)
_ x4
T 2+ 4)
1
Y ox

1

Dus alle toppen liggen op de kromme y = =

- - 2 TR 1 P Sx\/J—C_P_sz
bél a j;,(x)—(p—IZ).\/;S_;; x—xlzgeeftj;,(x)—ﬁ—zixl__z\/)_c_ = e
p—5x
(x)=0 geeft =0
L x)=0g Nz

p—5>=0
p=>5x } 2
ey (Y= =)
y (P )C) \/; },=4x2.\/;

Dus de formule van de kromme waarop alle toppen liggen is y = 4x2 - \/J_C

b y=8

4x2 - \Jx=8

xQ\/J_c=2

=4

g | e b s dleitn 8

p=5x2}p 5-#)2=5-4=5-3/16

f()=1-12+1+11=3eng(l)=-12+4-1=3
Dus A(1, 3) ligt op de grafiek van f'en op de grafiek van g.
b fx)=5xr+x+ 13 geeft f(x)=x+1
Stel k: y=ax+bmeta=f11)=2.
kiy=2x+b
+h=
door A(1, 3) z;;) %

Dusk:y=2x+1.

g(x)=-x? +4x geeft g'(x) =-2x + 4
Stel : v=ax+bmeta=g'(1)=2.

Ly=2x+b _
door A(1, 3)}5111"3

Dus/l:y=2x+1.
¢ A is het punt waar de raaklijnen van de graficken van f'en g samenvallen.
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Bladzijde 82

De grafieken hebben voor x = -3 geen punt gemeenschappelijk, dus ze raken elkaar niet.

Wel geldt dat voor x = -3 de raaklijn van de grafiek van f'en de raaklijn van de grafiek
van g evenwijdig zijn.

1 a f(x)=x>+4x2+2x+ 1 geeftf(x) =3x2 +8x+2

la flx =\/ﬂgeeftf’(x)=ﬁ-2:E

70

g(x)=x%+ 11x+28 geeft g'(x)=2x + 11
S0 =g(0) A1) =gx)
BHA+ 2+ 1=+ 11x+28 A 32 +8x+2=2x+11
P32 -9x—-27=0A3x2+6x—9=0
32 +6x—9=0geeftx2+2x—3=0
(x—1x+3)=0
x=1vx=-3
Substitutie van x = 1 in x> + 3x? — 9x — 27 =0 geeft
1+3-9-27=0 klopt niet,
Substitutie van x = -3 in x> + 3x? — 9x — 27 = 0 geeft

=27 +27+ 27— 27 =0 klopt, dus de grafieken raken elkaar voor x =-3.

f(=3)=4, dus het raakpunt is (-3, 4).
b g'(-3)=-6+11=5

y=5x+b } _
5:-3+b=4
door (-3, 4) h=19

Dus de gemeenschappelijke raaklijn is y = 5x + 19,

g(x) =x?+ 1 geeft g (x) = 2x
J@ =g} Af1(x)=g,'(x)
@ =x2+1n = 2x
/o
\/ﬂ =x2+1a Zx@ =1
2x\/2x = 1 kwadrateren geeft (2x)° = 1
2x=1
_1
¥
Substitutie van x = in \2x=x2 + | geeft
\/szﬂ- 1 klopt niet.
Dus de graficken van f'en g, raken clkaar niet.
b fx)=gyx) Af1x)=g,(x)
@ =x2+ pPA L =2x

o

x=

Substitutic van x =1 in 2x =x+p geeft \[1=1+p

_3
P=y

R —

Dus de grafieken raken elkaar voor p = f‘r

Hoofdstuk 6
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Bladzijde 83
a De graficken van /(x) =x° — 2x? en g(x) = $x3 — 23 raken elkaar als
J(x) =g(x) A f1x) =g 'x)
x3 —Zx2=§x3 —2%A3x —4x=x2
3x? — 4x =x? geeft 222 —4x =0
2x(x —2)=0
x=0vx=2
x=0nxd = 2x2 =123 - 22 geeft 0=-23, dus voldoet niet.
x=2.mx —2x2=%x3 —2§geeft 88— 8=% -8 —Z%klopt.
Dus de grafieken raken elkaar voor x = 2.
f(2) =0, dus het raakpunt is (2, 0).
b A(x)=-x*+8x — 12 geeft A(x) =-2x+ 8§
ky(x) = x> + px geeft k,(x) =2x+ p
h(x) =k, (x) A h(x) =k, (x)
2+ 8x—12=x2+pxA-2x+8=2x+p
22+ (8—px—12=0A-4x+8=p
Substitutic van p=-4x + 8 in -2x> + (8 — p)x — 12 =0 gecft -2x> + (8 — (-4x + §)r — 12 =0
S22+ (8 +4x -8 —12=0
22 +4x2-12=0

20=12
=6
n= 6vx=—\/8
=8 1 _ .
p=-4x+8 p_*4\/6+8
=-/6
;z_:l/;+8}p=4\/6+8

Dus p=-4/6+8vp=4./6+8.

1 x(x +p)
’lx2+q‘1—(x+p)'—‘2x x2+q—
2 \fx2+q_x2+q—x(x+p)_ q—px

;x — _ _ _
‘};!Q() x2+q x2+q (x2+q) ,‘x2+q (x2+q) JC2+(]
glx)= *1%):2 o+ ng geeft g'(x)= fszx + 2%

De graficken van j;,,q en g raken elkaar voor x =1, dus

JodD)=8() A f, (1) =£1)

Lt 3 = q-p 3. 57
— =242 A ————=-23+2]
JVI+g § 8 (1+g/1+g 4 8
l+p 3. 9P i
JI+g 2 (+gf1+g B

2+2p=3\J1+gA8qg—8p=(1+q)/l+gq
2p=-2+3l+qgAr-8p=-8¢+(1+q)\l+gq

1 1
p=-1+5/T+gap=qg-Lt1+g1+¢
Hicruit volgt -1 + 13T+ g =g —§(1+ )1 +¢.

Voerin vy =-1+ 1% Lt enyzzx—%(l +x)/1 +x

De optie snijpunt geeftx=-1eny=-1,x=3eny=2,enx=35eny=§,

p=-1¢ng=-1 voldoet niet, want het punt A met x, = 1 ligt niet op de grafick van f| _;(x)= \/}%
2 =

Dusp=2ceng=3of p=8cng=235.

& Noordhoff Uitgevers by Differentiaalrekening 71



72

/
—2
—1
o) 2 3 4 5 6~
—-1
2

Ja, bij de lijn & ga je | naar rechts en 2 omhoog, bij de lijn / ga je 2 naar rechts

en 1 omlaag,
m loodrecht op k, oftewel m evenwijdig met /.

Stel m: y—ax+bmeta=rcm=rc,=—%.

y_72x+b i p=
door A(4, O)}b 24 o=0

Dus m'y=~x+2

rc, 4, dus bij p ga je 4 naar rechts en 1 omhoog,
Dus bij # ga je 1 naar rechts en 4 omlaag.
Stel n: y=ax+ b meta=rc, =-4.

y=-4x+b | _, e
doorB(1,3)}b4=71 b=4

Dus n: y=-4x+17.

Bladzijde 84

1 @ f(x)=/x geeft f(x) = \f en g(x) -*sz +10 geeft g'(x) = x.

[&®)=g@) Af1x) - glx)=-1
\/;=*%x2+ 10 A —Lvap=-1

2x

—x=-1 geeﬂ—=1

2x

L

Jx=2

Substitutie van x =4 in \/x =f%x2 + 10 geett \/Z=~% <42+ 10
F=-R+10

2=2
Dit klopt, dus de gratiecken snijden elkaar loodrecht.

2(

Hoofdstuk 6

@ Moordhoff Uitgevers by



7 p I/
b, (x)=pyx geeft h,/(x) = 5 e k) = -2x2+ 8% geeft k'(x) =-1x.

hy(x) = k(x) A 1, (x) - K (x) =1
_ 12,02 P 1 _
x=-zx*+8% A |
P\/_ 6 3 2\/)—6 3
P =g =83 A-gp\=-1
px=-12+82 Apx=6

Hieruit volgt 6 = —éx2 H# 8%

2=16
x=4vx=-4
x=4 gecftp\/z=6
2p=06
p=3
x =-4 voldoet niet.
HH=6
Dus p =3 en het snijpunt is (4, 6).

Bladzijde 85
(A a f(x)=x—4x geeft f(x)=2x—4
f15)=10-4=6
rck-6=~1,dusrck=~é.

kiy=-tx+b| s
6 }-g-‘-b:s

door A(5, 5)
_ 5
b=53
_ 1 5
Dus ki y=-gx + 5z
b g0y= 2] goett gy ETD 2T L perd-nirl 5
B = g 88 (x + 22 (x+2?  (x+2)7
gx)=-5x+pAagix) rc,;=-1
x—1_ -
x_'_z—5_7c-0-;:)/\(x_‘_2)2 §==1
_ 2x—1 25
p“5x+x+2’\(x+z)2_
152 =1 geeft (x + 22 =25
(x+2) x+2=5vx+2=-5
x=3vx=-T7
x=3 5
_ 2x—1p=15+7=16
}!3'—5x+—x_'_2 5
7 2x—1 p=—35+ﬁ=—32
p=5x+m -5

Dusp=16 v p=-32.
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] a f(x)=x—x geeftf(x)= h—lﬂngp(x)—_‘Px geeftgp'(x)=—pfz=§o
fx)=g,(0) Af %) =g, x)
x2—x4—/\(2x—1)~£
B-=pa2d-xt=—p
p=x3—-xtap=-2x3+x?
L

33 —-2x2=0
2(?;x =0
x=0 v x‘%

)
(=%
=4
[e)
—
<
=]
=
Q..

p=
o4 2. A2

1B =5-5="%

Dusp———enA(g,—a

b /() =g, Afx)" g, x)=-1
xz—x=}—)/\(2x—l)'£=—l
2 —x2 ~p/\p(2x—l) 3§
(3 —x2)(2x — 1) =x2
Px—1D)(2x—-1)=x*
x#0,dus(x— D2x—1)=1

-3x+t1=1
2x2—3x=0
X(2x—3)=0
x=0 v x=%
vold. niet vold.

Dusp = 18 en B(12,4

1
g 1= (x+p) ———" 2%
Zm _x2+q—x(x+p)_ q—px

+
ft = =
ad Jp )= \/—gee o8 (2 g7 (@rgNrg  (P+gyPtg

gx)=x*—3x— 15 geeft g(x)=2x-3
De graficken van j;,gq en g snijden elkaar loodrecht voor x =4, dus
Tgld)= gy At (4) « g4) =-1

=P .1 qg—4p

Ji6+q 2" (6+apfTerq

4+p=2316+q A 5¢~20p=-(16+9)\[T6 + ¢
=-4+25/16+ g A-20p=-5¢ (16 +q)\[16 + ¢
=-4+28/16+gAp=1q+5(16+q)\16+¢

Hieruit volgt -4+ 21/T6 + g =1 + 55 (16 + ¢)\16 + q.

Voer in y; =-4+25./16 +x eny, = x + 55(16 +x)\/16 + x.

De optie snijpunt geeft x=-16eny=-4,enx=9eny= 8%.

=-4 en ¢ =-16 voldoet niet, want het punt 4 met x, = 4 ligt niet op de grafick van /4 6(x) = 2—16
e
Dusp=8;—cnq=9.
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Diagnostische toets

Bladzijde 88

f)= 32 geeft /()=

fx) =0 geeft -6x> +54=0
-6x% =-54
x2=9
x=3vx=-3

(2+9)-6—6x"2x _62+54— 1262 _-6x2+ 54
(2 +9)? @+ (2+9Y

[~

min. is f(-3)=-1 en max. is f(3) =1,
Sx)=0geeft 6x=0, dus x =0,
De grafiek snijdt de x-as alleen in (0, 0), dus B, =[-1, 1].

S0 =9x*+ 4x3 — 45x2 — 30x + 5 geeft f1(x)=36x+ 12x> —90x — 30
FW2h=36-2021+12 - 21 - 90,21 - 30=90\21 + 30~ 90\21 - 30=0
y

f ’(\/;%) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = 2%.

Dus f'heeft een extreme waarde voor x = 2%.

El a f0=4-(3+1P2=4—5+23+ 1) =8 — 203 + 3 geeft f/(x) =-6x° — 6x?
f1x)=0 geeft -6x> —6x2 =0
-6x2(x*+1)=0
6x2=0vx=-1
x=0vx=-1
f(=1)=4,dus de top is (-1, 4).
b f(x)=-6x5— 6x2 geeft f”(x)=-30x*— 12x
17(x) =0 geeft -30x*— 12x=0
-6x(5x3+2)=0
-6x=0v5x>=-

x=0vx3=*%

x=0vx= {/—_%
FO)=3enf@H=4-(2+17=4-%=31
Dus de buigpunten zijn (0, 3) en (-2 319),
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- 5 6 L 30
4 == ft (x)=- T=-=
Loa f(v) 1% 5x76 geeft f(x)=-30x =
6 _ 4 24
b gw) =T 2 —x -2 geeft )= 1 + w2 =1 + 2 =212
X X X
c h(x)=4x3—3xx;2=4x3—3x_2+2x_3 geeft
h’(x)=12x2+6x’3—6x’4=12x2+%—£=12xz+6x:6
x3 x X
2
z a f(x)=2x+%+l=2x+8x’1+lgeeftf’(x)=2—gx*2=2_%=7—x_28
o X X

fx)=0geeft 2x2 -8 =0
2% =38
x?=4
x=2vx=-2
y

<

max. is f(-2) =-7 en min. is f(2) =9.

, Ixe—8
b f(x)=-6 geeft = =-6
2x2 — 8 =-6u?
Bx? =38
X2 =

x=1lvx=-1

fhy=1lenf(-1)=-9
Dus de raakpunten zijn (1, 11) en (-1, -9).

2.
c fx)=3 geeftzx 5 8=3
X
22— § =322
—x2=8
x2=-8

geen oplossingen
Er is dus geen raaklijn met richtingscoéfficiént 3.

= 8x6 —x*  8x6—x*
E::i:l == ==
oa fly) =

xlé =8Lx4]-_x2;' gBEft f’(x)=36x3;-_2%x1;-=36x3 . \/;_Z%x\/;
6x —x2 - 3x 6."6_352;_ i 2 B =12 lei *36"'2){'%/)4{‘
b g(x)= x3 = x3 =6x2—x3geeﬂg(x)=—12x3+§x 13=x—3+ 3x3 = 3x3

€ A(x)=(x2+ 2\/;)2 =x*+4x2 - \/;+ A =x* + 4x2 + 4x geeft
R(x) =43 + 10x17 + 4 = 453 + 10x /x + 4
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L
!

o]

i

7 = =T 2=y 32 geeft =-Ix b+ 7ixd ==
il ) Ry 7= 3x2 geeft f(x) =-3x
Fix)=0geeft x>+ 15=0
=15
x= 15vx=—\/ﬁ

vold. vold. niet

15-3 12 4
= ff 5= = -
op =/(19) 15- Y5 15415 5-415

Dus a =4, b =5 en ¢ = 15 zijn mogelijke waarden.

Bladzijde 89
i fi=af- 80x — 20

~5(2 =) geeft 109 =362 + 2028~ - (b= 1) =347+ TEEL

s
@7 —x*

1 =3
b glx)=\x2—6x+15geeft gx)=—/————=" (Ix— )= —=——
oy BT 2yx%—6x+ 15 ( PE—Bx+15
€ A(x)=(x2+2nx2+2=(x2 +2)1% geeft A (x)= 1%(.%2 + 2)% < 2x=3xx2+2

a () =1(2-2)3—x? geeft f1x)= (2 —2)? - 2x— 2x=2x(x*—2)* —
f(x) =0 geeft 2x(x2 — 2)2 = 2x=0
2((x2=2)?- 1)=0
2x=0v(x2-2)2=1
x=0vx2-2=1vx-2=-1
r=0vaZ=3vit=
x=0vx=ﬁvx=* 3vx=1lvx=-1
b Stelk:y=ax+bmeta=f(2)=4-22-4=12.

=Tt
' 12-2+b=-1}
F@)=-15, dus 42,18 5 5T i
b—ﬁ25§

Dus k: y=12x— 251,

¥=0 geeft 12x—251=0
120 =%
x=1=2]

=nl
Dus x5 =25.
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78

T 0 f=x 0 g

50 — 2x?

2 50 —x2 —x?
F)=1-50-x2+x- it PR i - -
\/—

V50-x2 /5042

fx)=0 geeft 50 —2x? =0

x2=25

x=5vx=-5
min. is f(-5) = -25 en max. is f(5) = 25.
Dus B, =[-25, 25].

50 —2 48 6
Stel k: y=ax+bmeta=f(1)= =——=i
v30—-1 /49
6
y=6sx+b i
F(1)=17, dus A(L, 7)}6 L+b=7

Dus k: yv= 67x + 5.

[6) =523 —4x? + px + 2 geeft £,(x) =222 —8x +p
j;,’(3)=0geeﬂ18—24+p=0

p=06
Jom) =33 - +6x+2 enfyl(x) =242 - 8x+6
fe'(x)=0 geeft 2x> = 8x +6=0

X2—4x+3=0

x—Dix—3)=0

x=lvx=3

Gy e

fl=3-4+6+2=4%
Dus max, isf6(1)=4%.

Voor raken geldt f,(-1) = 12 + g A f,(-1) = 12
LD =12 geeft2+8+p=12

p=2
fX) =33 —da2 +2x+2

f-1)=-12+qggeeft-2-4-2+2=-12+¢
q=T%
Dus p=2 enq=7%.

Hoofdstuk 6

V50 —x2
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];(x)——gx3 +px? + 3x — 4 geeft j;)(x)——x2+2px+3
£,y =0 geeft x? +2px+3=0
2px=x2—73
£ )
voorx #0 geldtp = e ; =_%x3+x =

2x
y— 1 3+ 2+ —
4 3x pt x4 y=*%x3+%x3—1%x+3x—4

2 § 3 — Y

y=éx3+1%x—4

De formule van de kromme waarop alle toppen liggen is v = éx3 + 1%x -4,

(E e f(x)=x% = 3x geeft f(x) =3x* — 3
g,(x)=px+ 16 geeft g, =p
f (o) = g,y A f1x)=g,’(x)
X -3x=px+16A3x2-3=p

Substitutie van p=3x>—3in x> — 3x=px + 16 geeft x¥* —3x=(3x> - 3)x + 16
B —3x=33-3x+16
2x3=16
x=-8
;=3iz_3}p= 12-3=9

Dus voor p = 9 raken de graficken clkaar.

X

) TR S
b f(x)=x2+ 1 geeft /(x) N 2x e

+1 +1
g,(x) =px + 4 geeft g, (x) =p
[y =g,() A f1x) - g,/(x)=-1

x2+1=px+4AL‘p=*l
Vx2+1

—Jx2+1
Va2 +1l=px+4Ap= 2
- 2.|_
Dit geeft x>+ 1=

\/x2+1_*\/x2+1+4

x+4

2yx2+1=4
x2+1=2
x*+1=4
x2=3
=\/§vx=-\5
3 geeftp=- %=%\/§
2
\/ggeeftp“ ﬁ%ﬁ

Dus voor p= —% 3envoorp= %\/3_‘ snijden de graficken elkaar loodrecht.
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7 Meetkunde met coordinaten

Voorkennis Stelsels vergelijkingen

Bladzijde 93
S5x=Ty=1 ‘ ‘ 20x—28y=4
4x—3y=6 |5 20x—15v=30
-13y=-26
;;:_27,=1}5x—7'2=1
T s 1a=1
S5x=15
x=3
De oplossing is (x, v)=(3, 2).
2x+3y=15 ‘3‘ 6x+9y=45
o {10x—9y=—5 grett 10x-9y=-5 _
16x =40
x=2% } 1
2.2 43y=15
s 2
=18l ¢ s
3y=110
I 1 4l =
De oplossing is (x, ) = (25, 33).
. 2x—5v=16 ‘3‘ it 6x— 15y =48
3x+4y=10 |2 6x+ 8y=20
-23y=28
J’=_125_3 2x—5=12=16
2x—5y=16 23
2+ 65 =16
=95
x=4%
De oplossing is (x, y) = (422, - 153).
q 3x+2y:5‘ ‘ 6x +4y =10
x—4y=11 41/—11
Tx —21
x=3 }
_er9t2y=5
3x+2y=5 2 =4
y=-2
Dus P(3, -2).
. 4x*5y:6‘ ‘ 12¢— 15y =18
3x—2y=1 12x— 8y= 4
-Ty=14
y=-2 }
y _ A+ 10=6
dx—5r=06 Ay =4
x=-1
Dus O(-1,-2).
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7.1Lijnen en hoeken

Bladzijde 94
a k:i QLo /
vi4|0
s
\ %

b De lijnen £ en / zijn evenwijdig en vallen niet samen, dus hebben geen punt

gemeenschappelijk.
Dus het stelsel heeft geen oplossing.
€ k2x+3v=12 I 4x+6y=15
Jy=-2+12 6y =-4x+15
y=f§x+4 y=*§x+2%

Je zietre, =rc), dus & // 1.

Bladzijde 95
a Voor p =% en g #-10 zijn de lijnen evenwijdig.

b Voor p# % en g elk getal van R hebben de lijnen een snijpunt,
€ (2,-3)opk,geett2p—3(p+1)=5

2p—3p—3=5
ﬁpzs
p=-8

p=-8geeftl :-9x—1ly=¢q
(2,-3)op [, geeftq=-9-2-11--3=15.
Dus voor p=-8 en g = 15 snijden de lijnen elkaar in het punt (2, -3).
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P 5

a Samenvallen, dus g E

[=p+d g
3
o) geeftp(p—l) 3(p+4)
- +
r B pd Pr-p=3p+12
—4p—12=0
(p+2)(p—6)=0
p=-2vp=6
P——deefti3 % goftewel 1—5 dus g =-5.

_ 3_6_5 _ _gl
p—6geeft5 10 qoftewel3q 25, dus g =83.

Dusvoorp=-2eng=-5envoorp=6eng= 8% vallen de lijnen samen.,
b Voor p=-2 en g elk getal van R en voor p = 6 en ¢ elk getal van R zijn de
lijnen evenwijdig.

q9 _4

p -_—
g+3 p—-1 T

Samenvallen, dus

. P 4 _ _
Uit 7+3°1 volgt p=4(q + 3) oftewel p=4g + 12.

Uitpf 1 :%volgtq:4(p— 1) oftewel g = 4p — 4.

Substitutic van p=4g+ 12 ing=4p — 4 geeft g=4{4q + 12) — 4
g=16g+48—4
-15g =44
14
__ZE

14 14 4
q:fz—sgeeftp=4-723+12:g

Dus voor p = 5 eng= 2% vallen de lijnen samen.

a y=0geeft2x=18
x=9
Dus het snijpunt met de x-as is (9, 0).
x=0geeft 3y=18
V=6
Dus het snijpunt met de y-as is (0, 6).

b Bij 2x + 3y = 18 het linker- en rechterlid delen door 18 geeft o™ 6 =1

¢ In de noemer van de breuk 5 staat de x-codrdinaat van het snijpunt met de x-as.

y g .
In de noemer van de breuk — staat de y-codrdinaat van het snijpunt met de y-as.

6
X ¥ X
= e —t == )%
Lol s W b g g Ot

a b
y=0 x=0

x_4 ¥

a b

XxX=a y=b

Dus het snijpunt met de x-as is (a, 0).

Bladzijde 96

_+_:
a lp 5 1
L 5x+py=>5p
x ¥y _
b m.4+q71
m. gx +4dy=4q

Hoofdstuk 7

Dus het snijpunt met de y-as is (0, b).

@ Moordhoff Uitgevers by



x ¥
St s=
a k'p 3 1

k:8x+py=8p
b & 8x+py=8p}

door(l, 2y | o P LA=ER

8+2p=238p

—-6p =-8

p=13

€ k8x+py=8penl 2x—y=-3

8 p 8

.Ic/’/’l’geeftz—_l7é_3
§_P __ __ §_-4,32
2—71geeftp 4enp 4geeft2 1#73.
Dus voorp=-4is k// L.

Bladzijde 97
i R
4=

a k.3 " 1
k:px+3y=3p
% 5
it o=
12p 5 1
[:5x+2py=10p

b k:px+3y=3p}p_1+3 ‘2 =3p

door A4(1, 2) ol U=
2p=-6
p=3
. + —
iioiﬁA(zipyz) IOp} a~1+2p - 2=10p
’ 5+4p=10p
-op=-5
_s
P~
€ kipx+3y=3penm:dx—y=-5
p_3.3
k//mgeeft4fil;£75
P_3 — e -12_3 36
1 geeftp=-12enp=-12 geeft 1 71;&75.

Dus voor p=-121is k // m.
d [:5x+2pv=10penn: 2x+3y=10

5 2p 10p
l//ngeeftz—:’,#lo i gn
5 _ P D S W
13 geeft4p=15 oftewe1p434enp~34geeft2k 3 # 10"

Dus voor p= 3% isl//n,

X ¥
p‘;ﬁ_p_,_zél §+i=
+2
door (3, 4) por
’ 3(pt2)y+4p=p(p+2)

3p+6+4p=p>+2p
pPrP=5p—-6=0
(p+1p-6)=0
p=-lvp=6

vold.  vold.
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x Yy
ppra !
@t+2x+py=pp+2)
py=-(p+2x+p(p+2)

ST ke )

P
.2

rc=2geeft—p—=2
P

pt2=-2p
3p=-2
p= —% vold.
_BC_2_
a tan(LCAB)= 1C 1 2
ZCAB=63,4349.°
Dus ZCAB = 63,435°,
b De tangens van de hock tussen / en de x-as is i.
Dit geeft dat de hoek gelijk is aan 14,0362...°,
¢ Dus de hoek tussen ken / is 63,4349...° + 14,0362...° = 77,5°,

Bladzijde 99
Als de eenheden langs de assen verschillend zijn, dan maakt bijvoorbeeld de lijn y =x
geen hoek van 45° met de x-as, maar is elke hoek mogelijk.

a ky=3x+4
tan(a) = reg = 3 geeft a = 71,56...°
Ly=2x—1
tan(f) =rc,; = 2 geett f = 63.43...°
a—f=71,56.."-63,43..°=8°
Dus Z(k, [) = 8°,

b my= I%x-ﬁ- 2
tan(a) =rc,, = 1% geeft « = 56,30...°
nIy=-3x+ 3
tan(f) = rc, = -y geeft f =-26,56...°
a—pf=56,30..°—-26,56...° = §3°
Dus Z(m, n) = 83°.

c py= 3%)( -1
tan(a) =rc, = 3% geeft a=74,05...°
q.y= flix +5
tan(§) =rc, =13 geeft f=-51,34...°
a—p=74,05..°—--51,34..° = 125°
Dus Z(p, g) = 180° — 125° = 55°,

a k:3x—2y=35

2y=-3x+35

y= I%x—Z%
tan{a) =rc, = 1% geefta =56,30...°
ldx—3y=06

By=-4x+6

y= l%x —~2
tan( ) =r¢;= 1% geeft f=153,13..°
a—f=56,30..°—53,13..°=3,2°
Dus Z(k, [)=3,2°.
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b mdx+y=1
y=-dx+1
tan(a) = rc,, = -4 geeft a =-75,96...°
n:3x+4y=2
4v=—3x+2
v—f4x+—
tan(f) =rc, ﬁ74geeftﬁ -36,86...°
f—a=-36,86.."—-7596..° = 39,1°
Dus £(m, n) = 39,1°,
¢ p:5x+3y=4
31/=—5x+4
v——l x+l—
tan(a)—rc 771 geeft a =-59,03..°
q: 6x — Syﬁl
—Sy— -6x+ 1
y=1z x—%
tan(f) =rc, = 15geeftﬁ 50,19...°
ﬁ—a:5019 ¢—-59,03..°~109,2°
Dus Z(p, g) = 180° — 109,2° =70,8°.

a ny= %x +4
tan(a) =rc, = % geeft a=33,69...°

l:6x—5y=3
*5»‘ -6x +3
=1z x—%

tan(ﬁ’) re;= 15 geeft £=50,19..°
B—a=50,19..°—33,69..°=16,5°
Dus Z(k, [)=16,5°.
E=_ll
4-0 4
tan(a) = 71‘1‘ geefta=-51,34...°
1-0
e, = 0__2 =3
tan( f) = 3 geeftﬂ= 26,56...°
B—a=26,56..°—-51,34..°=779°
Dus £(m, n)=77,9°.
c rc =5-1 1—
P 5-2 2
tan(a) = 13 geeft a =59,03..°
_6-1 — 2
7 2 —*3 3
tan( ) = 715 geeft f =-54,46...°
a—f=59,03..°—-54,46..°=113,5°
Dus Z(p, q) =180° — 113,5° = 66,5°.

b r¢c,=

Ic

De richtingshoek van £ is a en de richtingshoek van / is j.

tan{a) =rc; =2 geeft a =63,43..°

f=a+20°=06343..° +20° = 83,43 ...° en dit geeft rc; = tan(83,43...°) = 8,69.
B=0a—20°=6343..°—20°=43,43..° en dit geeft rc,=tan(43.,43..°) ~ 0,95.
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De richtingshoek van & is « en de richtingshoek van /is §.
k:2x—5y=9

=5y =Bu+9

_v=%x— 1‘5—1
tan(a) =rc = % geeft o =21,80...°
£=21,80..° + 60° = 81,80...° geeft rc; = tan(81,80...°) = 6,94...
£=21,80...° — 60° =-38,19...° geeft rc; = tan(-38,19...°) = -0,78...
S2,-1)op/geeft2a—b=3,dus h=2a-3.
lLax+(2a—3)y=3

(2a—3)y=-ax+3

. 5l 3 __-a
y—2a—3x+2a—3’ Q051G 2a—3
—d _ —d el
o 6,94... 20 —3 0,78...
6,94..2a—-3)=-a -0,78a—3)=-a
13,88...a—20,82...=-a -1,57..a+2,36...=-a
14,88...a=20,82... -0,57..a=-2,36...
a=1,39.. a=4,11...
a=139..geefth=2-1,39..—-3=-0,20
a=4,11...geeft b=2-4,11...—3=523
Dusa=140enb=-0200fa~=4,11 en b= 5,23,
7.2 Afstanden bij punten en lijnen
Bladzijde 101
a In AABC geeft de stelling van Pythagoras y
AB?=A4C?+ BC? ' '
AR2=41132 -
AB?=13 5
AB=\/13
a4
b xM=%(xA +xp) eﬂJ’Mz%(yA"'}’B) /
M(2,3) 5 |
€ xy= %(83 + 89)=286 en yN=%(61 +69) = 65, dus N(86, 65).
= & &
3
o) 1 2 3

Bladzijde 102
a d4,B)=\(12- 02+ (7— 12)2= /144 +25= /169 =13

b M (G(0+-2), 5(-2+7)=M(-1,25)
¢ dd,B)=\4-02+(7T-42=16+9=425=5
d(A, My) =%+ 5=21
d MG +p),5(p+T)=MsGp, 3p+33)
e d(d, B)=\[(p=0F +(7—p) =p* +49— 4p+p* =27 ~ 14p + 49

a ME(p+p+2),13+2p)=Mp+1,p+13)
b d(d,B)=\(p+2-p)+Q2p—3P =2 +4p?— 12p+ 9= 4p>— 12p+ 13

¢ Voeriny,=\4x*—12x+13eny,=5.

De optie snijpunt geeft x =~ 3,79
Dus p = 3,79.
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L a x, =10
Lla+p+5=10
lp+4=10
7P =6
p=12
Yu=r(4+14)=9
b MIQR+p+5),34+p+2)

M@p+4ép+3)}

2p+4)—-3=3p+3
Mopk y=2x—3 S 2P

p+8-3=1p+3
3 ="2
p=-4

¢ d=\(p+5-3P+(p+2-47=\p+2P +(p-2 =P +ap+a+p —4p+4=/2p? +38
Dusa=2enb=8,

a k2x—y=2
—y=-2x+2
p=2x-2

re, =2
b X2 =3
2y=-x+3

= L 1
y=~zmtls

1
I'C!:*E

b Ergeldtre,-1c,=2 —%=—1,dus kLl

Bladzijde 104
a

b
b en;,dusb;EOena;EO.

In de theorie gaat het over de breuken -

Als in de kernzin

* b=0, dan is & een verticale lijn en / een horizontale lijn, dus staan & en / loodrecht op elkaar;
* a =0, dan is k een horizontale lijn en / een verticale lijn, dus staan & en / loodrecht op elkaar.
Dus in de kernzin zijn de voorwaarden b # 0 en a # 0 niet nodig.

a rl/l,dusk:3x+2y=c
door A(4, 1)

Dus &: 3x+ 2y =14,

b mLlndusm: Sx—4v=c
door B(3,-1)

Dus m: 5x —4y=19.

c plgdusp:x+2y=c
door C(-4, 3)
x+2y=2
2y=-x+2

yzf%erl

}c=3‘4+2‘1=14

}c—5-3—4~1—19

}c=4+2-3—2

Dus p:yzfézﬁ* L.
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@ =3T3 2.1
©6-2 4 2
[ Lk, dusrey - re,=-1
%‘rcl=—1
re;=-2
iy s
il.c')vor C%: 6;5} B +b.:6
’ 8+b=6
b=14
Dus I: y=-2x + 14.
_-6-4_-10 _
mTg-3 §
nlm,dusre, e, =-1.
=2 ¥ =l

= 3
rC,,—E

ny= %x +b
door F(3, 7)

b rc -2

Dus n: x —2y=-11,

a De lijn p gaat door 4 en staat loodrecht op £.
PLa—@V=g | o o
door A(6, 0)} =0 =i
Dus p: x—2y=6.
k en p snijden geeft het punt 4”.

2x+y=2 2‘ coft 4x +2y=4
x—2v=6 1|® x=2p=6
Sx =10
x=2 }
2:2+y=2
+y= .
&= 4+y=2
y=-2

Dus 412, -2).

d(A, k)=d(4, Ay =2 — 6 + (-2 - 02 = /16 +4=20=2.5
b De lijn g gaat door B en staat loodrecht op /.

re; - re, = -1 geeft % e, =-1, dusre, =-2.

glzyr?éxg)b}z'%b ~¢
orES N 6+b=0
b=6

Dus g: y=-2x + 6.

[ en g snijden geeft het punt B”.
Lyt 1=-2x+6

2%x=5

_ﬁ;%zﬂ 1},v—%‘2+ 1=2
Dus B'(2, 2).
dB,1)=d(B,B)=\2-32+(2-02=1+4=5
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¢ De lijn r gaat door O en staat loodrecht op m.

P Aii=g } -0

door 00, 0) [ €

Dus r; x — 3y =0 oftewel r: x= 3y,

m en r snijden geeft het punt C.

Substitutie van x =3y in 3x + vy =10 geeft 3 - 3y +y =10
10y=10
y=1

v=1geeftx=3

Dus C(3, 1).

d(0, m)=d(0, C) =3 =072+ (1 -0y =9+ 1= /10

Bladzijde 105
De lijn & door de punten A(-5, -3) en B(-2, 6) heefi richtingscoéfficiént —g_—?s =3,
ki =3x+b }
y 3--2+b=6
door B(-2, 6) 64bh=6
b=12

Dus k: y=3x+12.
De lijn / gaat door C en staat loodrecht op £.

1
re; cre;=-1 geeft 3 - r¢;=-1dus r¢;=-7.
k" ICr 1 =3

l:y=—%x+b 1
- + __
doorC(Z,lZ)} g dordm-1a
“2+p=-12
b=-113

Dusl:y:*%x—ll%.

k en [ snijden geett het punt D.
3x+12=—%x—11%
33x=-23%

10x =-70

x=-7 o .
y—3x+12}}'_3 7+12=-9
Dus D(-7, -9).
d(C, k)=d(C, D)= \J(-7—2)2+ (-9 —-12)2 =81 + 9=/90=3/10

4-0

a Delijn k door A(1, 0) en B(7, 4) heeft richtingscoéfficiént 71 %
kiy=3%x+b) 2. _
door A(1, 0)} 51 ;b .

]
2 2
DuS k: y = _3x - _3.

De lijn / gaat door C en staat loodrecht op £.
re * 1e; = -1 geeft % -1¢;=-1, dus rc{z,%‘

l:y=—%x+b}

b=6
door C(33, 6)

=6

(SRS

1

|
+ o
S

b=.11
— L
Dus I: y=-5x+ 113.

=
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k en [ snijden geeft het punt D.
2._2_"3 1
ix—g——§x+1lz
8x—8=-18x+135
26x=143

xzs% 2. 11_2

g
Dus D(5%, 3).
d(c,k)=d(C,D)=\/(5§—3§)2+(3—6)2=\/M=\/ﬁ

b d(4,B)=+(7-12+(@-072=36+16=.52=2,13
O(AABC)=1% - d(4, B) - d(C, AB)=1-2\/13 - \/13=13

De lijnen k en [ zijn evenwijdig, dus de afstand tussen & en / is gelijk aan de afstand van
een punt van & tot /.

Neem het punt A(1, 0) op &.

De lijn m gaat door 4 en staat loodrecht op £.

mlk dusm: 3x+y=c

door A(1, 0) }C=3+0=3
Dus m: 3x +y=3.

[ en m snijden geeft het punt B.

{x—3y=6 ‘;‘ geeft{ x—3v=6

3x+y=3 9x+3rv=9 .
10x =15
x=l% 1
_+ =
3x+y—3}31 f7ty=3
45+y=3
— el
V**b

Dus B(13,-13).
dlk, 1) = d(A, 1) = d(4, B)= /(11— 12 + (-1 - 02 = {1 + 2= TZWZ%\/E

a mlhkax+bv=c,dus m: bx—ay=c.
n: bx—ay—c} sl

door O(0, 0)
Dus m: bx—ay=0
-ay=-bx
b
y=-x
a
b kraxtby=c
by=-ax+¢
=5t
" b a c
m snijden met k geeft PRl s
b*x=-a’x +ac
(@ +b)x=ac
Lo_ac
a? + b2
ac be

R S T T I
P R X RS

ac be
Ligg R(a2 +b% at+ bz)'
Inlax+by=axp+bypis c =axp + byp.
Gebruik het resultaat hierboven.
. falaxp+byp) blaxp+ byp) a’xp+abyp abxp+ b*yp
Zo krijg je S 5 B 5 o = Do 12 D 353
a-+b a-+b a“+b a“+b
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¢ d(S, R)=\/(xs—xp)? + (vg—v)? en dit geeft

a*xp+ aby,— ac\2 abxp + b2y, — be\2
d(S,R)—\/( P Vp >+( P Yp )

a* +b?

@t B

(alxp +abyp— ac)*

Herleiden geeft d(S, R) =

(abxp+ b*yp — be)?

(a® + b2

(a® + b2

\/(azxp + abyp — ac)* + (abxp + b*vp — bc)?

_ V(aaxp + byp— ) + (Maxp + byp — ©))’

a*+ b?
V@ER + (bE?  \Ja2EX+B2E2  \[(a® + BD)E2
VdSR=""g@ = #i8 P
2+ p2)E? 2+ b7 E? E? E
e dspYETRIE_ @t B VB | |E

d(P, k)= d(S, R)
£| |axp+ byp—c|

T RN oy

E=axp+byp—rc

d(S, R) =

Bladzijde 107

a’ +b? _\/a2+b2‘\/a2+b2_\/a2+b2_\/a2+b2

a k:ax+ by =cdoor B(5,0) geeft 5a = ¢, dus k: ax + by = 5a oftewel k: ax + by — 5a =0.

Je krijgt één vergelijking met twee onbekenden.

b k:x-+by=cdoorB(5, 0)gecftS=c ,dusk;x+by=>5oftewel i x+by—5=0.

Je had dus ook uit kunnen gaan van k: x + by =c¢

k: ax + by = 1 door B(5, 0) geeft 5a = | oftewel a =1, dus k: +x + by = 1 oftewel

kiix+by—1=0.

Je had dus ook uit kunnen gaan van k: ax + by = L.

[1-4--1+4] ]9 o

- el
W=y iy V"
2-4-33+4] 8] 5
N 2o Y
6-4-5+4/ |10
d(C,k):‘ ‘_‘ ‘_ 10 1o

e

Het punt B ligt het dichtst bij de lijn £.

3-2+4-5-10] [16] 16

V32 +42 5 5

a d4, k)=

=3

U=

b liy=-2x+5oftewel : 2x+y—5=0geeft d(B, ) =————

-

X
c m.—-+
6

r2 |
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=1 oftewel m: x + 3y — 6 =0 geeft d(C, m) =

23 d=1~5)

o=
ﬁlt v

gA£ 14

5+3-3-6| [8] g

= =2 Af=2.00.
f12+32 \/ﬁ \/E 10\/_0 5\/_0
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a Stelk;yv=ax+b.
k door (0, 4) geeft b=4, dus k: y=ax + 4 oftewel k; ax —y +4 =0,

‘5%&—5-’-4‘
a’+1
|53a—1|=5\a+1
3012 - 11a+1=252+1)
30342 - 1la+ 1 =25a%+25
S%az—lla—24=0
D=(-11)*-4 -5} --24=625
+ —
=125 55, 1125
103 105
Duskl:y=3%x+4enk2:y=—1%x+4.
b Stell:v=ax+b.

(3,0 oplgeeft3a+b=0,dus b=-3a.
k:y=ax—3a oftewel ax —y—3a=0

‘6a—4—3a‘_

d(D, I)=/5 geeft ﬁ J8
3a=4 = 5+5

94’ —24a+ 16 =54 +5
4a*=24a+11=0
D=(-24)>-4-4-11=400
S AT 24-20

d(B, k) =5 geeft

8 aVaTTg T
a=5% geeft b=-161, dus [;: y=53x - 164,

a= % geeft b =—1%, dus ;v = %x - 1%.

P(-2, 3) is een punt op k.
5 2 128~
NGEav i

26—¢|
V169
26-¢|

13
26— ¢|=39
26—¢c=39v26—c=-39
c=-13vc=65
Dus /;: 5x+ 12y =-13 en [: 5x + 12y = 65.

d(P,l)=3 geeft

a Stell:3x+4y=c.
P(4, 0) is cen punt op k.

3:4+4-0-¢

Neze

12— ¢|
=2

s

12— ¢
5 =2
[12—-¢|=10
12-¢=10v12—c=-10
c=2vc=22
Dus/i:3x+4yv=2enl: 3x+ 4y =22,

d(P, 1) =2 geeft
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b Stel P(p, 0).

3-p+4-0-12]
d(P, k) =3 geett =

NG

3p-12|

3p—12|=15
3p-12=15v3p—12=-15
3p=27v3p=-3
=9vp=-1
Dus P,(9, 0) en Py(-1, 0).

Stel een punt op de parabool is P(p, 2p?).

\P— 2p2—2\
d(P, k)= 5 geeft ————
p—4p*-2
iy 5
NE]
|74p2+p—2|=
-Ap?+p—2=5 v-4p’+p—2=-5
4p* +p—T7=0 v-4p?+p+3=0
D=12-4--4--7=-111 D=12-4--4:3=49
geen opl. e R A e, L
p=—g ~aveTg 7l

Dus Py(-3, 1§) en Py(1, 2).

Stel k:ax+by=1,

d(A,k)—\/EAd(B,k)=2\/§geeft‘\/7_1 =\2A ‘6\7%;21 =22
[4a—1|=\2- J2+bB2 Al6a—1|=2\2 J2+?

Substitutievan\/z‘\/mz\%—ﬂin\6a—l\:2\/§-\/mgeeft

|6a—1|=2"|da—1]

|6a—1|=|8a -2

6a—1=8a—-2vb6a—1=-8a+2

2a=-1v14a=3
a=tva=3

Substitutie van @ =1 in \2 - \Ja? + b2 = |4a — 1| geeft \2 - 1+ b2 =21

geen opl.
Dusklz%x+ =lenk,: 2Jc— 1—10ftewelk1 xty=2enky;x—y=2.
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7.3 Cirkelvergelijkingen

Bladzijde 109

a Dit volgt rechtstreeks uit de formule van de afStand tussen twee punten.

b Als de afstand van P(x, v) tot M(1, 4) gelijk is aan 5, dan ligt P op de cirkel met
middelpunt M en straal 5.

¢ FEen vergelijking van de cirkel met middelpunt M(1, 4) en straal 10 is
(x— 12+ (1 —42=102, oftewel (x — )2+ (y —4)2 =100.

d Middelpunt (-2, 3) en straal /16 =4,

Bladzijde 110

a c;:(x—22+@+57=9
32y — AV =

b ggo(rXO(S?o;@ Y ”2} P2=(0-3?2+(0-42=9+16=25
Dus ¢,: (x—3)2+ (y—4)2 =25,
: By - 2B

‘ ‘éi)‘o(rfol)’;(" % ”2} P=(1+32+Q2-52=4+9=13
Dus c;: (x+3)*+ (¥ —5)2=13.

d ¢, raakt de x-as, dus r=d(M,, x-as) = 1.
e (x=N+ (-1 =1

e c¢graakt de v-as, dus r = d(Ms, v-as) = 4.
s (x 42+ (=22 =16

De cirkels raken de x-as en de straal is 2, dus v;,=-2 of y,=2.
M op k, dus M;(-6, -2) en M>(6, 2).
cpr(x+6P+(+2)2=4ency (x— 6>+ (¥ —2)y*=4

Bladzijde 111

De cirkels raken de y-as en de straal is 10, dus x,,=-10 of x;,= 10.
M op k, dus M(-10, 6) en M5(10, -6),

e (x + 102+ (v — 6)2 =100 en c,: (x — 10)> + (v + 6)> = 100

a Middelpunt 4 en ¢ raakt de x-as, dus r=d(4, x-as) =7,
gy e~ 3P4iy = TP=49
b Middelpunt B en ¢, door 4, dus straal is d(4, B)= /(9 — 32 + (1 — 7)2 = /36 + 36 = \/72.
g lx—9P+iy — L =T2
¢ Middellijn 4B, dus middelpunt is het midden van 4B, dus M;(6, 4).
De straal is d(4, M) = /(63> + (4 - 1)} =9+ 9 =1/18.
3 (x— 62+ (y—4)72=18
d De cirkels raken de y-as en de straal is 2, dus x;,=-2 of x;,= 2.
Xy="2enMopkgeeft5 --2+2y,=12
=10+ 2y,,=12
2y =22
=11
Dus My(-2, 11} ency: (x+2)2 +(y— 11> =4.
xy=2enMopkgeeft5 2+2y,=12
10+ 2y, =12
2y =12
=1
Dus M52, D encs: (x—2P +(y—1)2=4,

94 Hoofdstuk 7 ® Moordhoff Uitgevers by



a Middellijn OR, dus middelpunt is het midden van OR, dus M(13, 61).
De straal is d(Q, M) = /(15— 27 + (62 — 612 =125 + L = /121,
Dus ¢; (x— 132 + (v — 632 = 121.
¢ door P(-1, p) geeft (-232 + (p— 63> = 125

65+ (@ —65°=123

1 1
(P =6 =63
p—6%=2%vp—6é—=—2%
p=9vp=4
b Middellijn PR, dus middelpunt is het midden van PR, dus M(2, 1p +31),

De straal is
AR, My=/2-52+(p+3L-72=\0+lp-3h2=\9+1p2-3lp+12k=\1p2-3lp+21l
Dus ¢ (x—2)2+(v—3p— 332 =302 —33p + 213,
c door O(-2, 6) geeft (-4 + (25 —1pP =1p2 - 3ip+ 215
16+6%42%p+£p2 :‘lsz *3%p+21%
p=-1

cx—pP+@—g)P=13

A(4,-1) op c geeft (4 — p)* + (-1 —g)* = 13.

B(-1,-2) op c geeft (-1 —p)* + (-2 —g)* = 13.

Hieruit volgt (4 = p)? + (-1 = g = (1 =pP + (2~ ¢
16—8p+p?+1+2g+¢*=1+2p+p2+4+4q+4*
2g=10p—12
q=-5p+6

g =-5p + 6 substitueren in (4 — p)*> + (-1 —g)* = 13 geeft (4 —p)* + (5p—7)*=13

16 —8p+p* +25p —T0p +49 - 13=0

26p% = 78p+52=0

pPP-3p+2=0

p-Dp-2)=0

p=lvp=2
p=lgeeftg=-5-1+6=1cenp=2gecftg=-5-2+6=-4.

Dus(p=lag=1)v(p=2Arqg=-4).

a Omdat een raaklijn van een cirkel loodrecht staat op de straal naar het raakpunt,
is de straal van de cirkel gelijk aan de afstand van M tot &, dus r = d(M, k).

3-2-4 |5
b d(M, k)= | | —u—i=\/§

JE+22 5 45

Dusc: (x—3)2+(v—4)2=5.

a ky=xoftewel k;x—v=0

r=d(M k):L:u:i:ﬁ
D e T
DuScl:(x—5)2+(y—3)2=2.
-1+2-3| |5 5
b r—d(Mz,m)=7wz%:E_\/§

Dus cy: (x+ 1) + (3 —3)* =5,
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Bladzijde 112
2-8+3-3-12] [13] 3

RN N
Dus ¢;: (x = 8)> + (¥ —3)* =13,
b De cirkels raken de x-as en straal = 8, dus y,,= -8 of y;, = 8.
yy=-8enMop k geeft 2x;,+3 - -8§=12
2x,,—24=12
2x,, =36
Xy =18
Dus M,(18,-8) en ¢: (x — 18)> + (v + 8)2 = 64.
Var=8en Mop k geeft 2x,, +3 - 8=
2x,,+24=12
2x,=-12
Xy =-6
Dus My(-6, 8) en c3: (x +6)> + (v — 8)* = 64.
¢ K snijden met de x-as geeft 4(6, 0).
k snijden met de y-as geeft B(0, 4).
M, is het midden van AB, dus M,(3, 2).

r=dd, M)=\3-62+@2-02=\9+4=13

Dus ¢;: (x—3)*+(¥—2)?=13,

a r=dM, k=

[[1-2-2-10] |15 15 55
12+ (-2)2 \f 5

k snijden met de x-as geeftA(lO, 0).

k raakt ¢, dus MB L k.

MB:2x+yv=c
door M(-1, 2)

Dus MB: 2x +y =0 oftewel MB: y = -2x.

MB snijden met £ geeft x— 2+ -2x =10
x+4x=10
5x=10

=2 _
= 2x}‘} -
Dus B(2, -4).

ry=d(4, B)=/(2— 10y + (-4 —0)* = /64 + 16 = /80
Dus ¢,: (x — 10)% + % = 80.
b Het midden van AM is M3(4 1).
ry=d(A, M;) = /(41— 102 + (1 - 0)2 =301 + 1 =/31]
Dus c5: (x— 452 + (v — D2 =31},
x=2en y=-4invullen in de vergelijking van c; geeft (*2%)2 +(-5)*= 31‘17
65+25=31%

a r=dM k=

bem2em1+2-0

Dit klopt, dus c; gaat door B.
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Lijnen / evenwijdig met & op afstand 5 van k.
Stel : 3x—4dy=c,
P(0, 72%) is een punt op k.

3 -0—4-—2%—(:\:5

JF(ap

d(P,l)=5 geeft

|10—c\_5

J25
[10-¢|

55
|10 - ¢| =25
10-¢=25v 10-c=-25
c=-15ve=35

Dus /: 3x —4v=-15en [,: 3x —4v =35.

De middelpunten van de cirkels zijn de snijpunten van /; en /;, met de lijn m door 4 die
loodrecht staat op £.
mLk dusm:dx+3v=c
door A(2,-1)

Dus m: 4x + 3y =5.

}c=4-2+3-—1=5

[1 cn m Snijden geeft {3)6 _4_)": ;15 ‘ i ‘ geeft{ 9_x — 12}; = 745

dx +3y= lox +12v=20 4
25x =25
x=-1 _
4x+3y=5} 4‘=31 +3v=35

Dus snijpunt (-1, 3).

3x—4y=35‘3‘ it 9x— 12y =105

dx+3y=5 |4| 8" Lex+12v=20
25¢ =125

[, en m snijden geeft{
+

x=5 _
y=-5

Dus snijpunt (5, -5).

Dus de vergelijkingen van deze cirkels zijn (x + 12+ (v —3)2=25en (x — 5)2 + (v + 5)* = 25.

x—42+@+1)2=36
X —8x+16+2+2y+1=36
x*+32—-8x+2y—19=0

Bladzijde 113
a x*+32+6x—4y+4=0
W +6x+3?—dy+4=0
(x+32-9+(p-2P—-4+4=0
(c+ 3P+ (v=272=9
Dus van ¢ is het middelpunt (-3, 2) en de straal 3.
b x?+)2—8x+10y+31=0
2~ 8%+ + 10y +31=0
(x—4P-16+@F+52-25+31=0
(x—4P2+(+5?2=10
Dus van ¢, is het middelpunt (4, -5) en de straal \/10.
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x2+32+5x+3y+3=0
2+ 5x+y2+3y+3=0
c+2i2-6t+(p+1h2-2l+3=0
(6+29)7 5 (0192 =5;

Dus van c; is het middelpunt (72%, 71%) en de straal \/g

¥+12=Tx+8y=0
x2—7x+y2+8y=0

w-3h2-12k+(p+42-16=0

(- 332+ (+ 42 =287

D : ; 1 [rql
us van ¢, is het middelpunt (33, -4) en de straal /287,

¥ +y?+6x—8y+15=0

X +6x+32—8y+15=0
x+3P7-9+(F-4P-16+15=0
x+3P2+@-42=10

Dus M(-3, 4) en r=/10.

d(4, M)=/(-3- 0 +(4—-42=/9+0=3
A ligt binnen ¢ want d(4, M) <r.

d(B, M)=\/(-3--32+(4-0?2=\0+16=4
B ligt buiten ¢ want d(B, M) > r.

d(C, M)=\(3 =20 +@- 1 =1+9=10
Cligt op ¢ want d(C, M) =r.

¥+y?2—6x—8y=0

¥ —6x+y?—8=0
(x=3Y-9+(-4*-16=0
(x—3P+(y—4)72=25

Dus r=35en M(3, 4).

d(4, M)=\(3—-1) +(4=-2P =/16 +4=/20
d(A, M) <r, dus 4 ligt binnen ¢,.
x2+y2—8x—4y+2=0

K =8x+yr—4y+2=0
(x—42-16+(y—-22—-4+2=0
(x—42+(y—27=18

Dus »= /18 en M(4, 2).

d(0, M)= 42 +22= 16 +4= 20
d(O, M) > r, dus O ligt buiten c,.
x2+y2+4x—6y+3=0
+4x+y?—6y+3=0
(x+22—4+(y-32-9+3=0
(x+2P+(-32%=10

Dus 7= /10 en M(-2, 3).

d(B, M)=/(-2- 1)} +(3-47=\9+1=/10
d(B, M)=r, dus B ligt op c3.
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a2+ +4x—6y—12=0

K+4x+y?2—6y—12=0

x+2P-4+{p-32¢-9-12=0

(x+ 2P+ -32=25

Dus r=15 en M(-2, 3).

dP.M)=\[(2= 17+ (B -pP=\9+(p—3)

d(P, M)=rgeeft \/9+(3-p)*=5
Jo+9—6ptp’=5

PP —6p+18=5

pPP—6p+18=25
pPP—6p—7=0
(p+Dp-7)=0
p=-lvp=7

\ y= »Wwy
{\\/ a

|
I
|
|
I
I
7 P

d(P, M) <5 geeft-1<p<7
Dus voor -1 <p <7 ligt P binnen ¢;.
b a2t~ Be—2ptg=0

X2 —8x+y2-2y+g=0
(x—42-16+@p—-12-1+¢=0
x—4P?+@-Dr=17-¢
Dus r=+/17—q en M(4, 1).
d(0, My=J(4— 12 +(1-52=0+16=25=5
dOQ,M)=rgeeft5=\/17T—¢q

25=17—¢q

qg=-8

¥

\ y=5

~]

AN

-8 O 17

d(Q, M) > r oftewel 5> /17 — g geeft -8 <g <17.
Dus voor -8 <g < 17 ligt O buiten c,.

q
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x2+y2+ax+by=71

x2+ax+yr+by=71

(x+3aR —3a’+ @ +ibP —1p2=T1

(x+3aP+p+3bP=ta? +162+71

Van c is het middelpunt M(f%a, fé—b) en de straal = \f‘lTaZ + ﬁbz +71.
M(—;—a, —lb) op ki x+2y=1 geeft —%a —b=1 oftewel b= —%a = 1.

De straal is 10 geeft \&az + ‘ljbz +71=10 oftewel %az + %bl +71=100.

b=-1a— 1 substitueren in a® + 757 +71 =100 geeft ya> + 3 (-3a — 1> + 71 =100
ta2+iGat+a+1)+71=100

12,1 2,1 .1 -
7 tiga”+tza+7+71=100

4

Za2+1ia-283=0
5a”+4a—460=0

D=42—-4-5--460=9216

B v I
10

a=9%geeftb=-1 91— 1=-52ena=-10 geeft b=-5--10— 1 =4,
Dus (a=91Ab=-53)v(a=-10Ab=4).

7.4 Afstanden en raaklijnen bij cirkels

Bladzijde 115

a 2+12—10x—6y+18=0
¥ —10x+32—6y+18=0
(x=52-25+@F—32-9+18=0
(x=52+@r—-32=16
Dus M(5,3) enr=/16=4.

b d(P,M)=y(5-12+(3-6P2=16+9=25=5
d(P, M) >r, dus P ligt buiten c.
d(O, M)=(5-62+(3—-2P2=\1+25=26
d(Q, M) > r, dus Q ligt buiten c.

c 5« \/2_6, dus P ligt dichter bij het middelpunt M dan Q.
Dus d(P, ¢) <d(Q, c).

Bladzijde 116

a ¥+’ —6x—4y+3=0
¥ —6x+y?—4y+3=0
(x—32-9+@p-2P-4+3=0
E—3P+(y—2=10
Dus M(3,2) en r=/10.
d(A, My=\J3G-22+2-1P2=T+1=2
d(A, ¢)=r—d(4, M)= /10— 2

b dB,M=\3—-1)2+2-5=16+9=25=5
d(B, ¢)=d(B, M)—r=5— /10

¢ d(C,M)=\J3-92+(2-4)72=36+4=40=2,/10
d(C, ¢} =d(C, M)—r=2,/10—/10=/10

Hoofdstuk 7
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Mop k, dus 2+ 4y, = 16 en dit geeft v, = 3%.

Dus de straal 7| van ¢; is 3% en M(2, 3%).

Nop k, dus 8 +4v,,= 16 en dit geeft y,,=2.

Dus de straal », van ¢, is 2 en M8, 2).

dM, Ny=J(8 - 27 + @ - 302 =36 + 2L = \[381 = 1117
Dus d(cy, ¢;) = d(M, Ny —r| —ry= 15/17 - 34 -2 =15\17 - 5.

Bladzijde 117

a x*+yP—6x—2y+9=0
X —bx+3?=2y+9=0
3P ~9 + P~1F~1+9=0
(=3P + (=171
Dus M(3, l)enr; = L.
P +32—12x—4y+36=0
W—12x+y?—4y+36=0
(x—6)> =36+ —2P2—-4+36=0
(r— 6+ (v -2 =4
Dus N(6, 2)enry =2,

dM,NY=(6-32+ @212 =9+1=410
Dus d(cy, ¢} =d(M, Ny—r; —r,=/10—-1-2=/10—-3.
Fea—~4:1] 5| &

b d(M, )= > =1, dus d(M, 1) = r,, dus [ raakt c,.

Frap (B S
[3:6-4-2] J10] 1o

NCETe RN

3-2-4-5 |14 14
RIS

Dus c3: (x— 2)2+(y—5)2 = (2‘51)2 oftewel c5: (x —2)2 + (v —5)* = 7%.

¢ ry=dP, )=

=3

e

d(M, N)=+J(9—4)T+(-10-2)? = /25 + 144 = /169 =13
4-4-3-2] Jio] 1o

VE+ER 5 S
Er geldt d(M, N)=2+2r+r,dus2+2r+r=13

3r=11

r=3§
Dus ¢y: (x —9)2+ (v + 10)2 = (352 oftewel ¢y: (x— 9)2 + (v + 102 = 133,

De straal van ¢ heeft lengte d(M, k) =

x2+32+4x—2y—4=0
x2+4x+y2—2y—4=0
(x+22—-4+@-12-1-4=0
(x+22+(@p—12=9
Dus r=3 en M(-2, 1),

2--2+1-7| |-10] g

(M, k)= N g\gafzzﬁ

Dus d(k, ¢) = d(M, k) —r=2/5-3.
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x2+32+8x+2y—8=0

X2 +8r+12+2y—8=0
x+42-16+(@+1)2-1-8=0
(x+4)2+(y+1)y2=25

Dus =35 en M(-4,-1).
[y=-3x+17oftewel : 3x +y—17=0
3:-4-1-17] |30 39

NS RN TN TR
dl,c)=dM,1)-r=310-5

Is 3,/10 — 5 < 5 oftewel /90 < 10?

Ja, dit klopt, dus d(/, ¢) <r,

dM, I) =

Bladzijde 118
Stel ) =x, dan is r, = 2x, 5= 3%x end(ey,cy)=2ry—2r;—2r, =Tx—2x—4x=x,
oppc; =

opp c; = Jt(lx)2 = 42

opp 3 = TE(3%I)2 = 124l1tx2

opp gekleurde gebied = opp 3 — opp ¢; — opp ¢, = 12512 — m? — 42 = T4y
opp gekleurde gebied = &t geeft 7‘1¢7cx2 =x

=\/2E 29\/_
Dus d(C’l, C2) = 22_9@.

o ,(:(5_22))2+(y_ 1= 10} G-22+@2-1P=10
’ 32+12=10
10=10
klopt
Dus 4 op c.

b M2, 1)en A(5,2), dus rc;= 5 2—%.
¢k staat loodrecht op / geeft3 rce, =-1, dus rc, =-3.

fomds.2) | 3 540=2
2 4sep=2

b=17
Dus ik y=-3x+17.

Bladzijde 119
a Stelliy=ax+b.

Lijn m door M en B heett rcm—?,_—242 dusa=rc;= é
Ly=-3x+b
=ik Ly B e
door B(2,-1) 1+b—1
b=0
Dus I: y =*%x.
b De straal van c is = /5.
n:y=2x ofteweln: 2x —y =0

23— sl_s

N N N =5

d(M, n)=r, dus n: y = 2x raakt aan c.

d(M, n)=
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¢ Dex-as snijden, dus v =0 geeft (x —3)2 +(-1)2=5

(x=3)2+1=5
(x—3)2=4
x—3=2vx—-3=-2
x=5vx=1

Dus x-= 1.

Stel p: y=ax + b.

Lijn m door M en C heeft rc,, %— %, dus a=rc,=-2,

p:y—2x+b} B

2-1+b=0
door C(1, 0) h=2
Dus pry=-2x+2.
Bladzijde 120
a Substitutic van x = 3 in de vergelijking van ¢ geeft 9 +1? —36+11=0
=16
v=4vy=-4
Yy = yg dus A(3, 4) en B(3, -4).
2 +3y2—12x+11=0

—12x+)?+11=0
(x—6P-36+12+11=0
(x— 62 +32=25
Dus M(6,0) enr=15.

i _0—-4 4 3
Lijn m door M en A heett )= =3~ % dusrc,=3.
kiy=3x+b

YTAET O 31 b=4
door A(3, 4) i

2E+b 4
E
b=13
Dus k: y=%x + 11.
Lijj h T d =-3

ijn n door M en B heeft rc, = 6—3 »dusre=-3
Ly=-3x+b

IER ek S bl
door B(3, -4)

23 +b=-4
_ 13
_—IZ

Dus .y = f%x - 1%.

b tan(x)=rc, =% geeft a=36,86...°
tan(f) =rc; = -3 geeft fi=-36,86...°

Dus Z(k, I)=36,86...° —-36,86...° = 74°,
¢ De raaklijnen door O raken c in de punten C en D,
y

(#)]

M(B, 0)

In AOMC is £ZC=90°, OM =6 en CM = 5.

sin(£MOC) =2 geeft ZMOC = 56,4...°

£DOC=2+ ZMOC=2-564..°=113°

De hoek tussen de raaklijnen door O is ongeveer 180° — 1 13° =67°,
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la X2+ +ex—6y—T7=0

K2+ox+y2—6y—7=0

3P -9+ {y-32—-9-7=0

(x+3P+(y—3)2=25
Dus M(-3,3)enr=35.
y=0geeftx’+6x—7=0
(x—Dx+7)=0
x=1vx=-7
Dus A(-7, 0) en B(1, 0).
3-0 3

IChr4 gy &
k L MA, dus re, = —%.

ky=-3x+b
dy A(3J7C 0)}%1 =0
oor A(-7,
Lib=0
b=-95
Dusk:y——lgx—.%
_ 03 3
Cvp=1_-3~"3
[ 1L MB, dus r¢c;= ;l.
l:y=§x+b 4, _
doorB(l,O)}3 LD

.

3

Dus /iy = l%x - 1%.

x=0geefty2—6y—7=0
+Dy-=7=0
y=-1lvy=17

Dus C(0, -1) en D(0, 7).

-1-3 4

rCMC:O__3 =73
_3
pLMC dusre,=7.

p:y=3x+bdoor C(0,-1), dus p: y=3x— 1.

_7-3 _a
rCMD’O_,_o, 3 )
g LMD, dusre, =-7.

g: y=-3x+bdoor D(0, 7), dus g: y=-3x+7.
re, =-11 geeft richtingshoek o, =-53,13...°

re; = 1% geeft richtingshoek a; = 53,13...°

a;— o, =53,13..° —-53,13...° = 106,26...°
Z(k, 1)=180° — 106,26...° =73,73..°

rc, =3 geeft richtingshoek a,, = 36,86...°

rc, = f% geeft richtingshoek a, =-36,86...°
a,~a,=36,86..° —-36,86..° =73,73..°

Lp,q)=173,73..°

Dus de hoek tussen & en / is gelijk aan de hoek tussen p en ¢.
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a x2+32—4x+2y—-12=0
¥ —dx+y?+2y-12=0
(x—2P—4+ {p+TP—1—12=0
x—-2P+(@p+1)2=17
Dus M(2,-1) en r=/17.
y=0geeftx?—4x—12=0
(x+2)x—6)=0
x=-2vx=6
Dus A(-2, 0) en B(6, 0).
=1~ 1

I'CMAZQ__Z* 4

k L MA, dus rc; = 4 en dit geeft richtingshoek a =75,96...°
rcMC:—_l = =-4
2~1
m L MC, dus rc,, = I en dit geeft richtingshock £ = 14,03...°
a—fB=7596..°—14,03..° =62°
Dus Z(k, m) = 62°.
b rcy,= 117 geett ZBAM =14,03...°
Ook £ZABM=14,03..°.
Dus ZAMB =180° -2 - 14,03...° = 152°,

c m:y=%x+b}l+b=3
4
door C(1, 3) b:Z%

Dus m:y= ‘l—lx + 2%.

0—-1
rCMB:ﬁ:

[ 1 MB, dus rc;=-4.

l:v—4x+b}
. 4-6+b=0
door B(6, 0) h=14

Dus I: y =-4x + 24.
[ en m snijden geeft ~4x +24 = fx + 2%

4hx=-21%

ENT

x=5

y_4x+24}y—4-5+24:4

Dus D(5, 4).
d(D, M)=+J2- 52 +(-1-4P2=,9+25= /34
d(D, ¢)=d(D, M) —r=34— /17

a De straal van ¢ is r= /5.
k raakt ¢, dus geldt d(M, k) =r= /5.
b k:_v=%x+b
*%x-ﬁ-y—b:O
x—2y+2b=0
¢ Het middelpunt van ¢ is M(2, 3).
|2-2-3+26| [26-4|

d(M, k)= =
N = R
264 o
d(M, k) =[5 geeft NG = /5 en hieruit volgt |25 — 4| = 5.
d |26-4|=5geeft2b—4=5v2b—4=-5
2b=9v2bh=-1
b=41vb=-%

2
1 1 15 1
Duski:y=sx+45enky: y=5x—3.
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Bladzijde 122
a Vancis M(0,0)enr= \/E
Stel I: v=3x+ b oftewel : 3x —y + b =0.

3:0-0+5|

du&l)=rged%———;ﬁ6———=vqa
b/ =10
b=10vb=-10

Dus/i:y=3x+10en/5: y=3x—10.

b Stelm:y=ax+5b.
A(10,0) op m geeft 10a +b=10, dus b=-10a,
m: y=ax— 10a oftewel m: ax—y—10a=0

‘a'O—O—loa‘
—— =10

Va2 +1 \/_
|-10a| =/10a%+ 10
100a% = 1042+ 10
90a% =10

2.
a =g
=1 ol
a~3va7 3

d(M, m)=r geeft

1 s dase L
~3audusimy =535

a=-% geeft b=-10 - -3 =33, dus my: y =-3x + 33,

a=%geeftb=—10~%

a Stelkiy=ax+b.
(0, 0) is het middelpunt van c.

Lijn p door O en 4 heeft rc, = H: 3;, dus a =rc;,=-4.
P
' le4-4=-
b=-17

Dus it y =-4x — 17.
b Loodrechtop/:dx—v=3, dusm:x+4dv=c.
0+4-0~¢|

d(O, m) = r geeft — s V17
|-c]
T
Ji7
|| =17
—c=17v-c=-17
c=-17ve=17
Dusmy:x+4dy=-17 enmy: x +4y=17.
¢ Door (0, 17), dus n: y = ax + 17 oftewel n: ax—y+17=0.

la-0-0+17|

17
Vv

V17a2+17=17
17a%2+17=289
17a*=272
at=16
a=4va=-4

Dus ni:y=4x+17enny: y=-4x+17.

d(M, n) =r geeft
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a x2+32—-10x—4y+19=0
X2 - 10x+y2—4y+19=0
(x—5P-25+(—2-4+19=0
(x=57¢+(r-22=10
M(5, 2) is het middelpunt van ¢,
Stel &; y=ax+b.

Lijn 7 door M en A heeft rc,, =-3,dusa=rc,= %

kiy= x+b}

_2-3
T5-4 4

b=5

-4
door 4(4, 5) %+ "
=3

Dus k: y= 3x+3-
b Stell:y=3x+boftewel :3x—y+5b=0.

3.-5-2+5)

d(M, Iy =r geeft T J10

[13+5| =10
13+b=10v13+b=-10
b=-3vb=-23
Dus/;:y=3x—-3enly:y=3x—-23,
¢ Stelmy=ax+b,
B(9,0) op m geeft 9¢ + b =0, dus b =-9a.
m:y=ax—%a oftewel m: ax —y—9% =0

o u\.—
Wt Q"‘ +

5a-2-9
d(M, m) = r geeft %: V10

-4a - 2| =\/10a2+ 10

1642+ 16a+4=10a2+ 10

6a>+16a—6=0

32+ 8a-3=0

D=82-4-3--3=100
_8+10_; _=8-10

f At §
aZ%geeftb=*9'%:*3,dusm1:y=%x—3.
a=-3geeftb=-9 -3=27,dus my: y=-3x +27.

=-3

a ¥’+)y?-2x—4y-12=0
¥ =2x+y?—4y—12=0
= 1P—1 + p—2P—A~12=1
(x— 12+ (p-22=17
M(1, 2) is het middelpunt van c.
Stel k; v=ax+D.

Lijn p door M en 4 heett rc), :12;3 = dusa=re, = -4.
P B
’ 12+b=1
B=-11

Dus k: y=-4x— 11,
b Loodrechtop m:4x—y=1,dus :x+4v=c

1442 2=

d(M, I} = r geeft Tca/ﬁ
9-c|=17
9—c=17v9—c=-17
-c=8v-c=-26
c=-8vc=26

Dus /;:x+4v=-8 en ;. x + 4y =26.
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¢ Stelmy=ax+b.
B(6,-Nopngeeftba+b=-1,dush=-6a—1,
n:y=ax—6a—1oftewel n:ax—vy—6a—1=0

|a—2—6a—1|

a2+ 1 \/ﬁ
|-5a—3| =172+ 17
25a2+30a+9=17a?+ 17
8a2+30a—8=0
40+ 15a—4=0
D=152-4-4--4=289
a=—15+17=1 _ =5 -IF

d(M, n) =r geeft

g 49Ty
ol el _1_4l . 1
a=zgeeftb=-637—1=-25dusn;: y=4x—25.
a=-4 geeftb=-6+-4—1=23, dus ny: y=-4x+23,

-4

2+ —10x+4y+9=0

¥ —10x+2+4y+9=0
(x—572-25+(+22-4+9=0

(xS P+t 22=00

Dus M(5, -2) en r = /20.

Stel k: y=ax +b.

P(-1,-4)op kgeeft-a+b=-4,dusb=a—4.
kiy=ax+a—4oftewel k:ax—y+a—4=0

5a+2+a—4
e L
a?+1

|6a—2|= /2042 + 20
36a2 —24a +4 =20a% + 20
164> —24a—16=0
2a2-3a—-2=0
D=(-3%-4-2+--2=25
=3+5=2va=3—5=

4 4
Dus rc;, =f% en re;, = 2.

rc, <t =5 2=-1,dus k L k,, dus ZAPB =90°.
1 2

d(M, k) =r geeft

a

b=

ky raakt ¢ in 4, dus ZPAM =90° en d(4, M) =d(M, k) =r= /20.
ks taakt ¢ in B, dus ZPBM =90° en d(B, M) = d(M, ky) = rr= /20.

ZAPB=90°
ZPAM =90°
ZPBM =90°

d(A, M)=d(B, M)

AMBP is een vierkant.

Bladzijde 123

x2+3p?—14x—8+55=0
x2—14x+12 -8y +55=0
(x—7?—-49+(—4)P%-16+55=0
x=TP+(—-4)72=10

Dus M(7, 4) en r=/10.

Stel k2 y=ax + b,
P(2,-opkgeeft2atb=-1,dush=-2a—1.
kiy=ax—2a—1 oftewel k:ax—y—2a—-1=0
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7a—4—-2a—1|
B e
5a—5|=\/10a2+ 10

2542 —50a +25=10a2+ 10
15a2 = 50a+15=0

d(M., k) =r geeft

3a2—10a+3=0

D=(-102-4-3-3=64

a=10+8=3va=10—8_
6 6

1
3
a=3geeftb=-2-3-1=-7,duskj:y=3x—"7.

a=§geeﬂb=—2-%—1=—1§, dus kz:y=%x— 1%.

AM 1 ky, dus rcAM=f%.

s, I
AM: y :ﬁ+b}%u7+b=4
M
door M(7, 4) 2lip=y
b=63

Dus AM: y= —%x + 6;—,.

ky snijden met AM geeft

3 —T=-3x+65

3ix=131

x=4

x=4geeft y=3-4-7=5

Dus A(4, 5).

N is het midden van 4B, dus N6, 3).

BM 1 k,, dus rcg,,=-3.

BM:V—3x+b}

. -3-7+b=4

door M(7, 4) Sl+p=4
bh=125

Dus BM: y=-3x+25.

ky snijden met BM geeft
fx—15=-3x+25

3lx=262

x=8

x=8geeft y=-3-8+25=1
Dus B(8, 1).

De straal van ¢, is 7, = d(4, N) = /(6 — 42 + (3 — 52 = \[4 + 4= /8 =2,/2.

Dus d(S, N) =24/2.

d(P,N)=[(6—22+ (3 —-12= 16+ 16 = 32 =4,/2.
d(P, N)=2 - d(S, N), dus S is het midden van NP.

Diagnostische toets

Bladzijde 126
- P -3
a Snijden, dus - 1 c2 %
pr# 12

pEN12Ap#-\12

p#2\B3Ap#-2\3

Dus voor p # 2\/5 ADF# 72\/5 en g elk getal van R hebben de lijnen een snijpunt.

o F 3.9
b Evenwijdig, dus 3 p * g

Uit fi4=;)—3volgtp=z\/§\/p=—z\/§.

23_ 3

_ 23_ 3 L4 o Ba
p =23 geeft & —2\/§¢80ftewel St dusg#

_2\/5

$\3
—5 4R

83

3 .4 V3 g
p:*Z\/ggeeft ) zﬁigoﬂeWﬂT#g,dUS‘;q#T:fl\/g.

Dus voor p=2./3 A g #-4\/3 en voor p=-2/3 A ¢ #4./3 zijn de lijnen evenwijdig.
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(2, 8) op &y, , geeft 2p — 3 - 8 =g oftewel g =2p — 24.

(2,8)opl,geeft-4-2+8p =8
-8+8p=8§
8p=16
p=2

p=2geeftg=2-2-24=-20

Dus voor p =2 en ¢ = -20 snijden de lijnen elkaar in het punt (2, 8).

1-9

v
k—+ =1
Zp p+1 14___3 =
A8 -DHopk )2 P
Sp+1)—3 2p=2p(p+1)
8p+8—6p=2p"+2p
2p°=8
pr=4
p=2vp=-2
vold. vold.
2p+3-0 2p—+3
T T0-5 T 5
=0 _3
Van de lijn door (2, 0) en (0, 3) isrc = 02 2~
2p+3
De lijnen zijn evenwijdig, dus = ==
p+3=75
=41
pP=2
pt1—-0 p+1
Cp=———=
kT 0-2p -2p
— i ptl1 2p+3
en [ zijn evenwijdig, oy - 5
2p(2p+3)=-5(p+1)
-4p?—6p=-5p—5
4’ +p-5=0
D=12-4-4+-5=381
:71+9:1v _
P% P73
vold, vold.
kiy=4x+2
tan(a) = rc, =4 geeft a =75,96...°
LLy=-5x+6

tan(f) =rc; = ,é geeft f=-26,56...°
a—f=7596..°—--26,56..° = 102,5°
Dus Z(k, [)~ 180° — 102,5° =77,5°.

e

tan(a) = _% geeft a=33,69...°
-5

Ic, = m: 72%

tan(f) =-21 geeft f#=-68,19...°
a—f=33,69..°—-68,19..° = 101,9°
Dus Z(m, n) = 180° — 101,9° =78,1°.
pr2x+3y==06gecett 3y=-2x+6
v=—%x+2
tan(a) = rc, ———geefta——33 69...°
g:yv=8x— 6
tan(f) =rc, = 8 geeft f = 82,87...°
p—a= 8287 £ —-33,69...° = 116,6°
Dus Z(p, ¢) = 180° — 116,6° = 63,4°.

Hoofdstuk 7
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dA,B) =G -2p)2+(p+1-02=\9-12p+4p2+p2+2p+1=/52— 10p+ 10
d(4, B)=5 geeft \/5p> — 10p + 10=5

5p2—10p+10=25

5p2—10p—15=0

—2p—3=0
p+tDEp-3)=0
p=-lvp=3

c Hetm1ddenvanhet11antukAB1sM(2(2p+3),2(0+p+1) M(p+1 5p+2)
Mopx+)w6geeftp+12+2p+5:6
e
1§p~4
p=23

a kll dus2x—3v=c

door 4(2, -4)

Dus k;: 2x— 3y =16.
b mLn, dusrc,=3.

m:y=3x+b

. |- =
door B(2, 3) } 2+2b zb3 2
b==3
Dus m: y=3x — 3 oftewel m: 3x —y =3,

}c=2v2—3-—4=16

a k:y=%x+100ftewelk:%x—y+10=00ftewe1k:x—3y+30=0
2-3--6+30

S A
b Stell:y=ax+b.

[ door B(4, 0) geeftd4a + b =0, dus b=-4a.
lly=ax—4aoftewel l:ax —y—4a=0

d(A, k) =

|a—1-4q]
d(C, 1 eefti 5
G hH= (g \/m \/_
-3a—1]|= /542 +5
9a2+6a+1=5a>+5
4a’+6a-4=0
2a2+3a—2=0
=32-4-2.-2=25
. T
a=%geeftb=-4-3=-2,dus ;1 y=1x—2.
a=-2geeftb=-4--2=8,dus ,: y=-2x+8.
a Stell:x+2y=c.
A(6, 0) is een punt op k.
6+2-0- c\
d(A,1)=2.5 geeft ——=—=—=2./5
f 22
[6=¢f c| o
|6 c\—m
6—c=10v6—c=-10
c=-4vc=16

Dus/iix+2v=-d4enly:x+2y=16.

& Noordhoff Uitgevers by Meetkunde met codrdinaten 111



b Stel P(p, p).

2:p—6
d(P, k) =5 geeft M

J12+22

[3p-6| 6\
5

-5

3p- 6|
Ip-6=5v3p—6=-5
Ip=11v3p=1
p=33vp=3
) 11
Dus P1(3§’ 35) en PZ(E: 5)

Bladzijde 127

a De straal is gelijk aan d(4, B), dus r=/(8 — 22 + (2 —-3)> = /36 + 25 = \/61
Dus ¢;: (x—2)2+ (p+3)2 =61,

b De cirkel heeft middelpunt B en raakt de y-as, dus » = d(B, y-as) = 8.
Dus c;: (x—8)2+ (¥ —2)>=64.

c Het mlddelpunt M van ¢5 is het mldden van het lijnstuk 4B, dus
M2+ 8),5(-3+2)=M(5, ).
De straal van c; is de helft van d(A B), dus r= zr Dit geeft 2 =761 = 15—
Dus c5: (x = 5)2+ (y + 1) = 153,

d De cirkel raakt de x-as in C(5, 0), dus x,, =5 en M(5, r).
y=3x—-6 _ _
door M(5, r)} B -e
Dus ¢,z (x—5)* + (v —9)> =8l.

M(7, 8) geeft cq: (x — 7)2 +(y- 8)2 :rlz
2-7+3-8-12] |26] 26

= = =213
NN e K
Dus c;: (x — 7)2 + (v — 8)2 = (2\/13)? oftewel ¢;: (x — 7)2 + (y — 8)2 = 52.
De lijn / gaat door M en staat loodrecht op £.
B35 -2WS8], . ;w0
door M(7, 8)}6_3 AT
Dus /: 3x — 2y =35.
k en [ snijden geeft het punt 4.

i =d(M, k)=

2x+3y:12‘ ‘ 4x+ 6y =24
3x—2y=5 Ix—6y=15 5
13x=39
x=3 }
_ 2:3+3y=12
2x+3y=12 ¥
3v==6
y=2
Dus A(3, 2).

Het midden van het lijnstuk AM is N(5, 5) geeft c;: (x = 5)* + (v — 5)* = >

ry=d(A, N)=(5 =3 +(5-27 = 4+9=/13

Dus ¢,: (x —5)* + (¥ — 5> =13.
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x2+32—16x+8 —1=0
x—16x+y2+8—1=0
(x—8)— 64+ +42—-16-1=0
(x—8)2+(y+4y2 =81

Dus M(8,-4)enr=9,

A4, M)=\[(8=3)*+ (442 =\25+0=5<r
Dus A ligt binnen c.

d(B, M)=~[8—2)7 + (-4 — 57 = 36+ 81 = [T17 >~
Dus B ligt buiten c.

d(C, My=+/(8 82+ (-4—5)2=J0+81=9=r
Dus Cligt op c.

3-5+4-7-18] |25 25

J2 &2 25 5

Uit d(k, ¢3) = d(k, M) — ry, d(k, ¢;) =3 en d(k, M) =5 volgt r, =2.
Dusc,: (x =52+ (=72 =4,

2 +32+10y=0

X+ (y+572%-25=0

X2+ (p+5)2=25

Van ¢ is het middelpunt N(0, -5) en de straal r; = 5.

dM, N)= /(052 +(-5-T)2 =25+ 144=/169=13
d(Cl,Cz):d(M,N)_rl_r2:13_5_2:6

d(M, k) =

2+y2-4-446y=0
16+y?—16+6r=0
P¥+6y=0
My+6)=0
y=0vy=-6

V4> Vg, dus A(4, 0) en B(4, -6).
x2+y2—4x+6y=0

X2 —4x+y?+6y=0
(x—2P—4 + p+3—9=0
x-2P+(+3)2=13

Dus M(2,-3) en r=/13.

ICppy = %= %, dus re, =-

kiy= f%x +b
door A(4, 0)

a ?+3?—dx+6y=0
x=4

2
3-

-2.4+b=0
22+5=0

Ly=3x+b }
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b tan(a)=rc¢,= —% geeft a=-33,69...°

tan(f) = rc; = % geeft ff = 33,69...°

B—a=33,69..° —-33,69..° = 67,4°
Dus Z(k, [)= 67,4°.

x2+y2+4x—2y:0
X2+4x+y2—-2y=0
(x+2P-4+@F—-1¥-1=0
(x+22+ (=12 =5

M(-2, 1) is het middelpunt van c.
Stel k; v=ax+b.

Lijn n door M en A heett rc, = e

-1--2
k:y=—%x+b}

leo1+p=3
door 4(-1, 3)

b=3
1
= 25
Dus k: y=-Lx + 2L
Loodrecht op p: 2x+ y =10, dus : x — 2y = c.

-2-21—¢|
d(M, Iy =r geeft ?aﬁ

S BI=

Ey
Il
o

‘*4—c|:5

4~ g=3 V-4—¢==5

e=-9ve=1
Dus/jix—2y=-9enly:x—2y=1,
Stel m: y=ax +b.
B(-1,-2)opmgeeft-a+b=-2, dusb=a—2.
m:y=ax+a—2oftewel m:ax—y+a—2=0

\—2a—1+a—2\:\/§

Ja2+1
-a—3|=5a2+5

a?+6a+9=5a>+5

d(M, m)=r geeft

4a’~6a—4=0
2a2-3a—-2=0
D=(-3)2-4-2--2=25
_3+5 _ =3 1
a 1 2va 1 3

a=2geefthb=2-2=0,dus m: y=2x,
a:f%geeﬂb=fé——2372%, dus mlzy:*%x—%.

Hoofdstuk 7

1
=2, dus azrck=f;—.
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8 Goniometrische functies

Voorkennis Exacte waarden van goniometrische verhoudingen

Bladzijde 132

2sin(45°) + /6 - sin(60°) =2 + 1 2+\/€-§\F=\/§+%\/_=\/§+l‘3\f=\/§+1§\F=2%\F

4sin(30°) tan(30°) + 2cos(30°) cos(60°) =4 -1 - 1 /3+2 - 13- 1= 3+ 3=33+3\3=113

4c0s(30°) + 9tan(30°) =4 - 1\ 3+9 -1 3=23+3,3=5,3

35in(30°) — /2 - sin(#5°) =3 - 53— 2- 32=13-1=3

6tan(30°) — 3tan(60°) =6 - 1\3-3 - \3=2\3-33=-3

V2 - in(60°) +3/3 - sin(45°) = {2 - 13+ 33 - 12 =1/6 + 11 /6 =2,/6

8sin(45°)cos(30°)=8 - 1\/2 - 1.3=2./6
2,/3 - 5in(60°)cos(30°) =24/3 - 13 - 13 =133
V2 - 8in(45°)sin(60°) — 2tan(60°) =2 - 1,2 - 3,3 -2 - J3=13-23=-143

(5in(30°) + co8(30°))’ = G +33P =1 +33+3=1+3/3
cos30°) 33 3 2-\3 23-3
[+sin(609) [+1 /3 2438 2-43 |

5in(30°) +sin(60°)  3+7v3 1+y3 1+43 1+23+3 ol
$in(30°) — sin(60°) %_l\f 1—\/_ 1+\/_ -2

=23-3

sin(15°) = sin(60° — 45°) = sin(60°) cos(45°) — cos(60°)sin(45°) = 3v/3 * 332 — 3 * 52 =16 — 12
sin(75°) = sin(45° + 30°) = sin(45°) cos(30°) + cos(45°) sin(30°) =12 - 13 + 342 - =36 + 12

8.1 Eenheidscirkel en radiaal

Bladzijde 133
. PQ PO .
a sinfa)= or- 1 - PQ, dus PQ =sin(65°)=0.91.
00 09
cos(a) = or- 1 0Q, dus OQ =cos(65°) = 0,42,
b P(0,42;091)

ZPOQ=180° —115° =65°

PO=091,00~042 en P(-0,42; 0,91).

cos(115°) = -0,42 en sin(115°) =~ 0,91

Dezelfde y-codrdinaat en tegengestelde x-codrdinaat, oftewel xp = cos(115°) en v, =sin(115°).
ZPOQ =245° —180° = 65°

P(-0,42;-0,91)

De GR geeft cos(245°) = -0,42 en sin(245°) = -0,91, oftewel xp = c0s(245°) en yp = sin(245°).
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Bladzijde 134

a sin(0°)=0 g sin(360°)=0

b cos(0°)=1 h tan(360°)=0

c sin(909)=1 i sin(450°)=1

d cos(90°)=0 j cos(-90°)=0

e sin(270°) =-1 k tan(-360°)=0

f cos(270°)=0 I cos(-180°)=-1

a a=0° a=180° en a = 360° d a=0°¢na=360°
b a=90°ena=270° e a=45°enaq=225°
c a=90° f a=135°ena=315°
Bladzijde 135

a ¥

b P(cos(110°), sin(110°)) = P(-0,34; 0,94)
Q(cos(200°), sin(200°)) = O(-0,94; -0,34)
R(cos(-102°), sin(-102°)) = R(-0,21; -0,98)
S(cos(-50°), sin(-50°)) = S(0,64; -0,77)

—3(;00 =172° 2:72°=144° 3-72°=216° 4 72°=288°

B(2 cos(72°), 2sin(72°)) = B(0,62; 1,90)

C(2 cos(144°), 2sin(144°)) = C(-1,62; 1,18)

D(2cos(216°), 2sin(216°)) ~ D(-1,62; -1,18)

E(2cos(288°), 25in(288°)) =~ E(0,62; -1,90)

a y
»
Oﬁ\P
X
0 1

b f=180°—-30°=150°

Bladzijde 136
a xp=0.81, dus cos(a)=0.81.
De GR geeft 35,90...°.
Dus a = 35,9°.
b vp=0,94, dus sin{x) = 0,94,
De GR geeft 70,05...°.
Dus a = 180° — 70,05...° = 109,9°,
¢ xp=0,26, dus cos(a) = 0,26.
De GR geeft 74,92...°.
Dus a = -74,9°,
d yp=-0,22, dussin(a) =-0,22.
De GR geeft -12,70...°.
Dus a = 180° + 12,70..° = 192,7°,

vp=0,92, dus sin(ap) = 0,92.

De GR geeft 66,92...°, dus ap = 66,92...°.

xg= -0,87, dus cos(ag) =-0,87.

De GR geeft 150,45...%, dus ap = 360° - 150,45...° = 209,54...°,
ZPOQ = ag—tp= 209,54..° — 66,92...° = 142,6°
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Zie de figuur hiernaast.
xg= 0,527, dus cos(ag) = 0,527.

De GR geeft 58,197...°, dus ag = 58,197...°.

cos(58,197...° + 160°) =-0,785...
sin(58,197...° + 160°) =-0,618...

Dus T,(-0,79; ~0,62).

160 s
cos(58,197...° — 160°) =-0,204... - ( \ x
sin(58,197...° — 160°) =-0,978...
Dus 7,(-0,20; -0,98).
T1
TQ
Bladzijde 137
a omtrek cirkel = 2xr
In de eenheidscirkel is » = 1, dus omtrek =27 - 1 = 2.
b Bij a =90 hoort cen kwart cirkelboog, dus lengte cirkelboog = % 2= %n
& draaiingshoek a | 0° | 90° | 180° | 270° | 360°
lengte cirkelboog b | 0 | Ln | s | lén | 2n
Bladzijde 138
a fmrad=}-180° =30° e lymrad= 15" 180° =225°
b lmrad=1-180°=45° f rad=1t- 3276
- o TE
¢ 2mrad=2 '118%202360 g 2 mrad=-21.180° =-420°
d 2rad=2-n—:114,6 h 72_ d—fZ— IiO ~-133,7°
Bladzijde 139
a 360°=360 - ml’dd 27 rad e 90°=90" @l‘dd—z’ﬂ:rdd
b 30°=30- @rad—sﬂrad f 135°=135" mrad—4nrad
c 45°=45": @mdﬂﬂrrad g 300°=300": @rad 3s'rrad
d 60°=60" @rad 31rrad h 210°=210- mrad 1 nrad
a 10°=10" @rad 0,17 rad ¢ 1030°=1030" mrad’“ 17,98 rad
b 573°=573": rad~100rad d 90°=90" ﬁrad~157rad
hock in graden | a0° | 720 | 100° | 1350 | 145 | 1507
hoek in radialen | %n ’ %:rr ’ %n ’ %:rc | %n ’ %:rc

a cos(3m)~-0,38
b cos(3) = 0,81

a a=1,17
b «a=0,55
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sin(27) ~ 0,59
sin(3) = 0,72

a=0,43
a=1,39

e cos(7,6m)=0,31
f cos(7,6)=0,25

e a~(,84
f a=121
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sin(im) + cos(m) — sin(2) ~ 0,33
b cos(2a)=0,6 geeft 2a=10,927..., dus a = 0,46,

1 a yp=0,35, dus sin(a) = 0,35.
De GR geeft 0,357...
Dusa=x—0,357...~ 2,78.

b xp=-0,35, dus cos(a) =-0,35.
De GR geeft 1,928...
Dus a=2n—1,928... =435,

Bladzijde 140
il xp=-0,32, dus cos(ap) =-0,32,
De GR geeft 1,896...
Dus ap = 1,896...
Yo = -0,88, dus sin(aQ) =-(),88,
De GR geeft-1,075...
Dus ag=m+ 1,075...=4,217...
ZPOQ = ag—ap= 4,217...—1,896...= 2,32

In de figuur zie je dat yp = vp.
Dus sin(n — &) = sin(a).

b In de figuur van vraag a zie je dat xp = -xp.
Dus cos(r — a) = —cos(a).

C Yy
P
[ xta
2n— a\Q a 1 *
Q

In de figuur zie je dat yp = -vp.
Dus sin(2n — a) = -sin(a).

d In de figuur van vraag ¢ zie je dat xg = xp.
Dus cos(2m — a) = cos(a).
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In de ﬁguur zie je dat yg = ~xp.
Dus sm(l T —a)=-cos(a).
f y

23

Q

In de figuur zie je datxp = yp.
Dus cos(l%n + a) = sin(a).
g9 y

1
o ETL'+{”.(

(14

In de ﬁguur zie je dat yg = xp.
Dus 5111(2 -+ a) = cos(a).

h Inde ﬁguur van vraag g zie je dat xp = -yp.
Dus cos(2 T+ a) =-sin(a).

a é =é 180° =30°, dus cos(ﬁn) cos(30°)——\/_

b ym=3- 180° =45°, dus sin(}n) = sin(45°) = 3+/2.
o Bladzijde 141
7] a sinGn) =12 d cos(13n)=-%

b cos(llat)=fl~\/§ e cos(l%n)=4

c sin(tim) <-4 tsncin=-3

sin(lirc) q1n(3'rc) —% %\/3_‘ wf

k tan 1§Jt —ta.ngar = g =+ ey =t 3=Z 3
R oy et . s w0 Gl N EA O 1

@ Noordhoff Uitgevers by

Goniometrische functies

119




sin(a) =13 geefta=1nva=3n

b cos(a)=v% geeﬂa=%nva=1%n

c sin(a)=—%\/§ geett a = 1%nva= l%n
d cos(a)=0 geefta= %’m va= I%n

e cos(a)=;-\/§ geefta=énva= 1%7:

f cos(a)=% 2geeﬂa=}¢nva=lf¢n

1 a x=sinCm)=1
b sin(x)=-33met0<x < 3mgeeftx=13n

€ x= cos(l%:rc) = %\/5

d cos(x) =%met l%n <x<2mgeeftx= l%n

8.2 Sinusoiden

Bladzijde 143

B
[l

Ramesd]

X: 3,0872569€-14 F1(X): 3,0872569¢-14 [UEHD

De toppen zijn (-137, 1), (-37, -1), &7, 1) en (137, -1).
De snijpunten met de x-as zijn (-2x, 0), (-, 0), (0, 0), (%, 0) en (2x, 0).

n o

=

| B\

N
2

T
AN

X: 3.087257€-14  F1(X): 1 [ Menu |

b De toppen zijn (-2x, 1), (-x, - 1), (0, 1), (m, -1) en (2x, 1).
De nulpunten zijn 15w, -5, 57 en l%n.

d %

m

o
A
L
(ST
Bl
|
a
O
rof—
a
a
1
]
\*]
A
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Bladzijde 144
a f(x)=sin(x)
J translatie (0, 2)
g(x) =2+ sin(x)
evenwichtsstand = 2
b f(x)=sin(x)
| translatic 37, 0)
h(x) = sin(x — 1)

De nulpunten van 4 zijn ..., 72%:1, *l%n, *%T[, é—n, 1%1{, 2%7:,

¢ f(x)=sin(x)
1 verm. x-as, 4
k(x) =4 sin(x)
amplitude = 4
d f(x)=sin(x)
1 verm. y-as, <
I(x) = sin(5x)

; 2n
periode=——=3n
Bladzijde 145

a Jill, ik l]:»en het met José eens.
b (ch, 15)

Bladzijde 146

Effect van transformaties op de standaardgrafiek y = cos(x)

transformatie beeldgrafiek kenmerk

translatie (0, a) y=a -+ cos(x) evenwichtsstand a

verm. x-as, b v =2>b cos(x) amplitude b (b > 0)
| ; 2x

verm. y-as, v =cos(cx) periode = (c>0)

translatie (d, 0) y=cos(x—d) beginpunt (d, 1)

a De evenwichtsstand is 0, de amplitude is 2, de periode is 2x en een beginpunt is (-3, 0).
b De evenwichtsstand is %, de amplitude is %, de periode is 2x en een beginpunt is (0, é—).
¢ De evenwichtsstand is 0, de amplitude is 1, de periode is %’m en een beginpunt is (4, 1).

d De evenwichtsstand is 0, de amplitude is 13, de periode is 87 en een beginpunt is (0, 1%).

a De evenwichtsstand is 5, de amplitude is 1,2, de periode is 27 en een beginpunt is (én; 6,2).
b De evenwichtsstand is 0,4, de amplitude is 1, de periode is 10x en een beginpunt is (f%n; 0,4).
¢ De evenwichtsstand is 0, de amplitude is 0,29, de periode is %n en een beginpunt is (-1,4; 0,29),

d De evenwichtsstand is —0.8, de amplitude is 2, de periode is %n en een beginpunt is (%:rc; -0,8).

a y=cos(x)
J translatic (};1:, 4)
y=4+cos(x —}TT[)
1 verm. x-as, 3
v=3(4+cos(x— }ut))
oftewel y = 12 + 3cos(x — §7)
Dus f(x)= 12+ 3 cos(x — §70).
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b y=cos(x)
J verm. x-as, 3
¥ =3cos(x)
J translatie (% 7, 4)
y=4+ 3cos(x—}1ﬂ)
Dus g(x) =4+ 3cos(x — }T’m).

b De grafiek van f'snijdt de lijn van de evenwichtsstand in de punten

1 1 1 1 1 1
(ZTE, ﬂi): (IZTC, ﬂi) en (21._17[! 75)

¢ De toppen van de grafick van f'zijn (%n, %), (1%%, —1;—) en (2%7@ %).

d De afstand tussen 4 en C is gelijk aan de periode, dus AC = 2m.

F f(x)=3+4sin(x —1im)

| translatie (37, -5)
y=-5+3+d4sin(x+3n—37)
oftewel y=-2 + 4sin(x + %n)

3 52 0
Dus m = -3m en n = -5 zijn mogelijke waarden van m en n.

X:3.1415926536 F1(X): 2

. a De evenwichtsstand is —%, de amplitude is 1, de periode is 2m en een beginpunt is (‘I—Hr, —% ;

b Van de grafick van f(x) =2 + 3sin(x) is de amplitude 3 en van de grafick van

g(x) =2 — 3sin(x) is de amplitude 3.

Bladzijde 149

] @ f(x)=-2+3sin(3x + 1) =-2 + 3sin(3(x + 1))

122

evenwichtsstand -2

amplitude 3
periode 2?75 = %:rc

3 >0, dus grafiek stijgend door het punt (- ; 7, -2) en dus ook
stijgend door het punt (%ﬂ, -2),

Hoofdstuk 8
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b g(x)=1-2sin2x—3x)=1-2sin(2(x — 37)) y
evenwichtsstand 1
amplitude 2

2n

2

-2 <0, dus gratiek dalend door het punt (%n, 1).

periode ===

F) @ f(x)=1+3cos(2x+3m) =1 +3cos(2(x + £7)) y
evenwichtsstand 1 '
amplitude 3
periode 2 bs ' -
2 14 [T\

3 >0, dus (fén, 4) is een hoogste punt van de grafiek.

b g(x)=3—4cos(mx) y
evenwichtsstand 3
amplitude 4

. 2
periode ﬂ

-4 <0, dus het punt (0, -1) is een laagste punt van de grafiek.

Ell a f(x)=-2—cos(x— %:rc)

evenwichtsstand -2

amplitude 1

periode 2n

-1 <0, dus het punt (%'m, -3) is een laagste punt van de grafiek.
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b g(x)=5-3sin(3mx)
evenwichtsstand 35

amplitude 3
periode ‘12—“ =8
1?[
-3 <0, dus de grafiek gaat dalend door het punt (0, 5).

¥y

4\ """""""" / - \

2____¥_4 _________________ ________x_

‘_“J

y=2-3sin(tx + Lx) oftewel y=2—3sin(: (x + 1n))
evenwichtsstand 2

amplitude 3

Dalend door de evenwichtsstand bij x = %n.

=

periode ZTR =4r

2
Tussen het laagste en het hoogste punt zitten horizontaal 12 roosterhokjes,
dus % periode = 2z komt overeen met 12 roosterhokjes, dus horizontaal komt
1 roosterhokje overeen met éﬂ:.
Tussen het laagste en het hoogste punt zitten verticaal 12 roosterhokjes,
dus 2 - amplitude = 6 komt overeen met 12 roosterhokjes, dus verticaal komt
1 roosterhokje overeen met %
Het laagste puntis (37 + 5 - 41,2 — 3) = (3 x, -1).
Teken de verticale as 4 roosterhokjes links van het laagste punt en teken de
horizontale as 2 roosterhokjes boven het laagste punt. Je krijgt de figuur hieronder.

¥

y =2 —3sin(zx +5m

==
1

. a evenwichtsstand 3
amplitude 2
periode

124 Hoofdstuk 8 ® Moordhoff Uitgevers by



b a=3
b=2
-2,

ris
4=}

Bladzijde 150

a De grafiek gaat dalend door de evenwichtsstand bij x ==, dus
y=1- 2% sin(l%(x -7)).
b Het punt (0, flé—) is een laagste punt, dus y=1— 2%cos(1é—x).

a De grafiek gaat dalend door de evenwichtsstand bij x = 3, dus
y=1- 2% sin(%rr(x -3)).
b Het punt (0, —1%) is een laagste punt, dus y=1— Q%COS(%’IUC).

_al ey al
b=35—-2=1;3
P | il _2n_
5 periode = m — ;= 57, dus periode = &, dus ¢ = . =2,
Stijgend door de evenwichtsstand bij x = %n, dus d= é—n.
Dus y=2+ l%sin(z(x— %:rc)).

b Een hoogste punt is (%Tc, 3%), dus y=2+ 1%(:03(2( = f’—gr)).

Bladzijde 151
o g2,
T2
b=4-1=3
& periode = 23— 1} = 14, dus periode = 3, dus e = =1z
B . L k422
Stijgend door de evenwichtsstand bij x = =2, dusd=2.

2
Dus y = 1 +3sin(3n(x —2)).

b De grafick gaat dalend door de evenwichtsstand bij x =2 — % * periode =2 —% <3 = %,
dus y=1-3 sin(%n(x - %)).

a a=%: 100
b=175-100=175
1. _ _ : _ _2m 1
5 periode =9 — 4 =5, dus periode = 10, dus ¢ =S~ = 3.

<

Stijgend door de evenwichtsstand bij 1 =4, dus d =4.
Dus N= 100 + 75 sin(: x(z — 4)).
b Eris een hoogste punt bij r=4+ }T s periode =4+ i -10= 6%.

Dus N'= 100 + 75 cos(x(r — 63)).

- a Stel y=a+ bcos(c(x —d)).

a=12—-4=38§

b=4

De periode is 18 —3 =15, dusc:%Z%n.

Het punt (3, 12) is een hoogste punt, dus d =3,
Dus y =8 + 4 cos(Em(x — 3)).

& Noordhoff Uitgevers by Goniometrische functies 125



b Stel y=a+ bcos(c(x — d)).
a=650
b=812-650=162
; . 2r 1
De periode is 48, dus ¢ = Ty =i

Het punt (16, 812) is een hoogste punt, dus d = 16.
Dus y =650 + 162 cos(aym(x — 16)).
¢ Stel y=a+ bcos(c(x —d)).
a:250-2k 110:180
b=250-180=70
;—periode =26 —2 =24, dus periode =48, dus c = i—g = ﬁn.
Het punt (2, 250) is een hoogste punt, dus d =2,
Dus ¥ = 180 + 70 cos(s5m(x — 2)).

8.3 Goniometrische vergelijkingen

Bladzijde 153
sale sle ale To Lo ql. ple gl
sesy ZTE, 27[, ZTE’ 2TC, 27[, ZTC, 27[, 27’:, ses
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a sin(3x—3m)=0 ¢ sin(x) - sin(x)=0

sin{x) (sin(x) — 1)=0
sin{x) =0 v sin(x) =1
x=k-nvx=;—1r+k-21r

3x—%7r=k'7t

3x=%:rr+k‘:rc

¥ =éﬂt Tk %“ d cos?(2x) +cos(2x)=0
b cos(3x—£m)=0 cos(2x) (cos(2x) + 1) =0
SR R . 9 c08(2x) =0 v cos(2x) =-1
?x gﬂ: 2" § 2x=;1_7ﬂ+k‘1t\/2x=7[+k‘27[
sx=3ntk'm )

x=int+k-invx=in+tk-n
1 3 2 2
x=lzn+k-2n

Bladzijde 155
a cosP(x—im)=1
cos(x — %1:) =1vcos(x— %n) =-1
x—%n=k‘2nvx—%n=n+k'2n
x=%n+k-2nvx= 1§n+k-2n
Deze rijtjes oplossingen kunnen (dit is niet verplicht) samengenomen worden tot x = %;'r +k-m.
b sin(2x—ym)=1
sin(2x — ) = 1 v sin(2x — t1) =-1
2x—%1t=%1r+k‘2nv2x—3¢n=l%n+k‘2n
Z=3n+k-2nv2=13n+k-2n
x=%n+k‘nvx=%n+k‘ﬂ

Deze rijtjes oplossingen kunnen (dit is niet verplicht) samengenomen worden tot x = %?T +k- %;rc.

¢ sin’(x) —sin(x)=0
sin(x) (sin’(x) — 1)=0
sin(x) =0 v sin*(x) = 1
sin{x) =0 v sin(x) = 1 v sin(x) = -1
x:k-nvxZ%n+k'2nvx=1%n+k- 2n

Deze rijtjes oplossingen kunnen (dit is niet verplicht) samengenomen worden tot x =4 - %n.
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d cos?(2x) —cos(2x) =0
cos(2x) (cos?(2x) — 1) =0
cos(2x) =0 v cos?(2x) = 1
cos(2x)=0 v cos(2x) =1 v cos(2x) =-1

Z=intk-mv2x=k-2nv2x=n+k-2x
x=%n+k*%nvx=k‘nvx=%n+k‘n

Deze rijtjes oplossingen kunnen (dit is niet verplicht) samengenomen worden tot x =k - }T;rc.

a sin(4x—3m)=1
4x—%7r=%1r+k *2n
dx=3m+k-2n
F= %n +k- %n

b cos(4nx)=-1
dux=mn+k-2n
x= ‘1—1 +k- %

c sinz(}T:er) =1
sin(zx) = 1 v sin(3mr) =-1

%nx:%nﬁ-k%nv%m: l%it+k'27[
x=2+k-8vx=6+k-8
Deze rijtjes oplossingen kunnen (dit is niet verplicht) samengenomen worden tot x=2+ k - 4.

d sin(2x)cos(2x) + sin(2x) =0
sin(2x) (cos(2x) + 1) =0
sin(2x) =0 v cos(2x) =-1
x=k'mv2x=mt+k:2n
x=k- %nvx=%n+k‘n
Deze rijtjes oplossingen kunnen (dit is niet verplicht) samengenomen worden tot x =k - %:rc.

a 2sin(x)cos(2x)=0
sin{x) =0 v cos(2x) =0
x=k-mv2x=gu+k-m
c=k-mvr=lnik Lo
Het domein van fis [0, 2x] geeftx:0vx:ﬂvx=2nvx:%nvx:%nvx: 1‘1—1‘E szl%ﬂ.

i 1_3 1_ .3
De nulpunten zijn 0, 37, 37, w, 137, 13mwen 2,

==
b I'CABA 1 1 =—
157[:—57{

4
=Zx+
+ 'thlb %'%ﬂ+b=—2
door A(5m, -2) 2 ibh=2

=-4

Dus AB:y=%x -4,

Snijden met de x-as geeft %x —-4=0

iJc =4

T

X=T
Dus de lijn door 4 en B snijdt de x-as in (x, 0), een van de snijpunten van de grafieck
van fmet de x-as.
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¢ fGm)=2sin(tn) - cosGn) =21 1=1 dus Cligt op de grafick van /.

f(lé:rc) ZZSin(lén) § cos(Z%:rc)z 2 *% 5 %:,%5 dus D ligt op de grafiek van f.
1.1

P - S B |
b lén—én T 7
y=flx+b 1

T EmTb=)
door C(zm,3)) ™
Lpp]
=
1 2
Dus CD:y=-—x+3.
T

Snijden met de x-as geeft f%x & % =0

1
oy
T

=2
F=5h

W

Dus de lijn door C en D snijdt de x-as in (%n, 0), dat is geen snijpunt van de grafick
van f'met de x-as.

a x= én geeft Sin(éit) = %, dus x = én is een oplossing van sin(x) = %

b x= 2%7[ geeft sin(zéﬂ) = sin(én) = %, dus x = 2%7{ is een oplossing van sin(x) = %
x= 4%1: geeft sin(4én) = sin(én) = %, dus x = 4%1: is een oplossing van sin(x) = %

€ x= %n geeft sin(%:rc) = %, dusx= %1[ is een oplossing van sin(x) = %

d x= 2§n geeft sin(2§1r) = sin(%n) = %, dusx = 2%7: is een oplossing van sin(x) = %

x= flén geeft sin(flén) = Sill(%’lt) = %, dus x= *léﬂ is een oplossing van sin(x) = %
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a 2sin(ix)=1
sin(%x)=%
%x=%n+k'2nv%x=gn+k-2n
x=%n+k~4nvx=1%n+k-4¢r

b 2003(x—%n)=1
cos(x—%:rr):%
x—%n=%n+k-2nvx—%n=—%n+k~2n
x=%n+k‘2nvx=k‘2ﬂ

c 23in(2x—j¢n)=—\/§
sin(Zx—%Tr):fé\/g
lx—4ln=1%n+k-2nv2x—in=—%n+k'2n
d=1Ln+k 2nv2=-5n+k"2n
x=%n+k'nvx=—ﬁn+k'n

d 2cos(B3x—m)=-1
cos(3x—n)=—%
3x—n=%n+k-2nv3x—n=*§n+k‘27t
3x=13n+k-2nv3x=1n+k 2n

5
x=§n+k‘%ﬂvx=éﬂ+k‘%n
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a 23in(2x—én)=\/5
sin(2x—%7r)=%\/§
2x—%n=%7r+k-27rv2x—én=‘3—1n+k‘2n
D=Fn+k-2nvox=Rn+k-2n
x=%n+k'nvx=%n+k'n
xin[0,27c]geeftxZ%nvx=1%nvx=%ﬂvx=I%R

b zcos(3x—%7r)=\/§
COS(3X—%?I):%\/§
3x—%ﬂ=éﬂ+k'2ﬂV3x—%R=—éﬂ'+k‘2ﬂ'
3x=%1r+k‘2arv3x=%n+k'2n
x=%n+k'%nvx=%n+k'%n
xin[0,2:rc]geeftxzénvngnvxz1%nvx=%nvx=%7cvx=lgn

c sin(%x)=%\/§
%xzin+k‘2nv%x=%n+k'2n
x=%n+k‘31tv.x=lé1r+k-3n
x in [0, 27] geeftngzrc vX= 1%1:

d cos(3x)=-13
%x=%ﬂ+k-2ﬂv%x=*gn+k-2n
x=l%ﬂ+k'4nvx=—l%1t+k~41t
xin [0, 27n] geeftx = 1%1:

a 2sin’(x)=1

sin’(x) =1

Sin(X)=\gv sin(x)=—\[1_7

T V1 142 V2

Vi=5- =5 =12
CRIRE

Dus uit 2 sin2(x) = 1 volgt sin(x) =1y/2 v sin(x) =-1./2.

b Uit sin(x)=% 2volgtx=%7c+k-2nvx=%n+k-21t.

Uit sin(x) =-3y2 volgt x=-3n+k - 2t vx = lzn+k - 2.
Dus uit sin(x)Z% 2v sin(x)zfé 2 volgt

x=%n+k‘2ﬂvx=%n+k‘2ﬂvx=—j¢n+k-2nvx=1‘1—1n+k'2m
1

c x=%n+k-21t : ...,—1%1@, ‘1-11:, 2 Tws
x=%1r+k' 2 ...,*li‘ﬂ:, %:rc, 2%1r, o
o lin+k * T - —%n, 1‘1—171, 33—11@
x=*‘1;ﬂ+k‘ 2 ...,*}T’JI, I%n, 3%75,

1 el
Dusx=zn+k-3m.

& Noordhoff Uitgevers by Goniometrische functies 129



,
2 -2

é-———|3v2- 12n

N

Uit de cirkel is af te lezen dat sin(x) = %\/5 v sin(x) = *%\ﬁ geeft x= }T:rc +k- %n.

Bladzijde 158

20032(%x) =1
COSZ(%x) =%

1._[i 1. [1
Cos(5X) = /5 V €O8(3X) = /5
cos(3X) =342 v cos(3x) =-1./2
%x = iﬂ +k- %:rc
-
4sind(x— ) =1
sin’(x — én) = ‘1—1

. _ l _1 . _ 1 _ 71
SIn{x — zm) =3 v sin(x — gw) =5
1

1__ . _1__35 . _
x—gn=zn+k - 2nvx—gmn=fm+k-2mvx
x=%1r+k°2:rcvx=1r+k'21rvx=k‘2nvx=1%ﬂ+k'2ﬂ

Deze rijtjes oplossingen kunnen (dit is niet verplicht) samengenomen worden tot

=%1t+k‘;rcvx=k‘n.
| -
4cos(x +3m) =3
cos?(x +im) =3

cos(x + ‘1—17:) = \E v cos(x + ‘ITTC) = %

1 1 1 1
cos(x +37m) =5+/3 v cos(x + 3m) = -5/3
(—— 5 ) S : Lo 5 ; P 3
Xtan=zntk-2nvx+tgn=-gntk-2nvxtin=zntk-2nvx+tzn=-zn+k-2n
5 7 13
x=*ﬁ:rr+k'2:rrvx=*ﬁ:rc+k‘vaxZEir-ﬁ-k'vax:*ﬁn-ﬁ-k‘Zn
Deze rijtjes oplossingen kunnen (dit is niet verplicht) samengenomen worden tot

x=—ﬁﬂ:+k'nvx=—%n+k'n.
4sin*(x) — sin(x) =0

sin(x) (4sin’(x)— 1)=0

sin{x) =0 v 4sin?(x) =1

sin(x) = 0 v sin%(x) = 1

sin(x) =0 v sin(x) = % v sin(x) = _%

x=k- ;rcvx=é;rc+k~2nvx=%n+k-2nvx=*éﬂ+k-27tvx= lén+k'2n
Deze rijtjes oplossingen kunnen (dit is niet verplicht) samengenomen worden tot

x=k-nvx:én+k-ﬂvx=%ﬁ+k-ﬂ.

sin(3x) = 3/3
%nx=%n+k-2nv%nx=%n+k'2n

=fik-dvx=13+k-4

xin [0, 10] geeftxz%vxzﬁl%vx:S%vx:1%vx:5%vx=9%
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b cos(%nx)=—%\/§
%nx=%n+k~2nv%nx=*%n+k'2’m
x=25+k-6vx=-23+k"6
xin[0, 10] geefix=23 vx=8lvx=31y =9l
¢ 4sinGmn) =1
sinz(émc)=‘1-1
sin(énx) = % v sin(%'rcx) = *%
%nx=én+k-2nvénx=%n+k'2nv§rcx=—én+k-2nv§nx=lén+k'2n
x=2+k-10vx=4f+k-10vx=-2+k - 10vx=52+k" 10
xin[O,10]geeftx=%vx=4évx=9évx=5%
d 2cos*(0,1mx) + cos(0,1mx) =0
c0s(0,1mx) (2 cos(0,lmx) + 1) =0
cos(0,lmx) =0 v cos(0,lmx) = -5
O,IM:%R+k'RVO,1U:%ﬂ+k'2TEVO,17LX:*§?T+IC'2H
x=5+k-10vx=63+k-20vx=-63+k-20

xin [0, 10] geeftx=5vx=6%

—

SO Voeriny1=—%+sin(x—‘1—1n).

Y

1
2

b f(x)=-5 geeft-5+sin(x— gm) =-3

sin(x—j;;rc)=0
b %n =k'm
x= %n +hom
x in [0, 3x] geeft x Z}Tx vX= 1%1: vX= Zﬁn
De gratiek van f'snijdt de lijn van de evenwichtsstand in de punten
(ﬁn,—%), (lﬁn,—%) en (24%:,—% .
c flx) =% geeft f% + sin(x — ‘ITTC) = %
sin(x — 3m) =1
x—%n=%n+k'2n
x= %n +k-2n
x in [0, 3n] geeft x Z%:rc VX =2%7r
fxy=-14 geeft -1+ sin(x — tm) =-11
sin(x— §1) =-1
x—ﬁn=l%ﬂ+k'2ﬂ
= 1%7r+k < 2n
x in [0, 3n] geeftx=13x
De toppen van de grafick van fzijn G, 1), (127,-13) en (221, 1.
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d

g,z 1
fx) =0 geeft -5 + sin(x — 37) =0
1
2
x—tx=lp+k-2nvx-ln=3n+k-2n
RS 4% 76
x=%n+k‘2nvx=1%7r+k'2?r
. 5 5 1
#1n [0, 3ul sl p=nvE=2sava=l1si
DL =l -
Dusx;=3nxp=lnenxc=23m.
o wimn el o B B D
AB=xp—x =lpn—GR=7R=37
- 1 . I
flx)=-1 geeft -5 +sin(x — 3m) =-1

sin(x — %n) =-3

—_

N CO— . 1 _ 41 .
X—ZW 61‘C+k 2rvx s 16n+k 2n
s 1 5 =12 ;
r=mnthk 2 vi=1pntk 2
x in [0, 3x] geeftx=ﬁnvx=2%nvx=l%n

24

I

T
Bl
A
=
wlon
]
n
sl
A
>

L )
\\__4
g

(

,1%

f0)=-1 geeft pr<x<lnv2hr<x<3n

F(x)=1 geeft |2sin(x) = 1

2sin(x) =1 v 2sin(x) =-1

sin(x) =3 v sin(x) = -3

x=é1r+k'2nvx=%1r+k'2:rcvx=*é7r+k'27rvx=lé:rc-i-k‘?.n

; =l =3 =1l =2
xin [0, 2n] geefix=gnvx=zmnvx=Ilgnvx=I1:zm

I

2F /\ /\

1 ="
1 I 1 I :
I I I I
| \/ \
| | | |

o 1 5 1 B e
éﬂ: BT[ s 1671: 16'E 21n

fx)=1 geefténixé%nv lé;rESxS lgn

sin(3x) = sin(; )

sin(3x) =1
3x=én+k'2nv3x=%n+k-2n
x=1]—8:rc+k' %nvx=f—3n+k‘%7:
cos(3x) =cos(én)

cos(3x)=%\/3_‘
3x=%n+k°2nv3x=~%n+k'2ﬂ

-1 .2 -1 L2
xk18n+k MV X 181c+k 3T
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sin{x + 1) =sin(2x + 3)
xtl=2x+3 k- 2pvrt l=5— 2p+3)+k-2n
x=2+k-2nvx+l=nm—2x-3+k-2n
x==2+& M vIx=-4+ gtk 2n
x=*2+k-2nvx=*1é—+%n+k-%n

cos(2x — 1) =cos(x + 1)
x—1l=x+1+k-2nv2x—1=-(x+1)+k-2n
x=2+k2nv2x—1=-x—1+k-2n
x=2+k-2nv3x=k'2n
x=2+k-2nvx=k'%1t
sin(Zx—%n)zsin(x+%n)
2x—%1c=x+%1r+k-valx—%ﬂ=n—(x+%n)+k‘211:
x:%n+k-21rv2x—%ﬂ=n—x—%1t+k-21t
x=%n+k‘2nv3x=lén+k’2n
x=%n+k‘2nvx=f—8n+k%ﬂ
COS(x—%TE)=COS(2x)
x—%n=2x+k-2:rcvx—%:rc172x+k-2n
—x=;—,n+k'21rv3x=%7c+k'2n
x=*%ﬂ+k‘2ﬂvx=%ﬂ+k‘%n
sin(27x) = sin(m(x — 1))

sin(27my) = sin(mx — 1)

dx=mx—mw+k 2nv2mx=n—(mx—7m)+k* 2n
mx=-nt+k-2nv2mx=nm—mx+n+k-2n
x=-1+k-2v3mx=2n+k-2n

x=—1+k-2vx=%+k'%
x=*1+k'2vx:k‘%

cos(%nx)=cos(n(x—2))

cos(%;rrx)=cos(:rcx—2:rc)
%nx=nx—2n+k-2nv%nx=—(nx—2n)+k-2n
—%TUC=—ZJI+](‘2';‘TV%TD€=—’IL1‘+2’JI+/C‘2TE
x=4+k-4viinx=2n+k 2n
x=k-4vx=13+k-1}

x=k-4dvx=k-1}

Deze rijtjes oplossingen kunnen (dit is niet verplicht) samengenomen worden tot x =4k - |

sin(2x — %’Jt) = gin(x + %n)

1__ 1 N 1 .
e—gm=xtzuntk-2nv2x—zn=mn—(xtzm)+tk-2n
x=17—2n+k‘2nv2x—%n=n—x—in+k’211:
x=%n+k'2ﬂv3x=lén+k'2ﬂ

et ; 13 L2
F=GRrEe MVE=gn+k 50

xin [0, 27] geeftxZ%n vx=%n vX= I%s'rvx= lg—gn
cos(3x+%n)=cos(2x—ﬁn)

3 t+an=2x—in+k 2nvI+tsn=-Qx—zn)+k-2n
x=*iﬂ+k‘2?rv3x+%;rc=*2x+‘1¢n+k'2n
x=—%n+k' 27{\/5){:—%1["‘/(‘271:

__3 . —_L .2
x==rmtk- BmvYar——ggmidks tn

xin [0, 27n] geeftx = I%ﬂvx:%ﬂvxZ%ﬂvxz 123—011 vx= l%ﬂvx: l%n
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71 f(x) = gx) geeft sin(x — 37) = sin(2x — 370)

19,1 . B B T | .
Xx—zr=2x—zntk-2nvx—zm=n—(2x—3m) Tk 2xn
—x=—%n+k'2nvx—‘1¢1r=n—2x+%n+k-2n

x=117:rc+k'27rv3x=1%:rc+k'2ﬂ

. IF , L) s
X=gntk dnvE=gn+rken

xin [0, 2x] geeﬁlel—znvxz%nvxz

7 3l
lﬁnvxklﬁsﬂ

19

() <g(x) geeft sn<x<PnvlEn<x<lim

- a [0 EOEdbm] B

S

b Dat zijn de lijnen x = %n enx= l%n.

. sin(4)
B o tanld) = ol bin(4) = 0 A cos(4) 20
tan(A)=0 A=k'T
b tan(2x—w) =0
2x— én =k'm

=zn+kem

el -l
il

Bladzijde 161
(7] a tan(3x—;m) =13 d

3x—%n=én+k-n
3x=%n+k-n
x=$1r+k-:1;1r

b 1-tan(Gx)=2 e
tan(3x) = -1
%x=%7r+k‘:rc
x=m+k-13m

C tan(%x)ztan(bc—én)
%xIZx—%nﬁ-k-:rc f
R W WY

1 L2
x=gntk-3m

134 Hoofdstuk 8

3tan(ino) =3
tan(3zx) =13
%nx=én+k'n
x=%+k-2

2+ 3 tan(gmx) =5
V3 - tan(gme) =3
tan(gm) = |3
%nx=%n+k'n
x=2%+k' 8

tan(} ) = tan(G m(x — 1))

IS - .
sy =gnx— 1) +k-n

VNI S ‘
I =;my—zuntkm
1oe=-1 .
P =-;ntk'm

x=-3+k-12
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b

¢ Voeriny =2+ tan(%x).

De optie nulpunt geeft x =~ 4,07,
Dus het nulpunt is 4,07,

d f(x)=3geeft2+ tan(%x) =3

tan(x) = 1
%x=}tn+k‘n

x=%:rc+k'2ﬂ

x in [0, 3n] geeftx =17 v x =21x, dus de snijpunten zijn (37, 3) en (217, 3).

b v

| i e e A

T-—————————-

Beginpunt (0, 2), periode %= 2w en asymptoten zijn de lijnen x =7 en x =37,

Beginpunt (0, 1), periode %= 1%1: en asymptoten zijn de lijnen x = %n, x= 2:1‘;“ enx = 3%n.
3

'
I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

1 s +
\ I
I

I

T

I

I

I

I

I

I

'

=10
A
e

X

¢ f(x)=0geeft | - tanGx) =0

tan(3x) = 1
%x=%n+k-n
_3 1
x=gm+tk:lymw

xin [0, 4n] geeftx=3nvx=1Invx=3%x

v g 5 3
Dus de nulpunten zijn gm, lzwen 33
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d f(x)=2geeft 1 —tan(3x)=2

tan(3x)=-1
Sx=3n+k-n

x=lgn+k-13m

x in [0, 4] geeftx = lgn v x=23x
y

¥ i i o PR

—
QNG —— —
El

=
/
I
I
1
I
I
R e - e e

x
N e—————— 0 ——

'
3
i n

=

Jflx)y<2 geeft0§x<%nv 1%n<x<2inv2%n<x<3%n

a Beginpunt (0, 3), periode TTL =4 en asymptoten zijn de lijnen x =2, x =6 enx = 10.
i

b v

o[ 1]
x=2

1

=

>

c f(x)=4geeft3+tan(%:rcx)=4
tan(};nx)=1
}Tnx=in+k'n
x=1+k-4
xin [0, 12] geeftx=1vx=5vx=9

[
I
!
I
I
I
I
|
|
=T
!
!
I
|
I
I

]

fix)>dgeeft | <x<2v5<x<6v9I<x<I10
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d Voeriny, =3+ tan(}"rcx) en y, =x.
De optie snijpunt geeft x = 5,52 en x = 9,81,

¥y

'
I
1
I
!
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
!
L
1
I
I
I
I
1
'S
I
'

X

JIx)>xgeeft0<x<2v552<x<6v98l<x<10

B sin(2x— fn)=-cos(2x —37)
Sin(?_x—%ar)
cos(2x—%7r) -
tan(2x — 1) = -1
Zx—%n=%1r+k T
%= lﬁn +hk'm

o3 -l
¥=snthkagn

8.4 Herleiden en differentiéren

Bladzijde 163
[ sin(-)=yp=-vp=sin(a)
cos(-a) =xp = xp = cos(a)

Bladzijde 164
73 y b y
1
sinf@) f === f  sinl@}-———=
a 1 to
= o] ‘/C(:)S1(0: -1 x 1 x
G A sin(e + 1)
l
-1 -1
cos(a — %n) = sinfa) sin(a + ) = -sin(a)
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a N o o

1 1
G+ | 1 N,
cos(a + 1) o . o I_4‘slln(nc)
-1 : . cos(a)f1 -1 (e} cos(a)f1
% )
cos(a + ) = -cos(a) De stelling van Pythagoras geeftsin®(a) + cos*(a) = 1.

sin(x + L7) = cos(x + £ — 1) = cos(x — 1)

cos(2x + 1) = sin(2x + Lr+ L) = sin(2x + 2m)

-sin(3x = 3m) = sin(3x = 37+ 1) = sin(3x + 37) = cos(3x + 37~ 37) = cos(3r ~ )

~cos(4x + 1gm) = cos(dx + 157 + 1) = cos(4x + 2m) = sin(4x + 25 +37m) = sin(4x + 23m) = sin(4x +37)

(sin(x) — cos(x))? = sin’(x) — 2 sin(x) cos(x) + cos3(x) = sin’(x) + cos?(x) — 2sin(x) cos(x) = 1 — 2 sin(x) cos(x)
2sin’(x) +cos?(x) 2sin(x) cos?(x) (sin(x)

cos(x)  cos?(x)  cosP(x)  \cos(x)

2
) +1=2tan%(x) + 1

sin?(x) + 4 cos(x) = 1 — cos?(x) + 4 cos(x)

2cos?(x) + sin(x) — 2 = 2(1 — sin?(x)) + sin(x) — 2 = 2 — 2 sin?(x) + sin(x) — 2 = -2 sin?(x) + sin(x)
2sin?(x) + cos?(x) + cos(x) = 2(1 — cos?(x)) + cos?(x) + cos(x) =

2 — 2 cos?(x) + cos?(x) + cos(x) = —cos?(x) + cos(x) + 2

Voer in y; =sin(x) en y, = %(yl)\ .
X=X

B [EXE]:Show coordinates
we=d/dx(Y1,%

. 1415,-1F

¥=3.141502664 ¥=-1

Waarschijnlijk is y = cos(x) de afgeleide van v = sin(x).

NORH DRIJF AUTO REEEL

DRUK OP ENTER VOOR BEMERKEN
W v 1 V5

WO NGB VL QNS

R
Y2B5 (Sin(X))|yey

Voer in y; =cos(x) eny, = %(vl)\
X

NORH DRIJF AUTO REEEL RAD HN []

Y2=nDerivicos(X)XsX)

NS

=X

X=3.1415927 Y=N.1E"10
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Waarschijnlijk is v =-sin(x) de afgeleide van y = cos(x).

NORH DRIJF AUTO REEEL RAD HN l
DRUK OP ENTER VOOR BEHERKEN
v v
3

] 0

i

2

3

1

s

6

?

8

9
19
Y1B-sin(X)

d g(x)=cos(x)=sin(x + %n) geeft g'(x) = cos(x + %n) =sin(x + %:rc & %:rc) = sin(x + 1) = -sin(x)
Dus g(x) = cos(x) geeft g'(x) =-sin(x).

Bladzijde 166
@ f(x)=3+4sin(2x — $1) geeft £(x) = 4cos(2x — 17) - 2 =8 cos(2x — +m)
b g(x)=xcos(x) geeft g(x) =1+ cos(x) +x - -sin(x) = cos(x) — xsin(x)

_ x? +sin(x) , . ©0s(x) * (2x + cos(x)) — (x? + sin(x)) * ~sin(x)
€ hx)= eos(®) ® geeft A'(x) = —rEy
_ 2xcos(x) + cos?(x) +x?sin(x) +sin*(x)  2xcos(x) +x?sin(x) + 1
B cos(x) B cos2(x)

d  k(x) = cos?(x) geeft k’(x) = 2 cos(x) * -sin(x) = -2 sin(x) cos(x)

e [(x)=x+3sin’(x) geeft I{x) = | + 6sin(x)cos(x)

cos(x) . sin(x) * -sin(x) — cos(x) - cos(x) -sin*(x) —cos’(x) -]
sin(x) geelt /()= sin?(x) B sin(x) B sin(x)

)=

a f(x)=10+ 16cos(y (x — 1)) geeft (x) = ~16sin(} (x — 1)) - 3 =-8sin(s (x — 1))
b g(x)=x%sin(3x) geeft g'(x) = 2x - sin(3x) + x* - cos(3x) - 3 = 2xsin(3x) + 3x2 cos(3x)

. g ' AR
c h(x)zﬂ gecft h,(x):(x + cos(x)) C(zz(i)co:(l;());) (2x — sin(x))

x% + cos(x)
~ x?cos(x) + cos*(x) — 2xsin(x) + sin’(x)  x?cos(x) — 2xsin(x) + 1
B (x2 + cos(x))? T (22 +cos(x))?

d j(x)=2sin%(x) geeft j(x) = 4 sin(x) cos(x)

a f(x)=xcos(2x) geeft /(x) =1 - cos(2x) + x * —sin(2x) - 2 = cos(2x) — 2xsin(2x)
b g(x)=2xsin(3x—1) geeft g{(x) =2 - sin(3x — 1) + 2x - cos(3x — 1) - 3=2sin(3x — 1) + 6xcos(3x — 1)
(x +sin(x)) - (1 - sin(x) +x * cos(x)) —xsin(x) * (1 + cos(x))

(x + sin(x))?
_ xsin(x) +x2 cos(x) + sin’(x) + xsin(x) cos(x) — xsin(x) — xsin(x) cos(x)
N (x + sin(x))?

xsin(x)
x + sin(x)

¢ h(x)= geeft h(x) =

_ x?cos(x) + sin’(x)
 (x+sin(x))?
d j(x)=1+2cos’(x) geeft j’(x) = 4 cos(x) - ~sin(x) =4 sin(x) cos(x)

Bladzijde 167
— i =3 ] ol 6
@ f)=3tany) geeft /1) =3 — oo 2= a0 s
. 2 5
b g(x)=tan*(x) geeft g(x) =2 tan(x) - coslz(x) =& 22:((?) ' Coslz(x) - C;;glgg
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m

m

f(x) = cos?(x) geeft //(x) = 3cos?(x)  -sin(x) = -3 sin(x) cos?(x)
2(x) = cos(x?) geeft g’(x) = -sin(x?) + 3x% =-3x?sin(x?)
1 cos(x)

h(x) = \/sin(x) geeft h'(x) = zm - cos(x) = Zm

J(x) = cos?(x) — sin?(x) geeft j(x) = 2cos(x) - ~sin(x) — 2 sin(x) * cos(x) = -4sin(x) cos(x)

f(x) = sin’(x) + sin(x) geeft /(x) = 3 sin?(x) cos(x) + cos(x)
= 3(1 — cos’(x)) cos(x) + cos(x)
=3 cos(x) — 3 cos (x) + cos(x)
=4 cos(x) — 3cos’(x)
2(x) = sin’(x) cos(x) geeft g'(x) = 2sin(x) cos(x) * cos(x) + sin’(x) - -sin(x)
=2 sin(x) cos?(x) — sin’(x)
= 2sin(x) (1 — sin®(x)) — sin®(x)
= 2sin(x) — 2sin3(x) — sin3(x)
=2 sin(x) — 3sin’(x)

(sin(x))

_tan(x) \cos(x)/ | , . ©os(x) - 0—1--sin(x) sin(x)
RO = Ging) sin(s)  ocostr) SR A= cos2(x) " cos?(x)
)= 23 _ccq;lqr(l;g) geeft ) = (2 — sin(x)) - -3 sinfx) — 3 cos(x) * -cos(x)

(2 — sin(x))?
_ ~6sin() +3 sin’(x) + 3 cos*(x) -6sin(x) + 3

(2 — sin(x))? (2 —sin(x))?
Jcos(x)
2—sin(x)
cos(x)=0

f(x) =0 geeft

Xi= %:rc +km
xin[0, 27] geeftx=%nvx=1in
Dus A(3 7, 0).

Stelk:y=ax+bmeta=f’(%n):_6'1+3:ﬁ:,3_

2-12 1

=-3x+5h 1
Hoor A, 0)} Ll 2" b
= IETE
Dus k: y=-3x+ 1%1:.
~6sin(x)+3
(2 —sin(x)?
~6sin(x) +3=0

sin(x) =3

f(x) =0 geeft

x=én+k-2nvx=%n+k-2n
xin [0, 2n] geeftx=¢nvx=2n
3cosm) 333
2-sindm)  2-1 =
3cosGm) 333
2—sinm)  2-L1

Dus B, =[-\/3,{/3].

max. isf(én) =

NG

min. is /1 (%n) =

Hoofdstuk 8
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] (0= cos?(x) + cos(x) + p geeft fp’(x) =2 cos(x) - -sin(x) — sin(x) = -2 sin(x) cos(x) — sin(x)
j;’(x) =0 geeft -2 sin(x) cos(x) — sin(x) =0

-sin(x) (2 cos(x) +1)=0

sin(x) =0 v cos(x) =- %

x=k'nvx=%n+k'2n vx=—%n+k'2n
xin [0, 7] geeftx=0 vx=nvx=%n

Hieronder zie je een schets van de grafick van v = cos?(x) + cos(x).
y

o \i_/_rcx
De grafick van v = cos’(x) + cos(x) heeft een minimum voor x = %at, dus ook de
grafiek van f,(x) = cos?(x) + cos(x) + p heeft een minimum voor x = %:r:.
j;,(%n) =1 geeft cosQ(%n) + cos(%n) +p=1
1y _ 1
[=3F ~gtp=1

—%+p=1

Diagnostische toets

Bladzijde 170

A(cos(40°), sin(40°)) = 4(0,77; 0,64)

De draaiingshock die bij het punt B hoort is 40° + 120° = 160°.
B(cos(160°), sin(160°)) = B(-0,94; 0,34)

De draaiingshoek die bij het punt C hoort is 40° + 240° = 280°.
C(cos(280°), sin(280°)) = C(0,17; -0,98)

Mogelijkheid 1, zie de figuur hiernaast. y
xp=-0,33, dus cos(ap) =-0,33. 5
De GR geeft 1,907...
Dus ap = 1,907...
Yo = 0,22, dus sin(ag) = 0,22. a
De GR geeft 0,221... j P
Dus ap=n—0,221...=2,919... © 1
Dus ZPOQ =2,919...—1,907...~ 1,01.
Mogelijkheid 2, zie de figuur hiernaast. y
ap=2m—1,907..=4376...
ap= 2,919...
Dus ZPOQ =4,376...—2,919... = 1, 46.
Q
X
Is)
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a
b x=cos(§—1n)=fé\/§
c

oD g ]
d x—sm(lgn)—*i\/g
e
f x=cos(1%:rc)=%

a De evenwichtsstand is -4, de amplitude is 3,1, de periode is 27 en

een beginpunt is —%n, -4),

b De evenwichtsstand is 3,4, de amplitude is 4, de periode is %n en

een beginpunt is (0,4; -0.,6).

evenwichtsstand -2
amplitude 3
periode 27

-3 <0, dus de grafiek gaat dalend door het punt (l%n, 2,

Y

f(x)=-2 - 3sin(x+1m)

o 1 2
cos(x) =z enzm<x <2x geeftx= 137

. 1 1 1 1
sin(x) =-smet-3r<x<smgeeftx=-zx

; 1 1 1 2
sin(x) = 5\/5 ensn<x<lymgeeftx=3n

1

N

IS
A

\

b gx)=1+3 cos(%n:x -—m=1+ 3cos(%n(x —Z2J)

evenwichtsstand 1
amplitude 3

. 2n
periode T— =4
3T

3>0, dus (2, 4) is een hoogste punt van de grafiek,

¥

4

Ox

rd

Hoofdstuk 8
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10+-30
e T

5 =-10
b=10--10=20
_2n_1

‘T30 BT

v=a+bsin(c(x—d)) metb >0
Stijgend door de evenwichtsstand bij x = 10, dus d = 10.

y=-10+ 20 sin({sx(x — 10))

b y=a+bcos(c(x—d)) metb>0
Hoogste punt is (173, 10), dus d = 175.
y=-10+20cos(;zn(x — 173)

¢ v=a+tbsin(c(x—d))metb<0
Dalend door de evenwichtsstand bij x = 25, dus d = 25.

y=-10— 20 sin({s w(x — 25))

d y=a+bcos(c(x—d))metb<0
Laagste punt is (2l, -30), dus d = 2%.
¥=-10—20cos(35 n(x — 23))

Bladzijde 171
a sinQ2x—3n)=-1

2x—%n=lé—n+k'2n

2x=2n+k-2n
x=nt+k'm
x=k'm

b cos(2x+%1r)=0
2x+%7c=%7t+k'7c
Zx:%n-ﬁ-k'n
x=11—27c+k'%7|:

¢ cos(13my) - (cos(2mx) + 1) =0
cos(l%m)=0vcos(2nx)=—1
av=fn+k-mv2mx=n+k-2n
x=%+k>%vx=%+k-l

d sin’(Gmy) + sin2(37x) =0
sin?(3 ) (sin(v) + 1) = 0
sin(3mr) =0 v sin(3mr) =-1
%nx:k'ﬂv%MZI%n-Fk‘Zn
x=k'3vx=4%+k‘6

a 4sin(2x+%n)=2\/§
sin(2x+%7t)=%\/3_l
2x+%7c=%7t+k-2nv2x+%n=%n+k-27t
Bp=-qn+k-2nv2x=gn+k-2n
x=—%ﬂ+k-nvx=%n+k'n
xin[O,zat]geeftngnvxz1%nvx=%nvx=1én
b cos(x—é:rc)=—% 3
x—én=%n+k~2nvx—én=—%ﬂ+k-2ﬂ

x=n+k‘2nvx=*§;rc+k'2;rc

xin [0, 2n] geeftx=m v x= lé-n
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1
¢ 4cos’(3x)=2
cos’(3x) =1
1y _1 1 _ 1
cos(3x) =52 v cos(3x) =-5/2
I
PR
x=%n+k'4nvx=—%n+k'4ﬂ:vx=1%n+k'41tvx=—1%n+k'47:

Loy o 1 ; 1o .3 : leo . 3 .
ntk 2nv§x4 47r+k 2ﬂv2x 41t+k 27tv2x 41t+k 2n

xin [0, 27] geeftxZ%:rc vX= 1%1{
d sinz(%x-&- lén)=%

sin(%x+ 1%7:)2% 3 vsin(%x+ I%n)zfé\/g

%x+ 1%n=%n+k'2nv%x+ 1%n=%x+k'2ﬂv%x+l%n=*%n+k°2nv%x+ 1%n=1%n+k‘2n
%x=—1én+k' 2nv%x=—%n+k' 2nv%x=—l%n+k'2nv%x=—én+k' 2n
x:*I%nﬁ-k'2%nvx=*1%n+k'2%ﬂvx=*2§n+k‘Z%ﬂvx=*%n+k'2%7r

xin [0, 2x] geeftx = 1%1: vx= lgn vx=%n

a f(x)=-1geeft-1-+2cos(x— %n) =-1
2cos(x— 1) =0
cos(x — %n) =0
x— %n = %n +hk-m
#-Bat i
x in [-7, 37] gceftx=féat vngat VX= 1%11 vx=2%:rc
Dus de grafiek van f'snijdt de lijn van de evenwichtsstand in de punten
i -1), Gx,-1), (127, -1) en (22w, -1).
b f(x)=1geeft-1+2cos(x—Im) =1
2cos(x—%n)=2
cos(x — %n) =1
X %n =k 2n
x= %n +k2m
x in [-7, 37] geeftx = %;rc vVX= 2%1:
fx)=-3 geeft -1 +2cos(x — %1:) =g
2cos(x—%n) ==
cos(x — %n) =
x— %n =n+k-2n
x=13n+k-2n
x in [-7, 37] geeft x 37%11 Vig= l%ﬂ'
De toppen van de grafiek van f zijn (-3, -3), (37, 1), (137, -3) en (237, 1).
¢ f(x)=0geeft-1+2cos(x—1m)=0
2cos(x—%7r)=1
cos(x — %n) = %
)C_;—Ezé—it+k - 2n vx—%nzf%ﬂ+k'2ﬂ
x=%n+k ‘2mvx=k-2n
x in [-7, 37] geeftx=%;rc vx=2%7r vx=0vx=2n

Dus de afstand tussen B en Cis 27 — %n = lé—n.
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d f(x)=-1+3 geeft-1+2cos(x—Im)=-1+3
2cos(x—%1r)= \/3_’
cos(. —%n)=%\/§
x—%n=én+k*2nvx—%n=féﬂ+k'2ﬂ
x=%n+k-27tvx=é7t+k-27t

xin [-m, 3x] geeftxzénvx=2%nvx=énvx=2én

y
L~ A~ -1+43
L i . 1 I/‘:- ’r\ \X
-1 In In n n2ln 2ln 3n

f@)2-1+ B gecftfn<x<imv2in<x<2in
a sin(2x+%7t)=sin(x—%n)

1____1 . | .
Dtsn=X—5ntk 2pv2Atan=n—(X—~30)+k-2n
x=—§n+k‘2nv2x+%n=7t—x+;—ﬂ:+k-2n
x=72ﬁ+k'2ﬂv3x=%n+k'2n
—_5 . —d .2
=-—entk 2nvx=ygntk-3n

1 s 1
b cos(x —¢m)=cos(4x + ;1)

I L S P 1 .
x—gn=dx+imtk-mvx—gn=-(dx+zm)+ k- 2n
*3x=15—27r+k'2nvx—én=*4x—‘1—lir+k'2n

= .2 =-L .
=i kegov S=-snt ke 2
e B L2 =_L .2
X=-mntkrguvy=-Zntk Sx
c tan(%nx)=—% 3
2 .5 .
FIX=zmtk-m
=tlipoqd
x=lz+k-15
s 1
d tan(2x —y7) =tan(x +57)
2x—%n=x+%n+k'n

x=%1r+k‘:rc

a f(x)=2-tan(13x)
Een beginpunt is (0, 2).
De periode is :[_1 = %n.

2
De asymptoten zijn de lijnen x = %n, x=menx= l%n.
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b Voerin y; =2 — tan(13x).
y

f

X
21

1

1
1
I
!
|
I
!
I
I
!
!
I
1
1
I
!
!
I
!
I
I
!
|
I
1
!
I
!
|
I
|
I
|
=T x

I I
! |
I |
! |
| |
I |
| |
| |
I |
I |
| |
I |
I |
| |
I |
! |
| |
I |
| |
I |
I |
I |
| |
I |
! !
! |
I |
! |
| |
I |
| |
I |
I |

|

2
T 1371:

¢ f(x)=3 geeft2 - tan(15x) =3
tan(13) =-1
1%x=%n+k ‘T
x=%n+k' %n

x in [0, 27] geeftx=%:rc vX= lén VX= 1%11

f

)|l e e

B
1ET|:2‘.FL

—

I I
| |
| |
! |
| |
| |
I |
! |
! |
! |
| |
I I
| |
| |
! |
| |
I |
I |
| |
! |
I I
| |
I |
& &
| |
I |
! |
| |
I I
I |
! |
I I

1 2
R xX=T X 151'[

fx)<3 geeﬂ05x<%ﬂv%n§x<nv léﬂ§x<1%nv I%nSxSZn

sin(2x — %n) =cos(2x — %n = %n) =cos(2x — I%n)

b -cos(5x + 1§m) = cos(5x + 157 + 1) = cos(5x + 257) = sin(5x + 247 + +7) = sin(5x + 23m) = sin(5x + 37)

¢ (sin(x) — cos(x)) * (sin(x) + cos(x)) - cos(x) = (sin?(x) — cos2(x)) * cos(x) =

(1 = cos?(x) — cos?(x)) - cos(x) = (1 —2cos?(x)) * cos(x) = cos(x) — 2 cos’(x)
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Ll a f(x)=x7sin(4x) geeft f/(x) = 3x2 - sin(dx) +x3 - cos(dx) * 4 = 3xZsin(4x) + 4x3 cos(4x)

sin(2x)
b gix)= 2+ 0o geeft
; (2 + cos(x)) - cos(2x) - 2 —sin(2x) - -sin(x) 4 cos(2x) + 2 cos(x) cos(2x) + sin(x) sin(2x)
glx) = (2 + cos(x))? B (2 + cos(x))?
¢ h(x)=S5sin?(x) geeft ~/(x) = 10sin(x) cos(x)
n. . 2

49 =tan(e) geohl /(9 =g 3=

_ (2 +sin(x)) * cos(2x) 2 — sin(2x) * cos(x) _ 4 ¢os(2x) + 2 sin(x) cos(2x) — sin(2x) cos(x)

J)

(2 + sin(x))? (2 +sin(x))?
4cos(m) +2 sin(%at) cos(m) — sin(x) cos(%n) 4-2-0
Stel k: v=ax + b meta=f(En) = = =,
Yy f(2 ) (2 + Sin(%ﬂ'))z (2 2 1)2 3
2
y=-3x+b 2 loipo
Fém=0, dus a¢br. 0>} 372 Th=0

=1
b=3m

2 1
Dus k: y=-3x+3m.
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Gemengde opgaven

5 Machten, exponenten en logaritmen

Bladzijde 172

a o= \F‘\?

3 e 3 3 gL 1 1 1 1
81p?)yi=817% (p)i=(3"t pli=33. —=L.—=
(819?) @)= p g 27”27})(
10q7? _ 10a> _ 10a> _ 10a _10 . T 80
(4&)—1l 4—1l. -13 (22)-11-. -13 2—3.a—1% % 3— a34\/5
b ot Y- S =xt i xi=ad S im0
JC — x22: 2¥x2 13_‘x3
¥ 32 xew xB
xz'\/‘; X2 x% 2% 1.3 12
Sty =
43 X3 x4
@0 22 (B g geat f !
Dusy=‘3—1x2%.

b y= (41_1)2 —ix_ (‘11_)2 . (%)—ix - % . (2-2)—535 - % . ox

€ y=4x i Gt =dr 32 (2 =36x 15 18 = 36160

x5 0,57 w218
Dus x=0,57y%16,

d A=6+2.3B+2

6+2y3B+2=4

2\3B+2=4-6
kwadrateren geeft
4(3B+2)=A2-124+36

3B+2=742-34+9
3B=3A42-34+7

1 1
B=ﬁA2—A+2§
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a (x%—4)(2x§—16)=0 d 5:2% l+g=56

Gs 2 5.25x—1=50

X —4=0v2x-16=0 i1 — 1y
Jr=4v2i=16 5x =1 =2log(10)
5x=1+2log(10)
x=1+1-20g(10)

e Jlog(3* 1+5)=2

x=16vx%=8

x=16vx=8§

x=16vx=(23)% 3145232
4 =] -

x=16vx=2% ;*1: 9
x=16vi=162 x—1=>3log(4)
! 3 x=1+3log(4

b 5(2x2_5)1 =4 f 22x+3+2x%(5i168
(2x2—5)1;'=8 22‘:'23_’_2){‘25:168
22-5=8 §+2%+32- 27— 168 =0
2-5=(23 (22 +4:25-21=0
B o) Stel 2¥ = u.
L W2+ 4u—21=0
= (=3 +7)=0
x2=4} u=3vu=-7

Y=
x=\/4_%vx=—\/% i=2fo\g/é) k
x=132vx=-13/2

c 2x+4_2x+3=16\/5
2x‘24—2x‘23=16\/§
162 -8+ 2¥=16\2
8+ 27=162
22=2.2
9x =913
x=l%

a y=yx
J verm. y-as, f%
y=+3x
1 translatie (2, -2)
fy=-2+3x-2)=-2+./6-3x
b 6-3x>0
3x>-6
x<2
D,= (¢, 2] en het randpunt van de grafick van fis (2, -2).

4x+10=0

4x>-10

s —2%

D,= [—2;—, —) en het randpunt van de grafick van g is (—2%, 3).
y

(24 3)

(2 -2
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¢ Voerin y;=-2+./6-3xen y,=3—4x+10.

De optie snijpunt geeft x =~-1,86 en x = 1,74,

(2L 3) T

-1,86 O

2.-2)

J(x) = g(x) geeft -1,86 <x < 1,74
Zet yp en y, uit en voer in y3 =y, —¥, en y; = i.
De optie snijpunt geeft x ~-1,48 en x = 1,46.
y
y = flx) = gix)

P 4 x
—2%%1,48 [¢) 1,46§|2
|
|

f()—g(0) <} geeft 25 <x<-148 v 1,46 <x<2
fC10)=-2+36=4

Voor x >-101s -2 < f(x) <4,

(x—5yi=%
20-5= ()"
2x—5=(333
A= 5=k
2x—5=281

2x =86
x=43

G2 +9) - 32 +9=81
(322 +9) - G2 +9) =81
(G2 +9) =81
12+9=81
L2+9=(3%:
%xz-‘-9=33

%x2=18

x2=136

Xx=6vx=-6

Gemengde opgaven

c (\/§v+2:9\/§

(3%)}(+2 =32.3;
3%x+1 - 32%
%x-»— 1 =2%
Lo_qd

gy

x=3
45+ 48 =2x 4
22y + 48 =2% . 24
(2P +48=16-2°
(2*)2-16+2+48=0
Stel 2*=u.
wr—16u+48=0
(u—dHu—-12)=0
u=4vu=12
W=4v =12
x=2vx="2log(12)
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e Slog(x?: Jx—7)=2 f 5-6-GF=5

xz- x—7=52 5.\’_6.%:5
%y e
7« \x=32 (5% —6=5"5
a?3 =33 Stel 5% =u.
x=32% u2—6=5u
: 2—5u—6=0
x=(2%F %
x=gz) (u+l)(u—6)=0
g u=-lvu=6
5 =-1v5°=6
x =5log(6)
Bladzijde 173
a y=2F
J verm. x-as, 0.4
y=04" 2%

1 translatic (2, -4)
f(x)=04-25"2-4

b k(x)=5-02"3:¢" 6" _4=1-02-372=1-0,2-37-32=1-02 (3 §=1-% (B
Dusa=1,b=-35eng=f3.

d f(x)=4geeft04 22 —4=4
04-2:-2=3g
2 2=20
x —2="2log(20)
x =2+ log(20)

¢ X
0] 2 + 2log(20)
B o N .

f(x) >4 geeft x > 2 + 2log(20)

e Delengte van AB is 3 geeft f(p) —h(p) =3 v () — h(p)=-3.
f(p)—h(p)=04-27"2—4—(5-02-3P"1)=04-27"2+02- 3P -9
Voerin y, =04 -272+0,2 - 3artl -9, 3=3eny;=-3,

De optie snijpunt met y, en y, geeft x~4,92,
De optie snijpunt met y, en y, geeft x= 3,74,
Dus voor p ~4,92 en voor p=3.74,
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f B;=(-4, —), dus de vergelijking f(x)= g heeft &n oplossing voor g >-4.
B), = (¢, 5), dus de vergelijking h(x) = g heeft geen oplossing voor g > 5.
Dus f(x) =gq heett één en 4(x) = ¢ heeft geen oplossing voor g = 5.

De beeldgrafiek van de grafiek van fis y = 4 /%x —4+b,

De beeldgrafiek van de grafiek van g is y = 4 .‘éx +1+b.

De beeldgrafieken gaan door A(4, 5) geeft 4 1‘%—4 +h=5 A4 ﬂ%+ | b=,
o B [4
Hieruit volgt 4/ ——4=5—-bAa,/-+1=5-b
a a
NI .
a a

kwadrateren geeft

84ty
a

Il

a

%en1f§+l+b=5 geeft \[5+1+b=5,dusb=5-1/6.

a T=a R geefta=——~

R],S
R=328 en T=4,5 geeft —i~037
=528 ¢en ,5 geeft a 5,281’5~ ,
2
R=378enT=27 geefta=———-=0,37
en geett a 37815
1,9
R=29 T=19 geefta=——==
95 en .9 geett a 2.9515 0,37

Dus a = 0,37.

b Straal is 3,56 - 10° km = 35,6 - 10° km, dus R = 35.6.
R =356 geeft T=0,37 - 35,613~ 78,6
Dus de omlooptijd is ongeveer 78,6 dagen.

€ Rppea=5.28 geeft Ry, =2.3 - 5,28=12,144
Tritan = 0,37 * 12,1445 =15,65...

a2

De omlooptijd is — = 3,5 keer zo groot.

4.5
d 7=0737R!
037RS=T
T 1 5
R T 0,37 /A
1 2
R=(()’? k T)3
1 2 2
R=(@)J T3
R=1,94 - 7067

Dus R =1,94 - 7067,

e Omlooptijd 15 uur geett T= é—i.
R=194 - (3)67 = 1,42
De straal is ongeveer 1,42 + 10° km.
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Bladzijde 174
a 2x+4>0
2x >4
x>-2
Dy =(-2, —) en de verticale asymptoot van de grafick van fis de lijn x =-2.

8—x>0

-x>-8

x<8

D, = (¢, 8) en de verticale asymptoot van de gratiek van g is de lijn x=8.

¢ f(x)=5geeft 2+3log(2x+4)=5
Ylog(2x+4)=3
2x+4=33
Ty =13
lel%

|

X=-2
fx) <5 geeft-2<x <113
d f(x)=2 geeft 2+ 3log(2x + 4) =2
Yog(2x+4)=0
2x+4=1
2x=-3
| x=—1%
Dus x4 =-15.

glx)=2 geeft 3 - é'log(S —x) =2
2log(8 —x) =1
8—x=%

-l
x=T5

T
|
|
|
|
|
L
1

O

1

M=

DuS xB=7;'_.
AB=xB—xA=7%——1%=9

a L=34geeft 7,56 =34

025 _ 34
G T

G=(2) ~422
Het gemiddelde gewicht is 422 kg.

b H=900 geeft 280G %2° =900
;25 00
280

G = (22" =0,009...
G =0,009... geeft L=7,5+0,009..%25=233...
Het aantal hartslagen is 900 - 60 - 24 - 365 - 2,33...= 1,1 - 10°,
Dus ongeveer 1,1 miljard hartslagen.
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¢ Lis de levensverwachting in jaren, dus 365 - 24 - 60 - L =525600L is de
levensverwachting in minuten,
H is het aantal hartslagen per minuut, dus 525 600L - H is het aantal hartslagen
in het gehele leven.
Als L - H voor elk zoogdier gelijk is, dan moet L - H voor elk zoogdier hetzelfde
getal zijn.

H=175G%% - 280G7%25=2100G"=2100

Dus L+ H=2100.

6 Differentiaalrekening

¥ — 3+
a f(x)— 5x — Bt geeftf(x)——x2+20Jc5——L2 E xx520
4 | 14
— 3. — = 3?_ *35 / == 25 e et A
b g(x)=4dx \/E x3.\/;—4x~ 4x73> geeft g'(x) = 14x23 + 14x 4 = 14x \/£+x4_\/)_c
€ h(x) = (xyx+2)* geeft A(x) = 4(xx 23 - 11 =6x - (xx+2)
a fx)= x4+px3+ sxZ+4x+1

f(x) 43 +3px2+x+4
];,”(x) 12x2 + 6px + 1
£,7(x)=0 geeft 126> + 6px +1=0
D=(6p)?—4-12-1=36p>—48
D> 0 geeft 36p* > 48
p2>i
P \[ 3vp>2\/_
Dus de grafiek van £, heeft twee bulgpunten voor p<-3 23V p>%\ﬁ.
b £ 0= 4geeft4x3+3px2+x+4 4
43+ 3pxZ+x=0
x(4x2+3px+1)=0
x=0v4x2+3px+1=0
Van4x? +3px+1=0isD=(3p)?—4-4-1=9p - 16
D >0 geeft 9p> > 16

el
p<-Svp>3
Dus 4x? + 3px + 1 =0 heeft twee (van 0 verschillende) oplossingen voor
4 4
P<"3Vvp=3.
Dus de grafiek van f, heeft voor p < —l;—, vp> 1% drie raaklijnen die evenwijdig zijn
met k.

Bladzijde 175

Gef ) L= 88 @+ 1)1 — B
fx)= +
o2 +4)2 @2+ 1y
Brl—3? | AP 18 sl 4]
o4 @1 (247 @2+ 1)
(= +4) (4= +1) (= t4y (et 1)
. . -1+4  4+1 3
N=7f-1N= + _____
FR=CL) (L+42 @+1p2 2 0

X x ;
x2+4 i 42+ 1 geeft f1x) =

S(1)y=0enf(-1)=0 en in de schets is te zien dat de grafick toppen heeft voor
x=lenx=-1.
Dus fheeft extremen voor x =1 enx =-1.

Gemengde opgaven
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— B
a f()—3x 9—3x 1—0x73 geeft f(x)=-3x2+27x*= 32+%=L:27
X X X
)= Ogeeftf3x2+27:0
3x2=27
x2=9

x=3vx=-3
Zie figuur G.2 in het leerboek.
min. is f(-3)=-% en max. is f(3)=%.

b f(x) =24 geeft M# 24
x

-3x2 +27 = 24x*
24x* +3x2-27=0

8xt+x?—9=0

Stel x2 =u,

8ul+u—9=0
D=12-4-§--9=289
o147 ol =17 a1
u= T lvu= 6 13

x2=1 vx2=—1%
x=1lvx=-1
De raakpunten zijn (1, -6) en( L, 6).
¢ Voor raken geldt f(x) ax? A f(x) = 2ax

3x - 2 *3x2+27_
X X
s G L)
T o T as
2o BB
Hieruit volgt 3"x5 P 3x2x527

G218 -3x2+27
2w

6x2 — 18 =-3x2 +27

9x2 =45

x2=5
5vx=f\/§

Sgeefta—

S\f 125\/_

3
xzf\/ggeefta= _25\/5 :,%\/g

-6 -6
Dus voor @ = 155/5 v a =-135/5.

Ix+4  2x(x2+4x) +x2x +2)
a  f(x)=x?- x> +4dx geeft f(x)=2x x> +4x+x%- =
e Rl 22+ 4x 2+ 4x

A B Ot O R

Vx? +4x N

2v+4
ol Pt ————
b o) 2 f £) 2yx?+dx 2x(2 +4x) — x3{x + 2)
g(x) = ceft g'(x) = =
N . x2+4x (x% + d)/x? + dx
_ 2P Bt =0 i X +6x

(AP (PR Ay (At
(x —2x)3-5—5x~3(x —2%P2 Q¥ —2)  (F—2w)+5—5x+3¢ (Ox—2)
~&)F (2 - 2x)*
_ =1~ 30x2+30x _ -25x2+20x _ 5x(4 — 5x)
o — 2l e M a

¢ h(x)= geeft h'(x) =

o~z ?-x)3
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a j;,(x)=x3 +px2—3x+8 geeft]j)'(x)=3x2 +2px—3
LD =0geefti-3p-3=0
2o B
“3P=3
p=-4
f4()=x3—4x? —3x+ 8 geeft £, (x)=3x2—8x—3
£47x)=0 geeft 3x* —8x—3=0
D=(-82—-4:3--3=100
_8+10_ 5, _8-10_
6 6

x

W] —

———

Hin, 1§ £4(3)=27 —36—9+ §=-10.
b /()= 3x2 + 2px — 3 geeft S x)=6x+2p
j;,”(l) =0geeft 6+2p=0
2p=-6
p=-3
ya=f3(1)=1-3-3+8=3
¢ Ermoet gelden f,(x)=-3x+ 12 A, (x) =-3.
LAy =3 et 3t + 2pk — B=-0
3x2+2px=0
x(B3x+2p)=0
x=0v3x+2p=0
x=0vx= *%p
x =0 geeft het punt (0, 8) op de grafick van f, en dit punt ligt niet op de lijn y =-3x + 12,
dus x = 0 voldoet niet.
x =-3p substitueren in £,(x) =-3x + 12 geeft f,(-3p) =3 - -3p + 12

(3p)+p (5pP =3 -ipr8=3-pr2

*%Iﬁ +§p3 -4
P =4
=21
p=3
d £, (x)=0 geeft 3 +2px—3=0
2px=-3x%+3
_-3x%+3
- B
-3x2+3 3x2+3 .

Substitutic van p = in y=/,(x) geeft y= 2+ ¥ —3x+8

2x
y=x3—1%x3+1%x—3x+8
=-13_11
yp==50"— l5x7 &

Dus alle toppen liggen op de kromme y =-1x3 — 13+ 8.
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Bladzijde 176
X —xr—2x

a flx )_—=x2%—x1%—2ﬁgeeft
N7
2 Swi 3k 2 s?-3x-2

dJy 2 2 2.0 Byx
b f(x)=0geeft 5x*—3x—2=0
D=(-3?%-4:5:--2=49
30T _vx=3T-
10 10
vold. vold. niet
Zie figuur G.3 in het leerboek.
min. is f(1)=-2.
¢ f(x)=0geeftx’ —x*—2x=0
x(x2—x—2)=0
x(x+1D{x—2)=0
x=0 v x=-1 v x=2
vold. niet vold. niet  vold.
Dus A(2, 0).
De lijn / raakt de gratiek van fin 4.

rCz=f’(2)~202\6f 2 T—sf

re; c re;=-1, dus rc i
kT IC , k Bﬁ‘
k:y=——x b

32 ———-2+b=0
door A(2, 0) 3‘/5
2

32

oftewel k: 3p\2=-x+2

=251t -

ko

x=

kiy=-
3( \f
Dus k: x +3y/2=2
P o il 5x2—-3x—2 33
d f(x)= 165 geeft T#;
5x2-3x—-2=33x
Voer in y; = 5x2 —3x — 2 en y, = 33/x.
De optie snijpunt geett x = 4.
£(4) =20, dus B(4, 20).
y=165x+b

Yoor B4, 20)} rrhea]

=-46
Dus m; y= 16§x — 46,

9-x220
_x22_9

x*<9

3 £x<3

Dus Df=[—3, 3].

=9 —x2+3x2 -2 geeft () =——="-2x+x=
Jx) XTTaX gee J(x) ZW X
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X

f(x) =0 geeft

ﬁ
=
to

X
=X

\19—x2g
x=0v9—xt=
x=0v9—-x2=1
x=0vx*=8§
x=0vx=2\/§vx=—2\/§
max. is f(-22) =f(2y2) =9 —8+3:8-2=3 enmin.is f(0)=5+0-2=1,
f(3)=13)=\9-9+3-32-2=2;
Dus Bf=[1!‘ 3]

— _ 1t N P_3\/’_‘ p 3x+p
f;,(x)—x\/;‘*}?\/f_f—xl?+p\/3_cgeeftj;,(x)—15xz+2\/;— i +2\/;_ W

Fi4)=5 geett 2P _ 5
L g 2./4

12+p=20
p=_8
fo@) =xJx + 8-/x geeft fy(4) =8 + 16 =24
k:y=5x+gq
20+q=24
door A(4, 24) sy i
b £, (x)=0geeft3x+p=0

Dus de formule van de kromme waarop alle toppen liggen is v = —Zx\/i
€ 2xyx=-2

x\/;= 1

X=1

x =1 vold.

£, (1)=0 geeft 3 +p=0, dus p=-3.

1 4x(x+1)

a f()=(x+Dyd2+1geeft F)=1 - 42+ 1+(x+]) ———  8x= 42+ | + ——

Jx)=( ) geeft f(x) ( )24x2+1 \/m
re, =f1(0)=1

gx) =4+

8 . _ -l6a
— 2 =4+ — 272 geeft o (¥)=-1 —y3 . g=———
(-2 8(ax —2) = geeft g, (x) 6(ax—2)"+a (@ —2)
1= g, (0) =12 = 24

k1 lgeeftre, - rc;=-1

1-2a=-1
b f(0)=1,dus A(0, Denk:y=x+1.
S R - - -
ga(O)*4+(0_2)2 4+,=4+2=6,dusl: y=2ax+6.

k snijdt de x-as in (-1, 0),

(-1,0)op/geeft-2a+6=0
-2a=-6
a=3
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Bladzijde 177

a f(p) :é, dus P(p, ;i?)

2
L) =d©. 7=\~ +(4-0) - P
b Lp)= \/p2+;—g=\/p2+716p2geeft

p—lep?

4
’ 1 o] P —16
R T e Sas TR SauT:
P P P

L'(p)=0geeft p*—16=0
=16
p=2vp=-2
vold. vold. niet

1) =%= 2, dus P(2, 2).

. S 1) = 2 = - b
f(x)—x 4x" geeft f(x) =-4x 2

;5 4
g1

_2-0_
reop=5 =1

re, " regp=-1-1=-1

Dus & en OP staan loodrecht op elkaar.

_P+6_x'+6 _ L 9 353-18
9= O SOttt 719 = it~ 9= - =S5
fx)=0geeft 3x>—18=0

3x3=18
=6
x=36
6+6 12 12 -
1Gf6)= ====—==2./6
ORI

Dusa=6enb=2.

(P D) 10-(10x+p) - 2¢ 10x?+ 10—20x —2px  -10x? —2px + 10

5 __10_2p+10_2__1
j.;:’(l)_ (1+1)2 - 4 =P

Loodrecht snijden, dus £,(1) - re, =-1

—3P 371
~zp=-1
p=3
_10x+3
A="2
10+3 13 1 1
)= 11 =?=6§, dus A(1, 65).

v=bx+q 3. !
door A(, 62)} L+q=6;

5
q=>5%
Dusp=3 enq—Sg.
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7 Meetkunde met coordinaten

- Fe
a “opr1tsT 2p2+1+%:1
A(2,3)op k 2 2
2p+1 5
2p+1=5
2p=4
p=2
vold.
_ 0-5 -5 _gt2-0 g+2
ST R T} T To-2 T 2
k!l m, dus rep =rc, [//'m, dus r¢;=rc,,
-5 gt+2
B+l ® o
“2(2p+1)=-5 g+2=4
4p—-2=-5 g=2
-4p=-3
F=j

Dus voor p= % A ¢ =2 zijn de lijnen £, / en m evenwijdig.
¢ Delijnen k en [ vallen samen als & door het punt (2, 0) en / door het punt (0, 5) gaat.
Dus er moet gelden 2p + 1 =2 en g + 2 = 5. Hieruit volgt p=5eng =3.
L o
Dus voor p =3 A g =3 vallen de lijnen & en / samen.

a Stelkry=ax+5b.
B(1,6) op k geefta+b=6,dus b=-a + 6.
kiy=ax—a+to6oftewel ax—y—a+6=0
|-3a—4—a+6
—=7

Jat+ 1
|-4a+2|=2\a+1
16a>— 16a+4=4a>+4
1242 —16a=0
4a(3a—4)=0
4a=0v3a=4
a=0va= 1%
a=0geeft b=06, dus ky: y = 6.
a=1% geeft b=-13+6=43, dus ky: y= 13x + 42,

d(A, k) =2 geeft

- _6—4 i
b StelAB.y—ax-i-bmeta—m—f.
1
pegEth L1, 5. 5
doorB(1,6)}2 inii
b=55

DusAB:y=%x+S%OftewelAB:x—Zyzfll.
/] AB,dus I: x — 2y =c.
|L-2+6—¢
d(B,)=12,/5 geeft ————==2/5
NEE- i V5
=11 —=¢
uzz\/g
75
|-11-¢|=10
“-Il=¢c=10v-11-¢c=-10
c=-2lve=-1
Dus/jix—2y=-21enl;:x—2y=-1
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¢ Lijnen n evenwijdig m en op afstand 5 van m.
n:3x+4y=c
D(0, 2) is een punt op m.
3:0+4-2—¢|
——

I32+42

8—¢|
—=5
V25
s=d

—
8 —¢|=25
8—c=25v8—c=-25
c=-17ve=33
ny: 3x + 4y =-17 snijden met AB: y = x + 55 geeft 3x + 4(3x + 53) =-17
3x+2x+22=-17

d(D, n)=5 geeft

#y: 3x + 4y = 33 snijden met AB: y = %x + 5% geeft 3x + 4(%x+ 5%) =33
3x+2x+22=33
5x=11

1
N=ac i ad o ol .2
5 Ll sl gl _ .3
y=1-2L+51=6
y=%x+5%}‘ A TR

De punten zijn (7%, 12) en (24, 62),
1-4_ 4
d rce=g-3~715
tan(a) =rcy g = % geeft a =26,56...°

tan(f) =rc o= —1% geeft f=-59,03..°
a—f=2656..2 —59,03..F = 85,6°
Dus Z(AB, AC) = 85,6°.

la p=-3geefthiy=-3x+1
tan(a) = rc, = -3 geeft a =-71,56...°
L 2x+y=3oftewel : y=-2x+3
tan(f) = rc; = -2 geeft f=-63,43..°
p—a=-6343.°--7156..°=38,1°
Dus Z(k, [)=8,1°.

b -63,43..°+15°=-4843.°
p=rc, = tan(-48,43..°) = 1,128
-63,43..° — 15°=-78,43...°
p=rc;, =tan(-78,43...°) = 4,887

Bladzijde 178
a dd,B)=\(5p—pP+Q2p+3-52=\J@pP?+2p-22 =162 +4p> —8p+4= 2002 - 8p+4
b d(A, B)=4\/29 geeft \20p* — 8p+4 =429

20p2 — 8p+4 =464

20p% — 8p —460=0

5P -2p—115=0

D=(-2-4+5--115=2304

2+48 2—48 3
P=THp OVPTTp H
vold, vold,
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L
-4

o}

alw

d(4, B)> 429 geeft p<-4ivp>5

¢ Mz(p+5p), 5(5+ 20 +3)=M(3p, p+4)
Van ¢; x2 + y* = 16 is het middelpunt O(0, 0) en =4,
M op afstand 8 van ¢, dus M op de cirkel met middelpunt O(0, 0) en straal 12,
M op x2 + y* = 144 geeft 3p)’ + (p + 4)* = 144
9p? +p? +8p+16=144
10p*+8p—128=0
5P +4p—64=0
D=4-4-5--64=1296

_4+36 _-4-36
0 710
p=35 vp=-4

d A48 is een middellijn, dus van d is het middelpunt M(3p, p +4).
De straal is d(4, M)=\[(3p—p) + (p+4 =52 =@+ (p— 1 =42 +p2 = 2p+ 1 =\5p* ~2p + L.
Dusd: (x—3pP+(p—p—472=5p*-2p+1.
d door de oorsprong geeft (-3p)’ + (p—4)> =5p> - 2p+ 1
92 +p2+8p+16=5p>-2p+1
52 +10p+15=0
pPr+2p+3=0
D=22-4-1-3=-8
geen opl.
Dus er is geen waarde van p waarvoor d door de oorsprong gaat.

3-8-4-2-6] |10] 19

VIraE 25 5
Dusc: (x— 8+ (v —2)=4.
b Stel/:3x—4y=c.
P(2,0) is een punt op k.
3-2-4-0-¢
—_——=3

a r=dM, k)=

d(P,1)=13 geeft

5
‘6*(:‘:15
6—c=15v6—c=-15
c=-"9ve=21

Dus/i:3x—4y=-9enl: 3x — 4y =21.
¢ Stel een punt op m is A(a, a).
‘3a —4q— 6‘ -

: -
|-a—6|=20
-a—6=20v-a—6=-20
a=-26va=14
Dus 4(-26,-26) en B(14, 14).

d(A, k) =4 geett
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a Met dit werkschema wordt het middelpunt A van de cirkel gevonden door het
snijpunt van twee middelloodlijnen van drichoek 4BC te berekenen, Daarna geeft
d(M, A) de straal van de cirkel.

b rc = %= =7, dus r¢; = %

Het midden van 4B is (5 (6 +7), 1 (8 + 1)) = (61, 43).

kiy=2x+b
* TJ1C 1 %'6%+b=4%
door (65, 43) ; i
1—+b:4§
b=3%
_1 4
Dus k: y=3x+35.
4-8

=5 = %, dus rc; =-2.
Het midden van AC is (3(6 +-2), 3(8 + 4)) = (2, 6).

g-"j(zzxé;b}—z-z+b=6

ooT A Gt
b=10

Dus I: vy =-2x + 10.

k en [ snijden geeft

ly+32=-2v+10

i @l

Z?X*ﬁﬁ

x=3 F _

y=_2x+10}yg 2:3+10=4

Dus M(3, 4).

d(M, A)=\J(6-3P+(8—4P2=32+8=9+16=425=5
Dus c; (x — 3)2 + (v —4)> =25,

a c:x2+)y2-2x—6y+5=0
xX2-2x+y2-6y+5=0
x—1P-1+@r—-3F-9+5=0
x—12+(p—-3)2=5

Dus M(1, 3) en r= /5.

Stel y=ax+ b.

Door A(5, 0) geeft 5a + b =0, dus b =-5a.

v=ax—5aoftewel ax —y — 5a=0

d(M,ax—_v—5a=0)=rgeeﬂM=\/§

JZr1
|-4a - 3|=\[54%+5
16a2+24a+9="542+5
11a*+24a+4=0
D=242—4-11-4=400
a=724+20=—lva=724k20=
22 L1 22

a=—12—1geeﬂb=—5-—12—1=%, dus l:y=—12—1x+%.

a=-2geeftb=-5--2=10,dus &2 y=-2x+10.

b tan(a)=rc,=-2 geeft a =-6343..°

tan(f) =r¢;= —12—1 geeft f=-10,30...°
p—a=-1030..°—-63,43..° = 53,1°
Dus Z(k, [)=53,1°.

~2
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¢ draakt de x-as in het punt A(5, 0), dus het middelpunt van d is N met x,, = 5.
Stel N(5, p). Dit geeft d: (x — 57 + (v — p)*> =p?
d door M(1, 3) geeft (-4)* + (3 — p)> = p?
16+9—6p+pt=p?
—6p —25
= 4_
Dus d: (x— 572+ (v — 6)2 = (42)? oftewel d: (x— 52+ (y — 45 = 172

Bladzijde 179
a o x?+y?—8x—4y+15=0
-8+ —4y+15=0
AR~ 16+~ 2 —~44 150
(x—4y +(-27=5
Dus van ¢, is het middelpunt M(4, 2) en de straal | = \/§ .
[Lkgeeftl:x+2y=c.
[4+2-2—|
d(M, Iy=r geeft ———= /5
01, = geett 1= |5
[8—¢f
N
‘8—c‘=
8§8—c=5v8—c=-5
c=3vc=13
Dus/i:x+2y=3enl:x+2y=13.
b d(A, M)=\(4—-152+(2-9)2=/121+49=/170
d(d, c)=d(4, M)~ r =170~ 5
|2»4—2—21| 15 s .
VEEEE 5
d(k, c)=d(M, k)~ r; =3\/5-5=2,/5
28 dk,e)=2%-25=5\5
Is /170 — \/5 > 5./5 oftewel is \/170 > 6,/5?
6/5=/36 - \/5= /180

Er geldt dus niet dat \/170 > 6,5 en dus geldt niet dat d(4, ¢;) > 21 - d(k, ¢)).
¢ Van lijnstuk 4B met 4(15, 9) en B(1, -1) is het midden N8, 4).

N is tevens het middelpunt van ¢, en de straal van ¢, is

ry=d(4, N)= (8= 15 + (4— 9) = /49 + 25 = /74,

dM,N)= /(8 =4 + (4 -2)* = [I6+4=20=2,5

d(cy, c)) =ry—dM,N)—r| =\[T4 =25 - \[5= 74 =35

a Stelk;y=3x+boftewel k:3x—y+b=0
Van c¢ is het middelpunt O(0, 0) en de straal r= \/ﬁ

3:0-0+b

d(M, k)=

do, k)= ft ————"=4/1
(O B=reeel g =10
L}
fo VO
|b|=10
b=10vb=-10

Dus kyj: y=3x+ 10en ky: y=3x—10.
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b Stel /i y=ax+b.
Ad, D) oplgeeftda+b=2,dusb=-4a+2,
Lv=ax—4a+2oftewelax—y—4a+2=0

0-0-4a+2|
Ve
|-4a+2|= /1022 + 10
1662 —16a+4=10a%2+ 10
6a>—16a—6=0
3a’-8a—-3=0
D=(-8)2—-4-3--3=100
_8+10 §—10
a= =3

d(O, ) =r geeft

B va B 3
a=3geeftb=-4-3+2=-10,dus /;: y=3x—10.
a=-tgeefth=-4--1+2=31 dus 1, y=-1x+3L

¢ Noem de raakpunten P en Q.

10
sin(Z0BQ) = 0”—B = g geeft ZOBO=52.23..°

ZPBO=25223..° = 104,5°
Dus Z(m,, my) = 180° — 104,5° = 75,5°.

a c:xX+y?P—6x—4y=0
x2—6x+)y2—4y=0
(x=3)>-9+(—2)*-4=0
(x=3)2+@r-272=13

Dus M(3,2) en r=/13.
x=5geeft (5—372+(v—2)2=13

4+(—2y=13
(y—2)2=9
= 2= NP—2mH3
y=5vy=-1
Dus A(5, 5) en B(5, -1).
rcAM=%= 13, dus rc, =3, fCBMZ%:’%’ dus r¢; = 3.
ky=-3x+b\ 2 Ly=3x+b |2
2.5+ ph= ? 3 e =-
dbor A(5, 5) } 373Th= door B(s,-1)f 3 >~
31+h=5 3L+ p=-1
b=83 b=-d;

Dus &: v =—%x + 8%.

Dus l: y=3x—43.

m evenwijdig met n: 3x + 2y = 10 geeft m: 3x+ 2y =c.

3 «3+272—e
d(M,m)=rgeeft—| N |=\/ﬁ
13- ¢|
7z e
[13-¢|=13

13-¢c=13v13—-c=-13

c=0ve=26

Dus m: 3x +2v=10cn my: 3x + 2y =26.
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| c:x2+32+8x=0

¥ +8x+32=0

(x+4y¥-16+y2=0

(x+42+y2=16
Dus middelpunt M(-4, 0) en straal », = 4,
Lijn / gaat door M en staat loodrecht op £.
I3x—4y=c
door M4, O)} c=3--4-4-0=-12
Dus /: 3x—4y=-12,
k en [ snijden geett het punt S, dat het middelpunt van cirkel 4 is.

{4x+3y=9 ‘;1‘ geeﬂ{l6x+ 12y =36

Ix—4y=-12 Ox — 12y=*36+
25x=0
x=0 _
4x+3y=9}4 0+3y=9

y=3

Dus S(0, 3).

d(M, $)=~/(0—-4P +(3-0?= 16 +9=25=5
De straal van d is 1; =d(k, ¢)=d(M, S) —r,=5—-4=1.
Dusd: x2 +(y—3)2=1.

k:§+£=loﬁewelk:2x+ry=4r
T B " 2-0+7-0-4]
= 1 =
(O, k)=r gee \/m
‘*4r|=r\/m
162 =r (4 +7%)
16=4+2
P2=12
r=,12=2./3

T

Bladzijde 180
a De loodlijn uit NV op de y-as snijdt de y-as in het punt (0, 4).
In drichoek MNQ geeft de stelling van Pythagoras ON? + OM? = MN?

ON?+52=132
ON?=169-25=144
ON=12

Vierhoek OPNM is ¢en trapezium.
De oppervlakte van OPNM is %(9 +4)-12=178.
b De loodlijn uit NV op de y-as snijdt de v-as in het punt (0, s).
In driehoek MNQ geeft de stelling van Pythagoras ON? + QM? = MN?
ON?+(r=sP = (r+s)?
ON2+1r2—2rs+52=r2+2rs + 52
ON?=4rs
ON = \Jars=2\/rs
De oppervlakte van OPNM is %(r +5)* 2rs = (r+ )\ [rs.
¢ De stelling van Pythagoras in drichoek ONM geeft OM? + ON? = MN?
(r—s)*+ OP%=MN?
(r—s)*+152=252
(r—s)*>=625—-225
(r—2s)* =400
r—s=20
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MN =25 geeft r+s5=25

{r+s=25

r—s=20 &

2r =45

r=221 |
o=

r+s—25}222 $=125
ol

5—25

Dus =221 en s =21,

Mop kenx, =-3 geeftyMz—l% v2344=8,
Dus M(-3, 8).
Nop k en yy=-4 geeft-13xy + 4 =-4
AI%xszS
xy=06
Dus M6, -4).
d(M, Ny=\/(6—-3)2+ (-4—8)*=[81 + 144 =225 =15, =3 enry =4.
d(ci.c)=d(M,N)—r; —r,=15-3-4=38
d(cly l) =d(62: l) =4
dM,)=r +dc;,)=3+4=7
AN, ly=rytd(c;,)=4+4=8
k.y =—1%x+4 oftewel &: 1%)6 +v=4oftewel k: dx + 3y =12
[1kgeeftl:3x—4yv=c

3--3-4-8-¢
d(M, [)="T7 geeft =7

-41—¢|=35
4l —-c=35v-41—c=-35
c=-T6vec=-6
Dus/;:3x—4y=-T6enly: 3x —4v=-6.
3:6-4--4+76] [110] 110

d(N, 1) = 5 5 = - 22, dus /4 voldoet niet.

3-6-4--4+6/ [40] 49
d(N, [,) = 5 = TZT =8, dus /, voldoet.

Een vergelijking van / is dus 3x — 4y =-6.

8 Goniometrische functies

De draaiingshoek van 4 is 30° = é;'r rad.

De draaiingshoek van B is én +2 rad.

De draaiingshoek van C is én + 4 rad.
A(cos(Em), sin(tn)) = 4(0,87; 0,5)

B(cos(zm + 2), sin(im +2)) = B(-0,82; 0,58)
Clcos(m +4), sin(m + 4)) = C(-0,19; -0,98)
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Bladzijde 181
| a A(cosGn), sinGr) =A%, 13)
b C(cos(fé:rc), sin(fén)) = C(%\/g, f%
cos(ff) = —%\/f geeft f= —%n
d De lengte van de langste cirkelboog BC is 1‘1711 - fé:rc = 1%:1.

a f(x)=1-sin(mx +1m)= 1 sin(n(x +1)) y -
cvenwichtsstand 1 |
amplitude 1 2 TG

: 2n ' \
periode P ”

-1 <0, dus gratiek dalend door het punt (1;—, 1). 7 \\ 7

b g(x)=3+3cos(2x—m)=3+3cos(2(x— %n)) y
evenwichtsstand 3
amplitude 3

periode 2% =7 5 / \
g
3>0, dus (%n, 6) is een hoogste punt. ‘ - / \\

,_20+-10
2
b=20-5=15

5

Stijgend door de evenwichtsstand bij =3 en bij r = 8, dus periode =8 —3 =5,
4 _2n s
us c= ? =3

Dalend door de evenwichtsstand bij 1=3 -1 - periode=3-1-5=1 dusd=1
Dus N=5— 15sinG(r - 1)).

b Eris een hoogste puntbij =3 + le - periode =3 + % 5= 4%.
Dus N=5+ 15 cos(Gn(t — 47)).

a Stel y=a+ bsin(c(x —d)).

_5+-1

2
b=5-2=3

a =2

: 2n
periode = 4x, dus ¢ = T
Stijgend door de evenwichtsstand bij x = %n, dus d= %n.
Dus y =2+ 3sin(3 (x — 37)).

Bijvoorbeeld:

L .
y=sin(x) Yermx-as.3, =3 gjn(y) _verm.y-as.2, =3 sin(%x) _teanslatie G2 | =2 +3 sm(% (x— %ﬂ))
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b Een hoogste punt is (lén, 5),dus y=2+3 cos(% (x— l%n)).
Bijvoorbeeld:

i, il
= cos(x) Yo x-as.3, = 3 cog(x) Yermpas 2,y = 3 ¢og(hx) ~sltie U5 |y =9 4 3cog(d(x - 13m))

a sin(x+3im)=1 d sin(jme+4m) - (cos(mx) — 1) =0
sin(x+%:rc): lv sin(x+%;rc):*l sin(%fr.xﬁ-%n)zo veos(my) —1=0
x+%n=%n+k*2nv_x+%n=1%n+k~2n %TUC-O-%TE:/(‘TEVCOS(TLI)=1
x=én+k-27tvx=lén+k'2n %M=—ﬁn+k-nvm=k-2n

b cos(2x—3m) - sin(2x — 1) =0 x=-3+k-2vx=k-2
cos(2x — Em)=0 v sin(2x —31) =0 e tan’(my) = tan(my)
2x—%1t=%1r+k‘nv2x—%n=k~rr tan(mx) = 0 v tan(mx) = 1
2x=%1t+k'nv2x=%7r+k~rr nx=k'ﬂvnx=‘1¢n+k'n
x=%n+k‘%ﬂvx=%ﬂ+k‘%n x=k-IVx=jT+k‘l

c tan(Zx—ﬁ:rc)=tan(%x+%n) f sin(2x+ ‘l-ﬂt):sin(x—;-n)
2x—%7r=%x+%7t+k‘n 2x+‘1—1n=x—%1r+k‘2nv2x+}¢n=7t—(x—%n)+k‘2n
1%x=%n+k'n x=—%n+k-2nv2x+£ﬂ=n—x+%n+k-2?r
x=f—8n+k-%n x:*12n+k-2nv3x:1%n+k-2n

__ 1 . 3y 2
x= 12n+k 2nvx736;rc+k 3T

Bladzijde 182

a sin(3x+im)=1%
sin(é—x + %ﬂ) :é— 2v sin(%x-ﬁ- ﬁn) =*%\/§
;—x+in=iﬂ+k'2nv%x+3—1n=%ﬂ+k-21:v%x+ﬁ7c=I%ﬂ+k'2nv%x+‘1¢n=—%n+k'21[
%ka‘27rv%x=%7r+k'2nv%x=n+k'2nv%x=*%n+k‘27{
x=k4nvx=mn+tk-dnvx=2nt+k-dnvx=-n+k-4n
xin[0,2x] geeftx=0vx=nvx=2xn

b tan’(x)=3
tan(x):\ﬁ vtan(x):—\ﬁ
x=%n+k'nvx=%n+k‘ﬂ
xin[O,ZTr]geeftx=%nvx=l%7tvx=%7tvx=l%it

¢ cos?(x) — 1 cos(x)=0
cos(x) (cos(x) — %) =0
cos(x)ZOvcos(x)=%
x=%n+k'nvx=%n+k'2nvx=—%n+k'2ﬂ
xin[0,21t]geeftXZ%:rcvxzI%ﬂvx:%ﬂvx:I%n

d cos(Zx)—cos(%x)=0
cos(2x) = cos(%x)
2x=gx+k2nv2x=-5x+k:2m
13x=k-2nv23x=Fk:2n
x=k-1%;rcvx=k"5—1n

xin [0, 2n] geeftx=0vx= l%nvx=%nvx= I%s'r
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a cosGa(x—1)=13
Sn(x—1)=fgn+k-2mvinx—1)=-tn+k-2n

2 Zyrae L ; 2 s D L :
SR M=otk Y s =% Tk 25
2 5

gnx:gn+k‘2nv%m=%n+k'2n
x=1%+k'3vx=%+k'3
xin[0, 5] geeftx=1tvx=4fvx=3vx=33

b sin(37x) = sin(3u(x — 1))
le=inx—)+k-2nvime=n—inx-D+k-2n
%nx=%nx—%n+k-2nv%nx=n—%m+%n+k-2ﬂ
0:*;7r+k'27cv;rux=1%ﬂ+k‘27r
geen opl. x= 1%+k~2
xin [0, 5] geeftx=15 v x =35

c tan(%ftx) +3=0

tan(%nx)=—\/§
%nx=%n+k'ﬂ
x=2+k*3

xin[0,5] geeftx=2vx=35

d sinz(%:rux)Z% 3. Sil‘l(%?tx)
sin(;—nx)=0vsin(%nx)=%\/§
%M:k‘ﬂv%mz%ﬂ"i'k’2?1'\/%7[)(2%?1"1'!{‘2?1'
x=k'3vx=l+k-6vx=2+k-6
xin[0, 5] geeftx=0vx=3vx=1lvx=2

a f(x)=2 geeft 2 — 4sin(2x — $m) =2

4sin(2x —1m) =0

sin(2x—%1r)=0

2x—%1r=k‘n

2x=%7r+k~1t

x=é;rc+k-%at
xin[O,?.:rr]geeftxzénvxz%nvleénvxzI%R
De grafick van f'snijdt de lijn van de evenwichtsstand in de punten
(Gn.2), (7, 2), (137, 2) en (137, 2).

b Toppen als sin(2x—%1c)=1vsin(2x—%n)=—l
w-in=in+k 2nvx-in=1iz+k-2x
2x=%n+k-2nv2x=l%n+k-2n
x:%ﬂ+k‘nvx:%n+k‘n

xin[0,27c]geeftx=%nvx=115—2nvx=%nvx=l%n

De toppen van de grafiek zijn (%n, -2), (11:3—27:, <0, (%’JI, 6) en (l%n, 6).

¢ f(x)=2—4sin(x) geeft 2 — 4sin(2x —31) =2 — 4sin(x)

4sin(2x — 1) = 4sin(x)
sin(2x — 1) = sin(x)
2x—%n=x+k-2nv2x—%1t=n—x+k‘2rr
x=3m+k-2nvix=l3n+k- 2n
x=%n+k'2ﬂvx=gﬂ+k'%n

xin [0, 27] geeftx=%1c vx=;lnvx= lénvx= lgn
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Y y = 2 — 4sin(x)

falrS
A

Ol e

—

o

@]
—_——

x)>2 — 4sin(x eeﬂOSxSlnvinstllﬂvIIRSxSZn
4 3TV g 9 9

-cos(2mx — ‘1—17:) =cos(2mx — Jlffc + 1) = sin(2mx — :]_17‘ +x+ %n) = sin(2mx + lin)
b -sin(2(x + 131)) =-sin(2x + 21 m) = sin(2x + 2L n+ 1) = cos(2x + 22n +m — Lm) =
cos(2x + 3m) = cos(2x + )
€ sin(2x + %’JI) —2sin(2x — %n) =cos(2x + %ﬂ = %ﬂ') — 2008 2x— %n = %n) =
cos(2x + én) +2cos(2x — %n +m) = cos(2x + %n) + 2cos(2x + én) =3cos(2x + én)
cos(2x — %1:) sin(2x — ;‘TC & %n) sin(2x + én)

sin@v+2m)  cosr+Zn—im) cos(2x+im)

= tan(2x + é:rc)

a f(x)=x2-sin(3x—1x) geeft f/(x)=2x - sin(3x —1n) + 22 - cos(3x —1n) - 3
= 2xsin(3x — %:rc) +3x?cos(3x — %;rc)
B X o (2 + cos(x)) * 1 —x - -sin(x) _ 2 + cos(x) +xsin(x)
P T3 cos) 8 2 + cos(x))? 2 + cos(x))?
¢ f(x)=x7" cos’(x) geeft f(x)=2x - cos*(x) + x% + 3 cos3(x) - ~sin(x) = 2x cos>(x) — 3x%sin(x) cos>(x)

d f(x)=x*- L. 2 — tan 2(x) geeft /(x) =2x+ 2tan>(x) * (1 + tan’( ))=zx+w
X)=x an2(0) x° —tan"“(x) geeft f"(x an - (x an-(x )
=\/2 i = T 1 s _ 3 _ 2 cos(x) — 3 sin(x)
e S =V2sin@) T 3costz) geell S0 = e T ooty ) TS S F Fo0s()
; B 5 PR (4sin(x) +3cos(x)) - 0—35 - (4cos(x) — 3sin(x))  15sin(x) — 20 cos(x)
7= FsinG) + 3eose) £/ (4sin(x) + 3 cos(x))? " (dsin(x) + 3c0s(x))?
_ cos(x) , . (2+sin(x)) - -sin(x) — cos(x) - cos(x)
0 = sy B0 I W)= (2 + sin(x))2
_ ~2sin(x) — sin?(x) — cos?(x)
B (2 + sin(x))?
_ ~2sin(x) — (sin’*(x) + cos*(x))
B (2 + sin(x))?
_-1-2sin(x)
(2 + sin(x))?
b Stel k:y=ax +bmeta=f'(%n)=_(12fl)'zl='93=—§.
1
y=-3x+b Y
7k~ 0, dus Alx, 0)} 3 get 6=
b= én

1 1
Dus k: vy = “3xt T,

& Noordhoff Uitgevers by Gemengde opgaven 171




-1 —2sin(x)
(2 +sin(x))>
-1—=2sin(x)=0
2sin(x) =-1
sin(x) =-3

c f(x)=0 geeft

xzfén+k-2nvx=lén+k'27r
x in [0, 2] geeftx = 17 (vold.) v x = 12 (vold.)
y

@]
<@1
a
S ————
A w
N
=i

e

min, is f(lén)= 1 1 —gﬁ.
2—3 15
1 1
W3 73

max, is f(l%n)= 2{ =2{=%\/§.
=5 15

Dus B, =[-3y/3, 1131.
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Uitwerkingen begin- en eindopdrachten

Hoofdstuk 5 Newton en Kepler

Bladzijde 8

27 \2 4722

. L L) 2 5
mv? coft F = i T =m‘47tr2=41tmr
r & mpz r r rT2 72

L 2mr .
» Substitutie van v= 7 in Fipz=

» Stel de afstand tussen de aarde en de zon d;.
3652 2 TVel'lLl52 : TMarsz
di? (0,754 (1,5d,)*

3()52 s TVenus;2

Dan geldt

Uit 5~ 0rsa 7 VO Tyens? = 3652 - 0,75 en dit geeft T, = 237 dagen.
2 T2
Uit 2057 % Mot Ty = 3657 - 1,57 en dit geeft Ty = 671 dagen,
di”  (L5dy)

» Stel de afstand tussen Jupiter en de zon d,.
3652 (12 - 365)

Er moet gelden

dp? ds?
dy’ (12 - 365)°
d® 3652

dy\3
<) ~122
(F) =12

dz

—_= 2 =~

4, 12=5,24

Dus de afstand tussen Jupiter en de zon is ongeveer 5,24 keer zo groot als die

tussen de aarde en de zon.

ey = 2T
Gebruik v= T
r ongeveer 5,24 keer zo groot en T ongeveer 12 keer zo groot, dus v ongeveer
5,24

1 = 0,44 keer zo groot.

Dus de baansnelheid van Jupiter om de zon is ongeveer 0,44 keer zo groot als
die van de aarde om de zon.
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Hoofdstuk 5 Gravitatiekracht

Bladzijde 44

. 2mr
* Substitutic van v="""in a,,, = o geeftay,,, =———=

T
472 - 384 000000
mpz " (37324 60 - 60)2

Voor de maan geldt a = 0,002725 m/s2.

g 981 5
3600~ 3600 0,002725 m/s
e B
Dus van de maan is a,,, = 3600 m/s<.
384000 _
6378 0

Dus de straal van de cirkelvormige baan waarin de maan om de aarde beweegt,
is 60 keer de straal van de aarde. Omdat 60% = 3600 hoort dus bij een 60 keer zo
grote afstand een 3600 keer zo kleine versnelling (aantrekkingskracht),

mA

m
» Fg=F,geeftG =m-g

r=6378000 m, g =9,81 m/s2 en G = 6,67 - 10711 N - m2/kg? geeft
63780007 - 9,81
TAT 667 - 10711
« De inhoud van de aarde is 37 - 637800003 dm?,
5,98... 10%

=598... - 10260 - 10% kg,

De gemiddelde massadichtheid van de aarde is 4 .5 kg/dm?,
L 63780000°
5 6387000° - g L
= Voor de top van de Mount Everest geldt 5,98... - 10" = W’ en hieruit volgt
6,67 107" ’
=598... " 10 ————=9,78 m/s’.
& 63870002 °
» m, = massa aarde en m, = massa satelliet
m v Mg * Mip mg v mg " My N
FmpZ:STen Fe=0G~ ST’ dus FmpZ:FG geeft Sr =G- S},z oftewel 2 =G —
2nr
V=t 15 200 r substitueren in vV =G - —— geeﬂ

2
r) G'&

G-m 6,67 1071 -508... - 10%
= A - =7567... - 1022

2 2
T e
(43 200) (43 200)

r=37,567...- 102 ~42297524 m

De hoogte boven het aardoppervlak is 42298 — 6378 =~ 35900 km.

v=

43 200
De baansnelheid is 11 070 km/uur.
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Hoofdstuk 6 De helling van een fietsbrug

Bladzijde 50
e flx)= ax> — —abx geeft /(x)= ax? — abx

f(0)~a 02—ab-0=0-0=0
f(by=a-b*—ab-b=ab*—ab*=0
. f(b)=6 geeft tab® —1ab - b* =6

%ab:'; — %abB =6

*éab3—6
_ 36
—-ia
: 36 36 12 18
Dit geeft f(x)=1 - = xB_%.,b_B.b D = 3+b2 ~

12 18 )
. f(x)=—b3x3+*x geeftf( )——Tx +ﬁx

iny= oosgeeﬂ— (zb)2+— 1b=0,03

ﬁ%+§=003
2=003
b=0’%=300
: b=300geeftf’(x)——% 24 %x—— L1062 +4 - 107%

F1(100)=-1% - 106 - 1002+ 4 - 10+ 100 = 0,0266..

Dus bij x = 100 is het hellingspercentage van de oprit 2,7%.

10,5
e f(b)=3 5geefta~fi3 enf(x)_fl 34 )

10,5
f(x)———x3+—x geeftf(x)~——1x +i—;x

36)=02 geeft = (Eb)l + b—z 3b=02

21 21 _
b 2502
21 42
*E+E~0,2
21

4b_0’2

21
02-4
De gevraagde horizontale lengte is 26 meter,

b=

=265
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Hoofdstuk 6 Kromming en kromtestraal

Bladzijde 87
o flx)=x3 geeft f(x)=23x?
1) =3x2 geeft f7(x)=6x

. ) 72| 12
In(2,8)is f(2)=12, f"(2)=12enk= T = RESEET ~ 0,007
G 3

Inhis =2, rdy=3enk= = -=1,536.

pET R A+ Q1+t

el el e

L+ (1+G2D)E (1+9ahk

. |6x|
Voer in y; = vy =1,

De optie snijpunt geeft x ~-0,63, x~-0,17, x = 0,17 en x = 0,63.
» De optic maximum bij v, geeft de maximale kromming 1,762.

1
2 x+1

’ 1 1
=0 geefty=0+1—-1=0¢ny'= =z
x geeft y ¥ 2 o+1 2

Dus de kromme sluit vloeiend aan bij het punt O.

]
x=3geefty=y3+1—-1=1en)y'=
gesttd NS

Dus de kromme sluit vloeiend aan bij het punt 4.

o = =Lie+ 1y} geeft yr =L+ 1y

PN
el vt e
@D AHGEE D IHE (e
Plot de grafiek van &. Neem x tussen O en 3,

Je ziet: k is maximaal voor x = 0.
x =0 geeftk=1,7888...

e y= x+1-1 geefty=

=

Als k maximaal is, is R = % minimaal.

k=1,7888... geeft R = 5,59
De minimale waarde van R is 5,59, dus dit ontwerp voldoet ook aan de eis
voor de kromtestraal.
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Hoofdstuk 7 De kwadratuur van een rechthoek

Bladzijde 92
»  Aanpak o W
— Teken een lijnstuk 4B,
— Teken cirkelboogjes van cirkels met middelpunten 4 en B zo,
dat de cirkelboogjes elkaar snijden.
— Teken de lijn door de snijpunten van de cirkelboogjes, dat is
de middelloodlijn van lijnstuk 45.
— Het snijpunt van deze middelloodlijn met lijnstuk AB is het
midden van AB.

*  Aanpak
— Teken een cirkelboogje van de cirkel met middelpunt 4 en 4 C
straal 4B. Het snijpunt van dit cirkelboogje met de halve lijn
met eindpunt 4 die loodrecht op 4B staat, is punt D.
— Teken cirkelboogjes van cirkels met middelpunten B en D en
straal AB. Het snijpunt van deze cirkelboogjes is punt C.
— Teken de lijnstukken BC en DC. Je krijgt vierkant ABCD.

=
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e DE=a+b,dus MD=1(a+b) en ook MF=1(a+b).

1 1 1 1 1 1
MC:ME*CEZE(Q*}*b)Ab:Ea#*Eb“bzia‘*ib:i(a*b)
ZC=90°, dus CF? = MF? — MC?

1 1
=(3(a+d)y - (3(a— b))
= 1(a®+2ab + bY) — $(a> = 2ab + b?)
Z%az +%ab+}¢bz *%az +;1_7ab*41—;b2
=ab

Dus CGHF is een vierkant met oppervlakte ab, en dat is gelijk aan de oppervlakte
van de rechthoek ABCD,
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Hoofdstuk 7 Cirkels en vierkanten met gelijke oppervlakte

Bladzijde 125
» Stel n is een natuurlijk getal.
Vierkant met zijde n heeft oppervlakte n2. Voor de bijbehorende cirkel ¢, met
middelpunt M, en straal 7, geldt 2 = n%, en dit geeft r, = L
Voor de straal r,, , | van de cirkel ¢, , | met middelpunt M,, , | die hoort bij het
y +
volgende vierkant geldt r, , | = %
T

Zie de figuur hiernaast.
d(cm Ch+ 1) =Fra+1 T d(MmMnJr 1) Ty

Zie de figuur hiernaast met de vierkanten met
de zijden n en n + 1 en de middelpunten M,

en M, . | van de bijbehorende cirkels.
Teken je deze vierkanten in elkaar zoals in de M, . - n+1
cindopdracht in het leerboek is gedaan, dan M, |n

1 11
geldt d(MmMn+1):i(n+l)4§n:§‘ %n Hn+1)
Dus d(cm Cp+ 1) e d(Mm M, 1) Ty

+
S L .

Voo 7 e r
« Voor de cirkel ¢, met middelpunt M, en straal r, geldt 72 = 7n, en dit geeft r, = \/E
Voor de straal r,, , | van de volgende cirkel c,, , ; met middelpunt A, , | geldt
Fpe1 =yt 1.
Het bij cirkel ¢, horende vierkant heeft zijde \/E en het bij cirkel ¢,, | | horende

vierkant heeft zijde \(n + ), dus d(M,, M,, . |)=1\/(n+ Dr —3\/nm.
I 1
Dus d(c,, ¢, ) =1y —dM, M, )~ 1, = \/n +1- 5\/(’1 + D+ f\/%i \/E

Voerin y; = /x+1— %\/(x + D+ %\/ﬁ — \/x en maak een tabel.

x =31 geefty=0,0101..,

x =32 geeft y = 0,0099...

Dus tussen de cirkels 32 en 33 is de afstand voor het eerst kleiner dan 0,01.
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Hoofdstuk 8 Tijdvereffening

Bladzijde 130

Volgens de tweede wet van Kepler (de Perkenwet) verandert de (8
snelheid van een planeet in haar omloopbaan zodanig, dat in gelijke

tijdsintervallen gelijke oppervlakten (gevormd door de D
verbindingslijn tussen de zon en de planeet) worden bestreken.

Omdat begin januari de aarde het dichtst bij de zon staat, is de

hocksnelheid dan het grootst en is de zonnedag het langst. Begin

juli is de aarde het verst van de zon verwijderd, dus dan is de

hoeksnelheid het kleinst en de zonnedag het kortst.

De periode van dit verschijnsel is cen jaar.

De helling van de aardas ten opzichte van de baan van de zon aan de hemel
veroorzaakt de seizoenen, maar beinvloedt ook de lengte van de zonnedag. Aan het
begin van de zomer en aan het begin van de winter is de aardas naar de zon toe
gekanteld en is de baan van de zon vrijwel van oost naar west gericht. Het duurt dan
relatief lang voordat de aardrotatie deze beweging inhaalt. Aan het begin van de lente
en aan het begin van de herfst staat de aardas scheef voor de zon. Nu wordt de
baanbeweging sneller ingelopen door de draaiing van de aarde om zijn as,

De periode van dit verschijnsel is een half jaar.

Middelbare zonnetijd - ware zonnetijd (minuten)

10

N

-15 |

1 ! L
mrt apr mei jun jul aug sep okt nov

jan feb dec

Het maximum is ongeveer 15 minuten en wordt bereikt in de maand februari.

Het minimum is ongeveer - 17 minuten en wordt bereikt eind oktober of begin november.

Uitwerkingen begin- en eindopdrachten
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Hoofdstuk 8 Formules bij tijdvereffening

Bladzijde 169
b et A
* De formuleis E=7,6 s1n(365 (¢ 2)).

« De formule is A = I0,0sin(%(H- 10)).

— 7 6sin ZE (s — AT
. S~7,6sm(365(t‘ 2))+10,Osm(365(t+10>

i . 2m . 4=n
Voerin vy =7,6 sm(%(x —2)>+ 10,0 sm(ﬁ(ﬁ- 10)).

De optie maximum geeft x =44,015... en y = 14,615...

De optie minimum geeft x = 304,161... en y =-16,548...

De tijdvereffening is maximaal ongeveer 15 minuten. Dat is op 14 februari.
De tijdvereffening is minimaal ongeveer -17 minuten. Dat is op 1 november,
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12¢ EDITIE VWO DEEL 2

Bij dit boek hoort een digitale leeromgeving.
Als je de opdrachten online maakt, zie je direct wat er al goed gaat. Je krijgt daarbij
handige tips, zodat je het de volgende keer beter doet.

Op basis van je resultaten krijg je bovendien opdrachten op jouw niveau. Dus wat
moeilijker als het goed gaat of met meer hulp als je dat nodig hebt.
Met de oefentoetsen kun je je voorbereiden op het proefwerk.
Als je meer uitleg nodig hebt, zijn er ook nog handige uitlegvideo’s.

n. Noordhoff éﬁ .
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