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9 Exponentiéle en logaritmische functies

Voorkennis De logaritme

Bladzijde 9
1] a log(64)="log(2%) =6 d log(l)="log((;)) =0
b Slog() =log(37%) =-3 e log(y) ="log(()) =3
¢ “log(6+/6) = clog(6") = 13 f Slog(3+/3) =3log(32 - 35 =3log(35) =-1%
a ‘log(x)=5 d clog(3x+4)=-2
x=35=243 3x+4=3)2
b ‘log(3x+7)=4 3x+4=4
3x+7=24 3x=0
x+7=16 x=0
3x=9 e 3+og(5-15x)=0
x=3 ) R
¢ 5+5log(x+3)=7 s i
Slog(x +3) =2 5-13x=23
x+3=5 5—1ix=%
= 2 8
xigz = 40-1%=1
* -12x=-39
_ Al
x=3z

f 4-23log(x)=3
-2 - Slog(x)=-1

log(x) =

x=3%=\ﬁ

9.1 Rekenregels voor logaritmen

Bladzijde 10
' a ‘log(a) is de exponent van een macht met grondtal 2 waarmee de macht gelijk is
aan a, dus 27°5@ = g, Omdat een macht met grondtal 2 altijd groter is dan 0, geldt
dit alleen voor a > 0.
b slog(x) =y oftewel y =2log(x) substitueren in x = g* geeft x = g1°2), dus gloe =y,

Bladzijde 11

2 - 2log(800) =2 - %log(32 - 25)=2 - (*log(32) + %log(25)) =2 - (*log(2°%) + *log(5%)) =

2 (5+2 - Zog(5)) = 10 + 4 - Zlog(5)

a log(6) + log(10) = 2log(6 - 10) = *log(60)

b *log(30) — *log(6) = 310g(36—0) =3log(5)

¢ 2-log(3) +log(z) = log(3?) + *log(3) = *log(9) + *log(3) = *log(® - ) = log(45)

d :log(15)—4 - :log(3) ==log(15) —:log(3*) == log(15) — :log(81) == log(s}) =:log(35)

e -2 'log(6) + Ylog(12) = “log(6) + “log(12) = “log(55) + *log(12) = “log(z¢ * 12) = “log(3)
£ log(50)—2 - log(5) = log(50) — log(5%) = log(50) — log(25) = log(32) = log(2)
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4 +2log(3) = Ylog(2*) + 2log(3) = 2log(16) + 2log(3) = 2log(16 - 3) =log(48)

3k
3 ~*log(10) =*log(()*) ~ log(10) = *log(y) ~log(10) = %log(l%) ==1og(5o)

2 —log(5) = log(10%) — log(5) = log(100) — log(5) = log(%) =log(20)

2log(12) — *log(9) = 2log(12) — 2 = 2log(12) — Zlog(22) = 2log(12) — 2log(4) = 2log(%) = *log(3)

L 3log(16) + “log(8) = *log(16%) — 3 =3log(4) — log(3*) = *log(4) — *log(27) = *log(s)

log(500) — *log(125) = log(500) — 3 = log(500) — log(10%) = log(500) — log(1000) = log(:m) = log(3)

3log(6) +log(13) =log(6 - 13) =3log(9) =2
Slog(2) — *log(50) = *log(35) = log(ss) = log(52) =-2
2log(27) + 3 - 2log(p) =log(27) +2log((5)*) = 2log(27) + Zlog(5iz) = log(5%) = *log(y) =log(2 %) = -3
2 - Mog(6) — 2 - 1og(3) = Nlog(6?) — Ylog(3?) = *log(36) — “log(9) f‘log(%) =%og(4)=1
flog(a)
g*log(@) — <log(b) = g o = % = g“o50), dus flog(a) — flog(h) = glog(%).
gp’gk’g(“) = (gglOg(a))P =gl = gglOg(“P), dusp . glog(a) = glog(aﬂ)'

log(a) + 3 - *log(b) = *log(a) + *log(b*) = *log(ab?)

5 < 3log(a) — 2 + *log(b) = 3log(a’) — *log(h?) = 3log(g—;)

2 +Slog(a) = log(5?) + *log(a) = >log(25) + log(a) = *log(25a)
2 —3log(a) = log(3%) — *log(a) = *log(9) — *log(a) = 3log(%)
blog(a) — 1 = %log(a) — ®log(6) = log %) =Clog(za)

2 Slog(b) +3 * *log(a) =" log(h?) + log(a’) =log(t?) + *log(+/a) = “log(* - \/a)
Bladzijde 12
a log(600) =log(100 - 6) =log(100) + log(6) = 2 + log(6)

b
c

log(24) =log(8 - 3) =*log(8) + *log(3) = 3 + *log(3)

4 - Slog(54) =4 - 3log(27 - 2)=4 - (Clog(27) +log(2)) =4 - (3 +3log(2)) =

12 +4 - 3log(2) = 12 + 3og(2%) = 12 + *log(16)

2 - 3log(1250) =2 - *log(625 + 2) =2 * (*log(625) + °log(2)) =2 * (4 +°log(2)) =

8 +2 - 3log(2) =8 + log(2%) = 8 + Slog(4)

1og(1600) — 1 = log(100 - 16) — 1 = log(100) + log(16) — 1 = 2 + log(16) — 1 = 1 + log(16)

7 +2log(1600) = 7 + 2log(64 - 25) = 7+ 2log(64) + 2log(25) = 7 + 6 + 2log(25) = 13 + 2log(25)

y=log(x) T,y =log(Fr)
Er geldt *log(3;x) = *log(s;) + log(x) = -4 + log(x).
Dus a =-4,

Je had de grafick van g ook kunnen krijgen met de translatie (0, -4).

¥ ="2log(x) X5,y =2]og(32x)
Er geldt 2log(32x) = 2log(32) + *log(x) = 5 + %log(x).
Dus de translatie (0, 5) levert dezelfde beeldgratiek op.

translatie (0, 3)

v ="log(x) v ="2log(x) +3

Er geldt 2log(x) + 3 = Zlog(x) + 2log(2*) = log(x) + *log(8) = *log(8x)
Dus de vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met ;: levert dezelfde
beeldgrafiek op.
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p= zlog(x) translatie (3, 0) y= zlog(x _ 3) verm. y-as, y y= 2[0g(4x e 3)

Er geldt *log(4x — 3) = log(4(x — 3)) = *log(4) + 2log(x — ) = 2 + *log(x — 7).

Dusp=26nq=—%.

p=3% translatie (@, 0) p= Gragk verm. y-as, b y= 3:;x —a

g(x) = 81 . 27’( = 34 . (33)x = 34 . 33x — 33x+4

Dus b=3ena=-4.

y= 310g(x) translatie (-4, 0) y= 310g(x + 4) verm. y-as, 7 y= 3log(3x + 4)

Er geldt *log(3x + 4) =3log(3(x + 13)) =log(3) + Ylog(x + 13) = 1 + *log(x + 13).

Dusp:lenq:%.

a 3 +7log(3)="log(2%) + *log(3) = *log(8) + *log(3) = *log(8 - 3) = *log(24)

b Zlog(x + 1)=3+*log(3)
Zlog(x + 1) =log(24)
x+1=24
x=23

Bladzijde 14

a Slog(x)=33log(2) -2 - ’log(3)
log(x) =3log(2%) — log(3?)
“log(x) = log(8) —*log(9)
“log(x) = *log(5)
r=3

b ‘log(x)=4—"log(3)
“log(x) = *log(2*) — *log(3)
Zlog(x) =2log(16) —*log(3)
2log(x) = *log(%)

1
=55

a 5-log(x)=5—log(3125)
5 - log(x) =5 — log(5°)
5+ log(x)=5-5 - log(5)
log(x) =1 —log(5)
log(x) = log(10) — log(5)
log(x) = log(%)
x=2

b :log(2x—1)=2+:log(x +2)
Slog(2x — 1) ==log((3)*)+ ‘log(x +2)
slog(2x — 1) ==log(3) + *log(x +2)
Hlog(2x — 1) =*log(} (x +2))
Slog(2x — 1) =*log(x +3)
2x—1= }Ix + %
13x=13

6
X=73

6 Hoofdstuk 9

Zlog(x + 3) =3 + *log(x)
Zlog(x + 3) ="log(2?) + log(x)
Zlog(x + 3) =*log(8) + *log(x)
Zlog(x + 3) = *log(8x)
x+3=28

-Tx=-3

x=7

*log(2x) =1 +3log(x + 1)
Slog(2x) = log(3) + log(x + 1)
“log(2x) = log(3(x + 1))
Yog(2x) =3log(3x + 3)
2x=3x+3

=x=3

x==3

vold. niet

log(x +2) = 1 — *log(x)
log(x +2) = *log(3) — *log(x)

Slog(x +2) = 3log(%>
x+2=§
x
¥+2x=3
o2t B~ Go=]

x—Dix+3)=0
x=1lvx=-3

vold. niet
2 - 3log(x) + 1 ="log(5x — 2)
*log(x?) + 3log(3) = *log(5x — 2)
*log(3x%) =log(5x — 2)

3xt=5x—-2
3x2-5x+2=0
D=(5P-4-3-2=1
5ol 5-1 s
6 6 3
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a Slog(x)=2+1 - Slog(3) 1 ¢ Zlog(2x) — Ylog(x + 3) =Zlog(x) — 2
*log(x) = *log(5) + *log(32) %g(i) — og(x) - og(2?)

Slog(x) =log(25) + *log(1/3) ¥+ 3

“log(x) = *log(25/3) 2 (ﬂ)_zl (5)

x=253 *B\x+3/7 4
b 3log(x+4)+1=2"log(x - 2) xixs, ~

*log(x + 4) + *log(3) = *log((x — 2)°) 2L S =8

3og(3(x +4)) = *log(x? — dx + 4) T 5" - 0"

Slog(3x + 12) = log(x? — 4x + 4) v

Ix+12=x>-4x+4 e

P2-Tx—-8=0 e

vold. niet

(r+ I)(x=8)=0

3 i 4B -
gz w g d “log(x)=2—"log(x—1)

Sog(x) =>log(3?) — log(x — 1)

vold. niet 9
3 s
log(x) lo,g(x_1
D
5 x—1
»—-x=9
X*—-x—9=0
D=(-1>-4+1--9=37
1+/37 1-/37
x= vVX=
2 2
x=3+53Tvx=3-5/37
vold. niet
Bladzijde 15

verm. x-as, a verm. y-as. 1
v =log(x) I,y =g - Zog(x) TP Ly =g - 210%(3’“)

Er geldt a 210g(%x) =a * (*log(x) — Hog(h)) =-a - Jlog(b) + a - *log(x).
Dus a=10¢en -10 - *log(h)=-5
Ylog(b) = 3

b=2:=\2

a pled=g
(plos@)ylogla) = gflogla)
ploe(e)-Flog(a) = gFlog(a)
plosie) sloga) = g

b plosle) Hlogla) = pyflog(a)

"log(g) - “log(a) ="log(a)
flog(a)
1080 = i0g(g)

Bladzijde 16

a Omdat is gegeven dat *log(x) = *log(x — 2) zal gelden dat @ = b als *log(x) =a en
Zlog(x —2)=b.
Substitutie van *log(x) = a en *log(x — 2) = b in *log(x) = *log(x — 2) geeft a = b.

Uit flog(x) = y geeft x = g¥ volgt *log(x) = a geeft x = 47 en log(x — 2) = b geeft x — 2 =2°

oftewel x =20+ 2,
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b Uitx=4”,x=2b+2ena=bv01gt4"=2“+2
(2% =242
@8y —20—2=10
Stel 2¢=yu.
w—u—2=0
(u+1)u—-2)=0
u=-lvu=2

20=-1v20=2
a=1
a=1geeftx=4
Bladzijde 17
a Slog(3x—5) +3log(x — 1)=0 ¢ 2x-:log(3x+5)=:log(3x +5)

*log(3x—5) —log(x—1)=0

: +5)= 5
Slog(3x — 5) =>log(x — 1) log(3x +5)=0v2x=1

1

3x=5=x-1 3B ==
aod Ix=-4vx=1
x=2 1 1 :

b ‘log(3x)+2 -slog(x)=0 x=-lvx=!
“log(3x) = log(x’) =0 d 2log(x) = “log(x + 20)
“log(3x) ~ “log(x?) = 0 2Hog(xy =8+ 20)
log(3x) = log(x?) 08X = 21053
3x=x7 )

1 +20
¥ =3x=0 210g(x):M
-3)=0 2

x(x 2. 2log(x) = 210g(x o 20)
x=0 v x=3 - g
vold. niet log(x?) =2log(x + 20)

' X*=x+20

xX*—x—20=0

(r+4x=5)=0
x=-4 v x=5
vold. niet

(2]

1 a -2 zlog(x) =2 +2log(3 — x) 4x - “log(2x — 1)+ 3 + “log(2x — 1) =0

2 - 2og(x) = log(2%) + 2og(3 — x) (4x +3) - log(2x— 1)=0
log(x?) = log(4(3 — x)) 4x+3=0v4og(2x—1)=0
X2=12—4x dx=-3v2x—1=1
2+4x—12=0 x=-3v2x=2
(x—2)(x+6)=0 x=-3 v x=1
x=2vx=-6 ;

vold. niet vile). et

d 2 Slog2x+ 1)+ 9 - log(2x + 1) =0

b “logi2s)="logle =4} 2+ Slog(2x + 1)~ 9 + Slog(2x + 1) =0

“log(2x) 2-9) - Slog(2x + 1) =0
=3 _ (x ) - log( )=
log(@) o8 ~4) 2 =9=0vSlog2x+1)=0
2 = +1=
310g(2x)_3 ~ x_ 9\/21(:71 1_
="log(x —4) x=3vx=-3v2x=0
2
x=3vx=-3 v x=0

Slog(2x) =2 - *log(x— 4)
Slog(2x) = *log((x — 4))
2= (x — 4y
2x=x?—8x+ 16
*—10x+16=0
x—2)x—8)=0

x=2 v x=8

vold. nict

vold. niet
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SMog*(x) =2 - 3log(x) + 15
Stel *log(x) = u.
u*=2u+15
ur—2u—-15=0
(u+3)u—-5)=0
u=-3vu=>5
Slog(x)=-3 v 3log(x)=5
x=3’3=21—7vx=35=243

a “log’(x) =2 - *log(x) + 3 c 2-3logi(x)+2=153log(x)
Stel Zlog(x) = u. Stel *log(x) = u.
u'=2u+3 22 +2="5u
w—2u—3=0 2u—5u+2=0
+D(u—3)=0 D=(-57-4+2-2=9
u=-lvu=3 u=5+3=2\/u=ﬁ=l
Zlog(x)=-1 v log(x) =3 4 4
x=zvx=8 log(x) =2 v log(x) =1
b tlog(x+2)+3 - Hog(x+2)=0 x=9vx=\3
A ! ote3 esigr3-0
u+3u=0 g g
Stel log(x) = u.
u(u+3)=0
u=0vu=-3 w=3u+2=0
%log(x +2)=0v l‘log(x +2)=-3 Eauz_ll\)/(z ;3) =0
x+t2=1wvx+2=8 " o B
Jae ] R log(x)=1 v log(x)=2
x=5vx=25

9.2 Exponentiéle en logaritmische formules

Bladzijde 19
a Jaarlijkse toename van 5%, dus de vermenigvuldigingsfactor is 1,05.
Het bedrag op 1 januari 2021 is 1000 - 1,05 = 1050 euro,
Het bedrag op 1 januari 2025 is 1000 - 1,05° = 1276,28 euro.
b g=105
1276,28 — 1000

[ o rocentuele toename =
p 1000

- 100% = 27,6%

Bladzijde 21

L= 1:127

Emaand = 0!932

Het groeipercentage per maand is 73,5%.
De atname per dag is 15,5%.

Het groeipercentage per jaar is 142%.
By =3

-0 AN OQR

gkwartier = 1!‘12
G = 1,124= 1,574
De toename is 57,4% per uur.
b Slcwartier 1’12
&5 minuten ~ 1s12% = 15038
De procentuele toename per vijf minuten is 3,8%.
c Slcwartier 1’12
s o = 1,1270 29,65
De toename is 865% per vijf uur.
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gdag = 1!3

Geer = 1,37 = 6,27

Het groeipercentage per week is 527%.
Loy 13 1

oo = 1,37= 1,045

Het groeipercentage per vier uur is 4,5%.

Zang = 0,84

oo = 0,847 = 0,295

S = 0,84l

oo = 0,847 = 0,993

De hoeveelheid neemt met 0,7% per uur af,
S = 0,84

Giwartior = 0,8477 = 0,9982

Het groeipercentage per kwartier is —0,18%.

Bladzijde 22

o = 0,805

Skwartier — 05805% = 0!947

De afname is 5,3% per kwartier.
Zjaar = 1,086

E25j0a = 1,086" = 7,87

De toename is 687% per 25 jaar,
Guveek = 2,80

Saag = 2,807 1,158

De hoeveelheid N neemt in 10 — 3 = 7 uur toe van 1600 tot 4100, dus g; .= L

4100\
(H90Y _y 1z

N=b-1,1438..1
t=3en N=1600

uur

b-1,1438..°=1600
1600

b= Trazg 3~ 1070

Dus op t=01is N = 1070.

De formule van N is N= 1070 - 1,144".

Stel N=b - g'.

1250
Souur = 150 78,333
g =8,333..5=1,4238...

N=b- 1,4238...‘}

. 2=
bt o B g [ ° 1,2 1D

_ 150
1,4238..2 e

Dus N="74 - 1,424".

Stel H=b - g'.

0.47

g}dagen=m=og7833...

Qaag = 0,7833..5=0,9218...

= . it

sl 0’9318”‘ b+0,9218..5=0,60

t=5en H=0,60 Ea

=oo218.5 020

Dus H=0,90 - 0,922,

Hoofdstuk 9
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Steld=5b-g'.
11
& dugen = 37 = 0:3548...

Zaae = 0.3548...7=0,7718...

A=b-0,7718.1) , .
il s }b 0,77;;... 31
b=to7718.3 " 674

60 uur =23 dag = 2,5 dag
t=2,5 geeftA=67,4...- 0,7718..2° =35
Na 60 uur was de oppervlakte van de wond ongeveer 35 mm?.

a Voeriny,=17,0- 1,031¥en y, = 34,0.
De optie snijpunt geeft x =22,70...,
Na 22,7 jaar is het aantal verdubbeld.
b Voeriny, =129 1,031%cn v, =25,8.
De optie snijpunt geeft x = 22,70...
Na 22,7 jaar is het aantal verdubbeld.

Bladzijde 23
0 g~ 1,131

1,1317=2

T="110g(2)=5,630...

De verdubbelingstijd is 5 jaar en 0,630... - 12 =~ 8 maanden.
b g,.=0915

0,915"=1

T="915og(}) =7,802...

De halveringstijd is 7 weken en 0,802... - 7 = 6 dagen.

Bladzijde 24
a g, = 1,0325
1,03257=2
T="10325pg(2)=21,6...
De verdubbelingstijd is 22 jaar.
b gleaar: 13081
1,0817=2
T="108110g(2)=28,89...
De verdubbelingstijd is 8,89... - 10 jaar ~ 89 jaar.

a g'ZSjaarzw2
Zioar = 25~ 1,028

Het groeipercentage per jaar is 2,8%.

=L
b 828 jaar ~ 2

8joar = (D7 = 0,976
De hoeveelheid radioactieve stof neemt per jaar met 2,4% af,

0 gy, =00917
09177=1

T="9"]og(3)=79...
De halveringstijd is 8 dagen.
b g,,=0917
0,917"=0,1
T="0%170g(0,1)=26,5...
Na 27 dagen is nog 10% van de beginhoeveelheid over.
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12

gdag . 0:81
Gueer = 0,817=10,2287...
De afname per week is 77,1%.
Gueer = 0,38
Zaae = 0,387 =0,8709...
De atname per dag is 12,9%.
De groeifactor per dag is 0,845.
Dus BZV =300 - 0,845,
08457 =7
T="8og(}) = 4,115...
De halveringstijd is 4 dagen en 0,115... - 24 = 3 uur.
300 - 0,845'=10
=10 _ 1
0,845'= 300 30
¢ =0845]0g(35) =20,1...
Dus na 20 dagen zuiveren is het BZV afgenomen tot 10 mg/liter.
T=10geeft h=7,6-0,96""=5,0527...
Bij 10 °C is de groeifactor per dag 0,8709... (zie vraag b).
0,8709...59327 = (0,5, dus de formule klopt voor T = 10,
T=20geefth="7,6-0,96"=3,3592..
Bij 20 °C is de groeifactor per dag 0,81 (zie vraag a).
0,8133%92. = (,5, dus de formule klopt voor T = 20.

Bladzijde 25

= %= 1

%= | ¥
x—1="1log(y)
x=1+"log(y)

Bladzijde 26
a t=1+"log(0,2N)

t="log(2) + *log(0,2N)
t="log(0,4N)
_ log(0.4N)
 log(2)
1=3,32 - log(0.4N)
Dus £=3,32 - log(0,4N).
=1+ 2log(0,2N)
t=1+%0g(0,2) + ilog(N)
e 1B log(N)
=1+ "log(0,2) + 3]0g(2)
t=-1,32 + 1,58 - *log(N)
Dus 1 =-1,32+ 1,58 - *log(N).
x=64-8§
x=64 - (3
x=64- (31.893);;
x =g+ 3180
Dus x=64 - 31893,

Hoofdstuk 9
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a N=34-3%%3 ¢ v=3"log(x)—5

34:3%3=N 3-log(x)=v+35
1
F=ul log(x) =37 +3
20+ 3=">log(4 N) x=10""=10 - 107~ 46,42 + 10°3%

= " 0,33y
2=-3+logE) +log™) 2‘5 N f?;‘l‘gg(zlg) :
2

N U W AR -
t=-l3+3 "log(z) + 7 - “log(N) Lo3log2y)=1-K

1=-3,10+0,5 - *log(N) : L
Dus t=-3,10+0,5 - 3log(N) log(2v) =2 2K

_ 2p=32"2K
b y:133‘?l3x ! V:%.32.3-2K
13‘2x1=y _1_.9.3—217(
23x*1=ﬁy V=3 L

—al. Lk

3x — 1 =log(y) v=436)

=41,
3x=1+210g(%y) Dus v 42 (9) ;

3x =2log(2) + 2log()

3x = 2log(xy)

x =5 *log(y)

x~0,33 - 2log(0,15y)

Dus x=0,33 - 2log(O,lSy).

a Zlog(4t— 1)=5N+3 ¢ w=125-log(3T+15)—8
A ] = ZANT3 125 - log(3T+ 15)=w + 8
4p=1+(2HV. 23 log(37 + 15) = 0,008w + 0,064
4¢=1+8 32" 3T+15 = 1.00008w+ 0,064
4¢=1+8 (lolog(32))N 37T=-15+ (100,008)w - 100064
4¢=1+8 - (101°HNY T=-5+0,386 - 1,019"
t=r+2- 1015V Dus 7'=-5+0,386 - 1,019".
Dus t=3+2 - 1051, d p=10-5%q¢3

b M=14-13%W"3 10-5%4"3=p
14 - 1,34N—3=M 50,lq—3=0,1p
1,3 3=LMm 0,1g — 3 =5log(0,1p)
4N-3= l,SIOg(%M) galq:3]+5102gj5(0,1€1) .

g ="log(1 +log(0,1
AN=3+ lJ’]Og(%) - l‘310g(]‘/f) 0’13 = SIOEEIZ,S)]J) g( p)
4N =3+ log(z) + l:’i(f?) Bl = log(12,5p)
e 4 log(5)

34 14 21 1

N= 0g(17) n og(M)
4 4 - log(1,3) q=

N=-1,76+ 2,19 - log(M)

Dus N=-1,76 + 2,19 - log(M).

10 - log(12.5p)

log(5)
g= 14,31 - log(12,5p)
Dus g =14,31 - log(12,5p).

@ f(x) = g,(x) geeft *log(x) = 2log(x\x) + a
2log(x) =2log(x's) +a
2log(x) = 15 - 2log(x) + a
3 +2log(x)=-a
Zlog(x) =-2a
EE R R

Sy ="log(x) __
Zlog(x) =-2a } F=g
Dus S,((3)", ~2a).
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b Uit4,B,=4eny, =0volgt yy =4vyz =-4.
2,(x) = 0 geeft 2log(x\/x) +a=0
log(x'%) =-a
13 - Zlog(x) =-a
Nog(x) =-3a
fy=log) | _ 2
“log(x) =-5a [ 873
Dus-3a=4v-3a=-4endit geefta =-6 v a=6.
¢ De grafick van g, ™ snijdt de y-as in (0, 64), dus de grafick van g,
snijdt de x-as in (64, 0).
2,(64) =0 geett 2log(64+/64) + a=0
a=-"log(64 - 8)
a=-"log(512)
a =-"log(2%)
a=-9
Dus g ,(x) = 2log(x+/x) - 9.
Voor g, geldt v ="2log(x\/x) — 9, dus voor g™ geldt x = 2log(y/v) — 9.
x =og(n/y) — 9 geeft og(y\/y) =x +9
2log(y') =x+9
15 - 2log(») =x+9
2log(y) =3x+6
y=2FT6=25%.26=64 - 2%
Dus g 4™ (x) =64 - 2i~,

*log(N) =-1,9+ 0,3 - *log(?)
0.3 - ’log(r) = 1,9 + *log(N)

L9 1

Nog()=—F5+—="2

og(n) 03 03 og(N)
= 3£+U]7-210g(N)
1= 3% - 3
1= 35 - (3ot M)ring
=35 - Nomm
t= 1051N>%#
Dus ¢ = 1051N>%,

9.3 Het grondtal e

Bladzijde 28
a

X:0 FI(X): 1
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7 a NORH DRIJF AUTO REEEL RAD HN n

X: 0 F3(X): 0.69314718056 QY j
c=0,6931

[
X: 0 F3(X): 1.09861228867 i

..y
Dus ook hier is —2 constant en wel ongeveer 1,0986,

Vi

» X+ h) = f(x prh—px gr.ghogr  x.(gh—|

46 f’(x)=limf( ) f()zlim = lim = lim ( )=1im

' i0 h hso h h—0 h h—0 h h—0
20— 1 2 -1

b /(0)=li L 0= i
/1) hl—l;% h hl—% h

h_

; . 2"—1 .
€ S)=lim=— - 27=/10) - 2

Bladzijde 29

Y1=(X+1)7(1/K)

\

X=0 Y=

1 .
b Omdat voor x =0 de exponent T niet bestaat,

C
X ¥i
0,01 2,7048
0,001 2,7169
0,0001 [2,7181
0,00001 [2,7183
d g=2718
Bladzijde 30

. a Dit mag omdat ¢* # 0 voor elke x, dus ¢* = 0 geeft geen oplossing.

b oe'=1 geeft x =0 en ¢* = -3 heeft geen oplossing.

@ Noordhoff Uitgevers by
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Bladzijde 31
a 2e?—¢?=¢?

b 4o |E=3y

c 3Sel-3ef=15¢

128° .4
d 402 =3e
eSx.exze&x

e
f ¢e?=et?

g Se"—3e'=2¢"

h e+ 1)=e*2+¢"

i (e +1)=eX+ef

i) =R +2 e Il =e+2e + 1

k (+3)=(e¥P+2 -e>-3+9=e5+6e>+9

2%
1 63—rex=6ex_1
e

) a (2+3e7)P=4+2-2-3e7+(3erP =4+ 126" +9¢"
b (er+efx)2:(er)2+2 .ex.ei\'+(efx)2:e2x+2+e*2x
4 _ (Y

¢ e +2 e'+2 ~3
Bl a 2x+4)er=0 i =l
2x+4=0 elr=¢"
2x=-4 x=x
x=-2 x=0
b x’¢"=3xe" e ¢¥—1=0
x*=3x e =1
x=0vx=3 4x=0
€ xief=¢f x=0
A= f etret=¢
x=1lvx=-1 g =gf
2x=6
x=3
Ed a e +er=2¢f d ¢*2—\/e=0
2er=12g" e 2= fe
ex:eﬁ er+2=e]5
x=6 1
5 Xt D=y
b ?=e xz_lé_
et =e! e e+e=2
4x=1 (e +e =2
x=3 Stel e* =u.
€ xef+e'=0 wW+u=2
e2x+1)=0 B+u—-2=0
2+1=0 (- Du+2)=0
2x=-1 u=lvu=-2
x=-3 g=1ve'=-2
x=0

f e +1=2¢"
(33,\:)2 +1 =263x

Stel &¥ = u.
wWwr+1=2u
wW=2u+1=0
u—17=0
u=1

er=1

x=0

x=0
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e +el=(e+1)e!
e+ed=(e+1)e e
cz.r+63:(ez + e)ex
(&2 —(e2+e)er+e’=0
Stel e*=u.
w—(eE+eutel=0
(u—e’)u—¢)=0
u=e’vu=e

ec'=c’ve'=c¢
x=2vx=1
a y

i )

O

2<e<3,dusvoorx>0is 2" <e' <3 envoorx<0is 3" <e" <2,
Voorx=0is 2*=¢"=3"= 1L,

Dus de grafiek van A(x) = e* ligt voor x # 0 tussen de graficken van f(x) = 2*
en g(x) = 3%,

Bladzijde 32

De productregel is gebruikt in de onderdelen b en c.
De quotiéntregel is gebruikt in het onderdeel d.

De kettingregel is gebruikt in de onderdelen ¢ en d.

Sx)=¢"+2 geeft f(x)=¢"
b f(x)Z?.e:'+%=2¢’H—x“ge:eftf’(x)ZZer—Jc‘z:Zex—xl—2
¢ fix)=xe'+4geeftf(x)=1-e"+x-e"=(x+1)e
a _Xx s e l-x-e" (1-x)e" |-y
f(x) et gee f(x) (er)z (ex)z e’
_ 2¢€ e _(x—1)-2e"—2e"-1 2xe"—2e*—2e* (2x—4)e’
e f(x)_x_lgee f(x)'_ (x_l)z - (x_l)z - (x_1)2
f f)=Qx—4de geeft f(x)=2 e+ (2x—4) e"=(2x—2)e"
Bladzijde 33
a flx)=e " geeftf(x)=e""" (2x+1)=(2x+1)e" "
b flx)=x*+2e¥geeftf(x)=2x+2 e 3=2x+6e*
¢ f(x)=xe’geeftf(x)=1 ¢"+x " 2x=(22+1)e"
2g7 1
d flx)= 2 geeft
g X 2e -1 -2e ! 2x 2t —dxe™ ! -Ax(x+2)er ! -2x+2)e!
= X B x* B A B X3
e flx)=3xe™ 'geeft f(x)=3-e* T+3x-e> 1 -2=(6x+3)e> !
; B e2,\' ﬂ ) _(62x+1).er.z_el\'.elr.2_234x+262\'_234x_ 2621.'
f&x)= o2t - 1 geeft f1(x) = (62x+ 1)2 - (ezx_|_ 1)2 - (62x+ 1)2

& Noordhoff Uitgevers by Exponentitle en logaritmische functies 17



| a —éz—o,ws c 13¢¥=26,781

3e e?
(e+2)* 0366 ' T3

~ 3,033

a flx)=xe'+2geeftf(x)=1-e"+x-e"=(1+x)e’
b f(x)=0 geeft (1+x)e'=0
1+x=0
x=-1
min. is f(-1)=-¢"! +2=2—%
¢ ) =(1+x)e geeftf/(x)=1" e +(1+x) - ¢ = (2 +x)c"
d f(x)=0geeft 2 +x)e=0
2+x=0
x=-2
2

fidy=-dets i
Dus de codrdinaten van het buigpunt zijn (*2, 2— %)

e Stelkiy=ax+bmeta=f1-2)=(1 _z)efzz,L

e’
1
p==xitrh
5 5 ol G
door(fz,z—e—z) 23 ) .
e—2+b:2—g
4
b=2—e—2

1 4
Dus k:y=f§x+2—§.

1l a flix)=-xe'geeftf(x)=-1 e"+-x e =(x—1e"
Fx)=0 geeft ((x— 1)e*=0
x—1=0
x=1
x==1

max. is f(-1)=¢"! Zé

b f(x)=(x—1)e" geeft ["(x)=-1-e"+(x—1) e"=(x—2)¢"
[ (x)=0 geeft (x—2)e"=0

x—2=0
x=2
x=-2
&dkw=ax+bmaa=fpgy%2_lkazé:
1
==x+
y ezx b i 5
= 2+b==
P o2
fi2)=2et==
e ) -2 _ 2
a2 thTa
4
b=z
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f(x)=0 geeft (x> = 3)e"=0
xX*=3=0
x*=3
x= 3vx=—\/§
De nulpunten zijn \/5 en —\/5,
b flx)=(*—3)e" geeft fx)=2x "+ (x*—3) - e"=(x*+2x—3)e*
f(x)=0 geeft (x> + 2x —3)e*=0
X*+2x—-3=0
x—Dx+3)=0
x=1lvx=-3

max. i f(-3)= (9= 3)e* =& enmin.is /(1) = (1-3)e’ = 2e.
¢ fx)y=0(2+2x—3e geeft ["(X)=Qx+2) e+ (x*+2x—3) - e*=(x*+4x— 1)er
f7(x)=0 geeft (x** +4x—1)e*=0
K+4x—1=0
D=4>—4-1--1=20,dus D= 20=2/5

-4+2.3 -4-2./5
xi= VX=

2 2
x=—2+\ﬁvx=—2—\/§
De x-codrdinaten van de buigpunten zijn -2 + /5 en -2 — /5.

Bladzijde 34

+4 a f(x)=%ezxgeeftf’(x)=%‘eZ“2=ez*

, 51
Stel ky=ax+bmeta=f(-1)=¢?=-.

e
ol +ib
S 1 1
1 ( 1) @ 1ThTaa
f(—l)—zez,duSA —1,@ ﬁi_i_b:L
De? 2¢e?
_ 3
b 2¢*
1 3
Dusk:}’je—zx‘f'z—ez.

glx)= ex1+3 =e* I geeft gx)=e* 3 -1 =-¢*3

1
Stell:y=ax+bmetazg’(71)=fe‘*3=~e’2=~g.
1
y=-Sx+b )
g | 1 == —1+b=—2
g(—1)=e"3=—2,dusB(—l,—2) © ©
¢ S X
e el
b=0
Dus l:v= 1
us .y——e—zx.
k en [ snijden geeft Lx+i—flx
S AT B
2 _ 3
e? 2e?
_3e
2e? 2
3
X=-7
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1

b A(x)=f(x)+g(x)=5e>+ o3 geeft Hx)=e¥—¢* 3

h'(x)=0 geefte>™—e*3=0

e2x= e-x—3
2x=-x—3
3x=-3
x=-1
¥
h
- X
=1 @

min. is A(-1)

11+2 3

T W L
__2e -+

¢ 2¢7 28 28

Het bereik is dus B, = [2%2, —>>.

1 a hd)=5geefi2(ci?+eiH+e=5

[ o Jlf=2xe* gealtfl)=2e" 4+~ ¢F »fy=11 ~ ¥

2e' +2el+c=5

c=5—2e—g
e

b A =St 5,81 peel B =5 0,1+ % LD T)=0, 5 E—-g )
De helling in B is 2(4)=0,5(e%' 4 —e01"4)=0,5(e"* — e ") = 0,41.

¢ A (0)=0 geeft 21—k(e0 + e — et — gy + 5 =0 oftewel 21_k(2 —eM—eg?+5=0.

Voer in y, = é(Z —pF— gt ts,

De optie nulpunt geeft x = 0,469...
Dus k=~ 0,47.

Bladzijde 35

F(x) =0 geeft (2 — 4x2)e™ =

R
€2 €
2
ya=23y2 et =
.12 _. 12
YeTYaT e T Ve T2V,
Dusa==

Hoofdstuk 9
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b f(x)=(2—4x%)c™ geeft
f)=-8x e + (2 -4 ¢ -2r=-8x ¢* + (87 —4x) - ¥ = (8 — 12x) e
17(x) =0 geeft (8x° — 12x)e™* =0

Bx3 —12x=0
4x(22 =3)=0
4x=0v2x2=3

I
=0y =15

x=0v = i=LyBva=—TL=-1/8
f0)=0
\J6

T

N

e e
De codrdinaten van de buigpunten van de grafiek van fzijn (0, 0),

(16 2F)en( 1622

G fo)=xe® geeft £ (x)=1"e™ +x+ e - 3ax?= (1 + 3ax?) e
£,(2)=0 geeft (1 +3a - 2%)e*? =0
(1+3a-8)ed=
(1+24a)e™ =0
1 +24a=0

24a=-1
1
a=-5

a=- 214 geeft fL(x)=x emY

De extreme waarde voor x = 2 is een maximum.

9.4 De natuurlijke logaritme

Bladzijde 37
a  f(x)=2" geeft f™(x) = Zlog(x)
b g(x)=e¢" geeft g™ (x) = *log(x)

Bladzijde 38
a In(e)=1
b In(e\e)=In(c - ¢*)=In(e") =1}

1n(é> =In(e")=-1

C

d In(1)=0

e 3ln(e-3e)=3In(c- ¢)=3In(e")=3-1i=4
f In’(e¥)=32=9

g In’(e’)=2°=8

h eln(?) + e2111(7") =7+ eln(’ﬂ) =7+ 72 =56

i e%ln(S) - erln(Sl?) — 5% — \/g

.i eln(l()) s eln(S) =10-3=30

@ Noordhoff Uitgevers by

Exponentiéle en logaritmische functies

21




| a =12 c
3x=In(12)
x=5In(12) ~ 0,828

b 5¢¥=60
=12
2x =In(12)
x=3In(12) ~ 1,242

4+ 1In(3) = In(e?) + In(3) = In(3e?)
1+ In(10) = In(e) + In(10) = In(10e)

-0 QA N OoR

e+ In(2) =In(e®) + In(2) = In(2e°)

a Inx)=-1 d
R, 5
T=g=
e

b 4ln(x)=2
In(x) =3
P~

¢ In(3x)=3
x=¢
x=1e

Bladzijde 39

a 3xln(x)=2ln(x) d
In(x)=0v3x=2
x=1vx=%

b In*(x)—In(x)=0
In(x)(In{x) - 1)=0
In(x)=0v In(x)=1

x=lvx=e e
¢ ln(x+1)=4In(x+ 1)
hnx+1)=0vx’=4
x+tl=1vx=2vx=-2
x=0vx=2vx=-2
vold. niet
f

22 Hoofdstuk 9

6 + e0,5x+2 — 10

e0Sx+2 =4

0,5x +2 = In(4)

x+4=2In(4)

x=2In(4)-4=-1,227
3

Sz =10

50e* 1=3

ei—1 =%

2x— 1 =In(Z)

2x=1+In(3)

x=1+%In(55) =-0,907

L+ 2In(6) = In(e?) + In(6) = In(/e) + In(36) = In(36,/c)

In(-x+2)=-2
% +2=g?

In(x) = §

In(x) =1 v In(x) =-3

xzfﬁ:\/g\/x:e‘::L

In{x)= 1+ In(5)
In(x) = In(e) + In(5)
In(x) = In(5e)
x=:458

4!l ¥=20
el—3x=5

1 —3x=In(5)
-3x=-1+1In(5)
x=3-3In(5)

n2(x) - 2In(x) -3 =0
Stel In(x) = u.
wW—=2u-3=0

(= D(u—3)=0
u=-1vu=3
In(x)=-1vIn(x)=3

In(x +3) — In(x — 1) =In(2)

1n(§ i ?) ~In(2)

x+3_
x—1—2
2x—2=x+3
x=5

21In(3) + In(4) = In(3?) + In(4) = In(9) + In(4) = In(9 - 4) = In(36)
In(20) — 3 In(2) = In(20) — In(2*) = In(20) — In(8) = 1n(2,70) =1n(2})

c
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g 2lIn{x)=In(2) + In(x + 4) B o’ =100

In(x2) = In(2(x + 4)) 22 = In(100)
2=2c+8 x=/In(100) v x = —/In(100)
¥X-2x—-8=0

(x+2)(x—4)=0
x=-2 v x=4
vold. niet

- a G =100 geeft F=16(0,6 + In(100)) = 83
De hartslagfrequentie is 83 slagen per minuut.
b /=78 geeft 16(0,6 + In(G)) =78
0,6 + In(G) = 4,875
In(G) = 4,275
G= 64’275 )
Dus het hiermee corresponderende gewicht is 72 kg,
¢ F=16(0,6 +In(G))
16(0,6 + In(G))=F

0,6 + In(G) = 76+

In(G) = %F ~0.6

G= e%F— 0.6

G = e%F ‘ 6*0,6

G=¢06. (ewl_s)F

G =0,549 - 1,064

Dus G =0,549 - 1,064".

a 2= (eln(l))x = e1n(2) <X
b f(x)=2%=e"@* geeft f(x)=¢"P ¥+ In(2) =2 In(2)

1 a eln(x) =y geeft [e]“(x)];zx,

"™ - [In(x)]’= 1
glsrfey= 1
b eln(x) . f’(x) =1
=1
re-+
() __1

In(2) @ *In(x) geeft h'(x) =

111
In(2) x xIn(2)

¢ h(x)="log(x)=

Bladzijde 40

a f(x)=In(ax) geeft /(x)= 1

1

—rag=—

ax X
b f(x)=In(2x) geeft /(x) =%

gx) = ln(x\/i) geeft g'(x) = 1

X

¢ f(x)=Inx")=n - In(x) geeft [(x)=n "

1_n
X X

d f(x)=In(x?) geeft /(x) =%

gx)= ln(i> geeft g'(x) = -1

X

H) = In(\3) geeft h(x) = 5
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Bladzijde 41
a f(x) o 34.\772 geeﬂ f’(x) e 34x72 3 1“(3) 4 =4- 34x72 3 1“(3)

1

- co b B U e e

b f(x)= xn(x) geelt P2 E _ x; n) _ 11(;;)2
= = o 1 - o = 4
¢ flx)="log(4x — 1) geeft f(x) TET 4 =T
1

In(3 x+=—1In(3x) 1 1 —1In(3

d fi (x)=%x) geeft f1(x)=—> 5 » xI;( x)

e f(x)=xIn(x*) geeft f(x)=1"In(x*)+x- %= In(x*) + 3

vl
X +x

ff(x)=In(x*+x) geeft f(x) =ﬁ (2x+1)

a f(x)=In2"=xIn(2) gecft /1x) =In(2)
B "
b ) ="logl + Dgeell = {a ) 2= @ D)

€ f(x)=xIn’(x) geeft f(x)=1 - In*(x) +x - 2In(x) - %= In?(x) + 2 In(x)

d £ =22 - log(dx) geeft /() = 2x - log(de) =2 — 520 o) + i
& fl=(@r— 1) <20 = 27— 2 geefi () = 22+ 10(2)  2— 2% In(2)= 2+ In(2y (2 < 22 —11)

1 2In(4x)
()= In’(4x) geeft fx) =2 In(4y) - —=—

X

a x'= (e]n(x))n =gl In(x)
n
b — ahn(x) ft 1 — anln(x) . 2
Sy =" geeft f1(x) = & - 2

C eMln(x) " szn x Ezn P ﬁznxn—l
X X X
Er is geen gebruikgemaakt van enige beperking van n, dus de regel geldt ook voor

elke niet-gehele n van R.

a x—2>0oftewel x> 2, dus D,;= (2, —).
7—x>0oftewel x <7, dus D, = (<, 7).
fx)=g(x) geeft In(x—2)=1n(7 —x)

¥—2=T=x
2x=9
X =4£—

fx) < glx) geeft 2 <x <41
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1 1

b %ﬂ=ﬂ@+gﬁj=m&—2yﬂm7—ﬂg%ﬂsﬁj=x_2+7_x-
o S U
s(x)Ang:eftx_2 71 0

11
x—2 T—x
I¥—2=T—=&
2x=9
x=4%
Y
i i
| |
| S |
I r :
| 1 |
I | I
| | |
| | |
1 | 1 58
0 | 41 |
I |
: |
x=2 x=7
max. is s(43) = In(2) + In(23) = 2 In(2})
In@)-1-x-+
| NSO nE) X -1
@ SO e T T e T T e

1
In(=)-1
(e) =1

Eal
o o+ = — = = =
Stel k:y=ax+bmeta f(e) 2(1> 17 2.
In“| —
[§]
y=-2x+b
2 4 I 1
1 ¢ e 1 1 1Y P pine
— )= =—=-—dus A —,-— e €
e 1 -1 e ¢’ e
ln(—> _1
e b=
1 5]
Dusky=*2x+g.
b 6 ﬁln(x)—l_
f(x)_ gee 1n2(x) -
In(x) — 1 =-61n%(x)
Stel In(x)=u.
u—1=-6u
6t +tu—1=0
D=12-4-6--1=25
et Sl G B St N |
“WT1z T3Y¥T T T2
In(x) =5 v In(x) = -3
x=ﬁvx=€%
fleh) =———="5"=3¢5, dus raakpunt (¢*, 3¢") = (e, 3 - ¥e).
In(e’) 3
fle3)= 8 e i raakpunt (¢ =, 2¢ ) = (L —i)
LCOR ’ Vel Ve
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Bladzijde 42
a f(x)=2"-2%geeft f(x)=2"-1In2)-2—-2"- In(2)=(2% - 2 =29 1n(2) = (2> "' = 291In(2)
f(x)=0 geeft 2% =291In(2)=0
22x+l S 2).‘ = 0
22x+l =%
2x+1=x
x=-1
min. is f(-1)=22-2"=;-3=-1 dus B,=[-}, —).
b f(x)=02%"—=29In(2) geeft /"(x)=2>"" - In(2) - 2 -2+ In(2)) In(2) = (272 — 29 1n*(2)
f7(x)=0 geeft 2772 -291n*2)=0

22x+2_2x=0
22x+2=2x
2x+2=x
x——2
f(2)=2*%-22="L—1=-2 dus buigpunt (-2, -2).
1
a f(x)=\xIn(yx) geeftf’(x)=7 In(yx) + V- ﬁ ZIf n(;f}ﬂ
g In(yx)+1
f(x)gOgeeftiz\/; =
In(\x)+1=0
In(yx)=-1
=
che'z:L
e2
](é)ﬁ:" -ln(e")=% -1 =—é, dus A(é, —é).
1 1
b f’(x)zn(\z/_% geett
2 1 (n(m+1D
20 —=+—=—(In 1 —_———
p FE R e T B - -
v @\ = NN Y =
17(x) =0 geeft -In(\/x) =0
In(\x)=0
Jr=1
x=1 \/_
. In(v1+1 0+1
Stel k:y=ax+bmeta=f(1)= i —— =1
y= lx+b
S =\TIn(yD) = o} a0

L]

1
Dus k,y—zx—g.

a Opt=0is T=2380, dus 20+ pe’=280
20+p-1=80
p=60

b 7=45geeft 20+ 60¢ =45
60¢ 7+ =25

.

60
28
- Et In(55)

t=-6In(3)=5252...
Dus na 5 minuten en 0,252... - 60 = 15 seconden is de temperatuur van de koffie 45 °C.
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¢ T=20+60¢+ geeft %=60e’%‘ : —é=—10f:’l"

a_ oet=-72

de
Twee minuten nadat de koffie is ingeschonken neemt de temperatuur van de koffie af
met een snelheid van 7,2 °C per minuut.
d T=20+60¢+
60¢+=T-20
L L ]
ce = aT— 3
1 1 1
~gt = In(z57 —3)
t=-6In(zT 3
Dusa=-6,b=genc=-

t=2 geeft

La—

a fx)= ln(%) geeft

b1 @r+D:2-2002 v+l 4v+2-d4x 2@x+D) 1
fz(x)( 2% ) Qx+ 172 2 (@x+1P  2v@2x+1P x2x+1)
2o+l

1 /, 1
re, =3, dus £, (x) =35
1

] —

X2t 1)
x(2x+1)=3
22 +x—3=0
D=1>—4-2--3=25
-1+5 -1-5
xX= 1 =lvx= 1 I*I%
vold. niet
2
50 =10 525) = n, dus AL 1)

g ax inv = @y
b Voorf, geldt y = ln(zx - 1), dus voor /™ geldt x ln( vt 1).

() eetin( ) -
x*nzy_’_l gee 112y_'_1 =x

ay=(2yv+ l)e*
ay=2ye"+e"
ay—2yet=egf
ya—2e)=¢"
e’
a—2¢"

y=
e,.‘,'
a—2e"

Dus fi"(x) =

Dus voora=3is g(x) = 3 _e; < de inverse van f,.
Bladzijde 43
a f(x)=1 geeft el +2Inv -3 = |

In*(x) +21In(x)—3=0

Stel In(x) = u.

w+2u—3=0

(u—Du+3)=0

u=1lvu=-3

In(x)=1 v In(x)=-3

- -
x=evx=e = o
fo=l geefté <x<e
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b f(x) — ean(Jc)Jr 2In(x)—3 geeﬁ
fr(x) - elnz(x)Jern(x)*B i (2 IH(X) i l + 2) = elnz(,r)+21n(x)*3 s (M)
X

X X
ff(x) =0 geeft elnz(x)Jr2ln(x)*3 i (ﬂn(j‘ﬁ)z 0

2In(x) +2
s | L N

X
2In(x) +2=0
In(x) =-1
x=¢l

. ; e 4 1
min. is f(e!)=¢e 21 3=e4=g, dus Bf=[§' —>>.

(3 0 f(x)=x"= (") = geeft f1x)=eO - (1 - In(r) +x - l) = (In(x) + 1) - x*

X
b ga(x) = x% = (eln(x)).% = e%ln(x) = eﬂn‘;l +In(x) geeft

gaf(x) ey eax*\ “In(x) (_ =2 ]II(JC) +ax! - %) =x$ . (_ai;(X) g ':'_2) =(%2ln(x)) . x.z\_;
Voor raken geldt f(x) =g, (x) Af(x) =g, 1x).

J(6) = g,(x) geeft x*=x"
a
..
X

a=x

(3]

fx)=g,(x) met a=x* geeft (In(x) + 1) - x*= (Tﬂ) ‘52

21 —
(In(x) + 1) - x* = (w) -
In(x)+1=1-In(x)

21n(x) =0

x=1

X

Dusa=12=1.
Stel k:y=mx+nmetm=f(1)=(In()+1)-1'=1.

y=xtn _
)= l,dusA(l,I)} ;g“ !

Dus kv =x.
Diagnostische toets

Bladzijde 46
a 2log(18) —2log(36) + 3="2log(:) + 3 =2log(3) +3=-1+3=2

b 2 3log(5) —log(75) + *log(81/2) = log(5%) — *log(75) + 2log(2’ - 2%) =*log(25) — *log(75) + *log(2*) =

Ylog() +35=log(3) +37=-1+33=2;
a 4+°log(a)+log(100) =4 +*log(a) +2 =6 + *log(a) = *10g(2%) + *log(a) = *log(64) + *log(a) = *log(64a)
b 2 - log(6a)="log(3%) —log(6a) = *log(9) — *log(6a) = 3log((%1> = 3log(23—a>
a 3-7log(36)=3 - log(9 - 4)=3 - (log(9) +log(#)) =3 - (2 +log(4)) = 6+ 3 - Slog(4) = 6 + log(4*) =

6+ 3log(64)
b 3 +10g(800) =3 +10g(100 - 8) =3 +1log(100) + log(8) =3 + 2 + log(8) = 5 + log(8)
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a v= Slog(x) translatie (0, 2) 3= Slog(x) +2
Er geldt *log(x) + 2 = log(x) + 3log(5%) = *log(x) + 3log(25) = Slog(25x).
Dus de vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met % levert dezelfde
becldgrafick op.

1
verm. y-as, 7

b v="log(x) sy ="log(3x)
Er geldt *log(3x) = *log(3) + *log(x) = | +log(x).
Dus de translatie (0, 1) levert dezelfde beeldgrafiek op.

a 2-Zlog(x—1)=1+"’log(18) d log*(x)=log(x)+2
2log((x — 1)*) =21og(2) + *log(18) Stel log(x) = u.
2log((x — 1)*)=2log(2 - 18) w=u+2
Zlog((x — 1)?) =log(36) wW—u—2=0
(- 1?=36 u+ D(u—2)=0
x—1=6vx—1=-6 u=-1vu=2
x=7vx=-5 log(x)=-1 v log(x)=2
vold. niet x=15vx=100
b Slog(2x— 1)+ log(x+2)=0 e 2log(x)=3—log(x +2)
Mlog(2x — 1) —3log(x+2)=0 2log(x) = *log(8) — *log(x +2)
Jlog(2x — 1) ="log(x + 2) Zlog(x) + 2log(x + 2) =2log(8)
- 1=x+2 2log(x(x + 2)) = 2log(8)
x=3 xx+2)=8
¢ Zlog(2x—1)="log(x) ¥ +2x-8=0
) 2og(x) (x=2)x+4)=0
log(Zx—l):21 1 x=2vx=-4
2 0g() vold. niet
_ “log(x) f Zlogi(x)+12=7 - 2log(x
flogQ2x—1)=— Stjzlog(x) =u. &
2 - 2log(2x — 1) = Zlog(x) W2 +12="Tu
Zlog((2x — 1)*) =2log(x) w—Tu+12=0
(2x—1P2=x (u—3)u—4)=0
4 —4x+1=x u=3vu=4
4x?=5x+1=0 Zlog(x) =3 v ’log(x)=4
D=(5P-4-4-1=9 x=8vx=16
vold. niet
a gdag: 1!1

oear = 1,17 = 1,949

Het groeipercentage per week is 94,9%.
b Bug= 1l ]

Zowr = L,1IF= 1,032

Het groeipercentage per 8 uur is 3,2%.

a g, =064 ]

Zonaana = 0,647 = 0,963

De afname per maand is 3,7%.
b g, =064

s jaar = 0,64° = 0,107

De afhame per 5 jaar is 89,3%.
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Q Zonana = 1,002
1,0027=2
T="192]gg(2) = 346,920...

De verdubbelingstijd is 346,920... : 12 = 29 jaar.

b Bweek — 098
0,87=3
T="81og(3) = 3,106...

De halveringstijd is 3,106... * 7= 22 dagen.

a y=4-log(3x+12)—1
4+ log(3x+12)=p+1
log(3x + 12) = 0,25y + 0,25
Ix+12= 100,25y+0,25
3x+ 12=10%2 . 10025
3x=-12+(10°3y - 10025
x=-4+0,59 1,78
Dus x=-4+0,59 - 1,78".

Bladzijde 47
Bei—p? _Bet
g &
e3x —a¥
e

2e

=62x_1

b p=34-27%"2

34-2,7972=p

2’75q+ 2 — ﬁp

5q +2 ="log(33p)

5q +2 =Tlog(sy) + >"log(p)

logGg)  log(p)
log(2,7)  log(2,7)

2 log(s) . log(p)

S5g=-2+

7=75 " STog(2,7) " Slog27)
g =-1,11+0,46 - log(p)
Dus ¢ =-1,11 +0,46 - log(p).

£ (BE—5P=(e)—~2 g% 5+ 25 =8 — 10+ 25

L a 3xer—er=0

¢'(B3x—-1)=0
3x—1=0
3x=1
b ezx"—i*/e_=0

er—l:%/?
ezx—1=e§
2x—1=%
2x=13

5
x=%

€ e¥+2e'=3
(P +2e*—3=0
Stel " =u.
w+2u—3=0
(u—Dw+3)=0
u=lvu=-3
gf=1ve'=-3
x=0

Hoofdstuk 9
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a f(x)=2¢"—3x geeft f[(x)=2¢"—6x
" ] e =2+ 1) P+ 2x—1]
f(x) e( gee f(x)i (ex)z ex
¢ fix)=(2+1)evgeeft f()=2x-e+(x2+1)-e"=(x*+2x+ 1)ef
e’ 5 P s 2y tedpe L
JC2+ 1 gee tf(x)g (x2+ 1)2 o (x2+ 1)2
e fiy=o e Lgeell fa)=2x~ e 1 +a? - e 14 2 = (2% + 20y |
£ f(x)=c¢""% geeft fx)=e""? 2x=2xe" "’

d flx=

a fix)=(?—-x+1)e‘geeft [(x)=2x—1) &+ (P —x+1)-e'=@"+x)e"
f(x)=0 geeft (x> +x)e* =0
x2+x=0
xx+1)=0
x=0vx=-1

max, is f(71)=%en min, is f{0)=1.

b f(x)=(*+x)e geeft f/(X)=2x+1) - e +(x*+x) e =(x>+3x+1)e’
f7(x)=0 geeft (x> +3x+1)e*=0
x? F3xt1=1
D=3-4-1-1=5
Bl F=8
x=— o VvI=—p
x=-I3+3Svx=-13-35

c Stelkiy=ax+bmeta=f11)=(1+1e=2e.
kiy=2ex+b
f(1)=e, dus A(1, e)

2et+b=e
=%
Dus k:y=2ex—e.

a 4+In(3)=In(e*) + In(3) = In(3e?)
b In(10) —4In(2) = In(10) — In(2*) = In(10) — In(16) = In(¢) = In(3)

a 2e¥=16 ¢ 2In*(x)—In(x)=0
=8 In(x)(2In(x)— 1)=0
5x =1In(8) In(x)=0v2In(x)—1=0
x=1In(8) x=1v2In(x)=1
b In®(5x)=16 x=1vInx)=3
In(5x) =4 v In(5x) =-4 i=1vi=g=+fe
Sx=etvSx=g* d In(9x + 1) —In(x + 2) = In(4)
1 1 In(9x + 1) =In(x + 2) + In(4)
L L In(9x + 1) = In(4(x +2))
Ox+1=4(x+2)
Ox+1=4x+8
5x=17
x= 1%

a  f(x)=2%4geeft fx)=2%4-In(2)-3=3-2% 4. In(2)

b f(x)=x"3"geeft f(x)=1"3"+x"3"In(3)=(1 +xIn(3)) - 3*
, i

¢ f(x)=In(x - Jx) = In(x") =15 In(x) geeft f(x)= f = ?:ix

d /(x)="log(4x) ="log(4) + *log(x) geeft /(x) = xlnl(2)

e f(x)="log(5x —6) geeft [(x) = (5x— é) nE) o Er— 2) In(3)

" 1 2x
tf00)=InGx +3) geeft f(¥) = 35 5 6=
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'_ SO =31+3*1geefi fx)=3"1-nB)+3*" - In(3) - -1=3"1-3*"HIn(3)
S(x)=0 geeft (3 ' =3*"HIn(3)=0
3x—1 _3—x+l =0
3.\,‘—1 =3—x+l
2= 1=+
206=2
x=1

o] 1
min. is /(1)=30+30=1+1=2, dus B,=[2, -).

X

T o f(x)=x*In(x) —3x2 geeft £(x)=2x - In(x) +x* - % — x=2xIn(x)

f1(x)=0 geeft 2xIn(x) =0
x=0vIn(x})=0
x=0 v x=1
vold. nict
f(1)=1-0—3"1=-3, dus A(1,-3).

b f(x)=2xIn(x) geeft /"(x)=2 - In(x) + 2x - %z 2In(x)+2
f7(x)=0 geeft 2In(x) +2=0

21n(x) =2
In(x) = -1
— *1_1
x=egl=—
e
Stel k: y = ax + b met =f’(l>=2.l.,1=,_
el y=ax eta - . -
2
=-Zx+
G T R ]
IN__3 | e e 2¢2
f(e) Je 4 b= 3
2¢e? 2¢2
-
b_Zez
1
Dusk:y=*—x+ﬁ_
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10 Meetkunde met vectoren

Voorkennis Afstanden en middens

Bladzijde 52

(1] PG(5+11),5(-1+5)=P(8,2)

OG(11+-3).5(5+7) =04, 6)
d(4,P)=\(8 =52 +(2—-1y=3+3=9+9=/18=32
d(4, Q)=J(A =57+ (6—-17= 1P+ 7= 1+49=/50=52

dP, Q)= (4 =82+ (627 =\(-42 +4= /16 +16=32=42
De omtrek van drichoek APQ is 312 + 52 + 42 = 124/2.

| a p=3geeft A(-2,3), B(4,5)en

=ith
=i

d(d, B)=\J(4—-2PF+(5 -3¢ =6+22=/36 +4=./40 =2,/10.
b I(-2+p+1)=-6
=2+ gt le==]2
p=-11
p=-11 geeft A(-2,-11), B(-10, 5) en
d(4, B) =10 —2) + (5 —-11)2 = \/(-8)7 + 167 = \/64 + 256 = /320 = 8/5.
€ MG(2+p+1),5(p+5)=MGp—33p+25)
Mopy=-xgeeft;p+25=-(Gp—}
3P +25=5p+3
p=-2
p=-2geeft A(-2,-2), M(-1}, 1) en

dd, My= 15 =29 + (15 =22 = &7 + Bhr = j + 12 = 12l =252
d d4,B)=(p+1--22+(5-pP=(p+3)+(B-pP=p*+6p+9+25—-10p+p?

e d(4, B)=8 geeft \2p* —4p +34=38
22 —4p +34= 64
2pt—4p—-30=0
pPP—=2p—15=0
(p+3)p-5)=0
p=-3vp=5

Y

\ y=\2p"~4p y
I 8 I
;\‘—/i

I
|

I

|

|\

=3 @] 5
<

Dus d(4, B) <8 voor-3 <p <3,

10.1 Vectoren

Bladzijde 53

d(0, 4)=\[(5—0F + 2= 0F = 5+ 22 = 29
d(4, B)= (2 =5F +(6 =27 =B+ £ =5
Dus de lengte van de wandeling is 5 + /29,
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Bladzijde 56
a ‘E‘ =8sin(17°)=2,34 en ‘b‘ = 8cos(17°) = 7,65

b 1,5=|v| - sin(26°) geeft |v| = Sinl(’zséo) ~3,42 en |b| = 3,42...cos(26°) = 3,08.

B - E=(i)‘=\/42+(1)2=\/16+1=\/ﬁ
b [5]= (3] =V 5 = 56 B =3

¢ |c|= (g ‘=\/02+52=\/0+25=\/§=5

a |d|= (‘5{ 43)‘ = 037 + 047 = J0.09+0,16 = J0.25 = 0.5

e Z=2o(;)=2-\/12+32=2-\/1+9=2\/ﬁ

6
8

)‘=0,6'\/62+82=0,6~\#36+64=O,6-\f100=0,6-1O=6
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' Teken de cirkel met middelpunt O en straal 5.
Teken de lijn / evenwijdig met k, op afstand 2 van £.
De snijpunten van / met de cirkel zijn de eindpunten van de vectoren c.
Met de parallellogrammen krijg je de vectoren b.

A
OF +PQ = 00
DE +EF = DF
AK + KL =AL
MN = MP + PN

n on o
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(8 OA+AB=0B,dus AB=0B-0A4 =b —a.

12>

b OM=04+AM=04+4B=a+iF -a)=a+ib-ta=ta+1b=1(

5 -

[
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Bladzijde 58

De component langs de helling is 7 =7508in(25°) = 317 N,
De component loodrecht op de helling is F, = 750 cos(25°) = 680 N.

2 _ B @
sin(110°)  sin(30°) _ sin(40°)
125in(40°) 7= 125in(30°)
sin(110°) = 1217 Sin(110°)

De sinusregel in AOBV geeft

Dus |a|= 6,4.

10.2 Vectoren enrotaties

13 ER=(v23) en EL=(_32).

 Fae(s)
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Bladzijde 61

d=m~+MD=m+AM =(4)+(_5)=(_1)
L3 2 5

Dus D(-1, 5).

Bladzijde 62
Bl a0 b=a+AB=a+AD,

-7

6/ \2 4
Dit geeft b= (g) + (g) = (2)
Dus B(9,5). = _

b n=5+BN=b+BM,

TM%E%W@:%((E)“@)):

- {9\ (%
Dit geeftn =(_|+( 2 |=
iegeen i =) (3;_) (

Dus N(93, 82).

s ()G -(0)-0)- )

(-3

-
=]
o
10
—
—
i
w
L=
Ner”
e}
=
=
S
(=2
=
=N
LI
\'—/

BusB(Zaddl, a—),
— — —_— — —_— -+ -+ +
b q=p+PQ:p+AC=(2; d)+(“ d):(“ 2d)

—-d a+d 2a
Dus O(a + 2d, 2a).
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Bladzijde 63
] @ m=3(@+c)metc=d +DC=d +AD;

—_— - — —_— d
AD~(d)enDC*ADR~(a)
- {0 [dy [ d
C_(d)+(a)_(a+d)
— 1{{a d la+d %a-’-é—d
B =gl T =2 =i, .1
0 a+d atdl \jatid
Dus M(za +3d,3a+5d),
Voor alle waarden van a en d is x,, =v,,, dus M ligt op de lijn v = x.

b OM=+/Ca+Ldy?+(Ea+idP=\2Ca+1dP=\20a* + ad+}d?)
= M@ +2ad+d?)=\ta+adp=\} (@a+d)=L2 - (@a+d)

SP=BP~BS=3L—ﬂL=(C)—( # )=(_a72"
- (b c —a+2b\_ (-a+3b+c
tg(c)ﬁ-(a*b)ﬁ-( 2c )7(a*b+3c)

—>=(—a+3b+c)+( -2c )z(—a+3b—c)
¥ a—b+3c -a+2b b+ 3c

Dus T(-a+3b+c,a—b+3c)en U(-a+3b—c, b+3c).

n=m+MN=m+AB
{0} _(a)_{- — 2a
ADf(Za 0 2)enAB =ADy = (a) |
= —_ = 2a 3a 15a
i -2 4(2)-)- ()41
= (léa) (2a) (3;—a ’
n=| 31+ )=|33

l5a a 25a
V=mx
doorN(3 a, 2 )}3 am= 2 a4

m"‘f

Bladzijde 64

o 7-2-3-()-(5)-("

3=2L=(‘;) = = (")geeﬂ@’=a’—3=(‘;)—(g)=(bfa).

b Uit vraag a volgt BD = AC,, dus AC=BD en AC 1 BD.
| M(3a,0)

- a\ ([(b—a\ 1] c fa+tb+c
p=atiAB Ay (o)+5( ¢ )+5(a—b):5(a—b+c)
e o b =~ b—c
7-15+35-40)+4(5) 407

_= = _1fb—c) %a .1 [FaF =g
ME=g—m _2(b+c) (o 2\ e

MQ =MP,, dus MP = MQ en MP | MQ.

Dus AMPQ is een gelijkbenige rechthoekige drichoek.
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— — lb_C a _a+%b_ic
=q-a=j3 B P it 1
b+c 0 shtze
o m m +b+ -1
PR-7 -5 =) -4 T )= 202
a a—b+e atzb—3c
PR AQL,dusAQJ_PR
N W b
BR=r-—b=§(a) (2a )
-a e
~ b c) (a+b+c) 5 E—€
P =
Q q P (b+ a—b+e (2a+b
PQ = BRR, dus BR 1 PQ.
Bladzijde 65
a —-Za>+1_ 1_ (a)+1_(b a)+L( ) l(a+b+c)
4 gty o/ 2 2 Na—-b+e
- = 1_ L =d ]_b d 1 cte =1_b—C+d+€
b (e)+2( e)+2( ) 2(b+c—d+e)
i
5€ T3€,=3 2\l 2l
it 1—* 1 {0 1{a
bt =3(0) -4 =)
b - _ = _1fd—e\_1fatbtc\_ifra-b-c+td-e
PP T\ 1o Na-b+c) \a+rb-ctd+e
a

) ( c+d+e) L(a—b+c—d—e)
2\b+c—d+e *\-a—-b—-c+td-e

OS =PR,, dus PR=0Sen PR L OS

||

"Ji
“':N
u|—-
/-—'\

B i=LG+7)=1 ifatbtc) 1fb-ctd+e||_ifat2b+d+te
. PO —pre) \bte—d+e)] \a+2e—d+e
1
2

40

b— c+d+e) ( e))zl(b—c+2d)
b+c—d+el 3*\d+e Nb+c+2e

,___\

— 1= = 1fijd—e} 1{a at+d—e

meglrtsrsg E(d+e)_'—E(ﬂcz)):Z(fa+d-&-e)

- - - atb+tc a 2a+b+c

n=%(p+s)=%(%(a Prees())-4 st )

= — = (fatd—e\ ([fat2b+d+te _1 -2b—2e

T =i = 4( a+d+e) 4(a+2c—d+e) 4(—2a—2c*+2d)

N = ]( +b+c)_|_(b—c+2a’)=1_(2a+2c—2d)
Ut WP b { VR hof| Ry

IN = KML, dus KM=LNen KM 1 LN.
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10.3 Vectoren en lijnen

Bladzijde 67
a

b De eindpunten van de in a getekende vectoren liggen op de lijn door het eindpunt
van de vector a en die evenwijdig is met de vector b.

Bladzijde 69
a Je kunt ook ¢ als steunvector nemen.

[:(i)=3+"(§_5) L) (5) -, 2
i-(ai-G-0)-) 0

b ;) = (_1), dus _}) is ook een richtingsvector van /.

t= —% geeft (5) s —% : (2) = (4), dus (4, 5) is een punt van / en dus is ook (4) een steunvector van /.

6 2/ \5 5

x\_[4 (-1
Du”'(v)*(s)” (fl)'
c 3,4opl
#=3 geetrarp=3, dusr=-3,

t=-3eny=4geeftp—3-1=4,dusp="17.
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x=7geeft-2+3t=7
3t=9
t=3
(=3 geefty=5-4-3=5-12=-7
Dus 4 ligt op £,

x=-13 geeft -2 +3r=-13

3t=-11

1=-33
t=-3%geefty=5-4--33=5+143=193
Dus B ligt nict op £.

x=-31 geeft-2+3t=-31

t=-sgeefty=5-4--3=5+2=7
Dus Cligt op £.

E liink v

t 0 1

o X
punt | (1,2) | (4,3)
lijn /
u 0 1 [ \ |
punt | (2,-1)| (4,2) 3 2 -1 0 1 \2/ 3
lijn m B /\

P ()
v 0 1 // \
punt | (0,3) | (1, 1) = V
lijn n " '
w 0 1

punt (1s wz) (2: ﬁz)

i -1 1| x
punt | (3,1) | (1.3) | |
u 1 3 <
plmt (0! 1) (2! —3) 1
v -1 0 -4 -3 =2 10 V e
,1 1]
punt |(-4,-3) [ (-1,-1) P \
L~ st \
,3 1 \
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: (v . (1 4

E=(l)en3_zz(l)_(5)=(4) : (v)(s)” (4)
3 2 =2 4

d Stel eerst een vectorvoorstelling op van de lijn door BC.

XN_», . 7 =
=b+t-(b-c) (x)=(3)+t.(8)
= -a=(-G-O
4 4/ -2/ \6
Dus een vectorvoorstelling van het lijnstuk BC is C) = (i) H (2) A ),
Bladzijde 70

.. a De lijn door de middens van 4D en BC is evenwijdig met AB en CD en heeft dus

dezelfde richting als AB en CD. Dus een richtingsvector van deze lijn is DC =¢ — d.
De vector vanuit O naar het midden van BC is %(b +¢). Dus %(b + ¢) is een steunvector

van de lijn door de middens van AD en BC. Dus ():) = ;—(Z; +e)+1-(¢—d)iseen
vectorvoorstelling van de lijn door de middens van AD en BC.

b - k:(ﬁ)—3+r‘(3—;1’)
. z:(i)=5’+u~(§(2’+a’)—5’)

< m: (i)=%(5+2)+\z‘(2—3)
¢ [ gaat door B en is evenwijdig met AC.
I gaat door het midden van 4B en is evenwijdig met BD.

IIT gaat door 4 en het midden van BC.

a Substitutic vanx=1-3teny=2+¢iny=4x — 28 geeft 2 + r=4(1 — 31) — 28
2+1=4-12t—28
13t=-26
t=-2

t=-2geeftx=1-2--3=T7eny=2-2-1=0
Dus S(7, 0).

b Substitutic vanx =7+ 3ueny=-3 +uin 2x — 5y =11 geeft 2(7 + 3u) —5(-3 +u)=11
4+6u+15-5u=11
u=-18

u=-18 geeftx=7-18-3=-47Teny=-3-18-1=-21
Dus 7(-47, -21).

a Substitutic vanx=3teny=2+2rin2x —Sy=6geeft 2 - 3—5(2+2) =6
o= 10=10F=1
“4r=16
t=-4
t=-4geeftx=-4-3=-12eny=2-4-2=-6
Dus het snijpunt is (-12, -6).

@& Noordhoff Uitgevers by Meetkunde met vectoren
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b Substitutic van x=2—wu en y=-5+ 3u in 3x + 4y =10 geeft 3(2 —u) +4(-5 + 3u) =10
6—3u—20+12u=10
Su=24
u=2§
u=23geeftx=2+23--1=-3eny=-5+22:3=3
Dus het snijpunt is (- %, 3).

x=4+2t‘5‘ it 5x=20+10¢
T V=152l M = 210

5x+2y=22
Dus & 5x + 2y =22,
x=3—¢ |3 3x=9-3¢
b {v=2+3r‘1‘geeﬂ{ y=2+3
3x+ty=11
Dus /: 3x+y=11.

c x=3t—1 5‘ coft Sx=15t—5
=50+113/8

Jp=15t+3
Dus m: 5x —3y=-8,

S5x—=3y=-8

Bladzijde 71
a Neemjex=4¢iny=2x+ 3, dan krijgje y=2 - 47+ 3 oftewel y = & + 3.
Dus k: x=4r Ay =8¢+ 3 is een parametervoorstelling van £.
b x=¢t+5geefty=2-(+5)+3
y=2t+10+3
y=2i+13
Dusk:x=t+5Ay=2t+13.
¢ x=-3t+2geeftyv=2"(3t+2)+3
y=-6{+4+3
y=-6t+7
Dusk:x=-3t+2Ay=-6f+"7.
d y=4sgeeftdr=2x+3
2x=-4t+3
x=2t-13
Dus k: x=2t— 1} Ay =4t

M o x:5+4r‘1‘ coftd ¥-IOTH
: y=3-2t12/8 =64t
x+2y=11

Dus k:x+ 2y =11,
b Neemx=2fin3x—2y=6.
Dit geeft 3+ 2t—2y=6
6t—2y=6
“2y=-6t+6
v=37—3
Dusl:x=2tAy=31-3.

) )

d nix=4+3tAay=-1+2¢

x=51+p‘4‘ 4x =20t +4p
a {v=4:+3 5 €M 5y =20+ 15
4x—5y=4p-15
Er moet gelden 4p — 15 =-9 oftewel 4p = 6, dus p= 1;—.

44 Hoofdstuk 10

@ Moordhoff Uitgevers by



x=2f—1 H 3x=06f—3

{y—3t+5 {21}‘ 6r+10+
3Ix+2y=7

3x+2y=7

2y==3m+7

y=-lix+34

Substitutie van x =4 +2treny=5+3¢tinx — 2y =10 geeft 4 + 2/ —2(5+31) = 10
4+2t-10-6:=10
-4t=16
t=-4
t=-4geeftx=4-4-2=-4eny=5-4-3=-7

Dus S(-4, 7).

2+3u=-3a+1|4 8+ 12u=-12a+4

{5—4u=2a ‘3‘geeﬂ{15—12u=6a
T=-6a+4
6a=-3
o=

Dus A(-3 +-3+1,2 -1 =405, -1).

{Zv+q=5 {2v+ g=>5

= v-49=4

-3¢ = 9
g=-3

(3,4 opl:2x+5yv=cgeeftc=2-3+5-4=26,dus : 2x + 5v =26.

B, Dopk,,.x=at—3Ay=>bt+1geeftat—3 =3 oftewelat=6enbr+1=4
oftewel br = 3.

Dus at = 2bt oftewel a = 2b.

Kies bijvoorbeeld =1, dan is a = 2.

Ditgeeftkix=2r—3 Ay=1+1,

x=2t—-3|1 x=24—3
e geeft

2 W=2+2
Omdat %# -3 snijden k: x — 2y =-5 en [: 2x + 5y = 26 elkaar en vallen ze niet samen.

x—2y=-5
=2

Dus mogelijke waarden zijn e =2, b=1 en ¢ = 26.
x=at—3 ‘ ‘ bx=abt—3b
{)/ bt+1 geet {ay=abt+a
bx—ay=-a—3b
-a_-a—3b

k,p: bx —ay=-a—3benl:2x+ 5y =c vallen samen als geldt §= 5= &

Uit g: < volgt 5b=-2a

g
Kies bijvoorbeeld a = 5, dan is b =-2.
a_za73b |5 5.3
S C (5T
a=5enb=-2 5 1
5 ¢
c=-1

Dus mogelijke waarden zijna=5,b=-2¢cnc=-1.
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7 — ad —_
a A(a,a) dusa= (ax) en |a|=\fa7+a>

y . x\_ {3 L
x=-t—3Ay=pt Sgeeﬂ(v) (*8)-” (p)

)
(p)_ 5 geeft p=-23

(1,9) op (x) = (_3) iy (_IL) geeft-3—¢=1
y -8 25 =4

t=-4
t=-4 geeftg=-8—4--25=-8+10=2
Dusp=*2;—enq=2.

10.4 Vectoren en hoeken

Bladzijde 73

P
¥

Kwadrateren geeft |a|>=a 2+ az.
~ (b 5
B(b,, b)), dus b = (;) en || = /b7 +b7.
Y

Kwadrateren geeft |b[2=52+52.

b Voor de punten A(x,, v,) en B(x,, ) geldt d(4, B) = \/(xg —y, Pl
Dus voor de punten A(a,, a,) en B(b,, b,) geldt d(4, B)=+/(b, — a,)* + (b, — a,)*.
De lengte van het lijnstuk 4B wordt behalve als d(4, B) ook genoteerd als 4B, dus

AB=\J(b,~ a P+ (b, — ).
Kwadrateren geeft AB*= (b, —a,)* + (b, a )’

B 3.4 . 2
=b -2a,b,ta +b—2a,b,ta,
=g g+ bl Ta b —8a b

Bladzijde 75
a Z(k, 1)~ 180° — 108,4° =71,6°

&)-(7)
e i 3/ 11 2-3+3-1_ -3

b cos(L(F,, 7)) = - _

3
Dus Z(r,, 7,) = 105,3°.

.(71)
-6

2
'(4)=1 *2+0-4=-2+0=-2

1

=2+=1+3+-6=-2-18=-20

o
) S}
o>
Il
———
W
S ———

(="
gl
=
I
=

4

Dus Z(a, b) = 26,6°.

1

]
(3) As-la-173.

B3]

BB 2 5 omscae

S | ) By

.(2)4 VI5-\5 55 5

b cos(£(c,d))=

-1
Dus Z(c, d) = 125,5°.

3
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)6
3/ \5) o0-2+43:5 15 5

c cos(é(é',?))T(g).‘(z)( T

5

Dus Z(2, [)=21,8°.
2\, 5)

. -5)\2)  2-5+-5-2 0
d Z(g, h))= = =-==0
N

-5

2

Dus Z(g, h)=90°.

BB a2

A

Dus Z(k, 1)=36,9°. (
B
ol

Dus Z(m, n) = 81 9°.

)() _fre2+ra]

c cos(Z(p, g)=
IR s e

Dus Z(p, ) =71,6°.

15)-6)
1) \s)l [3:3+-1-5] 4

(B

a cos(Z(k )=

‘ BrAe1s3

G e

b cos(Z(m, n))=

Bladzijde 76

a cos(Z(k )=

Dus Z£(k, )= 77,5°.

. _ x (2 3
b mx=3u—-2nAy 10u+30fteweln.(v) (3)+u (10)

L) (o)
-1/ 10 _‘2-3+—1'10‘_ 4

B e

cos(Z(m, n))=

=1 10
Dus Z(m, n) = 80,1°,

0 g):(i)
=80

cos(£(BA, BCY) = = =

Z(BA,BC)=116,6°
Dus ZB=116,6°.

Alternatieve uitwerking

tan(a) =rc,; =1 geeft a = 45°
tan(f) = rcy = -3 geeft f =-71,56...°
a—f=45°—--71,56..°=116,56...°
Dus ZB=116,6°.
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A0 fie=i-a=(3)-()-(3)
|

48

1
(3 ‘

I _Fe-s+6-1)
cos(£(4D, BE)) = = =

HEFCEE

Z(AD, BE) = 69,2°
Dus de hoek tussen de diagonalen 4D en BE is 69,2°.

fe=a-5=(3)-(3)-(3) 2 ()

cos( L(AC, BC)) = (25)(;)‘ prisseal g

‘(2) ‘ (1) 29 - 17 493

B_C’=EBZ(32)A o

cos(A(BA BC))

Z(BA, BC)=94,4°
Dus ZABC =94 4°.

a S(3,-1)en(2,1)opk,, geeft rk =(_31)—(%)=(_12).

) G s
I-E s o6

4

os(£(k, 1)) =

Dus £(k, [) = 10,3°.

aj 3‘
1) \4)l la-3+1--4] [3a-4

(BT

-4

b cos(L(k,;.1))=

‘3x* 4‘
v2+1
De optie snijpunt geeft x=0,936... en x = 1,973...
Dus a=0,94va=197.

Voer iny, = en v, = cos(80).

q

5= ) ( ) =pg—pg=0
b =0, dus cos(£(a, b)) =0 en hicruit volgt (2, b)=90°.

Ql 2l

il 31 _{0y_{3
Dit is de vector (0) (2) = (_2).

Dus 7, = (E’;)

Hoofdstuk 10

Een richtingsvector gaat van het punt (0, 2) naar het punt (3, 0).
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— 2 -
b De vector n, = (3) staat loodrecht op r, = (3;2)
Dus n, = (g) staat loodrecht op de lijn £.

¢ De vector n,= (54) staat loodrecht op de lijn /.

Bladzijde 78
o5 ;2(3) d -z(4)
55 k=g dus =1 )
kidx—3y=c| _ B
@2.-1)op k } 4s 2 =3%-1= 11

Dus k: 4x —3y=11.

e

Lx+dy=c| _
0.0) op } 0
Dus I: Tx + 4y =0.

b n,= ({2), dus 7, = (%)

(-3, 0) op m, dus E,,,=(O3).
pus i ()=(3)+¢-(})
i-fpawiio(})

(0, 0) op n, dus =(O)

Y

B « Fr=tp= (2 ), dus 7, = (g)

LL5x+2y=c| _ . 1
doorA(4,1)}C‘5 4+2-1=22
Dus I: 5x + 2y =22,

b ninz,dusz,,=;m=(3).

2
3T =e| .. i
doorB(S,*l)}C_3 5+2:--1=13
Dus n: 3x+2y=13.

57 H—(z) dus;—?—(3)
2 k- gl i T gols

A(5,2) op L, dus 5, = (3)

owi )3+ )

b nlmdusr, = Em=(g)

B(1,-3)op n, dus 5, = (_13)

o)1
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{3+t=—1+3u ﬂmmﬂ{t_3u=_4‘%gedi{zr_6u=_8

3+2t=5-4u° 2t+4u=2 2t+4u=2
“10u=-10
u=1

u=1geeftx=-1+3=2Ay=5-4=1

Dus S(2, 1).

m door A(-3, 5) en B, -1), dus 7, = (f’l B g) - (_66) & (_11).

m door A(-3, 5), dus 5, = (_53)

X =3 1

Dus m: (v)_(s)”' (—1)'

n staat loodrecht op p: -x+ 5y =4, dus n: 5Sx +y=c.

nSx+ty=c _ _

door Clod, _2)}(:— 5.-4+-2=-22

Dus n: 5x +v=-22,

Substitutie van x=-3+feny=5—(in Sx +y=-22 geeft 5(-3 +H+5—¢=-22
15 +5¢t+5-t=-22

4r=-12
t=-3

t=-3geeftx=-3+-3=-6eny=5--3=8§

Dus T(-6, 8).

F=(4) dus 71 3(1)

qa \-1p a \4)

gx+tdv=c| _ B

door (5, 3) }c—5+4 3=17

Dus g: x+4v=17.

Substitutie van x =2w—4eny=w—6inx +4r=17 geeft 2w —4 +4w—6)=17
2w—4+4w—-24=17

6w =45
w=7%
w=7tgeeftx=2-71—4=1leny=7t-6=1%
Dus U(11, 13).

Snijden van k met de x-as geett y =0
3+1=0
F=-3
t=-3 geeft x=-2+-3 - 5=-17, dus A(-17, 0).

[ Lk, dus H,=Fk=(f).

I:5x+y=¢c L i
door A(-17, 0)} g =
Dus /: 5x +y=-85.

i -0

g x—4dy=c B T
door D(-4, 7)} c=-447="3
Dus g: x —4y=-32.

Hoofdstuk 10
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a n—; = (25), dus 17; = (Z)

(ﬁf)'(g)‘=|4'5+1'2|= 18
T
Dus Z(k, 1)~ 35.8°.

LI
) )l Ber+-7e2] g

G e

cos(Z(k, 1)) =

cos(Z(m, n))=

-7/ 2
Dus Z(m, n)=Z(n,, n,) = 49,8°.

¢ tan(a)= e, = 2 geeft @ =63,43..°
tan(f) =rc, = -1 geeft f=-45°
a—f=6343..°—-45°=108,43..°
Dus Z(p, ¢) =180 — 108,43..° = 71,6°.

- - [ 2p - (p+5
' a kp//lp,dusr,cpr,ﬁ—(p_i_s)enn,( )

] 72p
Li(p+5x—2py=c| __
cﬁljoorB(fl,fZ) e=-(p+3)+4p
[ (pT5x—2py=c
P - s
door C(p, 4) e=(p+p-8p
~(p T8 +4p=(p+ip—8p
p=S5tdp=p*+5p-8
pP—6p+5=0
(p—D(p—5)=0
p=1lvp=5
p=1lgeeft!: (1 +5x—2v=-(1+5)+4oftewel /,: 6x—2v=-2,dus /;: 3x—y=-1.
p=5geeftl: (5+5x—25r=~(5+5)+4"5 oftewel /5: 10x — 10y = 10, dus
lix—y=1,
b D2,p—4)opm,:(p+3)x+t(p—Ly=-12geeft (p+3)--2+(p—I)p—-4)=-12
2p—6+p*—dp—p+4=-12

pP=Tp+10=0
(p—2)p—5)=0
p=2vp=5
p=2geeft D(-2,-2}, my: S5x +y=-12enn, :€)=(2)+u'( 4 )
s & ! 4 -2 3—gq
my L n, . dus Em2=?,,2‘q, dus (i)—u-(3gq), Dit geeft 5=qguen 1 =u(3 —q)
l=3u—qu
1=3u-35
3u=6
u=2

S=quenu=2 geeﬂq=2%.

p=5geeft D(-2, 1), ms: 8x + 4y =-12 oftewel ms: 2x +y =-3 en ns ;. tf)=( 12)+u : (3 fq)
ms L ns , dus gm_s:;ns.q’ dus (i’)=u . (3 gq) Ditgeeft 2=qguen 1 =u(3 —g)
1=3u—qu
1=3u-2
3u=3
u=1
2=quenu=1 geeftg=2.
Dus (p=2rg=2)v(p=5rqg=2).
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Bladzijde 80

- (2+
PopBD,dusp=(5+3tt).

y o A I 2+t (3 _ t—1
CP=p-c (5+3t) (1) (3t+4)

-

CP L BD, dus CP * rpp,=0
AR
3r+4/ \3
(—1+%+12=0
10r=-11
t=-15
(=-15 geeft P2 — 155, 5+3 - -1:5) = P(3, 115)
CP = OP, dus |CP| =|OP|
(t‘—l) _(2+t)‘
3e+4) \5+3¢
V=172 +@t+47 = 2+ +(5+30)?
kwadrateren geeft
-1+ G+ 4P =2+ +(5+ 3y
P=20+1+97+24+16=4+4+ £+ 254301+ 97
-12t=12
=-1
t=-1geeft PR +-1,5+3--1)=P(1,2)

y=0geeft4x =12, dus x =3 en A(3, 0).
x =0 geeft 3y =12, dus vy =4 en B(0, 4).

- +
Popl,dus p= (*61 _232)'

E=5_32(6+2r)_(3)=(21+3)

-1=-3¢ \0 =3t 1
sE_=_7_[6+T2t)_(0)_(2t+6
BP=p—b (1—3:) (4) (3t—5)

AP L BP, dus AP - BP =0
(2t+3)_(2t+6)=0
-3t—1/ \-3t-5
4P+ 12¢t+6t+18+9£2+ 15t +3t+5=0
132 +36:+23=0
D=36"-4+13-23=100
_-36+10_ . -36-10_ .1
t= % Ivi % 153
t=-1geeft P(6+2-1,-1-3--1)=P(4,2)
t=-113 geeft P(6+2 * -1{3,-1 =3 - -113) = P25, 4%)
AP = BP, dus |4P| = BP|

‘(zws) _‘(z:+6)
3t—1)1 \-3t-5
@+ BPH(Bt— IF = @t G+ LB —5F
kwadrateren geeft

(2t + 32+ (3t — 12 =2t + 62 + (-3t — 5)

47+ 12t +9+9°2 + 61+ 1 =42+ 24¢ +36 + 97 + 30t + 25

Hoofdstuk 10
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10.5 Vectoren bij snelheid en versnelling

7 Bladzijde 82
71 a x(0)=0-0=0en0)=0-6=-6,dus op £=01is P in het punt (0, -6).

L=

P l2lalo|u]|2]3]als]|s
x |12 510 |-3({-4|-3]0{5]12
y |-10|-8|-6|-4|-2|0|2]4]G6s
y
6
=
4 /
"
X
4/20 g 4 6 8 10 12
2
-4
. \“-.._\
\
-10

¢ De verplaatsing van P op [2, 3] is (_(? ) - (_;1) = (;)

- Bladzijde 85
" a Evenwijdig met de y-as, dus x (1) =0 A (1) # 0
£—4=0A2—2%0
F=4n2t#2
(t=2vi=-2)nt#1
t=2vr=-2
X2)=5"2~4-2=-57eny(2)=2-2:2=0
x(-2)=3 (2P -4 --2=5zeny(-2)=(2)*-2--2=8
Dus (-51, 0) en (51, 8).
b Door de oorsprong, dus x(£) =0 A v(f)=0
1 —4=0Ar-2t=0
(P -12)=0At(t-2)=0
(t=0vE=12)A(t=0vi=2)
t=0
Stel I: ax + by =0.

(B 34 Ghows(2
i Q'(O) 0-2)"\2/ 9=l
Dus/ix—2y=0.
¢ Naar links bewegen betekent x(7) < 0 en omhoog bewegen betekent v(7) > 0,

dus x()) <O AV()>0endit geeft 7 —4 <0 A2—2>0,
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d 2P-4<0A2t—2>0
P<dA2t>2
S2<t<2at>1
1<i<2

a x(H=¢r-2geeftx(t)=2t
W) =1 — 4z geeft y(1) =3 — 4
Evenwijdig met de x-as, dus () =0 Ax(6) 0
32 —4=0A2t#0
3=4At#0
L=2At#0
xGy3)=3-2=-3eny(\3)=G3¢ -4 -13=5/3-53=-1}3
i(-3B)=5—2=2eny- 3B = (5B —4+ S B=-4B+33=153
Dus de punten zijn (-3, -12./3) en (-3, 12,/3).
b v(-1) =GP+ G CDP= 2P+ CIF =15
c X(O>0Ay(1)<0geeft2t>0A37-4<0
(>0A32<4
t>0A8<}
r>0A—V§<t<Vg
(>0 A-3\3<1<33

0<t<%/3
d x()=2geeft#-2=2
=4
t=2vit=-2

Y2)=22—4-2=0eny(-2)= (2P 4 -2=0.
t =2 geeft het punt (2, 0) en £ =-2 geeft het punt (2, 0), dus de baan snijdt zichzelf in het punt (2, 0).

R PARNE
=(0)=(3)2(5)
) (5) e

cos(p) = = =3
TR e

2/l I\-2
Dus ¢ =~ 53,1°,
a x(f)=0geeft2t—:£=0
$(12-£)=0
i=0viE=12

t=0vi=23vt=-2\3
t =0 geett (0, 0)
W2\3)=1-12-2-2\3=3-43,dus B(0,3-4\/3) en
V23 =3 12-2-2\3=3+4./3, dus 4(0, 3 +4./3).
d(4,B)=3+4\3-(3-4/3)=83
b x(=2-3feny(t)=5¢-2
Evenwijdig met de x-as, dus v())=0 Ax(6) 0
31-2=0A2-32#0
JE=2A3P#2
(=4 rr#4
=4 At£2A1#£-2
1=4
X(#=2-4—3 - B=-23eny@d)=1 4 -2-4=-4,dus (-23,-4).
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Evenwijdig met de y-as, dus x () =0 A (1) #0
2-3P=0A5t-2%#0
(t=2vi=-2)At#4
t=2vit=-2
x(2)=2-2-¢-2=2%eny(2)=5-2"-2-2=-3
x(-2)=2-2-¢- (-2P=-25eny(-2)=;- (2 -2--2=5
Dus (23,-3) en (23, 5).
¢ Bij de oorsprong hoort £ = 0.
v(0) = V(0 + (O = 22+ (27 = B=2\2
d v = O+ ) =@ -1+ G127
Voer in v, = \/(2 —12+Gx—2)%
De optie minimum geeft x=2,109...en y =0,971....
Dus de minimale baansnelheid is ongeveer 0,97 voor t = 2,11,

Bladzijde 86
V()= (t32—r 2) Becft (0~ (3212)

3(t)'3(r)=(r32_t2) -(2 )=4t+3t5—6t2=3t5—6t2+4r

37
V)| =P —4r +47 +4
. 30— 62 +4¢
Dit geeft a(f) = ;
peeihale L—42+4r +4
Bladzijde 87
" a Snijden met de x-as, dus y(1) =0 geeft £ —3r=0
Hrr—3)=0
t=0v=3

t=0vi=\3vi=-3

De baan passeert D twee keer, dat is dus op = f\/g ent= \/ST .Dusopt=0is Pin C.

Snijden met de y-as, dus x(1) =0 geeft # —4=0
=4
t=2vit=-2
¥(2)=23-3+-2=2, dus de baan passeert A opt=2en B op t=-2.
Dus de punten worden in de volgorde B, D, C, D, A doorlopen.
-
b = (; B 34[) geeft (1) = (3¢221 3) en
V() = Q20>+ (32 -3 =42+ 9 — 182+ 9= /9 — 142 +9.

1 18 — 14¢
N=V({)=——o=" (36 - 28) = —
A== or—1aRss )= for—1at 9
¢ v2)=9-2°-14-22+9=.97
a(2) = 18:2°—14-2  _ 116
V925 -14-22+9 (o7

= 155+/97
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d a(f)=0geeft 187 — 14t=0
2094 -T7)=0
t=0vi=1
t=0vt=\/§vt=— %

t=0vt=% 7vt=—% 7

v0)=+/0+9=3
VD=9 Gr-14-F+9=\E-1}2
VD=9 6P 14-5+9 =142

e Voeriny, =9 —14x* +9.

De optie minimum geeft v = 1,8856... voor x=-0,8819... en x =(,8819..,

Dus de minimale baansnelheid is ongeveer 1,886 voor ¢ =-0,882 en voor ¢ = 0,882,

£ v(f)=2 geeft JOF — 142 +9=2
kwadrateren geeft
9t — 147 +9=4
9 =142 +5=0
Stel #=u.
9t —14u+5=0
D=(-14-4-9-5=16
_14+4 14—-4 5
S TR T
P=1vi=3
t=1vt=71vr=\/§vt=f\/§
t=1vi=-lve=3J5vi=-5/5
g r=\3geeftx=(\3)>-4=-leny=0
t=-/3 geeftx=(-\/3—4=-leny=0
Dus de baan snijdt zichzelf in D(-1, 0).
3(\/5)=(2f)em7(—\/§)=(‘2f).
Filky
sl ‘( 6 )\ 6 )l _[2V3-2V3+6-6] 24
O
6 6

=L
2

Dus ¢ = 60°.
Bladzijde 88
/1 a Snijden met de x-as, dus ¥() = 0 geeft 12— 2/=0
1(t—4)=0
t=0ve=4

t=0 geeft (-2, 0), dus 7= 0 hoort bij 4 en ¢ =4 hoort bij B.
Dus de punten worden in de volgorde C, 4, D, B doorlopen.
Lo

b o” t
b r(t)=(2
)
1 2t=2

OO pr—aea Y r—ava
c ;(’):(: 5 2) geeft E(f)z()
V(1) La(f) geeft v(r) - a(t)=0
t 1
(r—z)'(1)=°
t+t—2=0
2t=2

t=1
x(1)=2—2=-11 eny(1)=1-2=-13, dus in (-13, -13).

[E—
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2 - t
r) geeft v(t) = (t— 2) en W) =B+ (—2P =P+ —-4t+4= 2841+ 4.
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d a(f)=0geeft2t—2=0
=8
=1
v)=2-4+4=2
Dus de minimale baansnelheid is \/2 voor t=1.

e Bij =4 hoort B, dus de baansnelheid in B is v(4) = \/4* + (4 —2)2 = /20 =2,/5.
Snijden met de y-as, dus x(f) = 0 geeft 12 —2=0

1o2_
str=2
r=4
t=2vit=-2

Bij =-2 hoort dus C en dit geeft (-2) = (27 + (2 — 2)° = 20 =2./5.

Dus de baansnelheden in B en C Zl_]l’l gelijk.

—1‘2 Lgn . ql
f  E(-13,23) invullen in 0= geeft {2 ?

(0= 32 -2=25
2t—2=-4
2t=-2
t=-1

i =(Yswai=()

k3x—v=c Ll Al
door(12,22)} e

Dus k:3x—y=-7.

Qen R op een ver‘ricale lijn, dus x, = xp.

Dit geeﬂ%tQ —2=142-2, dus tQ ~tp.
—y,=4 geeft 51,2 — t2—2t,)=4

Yr ™Yo g ‘:: Rz_[ (2 0 Q) }%tﬁz—ZrR—é—rRz—Zl‘R=4

g =% -4t,=4

Dus 7,= L.

yy=t-2=-1lenp-)=t-2=2L

Dus O(-1%, -13) en R(-11, 23,

e 25¢ = 25
“ ”(’)*(5:2+15f+3) geeft v(D) (10r+15)

v(0) = /257 + 152 = 29,2 m/s

b Een richtingsvector van een horizontale lijn is ((1))
> (25
v(0)= (1 5)

‘25 _ 1‘
15) Vo)l [2s-1+15-0] 25

osle) (25)‘ _ (1) /350 /850
15 0
Dus ¢ =31°,
¢ ¥(6)=-52+15:+3 geeft y(1)=-10t + 15
V(=0 geeft -10r+ 15=0
-10t=-15
=15
wW1,5)=-5-1,52+15-1,5+3=14,25
Dus de maximale hoogte is 14,25 meter.
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d y(0)=0 geeft-57+15/+3=0
D=152-4--5-3=285

-15+ /285 —15—\/285

=

-10 -10
i=1,5-0,1285vi=15+0,1,285
vold. niet

x(1,5+0,1,/285)=25(1,5 + 0,1,/285) = 79,70...
Dus de speer komt 77,7 meter achter de afworplijn neer,
- [ 25 - (0

¢ V= (—10:+ 15) geeft a) (10)

De versnellingsvector is de valversnelling van -10 m/s?,

Bladzijde 89
' a Snijden met de x-as, dus v(1) =0 geeft # —4=0
=4
t=2vir=-2

H0) = ( ) geeft V(1) = (t22_t4)

v(2)= ( 4) en v(-2) = (‘1).

De snelheidsvectoren in 4 en B zijn verticaal, dus de raaklijnen aan de baan in 4 en B zijn verticaal.
b »)=5geeftir—4=5
£=9
t=3wvit=-3
x(3)=1%-3%—4-3=-3, dus =3 hoort bij C.
2
V()= (I 2_; 4) geeft V() = (B =42 + (202 = A -8R+ 16 +42 =/ -4~ + 16

2/f-47+16 ?—42+ 16
De baansnelheid in Cis v(3) =+/3"—4 - 37+ 16 = \/61.

2‘33—4‘3 _42 _ 42

3¥-4-3116 oI

- (48 - 81) =

De baanversnelling in Cis a(3) = 61.
¢ v()= 63 geeft \ — 47+ 16 =65
kwadrateren geeft
=42+ 16=42;
=42 -263=0
Stel 2 =u.
W —du—265=0
D=(-4)-4-1--26:=121
4+11 ., _4-11_ _,
2 == EVHQT‘*BE
t2=7%vt2=—3;—
r=\/ﬁ=§\/ﬁvt=—\/ﬁ=i\/ﬁ
x(%\/_)z %2\/_ 4 2\/_—14\/_ 2\/__ Oeny(z\/_) 7‘_4 3
(330 =5 71 -3y30 — 4 - -3\30=-13\/30+ 230 = 330 en ¥(-3/30) =75 -4 =33,

Dus de punten zijn (f%\/ﬁ, 3%) en (%\/ﬁ, 3%).
2x3 —4x
a2 16
De optie minimum geeft x =0,8510... en y =-0,5882....
Dus de baanversnelling heeft voor £~ 0,851 een minimum van ongeveer -0,588,

u=

d Voeriny, =
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e Snijden met de y-as, dus x() = 0 geeft 12 — 4= 0
P —12)=0
t=0vE=12
t=0vet=23ve=-2\3
W23)=12-4=8eny(-2\/3)=12-4=8,
Dus de baan snijdt zichzelf in S(0, 8).

v(23)= ( 4\85) en v(-24/3) = (_ 4§/§)'

‘(4\8/5)'(—45/3)‘ _[8-8+4y3--43| 4

COS(¢J)=(43§)H(_48\/§) (\/64 + 48)? 112

Dus ¢ = 82°.

~|—=

Diagnostische toets

Bladzijde 92

0 T G
S 4009
| = JCIP+77=50=5\2
B

¢|=VIE+(22=15

| —
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b
b
b
-
) C
k —
a
2
k
O
b
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In AOAB is OA =4 en £O =45°,

Dus OBzizz\/i.

J2
Ook OC=24/2, dus de lengte van beide componenten is 24/2.
M is het midden van zijde 4B.

¢=b+BC= b+MARend =b+AD =b+BC
M(2(4+8),2(0+6)) M6, 3)

5 ) Chowr (3
() (5) ()

Dus C(5, 8) en D(l, 2).

5 &

"\l

(
Z:a@‘:am:(ﬁ‘) (-a’):( c—d )

d c—da d a4,
T a1 _ c d _ c+d
=t CH=c +Lh, (d)+(b~6) (b c+d)
—_— — — C+d C_d 2d d
DH*h*d#(b_c_l_d)(_a+c+d)4(a+b_zc)~2-(;_aﬁ-%b—c)

-a+=bh—
(2“ 2b f—’)Lz(l fc),dusCMJ_DHenDH=2-CM.

S EEUSHEE

Xl =
l.(v)4a+t-(m a) [.x=6+t. |
(e -a-H)- -9 D0
m—a= = = =

8 )8 W73

¢ Stel eerst een vectorvoorstelling op van de lijn n door 4 en C.

e

4718 12

Ql

Dus een vectorvoorstelling van het lijnstuk AC is C) = (g) +t1- ( - ) A-1=t<0.
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Bladzijde 93

Substitutie vanx=-2+2teny=3—¢tin2x — 3y =22 geeft 2(-2+2)—-3(3 -1 =22

4 +4t—9+3t=22
Tt=135
t=5

t=5geeftx=-2+5-2=8eny=3—-5=-2,dus 58, -2).

kix=1+3tAy=2+4¢
x =t geett 3t —v =06 oftewel y=37—-6.

o - 4

x=4—21“3‘ i 3x=12-61
y=6+3¢ 2| M 2y =12+6

3x+2y=24
Dus m: 3x + 2y =24,

2+t=2pgeettt=2p—-2
3_2t:3_p}3—2(2p—2)=3—p

=272 )y apia=3—p
“3p=-4
_ql
p=13
Dus A(2 - 13,3 — 1) = 4(23, 1),
3-2t=6
“2p=3
t=-13
+ =
zqztlgl}qzzé

i-G
) \-5)l _J6--7+1--5| 49

oy

-1) \3) \-4
() ()

s — 1) \-4 6—4 -10
Z(4B, ACY) = = e
cos(4L ) ‘(6)”(—1)‘ 3717 /629
-4

Dus ZBAC = Z(4B, AC)= 113,5°.

Ay (35), i, = (g)
k:3x+5y=c| _ .. o
door (3, 4) }c 3:3+5+4=29
Dus k: 3x + 5y =29,

(1, 1) op m, dus Em = (})

Hoofdstuk 10
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¢ plrdus _’p=F,=(41).

pdx—y=c
door (-2, 3)
Dus p: dx —v=-11.

}c=4‘2—3=11

Neem x = 3¢ bij &, danis y=1 - 3t +3 =1+3.
Dus een parametervoorstelling van kis k: x =3t Anv=1¢+3,

F":(i) en ?,3(13) geeft ?,(- F,=(?) : (13)=3 -3=0
Dus Z(k, 1)=90°,
a x()=4r— ¢ geeftx(t)=4—2¢

W1y =32— £ geeft y'(t) =22 — 2t
x'(6)> 0 geeft 4 —2>0

“2t>-4
<2
Vi(t) >0 geeft 277 —2t>0
2(t—1)>0
y
y=22 -2t
t
0 1

28 -2t>0geeftt<0vi>1

t<2A(<0vie>1)geeftr<0v1<r<2

Dus voor t < 0 en voor | <t <2 beweegt P zowel naar rechts als omhoog.
b v(r)=0 geeft =0 t=1 (zie a) met de bijbehorende punten (0, 0) en (3, -3).

x(£) =0 geeft 1 =2 (zie a) met het bijbehorende punt (4, 13).

Dus evenwijdig met de x-as in (0, 0) en (3, 7;) en evenwijdig met de y-as in (4, 1;—).
¢ WH=0geeft:—£=0

AGEt—1)=0
t=0v3t=1
t=0 v =13
vold. niet
7l 1
;(lé)z(x.r(li) =( .413_12. l_)z(ll)
vz} \2-(3r-2-13) \l3

Bij de x-as hoort richtingsvector ((1) .

)-(o)
. 13/ Vol
cos(p) = =
1 1 Sk
MRHRE
Dus ¢ = 56,3°,
d ) =02+ (0P =4 - 207+ (27 - 21
V1D = (4= 3+ (43— 3P =1+ 24= 3;=}/T3
e Voerin y, = /(4 —2xP +(2x2 — 2x)2
De optie minimum geeft x = 1,317... en y = 1,600...
Dus de minimale baansnelheid van P is ongeveer 1,60 voor £ = 1,32,
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= xX"(0) _ -2 )
ta0={uio)={a
a(t) is evenwijdig met de x-as geeft y"() =0
41—-2=0
4r=2
_1
=3
i) =45~ GP=iFenpl =3 G - GP~4

Dus in het punt (13, -3).

g vO=J@-202+ QA -20P=16— 16t + 4~ + 4 — 82 + 42 = \[4* —BF + 8~ — 16t + 16
1 82— 124 +8t—8
H=v(H= (16 =242+ 16— 16) =
M N v T E S T [TES T TS R
216-108+24-8 124 _ 124 _ 5 5
J324-216+72-48+16 148 2,37 7

a(3)=
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11 Integraalrekening

Voorkennis Differentiaalrekening

Bladzijde 98
1 1 8in()—3
a f(x) =41H2(X) = 3In(x) geeft f(x) =8In(x) - —=3 —=———
e 0 seeet A= 10 e s () = 10

B Juer= ln(3) In(3)
€ flx)=x*+2x—1 geeft
fx)=2x-2x—1+x*- \/_ =2x2x— 1+ X

In (3)

22—+ Sx—2x

V-1 x—1 -
it SR OO R g L0 o, B 8. %3
d flx)= 1 =ze'+7e " geeft fx)=ze"+3¢ 1= 132 a

a f(x)=xIn(x)—x geeft f(x)=1"In(x)+x- %— 1=In(x)+1-1=In(x)
b f(x)=xy/4x—3 geeft
F)=1d4x—3+x- 2\/— 4= /4x -3+

¢ /0= 2'3;5=%e*—%e‘“geeftf’(x)%ex—%e'“‘73=%e~‘+

d f(x)=x2In%(x) — x*In(x) geeft

() =2x - In(x) +x% - Zln(x) —=2x - In(x) —x%- l: 2xIn?(x) + 2xIn(x) — 2x1n(x) — x
=2xIn*(x) —x

e flx)=6x7x*+1 geeft
£ = 12x - W F T +6x2

_Ax—-3+0% 6¥—38
\/4x 3 (Mx—3 43
15 ¥+ 15
2 2¢F

1 2v= 1207 T + 6x> 12x(x2+ 1)+ 6x3 18x3 + 1
x4 1 5 41 gl Y +1

¢ +c* geeft

-2 g¥-] 1§ v
t _ln(2) & @) 2 E7eD= ﬁ 2

fx)= 1(2) 2% In2)—ef el =5 20— ( 5:5.2)5_

e +1
e.(

a flx)=x+ 7 ieY—]n(l +e)=x+(l +& —In(l + &) geeft

i 1 i g
e Ty 8l £ —
f)y=1—-(1+e9?2: e T ¢ 1 A+ep 1+

_(l+eP-e—ef(l+e) 142 +e¥—et—e - |
- (1+e? - (1+e (L+e)
b f(x)=sin(x) — 3sin’(x) geeft
F(x) = cos(x) — sin®(x) * cos(x) = cos(x) — (1 — cos?(x)) * cos(x) = cos(x) — cos(x) + cos*(x)
= cos’(x)
¢ fl)=x+2 —ﬁ—mn(x +2)=x+2—4(x+2)" —41n(x +2) geeft
7 5 1 4 4
Fl=T 4t B =l e e 2
(2P +4-4(x+2) XHaxt+4+d-4-8 0 X
- (x+2) - (e +2)? (@+2)
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d f(x)=(0,2x—0,4x + 1,2)\/2x + 3 geeft

£ =(0,4¢ — 0,4)  \2x + 3 + (0,232 — 0,4x + 1,2) - T+3 g

(O 0y T+ 2ROk 12 (04 -0AQx+3) 028 -04x+12
L,aX ) ﬂ2JC+3 ‘f2x+3 \/zx—+3
082+ 1,2x—0,8x—12+02x2 —04x+1,2 7

J2x+ 3 C 2x+3

11.1 Primitieven en integralen

Bladzijde 99
g(x) =x* + ¢ geeft g'(x) = 3x? en dit is f(x).
g(2)=15geeft 22+ c =15 oftewel 8 + ¢ =15, dus c = 7.

Bladzijde 100
a F(x)=5(3x+4) geeft F'(x)=5(3x +4) - 3=(3xr +4)

Dus F(x) =f(x) oftewel F is een primitieve van /.

o e _§ o b &Fd=1 F¥l

b Fx)=x—In(x+2)geeft F(x)=1 g ¥+ T+2
Dus F'(x)=f(x) oftewel F is een primitieve van f,
=l 2 Ay =
¢ Flx)= Yo 1) 2()c + 1) geeft F(x)= 2(,\c + )% 2k

Dus F (x) =f(x) oftewel F is een primitieve van f.

K
(@17

a F(x)=(2+ 1)+ 1 geeft F/(x) = 6(x2+ 1)° - 2x = 12x(x> + 1)}
Dus F (x) =f(x) oftewel F is een primitieve van f.

b Gx)=(Gx—De¥—2geeft G(x)=1 ¥+ (Gx—7) ¥ 2=(G+x—1) ¥=xe¥
Dus G'(x) = g(x) oftewel G is een primitieve van g.

1 1 2In(x)+2

¢ H(x)=In*(x) +21n(x) + 3 geeft H'(x) =21n(x) - T 42 T

Dus H'(x) = h(x) oftewel H is cen primiticve van .
S

d J) =2 Zcxlo —4=1eM-5ev— 4 geeft J(x)=5eX 25 -1 =¥+
Dus J(x) =i(x) oftewel J is een primitieve van j.

e K(x)=sin’(x) geeft K'(x) =3 sin’(x) - cos(x) =3(1 — cos*(x)) * cos(x) = 3 cos(x) — 3 cos’(x)
Dus K(x) = k(x) oftewel K is een primiticve van &,

& _gois
et &

F(x)=In(x + > — 1) geeft

Flx)=

1 1 1 % 1 yr— 1+
+\1x2—1‘(1+2\fx’-—1.Zx)_x+ ‘(H- )_x+ ’
_\/x~—1+x 11
7x+\/x2—l ‘ \/xz—lé\/xz—l
Dus F'(x) = f (x) oftewel F is een primitieve van f,

a Flx)= 5x5 geeft F'(x)=x*
Dus F(x) =1£x’ is een primitieve van f(x)=x*.
b Gx)= L—e“-”‘ geeft G'(x) - Le4x+1 g =it
Dus G(x) =e* " is een primitieve van g(x) g+l
3 1
ln(3) 1n(3)
Dus H(x) = (3)

d Kx)= 2mn(Zx) geett K(x) =3  cos(2x) - 2 = cos(2x)

¢ Hx)= - 3% geeft H'(x) = “3% - In(3) =3

In(3) (3)

18 een pr1m1t1eve van h(x) = 3",

Dus K(x) = 5 sin(2x) is een primitieve van k(x) = cos(2x).
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Bladzijde 101

1
= ae
Dus F(x)=a - -

gx
—t
In(g)
Dus F(x) =
Fix)y=¢"+c geeft Flx)=¢"
Dus F(x) =¢e* + ¢ zijn de primitieven van f{(x)=¢".

1
+]+ 4 S ety + N — n
x" c geeft F(x)=a T (n+1)x"=ax

+1 X" + ¢ zijn de primitieven van f(x) = ax".

F(x)= =@-g’6+ﬂgeeftF’(x)=@-g’f-ln(g)=gv

———+ ¢ zijn de primitieven van f(x)=g"

1
—voorx >0

] =lv00rx<0
X X

In(x) + cvoorx >0

In(-x) + cvoorx <0 geeft F(x) =

F(x)zlnx|+c={

Dus F(x)= ln‘ X ‘ + ¢ zijn de primitieven van f{x) = %

F(x)=xIn(x) —x+c geeft F(x)=1"In(x)+x - %— 1 =In(x)
Dus F(x) =xIn(x) — x + ¢ zijn de primitieven van f{x) = In(x).

Flx) =

ln;g) (xIn(x) —x) + ¢ geeft

F'(x):#-(l 'ln(x)+x'l—l)=;‘ln(x) In(x) = 8log(x)
In(g) x In(g) In(g)

Dus F(x) = @(x n(x) — x) + ¢ zijn de primitieven van f() = flog(x).

F(x) =-cos(x) + ¢ geeft F'(x)=sin(x)

Dus F(x) =-cos(x) + ¢ zijn de primitieven van f{(x) = sin(x).
F(x) =sin(x) + ¢ geeft F'(x)=cos(x)

Dus F(x) = sin(x) + ¢ zijn de primitieven van f(x) = cos(x).

Bladzijde 102
a f(x)=ax'geeft F(x)=a-

1 1
S Rl : . %l
11" + ¢ kan niet kloppen, want T+1-0

bestaat niet en x’ = 1 voor x # 0.

b fx)=x'= % geeft F(x)=In|x| +¢

¢ g —a-F@) geefi g =—a- Fx)=a-f(x)
Dus als F een primitieve is van £, dan is @ * F een primitieve van a * f.
fx)=6x7 geeft F(x)=6 - x3 +e=2x*te

b f(x)=2x3+5x4 geeft F(x)=2 - zx*+5 - 1S+ =1t +x5+¢

¢ f(x)zﬂz;szx=%x_xflgeﬂﬂF(x)=ix2 + 5! +c=}7x2+%+c

d f(0)= 10° geeft F(x) =+ 1(?:)) fog
e /()=5 2" geeft F(x)=5 - (;) ?n(—zz) Som
f o= x2 +sin(x) geeft F(x) =1x* — cos(x) + ¢
[y ="— 2 =l+2x4 geeftF(x) Injx|+2- -} x3+c=1In|x| —i+c
h f(x) =x\/§ - Zcos(x) xli— 2 cos(x) geeft
A= ;—;le' —2sin(x) + =122 » X - 2sin() + ¢

@& Noordhoff Uitgevers by Integraalrekening

67




a f(x)=x*—3x geeft F(x)= ]x4—1 Zx%te
b f(x)=5¢"geeft F{x)=5¢"+¢
3

¢ f(x):ﬁz;f 7% = 3% geeft Fl(x) = 4x2+2x2+c=—x2+§+c

o geeftF(x)=ﬁ+ﬁx" te
e f(x)=2In(x) geeft F(x)=2(xIn(x) —x) + c=2xIn(x) —2x + ¢
f f(x)=In(2x)=In(2) + In(x) geeft F(x)=In(2) - x +xIn(x) —x+c=xIn(2) +xIn(x) —x +¢

a f(x)—exJ“‘:e*‘e:e cefgeeft F(x)=e-e'+c=e""l+c

8 f(x __~8)C geeﬂF(x) 8- —-x +c=—);i+c
4
€ J (x):%%“=*x'2+2x‘3+3x'4 geeft
Flx)= xl_x-2_x-3+c_l_%_%+c=¢+c

X X X X
d f(x)=In(x\x)=In(x">) = 1}In(x) geeft F(x) =1} (xIn(x) —x) + c = L xIn(x) - 11x+ ¢

e flx)= 2log(l) =2log(x!) = - log(x) geeft

xln(x) —x
Flx)= T (2) —xlnx)-x)+c=-—"7" In(2) +c
f fx)=5"log(2x)=5 - log(2) + 5 - log(x) geeft
ey ) 1 SxIn(x) — S5x
Fx)=5-log(2)-x+5- (1o n(10) “(xIn(x) —x) + c=Sxlog(2) + —ln(IO) i

F(x) = (3x+ g)ryx = 327 + gx'2 geeft F,(x) = Tpx's + 15 gxt = ThxJx + 13g\x
Dit moet gelijk zijn aan f,(x) = p\/)_c + 2px\/§, dus2p= 7’l enp= léq
pP= 34enq 3}7 3 Tszz%

Dus voorp=3%enq=2§.

a f(x)=2x—3geeft F(x)=x>—-3x+c
b F(l)=2geeftl -3+c=2,dusc=4.
Dus F(x)=x*—3x +4.
¢ De grafieck van F(x) = x> — 3x + ¢ raakt de x-as, dus

D=0 }
9—4c=0
=2 4.1
D=@E3y-4-1-¢f”, T

c=2i
Dus F(x) =x*—3x + 21,

fO)=(2— 12 =x*—22+ 1 geeft F(x) =sx° — 3% +x+c

F(l)= 7geeft———+1+c—7 dus c= 617—5.
Dus F(x)=ix— 23+ x + 6.

F(x) = (ax?+ bx + ¢) e* geeft

F'x)=Qax+b)-e*+ (ax*+bx+c)-e*-2=2ax*+ (2a+2bx+b+2c)e™
Dit moet gelijk zijn aan f(x)=x*e*, dus2a=1A2a+2b=0Ab+2c=0.
2a=1geefta=5

2a+2b=0ena=jgeeft 1 +2b=0, dus b=-3.
b+2c=0enbh=-%geeft-t+2c=0,dusc=1.

=Ll p=_1 =1
Dusa=35b=-3enc=j
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Bladzijde 103
a  A(p)= O(rechthoek) + O(drichoek)=p - b+3p - (ap+b—b)y=bp+5p - ap=3ap*+ bp
b A(p)=ap+b

Dus A(p) =f(p).

Bladzijde 105

a f(x)=0geeft3x*—x’=
¥3B-x)=0
x=0vx=3

3
o) =[G~ dv=[x* 1] =33~} - 3¢~ 0=27-20; =6}
0

b ¥
f
v
X
O 3
x=p
P
[ e =65
0
[ -t =33
Pgp—0=1
p-ipt=3;

Voer in y, =x*— 1x* en y, =33,
De optie snijpunt geeft x = 1,84.
Dus p = 1,84.

| oov)= O(V) ]
J sin(x)dx =5 Jsm(x)dx
i—cos(xﬂf;n—z[ ~cos(o)]]

-cos(p) + cos(%n) = ;—(fcos(n) +cos(0))

—cos(p) +3=3(1+1)
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12

12
@ 0= xdr=[xide=[Ex]C = ey =3 12012 -0=812=16,3
0

0

P
b O(FV)=18 geeft j\/de= 18

0
exy=18

pVp=18
p\p=27
pl‘—=33
B3
p=9
C y
.
w, | W
°] | )
x=4 xX=p
O(W,) = O(W,)
4 P
fiFae- e
0 4
NG N
TrAa- 0“§P\f“ 4./4
vt
p 16
p=16
p=2%
p=2%
p=4-4
Bladzijde 106
T a O)=5
. P
jexdxzs
0
=5
ef—el=5
ef—1=5
c’=6
p=1n(6)
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v

X=p x=2p
ow)y=2-0(V)
2p P
[erdx=2[edx
P 0

2
] =2[e;
¥ —ef =2(e? —¢Y)
e —egf=2el -2
(e —3e"+2=0
Stel e’ = u.
w—3u+2=0
(u—Dwu—-2)=0
u=lvu=2
eP=1ver=2
p=0 v p=In(2)
vold. niet
Dus p = In(2).

a O()= j In(x) dx = [x In(x) —x]‘f =eIn(e?) —e2—(In(1) - 1) =22 -2+ 1=¢>+ 1
1
b OF)=10
P

jln(x)dx= 10

1

[xIn(x) - x]| =10
pln(p)—p—(In(1) - 1)=10
pln{p)—p+1=10
pln(p)—p=9

Voer in y, =xIn{x) —x eny,=9.
De optie snijpunt geeft x = 8,174.
Dus p = 8,174.

& Noordhoff Uitgevers by Integraalrekening 71



72

| @ F(x)=3pcos’(x) — peos(x) geeft

F,(x) = peos™(x) * -sin(x) — p * -sin(x) = -pcos*(x) sin(x) + psin(x)
= psin(x)(-cos*(x) + 1) = psin(x) - sin’(x) = psin’(x)
Dus F,(x) = _1-, pcos’(x) — peos(x) is een primitieve van f,(x) = psin’(x).
b f,(x)=0geeft psin’(x)=0

sin{x)=0
x=0+k-=m
xin [0, ] geeftx=0vx=xn
y
f
v o\
o T x

OV,) = [ fx) dx = [3pcos’(x) — peos(x)];
0

=P (P =p-l=Gp - P-p-D=—p+p-3p+p=1lp
O(V,)=4 geeft 15p=4
p=3

11.2 Oppervlakten

Bladzijde 108
a F(x)=a(Bx+1)+cgeeft F(x)=a-6(3x+1)°-3=18a(3x+ 1)
b F'(x)=18a(3x+ 1)° moet gelijk zijn aan f(x) = (3x+ 1)°, dus

18a = 1en dit geeft a = 1.

Bladzijde 109

EF(ax+b)+c] :é-f(axﬁ-b) . —
Dus éF (ax + b) + ¢ zijn de primitieven van f{ax + b).

a flx)=(ax+b)" geeft F(x):é . ﬁ(ax{_b)lﬁl e
x+b
b f(x)=g”””geeftF(x)=a~i(g)+c

c f(x)=axl+bgeeftF(x)Z%ln‘ax+b|+c

d f(x)=In(ax + b) geeft F(x)= %((ax + b)In(ax + b) — (ax + b)) + ¢

e f(x)=2log(ax +b) geeft F(x) = % - @((aﬁx o0 B e Byt =2 ) 20

f  f(x)=cos(ax + b) geeft F(x)= é sin(ax +b) +c

a f(x)=Qx—1)° geeft Fx)=3 -+ (2x— 1) +c=15(2x— 1) +c
b f(x)zexlTW:(3x+4)'3 geeft F(x)=7 - *%(3x+4)'2+c=*m+c

€ f(x)=43-2x=4(3 — 2x) geeft Fx)=4 -1 23 -2 +c=-13(3-20) 3 —2x+¢
d f(x)=+=2(1—x)’%geeftF(x)=2-—2(1—x)]5+c=—4\/1—x+c

- X
e f(x)=sin(2x +im) geeft F(x) =1 cos(2x + im) + ¢

£ f(x)=3cos(x —m) geeft F(x)=3 - 2sin(3x — £m) + ¢ = 6sin(3x — $m) + ¢
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a f(x)=ﬁgeeftF(x)=ln‘x—l‘+c
b /f(x)=Qx+ 1)2x+ 1 =(2x+ 1)’ geeft
Fy=1 3@+ 1% +e=F2x+ 172 2x+1+¢
¢ flx)=c*! geeft F(x)=3e¥ +¢
d f(x)=In(4x — 1) geeft
Fx)=1((@x—DIn(dx— D) —(@dx— 1) +ec=(x—Dhn@x—1)—(x—) +c
e f(x)=2x3_5geeftF(x)=3-%1n\2x—5\+c=1§1n\2.x—5\+c

23.\: 23x

n2) " ¢T3me)

flx) =325 geeft F(x)=-1- il Te== > > +c
5 In(3) 51n(3)

h f(x)="log(5x + 3) geeft

£ f(x)=2% geeft F(x)=7%"

+C

L1 (5x+ 3)In(5x + 3) — (5x +3)
Flx)=x- @ ((5x+3)Indx+3)—(5x+3))tc= 5In(2) t+c
a f(x)=ﬁ=3(2x— 1y geeft F(x)=3 "3 -5(2x— l)’3+c=—m+c

b f(x)=(4x+3)Jdxr +3=(4x+3)!" geeft F(x) =1+ 2(dx+ 35 +c=1s(4x+37 - JAx T3 +¢
¢ f(x)=2sin(3x +3m) geeft F(x)=2 - -1cos(3x +1m) + c =-3cos(3x +in) + ¢
d f(x)=x—In(ix+ 1) geeft

F) =13 —2(Gx+ DInGx+ D—Gx+ 1)) +e=183 - +2)InEx+ D+x+2+c

e flv=

3x6+1 geeft F(x)=6 -+ - In[3x+ 1|+ c=21n3x + 1|+ ¢

ex ex
f f(x)=e4x“—4"*"geeftF(x)=“Te4x+1_l, 4 +o=Llotx+l — 4 te

¢ @ T T @)
g f(x)=5"log(3x+2) geeft
; 1 5(Gx+2)In(3x +2) - (3x +2))
Fx)=53—— (Bx+2)In(3x+2)—(3x+2))+c=

In(10) 31n(10)
h  f(x)=3x—cos(3x+ 1) geeft F(x)= 1522 —1sin(G3x+ 1) + ¢

a |(@2sin(x—¢m)de= [*2 cos(x — ‘]g;rc)]fz =-2cos(zm) +2cos(0) = /3 +2

=L

2=

n

(¢ +cos(Ga))dx = [2 + 2sin(3n) [ = Gn? + 2sinGm) — 0+ 0) =§m2+2 - = §m2+ 1

o
=R
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F(x)=0 geeft 1 +2cos(x —2m)=0
2cos(%x—§—,;rc)=fl
cos(zx —§m) =3
Lx-n=in+k-2nvix-In=-iz+k-2x
%x:1§ﬂ+k'2ﬂvé—x=%n+k-2n
x=3n+k-dnvx=1in+k-4n

x in [0, 47] geeftx=%nvx=3:rt

3n
o) = j(1 +2cos(x — 2n))dx =[x + 4sin(3x — %ﬂ)E:[ =3n+4sin(Gn) — G+ 4sin(-37))

=3n+4:53-Gr+4--3\3)=3n+23-3n+23=25n+43

Bladzijde 110

f(x)=0 geeft In(3x—1)=0
x—1=1

%x =2

x=4

m W G

0 ]

x=6x=p

f)y=InGx— 1) geeft Fx)=2(Gx— DInGx— D —Gx—1)=Gx-2)InEx-1)—x+2
6

o) = jf(x)dx =[(x—2)InGx—1)—x+ 2]:=4ln(2) —6+2-2In()-4+2)=4In(2)-2
4

P
o) = [f®)dx=[(x=2)InGx— 1) —x+ 2], = (p=2)InGp— 1) ~p + 2~ (41n(2) - 4)
6

=(p=2)InGp—1)—p+6—4In(2)
Voer in y, =4In(2) =2 eny, = (x - 2)In(Gx — 1) —x + 6 — 4In(2).
De optie snijpunt geeft x=2,119... en x = 6,960...
Dus p = 6,96.
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TN
OW\

xX=-p xX=p
O(V) = 20(W)

0 P
J.Qe"%xdx=2j23"1?xdx
,p 0 0

0 B 7
[2--3et-5] =2[2--3¢! 5]

=, 11— .

[-6¢' z]fp—z[ e+
~6e' +6e! ¥ =2(-6¢! ¥ +6e')
~6e+6e - e =-12¢-e "+ 12e
“l+eP=-2e"+2
Stel e+ = u.

2
=l g==—+2

u
~utut=-2+2u
w=3u+2=0
(u—1Du—-2)=0
u=lvu=2
e =1ver=2
p=0v3p=In(2)
p=0 v p=3In(2)
vold. niet
Dus p=31In(2).

a De regel gaat over functies van de vorm f(ax + b) en g is van de vorm f{ax* + b).
b G(x)=a(4x® — 1) geeft G'(x) = 13a(4® — 1) - 8x = 12ax /47 —
Er bestaat geen waarde van a waarvoor G'(x) = \/4x* — 1.

a Stel 4 is het gebiebd begrensd door de x-as, de lijnen x = @ en x = b en de grafiek van f.

Dit geeft O(4) = [ f(x)dx.

Stel B is het gebiebd begrensd door de x-as, de lijnen x = @ en x = b en de grafiek van g.
Dit geeft O(B) = jg(x) dx.
‘ b

b
Dus O(V) = O(4) — O(B) = j F(x)dx — j g(x)dx.

a

b b
b O(V)= [ /x)dv ~ [gx) dv = [F(0)], ~[G)], = F(b) ~ Fa) ~ (G(b) - Gla))
=F(b) — F(a) — G(b) + G(a)=F(b) — G(b) — F(a) + G(a)
= F(b) — G(b) — (F(a) — G(a)) )
¢ O(V)=F(b) - G(b) - (F(a) - G(@) = [F(x) - G|, = [(/(x) ~ () d

a
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Bladzijde 112
Verschuif de graficken van f'en g ¢ omhoog waarbij ¢ voldoende groot is om ¥ geheel
boven de x-as te krijgen. De beeldgratfieken zijn dan y = f(x) + c en y = g(x) + c.

b b b
Dus O(V) = [(f(x) + ¢ = (g(x) + ) dx = [(/(x) + ¢ — g(x) — ) dr = [(/x) — g(x)) dx.

a O)= jsin(x)dx = [—cos:(x)];I =-cos(n) +cos(0)=1+1=2
0

2n
o) = —j sin(x) dx =-[-cos(x)|2" = [cos(x)]in =cos(2m) —cos(m)=1—-1=2

2
b j sin(x)dx = [-cos(x)] § =-cos(2m) + cos(0)=-1+1=0
0

2 T 2
[ sin(r)dx = [sin(x)dx + [ sin(x)dx = O(V) +-0(W)=2-2=0
0 0 b1

Bladzijde 113

| f(x) = g(x) geett sin(x) = cos(2x)
cos(x — 27) = cos(2x)
x—%:rr=2x+k'2nvx—]5:rc=*2x+k'2n
x=in+k-2nvix=in+k 2
)CZ*%TC‘Fk'ZTC\/x:é?I"'k'%TC

. 1 5
xin[0, ] geeftx=gmvx=:m

Y
: g i
L L X
(@] %Tc \/ %TE n
O(V) = [ (/) ~ ) dx = [sin(x) = cos(20)) dx = [-cos(v) ~sin(2)].
==cosGm)—gsin{iSn) — Ceosfer)—gsinGali=348 —3--pB—tpB—-alB
=13+ +13+53=153
a x'=2x

x=0vx*=2

x=0vx=\/§vx=—\/§
a

o= @x—)dx=[x - L]

0

=2-3-4-0=1
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p
b j(Zx P)dr=1met 0<p<.2
0

[ -5l =

F-ip0-}

4pr —p*=2
P-4 +2=0
Stel p? =
wW—4u+2=0
(W-2P—-4+2=0
(w—-2p=2

u—2=\/§vu—2=—\/5
=2+ 2vu=2—\/§

ey AT e RN D)
vold. niet  p=+2-2vp=-y2-2

vold. niet
Dus p=+/2—/2.
fix)=1geeftx’ -5 +6x+1=1
—5x*+6x=0

x(x*—=5x+6)=0
x(x—2)x—3)=0
x=0vx=2vx=3

X
7 2 3

2
O = [(ft) ~ Ddv= [ = 52 + 6x)de = [fv' ~ 13 + 3],
0
I
4

'—ll\J

$22-0=2

wo

2413234

RIS

'—-w

o) = |(1 =fx)de=

N'———-w

(= + 532 = ) = [t + 127 = 37

Il
N'-—-ww

GBI g « B o O 1 S
2
O(V) =2_§_s 12 _ 32

o) %_3 e

Dus O(F) is 63 keer zo groot als O(W).

@ Noordhoff Uitgevers by

3
(I1-(3—5x2+6x+ 1))dx=J(1 —x3+5xr—6x—1)dx
2
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J(x)=g(x) geeft x — 2\/_= -X
25=2qfx
x=1x
kwadrateren geeft
x*=x
x=0vx=1

. "

X

g

1

0

! 1
O(r) = [(g(x) ~f(x))dr= j(x (= 2ym) dr = [(-2x+2) dr = [(-2x + 22 de

D 0

=[-

2+2-§xl%]0=[—x2+1§x\/§]0=—12+1§- 1J1-0=-1+13=3

F(x)=0 geeft x—2\/x=0
x=2x
kwadrateren geeft
xr=4x
x=0vx=4

L

0 4

X

4 4 4

OW) =-[ () dv=~-[(c=2x)dv = [(or + 2 de = [-322 +2 - 3¢
0 0
1

0
=-5-4+1}-4/4-0=-8+105=23
8- O(V)=8-1=2%:=0(w)

a0 f(x)=-1 gecft ﬂ;ﬂblg
K2Hx+1=-13x

2+2ix+1=0

(x+D)x+2)=0

xkjvx=*2

ow)= Jz (% 15')dx_i(x+ Lt l%)dxzf(x

o= [+ 1oy
205 3x=t+ 13xyx],

s 2§>dx
X

=[;—x2+1n\x\+22‘—x] =b+in)— 15— @+ In@2)-5)=5+In() ~ 15 -2~ In(2) +5
L

=11+ In@) - In@2)=1;+ In3)

Hoofdstuk 11
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(x +x+1 (x+1)>dx=

(x+l+——(x+l)> =2

—_—

b O(W)=2 geeft

Lan=2
X

—_—— e e —

[tn|x =2
1n|p\—1n(1) 2
In(p)=2
p=¢

Bladzijde 114
flx)=9 geeft 3*=9
x=2

//

(@] 2

f 3 1 9 1\ 8
ouq—y 43”“*[ m@)LlS*m@)aolkma)lgam@)

:agx e a: - e T T 1 -3¢
QW)gw 3Nx[% ] 9 @ ) G

In(3) 1, In(3) In(3) In(3)
-3 . 4
Los op 9a + T (3) =9 nG3)
Voer in y, —9x+ I (3) en12—9— ln?3)'
De optie snijpunt geeft x =0,716... en x =2,875...

Dus a = 0,72.
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Y fix)=8 geeftx%=8

xi=

x=1vx=-1
vold. niet
8

0(V)=1-8+j8

¢ 5 8T 8 8
l;c1x=s+j8x-2c1x=8+[~8x-']1=8+[—] =3—gt =15

O(V)=30(V) geeft 8 + = dx=§

X

8x2dx =10

—“-—1::'—“—-a

ij‘z dx=2

|oo
| S|
(=1

Il

2

|

Qoo oo

=
»—-|00

Il
r2

Bladzijde 115

De snijpunten van de grafiek f'en de grafiek van /™ liggen op de lijn v = x.

Slx)y=x geeft 3 g

3x+2)—4=x(x+2)
Ax+6—4=x>+2x
¥—x-2=0
(x+Dx—2)=0
x=-lvx=2

=X

4

2 2
o)=2" [(fx)—x)dx=2" j(3——2—x>dx 2+ [3x—4lnfx + 2| - 17
=1

=2(6—4In(4) —2 - 2(-3—41n(1) — 1y = 8 — 81In(4) + 7=15 — 8 In(4)

80 Hoofdstuk 11
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P(p, 2e>%)
Orechthoek =p- 2e
o) =0(w)
O(W)=30

rechthoek

0.2p

p
.[(2 2y dy =p +
0
¥ P .2,
[10e°>] =p - %
10" —10=p * &7
Voer in y; =10e**— 10 en y,=x +
De optie snijpunt geeft x =7,968...

Dus p=7.97.
B (%) =21 =R Eeeh FA%) =25 » —— -1 =—2
P r 24/1—x l1-x
p

Dus F (x})=-2p/1 —x is ecn primitieve van F(x)=

iy

b 0= [ Aoy I( L F) =j( \/l“—x)dx
=[8yT=x] =81 +8/T-g=-8+8T¢

O(V) =12 geeft -8+ 81 —g=12

8y1—-¢g=20
JI-g=23
1 —q=637
q=-5;
Bladzijde 116
a ¥
/,r/

4
T/

7 x =242 x=42

4.2

o) =j In(x) dx = [x In(x) —x]zﬁ =42 - In(4\/2) — 42— (22 - In(2\/2) — 2,/2)
2\45

=42 21 In(2) - 4222 - 13In(2) + 2,/2 =102 - In(2) - 2,2 = 3\/2 - In(2)
—7\/5 In(2) — 2,2 —\/5 (7In(2) — 2)

;
b f\/ilﬂf(ﬂ)zdx j L e 4] NI -

&1 *ln(ﬂ)]z}m—ﬂ m(%)*(ﬁ o(55)

—9—ln(4\/_> (—m(%))— 6~ In(by/3) + In(y2) = 6+ln({f) 6+ In3/10)

¢ 45-2\2+In(4/5) + 6 + In(3/10) + In(2/2) = 15,581...

Dus de omtrek van W is ongeveer 15,58,
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I+2
G(x)= x>+ 1—ln( T +1)geeft

1
i _2+1-2x—(1+\/m)-1

1 1 .Zx

G'x)=

X

20x +1 1++/x2+1 X~

=it + L—at=1

= X ( 1 1+yx*+1
T AT T4aed L\ 1 e
X x —1—\/x2+1_ X

)=

= i § - +
PBEL TP+l Bl Pl

Dus G'(x) = g(x) oftewel G is een primitieve van g.

11.3 Inhouden

Bladzijde 118

a Het groene lichaam is te benaderen door de cilinder met straal f(x) en hoogte 4.

Dus de inhoud is ongeveer - (f(x))* - A.
B(x+h)—B . * il
W e e RN L)l
h—0 h h—0 h
Dus B(x) is een primitieve van 1 * ( f(x))*.

Bladzijde 119

J(x)=x geeft 2 - \/J_c=x
2—x= \/.;
kwadrateren geeft
4—dx+x*=
X —=5x+4=0
(x—Dx—-4)=0
x=1lvx=4

vold.niet
f(x)=0 geeft 2 — \/x=0, oftewel x = 4.
1

4
IK)= nszdx s nj(2 - JxPde= ﬂ[%ﬁ]é +mf4x — $xfx + %xz]?

0 1

=lr-0+n4-4-%- 4.2+ 2-@4-1-%.1-

g(x) =2x geeft 3 — Jx=2x

“2x+3=x

kwadrateren geeft

47— 12x+9=x

42— 13x+9=0
D=(-13>)—4-:4-9=25

‘= 13{;—5:2%\”: 138 5:1
vold. niet

2(x)=0 geeft 3 — \/?c =0, oftewel x = 9.

1 1 9
L) = nj(Zx)zdx+nj(3 — 0 dr =4 dx +7[(9 ~ 6 +x)dx

1 0 1

0
=a[t0], + a[or — dvx +1x2] = mE - 13- 0) + n(81 - 108+ 401 — (9 — 4+ 1)

- =gl
=3n+8n=951n

82 Hoofdstuk 11

mm - (f()*=n* (fx))

1 5 _ 4l
sntzn=lgm

x3 2+ 1
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Bladzijde 120
1 1

a I(K)=n[(ePde=nede=nlje>] = (e~ )
0 0

2 2
I(Ly =xf(ePdv =x[edv=n[}e*]; = ne! ~ }e?)
1 1
L) wGe'—3¢) gmel(e—1)
1K)  nGe*-1 ln(e?—1)
Dus I(L,) is ¢ keer zo groot als I(K).

.

P p
b I(L,)=xf(edr=x[e*dv=n[}e*]) = n(e? ~ 1)
1 1

L) Tt(2 e — ez) ln(er—¢?) ¥ —¢?

IK)  ader-1)  Im(e2-1) -1
L, e —¢?
m—lOgeeft 2-1 =10

e? —e?=10e2-10

¥ =11¢2- 10

2p=1In(11¢> - 10)

p=xIn(11e*—10)=2,1333...
Dus p=2,133.

@ gw-2
3

b /(M= nj(i)zdx = Tti9x2dx = ﬂ[—9x"]? = n[—ir = ﬂ(—%"— %>= 6m

1

Wentelen van 7" om de lijn y = 2 levert hetzelfde lichaam als wentelen van 7 om de
x-as omdat " en de lijn y = 2 beide 2 omlaag zijn geschoven.

5
a O(V)zjf(x)dx j( 2x4_1)dx:[3x+4-§1n|zx—1|]f=[3x+21n\2x—1\]f

= 15 +21In(9) = (3+2In(1))=12 +21In(9)
b De grafiek van f'wentelen om de lijn y = 3 komt neer op het wentelen van de grafiek

van gx)=f(x)—3= 4_ I wentelen om de x-as.

lI

5 5
1K) = [(g(x))zdx nj( ) nj( l)zdx=njl6(2x—l)‘2dx
1 1

£ 7
=161 ~@c—1y'] =1r[ ~ 1] =n(-5+8)="Tsn

1
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Bladzijde 121

8 8
IL, +L2)=ﬂj(1/x—2)2dx:nj(x—2)dx =i
2 2

(Vx—2)*dx=9zn

{L)=37" 18n geeftn

a —2a)—(2-4)=9
Ea 2-2a+2=9
at—4a—14=0
(@a—2Y-4-14=0
(@a—2*=18
a-2=\/18va-2=-18
a=2+3\2va=2-3\2

vold. niet

Dus a=2+34/2.

P
a O(F,)=2e geeft [e= ! dv=2¢
0

[2e+1] = 2¢
2t —2el =2
¢ e =4e

e:b =2

2p=In(2)
p=21In(2)

P
b I(L,)=9ne® geeft s-rj(e%“ 12 dx = 9ye>
0

£
[ 2ie=ae

0
[e‘ +2]ﬁ = 9¢?

el t?—e?=09¢?

e’ - e’ =10¢e’

e’ =10
=1n(10)

a I(L) = 8211 - 217c = 6L;rc

~ 2], =m(32 - 16)~m(2 —4) = 18z

3 3
b (/) e de = nj(x b dv = x| (bep dv = [} dv =
1 1

|
n[ﬁxﬂ —n( 33—5' 13)=2%'Jt

3

3 3 3
T[((f())? ~ (g dr = nj(x2 ~ ) dr =n[(x2 — fa?) de = x [ d =
1

1

bl =n -3 -1 1) =6ln
Dus Irma heeft gelijk.

Hoofdstuk 11
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Bladzijde 122

f(x)=g(x) geeft \x=1x
kwadrateren geeft
x= ‘]sz
4 =x?

x=0vx=4

4
HL) =w[ (/) — (gx)P)dx = arj(x—zf)dx a3 52 = w8~ 5 =23n
0

Bladzijde 123
J(x) = g(x) geeft ei¥ =2¢ — =¥
2eiv=2e
%x =1
x=2
2 2 2
KLy= nj((z ¢— e — (¢ )dx=m j (42 -2+ 2¢- ¥+ —¢)dx = ﬂj(4e2 — 4 ydx
0 0 0

= n[4ex -8 ei-f“]g =n(8e? — 8¢ — (0 — 8¢)) = 8me

10
=10 geeft ——==10

a f(x)=10gee =
xyx=1

x=1

o) = f(o——> zf(lo—wx‘i)dx—[wx—lo'2’“] [1(’”&]1

1 Vx

+10—(10+ 20) 20

b IL)= J'(loz—(f(x))z)dx=1rj}(100—@>dx nj(100—100x-3)dx
1 1

4
= [ 100x + 50x ]| = n[lOOx - i—?] = n(400 + 22— (100 + 50)) 253t
1

a Voor fgeldt y = 3/x, dus voor f™ geldt x = 3\/y
xX>=9y metx >0
v=sxmetx>0
Dus fi™(x) = §x2 met x > 0,
y

@)

6
1) =[xt de =l g5 5°]s = m(ats - 67—~ 0)=19%m

0

De gebruikte grenzen zijn 0 en 6.
b y=3x

3*=9x
x=Ly2
=gy

¢ Jasmijn moet de grenzen 0 en 6 gebruiken, want y loopt van 0 tot 6.
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6
d I(L)= ch.éx“dx is hetzelfde als bij onderdecl a.
0
Bladzijde 125
a Gebruik ‘buitenste’ inhoud min ‘binnenste’ inhoud.
2 2
Je krijgt dan (L) = s-rj(42 — ) dy :ﬂj(ls - Mdv=a[l6y-1°]. = =32 - B) =252,
0 0
b Voor fgeldt y = \/x, dus voor /™ geldt x = /v
y=x>metx=>0
Dus f/™(x) =x* metx > 0.
y

f\IT‘.-‘

(@] 2

2 2
L) = [(# ~ (f™ )P de=x[(16 ~ ¥y dx =nf l6x ~ §+°]; = m(32 ~ $) = 25%n
0

0

q Y =.2x -4
l
Vv I
I
|
I
!
o} 2 6% &
y=12x—4 geeft > =2x—4
2x— 4=y~
2x=3y*+4
x=gpF 2
B=(Gy? +2)
x2=33,4+2y2+4
3 3 3
(L) =a[dy=nGr* + 27 + 4 dy =n350° + 37 + d] =55 3°+3- 3 +4-3-0)

0 0
=n(125+18 +12)=422n

b yv=3geeft\2x—4=3

2x—4=9
2x=13
x=6%

5 6!
(V2= 4pde=n - 32 6}~ (2x—4)dv =58} ~xlx* ~ 4],
2

—

I(M)= Kcilinder) — =

[~

=58im— (632 —4 - 65— (22— 4 - 2))=581w — 20t =381
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4 4

i oa I(Ly)= nch-Jc2 dy= njy dy= n[%yz]z =n(8—0)=28n
0 0

b P(p, g) ligt op de parabool, dus ¢ = p*.

y q
I(L,)=1(M,) geeftn jyz de=m sz i
0 0

1. 517 _ L. o
Ex]og[fyz]o
37 —0=3p'—0
2p° =5p*

pi=0v2p=35

— p—

p=0vp=2;
p =0 voldoet niecten p= 2;— geeftg = 6};.
Dus voor p =23 eng =65,

a f(x)=0geeft2x+6=0
2x=-6
x=-3

y

/

-3 O

0 0
1) =] (/25 + 6) dx = m[(2x + 6)dv = + 6x]’, = (0 — (9 18)) = 9m
-3 -3

b f(0)=.6

y=+/2x+6 geeft > =2x+6
2x+6=y>*
2x=y"—6
x=512-3
¥ = (57 —3)
2= =32 +9

V6 V6
100 = fxdy =] (v~ 337+ 9)dy =xl35° 7 + 9],

0 0
=755+ (V6 — (V6 +9 + 6 —0) =n(z5 - 36/6 — 6,/6 +9\/6) = 437,/6
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y=4
" /

ke

-3 [3)
x=-3
y=+/2x+6
| translatie (3, 0)
y=42(x—3)+6
oftewel y=/2x
v =1/2x geeft 2 =2x

IV =r[x>dy = x[fytdy = [0, = (% 45 -0)=51in

0 0

Bladzijde 126
a I(L)= nf(ﬁ +aydv=nlte +4x]’, =&+ 16— (£ - 16))=T4ix
x
b OV)= j\/m dx en van \/m is geen primitieve te vinden met de regels
dic tot n: toe zijn geweest,

Voer in y, = /x> +4.

4
De optie integraal geeft O(V) = j\/xz +4dx =23,66.

-4

Voer in y, = +/sin(x) en y, = %x.
De optie snijpunt geeftx =0 enx =2,427...

2427.. T
De optie integraal geeft I (/sin(x) — %x)dx =1,019...en J.\/ sin(x) dx = 2,396...
0 0
1,019... is niet gelijk aan de helft van 2,396..., dus de lijn y = %x verdeelt het vlakdeel V
niet in twee delen met gelijke oppervlakte.

Bladzijde 127
a f(x)=0geeft 2In(x) — In*(x)=0
In(x)(2 — In(x)) =0
In(x)=0vIn(x)=2
x=1lvx=¢
Dus de nulpunten zijn 1 en e

Hoofdstuk 11
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2 I 2-2In()
b f(x)=2In(x) - In’(x) geeft /(x) = . 21In(x) - e
7(x) =0 geeft 2 — 2In(x) = 0
Inx) =1
xX=¢
fley=2-1-12=1, dus de top is (e, 1).
¢ F(x)=4xIn(x) — xIn*(x) — 4x geeft

F(x)=4 - In(x) + 4x - %—(1 CIn?(x) +x - 21n(x) - %)— 4=41n(x) +4 — In’(x) - 2 In(x) — 4

=21n(x) — In(x)
Dus F(x) =4xIn(x) — xIn?(x) — 4x is cen primitieve van f(x) = 2In(x) — In?(x).

a2

d oy)= j (2In(x) — In?(x)) dx = [4xIn(x) — x In?(x) — 4x]f
1
=4¢? - In(e) — ¢ - (In(e?))> — 4e® — (4In(1) — (In(1))> —4) =8> — 4> —4e> — (0 —0—4) =4
e De optic integraal geeft x (2 In(x) — In*(x))* dx=9,7780...
1

Dus /(L)=9,778.

11.4 Toepassingen van integralen

Bladzijde 129

Ib01=2';rcj 2dx = 2:ch.(r2 x)dx = 27:[ x—gx] _27[(13—‘1’3 0)=2n"- %r3=§nr3
0

Bladzijde 130

a [(7)= (r —x%)dx = n[rx—gf]zL =@l - gr=5~ [P -gr—5 G

1t

LY G ey B QR TR

1D _iosm® _4l_ L2
](S) 12953-,,“’,3 29 29

Dus de inhoud van bolschijf 7 is 1 keer zo groot als de inhoud van bolschijf S.

b Ip=24ngeeftg'n‘(g‘6)2‘6—§‘TT‘(§P)2’P=24R

32-5p=24
~57p’ =-8
pP=54
p=154
Bladzijde 131
1= njvzdx nj(rz xdx = n[ x—gx] —n(r - -1 G

3F t’

:’I(’S_% 3’”3"'31*3) S
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KS,)= njydx nj(sé Pyde=n[36x 5] =n(36p — 5p* — (36 - -3 -5+ (-3))) =n(36p — 5p° + 99)

me:;lmﬁf F X 63 =288n

K(S,)=5 * 288n geeft 36p —3p° +99 =144
36p—ipP =45

Voer in y, =36x — §x3 en v, =45,

De optie snijpunt geeft x =1,268... en x =9,699....
Dus p~1,27.

4-0_4
3-0 3
kLl OA,dusrck-rcOA=l}

—4
TCoy =3

y=—%x+b

_3., =
doorA(3,4)} 1t3+b=4

2i+b=4

b=6;

Dus k:y =-3x + 63.

k snijden met de x-as geeft fix + 6}; =0
3 -1

~§x="67

x=8L
S 1
KL)= nj (-3x+602dy - nj(zs Byde=a[-4- L e+ 65p]y —af2se - L]
3

= n[-4¢ 3+ 613]5 — n25x ~ L]’
=gl -5 B8 SR 56— 5 — 08 53

S5 P A (125~ ¢ B —(F5—~F430)) =i+ 6]~ (B35 —B6) =115

i =5 m/s.

. . . 0+
a De gemiddelde snelheid gedurende de eerste zes seconden is 0 3

Er wordt 5 -+ 6 = 30 m afgelegd gedurende deze zes seconden.
b De afgelegde afstand is een primitieve van de snelheid. Dus de afstand gedurende de

6 6
gerste zes seconden is _[v(t) dr. Ook is O(AOAB) = Iv(t) de,
0 0

Dus de oppervlakte van drichoek OAB geeft de afgelegde afstand gedurende de eerste

zes seconden.

¢ De afgelegde afstand op het interval [0, 15] is O(gehele drichoek) = *10=75m,

Bladzijde 133
Stel 5(0) = c. Dan geldt s(f) =-15 £ + 252 + 4¢ + ¢ en dit geeft s(10) = 2065 + ¢ meter,

In de eerste 10 seconden wordt dan afgelegd s(10) —s(0) = 206% +te—c= 206% meter.
Je krijgt dus hetzelfde antwoord.
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Stel a(f) =mt + n.
_a20)—a0) 5-0_
- 20-0 20
a(ty=73t +nen a(0)=0 geeft a(t) =5¢.

-

a(ty=3ten w(0)=1 geeft v() =z + 1
w(£) =+ + 1 en 5(0) = 0 geeft s(r) =3, + ¢
De afgelegde afstand gedurende deze 20 seconden is 5(20) = 57 - 20° + 20 = 3531 meter,

a a(f)=-£+ 6t en v(0) = 0 geeft v(r) = -1 + 37
w6)=-1-6+3-62=36
Dus de snelheid op £ = 6 is 36 m/s.
b v(t)=-1+3ens(0) = 0 geeft s(t) =524 +
De afgelegde afstand gedurende deze 6 seconden is 5(6) =-15 + 6* + 6° = 108 meter.
c s(6)=108cn v(6) =36 geeft s(10) =108 +4 - 36 =252
Dus op =10 is in totaal 252 meter afgelegd.
d 500-108=392

392 meter met een snelheid van 36 m/s duurt 33%2 = 105 seconden,

Dusopt=6+ 10% = 16% is in totaal 500 meter afgelegd.

a 54 km/uur =15 m/s

De constante versnelling is a.

v(f) =at + b en v(0) = 15 geeft v(¢) = at + 15.

v(f) = at + 15 en s(0) = 0 geeft s(f) =3 ar* + 15¢.

Noem de remtijd #,, dan geldt v(z.) = 0 en s(r,) = 0,75.

v(t.)=0 geeftat, +15=0

at,=-15

s(t) = 0,75 geeft Sar? + 15t = 0,75 oftewel Sat, - 1.+ 15t = 0,75.

Substitutie van az,=-15 in $at, - 1, + 15t, = 0,75 geett 7,5, + 15¢,= 0,75
7,5t,=0,75
1,=0,1

De botsing duurt 0,1 seconde.

Alternatieve uitwerking

Het rekenwerk wordt eenvoudiger als het probleem ‘achterstevoren’ wordt aangepakt.
Noem de remtijd ¢, en neem w(0) =0, s(0) = 0, v(t,) = 15 en s(t,) = 0,75.

Dit geeft v(r) = at en s(f) = ar. Dan geldt

at,=15 _
La =0,75 oftewel Sat, + 1,= 0,75} Z’itb 10’75

De botsing duurt 0,1 seconde.
¢ fff_zo_lls} a+0,1=-15
v a=-150
De versnelling is -150 m/s2,
Dit is 15 keer zo groot als de versnelling van de zwaartekracht.
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Bladzijde 134
a (1) =-0,27+ 4t en 5(0) =0 geeft s(f) == + 212
s(10)=-% - 10°+2 - 10> =133+
v(f) = 0,87 — 24 + 180 geeft s(r) = £ — 122+ 180t + ¢
5(10)=1335 geeft - 103 —12 - 102+ 180 - 10+ ¢ =133}
8663 + ¢ =133}
c=-733%
Dus s(1) =18 — 1272+ 1801 — 733},
s(15) =+t 15*— 12 - 152+ 180 - 15 — 7333 = 1663

De totale afstand dic de auto gedurende deze 15 seconden aflegt is 1663 meter.
62
T 2= 115 ms

Voer in y, =-0,2x2 + 4x, v, = 0,8x — 24x + 180 en y, = 115

De optie snijpunt met y, en y, geeft x =3,333...

De optie snijpunt met y, en y; geeft x = 11,273...

Dus op 7=~ 3,33 ent~ 11,27 is de snelheid gelijk aan de gemiddelde snelheid.
¢ Voerin y,=-%x +2x2 en ys = 100,

De optie snijpunt met y, en y,; geeft x = 8,317...

Dus na ongeveer 8,3 seconde heeft de auto 100 meter afgelegd.

b gemiddelde snelheid =

a a()=-4¢%"

V() = 4001 + c} 40603+ =32

v(3)=32 29,632...+c=32
c=2,367...

V() =40e "1 +2,367...

v(0)=40+2,367..=42,367...

De snelheid is 42,4 m/s,

b v(i)=40e%1+2367...
s(1y=-400e1+2,367..t+cl _400+0+c=0
s(0)=0 ¢ =400
Dus s(f) =-400e 1"+ 2,367...t + 400,

Voer in y, =-400¢ % +2,367...x + 400 en y, = 800.

De optie snijpunt geett x = 168,970...

v(168,970...) = 2,367...

De snelheid waarmee de parachutiste op de grond komt is ongeveer 2.4 m/s,

Bladzijde 135
a a(f)=5e"0"1% geeft

v(f)—416§e°~°12f+c}

240=
v(0) =0 4165tc=0

c= —416%
Dus v(f) = 41632912 — 4162,
V() = 416300120 — 4163 geeft

5(6) = 3472232912 — 4163 ¢ + c}

B
(=0 347222 +¢c=0

c=-34722%
Dus s(f) = 34 7223e%0'% — 41631 — 347223,
v(170) = 41632012170 — 4163 =2787,7... m/s ~ 10036 km/uur

s(170) = 347222201210~ 4163 - 170 — 347225 =161479,4...m = 161 km
Dus de snelheid na 170 seconden is 10036 km/uur en de Apollo heeft dan 161 km
afgelegd.
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b a(t) — 430.0045(#170) geeﬂ

w(f) = 888 % a0.0045(:-170) 4 .
VE1)70)=29787 7 }888§+c=2787,7...
T c=18988...

Dus v(1) = 888230,0045@— 170) 1 1898.8...
v(f) = 888520045t -170) + 898 8... geeft

5(9)=197530,8...e00045¢~170) + 1898 8.1 + c}

5(170) = 161479.4.. 197530,8... + 1898,8... - 170+ ¢ =161479.4. .

5203379...tc=1614794...

c=-3588584...

Dus s(£) =197 530,8 ...e"0045¢~170) - 1898 8.t — 358 858 4...

V(560) = 8885 00M5(560-170) + 1898 8 . =7039,7...m/s ~ 25 342 km/uur

5(560) = 197530,8...e00045(560~170) 1 1898 8 .. - 560 — 358 858,4... = 1846 915,3...m = 1847 km
Dus op £ =560 is de snelheid 25 342 km/uur en de afgelegde afstand 1847 km,

Diagnostische toets

Bladzijde 138
a Flx)=x3e"geeft F(x)=3x"-e"+x* - e"=(x* +3x)e’
Dus F'(x) = f(x) oftewel F is een primitieve van f.

E—Dx+DH+2
b G(x)= 2Jc-—x+21n(x+l)geeftG(x) Eelan =

x+1 x+1

Dus G’(x) = g(x) oftewel G is een primitieve van g.

2x+6

a flo= —2-i+6x’2 geeft F(x)=21Inx| — 6x! +c:21n‘x‘—%+c

b f)=32 geeftF(x)—l'Z’—z) 24

¢ f(x)=6e"+x2 geeft F(x)=6e"+ix’ +c

d f(x)=In(x’)=5In(x) geeft F(x) = S(x In(x) —x) +c=5xIn(x) - 5x + ¢

e f(x)="log(4x) geeft F(x)=1 - o (2) ——(4xIn(4x) —4x) + ¢ = 1(%) “(xIn(4x) —x)+e
f f(x)=3sin(x) + 2 cos(x) geeft F(x)=-3cos(x)+ 2sin(x) + ¢

S(x)=4x — In(x) geeft F(x) =2x*— (xIn(x) —x) +c=2x> +x —xIn(x) + ¢

F(1)=7geeft2 12+ 1—1-In(l)+c=7
2+1-0+c=7
c=4

Dus F(x)=2x*+x —xIn(x) + 4.

2
a O(V)zj

0

ju
b j 2 dy=[2In[x+ 1]} =2In(p+ 1) = 2In(1) = 2In(p + 1)

—dv= [21n]x + 1 \]3 =21In(3) - 21In(1) =21n(3)

0

P

jx+ -dx=50(V) geeft 2In(p + 1) =In(3)
0 In(p+1)=3In(3)
In(p + 1) = In(+/3)
pr1=y3

P a3
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24

@ ()= (x+ 6 + =P (24 6+ 103~ 1) geeft
a1 10

F) =5 5Qr+6)°+10 5@y =1y +e=g e+ 6~ 37— +c

33x—1)
b f(x)=(5x+2)%- /5x+2=(5x+2)% geeft
Fx)=5 2(5x+ 2y +c=%(5x+2) - /Sx+2+¢
C f(x)=4e"" geeft F(x)=4 - 5% +c=2e¥ 3 +¢ .
d f(x)=8'22x"geeftF(x)=8"- AR e o LA

2 1n(2) In(2)
e f(x)=In(2x + 3) geeft

F(x)=5((2x +3)In(2x +3) = (2x + 3) + c=(x + 15) In(2x + 3) — (x + 1)) + ¢

f f(x)=2x6+5geeftF(x)zs-%-1n\2x+5|+c=31n\2x+5|+c

a f()=g() geeft X 4= 419

X+ 4=-x>+9x
—9x+4=0

D=(-9Y-4-2-4=49
_9+7 _ y -

b m——————— e

o R
4 4 4
O(V)zj( x+9-T +4)dx=j(—x+9—x—%)dx=j(—zx+9—%)dx
=[x A} =-16+36 - 41n(4) = (-§ + 45— 4In(})) = 20 — 4In(4) — 4} + 41n(3)
=153-8n(2) - 4In(2) = 153 - 121n(2)
b y

x=1 x=p

- j(z+4 )dx T%dx [41n/x[]" = 41n(p) — 0= 41n(p)
1

ow)= 3geeft4ln(p) 3
In(p) =

e
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Bladzijde 139
JSx)=0geeft 2x+1)\2x+1=0
(2x+1)=0
2x+1=0
Zx:Il
¥
0

0
1K) =n[(@x+ 1) dv=nl; - ;@ + 1], =nG - 0) =5m

P
IL,)= nj(zx 1P de =l 5@+ )Y =nG2p+ 1) = 1) =gm(@p+ 1) = 1)
0
KL,)=624 I(K)=624 * yn="T8n geeft yn((2p + 1)* — 1)="78n
2p+1)—1=624
(2p + 1)* =625
2p+1=5v2p+1=-5

p=4v2p=-6
p=2vp=-3
vold. niet
Dus p=2.
f(0)=(-6)*=36
y
\ |
36
v
X
o 3
y=(2x— 6y en 0<x<3 geeft 2x —6=-/y
2x=-\[y+6
x=-p\y+3
¥ =3y + 3P
F=gy=3y+9
i 36 36 36
K== 2dv=n] Gy =3y +Ndy=n[p? - 3 - =+ 9" =r[p? — 0y + W,
0 0

=m(162—-432+324-0)=54=n
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y=e
/ V
X
o
x=1
Jx)=¢
| translatie (0, —¢)
=g

Wentelen om de lijn y = e geeft dezelfde inhoud als het vlakdeel ingesloten door de y-as, de

linx=1,delijny=-cende graﬁek van y = ¢ — ¢ wentelen om de x-as.
1
(L)= nj(( ) — (e —ef)dr=n j (€ — (e —2¢ - e +e))dr = nj( e+ 2¢ - ¢")dx
0
=7|- % ¥ +2e- ex]o :;rc(fge +2¢? (f2 +2e)) = (lze Ze + 2)7: = 19,31

J(x)=0 geeft x*sin(x})=0
x*=0vsin(x)=0
x=0vx=k-zm
x=0vx=x

0] s

o) = sz sin(x) dx
0
De optie integraal geeft szsin(x)dx =5,8696...

0

Dus O(F) = 5,870.

OA: y=2x
1 1

IL)= nj(lx)zdx+nj (5—x2)dv= nj x2dx+ﬂj (5 =) dv=x[tx]] +7r[5x——x3];/_
0

=n - 1 03)+n(5\f (\f)3 (5 1—; )= lim+n(5y5 -5 5/5-43)
=n(1§+3; 5—43) =n(35/5 - 339) = 33n(/5 - 1) = 12,94
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a(60) — a(0) _68-8 q

a Stela(t)=mt+nmetm=
60 & }a(t)=t+8

a(0)=8

a(f)=1t+ 8 en v(0) =0 geeft W) =11+ 8t
v(f) =317 + 8t en 5(0) = 0 geeft s(1) = ££3 + 412
$(60) = £ - 60° +4 - 602 =50400
Dus de raket bereikt in deze 60 seconden een hoogte van 50,4 km,
b Vanaf¢=601s a(f) =-10, dus v(t) =-10¢ + c.
w(60) = 2280 geeft -600 + ¢, = 2280, dus ¢, = 2880 en v(r) =-10¢ + 2880.
s(f) =-5¢ + 2880t + ¢,
5(60) = 50400 geeft -5 + 607 + 2880 * 60 + ¢, = 50400
-18000 + 172800 + ¢, = 50400
¢, =-104400
Dus s(f) = -5 + 2880r — 104 400.
5(288) =-5 - 288% + 2880 - 288 — 104400 = 310320
Dus de maximale hoogte is 310,32 km.
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12 Goniometrische formules

Voorkennis Goniometrische formules herleiden

Bladzijde 143
1l a

<

sin(a +17) = v, = x, = cos(a) oftewel sin(4 + 1) = cos(A4).
cos(a +17) = xp =-v, =-sin(a) oftewel cos(4 + 17) =-sin(4).
b sin(4) =-cos(4 ++m) = cos(4 + 37+ 1) = cos(4 + 137) = cos(4 + 13— 27) = cos(4 — 3)

'" 5, y

y=sin(a — 171) =y, =x,=-cos(«), dus y =-cos(a).
b y=cos(a— %n) =x,=y, = sin(a), dus y = sin(a).

y=sgin(a + l%n) =y, =-x,=-cos(a), dus y =-cos(a).
d y=cos(a+ 13m) =xp =y, = sin(a), dus y = sin(x).

e Y

y= sin(%n —a)=yp=x,=cos(a), dus y = cos(a).
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f y= cos(%n —a)=xp=y,=sin(a), dus y =sin(a).

v=sin(131— a) =y, =-x, = -cos(a), dus y =-cos().
h y=cos(lin—a)=x;=-y,=-sin(a), dus y = -sin(a).

Bladzijde 144

a y=sin(2x — 1) = cos(2x — 1w — 1n) = cos(2x — i)

b y=-sin(3x — ;1) =sin(3x — 7 + ) = sin(3x + 37) = cos(3x + 31 — +m) = cos(3x + 17)

¢ y=cos(3x+5m)=sin(Gx + i +37)=sinGx+3m)

d y=-cos(2(x — 7)) = cos(2x — +7 + 1) = cos(2x + 37) = sin(2x + 37 + 17) = sin(2x + 1+ 7)

12.1 Goniometrische formules bij vergelijkingen en herleidingen

Bladzijde 145

a sin{2x) + sin(x) =0
sin(2x) = -sin(x)
sin(2x) = sin(x + 1)

b 2sin’(x)=3cos(x)
2(1 — cos?(x)) = 3cos(x)
2 —2cos*(x) = 3 cos(x)
2cos¥(x)+3cos(x)—2=0

Bladzijde 147

sin(2x — %;rc) =-cos(x + %ﬂ)

cos(2x — %n) =cos(x + 1;-11)

Zx—%n=x+ 1§n+k‘2nv2x—%n=—x— 1%n+k-2n
x=2in+k-2nvix=-yn+k-2x
x=2in+k-2nvx=—sn+k-in

xin [0,27] gecftx=é;rc vx:%n vX= lé:rc vXx= lgn

a sin(x +37) = cos(2x)
cos(x) = cos(2x)
x=2x+tk2nvx=-2x+tk-2xn
x=k-2nv3x=k-2n
x=k'2nvx=k'§n
xin [0,27] geeftx=0vx=§nvx: 1§;rcvx:2:rc
b sin(3x)=-cos(x)
cos(3x — 27) = cos(x + )
3x—;—1r:x+7t+k-27cv3x—§7r:f(x+:rc)+k-27:
x=lym+k 2nvix—gx=-x—n+k-2n
x=%n+k'nv4x=—%n+k-2n

=3 . e .
x=intk gpvx=-zntk- Im

. 3 3 3 s 3 7
xin[0,2n] geeftx=3rvx=1invy=gnvx=gnvx=Ilgnvx=Ign
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sin?(x) + 2cos(x) = 1

1 — cosX(x) + scos(x) — 1 =0

~cos3(x) + cos(x) = 0

~cos(x)(cos(x) —3) =0

cos(x)=0v cos(x) = ;—

x=im+k mvx=in+k-2nvx=-in+k-2x
xin[0,2x] geeftx=3nvx=1invx=invx=13x
sin(3x) + /3 * cos(3x) =0

sin(3x) =-/3 - cos(3x)

sin(zv)
cos(3x) 3
tan(zx) =-\/3

L. _ 1 .
Sx=—sm+ il

x=—_f-,1r+k-2ar

xin [0, 2n] geeftx =157

cos(21tt)=sin(§m)

cos(2mt) = cos(3mt — 57)
2m‘=;—nt—é—:rc+k-2:rcv27tt=*(%m—%n)+k'27r
mt=-in+k-2nv2ont=-smt+in+k - 2n
I3t=-3+k-2v2int=Ltn+k 2z
t=-1+k-13v2it=1+k-2
t=-t+k-1tve=i+g-2

tin[0,3] geeftr=1vie=25vie=zvi=13v=23
sin(é:rct)=fcos(m)

cos(zmt — 37) = cos(nt + )

int—sn=mt+n+k 2mvint—im=-mt—m+k-2n
L l=t+1+k-2vit-i=-t—-1+k-2
“2t=13+k-2vizt=-3+k-2
t=-13+k-23vi=-3+k- 13

tin[0,3] geeftt=2ve=3vi=13

2sin’(x) + cos?(x) + cos(x) =0

2(1 — cos(x)) + cos*(x) + cos(x) =0

2 — 2 cos*(x) + cos?(x) + cos(x) =0
cos’(x) —cos(x)—2=0

{cos(x) + 1)(cos(x)—2)=0

cos(x)=-1 v cos(x)=2

x=mn+k-2m

xin[0,2n] geeftx ==

sin(2x — ;—n) = fcos(%x)

cos(2x —+n —1m) = cos(x + m)

cos(2x — %;rc) = cos(l:x + 1)
2x—%7r=%x+1t+k‘2:rcv2x—%;rc=*%x—:rc+k’27c
Izx=LEn+k-2nv23x=-tn+k-2n
x=1n+k - l3nvx=-fsn+k-3n

: 2 11 8
xin[0,2x] geeftx=1jnvx=ysnvx=I15n
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¢ cos(zmt) =-sin(;3nr)
sin(3nt + 37) = sin(3 s + 1)
}Tm‘+%n=§m+ﬂ+k’2nv%nt+;—n=n—(%m+n)+k°275
dti=dt+l+k-2vitti=1-CGt+1)+k-2
~Et=rtk-2vat=-t+k-2
t=-2+k Pvi=-D+k- B
rin[0,10] geeftr=10v=2-tv =53 vi=8%
d cos(3my) = /3 - sin(3my)
sinGme)
cos(bm) 3
tan(;y) = 53
Ime=gn+ ke
§x=é+k'1
x=5+k-3

xin[0,10] geeftx=3vx=3tvx=65vx=91

© a 2sin(x) = sin(x)

sin(x) =0

b sin(2x) =sin(x)
2x=x+tk-2nv2x=m—x+k-2x

: =

d —

e sin(2x) = sin(x + i)
A=x+in+k-2mv2x=n—(x+im)+k-2x

f i
Bladzijde 148
a y

b f(x)=-42 geeft sin(x) =12
x=-in+k-2nvx=n—-in+k-2n
xzilTTf"'k'Zﬂvxz 1%n+k.2n

x in [0,2x] geeft x = lin A 1%11

€ g(x) =5 geeft -cos(2x) =3

cos(2x) =-+
Zx:%n+kA2nV2x:7§n+k'2n

x=%ﬂ+k‘nvx=*%n+k'7{

xin [0, 27] geeftxZ%:rc vX= 1%7: vng'.rc vX= 1%1:
d f(x)=g(x) geeft sin(x) =-cos(2x)
cos(x — ;—n) =cos(2x + m)

x—%n=2x+n+k'2nvx—%ﬂ=7(2x+n)+k‘21[
*x:1%7{+k‘2nvx—;—n:*2x—n+k‘27r
x=-1n+k 2nv3x=-3n+k-2n
x=-ln+k-2nvx=-itn+k-in

xin[0,2n] geeftx=3mvx=limvx=13n

Jx) = g(x) gecftx=§nv lé—:rc oHE 1%75
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f(x) = g(x) geeft sin(2x — +x) =-cos(x — £ 7)
cos(2x — 21) = cos(x + 27)
2e-gm=xtimt ke 2mv 2y —gm=x—gntke n
x=:5?ﬂ+k‘2nv3x=k-2n
x=1rn+k-2nvx=k-in
x in [0,27] geeftx=l%nvx=0vx=%ﬂvx=1%nvx:n

2 2
T in

O(V) = [ ()~ g(0))dx = [ (sin(2x —§m) + cos(x ~gm) dx = [-Feos(2x — ) + sin(x — §m)]

0 0
=-jcos(m) + sin(ym) — (~zeos(-57m) +sin(gm) =5 +1- (3= =23

13n 131

o) = [ (f(¥)~g(x)dr = [ (sin(2v—§m) + cos(x ~ §m)dx = [-3cos(2x ~ §m) + sin(x — sm)],

1in 1in
=-Lcos(3m) + sin(137) — (-icos(2im) +sin(lzm)) =1 —1— (-3 -2 =3
1

25

De oppervlakte van Vis —=9 keer zo groot als de oppervlakte van 7.

L
1

f(x)=%geeft sin(h—%n):%
x—sm=im+k-2mv2x—in=3n+k- 2n
x=3m+k-2nv2x=lin+k 2
x:%n+k‘ﬂvx:%n+k‘n

Het is duidelijk dat het kleinste deel het deel boven de lijn y =1 is.

T

Dus 0= | (/)= Dav = (sin(2x~4m) ~ Hav = [-oos(2v ;) ][

1 S 7 1 1 1 1 1 7 1 .1 1
=-3c0s(Gm) — 537 — (-3c08Gm) — W) =-3 13- Zm 53w

=1 1 . T
=3 t3—xum 2\5 g

Ergeldta = (COS(“)), b= (COS(ﬁ)) en £(@,B)=a—f.

sin(a) sin(f)
cos(a)) (cos(f)
cos(a— B) = cos(Z£(a, b)) = |3“| bg = (Sm(a)l) _ (lsm(,e)) = cos(a) cos(f) + sin(ar) sin(p)

Bladzijde 149

a cos(f — u) = cos(f)cos(u) + sin(¢) sin(u)
u vervangen door —u geeft
cos(f + u) = cos(f) cos(-u) + sin(f) sin(-u)
cos(f + u) = cos(f) cos(u) + sin(¢) * —sin(u)
cos(? + 1) = cos(r) cos(u) — sin(z) sin(u)

b cos(r+ u) = cos(r)cos(u) — sin(z) sin(u)
u vervangen door u — 37 geeft
cos(t + u — 57) = cos(f) cos(u — 3 1) — sin(7) sin(u — 37)
sin(f + u) = cos(f)sin(u) — sin(r) * ~cos(u)
sin{t + u) = cos(f) sin(u) + sin(f) cos(u)
sin(f + u) = sin(f) cos(u) + cos(s) sin(u)

¢ sin(z+ u) = sin(¢) cos(u) + cos(z) sin(z)
u vervangen door —u geeft
sin(t — u) = sin(f) cos(-u) + cos(f) sin(-u)
sin{f — u) = sin(¢) cos(u) + cos(f) - -sin(u)
sin(/ — u) = sin(¢) cos(u) — cos(s) sin(u)
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Bladzijde 150

a N o Q

sin(f + u) = sin(f) cos(u) + cos(s) sin(u)
t=Aenu=A geeft

sin(4 + A) = sin(4) cos(A4) + cos(A4) sin(A)
sin(24) = 2sin(4) cos(4)

cos(t + u) = cos(r) cos(u) — sin(r) sin(u)
t=Aenu=A geeft

cos(4 + A) = cos(4) cos(4) — sin(A4) sin(4)
cos(24) = cos*(A) — sin*(4)

c0s(24) = cos?(A) — sin*(4)

c0s(24) = cos*(4) — (1 — cos*(4))

cos(24) = cos?(4) — 1 + cos?(4)

cos(24) =2cos*(4) — 1

c0s(24) = cos*(4) — sin’(4)
cos(24) = 1 — sin®(4) — sin’(4)
cos(24) =1 —2sin*(4)

cos(24)=2cos*(4)— 1
2cos*(4) =1+ cos(24)
cos2(A) =1 + 2cos(24)
cos(24) =1 —2sin*(4)
2sin*(4) =1 — cos(24)
sin?(4) = 1 — fcos(24)

sin(x — }11:) = sin(x) cos(fq:rt) — cos(x) sin(}in) = sin(x) %\/5 — cos(x) % 2= %\/E(sin(x) — cos(x))
sin(fym) = sin(3m — §m) = sin(5m) cos(Gm) — cos(m)sin(Gm) =1y/3 - 5y2 -3 5,2

=16 —12=3(/6—2)
sin(x + $7) = sin(x) cos(37) + cos(x) sin(} 1) = sin(x) « 1,/2 + cos(x) + $1/2 =12(sin(x) + cos(x))
sin(l%n) = sin(%:rc + Jﬂt) = sin(%ﬂ) cos(}lfr) + cos(%n) sin(};:rc) = %\/3 . %\/5 + % : %\/5

=6+ 12=3(/6+2)

cos(15T) = cos(3m — ;7) = cos(3T) cos(z ) + sin(3m)sin(zm) =3 - 542 +3/3 - 3V2 =16 + 52

: 1 1 1 1 1 1,1 1 1
SIn(5m) =3~ 3008GM) =33 " 3y2 =3 3\2

Sinxm) = |7~ 42 v sinm) = -y~ 42

vold. niet, want sin(; 1) is positief

cos(4x) cos(x) + sin(4x) sin(x) = cos(4x — x) = cos(3x)

sin(l%x) cos(x) — cos(l%x) sin(x) = sin(lé—x —x)= sin(%x)
cos(3x) cos(13x) — sin(Gx) sin(13x) = cos(3x + 13x) = cos(2x)
sin(13x) cos(13x) + cos(13x)sin(1x) = sin(15x + 13x) = sin(3x)

sin(x) (sin(4x) — sin(2x)) + cos(x) (cos(4x) + cos(2x)) =

sin(x) sin(4x) — sin(x) sin(2x) + cos(x) cos(4x) + cos(x) cos(2x) =
¢0s(4x) cos(x) + sin(4x) sin(x) + cos(x) cos(2x) — sin(x) sin(2x) =
cos(4x — x) + cos(x + 2x) = cos(3x) + cos(3x) = 2 cos(3x)

2sin{x)cos(x) = sin{x — 1)

sin(2x) =sin(x — 1)
x=x—-1+k-2nv2x=m—(x—1)+k-2xn
x=-1+k2nv2x=n—-x+1+k-2n
x=-l+k-2nv3x=n+l+k 2n
x=-1+k-2nvx=in+i+k-in
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Gebruik cos*(4) =1 + 3 cos(24).
cos2(2x) = cos(4x) + 3
1 +1cos(4x) = cos(dx) +1

% cos(4x) = cos(4x)

cos(4x)=0

dx=3mn+k-m

RN

Gebruik sin%(4) = 5 — 5 cos(24).
sin2(3x) = cos(x) + 13

% = %cos(x) = cos{x) + 1};

-13 cos(x) =

cos(x) = f%

x=%n+k- 27rvx=—§?r+k-21r
(sin(x) + cos(x))? = 15

sin?(x) + 2 sin(x) cos(x) + cos*(x) = 13
sin?(x) + cos?(x) + sin(2x) = 13

1+ sin(2x) = 11

sin(2x) =1
x=tntk-2nv2x=m—gntk-2n
x=pn+k-nvax=3 n+k- 2z

el ; . ;
x=pntk-avyi=3arnthkmn

Y ‘ onr
1 ¥= sin?(x) + cos(2x)
| | X
0] b 2n
=1
; L0 1
De evenwichtsstand is 2 o dusa=3

De amplitude is 1 — =1, dus b =1,
)
Een hoogste punt is (0, 1), dus y = % + %cos(?.x).
Gebruik sin*(4) = § — Fcos(24).
y = sin*(x) + cos(2x)
= % = %cos(lx) + cos(2x)
=3+ 3005(2x)

De periode is wr, dus ¢ =

| sin(3x) =sin(2x +x)

= sin(2x) cos(x) + cos(2x) sin(x)

= 2sin(x) cos(x) cos(x) + (1 — 2sin*(x)) * sin(x)
= 2 sin(x) cos?(x) + sin(x) — 2sin’(x)

= 2sin(x)(1 — sin’(x)) + sin(x) — 2 sin®(x)

= 2sin(x) — 2sin’(x) + sin(x) — 2 sin®(x)

= 3sin(x) — 4sin’(x)

Hoofdstuk 12

@ Moordhoff Uitgevers by



Bladzijde 151

n AN o

Gebruik sin?(4) =1 — 1 cos(24).
y=1—cos(x) — sin’(3x)
=1-cos(x)— (% - %cos(x))
=1—cos(x) — 3+ 5cos(x)
-1 Leost)
cos(3x) = cos(2x + x)
= ¢08(2x) cos(x) — sin(2x) sin(x)
= (2cos’(x) — 1) * cos(x) — 2 sin(x) cos(x) sin(x)
=2 ¢0s’(x) — cos(x) — 2 sin?(x) cos(x)
=2 cos’(x) — cos(x) — 2(1 — cos*(x)) * cos(x)
=2 cos?(x) — cos(x) — 2 cos(x) + 2 cos?(x)
= 4cos’(x) — 3 cos(x)

-cos(4) =cos(4 + )
sin(4) =cos(4 — ;—rr)
cos(24) = 1 — 2sin¥(4) oftewel sin*(4) =1 — L cos(24)
c0s(24) = 2cos*(4) — 1 oftewel cos’(4) =1 + 1cos(24)
cos(A) = sin(4 + %n)

12.2 Goniometrische formules bij symmetrie en primitiveren

Bladzijde 153
Xp= X, CNYyp =y,
Xe=Xyenyc=-y,

Bladzijde 155

Bladzijde 156

b

In voorbeeld a worden twee functiewaarden apart berekend die achteraf gelijk blijken

te zijn.

In voorbeeld b wordt in één keer de som van twee functiewaarden berekend. Bij die
berekening vallen verschillende termen tegen clkaar weg.

fGr=p)+fGn+p)=

sin(3 7 —p) — cos(gm—p) + Iy + sinGm +p) —cos(gm + p) + 15 =

cos(}ﬂt +p)— sin(fﬂr +p)+ 1% + sin(};n +p)— cos(qut +p)+ 1% =3

Er geldt f(}—ut -p)tf (ﬁ + p) =2y, dus de grafiek van f'is symmetrisch in het punt A(JT:rc, 1%).

Jp) +/f(p)=-pcos(-p) + pcos(p) =-pcos(p) + pcos(p) =0

Er geldt f(-p) + f(p) =2 - 0, dus de grafiek van fis symmetrisch in de oorsprong,
g(p) =-psin(-p) = psin(p)

g(p) = psin(p)

Er geldt g(-p2) = g(p), dusde grafiek van g is symmetrisch in de y-as,

f=p) + f(p) = cos*(-p)sin(-p) + cos*( p) sin(p) = cos*(p) - -sin(p) + cos*(p)sin(p) = 0
Er geldt f(-p) + f(p) =2 - 0, dus de grafick van / is symmetrisch in O,
fGm—p)=cos’ 3~ p)sin(z1 — p)

= (cos(37) cos(p) + sin(3m) sin( p))? (sin(37) cos( p) — cos(37) sin( p))

=(0 - cos(p)+ 1 - sin(p))* (1 * cos(p) — 0 - sin(p)) = sin*(p) cos(p)
SGm+p)=cosGn+ p)sin( + p)

= (cos(zm) cos(p) — sin(zm) sin(p))? (sin(37) cos(p) + cos(z ) sin( p))

=(0 - cos(p) — 1 - sin(p))* (1 - cos(p) + 0 - sin(p)) = sin*(p) cos(p)
Er geldt fi (%'IE —-p)= f(%TC + p), dus de grafiek van f'is symmetrisch in de lijn x = %:rc.

& Noordhoff Uitgevers by Goniometrische formules 105



a fGn—p)=cos(;m—p)+sinGr—p)~+1
= cosC1 ) cos( p) + sin(l1 ) Qin( p)+ sin(}1 n) cos(p) — cos(f1 m)sin(p) + 1
=1/2cos(p) + 3.2 sin(p) + 1\/2cos(p) — 22 sin(p) + 1 = \2cos(p) + 1
fGr+p)=cos(Gm+p) +sinGgm+p)+ 1
= cos(f1 ) cos(p) —sin(}7) qin( p)+sin(z n) cos(p) + cos(zm)sin(p) + 1
2 2cos(p) — Zsm(p) +1 5\ 2cos(p) +1 sv2sin(p) + 1= \/Ecos(p) +1
Er geldt f(4TC py=f (4 7+ p), dus de grafick van f'is symmetrisch in de lijn x = 4 7.
b fGr—p)+fGr+p)=cosGn—p)+sinGn—p)+1+cosGu+p)+sinGn+p)+1
= COS(%'JI) cos(p) + sin(% m)sin(p) + sin(% m)cos(p) — cos(% m)sin(p) + 1
+ cos(Cm) cos(p) — sin( ) sin( p) + sin(G ) cos( p) + cos(Gm) sin(p) + 1
= 2cos(3m)cos(p) + 2sin(3mycos(p) +2 =2 - -3\/2cos(p) + 2 - 3\2cos(p) +2=2
Er geldt fGr—p)+fGn+p)=2v,, dus de grafick van fis symmetrisch in het punt 4G, 1).

fGgm—p)=sin(gn—p)+ /3 cos(gm —p)
= sin(éﬂ) cos(p) — cos(én) sin( p) + \/3 ’ cos(éﬂ) cos(p) + \/§ . sin('grc) sin( p)
=3cos(p) —53/3sin(p)+ /3 - 5/3cos(p) + /3 - 3sin(p) = 2cos(p)
JGr+p)=sinGgm+p)+ /3 - cos(gm+p)
= sin(éﬂ) cos(p) + cos(én) sin(p) + /3 - cos(éfr) cos(p) —+/3 - sin('gn) sin( p)
=1cos(p) +533/3sin(p)+ /3 - 1/3cos(p) — /3 - 3sin(p) = 2cos(p)
f('gn —-p)=f (é‘ﬂ' + p), dus de grafiek van f'is symmetrisch in de lijn x = én.

a  F(x)=1isin}(x) geeft F(x) = sin*(x) - cos(x) en dit is nict f(x),
dus y = %sin3(x) is geen primitieve van f.
b cos(24)=1—2sin*(4)
2 s1n2(A) =1-c0s(24)
sinf(4)=5— -coq(ZA)
Dus s1n2(x) 5 -cos(2x)
c flo)= smz(x) = 5 ~i Lcos(2x) geeft F(x) = %x - }Isin(Zx) +c

Bladzijde 157
a f(x)=cos’(x)=1+ ;cos(Zx) geeft F(x) = éx +1sin(2x) + ¢
b g(x)=sin’(3x)=1— —cos(()x) geeft G(x) =1x — 155in(6x) + ¢

¢ hx)= sm(2 X) cos(2 X)=5 sm(x) geeft H(x) S cos(x) 8

T

a I sin(2x) cos(2x)dx = j §s1n(4x)dx 3 005(435)]%_;:
0 0

-
El

L
6

3

* 6

oo —

=-1cos(3m) +cos(0) =-F -1 +%-1=

(13 + 3cos(2x)) d

v_.ﬂ

b f( — Lsin?(x)) dv = j (2— 1+ 1cos(2x))dy =

T T

[ 3x+ gsin(zx)]" = Bn+lsin@2m) — (13- Lo+ Lsinén))
Br+0- G+t 13- a3

1
3
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o| In

1 1
U 37 I 1

KL) =n] (f(0) dv=n] sin’(2x)dv =]  ~Fecos(4x)dv =r(hx — § sin(dx))]"
0 0

e

2

= n(tn — §sin(2m) — (0 — §sin(0)) = ;7

f(x) =0 geeft sin’(x) + sin(x) + 1 =10
(sin(x) +5) =0
sin(x) =-1
x=-gn+k-2mvx=lin+k-2n
xin [0, 2] geeftx = lymvx =137
y

h /V.‘\_L/I x

O| T 1ln 12g2n

l;‘i‘[ 1
o) = j (sinz(x)+sin(x)+g)dx=j (3 — Seos(2x) + sin(x) + D) dx

Iin lin
| n(i —1cos(2x) + sin(x)) dv =[x — §sin(2x) — cos(x)] .
472 44 48 1Lz

1in
=Yq —Isin(337) — cos(13m) — (Gn — 3sin(24m) — cos(13m))
~a-3-HE- 1B G-} W)
=3r+53-n3-in+53-53
3

)
=5n—7\/3

a f(x)=2sin*(x) + sin(x) — 1 geeft f"(x) = 4sin(x) cos(x) + cos(x)

S(x) =0 geeft 4sin(x) cos(x) + cos(x) =0

cos(x) (4sin(x)+1)=0

cos(x) =0 v sin(x) =-}
cos(x) =0 geeft x =§ﬂ+ k=, dusx=§:r: vx= 1%’1!.
fGT)=2si’Gm) +sinGm)—1=2-12+1-1=2
f(5m) =2sin*(13m) +sin(13m) — 1=2+ (-1)*+-1-1=0
sin(x) =3 geeft f(x) =2 - (-pP —5—1=-15
Dus B,=[-14, 2].
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b f(x)=0 geeft 2sin’*(x) +sin(x) —1=0
Stel sin(x)=u
2 +u—1=0

sin(x)=%v sin{x) =-1
x=tn+k-2nvx=3in+k -2nvx=13n+k-2n
xin[0,27] geeftx=f;nvx=2nvx=1in

s
U

(1 = cos(2x) + sin(x) — 1) dx

o) =j (2 sin3(x) + sin(x) — 1) dx =j

T

e

H(icos(zx) + sin(x)) dx = [-zsin(2x) - cos(x)]%n

T

Il
—oi

T

=
2=

=-1sin3n) — cos(En) — (-sin(im) — cos(:m))
=2 3333

=B +LB+HRE+RE=143

Domein [0, I%TC] enp>0,dus f,(x)=p sin(%x) cos(%x) =0.
/,(x)=0 geeft psin(3x) cos(Gx) =0
sin(%x) =0v cos(%x) =0
=k mvix=in+k-'x
x=k-3nvx= 1%n+k‘3:rc
xin[0, 157] geeft x=0vx=1ixn
in 1in
o) = | psinGv)cos(rdr= | LpsinGx)dv=[4p - ~IcosCy)]
0 0
=ip+ip=1lzp
O(V,) =10 geeft 15p =10
p=63

) =-3pcos(m) + jpcos(0)

12.3 Eenparige cirkelbewegingen en harmonische trillingen

Bladzijde 159
P bevindt zich voor het eerst weer in (1, 0) als ¢ gelijk is aan 27.
Dus na 2w seconden.

Bladzijde 160
a De formules sin’(4) + cos’(4) =1 met A=1irenmet A =1
en cos(4 — B) = cos(4) cos(B) + sin(4) sin(B) met 4 = 13t en B=1,

b Voort=tris PQ=\2—2cos(s5m) = 0,26.

¢ PO=1geeft\2—2cos(Gr)=1
2-2cos(3H)=1
-2 cos(%z‘) ==
cos(31) =3
%tZ%ﬂ‘Fk'Zﬂ:V%f:*;TE"'k'ZR
t=3n+k-dnvi=-izn+k-4x

tin [0, 4n] geeft r=3nvt=3%n
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d Voerin y, =2 —2cos(zx) en y, = 13.

De optie snijpunt geeft x=3,392... enx=9,174...

W
y=+2- 2003[5}
1

I \

| |

| |

| I

| I X

O 3,392... 9174... 4n

PO > 13 geeft 3,39 <1< 9,17

a =37 geeft A(cos(3m), sin(3m)) = A(0, 1) en B(3cos(3m), 3sin(31)) = B(13/2, 131/2)

AB=\[1L2— 0P+ (12 - 1= sl +4l -3 2+ 1=\10-32
y

f A

De kleinste afstand tussen 4 en B is 2 en die ontstaat als de draaiingshock van 4
gelijk is aan de draaiingshoek van B.
Dit geeft 2t =7+ 4k 2n
t=k-2n
t=0vi=2n
De grootste afstand tussen 4 en B is 4 en die ontstaat als de draaiingshoek van 4
gelijk is aan de draaiingshoek van B plus 7.
Dit geeft 2t=t+n+k - 2n
t=n+k-2n
=5
¢ AB*=(3cos(f) — cos(20))* + (3 sin(r) — sin(21))?
=9cos’(f) — 6.cos(r) cos(2r) + cos*(2r) + 9sin*(z) — 6 sin(r) sin(2f) + sin*(2¢)
=9+ 1 — 6(cos(2f) cos(?) + sin(2¢) sint)) = 10 — 6 cos(2t — £)
=10—6cos(r)
DusAB= /10— 6¢os(?).
d J10—6cos() =7
10—6¢cos(t)=7
6cos()=3
cos() =1
t=§n+k‘2nvt=*%7{+k°27{
0<r<2mgeeftr=inve=13n
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e Voerin y =/10—6cos(x) eny, =3.

De optie snijpunt geeft x=1,403... en x =4,879...
y

y =410 = 6 cos(f)

| |
- : t
o 1,408.. 4,879... 2n

AB <3 geeft0<7< 1,40 v4.88<r<2n

Bladzijde 161
a y=1.2 geeft op de cenheidscirkel punten met richtingshock 37 en met richtingshoek 3.

Tussen deze twee punten ligt precies een kwart van de eenheidscirkel. De lengte van
de baan is dus 3 - 27+ 1=1m.
Voor A4 geldt sin(27) = %cosz(ZI)
sin(2¢) = 3(1 — sin?(27))
sin(2¢) = % — 3sin?(27)
15sin(27) = 1 — sin*(27)
sin?(27) + 15sin(26) — 1 =0
(sin(26) — $)(sin(20) +2) =0
sin(2f) =1 v sin(2r) =-2
2d=tn+k-2mv2=in+k-2n
t=pr+k-nvi=3n+k-xn
P(cos(; ), sin(; 1)) oftewel P(3+/3, 3)
O(cos(m), sin(37)) oftewel O(-1/3, )
Voor B geldt 3 sin(r) =3 + (3 cos(t))?
3sin(f) = 6 cos?(t)
sin(r) = 2 cos*(f)
Voer in y, = sin(x) en v, = 2 cos*(x).
De optie snijpunt geeft x=0,895... enx = 2,245, .,
Dus £ =0,895... en = 2,245...
R(3¢0s(0,895...), 3sin(0,895...) oftewel R(1,874; 2,342)
S(3¢cos(2,245...), 3sin(2,245...) oftewel S(-1,874; 2,342)

Substitutie van x =2 cos(z) en y = 2sin(z) in y =x + 1 geeft 2sin() = 2 cos(s) + 1.
Voer in y, =2sin(x) en v, =2 cos(x) + 1.

De optie snijpunt geeft x~ 1,15 en y~ 1,82 en x~ 3,57 en y ~-0,82.
Voort=1,15isy=1,82enx=y—1=0,82.
Voort=3,57isv=-0,82enx=yv—1~-1,82,

Dit geeft de snijpunten (0,82; 1,82) en (-1,82; -0,82),
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b x=1 geeft 2cos()=1
cos(f) =1
t:%n+k‘2ﬂvt=*%ﬂ+k‘2ﬂ
y

2
_-‘\f=§TL

|_—t=-1n
=2

x=1

De baan ligt rechts van de lijn x =1 indien 2 cos(r) > 1, dus als cos(f) > 1
en dit geeft-tm<r<inm,
De baan 2is de cirkel met middelpunt (0, 0) en straal 2.

im
Dus ligt 32—“ =1 deel van de cirkel rechts van de lijn x = 1.

De lengte van dit deel is § - 2 - 2 = 137
¢ P(2cos(1), 2sin(r)) en O(cos(21), sin(2r)) geeft
PO? = (2cos(r) — cos(21))* + (2 sin(z) — sin(21))?
=4 ¢os*(1) — 4 ¢cos(1) cos(21) + cos?(21) + 4sin®(r) — 4 sin(r) sin(27) + sin®(27)
= 4cos?(f) + 4sin*(r) + cos*(21) + sin’(2f) — 4 cos(r) cos(2r) — 4 sin(r) sin(21)
=4+ 1 — 4(cos(2¢) cos(?) + sin(2t) sin(z))
=5—4cos(2t—1)
=5—4cos(r)
Dus PO =+/5 — 4 cos(r).
d Voeriny, =5 —4cos(x)eny,=1,5.

De optie snijpunt geeft x=0,812... en x =5,470...

y
m
1l
2l e,
I I
I I
" L " L X
0| 0812... T 5,470... 21

Dus gedurende 5,470... — 0,812... = 4,66 seconde per rondgang,
e xp=x, geett 2cos(7) = cos(2r)

Voer in v, =2 cos(x) en v, = cos(2x).

De optie snijpunt geett x=1,9455... en x =4,3376...

Voor de getekende situatie geldt 7 = 1,946.
f Voor de andere situatie geldt 1 = 4,338,

Yp:=XYp =3 2
. »= 38zt
yp=23sin( m)} e )
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Bladzijde 163

a De frequentie is 520—;[ =25Hz.

b Per trilling is de afgelegde afstand 4 - 5 =20 cm.
Er zijn 25 trillingen per seconde, dus per kwartier zijn er 15 - 60 - 25 = 22500
trillingen.
De afgelegde afstand in één kwartier is 22 500 - 20 = 450000 cm = 4,5 km.

amplitude = 10 geeft b =10
frequentie =3 Hz geeft c=2n- 3 =6x
Dus u = 10sin{6xt).

a De omtrek van de cirkel met middelpunt Penstraal ,00mis2n- 1 =2nm.

De lengte van boog BC is % 2r=0,1745 m.

B r_A'

sin(5°) = AIB, dus A'B =sin(5°).
BC=24'B=25in(5°)~0,1743 m
¢ b=AB=sin(5°)= 0,09

21:(\[\/W313

d 7= Zn\/; =21 fm =~ 2,01 seconde, dus de klok geeft ongeveer 1 tik per seconde.
a Door de figuur een kwartslag te draaien, zie je dat de projectie van P op de x-as op
hetzelfde neerkomt als de projectie van een eenparige cirkelbeweging op de y-as.
Dus P” voert een harmonische trilling uit.
Xpr=xp=bcos(ct)
b y
y=X
P
X
b

Door de figuur een achtste slag te draaien, zie je dat de projectie van P op de lijn y =x
op hetzelfde neerkomt als de projectie van een eenparige cirkelbeweging op de v-as.
Dus de projectie van P op de lijn v = x voert een harmonische trilling uit.
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12.4 Bewegingsvergelijkingen met goniometrische formules

Bladzijde 165
a Snijden met de x-as, dus y =10,
v =0 geeft sin(4/)=0
dt=k-x
t=k- };7{
tin [0, 2x] geeft 1 =10, t=ﬁn,t=;—n,t=%ﬂ,t=n, t= 1%n,t= 1%1r,t= 1%1r ent=2n
Het punt P gaat door de oorsprong voor t=0, f=ment=2x
en snijdt de x-as in (-1, 0) voor ¢ = 1%7: enin (1,0) voor t‘:%n.
t= in eni= i—’n geven x = sin(quc) = sin(%n) =§ 2, dusxz= % \/E
t=13ment= 137 geven x = sin(137) = sin(137) = -3+/2, dus x, =-5./2.
b Ciseentop, dusy.=1.
v=1geeft sin(4)=1
dt=in+k-2n
t=gn+k- 3w
t=m geeft x = sin(zm) = 0,3826..., dus x. = 0,383.

Bladzijde 166
a x =sin(2¢) en y = sin(z) substitueren in vy = -x + | geeft sin(r) = -sin(27) + 1.
Voer in v, = sin(x) en y, = -sin(2x) + 1.
De optie snijpunt geeft x=0,3552.., enx =1,5707...
= 1,5707... geett sin(2r) = 0 en sin(z) = 1, dus het punt (0, 1).
t=10,3552... geeft sin(2¢) = 0,6521... en sin(r) = 0,3478..., dus het punt S(0,652; 0,348).

b De baansnelheid in O is v(0) = \/(2 cos(0))” + (cos(0))> = /(2 - 12+ 12= /5.

< 50~310)~ (om0 )~1
tan(p) =1, dus ¢ ~ 26,6°.

Bladzijde 167
a y=1 geeftsin(r) =1
r=é—:rc+k~2:rcvt:%;rc+k-2ﬂ
tin [0, 2n] geeftt=tmvi=3n
x(¢m) = sin(3 1) =1/3, dus x,, = 3./3.
x(gﬂ) = sin(l%:rr) = *% 3, dusx.= *%\/5
CD=xp—xc =13 —-13=3
b De baansnelheid in D is
w(km) = (2 cosGm) + (cosGm)? = (2 - 5P + GVBR =\1+3= Vi=1V7.

~i (G _[1) - 1
R AT

1 1
(;-\/5)’(0)‘_1-1% 300

cos(a) = = =—
(11 )(l) f12+(%\/§2.1 1%
3/l o

Dus a = 40,9°.
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d x(r)=0 geeft sin2)=0
2t=k-m
=k %?T
¥(t) =0 geeft sin(£)=0
t=k'=m
Dus de baan gaat in [0, 21t] door de corsprong voor =0, t=men = 2x.

0= (i0) (oo )~ (1) 7= Cooar )= 3)

- ‘(?)(21) S e I e |
) FrTE e s
Dus £ = 53,1°.

a y=1 geeftsin(3r) =1
t=in+k-2n
t=im+k-im
1 =3 geeft A(sin(13 ), sin(25m)) = A(-5/3, 1)
x=-1 geeft sin(2¢) =-1
2t=1in+k2x
(=in+k-m
t =37 geeft B(sin(13m), sin(2;7)) = B(-1, 3/2)
b x(r) =sin(2¢) en ¥(r) = sin(3¢) substitueren in y = x geeft
sin(3/) = sin(2¢)
3t=2t+k-2xv3t=n—-2t+k-2n
t=k-2nv5t=n+k-2n
t=k-2nvi=in+k-in
tin[0,2x] geeftt=0vi=3nvi=3nvi=nvi=1Envi=15nvi=2n
Bij de oorsprong horen =0, r=m en ¢ = 2m.
Bij de andere punten horen # =1, r=3m, = 13nenr= 13
¢ x(f)=7% geeft sin(21) =3
A=tntk-2mv2=3in+k-2n
t=én+k'nvt=f—2n+k'n
tin [0,2x] geeftr=mmvi=lsavi=Savi=13n
(1) =32 geeft sin(30) =52
=im+k-2mv3it=3in+k 2
t=hm+k-invi=in+k-in
tin [0, 2x] geeftt:%nvrzgnvr= l%nvt:%nvr=%nvr= 1%1{
Dus voor £ =151 en ¢ = |37 passeert P het punt (3, 3/2),
dus de baan snijdt zichzelf in C(3, 31/2).
d x(7)=sin(2¢) geeft x'(r) = 2 cos(2f)
2(8) = sin(37) geeft v (r) = 3 cos(37)
P is voor het eerst in C op { = 5.
De baansnelheid in C is dan

VT = 2cosEmP + GeosGmP =2 - 1B+ (3 - 12 =3 +4k=71=130.
« 50=(30)~Geo) ()0~ -Geosam)-(3)
G s s s
cos(¢) (2)‘(2)‘ 223 2+ (3 J13-413 13

3 -3
Dus ¢ = 67°.
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a x=1 geeftsin(t—tn)=1
t—sx=sn+k*2n
t=3n+k-2n
tin [0, 21t] geeft r=§:rc
x(3m) =sin(tm) =1 en w(31) =sin(13x) =-1./3, dus A(1,-3,/3).
b x=1geeftsin(t—itn)=1
r—é-,:cméiﬁ-k-2:rcvt—é:rr=%ﬂ+k-2n
t=in+k-2nvi=n+k-2n
tin [0, 2] geeftIZ%nvt=:rc
Y5m) =sinGm) = 533 geeft BG, 33)
¥(m) = sin(2m) = 0 geeft C(3, 0)
Dus BC=£-\E.
¢ x(H)=sin(t— ]gat) en y(f) = sin(2/) substitueren in y = x geeft
sin(2¢) = sin(f — é—n)
d=t—im+k-2nv2=n—(t—-im)+k-2n
t:*é'![*'k‘ZT[VZI:JI—t+é?T+k‘27[
t=-in+k-2nv3t=lin+k 2n
t=-in+k-2mvi=rn+k-3n
tin [0, 2n] geeftt=12nvi=rimve=lgnvi=Ilnn
d x() =0 geeftsin(t—tn)=0
t—gm=k-m
t=gm+k-m
Dus de baan snijdt zichzelf voor £ =+ en voor £ = 137 in (0, /3).
x(f) =sin(t — £1) geeft x'(f) = cos(t — £ 1)
w(t) = sin(21) geeft y(1) =2 cos(21)

- (- - s (34

(}) . (_11) =0, dus de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt is 90°.

e De baansnelheid op 7= 1m is

vhm) = (eosEm)? + 2eosGmy =\GyBR +@ P =\F+ 1=F=17

Bladzijde 168

a x=0geeftsin(2)=0
2t=k-m
t=k- %:rc

tin [0, 27] geeftr=0vr=%nvt=ﬂvt= 1%nvt=2n
»(0) =sin(3m) =33

¥Em) =sinZm) =3

y(m)=sin(15m)=-3\3

»15m) =sin(13m) =-5

¥(2m) =sin(2im) =33

Dus 4(0, 31/3), B(0, 1), C(0, -1) en D(0, -3./3).
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b x=-3 geeft sin(2f)=-3

2=-int+k-2nv2=ntintk-2x
t=-putk-Avi=Lntk =®
tin [0, 2n] geeftt=5nvi=Rnvi=lgnve=I15n
W5 =sin(3m)~0,26
¥m =sin(lym)=-1\2
w(15m) =sin(13 1) ~-0,26
W(1zm) =sin(23m) =7./2
Dus E(-3, 31/2) en H(-3, -3/2) en dit geeft EH=1/2 —-3,/2 = /2.
x(f) =sin(2r) geeft x(£) = 2 cos(21)
W(t) = sin(t + $7) geeft v(r) = cos(t + +m)
;G_n)=(x'(%1t)) 2 cos(m) -2

yimy) (cos(gn)) - (;\/5) eN 7= (?)
‘(éxz/?)(?) B NS
L) ) Vorrenm e

Dus ¢ =67°.
De baansnelheid in £ is

V(1im) = (2 cosBEm) + (cos(2im)* =4 - 43V + (G V2P =3+ =114,

cos(p) = ‘

x(a) =sin(2a) en y(a) = sin(a + 37), dus 7(sin(2a), sin(a + 17)).

x(a +m) = sin(2(a + m)) = sin(2a + 27m) = sin(2a) en y(a + 1) = sin(a + x + ;1) =sin(a + 137),
dus U (sin(2a), sin(a + 13 1)).

TU =y, —y,|=|sin(a +ix) - sin(a + 137) | = | sin(a + +x) — -sin(a + 37) | = | 2 sin(a + ;)|
2sin(a + §m)| =1

2sin(a +3m)=1v 2sin(a + 1) =-1

sin(a +$7) = v sin(a + 37w) =1
a+%7[=é_1t+k'21[Va+;—1t=%7[+k'27[Va+%7[=—éﬂ+k'2’;‘T\/a+;—n=1]gn+k'2n
azfén-ﬁ-k'2nva:%n+k'2nva:*;ﬂ+k~2nva=%ﬂ+k‘2ﬂ
0<a<2menO<a-+rn<2noftewel0<a<mgeefta=inva=:im

t i %TE 1}‘1
X 1|0 |-1
y |1 |-1]1

=nx2 +
y=px q}p.02+q=_1

s

door (0, -1) g

y 2

y=px —1} >
1E-1=1

door (1, 1) }Ij:z

Dusp=2eng=-1.
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Bladzijde 170

Substitutie van x = sin(f — $7) en y = sin(27) in y =-2x2 + 1 geeft
sin(2¢) =-2sin(t — 1) + 1

sin(27) = 1 — 2 sin(¢ — ;)

sin(27) = cos(2(t — 37))

sin(2¢) = cos(2r — %:rc)

sin(2¢) = sin(2¢ — i+ 17)

sin(27) = sin(27)

Dit klopt voor elke 7.

x=sin(t— j—ln) Bij de parametervoorstelling hoort de formule y =-2x> + 1 met-1 <x <1,
-1 <sin(r — %7{) <1

a -2<2sin(H<2, dus2<x<2,
-1 <sin(2t—1m) <1, dus-1<y<1.
Dus de keerpunten zijn (-2, 1) en (2, 1).
b Stel K:y=ax*+b.
x =0 geeft 1= 0 en y(0) = sin(-17) =-1, dus door (0,-1).

2
y=ax +b}a-02+b=l

door (0, -1) -
y=ax2—1} )

a-2°-1=1
door (2, 1) g

1
a=
L

Vermoedelijk hoi)rt bij K de formule y =3x* — 1 met-2 <x <2.

Substitutic van x = 2sin(f) en y = sin(2f — 37) in y = 1x? — 1 geeft

sin(2r — Sy =1(2sin(r))* - 1

cos(2t — s —im) =1 - 4sin’(r) — 1

cos(2t —m) =2sin*() — 1

cos(2t + ) =-1+ 2sin’(f)

-cos(2f) = (1 — 2sin*(7))

cos(2f) = cos(21)

Dit klopt voor elke , dus bij K hoort de formule y = x> — | met -2 < x <2,

Substitutie van x = sin(¢) en y = sin(27) in y* = 4x? — 4x* geeft

sin®(2r) = 4sin’(r) — 4 sin(r)

(2 sin(#) cos(#))? = 4sin?(£) (1 — sin’(£))

4sin’(r) cos*(r) = 4sin’*(¢) cos*(1)

Dit klopt voor elke ¢.

x =sin(f) Bij de baan van P hoort de formule )? =4x? — 4x* met -1 <x < 1.
-1 <sin() <1

a -l<sin(<l,dus-1<x<1.
-1 <sin(3)<1l,dus—1<y<l.
Dus de keerpunten van Kzijn (-1, 1}y en (1,-1).

b Substitutic van x = sin(7) en y = sin(3¢) in y = 3x — 4x° geeft
sin(37) = 3 sin(¢) — 4 sin’(7)
sin(z + 2¢) = 3 sin(f) — 4sin*(¢)
sin(7) cos(21) + cos(¢) sin(2¢) = 3 sin(r) — 4 sin®(¢)
sin(7) (1 — 2sin%(£)) + cos(?) + 2sin(z) cos(?) = 3sin(r) — 4sin’(r)
sin(r) — 2 sin’*(¢) + 2 sin(f) cos?(f) = 3 sin(?) — 4 sin’(7)
sin(f) — 2sin*(£) + 2 sin(¢) - (1 — sin’(¢)) = 3 sin(f) — 4 sin’(7)
sin(r) — 2 sin’(¢) + 2 sin(f) — 2 sin*(¢) = 3 sin(r) — 4 sin*(¢)
3sin(f) — 4sin®(f) = 3sin(r) — 4sin’(?)
Dit klopt voor elke #, dus alle punten van K liggen op de grafick van y = 3x — 4x°,
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-2<2cos()<2,dus-2<x<2enditgeeftc=-2end=2.
-1<cos(3N<1,dus-1<y<1,
Dus de keerpunten zijn (-2, -1) en (2, 1).

x(_l,—fc) = Zcos(ﬁn) =2- %= 1 eny(f;n) = ¢os(m) =-1, dus door (1, -

— 3
Y “x+bx}a-23+b-2=1
door (2, 1) e i
y=ax>+bx 3
o . + . —_—
door(l,—l)}“l gal=-
atb=-1
8a+25=1‘ ‘ 8a+2b= 1
a+b=-1 2a+2b=-2
6a =3
1
a=jz 1 s
a+b=—1}2+b !

b=-13

1).

Vermoedelijk hoort bij de baan van P de formule y=1x* — 11x met -2 <x <2.

Substitutie van x =2 cos(f) en y = cos(3f) in y = 2x = lzx geeft
cos(3)=3(2 cos(t))3 — 1% - 2cos(f)

cos(2t +1)=5 - 8cos’ (1) — 3cos(?)

cos(2t) cos(r) — sin(27) sin(r) = 4 cos’(¢) — 3 cos(f)

(2 cos*(1) — 1) cos(f) — 2 sin(f) cos(r) sin(r) = 4 cos*(1) — 3 cos(r)
208 (£) — cos(r) — 2sin*(r) cos(r) = 4 cos*(r) — 3 cos(1)

2cos’(f) — cos(r) — 2(1 — cos*(£)) cos(t) = 4 cos*(r) — 3 cos(r)
2¢cos’(f) — cos(r) — 2 cos(f) + 2 cos’(¢) = 4 cos’(r) — 3 cos(?)
4¢os*(£) — 3cos(f) = dcos’(f) — 3 cos(r)

Dit klopt voor elke #, dus bij de baan van P hoort de formule y = $x3 — 13x met -2 <x < 2.

Noem A het midden van OP,
Er geldt MS L OP en MS=O0M =10P

Duss =m +MS = 2p-kmL Zp +2PL

Bladzijde 172

s 1=, 1= _ 1 2sin(f) | 1 (2sin(2¢)) _ (sin(z) + sin(2¢)

F=3P +3Pr =) (z sin(Zt)) tz (—2 sin(t)) - (sin(2t) - sin(t))
x7() = sin(r) + sin(27)

D {y;(l‘) = sin(2¢) — sin(r)

9 g=a+AQ =a+i4P +14P,
— = = _(2sin(f) | [2}_{(2sin()—2
AF=p—a= (2 sin(2t)) (0) B ( 2 sin(24) )
( 2sin(21) )
2 —2sin(r)
( ) (2 sin(f) — 2) " ( 2sin(21) )_ (2 +sin(f) — 1 + sin(27)
2sin(27) /| 2\2-2sin(f)) \ sin(2f)+ 1 —sin(f)

xo(r) = sin(27) + sin(z) + 1
Dus {yi(n — gin(2f) —sin(f) + 1

Hoofdstuk 12
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S . e
b r=a+AR=a+APR=(2)+( 2sin(21) )=(2 Zsm(Zt))

0/ \2-2sin(r) 2 —2sin(r)
=1 geeft 2 —2sin(r) =1
-25in(7) =-1
sin(t) =3

t=én+k‘2nvt:§ﬂ+k'2ﬂ
tin{0, my geeft (=3 v t=32n
X(GEU)=2+2sin(GH)=2+2-5/3=2+.3

xGm)=2+2sin(13m)=2+2-3/3=2-3
Dus de snijpunten zijn (2 + /3, 1) en (2 — /3, 1).

@ G=p+PO=p~Pd
Frs--4-(2)-(2)
PA, = (24S ingq:n_( ) )

q:( 2 sin(r) ) +(Zsin(t—f—1n))_( 2sin(7) + 2sin(t — ;) )

2sin(r—im))  \4-2sin()) \2sin(t—im)+4 - 2sin(s)

xo(f) =2sin(r) + 2sin(t — —’,'r)
i { z("‘) 2sin(z — ;) — 2sin(r) + 4

b Voerin y, =2sin(x — ETE) — 2sin(x) + 4.
De optie minimum geeft x =0,392... en y =2,469...
Het maximum van yy(f) =2 sin(f — [l—ls'r) is 2.
Dus het laagste punt van de baan van O ligt hoger dan het hoogste punt van de baan
van P.

:la?ii%e:% =q +i4P +14P,
- = _(4cos(r)) _[4]_(4cos(r)—4 —= _[ 6sin(®)
PR (6 sin(t)) (0) ( 6 sin(7) ) gt APy (4 o] cos(t))
( 1(4 cos(f) — 4) 2 L( 6 sin(r) ) (4 +2cos(f)—2+3 sm(r)) (z + 3sin(f) + 2 cos(r)
2\ 6sin(r) 4 —4cos(r) 3sin(f) +2 — 2cos(?) 2 + 3sin(r) — 2 cos(r)

Dus {xs(t) =2+ 3sin(r) + 2 cos(r)
ve(H) =2+ 3sin(t) — 2 cos(?)

b Substitueren van x =4 cos(f) en y = 6sin(f) in 9x> + 412 = 144 geeft

9 - (4cos(f) + 4 - (6sin(f)* = 144

9 - 16c0s%(f) + 4 + 36sin’(r) = 144

144 cos2(r) + 144 sin3(7) = 144

cos’(f) +sin’(H) =1,

Dit klopt voor elke 7, dus bij de baan van P hoort de formule 9x* + 4y* = 144,
¢ x=2+3sin(r) + 2 cos(r) en y = 2 + 3sin(f) — 2 cos(r) substitueren in 9x* + 4% = 144 geeft

9(2 + 3sin(?) + 2 cos()))* +4(2 + 3sin(r) — 2 cos(1))* = 144,

Voer in v, = 9(2 + 3sin(x) + 2 cos(x))> + 4(2 + 3 sin(x) — 2 cos(x))* en v, = 144,

De optie snijpunt geeft x =2,583...

r=2,583... geeftx =2+ 3sin(2,583...) + 2 ¢0s(2,5683...) = 1,89 en

y=2+3sin(2,583...) — 2¢0s(2,583...) = 5,29.

Dus B(1,89; 5,29).

%J

"N
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- | ( 2sin(27) ) 1 (2 sin(z + %n)) _ (sin(Zr) +sin(t + 37)
2 sin(z + 31) — sin(27)

1.=2
= = + = = " '
4727 T2PR T 2o gin(r + L) -25in(21)

x,(1) = sin(27) + sin(z + ;)
e {/g(r) — e+ L) - sin(2d)

x =sin(2¢) + sin(r + j;:rr) en y =sin(t + }—17:) — sin(2¢) substitueren in y = -x geeft

sin(z + ;) — sin(2¢) = -sin(2¢) — sin(f + ;)
2sin(t +37) =0

sin(f+ 1) =0

t+im=k-m

t=1117r +k-m

}ﬂcStS lfﬂt geeft t:%n

t =3 geeft x = sin(137m) + sin(m) =-1

Dus A(-1, 1).

x=2sin(2f) en y = 2sin(¢ + ;1) substitueren in y = -x geeft
2sin(t + ;1) = -2sin(2r)

sin(z + ;) = -sin(27)

sin(z + J;:rc) = gin(2¢ + 1)
t+371r=2t+1r+k'2nvt+in=n—(2t+n)+k'27:
t=3x+k-2nvetin=mn—2t-n+tk 2x
t=-3n+k-2mv3it=-jun+k-2n

t=*jn+k'2n v t=*ll—21r+k‘%n

n<t<lim geeftr=%7cvt= I3m

x(m)=2sin(lim) =2 - -+ =-1en y,(5n) =2sin(Gn) =2 1=1
Dus het punt A(-1, 1) ligt op beide banen.

xp(f) = 2sin(2f) geeft x, (1) = 4 cos(2r)

vp(f) = 2sin(t + ;) geeft yp'(£) = 2 cos(t + 3)

S (xp'(fzn)) . (4 cos(l},n)) ~ (4 . ;\/5) . (2\/5)

v = v &m)  \2cosGmy ) \2--L3) TN -3

xo(f) = sin(2f) + sin(z + 3 m) geeft x,) () = 2 cos(2£) + cos(t + 3 7)
vo(£) = sin(t + gm) — sin(2f) geeft y, (1) = cos(t + ) — 2cos(2)
G = (xQ:(én)) _ (z cos(15m) + cos](n)) _ (2 S0+ —1) _ (1)
Vo' Gm)  \cos(m) —2cos(lym)) \-1-2-0/ -1
25

Diagnostische toets

Bladzijde 176

a sin(3x —§7) = cos(2x)
cos(3x — 37) = cos(2x)
3x—3In=2x+k-2nv3x—3n=-2x+k-2n
x=%n+k‘ 2nv5x:%n+k‘2n
x=%n+k- 2nvx=;—0n+k'§n

. 3 3 11 19
xm [0, w]geeft X =T VX=53TVX=5TVX=5T

Hoofdstuk 12
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2 cos?(2x) + sin(2x) =1

2(1 - sin?(2x)) + sin(2x) = 1
2 —25in?(2x) +sin(2x) = 1
2sin3(2x) —sin(2x) — 1 =0
Stel sin(2x) = u.

2t —u—1=0

D=(-1)>-4-2+-1=9

A1+3_ o 1-3
4 4 2

sin(2x) = 1 v sin(2x) = -1
=ln+k-2mv2x=-in+k-2nv2x=lin+k 2z
x=}-11r+k‘nvx=*ll—2n+k’ﬂvx=f—2n+k‘n
xin[0, 2x] geeftx=fnvx=lixvy=RHrvx=1Eavx=rZnvx=1%x
cos(3nf) = -sin(37r)

cos(3mr) = sin(t mt + )

cos(%m):cos(é:rcﬁén)

%:rct‘Zént+§:rc+k‘ 2nv%m=fém—;—n+k-2:rc
Tmt=in+k 2nvimt=-in+k-2n
t=23+k-85vi=-5+k* 35

tin [0, 10] geeftt=22v =20 vi=65vi=91

sin(3.x) cos(15x) + cos(3x)sin( 13 x) = sin(3x + 13x) = sin(2x)

sin(3x) sin(5x) + cos(3x) cos(5x) = cos(3x — 5x) = cos(-2x) = cos(2x)
2sin(3x) cos(3x) = sin(2 * 3x) = sin(6x)

2cos?(5x) — 1 =cos(2 * 5x) = cos(10x)

sin(x + 17) = 2 sin(2x) cos(2x)

sin(x + 1) = sin(4x)
x+§1r:4x+k'21rvx+§1r::rc—4x+k'2n
“3x=-im+k-2nvSx=in+k-2n
x:$ﬂ+k-%nvx=lz—5ﬂ+k-%n
sin?(2x) + 1 = cos(4x)
sin?(2x) + 1 = 1 — 25in?(2x)

3sin%(2x) =3

sin(2x) =3

sin(2x) =3 v sin(2x) =-1

=gtk 2nv2x=3im+k-2nv2v=—zn+k-2nv2x=Iin+k - 2x

1 5 ! 7
x=prntk-nvix=prnthk - nvx=-prnthk - avx=pntk 'n

¥ =sin?(2x) + 2 cos?(2x) + 3 cos(4x) = sin*(2x) + cos*(2x) + cos*(2x) + 3(2 cos*(2x) — 1)

=1 + cos?(2x) + 6c0s%(2x) — 3 =-2 + T cos?(2x) =2 + T cos?(x) — 35 + 33
= 13+ 332 cos2(x) — 1) = 15 + 31cos(4x)

f(in—p)+f(1in+ p) =sin(3n — 2p) + cos(157 — p) + sin(3x + 2p) + cos(157 + p)
= sin(3m) cos(2p) — cos(3m)sin(2p) + cos( 13 7) cos(p) + sin(15 1) sin( p)
+ sin(3m) cos(2p) + cos(3m) sin(2p) + cos( 1%1:) cos(p) — sin(l%n) sin(p)
= 2sin(3m) cos(2p) + Zcos(lén) cos(p)=2-0-cos(2p)+2-0-cos(p)=0

Er geldt f(13n — p) + f(137 + p) =0.

Dus de grafick van fis symmetrisch in het punt (137, 0).
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S —p)=2sin’(x — p)cos(n — p) = 2sin*(p)  —cos(p) =-2sin’(p) cos(p)
f(m+ p)=2sin*(x + p)cos(m + p) = 2(-sin( p))* - ~cos(p) =-2sin’( p) cos(p)
Er geldt f(n —p)=f(x + p), dus de grafiek van f'is symmetrisch in de lijn x = 7.

S(x)=0 geeft 2sin(x)=0
sin(x)=0
x=k'm

IL)= nj(z sin(x))?dx = nj sin?(x) dx = njz (1—cos(2x))dx=m j (2 — 2cos(2x))dx
0 0
= n2x — sin(2v)] = (2;-: 0-0)=2n
S(x)=0 geeft 1 —2cos’(x) — cos(x) =0
Stel cos(x) =u.

1-2u2—u=0
2 +u—1=0
D=1*-4-2:--1=9
u= =0 lvu~7—1_3=*1
4 2 4

cos(x)=5vcos(x)=—1
x=%7t+k‘27tvx=~§:rc+k~2:rcvx=:rc+k‘2:rc

xin [0, ] geeﬂx=:1;1t VX=T

oV)= J (1 —2¢os?(x) — cos(x))dx = j( c0s(2x) — cos(x)) dx

= [—-sm(Zx) - sm(x)] = —-sm(Zn) —sin(m) — (—531n(§1r) = sin(% T))

=0 0+2 2 3+2\j_ %I\f
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Bladzijde 177

a Het punt 4 doorloopt de cirkel met middelpunt O en straal 2,
Het punt B doorloopt de cirkel met middelpunt O en straal 3.
De minimale afstand is 3 —2 =1 voor 5t =2/+k - 2

-l3t=k- 2
t=k-1ix
Dus de afstand is minimaal voor t =0, t = l%n, t= 2%7: ent=4m.
De maximale afstand is 3 +2 =5 voor 3t =2(+ + k - 21
-lyt=m+k-2n
t=-in+k- 13
Dus de afstand is maximaal voor =37, =2m en ¢ =3} .

b AB2=(3cos(2t) — 2cos(31))? + (3sin(2r) — 2 sin(31))?
=9¢0s%(2f) — 12 cos(2£) cos(31) + 4 cos*(3 £) + 9sin*(2¢) — 12sin(2f) sin(3£) + 4sin’(37)
=9+ 4 — 12(cos(2¢) cos(3 1) + sin(27) sin(31))
= 13— 12cos(2t — 31)
=13 — 12cos(1%r)

DusAB=/13 — 12cos(151).
¢ AB=.[7 geeft \[13 — 12cos(158) = /7
13— 12cos(13t) =7
12cos(136)=6
cos(l%t)=%
13t=in+k 2nviit=-in+k 2z
r=§n+k’ l%nvrzfgn-ﬁ-k' lén

tin[0,4n] geeft t=3nvie=13nvi=25nvi=1snvi=25nvi=3lx

a u=bsin(2xf)
b=amplitude =5
f=4Hz
Dus u = 5sin(8xz).
b Per trilling is de afgelegde afstand 4 - 5=20dm =2 m.
Er zijn 4 trillingen per seconde, dus per uur zijn er 3600 - 4 = 14400 trillingen.
Dus in een uur is de afgelegde afstand 14400 - 2 m =28 800 m = 28,8 km.

a y=-13 geeft cos(2t —sm)=-13
A-sm=in+k-2nv2-in=-in+k- 2z
A=l¢n+k-2nv2=-3n+k 2x
t=17—2n+k'nvt=—}-17c+k'n

tin [0, 13n] geeft t=5nvi=3xn
x(fzm) = sin(13m) =312

x(Gm) =sin(2gm) =32

Dus AB=32—-52=/2.

b -1<sin(3N<1,dus-1<x<1,

-1 <cos(2t—im)< 1, dus-1<y<1.
Dus de keerpunten zijn (-1,1) en (1, 1),
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¢ x=0 geettsin(3)=0

3t=k =

t=k: %ﬂ
x in [0, 137] geeftr—Ovt=§nvt=§nvt=1rvt= 137
7(0) = cos(-3 )
V(ET) = cos(57) =
y(Gm) = cos(m) =~
¥(m) = cos(15m) =
w(13m) = cos(25m) =1
x(£) =sin(3r) geeft x(¢) = 3 cos(37)
(1) = cos(2t — +m) geeft y'(r) = -2sin(2¢ — +m)

W%n>=(i}ifi§)=(2‘;?55;2)%(5 RN
=)~ 2emtin) (2 18] (]
‘( ) ( )‘ 193] _6_
2

cos(p) = ( ) ( )‘ JO3P+ BY B3P+ (B \/_ \/__1

Dus ¢ = 60°.
d vGr) =& Gm)? + (Gm)R =/ (3cos2n) + (-2sin(m)? = /(3 - 12+ (-2 - 0)?
=F+0?=3

Dus de baansnelheid is 3.

o= = = = _[ sin(3) ) (cos(2r—§n))=(sin(3:)—cos(2r—§n))
& g=OP=PO=p=p, (cos(zt—‘— o) T\ sin(30) cos(2 — Lx) + sin(3¢)

E
1
2
|
L
2

|-

Dus {)Q(t)gsm(%) cos(2t—3n)
(f) =cos(2t — n) + sin(37)
v =0 geeft cos(2 — gn) +sin(30)=0
cos(2¢ — 1) =-sin(37)
cos(2/ — %1:) =-cos(3¢— ;—n)
cos(2t — %n) =cos(3¢+ %n)
2A—sm=3t+yx+k-2mv2A—sn=-3t—3n+k 2n
—t=%n+k C 2nv5t=—};7r+k “2m
t=*%:rc+k : 2nvt=*$ﬂ+k°%n
tin[0, 1in] geeftt=1invi=SFnvi=%n
x(lgm)=-2
XM = -0,618
xp(3m = 1,618
Dus voor rf:%:rc.
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K Voortgezette integraalrekening

Voorkennis Rfgeleiden en primitieven

Bladzijde 181
_ b1 3
1] a flx)=,/6x+1 geeft [(x) 2\/6)6—+1 6 \/m
__ 4 — 1y M) = — 1yl I S
b 0= = et (9 =220 ) & DT
€ J(9=In(e+29) geeft fx) =+ (2r+2) =22

d f(x)=2%""!geeft f(x)=2%"!In(2) - 4=4In(2) - 24!
e f(x)=sin(x*—x) geeft /(x)=cos(x? —x) * (2x—1)=(2x — 1) cos(x? — x)

1 4
f = tan(4x — t7) geeft /(x) = 4=
/) =g gRiLS ) cos(4x — 17) cos*(4x — 1)

2] @ f(x)=e'sin(2x) geeft /'(x) = e sin(2x) + e - 2 cos(2x) = (sin(2x) + 2 cos(2x)) e*

In(x) (x2+1)'%—]n(x)-2x x2+1— 22 In(x)
b f( )“ 2+1geeftf(x)— (x2+1)2 = x(x2+1)2

¢ f(x)=5x"In(x) geeft f(x)=x'ln(x)+%x2'i=xln(x)+§x
2+1 1 InQ)

d fl)=—=1+2%geeft fx)=2"In(2) * -1 =-In(2) - 3z = 2x
e f(x)=2xtan(x) geeft f(x)=2 - tan(x) + 2x - c0312 =8 an(x) + c032 ®

_ Ax+2 22x+1) L
! f(x)—\/Zx-l-l V2 +1 2yaerlgeelt flx) =2 22 +1 2 2x + 1
Bladzijde 182

3| a f(x)=x*+sin(x) geeft F(x)= 1% = cos(x) + ¢

4 a flo)= e]* lgeeft Fx)=2¢" ' +¢

-
b flx =xx32=1 ? geeftF(x)=ln‘x‘+x’2+c=ln‘x|+x—12+c
4 _ 3¥ 3r
¢ flx)=4"-3"geeft F(x)=4" n(3) To= 1(3)

d f(x)= ln(%> = In(2) - In(x?) = In(2) — Ln(x) geeft

Flx)=xIn(2)— (x In(x) —x)+c=xIn(2) - x In(x) + 2x +.6

1 6x(In(3x) — 1)

e f(x)=6" 10g(3x) geeft F(x)=6 1" In(10) (3xIn(3x) — 3x) +¢ = In(10) 4
2x+1 3 > L x 1

f flx)= =—1+2 geeftF(x)—ln(z) x 111(2)+C_1n(2) x len(2)+c

b f(x)= 5= geeft F(x)=3 - Mn2zx—1|+c=13m2x - 1| +¢
1 4 cos(mx)
¢ f(x)=4sin(mx) geeft F(x)=4" . —cos(nx)+c=—T+c
d f()—zj’% L A1 =bdx+ 1) geett
Fy=1-1 2@ax+1)i+e=5@x+)\Jax+1+c
e fO=Gptgen b O OM T
voE ") Inc) in)

£ f(x)=4In(x— 1) geeft F(x)=4((x — DIn(x— )~ (x — 1)) +e=4(x— DIn(x— 1)~ 4(x— 1) +¢
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(o]

i
\..\\—

Jsinds- [-3 cos(20)],, =-3cosGm) + beosGm) =5 -5 +53=3

i
&

,_

6 - LIn[2x = 1]]7=3In(7) = 31In(1) =3 In(7)

—“*—1-&-
O\
||

leln(()dx=j101n(x‘s)dx jzgln(x)dx 22 In(x) — )"
=2

[ e

1(e®In(e?) —e® — (eln(e) — e)) =25(e* - 2—e* — (e * | —g)) =23e?

4
[6er v =[6- 25 ] = 126" — 1263 =15 1
£ [ c

.1 De substitutiemethode

Bladzijde 183
a f(x)=sin(x? +x) geeft /(x) = cos(x? +x) * (2x + 1) = (2x + 1) cos(x* + x)
b G'(x)=(2x+1)cos(x* +x), dus G(x) = sin(x> + x) + 3 is een primitieve van
g(x) = (2x + L)cos(x* + x).
Bladzijde 184
di?+1 - :
a Omdat . 2x en 6x =3 + 2x lukt het primitiveren van f(x) wel op deze manier.
dix*+1) .
Omdat a 3x? en 6x niet geschreven kan worden als het product van een
constante en 3x* lukt het primitiveren van 4(x) niet op deze manier.
d(x*+7) i N .
b Omdat - 4x* en 10x° = 25 - 4x° lukt het primitiveren van g(x) wel op deze manier,
d(x* +x) .
Omdat e 4x3+ 1 en 10x? niet geschreven kan worden als het product van
een constante en 4x° +1 lukt het primitiveren van k(x) niet op deze manier.
d(x* +x
c ¢ o )_ 441
10x° + a = 21 (4x* + 2a) moet gelijk zijn aan 23 (4x* + 1), dus 3a = 1 en dit geeft a = 21,
a 3dv=d(x*+5)
b Sx*dx=d(*-3)
¢ cos(2x)dx = d(3sin(2x) + 1)
d %dx =dlIn(x)
e (5—2)dx=d(5x— x**+35)
f  2cos(4x)dx = disin(4x)
a F(x)=j2x(x2 +4)3*dx=j(xZ+4)3 - 2xdx=j(x2 + 4y d(x? +4)=ju3du=§u4+c
=1 +4)  +e
b G(x)=[6x\¥*+ Tdv=[3,7+1 - 2xdv=[3F+Td(*+ 1)=j3ui-du=%u'é-+c
2
=2u\lu+c=2(+ 1)\ +1+c
¢ H(x) =630~ Dide= [207 - D 3y = [2(¢7 — D*AE ~ 1) = [2udu =30 +
= - 1) +c
d Jix)= j3x2 sin(x* — 1) dx = jsin(x-"’ — 1) 3x%dx = jsin(x3 ~DdEE -1 = jsin(u)du

=-cos(u) +c=-cos(x*— 1) +c¢

Hoofdstuk K
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Bladzijde 185
1 a F(=[x33 -4y dr=[{3x -4 - bxdv = [((3x 47 dG3x —4) = [l du =550 + ¢
=32 — 4y +c

b )= 20~ 3dx= (- 3d(?~3)= Vudu=3ut+ e =32~ 3)F¥ -3 +c

bxdx= j

¢ Flx)= j32+2dx—j3x2+2 32+2d(32+2) j du=Inlu|+c=In3x2+2|+c=In(3x2 +2) + ¢

d Flx)= jxln(xz +1)dx = Igln(xl +1)+ 2xdx = jiln(xz + Dd(2 + 1) = I%ln(u) du

=L(uln(w) —u) +e=3((2+ DIn(x®+ 1) — (2 + 1) +¢

= jln(x) : %dx = jln(x)dln(x) = ju du=12+c=tn(x)+ ¢

J
b G)=[rerdv=[-fe* - -2xdv=[-eTd(=) = [-fe'du=-fe +c=-teT +c

=
1
d J@)=| xf+ldx=j;—- = 2xde= j2 —d(2 )=I—\/_du Jute=\Z+1+c
¥
f

Vp
0 X

x=p

.[(f(x))zdx=jﬁ P (erz)zdxz“'fm . 2. 4xd_x=’l'ﬁ ce¥ oy = J'% cetdy = 4(3)—06“=ﬁ62"2
P

KL,) = mf (f@)Pdv = alggge* fo=nGs - ¥~ 305 - D = zgm(e¥” = 1)
0

KL)=35m geeft gom(e?” — 1)=35n

e¥’ —1=440

¢’ =441

2p% =1n(441)

P*=3n(441)

P> =In(441)

p*=In(21)
In(21)
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sin(x)

a f(x)=tan(x)= cos(x) M * sin(x)

qm(x) - .
b jtan( x)dx= Icos ) = Jcos o - —sin(x)dx = Icoq = dcos(x)
Bladzijde 186

a j tan(2x) dx = [—;—m\cos(zx)\]i" =-1Injcos(3m)| + Fn|cos(0)| = -3 In(}) + n(1)
’ =-lm@ " +1-0="tn2)

l
3T in x=in

b m3(x) 1n2(x) * sin(x) dx =J -(1 = cos?(x)) * —sin(x)dx =J' ~(1 = cos(x)) d cos(x)
j Cltydu=[u+ i), =-b+ b @ - 2+ G2
N2
=-7tutn2-% 2:’%"'5\5
Tsiny) 71 o ks L 4
c Ojcos3 (x)dxi;[cosi‘ = Sm(x)dxiocosi* ( )dcos(x)A{[ *—3du#lj 3 du
5 (131 1
R Pl
Bladzijde 187
(x) 1 . 1 1
j:::;é)dx = 2( S cos)dr = == (x)dsm(x)zJ;drft:_“u’zdu:fu"+c=fz+c
_ 1
a qin(x)
_ B ( ) _ 1
f(x) =cos(x) () geeft F(x)= s1n(x)+ Sin0Y) +e

b Gx)=| sinﬁ(x) dr = [-sin’(x) - ~sin(x)dr = [~(sin*(x))* * ~sin(x)dr = [~(1 = cos*(x)dcos(x)
:j—(l — PP du = j—(l -2+ uh)du= j(—1 +22 —ufydu=-u+3P -} +c
=-2u’ + 313 —u+ c=-3c0s%(x) + 3cos3(x) — cos(x) + ¢

In(2)

jlnz() - =j= () dIn() = | wdu = [f];” =5 10’(2)

0
2

dln(x) = .&du = [In] u|]f =1n(2) - In(1) =In(2)
1

1
X E 23 2 S
dx=jfé--ez~‘“‘-76x2dx=j ﬁ%-ezfdf2x3zj.fée“du:[f'ge“] =-te2+1ief
0 L

a x=0geeftu=,0+4=2
3

x=5geeftu=5+4=
b Jx+4=

kwadrateren geeft
x+4=1u?
x=u*—4

Omdat x =1 —4en x + 4 =u krijg je [xx +ddc=[(@? ~4) - ud(@’—4),
[0 =4) - uda? —4) = [02 = 4) - u - 2udu = [(2u' — ) du

(o]
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3
d jx,/x+ de=[ut -8y du=[t’ - 8], =2 33 -8 3 -1 45
2
=97t —72-12%+ 21 =331
x+1=
kwadrateren geeft
x+1=
x=u’-1
3 u=2 2 2 5
jx1/x+1dx="- (uz—l)'ud(u2—1)=I(u2—l)‘u'2udu=j(2u4—2u2)du=[%u5—%u3]l
0 u=1 1 1
=323 P-G -5 P)=125-55-5+5=T55
b x+9=
kewadrateren geett
x+9=y47
x=u*-9
=4 4
5(” 5( 2_ ) 10 4
d(u2—9) 2udu= [(1002 = 90)du = [F* = 90u]
[ [ e
=R.4-90-4-F 3-90" 3)~2133—360 90+ 270 =331
In(x) _
a flx)= Ogeeft
2+ln(x)=0
In(x) =-2
x=¢e?
ln( ) (S 1 X=¢ 1
o) = j J-(2+1n(x))‘; = @+mE)ding) = [2+u)ydu
el e? x=ge? =2
= [2u+4], —2+7—(4~+~2) 43
S| p x=p In(p)
b | n(x) de=[@+ ) —dv=[ @+In@)din()=] @+uydu=[2u+ L]
1 1 x=1 0
=21In(p) + 3 In*(p)
j f(x)dx =6 geeft 2In(p) + 1 1n%(p) =6
1n2(p)+4ln(p)—12 0
(In(p) = 2)(In(p) + 6) =0
In(p)=2vin(p)=-6
p=e*vp=eg®
vold. niet
Dus p=¢2
Bladzijde 188
41n2(x) 1
5] a f(x)=g(x) geeft =
41n2(x)—1
In(x) =3

Jx) = gx) gecftT x= e
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Ve Ve Ve
b 0(V)=j(g(x) —f(x)) dx = j( 41n2(x)) = j(l—41n2(x))-%dx

= it
1

= J' (1 —4ln2(x))d1n(x) J'(l —4u2)du—[ _%us]i

u|—

= g DTt
352 (P 6x-3x7 3¢ 6+ 24x—9¢t 3¢t + 24
a f(x)~x3+4 geeft f(x) = (x3+4)2 - (x3+4)2 - (x3+4)2
f(x)=0 geeft -3x*+24x=0
3x( —8)=0
x=0vx’=8§
x=0vx=2
X+4=0
X =-4
x=3-4
min. is /(0) =0
max. is f(2) =1
f(x) = p heeft drie oplossingen voor 0 <p < 1.
T 3x2 & 5 7 pi+d 3
b £x3+4 £3+4 I 3+4d(x +4)= J du =[nfull] " =In(p* +4) - In(4)

jf(x)dx 2 geeft In(p® +4) — In(4) =2

1(3+4) >
o\~ )=
pP+4d
4
pP+a=4e
3:4 2_4
2 5]
p=34e*—4

2

=¢

1.2 Partieel integreren

Bladzijde 190
©a  k(x)=(2x+ 3)sin(x) differentiéren met de productregel geeft
k'(x) = 2sin(x) + (2x + 3) cos(x). Dus is k geen primiticve van A.
b Integreren van het linker- en rechterlid van de vergelijking
(2x + 3)cos(x) = k' (x) — 2 sin(x) geeft

j (2x + 3) cos(x) dx = j(k'(x) — 2 gin(x))dx

[ (2x + 3) cos(x) dx = (2x + 3) sin(x) — j 2sin(x)dx.
¢ H(x)= j (2x + 3) cos(x) dx = (2x + 3)sin(x) — j 2sin(x)dx = (2x + 3) sin(x) + 2 cos(x) + ¢
Bladzijde 192

I1n( ). j]n(x) cxide= jln(x)dz\/i =In(x) * 2\x - jz\/?cdln(x)

=2x  In(x) - jz\/" =dx=2/x * In(x) — jzx
=2x * In(x) — 4x* + ¢ =2[x(In(x) - 2) + ¢
b [xsin(x)dv= [sin(x)d5x> =5sin(x) ~ [1x>cos(r)dr = ..
Het wordt op deze manier alleen maar ingewikkelder, dus het lukt zo niet.

¢ Flx)= jln(x)dxlen(x) - jxdln(x) =xIn(x) - jx - %dxlen(x) - jl dr=xIn(x)—x+c
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' a F(x)=J-xezxdx=J-xd%ezx=x'%ez’f I e dr=gxe* —ze¥+c
b Flx)= jzxcos(x) de= jzxdsin(x) = 2xsin(x) - j sin(x)d2x = 2xsin(x) — jz sin(x) dx
= 2xsin(x) + 2 cos(x) + ¢

¢ Flx)= jxln(x) dr = jln(x) dix?=1x2In(x) - J.%xz din(x) = Ix?In(x) - j le- idx

= 1x2In(x) — j Ixde=2x2In(x) - ;2 +c

d j In(x)dy = jln(x)(ﬁx4 =¥ n(x) — j Ixtdin(x) = x*In(x) — j 1 idx
=t Infr) = [0 de =t In() ~ 72 + €

Dus f(x) = x3In(x) + 3 geeft F(x) = ;x*In(x) — 1cx* + 3x + ¢

J o [T [ Do = ZandF1 — | bl = BT T [ih B o Bl —Tinc¥*! ~ZioF B i
1

j ¢t Tdv = [2xer 1= 2¢7 1] =2¢2 - 262 - (0—2¢) = 2¢

b j (3x+ 1)sin(x)dx = [~(3x + D dcos(x) =~(3x + 1) * cos(x) — [-cos(x)d(3x + 1)
=-(3x + l)cos(x) + j3 cos(x)dv =-(3x + l)cos(x) + 3sin(x) + ¢

j (3x + 1)sin(x)dr = [(3x + 1) cos(x) + 3sin(x)]}
=—(3x + 1)cos(n) + 3sin(n) — (-cos(0) + 3sin(0)) =3n+ 1+ 1=3x+2

<1 a  f(x)=x*In(x) geeft f(x)=2x* In(x) +x* - %= 2xIn(x) +x

f(x)=0 geeft 2xIn(x) +x=0
x2Inx)+1)=0
x=0v2In(x)+1=
x=0vIn(x)=-1
x=0 v x=¢"
vold. niet

fle) =@ 3=c'
Dus A(e=, -2e )= A(\/_ Zle)

b jx2ln(x)dx=jln(x)d§x3—§x3ln(x) jx3d1n(x)——x31n(x) jx3 L4

=13 In(x) - I Ide=18In(x) -3+

O(V)szln(x)dxz[§x31n(x)—'§x3]j:§e31n(e)—';e —GIn(1) - =3e+4

1
Bladzijde 193

1
-;—ln(X)‘h_x—len(x)_1—21n(x)
» R

a fly=
fx)=0 gecft 1 -2In(x)=0
In(x) =3
x=e¢
x=1e
Zie de figuur hiernaast. y
1

max. is f(y/e) = (\/25)2 =

1 % _______ f

3% Tt
1 I *
2]

@ |=

Dus sz <<—
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| h;(’f - [In(x) - x?dr = [In(x)d(=x ) ==x ' In(x) = [~ 'dIn(x) = ‘Jl?ln(x) + j% : %dx

X X

O(V)=i$dx=[
1

-—+1

e 1 e

In(x)+17° 1+1 0+1 2
&L ]ﬁ L0+t

Ixzexdxzszde‘zxzex— Ie‘dxzzxze”—je’ - 2xdx=x2er—jzxexdx
jzxerdx=zxex—jerdzx=zxer—jex S2dv=2xe"—2e +c
Ixzexdx=xze"—I?_xc”dx=xze"—(2xe"‘—26”‘"+c)=xze"'—2xex+23’f+c=(x2—2x+2)ex+c

(o]

Dus de primitieven van f zijn F(x) = (x> —2x +2)e* +¢

Bladzijde 194
L a F(x)=(ax®+bx+c)e* geeft
Fx)=Qax+b)e"+(ax* + bx +c)e' = (ax* + 2a + b)x + b+ c)e”
Dit moet gelijk zijn aan f(x) = (ax” + px + g)c".
Dit geeft p=2a+beng=>b+c.

b f(x)=(@x’—5x+6)e,dusa=4,p=-5eng=6.
a=4en2a+hb=-5geeft8+h=-5 dus h=-13.
b=-13enb+c=06geeft-13+c=6,dus c=19,

Dus de primitieven van f(x) = (4x? — 5x + 6) e* zijn F(x) = (4x* — 13x + 19)e* +c.
| a j ¢*sin(x) dx = j sin(x) de* = e*sin(x) — je"d sin(x) = ¢*sin(x) — j ¢ cos(x) dx
= ¢"sin(x) — Icos(x) de=e"sin(x) — (e*cos(x) — Je‘dcos(x))
=e%mu)—€cma)—jéﬁn&yh
Uit Ie‘ sin(x) dx = e*sin(x) — e*cos(x) — Jex sin(x) dx volgt QIGX sin(x) dx = e*sin(x) — e*cos(x)
dus Iex sin(x) dx =1 e*sin(x) — L e* cos(x).
De primitieven zijn G(x) = 3e*(sin(x) — cos(x)) + c.

b F(x)=-x>cos(x) + 2xsin(x) + 2 cos(x) + ¢ geeft

F(x)=-2x * cos(x) —x* + =sin(x) + 2 - sin(x) + 2x * cos(x) — 2 sin(x) = x*sin(x)
@ Fx)= j 1x2cos(x) dx = j a2 dsin(x) = 12 sin(x) — [ sin(x) dx? = Ix?sin(x) — j;-x sin(x) dx
= Lx2sin(x) + J}xdcos(x) = Lx2sin(x) + Lxcos(x) — jcos(x) dix
= 1x2sin(x) + 2x cos(x) — j%cos(x) dx = ;x?sin(x) + $x cos(x) — 5sin(x) + ¢
b Ie'x cos(x)dx = jfcos(x) de™=-cos(x)e™ + Je‘*‘d cos(x) =-e"cos(x) — Ie'x sin(x) dx
=—€tm&y+Fm@yw“=f*mﬂﬂ+e*ﬂiﬂ—]@%ﬁm@
=-g¥cos(x) + e™sin(x) — J'e‘-* cos(x)dx
Uit J'e‘-‘cos(x) dx =-¢*cos(x) + e*sin(x) — je‘-‘ cos(x) dx volgt ?_J'e‘-‘cos(x) dx =-e™cos(x) + e sin(x)
dus je“ cos(x)dx= ;-e”‘(sin(x) —cos(x)).

De primitieven zijn G(x) = %e‘-‘(sin(x) —cos(x)) T c.
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c jez’f sin(x) dx = jez" d(-cos(x)) =-e*cos(x) + Jcos(x)d e =-e*cos(x) + jcos(x) <2 dx
=-e¥cos(x) + .[2 e**dsin(x) = -e**cos(x) + 2 e*sin(x) — Jsin(x)dZ g
=-¢2¢cos(x) + 2 e¥sin(x) — J4 eX¥sin(x) dx
=-e¥cos(x) + 2 eZsin(x) — 4! e**sin(x) dx
Uit Jez‘ sin(x) dx = -e** cos(x) + 2 e*sin(x) — 4I e**sin(x)dx volgt 5 Jez‘ sin(x) dx = -e** cos(x) + 2 e*sin(x)
dus jez"‘ sin(x) dr = -1 e cos(x) + Fe>sin(x).
De primitieven zijn H(x) = e sin(x) — £ e cos(x) + ¢ = +e*(2 sin(x) — cos(x)) + c.
d K(x)= j1n2(x) dx = xIn?(x) — j xd1In?(x) = xIn’(x) — j x - 2In(x) - idx = xIn(x) — j 2In(x) dx
=x1n?(x) — 2(xIn(x) — x) + ¢ =xIn*(x) — 2xIn(x) + 2x + ¢
Bladzijde 195
a [(?-xetde=[(F-xder=(F ~x)et— [erd(* —x) = (¥ ~x)e* ~ [(2r — D e*dx
= (x? —x)e"—_[(2x— Dder= (2 —x)e* — (2x— l)ex+je"d(2x— 1
=l - EE - [E Redr= - Qe — - 1)+ 1&%+e
" =(x*—-3x+3)e"+c
[o2—xyerde=[@2 = 3v+3)e] = ©-9+3)e' (1 -3 +3)e! =3¢’ ¢
1

b [xind(x)dr = [In(x)d5x? = 2 In’(x) — [ dIn’(x) = 32 () — [3 - 2In(x) %dx
=12 In(x) - jxln(x) dr = 1% In%(x) — j In(x)d1x?
= 5 In?(x) — 32 In(x) + [327 dIn(x) = 17 In(x) — 3¢ Ing) + [3? idx
=752 () — 322 In(x) + [ e = 322 102(x) — 7 Inf) + g2 + ¢
jx In*(x) dx = [}2 In(x) — §2° In(x) + 1]
1
=3 e%10(8) ~ A 1(E) + p2 ~ I ~ R n(L) + =it —4

a f(x)=Qx2+x—1)e' geeft f(¥)=(@x+1) e+ 22 +x— 1) "= (22 + 5x)e"
fx)=0 geeft (2x*> + 5x)e* =0
2 +5x=0
x(2x+5)=0

x=0vx :*2;—
max. is f(-23)=(2- 65— 21— 1)e ==

min. is /(0) =-1
b f(x)=0geeft(2x*+x—1)eF=0

9

N

272 +x—1=0

D=12-4-2--1=9

B N T A
4 2 4

[@e+x-Dede= @ +x - Dde'= @2 +x~ e ~ [ed2 +x~ 1)
=@ +x—1)e"~ [(dx+ )etdr= 2% +x— 1)e" — [(4x + 1) de*
= (22 +x—1)e* — (dx + 1)e"+Ie"d(4x+ 1)
=22 +x—1)e*—(4x + l)ex+J4exdx
={2x* £ x— 1) &F— -+ LJe+r4eF+e=12% 3%+ 2)eF+¢

I(2x2+x— 1)etde = [(2::2—3x+2)e->fEl =(¢-13+2)e - (2+3+2)’! =\/E—%

=

Dus O(V)zg— Ve.
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ETY —1 =
30 £x2+1dx J tanz(t)+1dtdn(t) Itdnz(t)ﬂ

L a f(x)=0 geeft In*(x)=0

In(x)=0
x=1
¥
p
I/(
(@] 1 e x
j]n\z/(f) j21n2() —dx j21n2(x)d\/_ 2x + In2(x) — jz\/idlnz(x)

=2k lnz(x)—.[2\/_ 2In(x) - ;dx—z\/; lnz(x)—jélln(x)'x’;‘dx
=2/x * In%(x) - j81n(x)dx%= 2.x - In%(x) — 8\/x -+ In(x) + js\/idln(x)
=2/x * In2(x) — 8/x - In(x) + ij‘s : %dx=2\/§' In2(x) — 8+/x - In(x) + ISx’é‘dx
=2\f < In(x) — 8\/x - In(x) + 16x7 + ¢ = 2/x * In*(x) — 8/x * In(x) + 16y/x + ¢
€ |2
O(V)zj i =[2yx - In%(x) ~ 8\ - Inx) + 16\/x];

1

\/E 1n2(e) 84/e - In(e) + 16/e — (2In%(1) — 8 In(1) + 16)
=2\e- 8f+16\f—16—10\f—16
In*(x) :

b I(L)= nj — = njhft(x) L= nj ln4(x)dln(x) it du = nftu] =4
x=1 0

i.3 Cyclometrische functies

Bladzijde 197

1 t=tn in

(tan?(r) + 1)dr = j 1de =[] " =1n
0

Bladzijde 199

“1 a Hetbereik van f(x)=arctan(x) is <’%“= %”) :

134

157 zit niet in het bereik, dus arctan(: \/5) #1im.
b \/3>1x dusde vergelijking arctan(x) = \/3 heeft geen oplossing.

¢ Een primitieve van f(ax + b) is %F (ax + b).

Tl bl sl Lo
0

arctan(x) I f;-'m ‘ *‘;—TC ’ fén
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a arctan(x)=in d arctan(x)=3=
x=tan(in) geen oplossing, want 37 > 31
_ e arctan(x)=\/§
x=13 x=tan(y/2)
ot oY o L =
b arctan(x 2)1 il x26,334
x—2=tan(-zm) f arctan(x—1)=1
x—2=-1 x2— 1 =tan(l)
x=1 x*—1=1,557...
¢ arctan(x’— 1)=3m x2=2,557...
2-1 =tan(l—1ﬂ) x=+/2,557...vx=-/2,557...
5 x= 1,599 v x=-1,599
x*—1=1
x2=2
X= 2vx=*\/5
Bladzijde 200
1 1 1 4
= 2arctan(3 ft f(x)=2 - 1= =
f(x)=2arctan(;x) geeft f(x) (éx)z'i-l 2 ixz'i‘l 244
b ) =aretan(x —2) geefl g = 5T = S a4 T~
gl) =arctan(x = 2) geelt € 10) = (o T T TR dx+ 4+ 1 2 -4xt5
R Y. S P TR M. W
(2P +1 x¥+1
i
g j 21 dx=[arctan(x)]\ﬁr=arctan(\/§)—arctan(fﬁ\/g)=%n—ﬁén=%n
i+ 43
=1
1 - e JE |
b J; — _de [fztrctan(x-i-l)]f2 arctan(0) —arctan(-1) =0 —-z;n=3=x
N3 3 W3 3 L5 L 5
_ _[a.1L W3 _ R
c i B2 + 1dx E[ Gl T 1dx [3 3::1ru::tan(3x)] 0 [arct::m(?sx)]0
= arctan(y/3) — arctan(0) =1z — 0 =1z
a arctan(2x—1)=én
2x — 1 = tan(;m)
2a-1=4/3
2x=1+L/3
x=1+43
b arctan(l%:rc+\/)_c)=\/§
I3m+ x =tan(y2)
Jx=tan(y2) - 137
x = (tan(\/2) — 137)* = 2,63 : i 5
= 24 / we  mw =g = X =
€ f(x)=arctan(2x* + 1) geeft /(x) 221+ 4x TR YRR PR Y BT
43 L3 i
10 - 10 —TigsL V3_ 3 aretar(]y=2 s b9« Lo =1
d J25x2+1dx1 Gopa [10 Sarctan(Sx)]% 2arctan(/3) —2arctan(1)=2 - fn—2 - in=1ix
10 23 2%
a flx) 244 %x2+1 G_x)z_,_l
Dusa=2%enb=1
b F(x)=2%" - - arctan(3x) + ¢ = Sarctan(3x) + ¢

I
2
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Bladzijde 201

1 1
2y 23 ALl N
dx =25+ arctan(4x) + ¢ = ;arctan(4x) + ¢

dx:j16x2+ldx:~[(4x)2+l 2

, 5
a F(x)=I32x2+2

N I ~ A
b G(x)—J‘x2+4dx—J‘JTx2+ldx—f(,zx)2+ldx—2arctan(2x)+c

s 5 5 g
e HO=[ a0 larap—sro® = [Grape &= Sarctanir +3) e
d J(x)*sz_’_élx_'_sdx j(x+2)2_4+5dx j(x+2)2+ldx 3arctan(x +2)+ ¢

1 1 1

L Ifisdx I-x+1dx j( ) 1dx:[\/§'man(%)]o
V3

0

=3 arctan(%) -3 arctan(%)= V3  arctan(3,/3) — /3 - arctan(0)
- B-bn-0mtn)3

| x=1
2x 1 3 laretantail! = aseis AR _1
b { = _de J; ) _de [arctan(x )]0 arctan(1) — arctan(0) =
6 6 6 5 6 5
5 5 = - 2
: E[xz w13 B[(I H-9+18t '[(x DR i[éx 3)2+1 3[(x 3))2+1dx
= [} - 3arctan(i(x - 3))]; = Jarctan(1) ~ arctan(0) = § - jr =
] arctan(x) V3 1 =3 in o
2 A e — - =[L,2]
! L dx J +1dx J;O arctan(x) d arctan(x) !udu [2:,;]0
=1 i -0=r1cm?
Bladzijde 202
I3 L2 w2
I : dx='|; —dv Zj : dxz[g-éarctan(gx)]l%=Larctan(l)—Larctan(O)
4x2+9 4_x2+1 2x2+1 92 3 0 3 3
09 0( )
Ln(3) x=211n(3) 3
il T, Vi _ NIRRT
b Fr1%"] e rd !u2+ pdu |arctan(u)] "~ = arctan(y/3) — arctan(1) =37 — g =5m
1
]. _ 1_ _ 1
c j4x2_4x+2dx J( 1)2_1+2dx jr e = Barctan2 - 1)
=§ ctdn(l) Larctan(- 1)~5-—n—§-~ln=%ﬂ
T sin) . “ ~ o
E[ Osz(x)+1 j CO‘%Z(x) +ldcm(x) J 2 +1du—[ zau‘ctan(u)]1

= *aI‘Ctdl‘l(O) + arctan(1) = le
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10y L T8K 1) 0102k —8) | 20v+80
41 f(x)—x2_8x+17geetf(x)~ = gx + 17y ~ =177
f(x)=0 geeft -20x+80=0
-20x=-80
x=4
¥

I\
I
l
I
:

_— ! .

(6] 4

is f(#) =0~ 10

max. 55 /)= T6—32+ 17
(10 B 10 P10 5
b 0(V)=£x2_8x+17dx=4j(x_4)2_16+17dx=J(x_4)2+1dx=[10arctan(x—4)]4

= 10arctan(1) — 10arctan(0) = 10 - 1 =21x

P
¢ O(W,)=10 geeft jf(x)dxz 10

4

[10arctan(x — 4)]5 =10

10arctan(p —4) — 10 arctan(0) = 10
arctan(p—4)=1

p—4=tan(1)

p=4+tan(1l)

om (4 . _(l._ 4 - 4 -4 . 4.
- jxlnz(x)+x dv= [ 2+ 1 J ey + 10 6 J Ay du =4aretan(u) + e = 4arctan(In(x)) + ¢

p
o,) = j f(x)dx = [4arctan(In(x))]| = 4arctan(In(p)) — 4arctan(0) = 4 arctan(In( p))
1
O(V,) = geeft 4arctan(In(p)) ==
arctan(In(p)) = ;7

In(p) = tan(37)

In(p)=1
p=c
j L de;fgn 1,2 dsin(t)=T[ 12 -cos(z)dr:f ; -cos(r)dx:fldr:[r]i“zgn
syl o V1 —sin’(?) o Veos™(h) 0cos() A
Bladzijde 204
x |0 A b o | ) [E) 4]
arcsin(x) | -in ’ -in | - | - | 0 | in | i | in | In

T a arcsin(x) =37
x = sin(37)
%=1
b arcsin(x)=-¢x
x = sin(-3m)

el
X=73
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€ arcsin(x)=2
geen oplossing, want 2 > 57
d 3arcsin(x — \/§) =x
arcsin(x — \/3) =1
x— /3 =sinG )
¥=\3=33

x=13/3~2,598

]
|

L
6

dr = [5aresin(3x)]} " = Jarcsin(3/3) — sarcsin(3)

b id - | 2%7dx = l]ﬁ;—dx = [arcsin(3x)] '5/2
-14y2 e aE VLT g VLG R
= arcsm(:‘; . 1; 2)— a.rcsin(% : —1% 2)= arcsm(é\/f) — aresin(- ;_\/5)
~ln—-ln=in
52 x=h2 £
X 1 1 1 1 1 . !
c dr= = da= |2 du= [— arcsm(u)}
{M I A j - h 0

1

1 —3714 e L (%xz)z oVl u? ‘

L = L
dj al dx=j cud dx=.[ ;dé-x2=j 2 du = [Saresin(u)]
0 0
:

1

Ly a Fx)= .[arctan(x) dx = xarctan(x) — dearctan(x) = xarctan(x) — _[x "2 dx
1
= xarctan(x) — [ - A6+ 1) =xarctan() - Un@2 + 1) +e

b Gx)= _[arcsin(x) dx = xarcsin(x) — jxd arcsin(x) = xarcsin(x) — Jx E

= xarcsin(x) — jz\/ll_ixzd(l —x%) =xarcsin(x}+ 1 —x*+¢

J1—x2

Bladzijde 205 ‘
‘Tl a F(x)= I de = ja,rcsin(x) w————yy= jarcsin(x) darcsin(x) = %arcsinz(x) FiE
J1—x2 o —a®
_ 1 - 1 L S S SR — aresi
b G()=| i dv=| ek dv=| mdln(x) arcsin(In(x)) + ¢
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T @ 25-x*>0

b= 7

-5<xt<5

x2<5
-5 <x<

V5

Dus D,= -+/5,/5).

y
g I
' i
L I
I |
! |
! I
! |
! |
! I
! I
I |
i L
: |
L I
I I
! |
! I
; I
! |
L I
L I
’ :
£l x=5
X X
b f(x)=%xgeeftﬁ=g
x=0v 25— =3
x=0v25-x*=9
x=0vxi=16
x=0vx=2vx=-2
%
JI f:
I |
I | )
: lyzgx
I 1
I Iy
I |I
I Iy
-2 :l
+—r h X
Lt 2l
11 |
11 |
I |
B |
I I
I
; |
: I
! |
: !
s x=B
flx)<ixgeeft—S<x<-2v0<x<2
1\/_ ]‘j_ l_ ;\/ﬁ i
c O()= N Ve
J. \/— J- \/7 ! 1_(1_ 2)2 -l; 1_(1,7(2)2

j

L
2

du =3 a.rcsm(u)]o =

£ 7 1 . 1 1 1
EEIICSIII(E) —zarcsin(0) =5 * gL =137

Dus H(x) = In(x* + 1) + arctan(x) + c.
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i(.4 Breuksplitsen

Bladzijde 207
0 0 F=[Fpde= [y ded+ D=l = 1)
50 ¥2+1 241

1
G(x) = J' - dx = arctan(x)
. _2x+l . X 1
b Uitdelen geeft h(x) = 5 =57

=) + e,
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2x+5 _ X 5
x+1 x+1 x+1°

Uitdelen geeft f(x)=

/s zo niet te primitiveren, want er is geen primitieve te geven van — .

x+1
3 2x+2 3 2x+2+3 2x+5
=t T %1 g%l zrl  x*l
Dus de splitsing is correct.
3
F(x)=](2+x71)dx=2x+31nx+1+c
Bladzijde 209
]a x+1/2x+1\2
2+
=]
2x+1 1
D i1 =2 e 1
2x+ 1 1
F(x)—J-x_Hdx—j(z—m)dx—flx—ln‘x+l‘+c
x+1/x V1
x+1l
-1
D s ]t
Wl x+1
X 1
F(x)—J-x+ldx—j(l—x_i_l)dx»—x—ln‘x-ﬁ-l‘—kc
2+ 1/x+1\3
x+3
—-
: 1
x+1 _L 5
Duszx_._1 2+2x+1
4k ;
(X —ff1y_2 —lopl
F(x)—I _de j2+2x+1)dx 2Jc+4]11|2x-~-1‘-¢-c
_2—x xt2
SO = T %+ 1
x+1/%+2\=1
*x—l_
3
2—x 3
=-1+
Dusx+1 1 x+1°

F(X)=Ji;fdx=1(—l+%)dx=—x+3lnx+1+c

K x—1 N x— 1

1

J%xz—2x+3 _J% 2 _ i 3_ 41
== [(x- 1+ = de=[3x2 —x+ 2 - 1], = 47 - 3+ 2In(2) - (2 - 2+ 2 In(1)
2 2

=13 +2In(2)
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1

L )ae= et 1]

dx= j(2x+1—
= -4

=-4-2-In(1)~ (-16 — 4 — In(3)) = 14 + In(3)

3—dx _-4x+3

54 R T P

™
L

2x+1/-4x+3\-2
HE=d

5

3—4x 5

2+
Lriis T =2 2x+1

Flx)= j3 +4jlcdx=j(‘2+2x5_~_1)dx=*2x+2%]n‘2x+1|+c
6x 1 6x—1
R e R
—2x+1/6x_1\—3
ax—3
2
ox—1 2

Dus [ ~3+1_2x.

G(x)=j1 __2)16 =j(—3+ i _22x>dx=—3x—1n\1 —2x|+ec

2x—1
—In(11)+ 13 +1n(5) = 75 + In()

6
j2x2 5xdx=j(x—2—i)dx=[gxz—zx—ln\zx—1\]§=18— 12— In(11) — (43 — 6 — In(5))
3 3

S a f(x)— 1  geeft

, _(x+1) G =gl Sy el -y Bewgge |
o= 17 } G+ Dy BCE:
Fo)=1, duskv =x.

flx)= xgeeft 1 =5
x2+l
x+1
= o O
x+1_1
x=0vx*+1=x+1
x=0vxl=x
x=0vx=0vx=1
J(y=1, dus A(1, 1).

x=0v
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b x+1/x +x Vxt—x+2

ki
-x2+x
_x2_x4
2x
S+l
-2
Btx_ 2 2
Dus SRS x+2 B
Lt ‘ 2 2
1 1
oy = ydx= j(xz-x+2—Tl>dx=[§x3—5x2+2x—21n‘x+IHO
0 0
=$-244-2In(3)— (0-0+0-2In(1)) =4} - 2In(3)
’ O3+l 3(x+1)-3+1 2
- f(x)_x+1 B x+1 TV e+
Dus F(x)=3x—2Injx+1|+c,
4 22x-1)+2 2

S ey A T
Dus G(x) =2x +In|2x — 1| + .

Bladzijde 210

. a f(x)is voor elke x gedefinieerd, want de noemer x* + 4x + 5 heeft geen nulpunten.
X%+ 4x +4 = (x + 2)* heeft één nulpunt, namelijk -2, dus de grafiek van g heeft één

verticale asymptoot.

x?+4x + 3 =(x+ 1)(x + 3) heeft twee nulpunten, namelijk -1 en -3, dus de grafiek

van 4 heeft twee verticale asymptoten.
b x2+4x+5=(x+22—4+5=(x+2+1

2x+4 _ 1 5 _ i
-‘-x2+4x+5 -[x2+4x+5d(x t4x+5)=In(x*+t4x+35) tc

jﬁdx = carctan({x +2) +d

a
d Ix+
I . dx=Jb(x+2)'2dx=fb(x+2)‘]+c¥—b+c
{£+2)* +2
jx+ldx aln‘x+1‘+c
—3dx=bln\x+3\+c
Bladzijde 213

px)=x>=3x+35,qx)=1,lx)=x+1,b=-4enc=4,

] 0 2+1/2+x 1

i
x—1
1 1
_ 5+ 2x—1 S 2%
f(x)=x§-~-x=1_*_x2 1=1+2 - =1+22 _ 21
x*+1 x+1 x-+1 »+1 x+1

1 1
5 2x

2 5 1

sz 1dx IZ+1d(x +1)=3 'In(x+ 1) +e¢

Dus F(x)=x+2In(x> + 1) — arctan(x) + c.
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B o« -

b x*—6x+9/x2—6x+8\1

e
=]
_at-ex+B _ . 1 T S
/) x>~ +9 . ety L Go—3 L= 8 gl

Fx)=x+(x—3)" +c=x+ﬁ+c

c xX2+2x—-3/x° \x—2
x3+2xz—3xk
-2x2 + 3x
2 -4+ 6
Tx—6
. & m, TG s, TR e, @ B
M= F g3 w3 * 2 a=Da+d) * 2 -1 243
: 2+a(x+3)+b(x~l)_ 2+ax+3a+bx*b_ 2+(ax—t—.b).ac+3a:1r,~b
~& G-Dx+3) (x—Dx+3) (x—1)(x+3)
{a+b=7
3a—b=-6
4a= *
a=3 Lo
a+b=7}4+b37
b=63
1 3
6_
e
-1 x+3

Dit geeft F(x) =12 = 2x + §Inlx — 1| + 62 In[x + 3| + c.

P+x o x@*+1

i1 2+ =x geeft F(x) = 2ch-&-c
b x>—6x+9/x° +x \x+6
—6x'+ 9
6x% — 8x
6x2 —36x+54
28x — 54
. PHx peu 28xmS4 o 28G-Hes4-s4 28 30
L T (x—3)2 T3 T -3y
—x+6+£+30(x 3) 2 geeft
Flx)=1x +6x+281n\x 3|-30(x—3)" +c =12+ 6x+28Inx - 3\——3+
t 2P+x/ 2P+ P
2x3+xzu
_x2
-x2—1x
%x+1
1
s O .0 Iy Xt a, b
T g ™ T ey ™ B g ) By Dmrd
i @2+ 1y+bi ,  2ax+a+bx , Ra+b}x+a
S R e e e e e
xQ2x+1) x2x+ 1) xQ2x+ 1)
2a+b= }2_th
a=1
b=-1}
D = _l_+l_ 1%
w fR) =gty 2t 1

Dit geeft F(x) =1x2 — tx +In|x| - 31n|2x + 1| +ec.
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3

x dx

Dus =x— :
X% 44 +4

4x _ 2 s _ s
jx2+4dx jx2+4d(x +4)=2In(x*+4) +c

? ? 4x
Dusb[ 2+4dx—£( —x2+4>dx [£32 = 2In(x> + 4)]2 =2 - 21In(8) — (0 — 2 In(4))
=2-21n(8) + 2 In(4) = 2 — 2(In(8) — In(4)) = 2 — 2 In(2)
b X*+4x+4/x° \x—4
X3+ 4%+ 4y
e
“4x?—16x—16
12x+ 16
X3 12x+ 16 12x + 16 12(c+2)—8
ey e R Py R Sl P
=x—4+ 12 8 =~ 12 —8(x+2)7,

x+2 (x+2)2
8

8
dex j(x 4+1——8(x+2)) [%x2~4x+121n\x+2\+3(x+2)'1]§
0

0x2+4x+4
1 8 1
B
[ 4x+ 121n|x +2| + +2]
=32-32+12In(10) +%— (0 — 0+1nmm+4yﬂ2mum+§—1mmm~4
=121n(5)— 3%
-8  4&x-8  a 2. b alx—5)+bx+1) ax—Sa+bx+b
C T h-5 G+D@-5 x+1 x-5  @+DEx-5  x+DE-5)
_(a+b)x—5a+b
 (x+ D(x—5)
athb=4
—sq+h==R
6a=12
a=2 }
22+ b=4
a+b=4 h=1

2 2
4x—8 2 2 _ a2
!x—2k4xu5dx—£(x+l+x_5)dx [2infx+ 1]+ 2Inx— 5[]
=21In(3) +21n(3) — (2In(1) + 21n(5)) = 41n(3) - 2 In(5)

[F1 a x2+1/x* +1\x*—1

¥+
i
-1
2
1 1
1
jx2+1 ( 2+1)dx [3)53“3‘*2”“3“(9‘)]0
0
=1—1+2arctan(1)— (0— 0+ 2arctan(0)) =-3+2 - fm=-3+1n
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b x2+2x+1/x* +1\x*—2x+3

X+ 2% + X2
A3 — 2
23— 4 =2x
3%+ 2x
3x*+6x+3
“4x -2
5 ek T i 3 +2 S 3 a+2 - 4x+1)-2
I 2+l T ar1p x+ 1)
4 2, 4 ,
Al T ¥ BTt D
1 4+1 1 4
S N S = 2. ey TR =2
L
1
=[};x3—x2+3x—41n\x+1\—2(x+1)-1];=[;—x3—x2+3x—41n\x+1\—%]
0
=1-1+3-4In(2)—1—(0—0+0—4In(1)—2)= 13— 4In(2) + 2 =35 — 4In(2)
c XX+4x+3/x4 \x?2—4x+13
2 A
43 — 3x7
4 —16x* —12x
1322+ 12x
13x2+52x+39
-40x — 39
-40x —39 -40x — 39 a . b ax+3)+b(x+l) ax+3a+bx+b
rdx+3 (x+1)x+3) x4l x+3 (x+ D{x+3) (x+1)x+3)
_(a+bpx+3a+b
G D(x+3)
a+b=-40
3a+b=-39
2a=-1
l
b emaf}
_ +b——40
a-l-b 40 b= 40

oo R 7 403
£x2+4x+3dx£(x Aerelark x+1 x+3>dx
=[x =22 + 13x + nfx + 1] — 404 nfx + 3]
£—8+26+1In(3)—405In(5)— (0—0+0 +In(1) — 405In(3))
=203+ 1In(3) — 403 In(5) + 405 In(3) = 203 + 41 In(3) — 4031n(5)

Pxi—h 2% —3 a_. b alx—3)+bx— 2) ax—3a+bx—2b
X*—5x+6 (x 2)(x— 3) x—=2 x-3  (x—2)x-3) (x—2)x—3)
_(a+b)x—3a—-12b
T E=2E-3)
{ a+ b=2 ‘2 {2a+2b=4
-3a—-2b=-511 -3a—2b=-5
_—
—a=-1
a=1
+b—2}1+b 2

b=1
f(x)lez*|r 3gt=af:ft1~"(x)—ln|x 2| +Infx—3[+c

_(—2x=S5 4 1 o = il 52
1 Fx) szusﬁﬁ Ix2*5x+6d(x 5x+6)=In]x2 = 5x+6| + ¢

Inx — 2|+ In|x — 3| = In|(x — 2)(x — 3)| = In]x? — 5x + 6
Dus de primitieven komen op hetzelfde neer.
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IOx 5
—— geeft

(4 —4x+ 1) - 10— (10x+5) - (8x—4)  40x” —40x + 10 — (80x* — 40x + 40x — 20)
(4x> — 4x + 1)? N (2x—1)*

_ 40x% — 40x + 10 — 80x* + 20 =—40x2—40x+30
(2x— 1y (2x—1)*
S(x) =0 geeft -40x*> —40x +30=0
43 +4x-3=0
D=4—-4-4--3=64
4+8 _4-8_
8 —EVX—T-——IE
vold. niet

“15+5 _-10
min.is fC1) =5 6 1~ 16 ~ 8

@ 0 /-4

flxy=

x=

Dus B,= [—g, —>).

10x + 5 5(2x 1)+ 10 _3( 5 . 10 )dx
Bl I -1y ‘!n—l (2x — 1)

b O(V)=

3
;
3
!(2){5 +10(2x—1)-2>dx=[5]11|2x—1—S(M_l)—l]?:[zémpx_l_%]?

21In(5) - g‘ (2%111(1) - %)= 21In(5)— 1 +5=4+23In(5)

Il

Bladzijde 214

= ¥ 44
I a /)= 2t5c+4 geeft

(P +5c+4) - 2= (2 +4) (2x+5) 23+ 10x2 + 8x — (2% + 522 + 8x + 20)

rw= (% + 5x +4)? (2 +5x+ 4y
_20+102+8x -2 — 5 —8x =20 __ 5x2-20
(x? +5x +4)? (x? +5x+4)
S(x) =0 geeft 5x*—20=0
537 =20
=4

=2 =2
¥ +5x+4=0
(x+1)}x+4)=0
x=-1vx=-4

/)

x=-4 x=-1

max. is f(-2)=-4
min, is f(2)=3
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b f(x)=4 geeft

x2+4 _4
2+5ct+4
4x2+20x+16=x2+4
3x2+20x+12=0
D=20>—-4-3-12=256
_20+16 _ > _20—16
X=———=-fyy=—"—"=

6 ¢ & °
4
i i
| I
I I
1 I
| |
| |
| |
| |
: i y=4
| | |
| i i i\h_ f
—I6 i ,'Elo X
i
I
1
I

f)<dgeeftx<-6v-4<x<-lvx>-%

€ X*+5x+4/x° +4\1

f+5x+4_
-5x

X 5x a
f(x)_l_x2+5x+4_1_(x+1)(x+4)—1_(x+1
axtda+bx+b  (atbx+da+b

e S g

at+b=5
da+b=0

-3a=5

a=—1% 2
—1§+b=5

at+tb=35

b=63

+
xt+4

b\ . alxtd)+bx+1l)
)_ Tt D(xT4)

[ 5x v 156 : ; 6
0(V)=j(1 —)dx=j(1 + )dx=[x+ lnfx + 1| - 63Infx + 4|,
0

0

2 +5c+4 x+1 x+4

=6+ 131n(7) — 63In(10) — (0 + 13In(1) — 63In(4)) = 6 + 15In(7) — 631n(10) + 65 In(4)
=6+ 13In(7) + 65 In(3)

e e S e Sl e ——-y=1

x=3
e il 1

S =—7

3

om=J(‘ o 1)dx= [x—In}x + 1[]} = 3~ In(4) — (0~ In(1)) =3 ~ In(4)

0
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b I(L)=7c(x_}f_l

j )2dx=7cj(l —x_}_—1>2dx=nj( x-iz-l + (x-: 1)2>dx
‘ 2
b

3
(I—Tl+(x+l)) nlx—2Mnx+ 1] =+ 1)) = [x zm\x+1\—Tl]
—2In(4)— 1= (0 —2In(1) - 1)) =x(3 - 2In(4) - + 1) = 331 — 2xIn(4)
1 a f(x)=In(x>+1) geeft f(x) = Lo e
a4l % ]
2x
F1@) =3 geeft =3
3x2+3=10x
32— 10x+3=0
D=(-102—4-3-3=64
=10+8=3V =M=L
6 T T
f(3)=1n(10) en /(3) = In(15)
Dus de raakpunten zijn (3, In(10)) en (5, In(13)).
b f(x)=1In(2) geeft In(x>+ 1) =In(2)
¥*+1=2
x2=
x=1lvx=-1
¥
\ /
y=In@)
1 Vv I
| | X
-1 0 1
jf(x)dx=j1n(x2+1)dx=x1n(x2+ 1)—jxd1n(x2+1)=x1n(x2+ 1)—jx-x21+1 < 2xdx
2x2+2-2
=xIn(+ 1) - jzﬂdx xin + 1) =[S d

= xIn{x* + 1)—'[( Py 1)dx =xIn{x? + 1) — (2x — 2 arctan(x)) + ¢
=xIn(x* + 1) — 2x + 2arctan(x) + ¢
1
o) = j (In(2) = f(x)) dx = [xIn(2) = (xIn(x? + 1) = 2x +2 arctan(x))]}l
[

xIn(2) —xIn(x2+ 1)+ 2x — 2arctan(x)]

In(2) - 1n(2)+2 2arctan(1) (-In(2) + In(2) — 2 — 2 arctan(-1))
2-2+im+2+2 -in=4-=n

Il fl

I£.5 Integralen bij parameterkrommen

Bladzijde 216
b

T [fwdx=[F)], = Fb) ~ Fla) = (Fla) ~ Fb)) = [F)]; = - [ fydr

a b
b j f(x)dx+jf(x)dx [Fol, + [F@); = Fb) = Fla) + Fle) = Fib) = F(c) ~ Fa)
=[Fe)]; j f(x)d

148 Hoofdstuk K @ Moordhaff Uitgevers bv



A ov)= Ivdx

| a Bij4hoort =0, bij B hoort =2 en bij C hoort 1 = 4, dus

=2 =2

o) = Tydx - rydx j ydx— j

Xy Xo t= t=4

Herleiden geeft O(F) j

||v—.||

t=4 =0 =2 t
=4 4 4
b 0(V)=j (—%:2+2)d(—;—t2+2z)=j(—§z2+2)(—t+2)dz=j(‘513—z2—2¢+ 4)ds
=0 0 0
=kA-Lp-p+a =32-%-16+16-0=10%
t=0 t=0 t=0 t=0
c 0(V)=j dy=j (—§z2+2:)d(—§r2+2)=j (—5—:2+2f)-—rdr=j ¢A -2 de
t—4 =4 t—4 4

=[-2p] =t 0= - 42 4 =0-32+422 =102

8 R

Dus hetzelfde antwoord als bij b.

Bladzijde 217
=-2 t=4 =2 t=4 t=4
L] a O(V)zfj xdy+ J xdy =J xdy+J xdy=j xdy
=2 =2 =2 =2 =-2
t=-2 =-2
b IL)= nj 2dy= nj G2 -2pdER -2 = nj(ztz— 2)%(t - 2)dt
=2 =2 2

=2

—nj(4r4 20+ 4)(t - 2)de = j(4:5 LA 2P 142 + 41— 8)dr
2

=n[gff - -1+ 13 t3+2t2 Srf]2

=n(5; + %—8—10 +8+16- (-5 -8+ 103+8-16))
=2 35-2103+2"16)=17%n

Bladzijde 218
Y x=0geeft?—2t=0
H(t—2)=0
t=0vr=2

t=0 geeft (0, 0)
t=12 geeft (0, 6)

v=0geeft# —t=0
- 1)=0
t=0vi=1
t=0vi=1vi=-1
t=1 geeft (-1, 0)
t=-1 geeft (3, 0)
t=0 t=2 =1 =2 =2 =2 2
o) = j;vdx+j de=| ydv+ [y yde=] (P =nd(@-20= [ - D@ -2)dr
= = ~ = = 0
2
=[@r-20-20+2ndi=[}F —3F =3P+ =} 32-5 16—} 8+4-0=3F

0

GR-2%+2)d(-2 +2p)

II'-—-H
II‘-—-.H

=3

e

=] Gh~22r+ 8¢ 2r+2)dl-j(—4t3+ DBy gydi=[-LA+ P -2+ 4
=0 0

=-27+60-42+12-0=3
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Bladzijde 219

. a Teken de lijn x = a door het punt waar K zichzelf snijdt en de lijn x = b dic K raakt in
het punt waarvoor 7 = ;.
y

1
o ] a b
Noem ¥ het vlakdeel ingesloten door de x-as, de lijnen x = a en x = b en het bovenste

deel van K en ¥, het vlakdeel ingesloten door de x-as, de lijnenx =a enx = b en het
onderste deel van K.

t=t t= t=t,

t=t . 5 t=t,
Dan geldt O(¥) = O(V) = O(V;) = | yde—[ ydx=[ yde+ | ydr=| ydx.
=t =t =t =t t=t,
b Teken de lijn y = ¢ door het punt waar K zichzelf snijdt en de lijn v = d die K raakt in
het punt waarvoor ¢ = f,.

X

Noem V7 het vlakdeel ingesloten door de y-as, de lijnen v = ¢ en v = d en het rechterdeel van K
en ¥, het vlakdeel ingesloten door de y-as, de lijnen y = ¢ en y = d en het linkerdeel van X.
t=t, t=1, t=t, =t t=t,
Dan geldt O(F) = O(V;) = O(V) = [ xdv—[ xdv=[ xdv+ [ xdy=[ xdy.
t=t, t=t, t=t, t=t, t=t,
¢ Teken de lijn x = a door het punt waar K zichzelf snijdt en de lijn x = b dic K raakt in
het punt waarvoor ¢ = t,.
¥

-

o /] a b
Noem W, het vlakdeel ingesloten door de x-as, de lijnen x=a en x = b en het

bovenste deel van K en W, het vlakdeel ingesloten door de x-as, de lijnen x = a en
x = b en het onderste deel van K.
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t=t, t=t, t=t, t=t, t=t,
Dan geldt O(%) = O(W) = O(Wy) = | ydv—[ ydr=] yde+ [ ydr=] vdx,

t=t, =1, =1, =t t=t,
Teken de lijn v = ¢ door het punt waar K zichzelf snijdt en de lijn y = d die K raakt in
het punt waarvoor { = £,

X

Noem W, het vlakdeel ingesloten door de v-as, de lijnen ¥ = ¢ en y = d en het rechterdeel

van K en W, het vlakdeel ingesloten door de y-as, de lijnen y = ¢ en y = d en het linkerdeel van K.
t=t, t=t; =1 t=t, =t

Dan geldt O(W)=O(W,)— O(W,) = j xdy— I xdy= J xdy + I xdy= j xdy.

=t t=t, t=t, t=t t=t,

Bladzijde 220
a y=0geeftd—£=0
{4-/"=0
t=0vi=4

t1=0vt=2vi=-2
t=-2 geeft (3, 0)
t=0 geeft (-1, 0)
t=2 geeft (3, 0).
t=1 geeft (0, 3)
Dus ¥ wordt in negatieve richting omlopen.

=2 =2 2 2
O)=| ydv=[ (4t-F)d@-1)=[@4r—2) - 2de= (82 ~2¢)de=[257 - 3£,
=2 =2 -2 -2

il

=2328-3.2-(2} - (-} (-2 =25-8-3-32-2} - -8+}--32=175
2

0 =0 0

=n[(32¢ = 166+ 20) de =8 - 236+ ;2]

=n(8:24=25- 264525 -mO0-0+0)=215n
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7 Bladzijde 221
I x=0geeft-£+6:=0

-Ht—6)=0
(=0vi=6

t=0 geeft (0,0)

1 =6 geeft (0,0)

1 =3 geeft (9,9)

t =4 geeft (8,10%)

Dus V" wordt in positieve richting omlopen,

y t=i
K

t=0,t=6

t=0 t=0

0 0
Oy = ydr=[ (3£ +20)d(-£ +61) = [(-57 +27)(-2+ 6)di = [Gr* — 68 + 127) dt

t=6 6 6

6
=[ZF-1b+4f]=0- G 6511 6" +4 - 6%) =431

a y=0 geeftsin26)=0

2t=k'm
t=k-im

t =0 geett (0, 0)
t="1m geeft (2, 0)
t=¢m geeft (1,3/3)

Noem ¥ het vlakdeel boven de x-as en rechts van de y-as.

o) = j ydx = j sin(2£)d 2 sin(?) =:[51n(2t)-2cos(t)dt=
0

T

2 sin(f) cos(r) * 2 cos(r)dr

=

= T[ —‘I

[ —

t=0 1=
t=in

=]4sin(t)cosz(t)dt [ ~4cos(@ydeos(n = j4u du=[-13w]"=0—-1%- 17 =1}
0

t=0

Dus de totale oppervlakte van de vlakdelen is 4 - 1~ =5 %

t=in t=in

b /(L)=2"n j dv=2x [ sin’(20)d2sin(r) =2 j (2sin(f) cos(1)? * 2cos(t)dr
t=0 0

Hoofdstuk K

=0
ir :;JI 1
j 4sin’(r)cos’(f) - 2cos(f)dt=16n j sin®(H)(1 — sin’(£)) dsin(r) = 16x qu(l —u?)du
0 0
—16nju — utydu =16x[tu? — L], = 16x( — 1) — 1670 —0) =22

0
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0 a x=0geeft 2sin(r)=0

t=k-m
t=-m geeft (0, 17%)
t=0 geett (0, 0)
t=m geeft (0, 37%)
t=1m geeft (2, §1%)
y

t=-mgt=m

olt=0

Dus ¥ wordt in positieve richting omlopen.
K is symmetrisch ten opzichte van de y-as, want
x(~1) = 2sin(-£) = -2 sin(f) = -x(r) en y(-1) = 3 (-1 = 3 7* = y(2).

t=n f=n T

oy=2- j xdy=2" j 2sin(r)dir=2 - jz sin(f) - rdt = j4:sin(:) dr
0

=0 t=0 0
j Atsin(f)dt = j4rd—cos(z) =44 - —cos(1) + j cos(f) d(46) =-4rcos(r) + j4 cos(f)dt
=-4dtcos(t) +4sin(t) + ¢

Dus O(F) = [-4tcos(f) + 4sin(1)] = -4 - -1 + 0= (0 + 0) = 4x.

t=n =7 T T
b J(L)znj x2dy=ﬂj 4sin2(t)d%t2=7cj4sin2(t)'tdtznj4rsin2(t)dt
=0 =0 0 0

j 4¢sin¥(r)dt = j 415 —Leos(20)ydr = j(zt — 2tcos(26))dr = j 2tdi - j 2tcos(2)di =
£~ [2edysin(20) = £~ 2t - 3sin(20) + [Jsin(20)d2¢ = £~ £sin(22) + [sin(2e) de =

£ — tsin(2t) — s cos(2t) + ¢
Dus /(L) = nj4t sin(f)dt = [ — tsin(2f) — 3c08(20)]} = (x> —0— 3 — (0— 0 —3) =7°.
0

Diagnostische toets

Bladzijde 224

0 FE)=[3x@+2dx=[13(3 + 2 4@ + 2) = [1guidu=] - Juli+ e = (2 + 2P+ 2+

b F(x)=[3xcos(x® +2)dx = [cos(r’ +2)d(x’ +2) = [cos(u)du = sin(u) + c = sin(x’ +2) +¢

¢ F(x)=[(4x+6)In(x +3x)dr = [In(® + 3x) - 2d(* +3v) = [2In() du = 2(uIn() — 1) + ¢
= 2uln(u) — 2u + ¢ = 2(x* + 3x) In(x? + 3x) — 2(:> + 3x) + ¢
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g 1

a lj j JIn(x)dIn(x) = j\/_du—b[ w=[2ut])=2-1-2.0=2

:l 1
b CO‘%(x) sin*(x)dx = j sin*(x)dsin(x) = Ju3 du= u4](l) =11-3-0=;
x=0 0

=3 10

de+1)= | idu = [31n[u]]." = 31n(10) - 3In(2) = 3In(5)
2

lx2+1

x2

X

f(x) =0 geeft 2xsin(x*) =0
x=0vsin(x*)=0
x=0vx’=k-'m
x=0vx=\k-nvx=-k'x

xin [0,\27] geeftx=0vx=\[nvx=2n

[-2xsin(e?) dx = [-sin(x?) - 2vdx = [-sin(x?) d(x>) = [~sin(u) du = cos(u) + ¢ = cos(x?) + ¢

O(V) = | 2xsin(x?) dx = [-cos(x?)] ;E =-cos(n) + cos(0) =1+ 1=2

o-_,én

<.
gl

ow)= I ~2xsin(x?) dx = [cos(x?)] ? =cos(2m) —cos(m)=1+1=2
Jr

Dus de oppervlakten van de twee vlakdelen zijn gelijk.

@ F(x)=[4rsin@x)dx = [-2x - 2sin(2x)dx = [-2rdcos(2x) = -2vcos(2x) + [2cos(2x) dv
=-2xc0s(2x) + sin(2x) + ¢

b G(x)= [¥*In(x)dv = [In(x)d}¥ = §* In(x) — [1x* d1n(x) = 1 In(x) = 5 - %dx
=5 In(x) - [5xdy =12 Inx) —gx* + ¢

a f(x)=(x—x2)e" geeft [(x) = (2 — 2x)  &¥+ (2x — %) + ¥ = (2 —x2) ¥
1(x) =0 geeft (2 —x%)e" =0

2—-x2=0
=2
_fvae3

min. is f(-\/2) = (-2/2 — 2)e V2
max. is f(1/2) = (242 — 2)e\?
b f(x)=0geeft2x—x*=0
x(2-x)=0
x=0vx=2
[r—a)ede=[(2r—¥)de* = (2x ¥ — [e*d(2x —x?)
=(2x—x2)ex—j(2—2x)e"dx
=(zx—x2)er—j(2—zx)dex
= (2 —x?)e — (2 - 2)et + [erd(2 - 2v)
=(2x—x2)ex—(2—2x)ex—£26xdx
=(2x—x%) e — (2 - 2x)e — 2" = (=2 + dx — 4) ¢
2 2
O)= [ f)dr =[x~ edv=[(> + 4v—4)e| =0+ 4 =4
0

0
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a Fx)= j4x2 sin(2x) dx = j 4% (-1 cos(2x)) = -2x* cos(2x) — j—;—cos(zx) ddx?
= -2x2cos(2x) + j 4x cos(2x) dx = -2x> cos(2x) + j 4xd(3sin(2x))
=232 cos(2x) + 2x sin(2x) — j Lsin(2x)d4x
= -2x2 cos(2x) + 2xsin(2x) — jz sin(2x) dx
=-2x? cos(2x) + 2x sin(2x) + cos(2x) + ¢
b j e*sin(2x) dx = jsin(zx) de* = ¢*sin(2x) — j ¢ dsin(2x) = ¢*sin(2x) — jzcos(zx) ¢rdx
= ¢"sin(2x) — j 2 cos(2x)de’ = e¥sin(2x) — 2 e* cos(2x) + j 2e*dcos(2x)
= ¢"sin(2x) — 2 e*cos(2x) — j4 esin(2x) dx
Dus j evsin(2x) dv = e*sin(2x) — 2 e*cos(2x) — 4Ie‘ sin(2x)dx
5 [evsin(2x) dx = e¥sin(2x) — 2 ¢"cos(2x)
[ ersin(2x) dr = evsin(2x) — F e cos(2v)
Dus de primitieven zijn G(x) = fe*(sin(2x) — 2 cos(2x)) + c.

23 243 -
- j ; dx=J I dlx:[Zarctan(Lx)]z"g
3 2 +4 2+1 (2x)2+1 2 2%,
=Zarctan(\/_) ZafCtdn(O)—Z'gn—0=§n
2 2 5
| _ 1 _ 1 _ Ty ) B
b Ix2—2\x+2dx“1[(x—1)2_1+2d" !(x—1)2+1dx [arctan(x — 1)]| = arctan(1) — arctan(0) = § =

1
1
_ 1 5 A = arctan(1) — INTVES P GRS |

c jlxﬁﬂdx j_l oLy [arctan(x*)] ', = arctan(1) - arctan(-1) = ;1 — (-§7) = 37

s arctan’(y) , 1 = ) B
ol dx= !arctan (x) PO 1dx = | arctan’(x)darctan(x) =

0

uzduz[rls”:*] (4 ) _0_192“3

oSy

X

Bladzijde 225
_Ji 1 =1L
a f(x)ézgeeftxz_él_x_‘_s 2
R—4x+5=2
—4x+3=0
(x—Dx—-3)=0
x=1lvx=3
: to : | o 3
lff(")d":!ﬁ—4x+5d":!(x—z)2—4+5d":]j(x—z)u1d":["'“:t"‘“("_z)]l

= arctan(1) — arctan(-1) = :_1,: i i“ — ;_n

3
o= [fdc-2-3=in—1

1

P
b _[ flx)dx= [arctan(x - 2)]’; = arctan(p — 2) — arctan(0) = arctan(p — 2)

2
O(W)=1m geeft arctan(p — 2) = in
g3

p=2+3

a Fl)=| li4x2dx [

1
V1—(2x)?
5x* 1
\/l—x“)dx J\/1 — {2

d2x = aresin(2x) + ¢

=

Il

b G(x)zj

d(x®) = arcsin(x’) + ¢
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o [ [N, 8

1
_ — _ oy | m)dx=[3x—81n‘x+4uil

=3 81n(5)— (-3 — 81n(3)) = 6 — 8 In(5) + 8 1n(3) = 6 + 81n(3)
b x+1/%° —x+1\x*—x
x+x?
Ay
e

3 3
I R R
1

=9—43+ In(4) — G — 1+ In(2)) =43 + In(4) — In(2) = 43 + In(2)

W R o I i e e R R
S = - 17 N (x+ 1) T @+1y
f(x)=0geeftx>+2x—3=0

(x—D(x+3)=0
x=lvx=-3

/
-3 1
X

2~

max, is f/(-3)=-9
min. is f(1)=-1
b f(x)=0geeftx’—3x=0

xx—=3)=0
x=0vx=3
x+1/x*=3x\x—4
2+ x
Ax
~4x—4
1

3
0

3 3
O(V)=—jf(x)dx=—j(x—4+i>dx=—[§x2—4x+41n\x+ 1]

x+1
0 0

=-(45— 12+ 41n(4)) + (0 — 0+ 41n(1)) = 75 — 4In(4)
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(19 _ 2x+3 2x—6+9 _ 2x—6 9
B0 S e 10 P+ 10 -6+ 10 E—6rt 10
26 _ PPN I ) il
If—&+w o @y 6)dv= |5 o de? — 6+ 10) =In¥’ —6x + 10| +c
9 gefe— 1 4 fg.—1 - _
jﬁ—m+uﬁ“‘b T Jo G Bpr | Pashanm e
Dus F(x) = Inx2 = 6x + 10| + 9arctan(x — 3) + ¢
b x¥—4dx+4/x*+4x 1
—4x+4
8x—4
Gl = x2+4x dr= (1+ 8x—4 )dx— (l+w)dx
(x)ﬁjx2—4x+4 ~J. ¥—4x+4 —I (x —2)?
_ 12 _ 8 _ a)
j( — 2 (x 2)2)dx j(1+ 5+ 12(:-2)2 )ds
=x+8lnlx—2| - 12(x— 2y +c=x+8Inlx - ﬂ———5+c

6 6 a b

_axt1)+bx—1)

¢ h(x)=

21 Dbl =1 ®FL

=ax+a+bx—b=(a+b)x"’a_b

(x—

Dyx—+1)

G—Dx+1) (@—Dx+1)
{a+b=0

e

Z:z=0}b=3
[msMﬂ=xil—x+lmuMg%ﬂHﬁj=Nﬂx—ﬂ—3mh+lhf.

@ Noordhoff Uitgevers by

Voortgezette integraalrekening

157




FEl @ x(f)=0geeftdt—1~2=0
(4-6=0
t=0vi=4

Wy=0geeft # —42+3t=0
(P —4t+3)=0
Ht—1)(t—3)=0
t=0vi=1ver=3

t=0 geett (0, 0)

y

\-.

=3 =1

o) = ydx—| vdr

t=4 =

j ydr= j (B — 42 +3nd(4t - £) = j (F — 4F + 31)(4 — 20 dt = [ (24 + 127 — 227 + 120)dt
=20+~ B Pt 6P+ e

oy=[-2F+30-2p+er], —[-2F +3r - 2P+ 6] = 12— 14— (12 -0)= 15

b 0(W)=tj3ydx= [25+30-2A+60] = 18- 1k =;

=1

oo
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Gemengde opgaven

9 Exponentiéle en logaritmische functies

Bladzijde 226
a x+1>0geeftx>-1,dus D,=(-1, —).
J(x) = g(x) geeft 2—log(x + 1) = log(5 — x)
“log(s) +*log(x + 1) = log(5 — x)

“Tog(3(x + 1)) =>log(5 — x)

sx+1)=5-x
x+1=45-9x
10x =44
x=4%

f(x)> g(x) geeft -1 <x < 43

b f(x)=3 geeft 2—3log(x+ 1)=3 2(x) =3 geeft ‘log(5 —x) =3

Sloglr+1)=1 S—x=ig

Slog(x + 1) =-1 5-x=1

x+1=3" x =45

x+1:% 77
_.2

x=-3

=426 _ _2_426 18 ;17
AB—427 3 4z7+27 527

f(2)=2~"log(3)=2~ 1 =1 en g(2) ="log(3) = log((3)") =1

CD=1--1=2
Dus AB is nict meer dan drie keer zo lang als CD.
¢ f(x)=2—"log(x + 1) geeft f(x)= 7(x+11T(3)
ICapiin = ~ 1> dUS fx)=-1
N S
(x+ 1)In(3)
I
(x+1)InG3)
1
x+1= @
1
@) !
1-1n(3)
T TIn3)
1-In(3)
Dus xp= W

a 4logl) = 23+logr)
(22)10g(x) = 23 + log(x)
2210g(x) = 23 +log(x)
2log(x) =3 + log(x)
log(x)=3
x=1000

@ Noordhoff Uitgevers by

8log(2x + 1) =*log(25)

Zlog(2x+ 1)  Zlog(25)
Zlog(8)  log(4)

log(2x+ 1) *log(25)

3 B
Zlog2x + 1) = 1% - Zlog(25)
2|og(2x + 1) =2log(25'7)
2x+1=125
2x=124
x=62
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¢ Slogi(x+2)=6"Sloglx+2)+7 d 2 3log2x—3)+:log(2x +1)=2

Stel Slog(x +2)=u. Slog((2x — 3)%) —3log(2x + 1) =3log(9)
w=6u+7 Slog((2x — 3)%) =1log(9) +log(2x + 1)
12— 6u—7=0 Slog((2x — 3)2) = log(9(2x + 1))
w+1)u-7)=0 (2x—3)2=9(2x + 1)
u=-lvu=7 42— 12x+9=18x+9
Slog(x +2)=-1v3logx+2)=7 4x*-30x=0
x+2=5lvx+2=5 4x(x—7é—)=0
x=-2+5vx=5-2 x=0 v x=7;3
x=-1%vx=78123 vold. niet
a Ini(x)+1=2:In(x) d In(dx)—In(x+4)=1
Stel In(x) = . ln( 4x >:1
wr+1=2%u x+4
w=2tu+1=0 4
(w=5u=-2)=0 a1 ©
u=%vu=2 dx=c(x+1)
In(x)=1v In(x)=2 4y =ex+4e
x=\/gvx=ez 4x—ex=4e
e (4—ex=4e
B ex—272 _4e
e =2(e"—2) T4
ef=2¢"—4 e Inl(x—2)=4
e =4 In(x—2)=2vIn(x—2)=-2
e =4 x—2=¢’vx—2=¢?
x=In{4 1
c ]11(3x5-;):% x=2+ezvx=2+g
x+2=¢ f 3eX+2=5¢"
Ax+2=\le e +2=>5e
x=-2+fe Stel e*=u.
x=-%+3/e 3u?+2=>5u
3P —5u+2=0
D=(-5%)-4-3-2=1
£ -
€=1v€=§
x=0vx=In3)
0 = 100G
1,096"=2
T="1"%pg(2)=7,561...
De verdubbelingstijd is 7 jaar en 0,561... - 12 = 7 maanden.
b g,,=083

0,837=3%
T="%]0g(})=3,720...
De halveringstijd is 3,720... 24 = 89 uren.
€ Zmaand = 2
Gaa=27=1023...
De toename per dag is 2,3%.
d g, dagen %
aoe =G =0919...
0,919../=0,01
t="9919-10g(0,01)=55,1...
Dus na 55 dagen is er nog 1% over.
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a f(x)=g(x) geeft3-2°=6" (3)"
3.x=¢" (272);
3.25=6 (292
Stel 2¥=u.
3u=6u’
3ut=6
w=2
u=2
=2
=
Sf(x) < glx) geeft x <3
b A(x)=f(x)+g(x)=32"+6" () geeft A(x)=3 2" In(2) + 6 - 3 - In(})
R{(x)=0 geeft 3 - 2 - In(2) + 6 - (3)* * In(3) = 0
3:29In(2)+ 6 (22 In(22)=0
3.2 In(2)+6-2%-2In(2)=0
3:29In(2)— 1222 In(2)=0
3:2%In(2)=12- 22 In(2)

—_ ]

=4 .2
2x=22.2*2x
2x:22—2x
x=2-2x
3x=2
2
%5
y
h
|
|
ol z x
3

Dus A(x) = f{x) + g(x) heeft een minimum voor x = %

Bladzijde 227
a fl)=x2"" geeft fx)=2x" &= 1 +u2 v & 1= (32 + 2x)e" !
b g(x)=In2(x) + In(x2) = (In(x))2 + In(x2) geeft

21n 2In(x) +2
g’(x)=21n(x)'%+xl—2‘2x= o), 2_2h)

X X X
D
¢ h(x)="log(x - x?) geeft h{x) = m F (327 = 2x) = (x—s3f xz)fif(z)

d j(x)=In(ln(2v)) geeft j'(x) = ﬁ U xlnth)

3x—1 translatie (2, 0)

a y=¢¥ | __tanslatie,0) .4 = pix-2)1

o e . g i -
ErgeldtGB(x 2) l:el\: 6 l:e3x 1 6:e3x l.c(::g.elr l‘

; Wi ; 1
Dus de vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met - levert dezelfde beeldfiguur op.

b y=ln(?) ey, y = n((3x)) = In(Gx?)
Er geldt In(3x?) = In(g) + In(x?) = In(32) + In(x?) =-2In(3) + In(x?).
Dus de translatie (0, -2 In(3)) levert dezelfde beeldfiguur op.
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a fix)=(x-3P e =(x*—6x+9)e" geeft f[(x)=(2x—6) - e+ (x*—6x+9) e =(x?—4x+3)e"
f(x)=0 geefi (x> —4x +3)e*=0
X—4x+3=3
(x—Dx-3)=0
x=1vx=3
fly=(1-3Pe'=4een f(3)=(3—-3)Ye*=0
De toppen zijn (1, 4¢) en (3, 0).
b i) =02—4x+3)e geelt fx)=0Cx—4)~ e+ (P —dx+3) ~eF=[2~2x—1)e"
f(x)=0 geeft (x> —2x—1)e*=0

2=2x—-1=0

D=(29)-4-1:-1=8,dus D=+8=2\2
2+2,2 352

X= ) VX= 2

x=1+ \/5 vx=1- \/5
De x-codrdinaten van de buigpunten zijn x=1+ 2 enx=1— /2,
c Stelx,=a,danisx,=a+3.
p=flx,)=f(xp) geeft (a—3)c*=a’e" "’
Voer in y; =(x —3)%*¢* en y, =x%¢""3,
De optie snijpunt geeft x=-0,861... en y = 6,299... en x =0,547... en y = 10,398...

Dus p = 6,30.
E , ; o1 2In(x) 1 1 2lnx) 1 -2In(x)+1
o [ =¥7 In(s) geoft o) =2 (@) +x7 s= b o= e
“2In(x) + 1
[ (0) =0 geeft —a = 0
21In(x)+1=0
21n(x)=-1
In(x) = 3
x=ez
¥
" B e T
o 7

_ L
2e

b fi(x)=x-In(x) geeft £, (x)=3x - In(x) +x° - %: 3x%In(x) + x?

: Rty 2 ple @ pl
max. is f(e?) =(e?)? " 3=¢" "3

£(x) =3x21n(x) + x? geeft £,"(x) =6x - In(x) + 3x2 - %-’- 2x = 6xIn(x) + 3x + 2x = 6x In(x) + 5x

177(x) =0 geeft 6xIn(x) + 5x=0
x(61n(x) +5)=0
x=0 v 6lnx)+5=0
vold. niet 6In(x) =-5
In(x) =
x=¢* )
De x-codrdinaat van het buigpunt van de grafiek van f; is x =¢ =,
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¢ f(x)=x"In(x) geeft £, (x) = px"~" - In(x) +x” - %=px‘” n(x) +x7 - x "= pxr 'n(x) + x7 !

1, (x) =0 geeft px?~n(x) +x*~' =0
x*~Ypln(x)+1)=0
x=0 v phn(x)+1=0
vold. niet pln(x)=-1

Inxy=-%
x=¢7
1 1

e, 1o 11
Gl

1 1 _1
Viop =3¢ geeft R 3¢

1l_e
pe 3
pezz_
s

0 f(x)=g(x) geeft In(dx) = m(%)

4x=l
X

4x? =
x2 -1
p=bypel
vold, niet
13)=In(2) geeft A(3, In(2))
£(x) = In(4x) = In(4) + In(x) geeft f/(x)= %

Stel y=ax+b met a=f13)=2.
y=2x+b } .
1 2-5+b6=In(2)
door 4(5, In(2)) b=In(2)~ 1
De lijn v =2x +In(2) — | snijdt de v-as in (0, In(2) — 1).

glx)= ln(%) =In(x") =-In(x) geeft g'(x) = f%

Stel y=ax +b met a =g'3) =-2.

y=-2x+b ,
g 2i+b=InQ2
door A(3, ln(2))} Pl @)+1 2)

De lijn ¥y =-2x + In(2) + 1 snijdt de y-as in (0, In(2) + 1),
De lengte van het gevraagde lijnstuk is In(2) + 1 — (In(2) — 1) =2.
b Stelx.=p.

1
PS=g(p)= 1n( —>
g(p) »
. ; i &
PORS is een vierkant, dus PQ = PS = ln(p) xp=p+ ln(l)

P
Xp=p

s o cnrp ()l ()l 2)

PORS is een vierkant, dus PS=0OR

)i 3)
a1

Voer in y, = % eny,=4x+4 ln(i).

De optie snijpunt geeft x = 0,1065...
Dus x, = 0,107.
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Bladzijde 228
1
a p=10¢2"!
e
R TV 4

-1t + 1 =In(55p)
~5t=-1+In({p)
t=2-2In(5p)
t=1In(e?) + In((551) )
t=1n(e?) + In(100p2)
t=1n(100e*p?)

b =3 m(%) +21In(5%)

y=3(In(2) - In(x)) + 2(In(5) + In(x))
y=31In(2) - 3In(x) + 21n(5) + 2 In(x)
vy =In(23) + In(5?) — In(x)
In(x)=1n(2% - 5%) -y
In(x) = In(200) + In(c™)
In(x) =In(200¢™)
x=200¢”
¢ y=ettetl+ertitert3

e¥ + e1\'+l + c,r+2 + ex+3 =y
ef+ev-et+ef- e2+ex.e3=y
e(l+e+e?+el)=v

B y

T l+e+el+ed

=ln(7y )
x L+t +gd

il W e—1 _ e—1 _ 1 _ 1
et—=1 (eE+1e*—1) (+De+te—1) (+I)et+tl) e*+e*+etl
g=1

- Y = .
Dus x = ln(1 et T e3> kan worden geschreven als x ln(e4 1 ),).

10 Meetkunde met vectoren
a Substitutie vanx=-1+5teny=-rin3x+ 2y =10 geeft 3(-1+5)+2 - -t=10
-3+ 15t—2t=10
13r=13
t=1
t=1geettx=-1+5=4eny=-1, dus S{4, -1).

b mJ_k,dusZ,,,=?k=(5).

-1
m:Sx—y=c| _ oA e
doorAu,s)}C*S 182
Dus m: Sx—y=2.

£ m= (;), dus 7, = (23)

(51)(23)‘ _Jro+3] 43

cos(é(k,f)>=‘(5)‘"(2)‘—\/%_\/3—13ﬁ=5ﬁ

-1

Ak, [)=45°
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- (-1 +5¢
d Popk,dusp=( 15).

o . (1450 (1) _(5t-2
AP=p=a ( 4 ) (3) (—t—3)

De lijnen AP en / zijn evenwijdig en n;= (:32)’ dus (St } 2) ' (3) -0

-t—3) \2
15t—6—-2t—6=0
13t=12

_12

=13

t=3 geeft P(-1+5 12, -5)=P3%, -3

m ,5

GG e

RO

cos(Z(k, m)y =

3 -5
Z(k,m)=11,9°
- (-2 - (3
b rk=(3),dusnk=(2).
kE3x+2y=cl _.,. n
door (1, 2) }c 3+1+2+2=7

Dus &: 3x +2y=17.

x=2u—6eny=-5u+4 substitueren in 3x + 2y =7 geeft 32u—6) + 2(-5u+4)=7
6u—18—10u+8=7
~4u=17
u=*4%

u=-4;geeftx=2+-4;-6=-145eny=-5-4;+4=25;

Dus S(-141, 25%),

o o XV _ (-6 A2
€ mx=2u—6Ay 5u+4geeftm.(v) (4)+u (75)

nlm,dusﬁn=;m=(2).

-5
nr2x—=gy=&€| s . & .
door 0(0,0)}”‘2"‘ =0
d pllidusp:3x—y=c| _ . . o_
dosrd(s, B C 9 =10

Dus p: 3x—y=10.

x=1—2¢teny =2+ 3t substitueren in 3x —y= 10 geeft 3(1 - 27)— (2+31)=10
3—6r—2-3t=10
-9t=9
r=-1

t=-1geeftx=1-2--1=3eny=2+3--1=-1

Dus 71(3, -1).
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1 a Ais het cindpunt van @ en B is het eindpunt van 5.
Teken cen cirkelboog van de cirkel met mlddelpunt A en straal O4. Deze cirkelboog
Snljdtkll‘lOGDB Jehebtnub en BA =a —b.
Teken ¢ evenwijdig met BA en even lang als BA .

k

b A is het eindpunt van @ en B is het eindpunt van 5.
H NEE ‘3‘ betekent dat drichoek OBA cen bijzondere rechthockige drichoek is met
zijden waarvan de lengten zich verhouden als 1:2: /3.
Teken h_]mtuk AB loodrecht cht op k. Je hebt nu b  en BA=ua-b.
Teken ¢ evenwijdig met BA en even lang als BA.
k

c Zle de ﬁguur h1eronder

2 -|d| oftewel OB =204,

BA—a—b enc= a—b
B

De cosinusregel in AOAB geeft AB* = 0A> + (204)* —2 - OA - 204 + cos(60°)
AB>= OA> + 404> - 404* - §
AB? =304

=\3-a|

AB=|BA|=|¢|en 04 =|a
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Z1e de ﬁguur h1eronder
2 - |a| oftewel OB =204,

BA—a—b enc= a—b

k

De cosinusregel in AOAB geeft AB> = 0A* +(204)* =2 - OA - 204 - cos(120°)
AB? = 04> + 4042 - 4042 - -}
AB? =704

=\7+al.

AB=|BA4|=|c|en 04 =

Bladzijde 229
a E is het snijpunt van de diagonalen DH en CI van het vierkant DCHI en is dus het
midden van diagonaal DH.

13-}
-]

) ( ) dus £(3, 5).

(4) us C(4, 3).
2

3/
(4%) dus F(2, 42).

3_4% 3
StelCF:y=wc+bmeta=4_2 =Eg
3
y=qrih }%-4+b=3
4
door C(4, 3) 34+p=3
h=6

Dus CF: y =-3x+6 en G(0, 6).
CG=\(0—47+(6-37 = (47 +3=\25=5

o 7e-2-3-(5)-(e)-( )

5=z+,4—E‘=z+EL=(“)+( d)=(“‘d)

0/ \¢e—a/ \c—a
-4 -7
ot )
E=%(Z+7)=%((?:j)+(l;iﬁ)) %(“”’) dus MCa+Lb, -La+1b),
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-atc+d -a+c+d
- —- —_— —- —_— i d C+d
=c + =c + = &=
g=c+CG=c+BF (d) ( —c) (b c+d)
1=:(b+g) 2(() (b c+d)) —c+d)

= e B b+c+dy la+b a+tc+d

N =g—x (b c+d) 2( 0 ) (b c+d)

NO = NPR, dus NP =NQ en NP L NQ, dus drichock PON is een gelijkbenige
rechthoekige drichoek.

< 55 ()
a-n-{)--(4)
we-e-5-L -2

= - b= - — i i
p=a+AP=a +ACR—(a)+(Z_j)=(2;_j)

3a =

3:231}3—d=—1

d=4
Dusa=3end=4.

b x+tv=6 }

PQaid, a—d) 2at+d+a—d=6

3a=6
a=2

o _[(4+d)  ——_(d-2
a~2geeﬂp4(2_d)anCf(d_Fz).
o = == = = (A+d) (d-2)_(2d+2
q*p+PQp+AC(2—d)+(d+z)‘( 4 )
=1.2
LA }l(2d+2)2=4

2

QA+ 2.9) g4+ 2p=3

2d+2=2\2v2d+2=-22

d+1=\2vd+1=-\2

d=-1+\2vd=-1-\2
vold. niet
Dusd=-1+/2.

X — e
a AB.(v)a+t (b—a) AB:(X)=(1)+[-(1)
=(s)emi-a-(3)-()-(3) ()]
5 =1 5 -6 =2
x =99 oftewel -1 + =99 geeft r = 100

t=100 geefty=5+100 - -2 =-195
Dus D(99, -195) op de lijn AB.
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X — =4 —
b BC.(V)—b+z (c —b) BC-C)—(2)+1‘-(1)
52 enz-5-(3-(2) - "
-1 8/ \-1/ \9 3

k:x+3y=c

doorA(l,S)}C=_1+3 -5=14

Dus k: x +3v =14,

Substitutie vanx=2+feny=-1+3tinx+3y=14 geeft 2+ ¢+ 3(-1+30)=14
24+t-3+9=14
10r=15
t=1%

=13 geeft x=2+15=33 en y=-1+3 - 13=33 dus 5(33, 35).

¢ AP=BP, dus P ligt op de middelloodlijn m van 4B.

m1AB, dus7, =n,,= (f)

1
- [E+
P opm,dus p :(2 2r)‘

24+t
— . - (F+28 -1 2r+1l)
e N O 7 - — 2
AP e (2+r) (5) (r—3

e e ol o [2 - — 2
BESE < (2+t) (—1) (t+3)

AP 1 BP, dus AP - BP =0

(2t+1%)‘(2t—1%)_0
f—3 3

t=13geeft PG+2 - 13,2+ 13) =P(33 33)
t=-15 geeft PG +2 +-13, 2~ 1)) = P(-25,5

¢ se{-(2) s

1
AX 2 P 4
Hes (v)(ss)” (3)
(2,-1) op BC, dus 38 +3r=-1
3t=-39
t=-13
g=lent=-13geett p+-13-1=2
p—13=2
p=15
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Bladzijde 230

E=E+@—3+ﬂ=(24)+(_8):(16)
CD: (x)=3+t-(3—?)
" i ()-(3)- (3
32(24)%‘—{»_3:(16)_(24):(—8)é(1) v/ \8 =2
8 24 8 16 =2
xp=22enPop CD geeft 24 +¢=22,dus r=-2.
t=-2geefty=8+-2--2=12en ditis yp.

Verder geldt x,, Sxp<xpen y-Svp <y,
Dus P ligt op de zijde CD.

AP:(I)=E+t'(;_;—E)

y AP: x)z(O)_H_(ll)
q:(o) A_A:(zz)(o):(zz)ﬁ(n) v/ \16 X
“TNe/ P T2 2 \ie) T4 T\

- (11
QopAP,dusq=(16_2t).
— . = 11z \_(16\_(11z—16
bo=g-d (16—2{) (24) (—2:—8)

DO loodrecht op AP, dus (1 1= 16) . (1 1) -

-2t—8 <2
121t =176 +4t+16=0
125¢=160
t=1%

=15 geeft O(11 - 1%, 16 — 2 + 155) = O(14%, 131}

X(f)=¢ —4r geeft x (1) =2t — 4

W)=t =48 + 4¢ geeft (1) =4 — 12F + 8t

Evenwijdig met de x-as als v(1) =0 Ax(0) £0
48— 12 +8t=0A2t—4%£0
AP —3t+2)=0A2t#4
4(t— 1D)(t—2)=0At1#2
(t=0vi=1vi=2)At#2
t=0vi=1

t = 0 geeft het punt (0, 0).

=1 geeft het punt (-3, 1).

Dus evenwijdig met de x-as in de punten (0, 0) en (-3, 1),

Evenwijdig met de v-as als x(7}=0 A y(#} # 0
I=2AtZ0At#£LAL#E2

Er is dus geen waarde van ¢ die voldoet, dus er zijn geen punten waarin de raaklijn

evenwijdig is met de y-as.

Gemengde opgaven
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b Naar links betekent x'(r) < 0
2t—4<0
2t<4
<2
Y()y=0geeftt=0ve=1v =2 (zica)
Ombhoog betekent y(r) > 0.

V'

t
0 1\/2

YOy>0geeftO<t<lvi>2

XOH<0A¥(H>0

t<2A(0<t<lve>2)

0<r<1

Dus naar links en omhoog voor 0 </<1,
c x(r)=-3 geeft ¥ —41=-3

P—4t+3=0
(t—Dt—3)=0
t=1vi=3

t =1 geeft het punt (-3, 1), dus voldoet niet.
t = 3 geeft het punt (-3, 9), dus voldoet.
xX(3)=2-3-4=2eny(3)=4-3-12-32+8-3=24
De baansnelheid is v/(3) = /22 + 24> = \/580 = 2,/145.
d v()=Qr— 4P+ 4F — 127 + 8t
Voer in v, = \/(2x — 4)2 + (4> — 12x2 + 8x)%,
De optie minimum geeft x=2 en y = 0.
De minimale baansnelheid is 0 voor t =2.
e x(H)=2t—4 geeft x"(r)=2
V(O)=48 — 12 + 8¢ geeft y'(£) = 124 — 241+ 8
De versnellingsvector is evenwijdig met de lijn y = x als »"(¢) =x"(¢)
1222 —24t+8=2
122 -24t+6=0
2 —4t+1=0
D=(-42-4-2-1=8,dus\[D=8=2.2
4+2\2 4-2.2
T4 V5T
t=1+32vi=1-3/2

t

a y(H=0geeftr—1=0
£=1
=lvit=-1
=1 geeft het punt (0, 0).
t =-1 geeft het punt (6, 0).
Dus de snijpunten met de x-as zijn (0, 0) en (6, 0).
x(6)=0 geeft -~ + 3> —2t=0
- —3t+2)=0
-H(t—1)(t—2)=0
t=0vit=1vi=2
t =0 geeft het punt (0, -1).
t =1 geeft het punt (0, 0).
t =2 geeft het punt (0, 3).
Dus de snijpunten met de v-as zijn (0, -1), (0, 0) en (0, 3).
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b x(f)=-£+3F -2t geeft x(1)=-37+ 612
Wy=1£—1 geeft v()=2¢
Evenwijdig met de x-as als v(1) = 0 A x(?) # 0 en evenwijdig met de v-as als x'(t) =0 A y(1) # 0.
x(H=0geeft-32+6:1—2=0
D=6—4--3--2=12,dus \/D=12=2.3

-6+2./3 -6—2.3
= vi=

-6 -6
t=1-33vi=1+13
V() =0 geeft 2t=0
t=0
Dus raaklijn evenwijdig met de x-as of met de y-as voor r=0v t=1-13vi=1+1/3,
- Lo (O A (1
¢ Evenwijdig met de lijn y = 2x + 3 geett (v'(t‘)) £ (2)
2-x(f)=1"v(6)
2(-37+6t—2)=2
67+ 12t—4=2¢

-6 +10t—4=0

32 -5+2=0

D=(-5%-4-3-2=1
5+1 5—-1

rszlv;‘:T:%

t=1 geeft het punt (0, 0).
= % geeft het punt (f%, —g 1
Dus de punten zijn (0, 0) en (f%, fg .
d y)=8geeftr—1=8
#=9
t=3vi=-3
t = 3 geeft het punt (-6, 8), dus voldoet.
t =-3 geeft het punt (60, 8), dus voldoet niet.
x(3)=-3:3*+6-3-2=-11eny(3)=2-3=6

De baansnelheid is v(3) = /(-11)? + 62 = /157,

e yO)=-;geeftA—1=-3

f2=]—

a
=~

R |—

-
x(5)=-§+3 ;-2 5=-3 dus t=3 voldoet.

x(-3)=g+3+§—2~3=1 dus 1=—7 voldoet niet,

v(0) = (32 + 60— 27+ (27 = /9 — 186 + 6/ — 18 + 3642 — 120+ 617 — 12 + 4 + 47

=9 —36£ + 5212 — 24t + 4
1 18 — 5472 +52t— 12

H=v(t)= “ (3613 — 1082 + 1041 — 24) =
ap=viy 2,/97 = 3615 + 522 — 241 + 4 ¢ ) VOt =368 + 52 — 24t +4
1 18- 5—54-7+52-1—12 22
a3l = 1 1 1 1 T L7 17
Vo k-36-t+52-t-24-1+4 1L

Dus de baanversnelling is /17,
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11 Integraalrekening

Bladzijde 231
a F(x)= x+111< +1)geeft
x+D1—-(x—1)-1 = 2
Foy=1+—1 D (2 Yl g mtl el x;l-lz L 2 :x21+2
X—1 (x+1) x=1 (x+1) (x—Dx—+1) x—1
x+1
1
-1

Dus F(x) =/f(x) oftewel F is een primitieve van f.

1)+ In(x* — 1) geeft

b F(x) =xln(x e |

x+1 1 G-D-1-(+1)-1 1
= - . . -+ .
Fix)=1- ln( 1) X — 21 2x
x—1
xt1 x— 1 x—T—x—1 2x x+1 x—1 -2 2x
= +x- : - = +x -
]n(x—l) AT (==l =1 ln(x—l) xt1 (x—l)2 ®=1

_](x+l)+ 1 -2 + 2x =]n(x+l)_ 2x . 2x =1n(x+1)
)" %+l x—1 2—1 x—1) #-1 -1 o

Dus F(x) =f(x) oftewel F is een primitieve van f.
€ Flx)=-xcos(x) + 3x* sin(x) + 6x cos(x) — 6sin{x) geeft
F'(x)=-3x% * cos(x) —x* - —sin(x) + 6x - sin(x) + 3x? * cos(x) + 6 * cos(x) + 6x * -sin(x) — 6 cos(x)
= -3x?cos(x) + x*sin(x) + 6 sin(x) + 3x%cos(x) + 6 cos(x) — 6x sin(x) — 6 cos(x)
= x3sin(x)
Dus F(x) =f(x) oftewel F is een primitieve van f,

d F(x)=(6x—2x—4)\x — 1 geeft
Flo=(12x—-2) - Jx— 1+ (62 —2x—4) - \/_ =(12¢ - 2)\/—+3’x2 5-2

_ (12— 2)(x—1)+3x —x— 2 1222 —12x—2x+2+3x2—x—2

. 15x2—15x_15x(x—1)= —
= e = fol 15xx—1
Dus F(x) =f(x) oftewel F is een primitieve van f.
o T(xIn(5x) —x)
a f(x)=7-log(5x) geeft F(x)=7 %" 10 n(10) + (SxIn(5x) — 5x) + ¢ W

b f(x)=e>"! geeft F(x)=2e" ' +c
¢ f(x)=10In(2x — 4) geeft
F(x)=10 - 1((2x — 4)In(2x —4) — (2x— 4)) + ¢ = 5(2x — 4)InQx — 4) — 5Q2x —4) + ¢
-6 x+8x 4
d f(x)=T=x3 6"3 +i——x 6x : + 8x 2 geeft
F(x)=%x2—1§

X X

IR +e=1x2—12 Bt

1 -1 b

e f()=(2+32=x*+6x2+9 geeft F(x)=ix°+ 23+ 9x+c¢
f(x) = 3sin(4x) geeft F(x) =3 - ~cos(4x) + ¢ =-3cos(4x) + ¢

a f(x)= \/()'x—+=(6x+3)'5geeftF(x)=L'%(6x+3)lzl+c=$(6x+3)\/m+c
b f(x)=5- 1geeftF(x)—10 m2x— 1| +c=5I2x— 1| +¢

¢ flx)= (3x 6)2 geeftF(x)—— ~Bx—6yl+e=-13x—6)+ec

d flx)y=@x+5)"=5

5 Beeft F(x) = Hn[2x+ 5]+ ¢

213 2r—3
e f(x)=10%3 geeft F(x)=1- 1o 10

n(10) €~ 2In(10)

-1 8§ g
! = 5—7—4r—2XgeeftF(x) @ nE
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F(x) = (ax?+ bx + ¢) e* geeft
F'(x)=Qax+b) e +{ax*+bx+c) e =(ax®*+ (2a+bx+b+c)e*
Dit moet gelijk zijn aan f(x)=(x*+ 1)e", dusa=1,2a+b=0enb+c=1.

a=1 }
_r2+b=0
20+b=0 b=
b:,
b+c—l}2+c
c=3

Dusa=1,b=-2enc=23,

S(x)=px geeft x* —3x=px
X=px+3x
X*=(p+3x
x=0vx’=p+3
x=0vx=\p+3vx=-\p+3
vold. niet
VP +3 Nizaa pt+3
O)= | (pr=fondv="[ (pr=(=30)de= [ (' +(p+3p)dv
0 0 0
[ e b Tk 3 (e b (=~ 0=k
O(V)=9 geeft ;(p+3)2=9
(p+3P=36
pt3=6vp+3=-6
p=3vp=-9
vold. niet
Dus p=3.

O(ABCD)=5-(2-p)=10—-5p
V is het vlakdeel dat wordt ingesloten door de grafick van f'en het lijnstuk CD.

5 5 5
O(V) = [(2 ~fix)) dx = j(z =gt I= %)dx = j(3 - %x—%)dx =[3x — 42> = 31nfx + 1]
0 0 0

=15-65—31In(6) — (0—0—0)) =83 — 31n(6)
O(V) =1 O(ABCD) geeft 83— 3In(6) = 5—21p
21p=31In(6) - 33
p=15In(6) — 13

Bladzijde 232
a 54 km/uur = 15 m/s
Versnelling van de wielrenner constant ¢ en beginsnelheid 15 geeft snelheid v, (1) = af + 15.
v () =at+ 15 geeft s, () =3at + 15t + ¢
T .
j:ﬁg);fo‘” =l C} s, (f)=Ltar + 15¢
v (H)=0geeftar+15=0
at=-15
15

a

t:
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sw(—§>=40geeﬁ§a-(15> 5 1ot
74 7]

1225 225 _

a a

2;
40
Dus de versnelling van de wielrenner is -2,8125 m/s,
b a=-2,5,v,0)=15ens,(0)=0 geeft v, (1) =25+ 15 en s, () = -1,252 + 15¢
6 km/uur = 13 m/s
Voor de auto geldt v,(£) = 13,
v () = 15 geeft s, (1) = 13t + b 5
=13+

<(0)=40 s(H=131+40
Vi) = v (0)
-2,5t+15=13
-2,5t=-13%
=54
5,59 =-1,25 - (5% + 15 - 55 =44;
s (5D =13 55+40=48}
Dus op het moment dat de wielrenner en de auto dezelfde snelheid hebben, rijdt de
auto 48% - 44;l = 445 meter voor de wielrenner.
De wielrenner kan dus op tijd stoppen.

=-2.8125

a=-

. ¥ 1__3 1L __2
a O(V)E[( T+ Ddy= [1 n(3) ](fh:l(3)+1_11:1(3)#111(3)+1
= 1 x 2 1 2x x g, 2= 3 1
b 1(L)~nj(3 1) dx= nj(3 +2:3°+ dx= “[ 1n(3)+2'1n(3)+]
0

0
_ (% 6 : . o _ (43+6-3-2  \ gy
““(1n(3)+1n(3)+1 (111(3) 1n(3)+0))‘”( n3 ) w3t

€ y=3F+1geeft3*+1=y
F=y—-1
x="log(y—1)
f0)=2enf(1)=4

4
I(M)=m-12- 4=z [Clog(y — 1)} dv=9,89
2

]

a /= J ydr= TEI (7 —x*)dx= Jc[rzx —-x3] =u(? - %r—% . (%r)3) —x(i? - %r —;— . (;—r)3)

—n(zij—ﬁr”) Tr(3r3— = 24;rcr ‘JU‘3_648TCI‘

-4
b [, =3z

pr pr
I= Tr_[ vidx= ?I'I (2 —xHdx= ﬂ[rzx = %xﬂzr =u(r? - pr— %(pr)3) —q(r? - —pr— ;—(*pr)3)
—-pr -pr
=n(pr =50’ )+ alpr = 5p’ ) =n@2pr’ =3 ) = p — 3" )’
I=11, geeft 2p —3p)yms =3m
2 2.3
P3P T3
Voer in y, =2x — §x3 eny, = %
De optie snijpunt geeft x = 0,347...
Dus p = 0,35.
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Substitutie van y = 3 in x> + % =25 geeft x> + 9 =25
=16
x=4vx=-4

Substitutie van y = 4 in x> + 7 = 25 geeft x> + 16 =25
=9
x=3vx=-3

=3 3 4 4
J(L)znj y2dx+nj42dx+njy2dx—n[32dx
143 =B 3 " -4
=nf (25 —x)dv + nf16x]", + 2] (25 5 dx — m[ox]’,
-4 3

=n[25x — 1] | + m(48 — -48) + x[25x — 1] — n(36 —-36)
=n(-75 +9) — n(-100 + &) + 967 + n(100 — &) — n(75 - 9) — 72
=-66m + 7831+ 961 + 7831 — 661 — 721 = 495

Bladzijde 233
] a ¥
\_|J
y=e
v
X
0
er =¢ e¥= e2x =g
2x=1 = 2x=x
_1 - -
Xy W= x=0
¢ omlaag schuiven geeft
0 i 0 !
IL)=xf(e* ~ e ds +mf(e —ePdv=n[(e? ~ 27! +e)drv +m[(e* ~ 2> + ) dx
-1 0 =1 0

x ﬂ[—%e’z’f e ezx]?l i Tl:[zl_1 S, U ezx]i

=n(-5+2e) —m(-56? + 26> — ) +n(jel — > +5e}) —m(f—e) = (36> + Je — P
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0 0
b [g(de=[erdr=[c"" =-1+¢
- -1

L
3

jf(x)dx Jerdr=[e¥p: =Le -
0
DusO(W)~fl+e+2e l=1le-1i
In(s5)
' () o2 2
J‘e*xdx=|:_ei\’]_l =—el(°”)+e=—el(4)"‘6:—%"'6:—%6—%‘*‘6:%3_%

-1
s0(W)=3(lze— l3)=3e—3

Dus de lijn x =In verdeelt W in twee delen met gelijke oppervlakte.

ert3

12 Goniometrische formules

a sin(x+§n)=—cos(x—§ﬂ)
cos(x — £7) = cos(x + 17)
x—éﬂ:x+%n+k'2nvx—éﬂ=*x—§n+k'2n
geen oplossing x=-im+k-2n

x=—11—27c+k-n

b 2sin(x)cos(x)=cos(x + én)
sin(2x) = sin(x + %ﬂ)
Zx=x+in+k 2nvi2x=n—-x—3in+k-2n
x=§ﬂ+k~2ﬂv3x:%n+k-2n
x=3in+k-2nvx=gn+k-in

¢ cos(x+1m) - cos(x) =112
cos(x +3m) - sin{x +31) =12
LsinQx+m) =12
sin(2x + 1) =2,/2
A+m=in+k-2nvix+n=3In+k-2n
x=-im+k-2mv2x=-im+k-2x
xzfgar+k-ﬂvx=*%n+k'1r

d /3 sin(2x) + cos(2x) = 1
2/3sin(x)cos(x) + 1 — 2sin’(x) = 1
2/3sin(x) cos(x) — 2sin’(x) =0
2 sin(x)(\/g - cos(x) —sin(x))=0
2sin(x)=0v \/5 - cos(x) — sin(x) =0
sin(x) = 0 v sin(x) = \/3 * cos(x)

L sin(x)
vk ﬂvcos(x)g\/5
x=k-mvtan(x)=3

1
x=k'mvx=sntk-m

a f(x)=(2—sin(x))? =4 — 4sin(x) + sin*(x) = 4 — 4sin(x) + 3 — Scos(2x)
= 43 — 4sin(x) — cos(2x)
Fi(x)=43x + 4 cos(x) — 3sin(2x) + ¢
b g(x) = sin(3x)cos(3x) + cos(3x)sin(3x) = sin(31x)
G(x) =-3cos(35x) + ¢
€ h(x)=4cos!(x) — cos?(2x) = (2 cos?(x))* — cos?(2x) = (1 + cos(2x))* — cos?(2x)
=1+ 2c¢0s(2x) + cos?(2x) — cos’(2x) = 1 + 2 cos(2x)
H(x)=x+sin(2x) + ¢
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a  f(x)=sin(x) — cos(x) + \/2 geeft £'(x) = cos(x) + sin(x)
S(x) =0 geeft cos(x) + sin(x) =0
sin(x) =-cos(x)
tan(x)=-1
x=-in+k-m
fhm) =sin(-3m) = cos(-3m) +\2 =-332 =342 +2=0
f(-3m) =0 enf{-3x) =0, dus de grafick van /raakt de x-as.
b fGm—p)+fGr+p)=sinGm—p) = cos(;T—p)+ 2 +sinGr+p) —cos(zm +p) + |2
= sin(f; ) cos(p) — COSG‘R’) sin(p) — (cos(};:rc) cos(p) + sin(}1 m)sin(p)) + \/5
+ sin(37) cos(p) + cos(zm) sin( p) — (cos(3m) cos(p) — sin(3m)sin( p)) + /2
=3V2 * cos(p) — 3v2  sin(p) = 32 - cos(p) = 342 - sin(p) + 2
+542 * cos(p) +3y2 - sin(p) — 312 - cos(p) + 342 * sin(p) + 2 =22 =2y,
Dus de grafick van fis puntsymmetrisch in 4(37,/2).
¢ fGm—p)=sinGr—p) - cosGr—p)+ 2
= sin(f—1 m)cos(p) — cos(% 7)sin(p) — (cos(% m)cos(p) + sin(f—ln) sin(p)) + \ﬁ
=12 cos(p) + 52 « sin(p) + £/2 + cos(p) — 52 - sin(p) + |2
=2 cos(p) ++/2
SGm+p)=sinGn +p) — cosGm+p) + 2
= sin(37) cos(p) + cos(Gm)sin(p) — (cos(Gm) cos(p) — sin(Gm)sin(p)) + 2
=12 - cos(p) — 12 « sin(p) + 12 - cos(p) + 12 * sin(p) + 2
=2 cos(p) ++2
JGr—p)=fGn+p)

Dus de lijn x =3 is symmetrieas van de grafiek van f:

~  (x(6)\ _ [-absin(bi)
R (v’(t)) B (ab cos(bt))
v(?) = \/(~absin(bt))’ + (abcos(bt)= /a® b*sin’(br) + a* b*cos*(bt)
= /@ b*(sin(bt) + cos*(br)) = \Ja*b* = ab
- o (x"(0\ _ [-ab*cos(b1)
b an= (v”(z)) - (abzsin(br))
> = . _[-absin(bt) (-ab*cos(bt)
V() - a(®) (ab cos(bt)) (—ab2 sin(br)
Dus v(f) L a().
¢ |a(n)| = \J(-ab? cos(br)? + (-ab?sin(bt))? = \Ja? b* cos*(bt) + a? b sin*(b1)
= Ja@® b*(sin’(br) + cos’(bi)) = \Ja* b* = ab®
v=10en |a(f)| =5 geeft ab= 10 en ab*> =5

) = a* bsin(br) cos(br) — a* b>cos(bt) sin(br) = 0

ab’ _ 5
ab 10
=

b=1enab=10 geefta=20
Dus de straal van de cirkel is 20.

Bladzijde 234
a f(x)=2cos*(x) +sin(2x) =2 cos*(x) — 1 + 1 +sin(2x) = cos(2x) + sin(2x) + 1
S(x) = cos(2x) + sin(2x) + 1 geeft f(x) =-2sin(2x) + 2 cos(2x)
S(x) =0 geeft -2 sin(2x) + 2 cos(2x) =0
sin(2x) = cos(2x)
tan(2x) =1
x=jn+k-m
x=gn+k-in
xin [0, 7] geeft x=gm v x=3n
max. is f(é:rc)=cos(f1-1t)+sin(}—ln) +1 =% 2+§ 2+1=1+ \/§
min, is fGx) = cos(13m) +sin(1fm) + 1 =-32 -3 2+1=1-,2
Dus B,=[1-/2,1+2].
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b f(x)=g(x) geeft 2 cosX(x) + sin(2x) = 2 sin(2x)
2 cos’(x) = sin(2x)
2 cos?(x) = 2 sin(x) cos(x)
2¢cos(x) =0 v cos(x) = sin(x)
cos(x) =0 v tan(x) =1
x:]iir+k-7rvx:‘:1—:rc+k-1r
xin [0, n] geeft x=mvx=1x

-I I

o) = j (25in(2x) — (2 cos*(x) + sin(2x))) dx = j (25in(2x) — (cos(2x) + sin(2x) + 1)) dx
= (2 sin(2x) — cos(2x) — sin(2x) — 1) dx = j (sin(2x) — cos(2x) — 1) dx

= [-3cos(2x) — 5sin(2x) — x];:: =-Zcos(r) — isin(x) — 37 — (-3cos(37) — 3sin(3m) — §7)
=g G2gn Grgwgr=1~5z
¢ Cis het midden van 4B als g(p) =1 1(p).
Dit geeft 2sin(2p) = cos’(p) + 2sin(2p)
13sin(2p) = cos*(p)
3sin(p)cos(p) = cos?(p)
cos(p)=0v 3sin(p) =cos(p)

: sin(p)
=—q+ k- . =

p=sntk-mv3 —

vold. niet tan(p) =73

a up=25sin(8nl)
Per trilling wordt 4 - 25 = 100 mm afgelegd.
Er zijn 2—:; =4 trillingen per seconde,
dus P legt per minuut 60 - 4 - 100 = 24000 mm = 24 m af,
Uy = 40sin(6mr).
Per trilling wordt 4 - 40 = 160 mm afgelegd.
Er zijn % =3 trillingen per seconde,
dus Q legt per minuut 60 - 3 + 160 =28 800 mm = 28,8 m af.
Het punt Q legt de grootste atstand per minuut af. Het verschil is 4,8 m.
b Op7=0beginnen P en Q beide aan een nieuwe trilling.
P heeft trillingstijd ; seconde en O heeft trillingstijd 5 seconde. Dus na 1 seconde
heeft P 4 trillingen gemaakt en Q 3 trillingen, dus beginnen P en O na | seconde
beide de tweede keer aan een nieuwe trilling.
Dusopt=1.
¢ De afstand tussen P en Q is \25 sin(8mr) — 40 sm(61tt)|
Voer in y, = ‘25 sin(8mx) — 40 qm((mx)‘ en y, = 30.
De optie snijpunt geeft x = 0,2360...
Dus het eerste tijdstip is ¢ ~ 0,236.

a f(x)=0 geeft 2sin’(x) +sin(x)=0
sin(x)(2sin(x) + 1)=0
sin(x) =0 v sin(x) = f%
x=k mvx=-in+k-2nvx=1lin+k-2n

xin [0, 2] geeft x=0vx= nvx—lﬁnvxélnvx 2n

O=[fx)drc= j(zsinl(x)+sin(x))dx:j(2sin2(x)—1+1+sin(x))dx

0

0
= [(-cos(2x) + sin(x) + 1) dr=[~3sin(2x) — cos(x) +x];
0

= *QS]H(ZTC) cos(m) +m— qm(O) cos(0)+0)=0—-1+n+0+1=2+x
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b f(x)=2sin*(x) + sin(x) geeft f"(x) = 4 sin(x) cos(x) + cos(x)
S(x) =0 geeft 4 sin(x) cos(x) + cos(x) =0
cos(x)(4sin(x)+ 1)=0
cos(x) =0 v sin(x)=-}
x=3imvx=13mvsin(x)=-3
fGmy=2sin’Gm) +sinGm)=2-1+1=3
f(lim) =2sin%(137) +sin(l3m) =2 - 1—-1=1
sin(x) =5 geeft f(x) =2+ (-p* ~5 =3
f(x)=p heeft precies vier oplossingen voor —% <p<0vO0<p<l.
¢ fGrn—p)=2sin’(3m—p)+sin(3m - p)
= 2(sin(%:rc) cos(p) — cos(% m)sin( p))* + sin(% m)cos(p) — cos('g ) sin( p)
=2(1 - cos(p) —0)*+ 1 - cos(p) — 0
=2c¢os?(p) + cos(p)
fGm+p)=2sin’GGn+p) +sin(zm + p)
= 2(sin(3m)cos(p) + cos(:m) sin(p))* + sin(3m) cos(p) + cos( ) sin(p)
=2(1-cos(p)+ 0¥ +1-cos(p)+0
=2cos’(p) +cos(p)
Er geldt f(%;rc —p)=f (%Tt + p), dus de gratiek van f'is symmetrisch op het interval [0, 7).

p=fGn—im)=fGm)=2- G +3;=1

x(t) = sin(f) + cos(?)
v(ty=1+2sin(2¢t+ )
X2 = (sin(f) + cos(£))* = sin?(£) + 2 sin(f) cos(t) + cos*(£) = 1 + sin(2¢)

y=1+2sin(2t + ) =1 — 2sin(2f) } 3 s
; ; =1-2(x"—1)
Bt =2=1[”
x-=1+sin(2¢) geeft sin(2r) =x- — 1 p=1-2¢+2
y=-2x>+3

Dus de baan van P is een deel van de bergparabool yv=-2x* + 3,
Dusa=-2enb=3.
b = L+ sin(Zr)} .
-1 <sin(2r) <1 *\ﬁSxS \E
x=-y2eny=-2x2+3 geefty=-1
=y 2 emp—-0x* +3 geefig—-l
Dus de keerpunten zijn (f\/i -1)en (\/5, -1).

Bladzijde 235
a De baan van P is de cirkel met middelpunt O en straal 4, de baan van Q is de cirkel
met middelpunt O en straal 5.
De minimale afstand tussen Pen Qis 5 —4=1voor 5t=3t+ k- 2n
2t=k-2rm
t=k-m
Dus de minimale afstand wordt bereikt voort =0, f=m en ¢t = 2m.
De maximale afstand tussen Pen Qis 5+4=9voor5t=3t+n+k*2xn
2i=mw+k-2n
t=sm+k-m
Dus de maximale afstand wordt bereikt voor =1m en t= 131,
b PO>=(5cos(3r) — 4cos(5)) + (5sin(37) — 4 sin(51))
= 25¢08*(31) — 40cos(31) cos(51) + 16 cos*(51) + 25 sin’(3£) — 40 sin(31) sin(5¢) + 16 sin*(5¢)
= 25(cos?(31) + sin?(31)) + 16(cos*(5¢) + sin*(5¢)) — 40(cos(3¢) cos(5t) + sin(37) sin{57))
=25+ 16— 40cos(3t— 5¢) = 41 — 40 cos(-2¢) = 41 — 40 cos(2f) = 41 — 40(1 — 2 sin())
=41 —40 + 80sin’() = 1 + 80sin’(r)

Dus PO = /1 + 80sin’(z).
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¢ PQ=41
J1+80sin’(r) = \/41
1+ 80sin’() =41
80 sin’(f) = 40
sin’(r) =3
sin(f) = 54/2 v sin(f) = -34/2
t=}-1:rc+k‘2:rcvt=?;7r+k‘27rvt=*i?r+k'2:rcvr=1}-17t+k‘27{
(in [0, 2n] geeft r=mvi=3nvi=1linvi=13xn
d Evenwijdig met de y-as, dus xp,=x,
4 cos(51) = 5cos(31)
Voer in v, =4 cos(5x) en v, = 5 cos(3x).
De optie snijpunt geeft x = 0,756...
Dus voor £ = 0,76.

a y=0geeftcos(3H=0
=in+k-n
=in+k-3m
¢ = £ geeft het punt (3, 0).
¢ =im geeft het punt (-1, 0).
t=%;rc geeft het punt (3, 0).

X(t) = cos(21) x'() =-2sin(2¢) = . {-2sin(2¢)
L(z) = cos(3r) Bt {y'(t) = Zdrap O e HOT= (—3 sin(3t))'

)= 2sinGzm)) (-2 -3y3) _[-/3) A [ 1
YT 3sindmy) | 31 3/ \\3
-5 (2sin(13m))  (2--33) (3} [ 1
v((’n)g(?;sin@%n))k( 3-1\/)‘(3 _(\E)
L ()
\ﬁ *\/5 _ ‘1_3‘ 1

cos(p) = 1 1\ Ja- 4:%:5
(-l

Dus ¢ = 60°.
b x=0 geeft cos(2)=0
d=in+km

(=tmrke i
1= geeft het punt (0, -3 \/5).
t= %:rc geeft het punt (0, %ﬁ)
SRR

2 2
1312

Stel k: y=ax + b meta=— =-2/2 en k door (0, 3+/2).

Dus kzysz; 2 ~x+;—\/§.
De baansnelheid is v(3 ) = \/(-2sin(m))? + (-3sin(11m)2 = \J0+9 =3.
d d(4,B)=1,dus 4 opdelijn y= %, omdat de baan symmetrisch is in de x-as.
cos(31) =1
3t=3n+k-2nv3t=-sn+k-2n

1o —

t:$n+k'%nvt=*én+k'%n

tin [0, 7] geeftt=gnvi={nvi=35n
x(570) = cos(3 1) = 0,766...

x(3m) = cos(4'm) = 0,173...

x(3m) = cos(im) =-0,939...
Dus p=-0,94 v p=0,17vp=0,77.
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a y=0geeft 2cos(2t)=0
cos(20)=0
2t= %ﬂ' +k*x
t= JT’JI +k- %n
t=-3m geeft het punt (154/2, 0).
x(t) =3 cos(t + 3m) coft 4¥ 0 ="3sin(z + im)
() = 2cos(21) & () = -4sin(20)

- (-3sin(t+35n)
D ”(’)A( 4sin(2§) )

-3

tan(p) = 14 geeft 9 =-62,061...°
2

Dus de hoek waaronder de baan de positieve x-as snijdt is ongeveer 62,1°.
b De baansnelheid is v(-3x) = \/(71% 2) +42= \/4% +16= \@: 382
¢ x=0 geeft 3cos(t+3im)=0
cos(t +3m)=0
t+ %n = %ﬂ' +km

t=k'm
t=0 geeft y=2, dus de baan snijdt de y-as in het punt (0, 2).
Dus de vergelijking van de parabool is van de vorm y = ax* + 2.

- 2
yv=ax*+2 c(-32+2=-2
= %7[ geeft het punt (-3, -2) ;a i 5‘2
o

Dus y=-5x2 +2.

Substitutie van x = 3 cos(z + 5—7:) eny=2cos(2f) iny= fgxl + 2 geeft

2cos(21) =-3 * (3cos(t +3m)> +2

2c0s(2f) =-3 - 9(cos(t+1m))> +2

2 cos(21) =-4(sin(z + ©))> + 2

cos(2f) = -2(-sin(r))* + 1

cos(26) = 1 — 2 sin’(¢)

Dit klopt voor elke ¢, dus de baan van P is een deel van de parabool y = f§x2 o
a I (3 cos(t+ %n))

2cos(2f)
57 _= _[ “2cos(2) )
PO=p (3 cos(t + 5m)

~_ = = _(3cos(+ 1n) L ~2cos(20) | _(3cos(r+ 11) — 2cos(20)

TP pcos2r) | \3eos(t+im))  \2cos(2r) + 3cos(t + im)
p=3cos(t+3 L) —2 coq(zr)
=2cos(2f) + 3cos(t+ 3 s'r)
e Qopdey-as geeft x, =0 y
3cos(f+5m) — 2¢08(26) =0

3cos(t+ %:rc) = 2cos(21)

Voer in v, = 3cos(x +37) en y, = 2 cos(2x).

De optie snijpunt geeft x =-0,439..,

Dus r=-0,439... en dit geeft P(1,276...; 1,276...). R P
O(OPORY=0OP*=1,276..>+1,276..2 = 3,26,

Dus de bewegingsvergelijkingen van Q zijn {v

1,276

(0] 1,276. ..
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K Voortgezette integraalrekening

Bladzijde 236
#+2 x=2+4 (2x—-4H+4  2x—4) 4
= = = = -
O ST I8 - dxr8 Z—dx+8 P-Axt8 Z—dxT8
1
;2x—4) 0 ] 1 . i
Jx2—4x+8 _jz 4+8(2x 4)dx= J-g x2—4x+8d(x 4x+8)—2ln‘x 4x+8‘+c

4 B 4 _ wf L
fxz_4x+gdx‘j(x—2)2—4+8dx jj-,(x—z)2+1dx j(%(x—Z))zH

= Iﬁdx = 2arctan(%x =1) *e

Dus F(x) = §1n|x* — 4x + 8| + 2arctan(}x — 1) +c.
b F(x)= J'3xzsin(x3) dx = j sin(x?) dx’ =-cos(x¥) + ¢
¢ Flx)= jcos(x) <31+ sin(x)dx = j{/l + sin(x) d sin(x) = ji/mdu = j(1 +uydu
=30+ +e=3(1+u) YT +u+e=i(1+sin(x) - YT +sin(0) +c
d F(x)=[(2x +4)cos(2x)dr = [(2x +4)dsin(2x) = (2x +4) - Jsin(2x) — [3sin(2x) d(2x + 4)

= (x+ 2)sin(2x) — J-sin(Zx) dx = (x + 2) sin(2x) + cos(2x) + ¢

2x+1 2x 1
¢ F(x)_I,/m—xzdx:J(\/lé—xz T \/16—x2)dx
L

= e

ZJ%du-Farcsin(ﬁx)—%/a + aresin(3x) + ¢ =-2+/16 — x? + arcsin(3x) + ¢
u
2x+4 -1 -1
f Fo)=|—————dv=|————d(-x*~4x—-3)=|—=du=-2\u+
) I\/—x2—4x—3 j\/—.7c2—4x—3 (=4 =3) '[\/; ! e
=2 —dx—3 +¢

d(16 — x2)+j

2x+7 2x+7 a b a(x+4)+b(x+2) (a+byx+da+2b
9 )= E s Gr)a+d) x+2 xtd GrDGAA | G DG
{a+b=2 2‘ ft{2a+2b—4
da+26="711 4a+2b=7 _
-2a=-3
2=lz }1]—+b=2
a+tb=2] 2

=L

1 L
2

13
i |
f(x)_x+2 +4geeftF(x)=151n\x+2\+51n‘x+4‘+c

a f(x)=4sin*(x)cos(x) geeft
F(x) =8 sin(x) cos(x) - cos(x) + 4sin’(x) - ~sin(x) = § sin(x) cos’(x) — 4 sin’(x)
J(x) =0 geeft 4sin*(x) * cos(x)=0
sin(x) =0 v cos(x)=0
x=0vx=nvx=2nvx=invx=1izn
F10)=8-0-12-4-0=0
f(m)y=8-0-(-1»-4-0=0
f2n)=8-0-12-4-0=0
Dus de grafiek raakt de x-as in (0, 0), (%, 0) en (2w, 0).
b Stelkiy=ax+bmeta=f(n)=8-1-0—4-1=-4,

y——4x+b _
im= OdusAer)}b =0

Dus k:y=-4x + 2m.
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T

c OV)= 2 4sin’(x) cos(x) dx =

o

b n 1

1.
2

[ —

x=0

2x
a f()=5geeft 3—=3
2xr — 8 =6x
22 —6x—8=0
x»*=3x—4=0
(x+Dix—4)=0
x=-lvx=4
y
i i
I 1\r
I I
I I
l I
: ; 3
N e
B i X
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
! !
x=-2 x=2
¢ 2x
o= [(3- g o
2x _ 1 _ 1 3 A _
[oogdr=| oy rde= 5 d@ -4 =In}—4[+c

Dus O(F)=[3x—In
pt4 pté Zx

b [ fde=] 57
P »

=i By 16—4)—ln(p2—4)=ln(p E

p+a
[ fede=In2)
P
+8p+12
1n(p2—‘_’4>=1n(
pP+8p+12
.
pP+8p+12=2p"-38
pPP—8p—-20=0
(p+2)(p—10)=0
p=-2 v p=10
vold. niet
Dus voor p=10.

Gemengde opgaven

dv=[in( Z )] = In((p+ 47 - 4) = In(p* ~ 4)

4sin’(x) dsin() = [fsin' ()] =4+ 1-4-

<o
II

p—

| —

2 —4|]" =0-1n(4) - (-}~ In(3)) =-In(4) + 1+ In(3) =2 + In(3).

2+8p+12)
-4

2)

Omdat p*> —4 >0 als
p > 2, kan de modulus
wegblijven,
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a1
a flx)= B geeft
yn D G2 H10) - (0 +10x) - 2 34+ 1042+ 322+ 10— 20 — 2002 _ x4 — 742+ 10
f(x) (xz g 1)2 (xz + 1)2 (xz + 1)2
f(x)=0 geeft x* = 7x*+10=0

(P -2)x*-5=0
x2=2wvxi=5

b 2vx=—\/§vx=\/§vx=—\/§

Y

(V2P+10-2 22+10{2 122

f(D= (V2R +1 2+1 3 =42
(P10 -2 22102 -12\2
2= SR T R —-42
(P05 55+105 155
6= 5r+1 5+l 6 =23V5
(5P +100-5 -55-105 -155 |
fe3)= -5e2+1 5+l 6 =255
De toppen zijn (,\/g’ 72%\6), (fﬁ, —4@), (\E, 4\/5) en (\/53 215\5)‘
b Stelk:y:axﬁ-bmeta:f’(l):l(_lz_i-;)lz():1_
y=x+b L
f(1)=5§,dusA(1,5%)}1+b_52

b=43

Dus k:y =x +43.
¢ f(x)=p heeft precics één oplossing voor p<-42 v -21/5<p<25/5vp>42.
d *+1/3+10x\x

XO+x
ox
_ 9x
®=x+ 73
9% = fal =L . oidr= (4l —1— de+ 1) = 4l inls2
jx2+1dx—j42 s 2vdv=[43 x2+1d(x+1)~421n\x+1\+c

3 3
o) =|flx)dx= j(x + xfj_‘ 1>dx = [f2+ 4k + )]
0

0
=41+ 43In(10) — 0 = 41 + 411n(10)
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Bladzijde 237
a f(x)=0x2+x—1)e geeft f(x)=(x+1) e+ (22 +x— 1) ¢" = (2> + 5x) e
1(x) =0 geeft (2x* + 5x)e* =0

232+ 5x=0
H e+ 57=0
x=0vx=725-
y
/_i\ )
2= |/
9 9
0)=-1enf(-20)=9e% == ’
f10) =t en 2 =9¢%= Jr= o=
9
Dus de toppen zijn (0, -1) en | 25, — ‘
ppen zijn (0, -1) (262'\/5)
b f(x)=0geeft (2x*+x—1)e*=0
23 +x—-1=0
D=1%2—4 «Jj+=1=9
_-1+3 . =l =3
=T T2vVXITT4 =-1

j(2x2+x— 1)e”dx=J(2x2+x— Dder=(2x2 +x— l)ex—Jexd(2x2+x— 1)
=@ +x— D'~ [(dx+ Detdv= (28 +x— 1)e"~ [(4x + 1)de*
=27 +x = 1)e"— (Ax + 1)e*+ [erd(dx + 1) = (2 +x — 1)e"— (dx + D) e* + [4erdx
=@ +x— 1)ex—(4x+ De*+4e"=(2x2—3x +2)e"

o)=- jf(x)dx Jizad - 3x+2)e] —(%—1'5+2)e%+(2+3+2)e"=—e%+7e"=g—\/5

P
=]
@ -3p+er+I-L-Lf

Q- Ip+2eP=- -1

Ze
2 - 3p+2)eﬂ~27—e+%\/5
Voer in y, = (2x2 = 3x +2)¢" en y, ==—+1/e.
De optie snijpunt geetft x =-0,1130...

Dus p =-0,113.

a F(x):Jx3]n(x)dx:Jln(x)d(f—lx“):;-x“ln(x) J—x“dln(x)*—x“ln(x) j 1t %dx

=) — [ 2 o=t In{i) — 1o+
b F(x)=[xIn(*)dx = [3xIn(x)dr = [3In(x)d3* = 3In(x) - x>~ [1*d3 In(x)
= 13#%In(x) — [322 - %dx = 13¢°In(x) ~ [ Izxdv = 13 In(x) — 3% + ¢

1 1

c E,(x):jxﬂln(x)dx:jln(x)dn+ e lx"+11n(x)—jn+lx"“dln(x)
—_ 1 nt1 s 5 i N l — n+1 s n
ntly log .[n+1x xdx n+l” il In+1xdx
= 1 n+l — n+l 4
P In(x) - l)2x c
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d Er geldtx >0, omdat anders x™ niet bestaat.
Uit ¢ volgt jx In(x)dx =3 x2In(x) — 532 + .
F (x)= J-x In(x™)ydx = me In(x)dx = 2mx2In(x) — jmx? + ¢

a f(x)=21n*x)—2In(x)
fi(x)=0 geeft 2In*(x) —2In(x) =0
2In(x)(In(x)—1)=0
In(x)=0v In(x)=1
x=1lvx=e

0 1\/; *
j 21In%(x) dx = 2x In%(x) — jzxdan(x) =2xIn’(x) — j 2x - 2In(x) - %dx
= 2x In?(x) - j41n(x)dx

=2xIn’(x) — 4(xIn(x) — x) + ¢ = 2x In*(x) — dx In{x) + 4x + ¢
[21n(x)dx = 2(xIn(x) ~x) + e = 2xIn(x) - 2~ ¢

jc fi(x)de= (je(z In*(x) = 2 In(x)) dx = [2x In?(x) — dx In(x) + 4x — (2x In(x) — 22)]
1 1

= [2x1n%(x) — 6xIn(x) + 6x], =2e — 6e + 6e — (0~ 0+ 6) =2e 6

De oppervlakte is -(2e — 6) = 6 — 2e,
b f,(x) =0 geeft 21n%(x) — 2pIn(x) = 0
21In(x)(In(x) — p) =0
In(x)=0v In(x)=p
x=1lvx=eg?

Uit a volgt F,(x) = 2xIn*(x) — 4xIn(x) + 4x — 2 pxIn(x) + 2 px + c.

o

j f,(x¥)dx = [2x1n%(x) — 4xIn(x) + 4x — 2 pxIn(x) + 2 px]j'

‘ =2¢r - pr—deP p+4eh—2pel - p+2pe? —(0—0+4—0+2p)
=2ple’ —4dpe? + 4el —2pPe’ + 2pel —4 - 2p
=-2pe’+del —4—-2p=(4-2p)e’—4—-2p

f,(x)=0voorl =x<e”, dusopp=(2p —4)e’ +2p +4.

opp =8 geeft (2p —4)e? +2p+4=38

2p—4)e’+2p—4=0
(@p=4)e +1)=0
2p—4=0vef+1=0
2p=4 geen opl.
p=2

Dus voor p =2.
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a f(x) =x+e* gﬂeftf’(x) — -
S (x)=0geeft 1 —¢*=

e'=1
-x=0
x=0

min, is /(0) =1

Bf'= [1, _>>
b pP= 0 p< 0
P ya
O(V,) = 6 geeft j (x+e®)dv=6 O(V,) = 6 geeft j (x+e¥)de=6
» P
b o], - te-e] =6
i 2P =Gt —e?)=6

eP—6—¢P=0
(e"?—6e’—1=0

;-pz—ep—%p2+e’#’=6
—-eP—6+e?P=()
(e”P+6e"—1=0

Stele? =u. Stele” = u.

w—6u—1=0 w+oeu—1=0

D=(-6¥—-4"1--1=40 D=6>-4-1--1=40
6+2\/_ 6—2\/E —6+2\/_ —6—2\/_

U= = u=

u——3+\/_ vV u=-3- \/_
ep—f3+\rvep—73 \F

=1In(-3 + /10) geen opl.

= 3+\/_ ¥ =3 \/_
e’ =3+.10 v er=3-./10
p=ln(3+\/ﬁ)geen opl.

Dus voor p = In(3 + /10) en voor p = In(-3 + /10).

0 0 0
c ]=7rJ-(f(x))zdx=nj-(x+e”‘)2dx=1tj(x2+2xe""+e""x)dx
=1 =1 =1
ije”‘dx=J-2.xd—e"”=—2xe’*+j S vl Rl b e R
I=nie —2ve*—2¢*—Le2]
=m(0-0-2-3)~ n(3+23—2e—'562)
=m(25+5+50Y) = &~ 2

a F(x)=jex:_1dx=J'lf;,xdx J1+ —d(1+e%)= J—%du=—]n‘u‘+c=—ln(1+e’x)+c
In(sin(x))

b Flx)= J-de = [In(sin(x)) d tan(x) = tan(x) - In(sin(x)) — [tan(x)d In(sin(x))

= tan(x) - In(sin(x)) — j tan(x) - oo+ cos()d
. sin(x) 1
= tan(x) * In(sin(x)) — j cost) s s

= tan(x) * In(sin(x)) — [ 1dx
= tan(x) - In(sin(x)) —x+¢
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2x+ 1=
2x=ut—1

P W IO |
X=3Uu"—3

F(x)=J-x\/mdx=J’(%u2—%) cudGur -1 =J.(%u2—l:) 3 udu=J-(%u4—%u2)du
=L -l te=t@e+ 12 Zrr -t + D2 F L +c

Bladzijde 238

a x=11geeft#-4=11
£=15
t=\15vt=-\/15

Y(/15) = \/15In(4 + |/15)
HTS) =T I~ T5) = VTS 4~ T5)) =TS )
_ 1 ARNISY o A IS
_‘/ﬁln(zp 15 4+\/E>_‘/ﬁln(16—15)—‘/ﬁln(4+‘/ﬁ)

Dus v(y/15) =3(-/15) en dus snijdt K zichzelf in het punt (11,/15In(4 + \/15)).
Dit snijpunt ligt op de lijn x = 11, dus K snijdt zichzelf op de lijn x = 11.

b [ydv=[rin(e+4)d(> —4) = [tln(r +4) - 2tde = [22 In(t + 4)dt
JTs
De GR geeft j 2¢%In(x + 4) dx = 67,636...

5

Dus oppervlakte = 67,64,

a x=0geeft4sin(r)=0
t=k'm
¢ =im geeft het punt (4, 4) en ¢ = ;7w geeft het punt (24/2, 24/2 - 2).
Dus ¥ wordt in positieve richting omlopen.
=0 =0 0
OV = [ yde= ] (4sin(r) —~ 2sin(20)) d4sin(t) = [(4sin(r) - 4sin(r) cos(n) - 4cos(t)dr
= = T
0 0
(16sin(z) cos(r) — 16 sin(?) cos*(1)) dt = [ 16sin(r) cos(r) dt — [ 16sin(r) cos* () d

T n

t=0
8sin(20)di + [ 16cos’(t)dcos(t) = [-4cos(20)] +[S5eos’ ()]
=n

=-4¢08(0) + 4c0s(2m) + 53c08°(0) — 53cos’(m) =-4+ 4+ 55 - 13— 51+ (-1)> =103

H — ol — o
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b x is maximaal 4 voor ¢ =3

¥

t:%n

Vv
t=mn
t=0 x
r=2£r: t=;-rr r=;_r: t=0 t=0
I(L) —nj yzdx—nj yzdx=nj yzdx+nj yzdx—nj v dx

t=m =0 t=m r=%n: t=n
=0 0

= (4sin(r) ~ 2sin(20)2d4sin(t) = [(4 sin(1) — 2sin(20))? - 4 cos()dr

t=m T
0

De GR geeft ch(4 sin(x) — 2sin(2x))* - 4cos(x)dx =157,913...

n

Dus /(L) = 157.91.
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12e EDITIE

Bij dit boek hoort een digitale leeromgeving.
Als je de opdrachten online maakt, zie je direct wat er al goed gaat. Je krijgt daarbij
handige tips, zodat je het de volgende keer beter doet.

Op basis van je resultaten krijg je bovendien opdrachten op jouw niveau. Dus wat
moeilijker als het goed gaat of met meer hulp als je dat nodig hebt.
Met de oefentoetsen kun je je voorbereiden op het proefwerk.
Als je meer uitleg nodig hebt, zijn er ook nog handige uitlegvideo’s.
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