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13 Limieten en asymptoten

Voorkennis Limiet en afgeleide

Bladzijde 9

Sxth)—fx) . alxthy-ax . ax+ah—ax . ah .
— - lim = lim =lim—=lima=a

a f(x)=1lim
S h—0 h—0 h h—0 h h—0 B ps0

- 1 5 .
b f’(x):}ir%wzlima(x-‘_h) ax lima(x +2xh+h) ax

h—0 h h—0 h
24 N +ah? h(2ax + ah
i & 2axh + ah ax2= - 2axh+ah® _ . ( )=lim(2ax+ah)=2ax
70 h h—0 h h—0 h E—0
) @ Fij= i LT g & 8 E8F g FE D 2ol
h—0 h 0 & h—0 h h—0 h iso k%
h—1
b Uit avolgt f(x) = e geeft f’(x)=flin%e e,
1>

h

lim ¢~ 1
hso A

=1,dusf(x)=1-e"=¢"

13.1 Limieten en perforaties

Bladzijde 10
a [EXE]:Show coordinates

b A(1)=1,£(1,9) =361, /(1,99) = 3,9601, £(2,01) = 4,0401
2%-2.22 0

c f(2)=ﬁ—6 en dat is onbepaald.
Bladzijde 11
. a limx2+x_6=(_3)2_3_6=£=0
x>3 X—2 3—2 -5
b lmAtxt12_0+0+12 12,
ro0 X2 +5x+6  0+0+6 6
. BTt o @dd 2, ; o 2 Tes 12 ;
c xll)rr}z Frsers M0 en dat is onbepaald, dus xlg{ll—xz Y bestaat niet.
Bladzijde 12
2Py — x+1)(x—3
a lmEo 23, G )=lim(x+1)=4
x—3 x—3 x—3 x—3 x—3
. ox24+2x—-3 . (@~ Dx+3) B
b xll)n:l3 x+3 —.rli)n:l3 x+3 —xll)n}3(x =4
& limx2—3x+2= im(x_l)(x_2)= im¥ 2ol
o1 X2+x—2 aoix—-DE+2) oix+2 3003
a ¥-x-2 . @thx-2) . x—2_j=_3

2 ST D) s 1
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2=5x+6_ .. (x—2)x—3)

ol T = i3yl
2 x—4Hx+4
b lim* 16y, &7 )=1im(x+4)=8
x4 Xx—4 x—4 x—4 x—4
c l'1mxz~8x+16 lim -4y = lim~— =1 =0
>4 xX—16 A—>4(x Hix+4) -axt+t4 8
d lunﬁ=hm2=§

x4)03x x4>03

=25 . @=5(x+35)

a lim = lim =lim(x+5)=10
x5 X—5 x5 x—35
" A2 HEHD) imx+2 2y
x—=0 x2+x x—)Ox(x+ 1) x—0x+ | 1
¢ ot 1-3+2 0
xalngx*Z I —=1-=2 =2
g lmEFEobx_ A6 L o DY 6t 205,
sl i —Sxt8 ol P—Bxt8 i —2x—3) 32 x—3 -1
a lim=—2 i & 6)(x+6)=lim(x+6)=
x—=6 x—6 x—=0 x—6
P— ¥*+5x+4 _ - x+l)(x+4) Xt 3 s
xﬁ-4x2+3x 4 xﬁﬂ4(x—l)(x+4) Ceax—1 -5 S
¢ —bx+5 25 +30+3 60 L
imsX2—dx—5 25+20-5 40 Z
i T 4"21 2x—1) e 24
chad—1 M@ -D@x ) a2+l 2
a limf(v)= b S e, ST e e MR

ﬁ x2+ =12 JHg(x Nx+4) o3x+4 7T
De contmuma.kende waarde van fvoorx=31s - L.
plor -l (dx—DEx+1)  ax+1
T Tex - 4 ol A@Ex—1)
De connnumdkende waarde van g voor x =7 is 1.

-2 . oD+ x+2 22,

b 11m g(x)

a lim lim lim
It B A 2Ly D E) sty 3B
b L 2T x4 lim(bﬁ1)(x+4)zh.mx+4:4_2:i
4—)-2)&.‘2"'15 -8 r—)é—(zx‘l)(x"'g) xﬂzﬁx+8 8;— 17
Bladzijde 13
X —dx+3 - DE-3) .
h{x) = —3 -3 =x— 1 mits x #3
1in} h(x) =2, dus de codrdinaten van dit “‘gaatje’ zijn (3, 2).
X—
y
‘ h
3
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Bladzijde 15
_XP+x—6_x—2)x+3)
o Jal?) = x+ta xta
Er is een perforatic alsa=-2 en als a = 3,
I I ) NI
xggﬁz(x)_xlﬁn‘; x—2 ﬂ.xlﬁng(x )—
Voor a = -2 is de perforatie (2, 5).
i iy (x—2)(x+3)_1. =5
Jm A= m s T M= 2)=
Voor a = 3 is de perforatie (-3, -5).
X +x—20_ (-4Hx+5)
b )= x+a x+ta
Er is een perforatic als ¢ =-4 enals a = 5.

li i & WO sy
xﬂf:4(x)—xﬂ ol _xl—l}z-(x )—

Voor a = -4 i de perforatie (4, 9).
i | (x—4)(x+5)_1. L=
xlanilsfS(x) _xgr—ls x+5 B .an}s(x B
Voor a = 5 is de perforatie (-5, -9).
_F-9 x-3)xt+3)
€ ﬁ}(x)yx-ﬁ-ag x+a
Er is een perforatic als a = -3 en als a = 3.

(x—3)x+3)y

= =/ = + N =
= aa

Voor a =-3 is de perforatie (3, 6).

i _ 1 (x—3)(x+3)_1. =g

et e .

Voor a = 3 is de perforatie (-3, -6).

lim f,(x) = lim
x—3 x—3

Pt i~y
o L= x+ta B xta

Er is een perforaticals a=-4 enals a = -5

L
C-Hx-3) fe el
—4 ~limr—3)=3;

lim £ ,(x) = lim
x—=4 x—4
Voor a = -4 is de perforatie (4, 3%).
G-He-p)
————=lim(x—4)=-3}

lim f,(x) = lim
x—i 2 x—% 3 x—
Voor a = f% is de perforatie (%, -3 %).

2-3n2+4  (x-2)x-242)

b Jx)= x+ta x+a

Er is cen perforatic als a =-/2 en als a =-2,/2.

(= \2)r—-2V2)

Al — 2 i (x = 242)=-\2
Voor a =-/2 is de perforatic (2, -/2).

= V2)E-242)

lim F(x)y= lim lim_(x—/2)=/2
vaV’EﬁZVZ(X) x—)l\ﬁ x—2\/§ xal\ﬁ(x \/_) \/_

Voor a =-24/2 is de perforatie (2+/2, \2).
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¢ foy=2ox=3 _ G+ D@x-3) 3(2x+2)2x-3)
@ 2x+ta 2x+a 2x+ta
Er is een perforatie als ¢ =2 en als a =-3.
1
lim f;(x)= lim D7) Loe 3y=L2-3)=-2}
P L x—-1 2x+2 SP 2 2
Voor a = 2 is de perforatie (-1, -22).

_ Oni2iEe—3 . 4 . ]
lim /4(x)= lim = lim 5 0%+ =50 +2)=25
ey Py 2x—3 x—1h

i
e

Voor a = -3 is de perforatie (1%, 2%).

9 +6x—8 (Bx—2)3x+4)
a fulx)= 3x+a 3x+a
Er is een perforatie als ¢ =-2 en als a = 4.

. . Gx—2)Bx+4) _
lim f(x)=lim——F——F——=Ilim(3x+4)=2+4=6
x—)% x—)% Ix—2 2

X—r3

Voor a =-2 is de perforatic (3, 6).

. L (Bx=2)3Bxt4)
xl—1>r2£j;(x) B 11—1}3‘1 3_7{ +4 -
Voor a = 4 is de perforatie (-13, -6).

4 —dx—15_ (2x+3)(2x~5)

lim (3x—2)=-4—-2=-6

x—)*l;

b Ju)= 2xt+a 2xt+a
Er is een perforatie als ¢ = 3 en als a =-5.
i fly= Ty TR e B Sy =
im fi(x)= lim ———————= lim 2x—5)=-3-5=-
x—-1% : x—-1} 2x +3 x—-1%

Voor a = 3 is de perforatie (71;-, -R).

lim /)= i (2x+3)(2x—5)
m = lim ———=
xIHZ% B x—2% 2x—5

Voor a = -5 is de perforatie (2%, 8).

22— 1lx+15 (=325 3(2x-6)2x-5)
¢ f(x)= - =

lim (2x +3)=5+3=8

x—2%

2x+a 2x+a 2x+a
Er is een perforatie als ¢ =-6 en als a =-5.
1

, (X —6)(2x—35)
lim £4(v) = lim == ——= lim(;(2v = 5)) =3(6 = 5) =3
Voor a =-6 1s de perforatie (3, ;—).

1

; . @x—62x-5)
Jim /40 = lim = o= lim (G2~ 6)=3(5~6) =3
Voor a = -5 is de perforatie (23, -3).

Voor een perforatie mag de functiewaarde niet bestaan. Dat is alleen het geval als de
noemer gelijk is aan nul, Maar als de teller voor een nulpunt van de noemer ongelijk is
aan nul, dan bestaat de limiet van f{x) niet. De enige mogelijkheden voor een perforatie

is er dus als de teller hetzelfde nulpunt heeft als de noemer. Je moet nog wel controleren
of de limiet van f{(x) bestaat,

x*—4dax+3a® (¥~ a)x—3a)
x—a x—a

(x —a)(x —3a)
x—a

Jax)=

lim f,(x)= lim = lim(x —3a)=-2a

X—da X—a xX—>a

De perforatie is (a, -2a).

(a,2a)opdeliny=x—3 geefta—3=-"2a
3a=3

a=1

@ Noordhoff Uitgevers by
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Bladzijde 16 ,
2 +x—10_ (2x+5)x—2) _;Qr+5)2x—4)

| @ J)= 2xta 2xta 2xta
Er is een perforatic als a = 5 en als a =-4,

1

7(2x +5)2x—4)
i - 1im 2 _
e R T R

lim G(2x=4) =3(-5-4)=-4;

Dus voor a = 5 is de perforatie (-23, -43).
F2x+5)2x—4)

lim £,(v) = lim =—— "= ——= lim(; (2¢ + 5)) =3(4 + 5) = 4
Dus voor a = -4 is de perforatic (2, 43).
232 +x—10
b fu(x)=""7F 7 geeft
f'(x)=(2x+a).(4x+1)_(2x2+x_10)'2:&x2+2x+4ax+a—4x2—2x+20=4x2+4ax+a+20
“ (2x+a)? (2x +a)? (2x +a)?

B qm 4—-4da+a+20 _
f.';( 1)_0geeﬂ (*2'5‘61)2 -
4—4a+a+20=0
-3a=-24
a=28
24— 2
J%(x)=2x2:1810 enfg'(x)=4x(;_x3f);;28
J(x) =0 geeft 4> + 32x + 28 =0
x> +8x+7=0
x+Dx+7r=0
x=-1lvx=-7
2-49-7-10 8l 1
MD=""ag 6 %
De codrdinaten van de andere top zijn (-7, -131).

4x2 — l4ax + 6a* _ (2x — a)(2x — 6a)

d Jux)= 2x—a D=
Voor elke waarde van a is er een perforatic als x =1a.
(2x—a)(2x—6a)
= lim(2x—6a)=a—6a=-5a

lim f,(x)= lim

x—la 2x—a x—la
De perforatie is (;—a, -5a).

la, ~5a)opy=-2x2+12 geeft -2 - ta? +12=-5a
G P g 3
*%a2+5a+ 12=0

a*—10a-24=0
(a+2)a—12)=0
a=-2va=12
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o Pa X4 xx-2)+2)
el fd0= x+ta x+ta x+a

Er is een perforatie als @ = 0 (vold. niet), a =-2 ena = 2.
{x—2)x+2)

ﬁ2(x)=T=x(x+2)=x2+2x mits x #2
x(x—2)(x+2) .
fz(x)=T=x(x—2)=x2—2xrmtsx;£*2

Y
f
&
v
X
x=1x=2

2 2

2
O) = [( 1,0 ~ ) dv = [ +2v— (2~ 2))dx = [4xdx =[2¢] =2 - 4~2 -1
1

1 1
13.2 Sprongen en knikken in grafieken

Bladzijde 18

= 2 <1
ey _Jx voorx<
16 BUPEC) {x+3 voorx > 1

¥

b Nee, de grafick van f; is geen ononderbroken kromme.
¢ Voor p =2 is de grafick van f, een ononderbroken kromme.

Bladzijde 19
l‘(_l“i;:“"?, - — 1 xp—=nl-p
Ll a 11{1;1 71%) 11%1;12 2,
i =lim(x*+7)=1+7=
Hrll fx) llil;l(x N=1+7=8

lim f,(x) bestaat als 2' 7 =8
x—=1
l-p=3
L=

@ Noordhoff Uitgevers by
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b lim /,(x) = ii%r]le“ﬁ =gl tr
Ii =lim(x+3)=1+3=4
;ﬁﬁbﬂ ﬁyx )
lim £ (x) bestaat als ¢' 77 =4
! 1+p=1In(4)
p=-1+In(4)
i =1i +p)y= +
C lx]%rll Jx) il%r]l In(x +p)=In(1 + p)
i =lim(x2+1)=1+1=
111111 Jy(x) chlJl:l’ll(x H=1+1=2
lim f(x) bestaat als In(1 + p) =2
x—1 1 +p — ez
p=-1+¢
d Hﬁﬂ@9=m3@x—2ﬁﬂp—2
lim /,(x) = lim(x* + 31) = 1 +3 =4
lim f,(x) bestaat als [p— 2| =4
! p-2=4vp-2=-4
p=6vp=-2

Bladzijde 20

i =lim(x*+p)=4+

lim £,,(v) = lim(* +p) =4 +p

i =i +q)=6+

lim £,,() = lim(3x+¢) = 6+ ¢

11%3;1 ol = }[1%]}(3)6 +g)=12+g¢q
limj;q(x)=lim(—x2—px+ 1)=-16-4p+11=-4p—5
xJ4 xl4

lim f, (x) bestaatals 4 +p=6+gq
x—2 7

pP=q=2
lim f, (x) bestaatals 12+g=-4p—35
x—4

dp+q=-17
{p—q=2
4p+q=—17+
Sp=-15
P -

-3-g=2

p—q=2} i

qg=-5
Dus voorp=-3enqg =-5.

21 1% fasloi= li%]|14 sin( prx) = 4sin(3np)

10

lim £,,() = im(8x* + gx +2) =3+ ¢ +2 =g +2;
lim £, (x) = im(8x* + gx +2) =72+ 3¢ +2 =3¢ + 74
%3 =7 xT3
Jlrli‘lzl'fp,q(x) = Hl}(x“ —4dx—1)=81-12—-1=68
lim f, (x) bestaat als 3¢ + 74 = 68
x—3 3q=*6
g=-2
lim f;, (x) bestaat als 4sin(zmp) =5q + 25
X-¥e
q =-2 geeft 4sin(};np) = f% + 2%
4sinan)=2
sin(zup) =3
}Tnpzén+k- 21cv_}—1:rrp=%n+k-2n
p=3+k-8vp=3i+k-8
0<p<5 geeftp=§vp:3%
Dus voor (p=3vp=33) Ag=-2.

Hoofdstuk 13
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Voor x <218 f(x) =x * (~x +2)=-x?+2x.
Voorx>21is f(x)=x* (x —2)=x7— 2x,
Voor x > 2 is f(x) =2x — 2.

lim /() = lim(-2x +2) =4 =2 =2

lim f%(x) = lim(2x —2)=4—-2=2
xlf;f(x) xlle( )

an oo

e li%°r21 fx)# liB f(x), dus lirg f(x) bestaat niet.

Bladzijde 21
"~ a Denotatic f(x) = {;ix—+6év‘(;?)$r,cx<>1l is juist, want J}ll)j} J(x) bestaat niet oftewel

f(x) bestaat niet voor x = 1.
b helling

X
2 0 2 \4 6
=D 3 y

A o f)- x=+Jed 1 vooralel
. ! -x*—2x—1voorx<-1

J

rl

b £, (3)=4 geeft 3+1)[3+p[=4

13+p|=1
3+p=1v3+p=-1
p=-2vp=-4

& Noordhoff Uitgevers by Limieten en asymptoten 11




Bladzijde 22
M f(x)z{(Zx-O- D(x—1)=2x"—x—1voorx>1
—— ! A DExt1) =24 xtIvaorx < 1
Het knikpunt is (1, 0).
li%'rllf’(x) = }ri%r;(—élx +1)=-4+1=-3

Dus &: y=-3x + 3.
liinf’(x)=lijn(4x—l)=4— 1=3
x 1 xl1

Dus /i y=3x-3.

b f-D=-3geeRk (-2+1}* |-1—p|=-3
-1-p|=3
-1=-p=3v-1-p=-3
p=-4vp=2

¢ Fu= Rx+Dx—p)=2x*—-2px+x—pvoorx=>p
2 2x+1)(x+p)=-2x2+2px—x+pvoorx<p
]i%nfp'(x) = li%‘n(—4x +2p—-1)=-dp+2p—1=-2p—1
xTp xTp
lim /, (1) = lim(4x — 2p + 1) =dp=2p+1=2p + 1
xlp xlp
Geen knik als lim £,(x) = lim £,(x), dus als -2p —1=2p + 1
xTp xlp -4p=2
P
1
2 1 1 p=ﬁ5
_ |22+ et pvoar x5
ﬁ%(x)_{?.xz—Zx—évoorx<§

¥

N

a f(2)=-5geeft(1-2)-[2+p|=-5
2+pl=5
2+p=5v2+p=-5
p=3vp=-7

1x?—1x—6voorx>-3

=
I5) {§x2+%x+6voorx<3
3x2—5ix+ 14 voorx>7
-3x2 + 55x — 14 voor x <7

Jax)= {

¥

12 Hoofdstuk 13
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Gx—2)(x+p)=ix2+Lipx—2x—2pvoorx=-p
b j;(x)={2 2 2

(Gx—2)(-x—p)=-2x2—1px +2x+2p voorx<—p

lim £,06) = lim(-x —3p +2) =p—3p+2=3p +2

x=r x-p

lim £,'0x) = lim (x +3p = 2) =p +5p =2 ==3p =2

xl-p Xlp

Geen knik als thm f = xh¢m £,'), dus als 5p+2=-3p 2
y4 P p=—4

L

¢ fulx)= {2

-1x2 + 8 voor x < -4

x2—8 voorx > -4

lim f,(x) = lim-x =4, dus rc, = 4.
x}r—4f;1(X) xT—4x . ¥

rc, =tan(a) =4, dus a ="75,9..°.
Jclirlr14f4’(x) leirﬂx =-4, dus rc,= 4.
rc, = tan(f) = -4, dus f#=-759..°.
KB =T580,:"—=-T89:°=152°
Dus. £k ) =180° — 1527=2%",
d Zieb.
re,=1p+2ente,=-1p-2
kL1l dusrc, - re;=-1
Gp+ D -2 =-1
GP+2)Ep+2)=1
iP+2p+4=1
PP+ 2p+3=0
pPP+8p+12=0
(p+2)p+6)=0
p=-2vp=-6

(x —p) In(x) voor x> p
(-x + p)In(x) voor x <p

7 J;(x):{
(e~ P =1+ In(x) + (e = p) - = =In() + 1~ 2

[ pI@) =-1 - In() + (x+ p) - == In()~ 1+ &

lim ;) = m(ln(x) —1+ f):—ln(p) i ﬁz—ln(p) —1+1=-In(p)

1im];'(x)=1im(1n(x)+ 1 —£)=ln(p)+ G T~ i)
xlp xlp X P
Geen knik als lim f,"(x) = lim £,"(x), dus als -In(p) = In(p)
xTp xlp 21In(p)=0
In(p)=0
p=1
b 11Trr21 L= li%rzl(ln(x) -1+ %) =-In(2), dus rc, = -In(2).
rc, = tan{a) = -1n(2), dus a =-34,7...°.
1i£r21 Lx)= }Erzl(ln(x) +1- %) =In(2), dus r¢c,= In(2).
re; = tan(f) = In(2), dus f=34,7...°.
f—a=34,7.°—-34,7.°=69°
Dus Z(k, [)= 69°,
c Ziea.
re, =-In(p) en r¢, = In( p)
kL1 dusre, - re;=-1
-In(p) - In(p)=-1
In*(p)=1
In(p)=1vin(p)=-1

1
PRV E=
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(] a f(x)=2 geeft

14

13.3 Asymptoten bij gebroken functies

Bladzijde 24

a f(1,1)=-4
£(1,01) =-49
(1,001) = -499

b 1i%r11 fx)=o

¢ f(10)= 1,717
(100) = 1,970
(1000) = 1,997

lim f(x)=2
X—0
d lim f(x)=2
X—> 00
Bladzijde 26

2x%—3x
x2-1
232 =3x=2(x>—-1)
2x2—3x=2x2-2
-3x=-2
x= 2
3
Dus het snijpunt is (3, 2).

=2

X .
b g(x)=;=x mits x #0

De grafiek van g is de lijn ¥ = x met perforatie (0, 0).

o =5=1

X X

noemer = 0 geeft x =0, dus de lijn x = 0 is verticale asymptoot van de grafiek van 4.

; i ol v : ;
lim A(x) = lim e 0, dus de lijn ¥ = 0 is horizontale asymptoot van de grafiek van A,

xX—>0 x—0

De gratiek van / is de hyperbool v = L

e
y
B
X
1
B—F _3-0_
R el PR
==
X
5
5o 2 ' ooq
b lim = lim™ 9o =5 T
X —>-oo X—-o0
[
. i . o B
¢ hmosTm2 To-17°¢
i
, 12,9
q lim(2x—3)2=, 4x2—12x+9=]. x _4-0+0_
x—>on x2 1 X—m )62 1 X =0 1+0

Hoofdstuk 13
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6 1
L Bx— 1P 9-6x+1_ TyTE _9-0+0_.,
a lim ——>5=lim—— = lim = =27
@ 1P Ond el (D, 4 L 41040
2
X
L
b Ilim ‘x‘+l—lim_x+l—l x:—l+0:71
Aﬁ—ml_‘x‘ x——0 1 +x X0 1+1 0+1
X
2
i 2~ i -2+ x2 — i x2+1 _ B ~1
© AR GF1R Sh A+l _xilgon 1715070
X
1
Coxfx g
oy Rl S U P
1+—2
X
16 8 1
(@1 16 -8x X 2 ¥ _0-0+0
- a llm 3—“ 11 3— l - “0
x—-o X 4 xX—y-m +4 x—>-w 1+i 1+0
x3
4+i+i
B ) SO (G el S T T S A P B e S
x—o0 x3+1 x—00 x3+1 x—o0 x3+1 X—m 1 1+0
1+
X
8
ity Bl e R o A E T
¢ ALt tx ROt x som, L 240 2
2+
X
410
g T I g ARG 2T A0,
x—-m \x3—1\ x—-m *x3+1 X——0 1 _1+0
1+
X
a ¥*-x—6=0A4x*—1#0
xF+2)(x—3)=0Ax2#£5
x=-"2vx=3
De verticale asymptoten zijn de lijnen x =-2 enx = 3.
4oL
-1 .. ¥ __4-0 _
ARSI e T M T 6 1-0-0
x  x?
De horizontale asymptoot is de lijn y = 4.
b f(x)= 4geeft4_—_l6 4
dx?—1=4x?—4x—24
dx=-23
_ 3
X=-53
Dus A(-53, 4).
4x2 -1
¢ f()=4; geeft 7———=3
9x2 —9x — 54 = 8x? —
X2-9x—52=0
(x+4)—13)=0
x=-4vx=13

f(x) <45 geeftx<-4v-2<x<3vx>13
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Bladzijde 27
M a P—4x=0A[x#0
X =4)=0AX#£0
x=0vx2=4)Ax#0
x=2vx=-2

De verticale asymptoten zijn de lijnen x =2 en x =-2.

T IS T N
rosoX —4x  xwxd—4dx x%ml_i 1-
xZ
Voor x — o0 is de horizontale asymptoot de lijn vy = 1.
P U S S S
xa—oox3‘4x x -0 X” —4x x%—uol i 1-0
x2

Voor x — -0 is de horizontale asymptoot de lijn y = -

3

L.
3

b f(x)=1geeftx>0/\x3_4x—l vx<0a - 4x =1
x>0Ar=x"—4x x<0A-x*=x'—dx
x>0Adx=0 X<0A-2+4x=0
geen opl. x<0A-2x(x*=2)=0

X<0A(x=0vx2=2)
x<0/\(x=0vx=\/§vx=*\/§)
e
3 o
fx)=-1geeftx>0n B —x | vx<0Aa P =-1
x>0AxX=-x+4x X<OA-X=-x+4x
x>0A2x —4x=0 x<0vdx=0
x>0A2x(x*—2)=0 x<0Ax=0
x>0A(x=0vx*=2) geen opl.
x>0/\(x—0vx=\/5vx=—\/§)
g
Dus A(-/2, 1) enB(\/_ -1).
-1—-1 =2 |
Stel k: v=ax+bmeta=———= =2
! FEeET
y=*l-x 2+b 1 . _
doorzA(}(/i 1)}? 2eV2eb=1
=p Fm2 b=
1+b=1
b=0
DuSk‘y——- \/_
o 3
¢ f(¥)=13 geeft x>0 =3 VX<OAS——=3%

—4x
x>0/\4x —16x=3x3
x>0Ax’—16x=0
x>0Ax(x>—16)=0
x>0A(x=0vxi=16)
x>0A(x=0vx=4vx=-4)
x=4

fx)> 11 geeft 2 <x<-3fTv2<x<4

16 Hoofdstuk 13

X3 —dx
x<0Adx®— 16x =-3x°
x<0ATE3—16x=0
x<0Ax(7Tx* = 16)=0
x<0A(x=0vi2=1%

x<0A(x=0vx=\/l.,va=—\/173)
BN
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Bl — 5.
e ?‘:7318 0}9b—18=0 xx_318 0}91)— 8=0
b=2 b=2
Dus b=2.
5
+_
a?+5 .. “ X _a+0
Ah_t)r:of(x)*111]12_762 T 4»1:121302_&*2_0*251
x2
lim f(x)=6 geeft 5a =6, dus a =12,
x—rc0
Dusa=12enb=2.
<
b ax*+bx*—-2 0}16&—8b~2=0
x=-2
3_9 =
axhr—e 0}16a+8b~2=0
x=2
16a—8b—2=0
16a+8p—2=0
-16b =0
b=0
16a—8b—2= 0}16"2 <
8
3 2,1
392 4 2 -0+
tim 22 iy £ 020506 gug e lijny=01s
X =300 §x - X—> 1_ =« g*o
8 x4
horizontale asymptoot klopt.
Dusa=zenbh=0.
Bladzijde 28
| f(x)=0geeftx*—9=0
x*=9
x=3 v x=-3
vold. niet
Dus A4(-3, 0).
xX2=3x=0Ax2—9+#0
X(x=3)=0Ax*#9
(x=0vx=3)Ax£3Ax£3
x=0
De verticale asymptoot is de lijn x = 0.
9
. e XA T ok 1=
B I R e
X
De horizontale asymptoot is de lijn y =1,
Dus B(0, 1).

-9 . @=3)x+3) . x+3 3+3
11mf(x)~11mx2 A Y1_1313 s *xhirgS T 3 =2
Dus de perforatie is (3, 2).

1-0
Stelk:yzaxﬁ-lmeta:m:%.

Dus k: y=1x+1.

ky=3x+1
door (3, 2)?

Dus de lijn & gaat door de perforatie van de grafick van f.

} + 3+ 1=2klopt.
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2sin(x) +1=0 A cos(x) #0

2sin(x)=-1 Axii—nﬁ-k T

sin(x)=-3 AX#in+k =

(x=—én+k>2nvx= 1]gn+k'2n)/\x¢;—n+k'7t

De verticale asymptoten zijn de lijnen x = 13w en x = 127,
F(x)=0 geeft cos(x) =0, dus x=3m+k * .

Dus A(i, 0).

a cos(x)
PR Bty T B
, . (2sin(x) + 1) - -sin(x) — cos(x) - 2cos(x) -2sin*(x) —sin(x) —2cos*(x) -2 —sin(x)
/&= (2 sin(x) + 1)? N (2sin(x) + 1)2
-2-1 |

Stel k: y=ax+b mctazf’(%ﬂ)=

1
y=-3xtb | 1.1 -
doorA(%n,O)} 3 2Bl

Q+1p ¥

=
Il

o —
A

Dus k: y=-3x + ¢

1 1 1 1 2
x=lgmgeefty=-3-lgn+zn=-5mn
—13 S E. i G
x=lzmgeefty=-5lznten=-3m

Dus B(1im, ~2m) en C(12x, -3m).

cos*(x) (cos(x) + 1) - 2cos(x) * -sin(x) — cos?(x) * -sin(x)

 (2sin(x) + 1)

U )= o+ 1 200 Sl = (cos(x) + 1)2

_ ~2sin(x) cos?(x) — 2 sin(x) cos(x) + sin(x) cos(x)

(cos(x) + 1)*
_ -sin(x) cos’(x) — 2sin(x) cos(x)
(cos(x) + 1)?
f(x) =0 geeft -sin(x) cos>(x) — 2 sin{x) cos(x) =0
-sin(x)cos(x)(cos(x) +2)=0
sin(x) =0 v cos(x) =0 v cos(x) =-2
x=3n+k mvr=k'=m

xin [0, 2] geeft x=0vx =31 vx = (vold. niet) vx= 13T vx=2n
max. is £(0) =
min. is /(37) = 0
min. is f(137) = 0
max. is f(2m) =5
b cos(x)+ 1 =0 A cos’(x) # 0 met x in [0, 2n] geeft x = .
De verticale asymptoot is de lijn x = &.
L cos’(x)
f(x)_zgeetcos(x)+ 1 T2
2 cos*(x) = cos(x) + 1
2cos*(x) —cos(x)—1=0
Stel cos(x) =u.

wr—u—1=0

D=(-1p—4+2+-1=9
1+3 1-3

u="2=yy=12--

3 Vu=—==-;
cos(x) =1 v cos(x) :,%
x:k‘2nvx=§n+k'2ﬂvx=*%:rc+k‘2ﬂ
xin[0, 2x] geeftx=0vx=3xvx=13nvx=2n
Dus 4(3m, 5) en de afstand van 4 tot de lijn x = 7 is ;7.

18 Hoofdstuk 13
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a x=x geeft\/g — 2sin(an) =0 A cos(an) # 0
2sin(am) =3 ran#¢sn+k -
sinfan) =53 Aa#z+k-1
(an=in+k-2nvan=3n+k-2m)rati+k:1
(a=1+k-2va=3+k-QDrnati+k-1
a=%+k~2va=§+k-2
0<a<1geeﬂa=%va=%

b Voor een perforatic moet gelden cos(ax) =0 A \ﬁ —2sin(ax)=0
ax=3m+k - 1 Asin(ax) =33
ax=yn+k-mA(ax=in+k-2nvax=3n+k- 2n)

Er bestaat geen waarde van a waarvoor de grafiek van f, een perforatie heeft.

teller = 0 geeft 4sin(x) —2=0
4sin(x) =2
sin(x) =1
x=%;rc+k‘27cvx=%7r+k‘ 2n
xin[0, 2] geeft x=tn v x=3x
noemer = 0 geeft 4cos*(x) —3=0
4cos*(x)=3
cos2(x) =2
cos(x) =3\/3 v cos(x) =-1/3
x=én+k‘2ﬂvx=*én+k'2nvx:%n+k‘ 2n\/x:—2n+k-2n
xin [0, 2] geeftlegnvngn Vi= 1]gTEVx= 1%1{

De verticale asymptoten zijn de lijnen x = lén en x = 1%?1’.

dsin(x)—2  4dsin(x)—2  4sin(x)—2 ~2(1 - 2sin(x))

SO = o3 M- s} —3 1 —Asii(s) {1+ 2oinG)(1 — 2sin(a)
. . -2(1 - 2sin(x)) . " 5

o S0 I T 2sin()(1 - 2siny) o1+ 2sin(x) 1421

’ _ -2(1 - 2sin(x)) _ - 2 _
S = e T 2 s —2sm() 1+ 250 142 .

De perforaties zijn de punten (é:rc, -1) en (%TC, -1).

Bladzijde 29
4 4
; 4 . x __0 _ ; 4 x __ 0 _
o VT e g Tep Y 2 T Y
1+= 142
X X
Dus de grafiek van fnadert de lijn y = x + 3 onbeperkt voor x — o0 en voor x — -0,
3
. . g @ x __ 0 _
B L= M xllel T
X

Dus de grafiek van s nadert de grafiek van g onbeperkt voor x — o,

Bladzijde 30
1
: _x2+6x+5 ax(2x—4)—Qx+6x+5 | 4x+5
a Voorx<2is g(x)= Sl T =g
2(-2x—4)-8+5 3
=_1 =Ly
A Bt e

b De scheve asymptoten zijn de lijnen y =3x +2 en y=-3x— 2,

& Noordhoff Uitgevers by Limieten en asymptoten 19



Bladzijde 31
la x—1=0A2x*+4x—-5#0
x=1A2x2+4x—-5#0
x=1
De verticale asymptoot is de lijnx = 1.
f(x)22x2+4x—5ZZX(X—I)+2X+4X‘5 6x—5 6(x—1)+6-5 1

x—1 x—1 =2)H—Jc—l =20 x—1 =h+6+x—l

lim L 0, dus de scheve asymptoot is de lijn v = 2x + 6,

x—)oox_l
b 2x—1=0A-x2+3x—2#0
2x=1Ax*+3x—2+#0
x=%/\—x2+3x—2¢0
r=3
De verticale asymptoot is de lijn x = ;—
-2 TR Dodwkd-2 TR (R
g0 =51 2x— 1 -1 2 21

3
a

25—,

= _1 Lo
Seak g

3

lim —
xaoozx_l
€ ¥-9=0Ax+3x2-9x+31+£0
=0Ax3+32-9x+31#£0
(x=3vx=-3)AxXr+3x> -9 +31£0
x=3vx=-3
De verticale asymptoten zijn de lijnen x =3 en x =-3.
B+32-0x+31_ (x9N +%+3F-9x+31

=0, dus de scheve asymptoot is de lijn y =-3x + 13.

2 2-9)+27+31
L3243l B -9)+27+3

A= x—9 =0 TTeme Y x*-9
58
=x+3+
LA
lim xff e 0, dus de scheve asymptoot is de lijn y = x + 3.
X—®

d *—-1=0Ax—-1#0
=1Ax3#1
x=lvx=-1)ax#l1

=1

De verticale asymptoot is de lijn x =-1.

oo B8-1 x=D+x—-1 |
j(x)¥x2—1k =1 e

1. L
x #_0-0
1-0

lim £l = lim
x—>aox2—1 x_)ml—L
2
x

=0, dus de scheve asymptoot is de lijn y = x.
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la x+2=0Ax"—x-2+#0

x=-2
De verticale asymptoot is de lijn x =-2.
 xP—x=2 Xx+2)—-2x—-x—-2  -3xy-2 = 3x+2)+6-2 4
J&)= x+2 X+2 —E b2 E X2 N 3+x+2
lim =0, dus de scheve asymptoot is de lijny =x — 3.
xﬁwx+2
4 o Vs 4 H_,__ 4
b f(x)=x—-3+——F= Pt 3+4(x+2) geeftf(x)=1—-4(x+2) 1 o+ 27
e .
F(x)=0 geeft 1 2P 0
4 _
(x+2)?
(x+2)?%=4

x+2=2vx+2=-2
x=0vx=-4
max. is f(-4) =-9 en min. is f{0) =-1
€ fix)=0geeft*—x-2=0
(x+ D(x=2)=0
x=-lvx=2
f(x)<0geeftx<-2v-1<x<2

a |x|=0Ax2+3x+2#£0

x=0
De verticale asymptoot is de lijn x = 0.
x> +3x+
Voor x > 0 is f{x) = L +3+g

lim %= 0, dus de lijn v =x + 3 is scheve asymptoot.

X—®0

Voorx<01qf(x)~# = *3*%

lim B 0, dus de lijn y = -x — 3 is scheve asymptoot.

x—-oX

b Voorx>0isf(x)=x+3+%=x+3+2x" enf’(x)=142x'2=1457.

Fx)=0 geeft 1 H%ZO

vold. niet

Voorx<0isf(x)=—x—3—%=—x—3-2x’1 enf(x)=-1+2x2=-1 +f—2.

Fix)=0 geeft -1 +,%:0

2

le

x2=2

x= 2vx=—\/§
vold. nict

min.isf(ﬁ)=%42\/_ 3enm1nlsf(\/_)4 \/3)/_ \/_ 3
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2
¢ Voorx <0 geldtf(x)=6 geeft#=6
xX*+3x+2=-6x
x2+9x+2=0
D=9*—4-1-2=73

_9+4T3
-—=

% =-45+5\13vx=-4;-3/T3
24+ 3x+
Voor x > 0 geldt f(x) = 6 geeft %=6
X+3x+2=6x
X*=3x+2=0
(x—1)}x—2)=0
x=lvx=2

f(x) <6 geeft-d3— 373 <x<-45+1/T3v1<x<2

AP -9x—9 xAx+2)-2-0x-9  -lx—9_ +—%(4x+2)+5%—9
I o O =" s - dx+2 B R Ax+2
3l
— "3 2
R
31
; 2 s A3
xh_)rrgo o e 0, dus de scheve asymptoot is de lijn y =x — 23,

4x2—9x—9
b fu) == 74 geeft

U9 @r—9)— (' -9r9)'4 324~ 36c+320— 36— 166+ 36x +36 _ 165 +32x

Jal (4x +4)? (4x + 4)? (dx + 4)?
£(x) = 0 geeft 1632 +32x=0
16x(x +2)=0
x=0vx=-2
4

A
L

max. is f,(-2) =-63 en min, is £,(0) =-23
42— 9x—9 (x—3)(Ax+3) (x—12)(4x+3)
¢ )= Ax+a dx +a B dx+a
Er is een perforaticals e =-12 en als a =3,
1

‘ oA —12)(4x+3) 3
lim f15() = lim = 5= lim §(4x +3) = 3
Dus voor a =-12 is de perforatie (3, 3%).

. i@ —1)@Ex+3) , .
lim_f;(x)= lim_ = lim ;(4x - 12)= lim (x —3) =-33
x—-3 r—-3 dx +3 x—-1 x—-7

I

Dus voor a = 3 is de perforatie (—%, -3 %).
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T fi(x) = —anag geeft Tax)=

Wi e (4x+a) (8x—9)—(4x*—9x—9)-4

(4x + a)?
(1 =0geeft(4+a)- (8—9)—(4-9-9)-4=0
-4 —a+56=0
a=52
. (x+52) - (8x—9)— (42— 9x—9) - 4
f52 (x)m (4x+52)2

S5 (x)=0 geeft (4x+52) - (8x—9)— (4x*—9x—9) - 4=0
32x2 = 36x +416x — 468 — 1637 + 36x +36 =0
16x* +416x—432=0
X2+26x—27=0
(x—Dx+27)=0
x=1vx=-27

=2

o

max. is f3,(-27) = -567

Bladzijde 32
341l xBx-Dtxt+llx 12 4B3x-1)+4 4
il a fol)= 3x-1 3x—1 —~x+3x_l_x+ 3Ix—1 -x+4+3x—1
lim =0, dus de scheve asymptoot is de lijn &: y =x + 4,
x—)ao?’x_ 1
4
fol¥) — (x + 4)[ < 0,01 geeft w4+~ x—4 <00l oftewel ‘3x_ 1‘-:0,01.
; 4
Voer in y, = ‘3‘{—_1 eny, =0,01.
De optie snijpunt geeft x =-133 en x = 1333,
y
| =
}’_‘Sx—w
y=0.01
133 o) 13'3§ "

() — (x+4)| < 0,01 geeft x<-133 v x> 1333
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24

_By—Dx—a) 3x2-3ax—x+ag 3 +(3a-I}x+a

B =5y 31 T 1
Dus 3a—1=11

-3a=12

a=-4

24 - 3x—Dix+4
B e T e ( SO lim(x +4) = 41
x—} Xy x—}

3)6 -1 x—)sl 3)(: -1
Dus de perforatie is het punt (3, 41).

B—6x2+8 xxP—6x+8) x{(x—2)x—4)
M ="F 6 G-OG+3) G-I
lim f() = lim xX(x—2)x—4) — lim x(x—4): 2(2 _4)271
x—2 o2 (x = 2)(x +3) x352 X+3 2+3 -
Dus de perforatie 1s 4(2, - 5).

x—2)x+3)=0Ax(x—2)x—DH#0
(x=2vx=-3Ax#0Ax#2Ax#4

x=e3
Dus de verticale asymptoot is de lijn x =-3,

x(x—4) -4 x(x+3)-3x-4 7y  Tx+3)-21
J)= x+3 - 3 - x+3 K x+34x x+3 — &
lim 2T13~0, dus de scheve asymptoot is de lijny =x — 7.
x—nX
y:x_7}y=—3—7=—m
x=-3
Dus B(-3,-10).

4
-z—-10
Stel k: y=ax+bmeta= ;__3 =%
46
y=3xtb 4 h=-
doorB(310)}25 3Fbo=-10
~E =1
b=-4%

Dus k: y = 13tx — 432 en het snijpunt met de y-as is C(0, -433).

x(x —4) x—4x
glx)= —— e geeft

@)D P A ] a4+ ex— 12— +4x xZ+ex—12

gl = (x+3)? - (x+3)? C o (x+3)
e 441212 :
De helling in 4 is g'(2) = — 52 o dus re, =-2 =-6;.
1
y=-65x+b 1 4
-65-2+b=-%
door 4(2,-5)f % 3
-128+b=-%
b—U%

Dus I: y =-65x + 115 en D(0, 1175).

Hoofdstuk 13

@ Moordhoff Uitgevers by



13.4 Limieten bij exponentiéle en logaritmische functies
- Bladzijde 34
& 6|3 03]
ﬂ@|am|ogs|3 |in|539

X

b ¥
;
ol x
¢ Delijneny=0eny=6.
Bladzijde 35
7 o ,
' :
i
] f
|
|
———————————— —:————————————-y:2
|
|
|
|
I
I
! X
8] |
—————————————— l—————————————-y:—%

x=1In(2)
b Voor x— oo krijg jey =3x—4+2, dusy=3x—2.
Voor x— -0 krijgjey=3x—4—%, dusy=3x—4%,
2 @ lim(10-4-(5)1)=10-4-0=10
. X—0
b limQ2+4e™)=2+4-0=2
X—>o0
=3 _0-3_

' il
€ hm 2 0212
. 2-FHL 2-0+1
d hm 1 3. 0+1 |
L3
. det—3 . ¢ 4-0_
e lim = lim = =-4
ok 2=t x—)oog_l -1
o
2r_ 16 1y, 16
N o LN LA U Q)+4x=o+0=0
xgrolo 4x_1 .x1—1>1c}0 I_L .xLI)Iolo I_L 1_0
4)( 4X
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) Bladzijde 36
] a ef-e=0A5e"#£0

e’ =gl
x=1
De verticale asymptoot is de lijnx = 1.
; o B8 . 5 5
xlg)rolof(X) xh—l;rclo e¥—¢ xlg];lo 1— © 1-0 2
e,’(
. . 5¢' 0
xli)[gof(X) xli)[{lao —g D—e L
De horizontale asymptoten zijn de lijnen y =5 eny=0.
y
i
!
| f
|
I
—————————————— -:-———————————-y: 5
|
|
|
I
I
ol *
\ i
|
I
|
|
I
|
I
X = 1

Voor 0 < p < 5 heett de vergelijking f(x) = p geen oplossingen.
bt

B ,oo_(&—e)-5e"—5e' e’ Se—5ertl—5e  5ert!
f(x)_ ge:ft]f(x)_ . (ex_e)2 - (e_r_e)Z _(ex_e)2
Hat _ <Fe

I’Ck =f’(0) = (60 _ e)2 - (1 — 6)2

gr—g

Geen verticale asymptoot als e+ g =0 A -¢* — | # 0 geen oplossing heeft.
Dat is het geval als g > 0.

li =- I =4
xirflmj;)’q(x) 2 xgrc}oﬁ)’q(X)

i 2E L popel
. e tg o &g
p-0-1 3 1
- e
+
e lim ——-=4
_=_3 .X'*—)OO1+_
q e’
1
q=3 p=0_
1+0 4
r=4

Dus voor p=4 enq=§-.
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€ +g=0
g=-¢*
Jlim £,,9=2

p=2
Dus voor p=2en g = -¢°.

Dit geeft f,_(x) = e _621

zex 1 2:0-1
1 2 _l =
Iim f )= lim =" =

L
2

e il ; j i 1
Dus in dit geval is voor x — -0 de horizontale asymptoot de lijn y = s
d Er moet voor x =-In(2) gelden dat pe*—1=0Ae"+¢g=0.
Dit geeft pe™? —1=0Ae"P +g=0

pe®—1=0Ae"@+4g=0

p 3= 1=0A5+tg=0

P=2Aq="3

_ +3

a f( ) ¥+2 g ﬂ

2. 2 e +2x-e)—(xe"+3) & 2er+2xet-2xef -3 2e5-3

fx=

(ex+2)2 - ex+2 - ex+2
Fx)=0geeft2e*—3=0
2e%=3
=13
x=In(1%)
L 2In(1HemiD+3 2In(1H - 11+3 31 +3  2In(1H)+2
Sn(13) = a2 t2 .
o ety . o I5e ¢
2In(13) +2
Dus 4| In(13), Q= )
xeP+3 w3 3 2 31
= — — + —_— +i.7
b /(%) a2 ol e Breh b g o
.3 1 3 .. 2 .
lim =+ —=-=+0=0, dus de lijn y = —x is scheve asymptoot.
x>0’ € e e
2 In(1 2)
¢ x=In(13) invullen b]_]‘yﬁ_x geeftyﬁ— In (12)~— dus
2In(15)+2 2In(ly) 2
T e e e
+ 0,02
Los op ‘f(x)—— =0,01 - 220ftew1 Zx;x+23—%x =T
. 2eer=3 2 0,02
Voer iny, = Ttz Xy =T g

De optie snijpunt geett x =~ 5,01.
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- ST N
ot fim 20
, e 2e _ .2 2 _
b A T
o
, . 2e 28" 2
b xlgrolof(x)kgglnl)e‘?-klAe0+lul+1A1
. . 2e 28" 2
= i @1 141
Er is dus één horizontale asymptoot, en de formule ervanisy =1,
Qe 3
¢ f(x)=1] geeft ——=3
f)=1¢ 1 )
4e=3c +3
=3
1
~=1n(3)

X

f(x)glggeeﬁx<0vx>L

~In(3)
2e
d f(x)=— eeft

fo=4re

1 1 1 1 3: 1

v+ " T W i R N — 2 i 2 1
f,(x)z(e 1)-2e X2 2et-e x2226?+267—26?‘7L: 2ear

(e +1y E+12 P aHer1y

e 2e! -2e
o T e i et 1)

Bladzijde 37
Sl a In(x)—1=0Aln(x)#0
 Inx)=1
x=e
De verticale asymptoot is de lijn x = ¢.
b f(x)=0 geeft In(x)=0
x=1
Dus het nulpunt van fis 1,

x |0.00001 | 0.0001 | 10 | 100
f(x)l 0,92 | 0,90 | 1,77 | 1,28
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y

s

X
0
X=e€e
e limfix)=1
xl0
f ja
Bladzijde 38
i 4ln(x) 4In(x) 4 & =4
a xl_t)rgo1+ln(x) ln(x)r£1>m1+1n(x) In()—m_1 0+1
In(x)
. e Ll 2y 2 . 4 ..
v LIN07) x50 1+ 2Inx] bl 1 +210x| taoe L, 0+2
In|x|
| Injx| Infx| Injx| 11
BRI o d 20| e d 210l s 4, 042
In|x|
In?(x) In?(x) 1 1
d lim———= lim ———= 1 = =-1
SR2I2()  se2 —IP®) mwow 2 0-1
In?(x)
i-&l
3+In(x) . 3+Inlx) . 3+In(x) . 3+In(x) . In(x) 0+1
a lim——=I1im — =1 7 =1 - = lm —f—=—F—=2
x—ro0 ln(\/_;) = In(x?) x=o zln(x) Inr) = 31n(x) In(x) =50 5 3
“logly) . loglx) . Zlog(x) ; “log(x) ; 1 1
b = = lim = = lim = = lim > = = ==
xowl+ log(x) x—m log(x) x—o log(x) *log(x)— 0 log(x) ZIOS(I)%“’;_FL 0+§
+ +— 1+ 7] 3
?log(8) 3 3 og(x)
g D 2l L 2Wl] 2 2
© el -2l sl 200 whe ] —210f] e 1 _, 0-2
In|x|
2 _sa
O gl Solnbg L Stingy) L W) o O+l _ng
o2 +10g(X) <o L In() Infe) oo , nG) o2 1 0+—1L s
In(10) In(10) In(x)  In(10) In(10)
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Bladzijde 39

1

In(x) — 1  In() -1 . 1_ln(x)21—():

) T ) =3 T B2 )3 a3
In(x)

2In(x)~3=0Aln(x)—1#0

2In(x) =3 Aln(x) # 1

In(x) = 15 A In(x) # 1

x=gh=ge
De verticale asymptoot is de lijn x = e\/g.
1 =
) oo In(n) -1 In(x) 1-0 |,
Jim ) = I 3 .. B B—0 2
2 e il
In(x)

De horizontale asymptoot is de lijn y =1,
Dus B(e\/é, %).
f(x) =0 geeft In(x)— 1 =0
In(x)=1
=
Dus A(e, 0).
~ In(x)—1 .
15) = Finge —3 B8

2

(21In(x) - 3) - %—(ln(x)— 1)~ X _2In@)-3-2In(x)+2 _

&= 21In(x) - 3) x(2In(x) - 3)
o4 = 1

e2In(e) -3 e2-3)7 o

Stel k: y=ax+bmeta=f"e)=

1
=——x+5h
¥ ex 1

-—e+hb=0
door A(e, 0) fle+b=0

b=1
1
Dus k:y=~gx+ l.

k snijden met de horizontale asymptoot geeft - %x +1= %

1. -1
e 2
o

|~
[¢]

Dus C(3¢, 3).

k snijden met de verticale asymptoot geeft y = f% reetl=1—- \/E, dus D(e\/g, L= \/E).

B(ey/e, ) en C(e, 1) geeft BC=e\Je —1e
B(enJe,3) en D(eyfe, 1 — \Je) geeft BD=1—(1—Je)=\Je—3

G[aBCDy=1 (gy/e—18) * (Ye— D=1l —Jeo—ge e +5d) =1 - geeHae

Hoofdstuk 13
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@ Moordhoff Uitgevers by



c

n(x)—1 - In(y)—1

dus voor /™ geldt x= W
2xIn(y) = 3x=In(y) - 1
2xIn(y) - In(y) = 3x - 1
(2x—n(y)=3x—1

1
Voor fgeldt v = W’

_3x-1
In(y) =573
dx—1
y=gal
Dus f"™(x) =21,
. x—1
S ™(x) = g(x) geeft e2—1=¢™
3x—1
Te=1 =
2(2x—1)=3x—1
4 —2x=3x—1
42 =5x+1=0
(4x—1)x—1)=0
x=gvx=1
gl =c=\eeng(l)=¢
Dus E(;, \Je) en F(1, ).
o4
" i In(x»)—-4  2Inlx[-4  2Inx[-4 ln\x\_z—o_l
) = P T ool =1 e 2Tl =1 e e ,_ L 2-0
In|x|
b4
" i In(x)-4  2In(x)-4  2ln(x)-4 . 1n(x)_2_0_1
BT RN 1T B2 T w21 wme, 1 270
In(x)
In(x*)}—1=0Aln(x?)—4#0
In(x)=1 A In(x2) #4
x*=g
x=4evx= ,\/E
De verticale asymptoten zijn de lijnen x = \/e en x =-\/e.
4
i . In(x»)-4  2In(x)-4  2hx)-4 2 In(x) _2-0_,
) = I 2T o Ting) -1 e ZI) =1 oo 1 20
In(x)
De horizontale asymptoot is de lijn y = 1.
L
fx)= geett ln(xZ) -1 -
10 In(x?) — 10 = In(x?) — 4
9 In(x?) =6
In(x?) =3
x2=¢

x=e]3vx=—e%
x= 3evx=f{/E
fX) <10 geeftx<-Jev-3e<x<0vO<x<ifevy>.le
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d f(x)=0 geeft In(x*)—4=0

In(x2) =4
2=gt
x=¢tvx=-¢?
Dus 4(¢e?, 0).
G4
SO = gy =1 &oett
2 2
G =D 206 =) T o) -2 -2 +8 g
J9= (In(x?) — 12 a x(In(x2) — 1)  x(In(x) — 1)
R 6 TR E—— .
%) e - T F@-1F 9 3¢
k1l dusrc, - rc,=-1
32 = =1
I'Cl' —I%E‘,z
¥ =—1%ezx +b

}léel-e2+b=0
b=1ie*

Dus I: y =-13eXx + 1¢* en B(0, 1ie).

door A(e?, 0)

CI(0) -1 (In(x) — )(In(x) + 1)

52 IS ey In(x)— 1

Voor de perforatie geldt In(x)—1=0
In(x)=1
x=e¢

. o (In(x) — 1)(In(x) + 1)

A e~ 1

De perforatic is A(e, 2).

=lim(ln(x) + )=In(e)+ 1 =1+1=2
X—e

£(0) = In(x) + 1 geeft glx) =+
oL
gle)= o

é- rc, =-1 geeftrc,=-¢

y=-ex+b }
=g+t h=2

door A(e, 2) beel+2

Dus k: y=-ex +e? +2.

k snijden met de x-as geeft -ex + e +2=0 y
er=g? 2
x=e+%

e
gx)=0geeft In(x)+1=0
In(x) =-1
o~ —1—1
Fegler
e

e

o) = j(ln(x) + 1)dx + O(driehoek) = [xIn(x) —x+x]: +1- % (In(e) +1) = [xln(x)]§ +1 % 2
= f:ln(e)—lln(l)+z=e+l+%=e+é
[ [§ [ c ¢ c
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Diagnostische toets

Bladzijde 42
oo @rdE-H_

g xlgr—lli x+3 _x—>—3 a3 ~xll>rl}3(x 3)— v

R N N o) Car ST S I
x53 XFx—6 xo3(x—-2(x+3) yS53x—-2 -5 >

42 +2x—12 _ (2x+4)(2x—3)

o Jal?)= 2x+a 2xta
Er is een perforatic als a =4 en als a =-3,
(2x +4)(2x-3)

lim (2x —3)=-4-3=-7

xll)n}2 f;l(X) - xl l)1’]?2 2x+4 x—-2

Voor a = 4 is de perforatie (-2, -7).

: . (2x+H2x-3)
B e N e A Ak
Voor a = -3 is de perforatie (13, 7).
22-x-6_(=2Qx+3) FQx-4)(2c+3)
b L= 2x+a 2x+a - 2x+a
Er is een perforatie als ¢ =-4 en als a = 3.

lim £,(x) = lim 12— 40x+3) =limG(2x +3)) =14 +3)=32
x—2 4 x—2 2x—4 x—2 2 2 2
Voor a = -4 is de perforatie (2, 3%).

i e 2@y PN
B Ll — S0 GO~y =a (B~ =8

Voor a = 3 is de perforatie (- 1;—, -3 %).
I 1 =1 b s e 1
3 N 11%? 7] 11%13 3
i =lim(x>+8)=1>+8=
lim f,(x) = lim(x* + 8) = 1 + § =9

lim f,(x) bestaat als 3' 7 =9
x—=1

31*;):32
1 =p=2
p=-1

b l]ﬁﬁ,(x) = 'IYI%IIILPJC* 3| =lp—3
3 —1; 7 i — 2 +3 . =
l]fll (%) 11{]%[()6 I)=1-+3-1=4

lim f,(x) bestaat als [p — 3| =4
= p-3=4vp-3=-4
p=Tvp=-1
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34

a f,(x)=(2x—2)(x+p)=2x"+2px —2x—2pvoorx + p >0, dus x > —p

b f4(x)={

L) =28 —2)-x—p) =-26"—2px+ 25+ Zpyoor x<p
lim ()= lim (-4~ 2p+2) = 4p~2p+2=2p +2
xT-p xT-p

limfi)’(x)= lim (4x + 2p = 2) =~4p + 2p =2 =2p =2
xl-p xl-p

Geen knik als lim f,(x) = lim f,(x), dus als 2p +2=-2p -2
xT-p xl-p dn=-4
P
p=-1
2x2 4+ 8x — 2x— 8 =2x* + 6x — § voor x > -4
-2x% — Bx+2x+ B=-2x* — 6+ 8 voor x <-4
liTtgﬁl’(x) = liTrrl(—élx —6)=16—6=10, dus rc, = 10.

re, = tan(a) = 10, dus a = 84,2..°,
lirﬂﬁl’(x) = lirr}‘(4x +6)=-16+6=-10, dus rc,=-10.

rc; = tan(f) =-10, dus f=-84,2..°.
a—f=842°—-842 °=169°
Dus £(k, [)=180° — 169°= 117,
Zie a.
re,=2p+2enrc,=-2p—2
kll dusrc,-rc,=-1

(2p+21(-25 —2y=-1

Qp+27=1
2p k2= RpH ) =]
2p=-1wv2p=-3
p=-tvp=-i}
55 gty
et AP o W20t A) 058+ 0P A% _ x 2 _25+0+0_,,
o Bl aos . Pl o 0t ko 4 1+0
1+x3
8.3
8-3x .. -8+3:° o 0+3

= lim = =1
xaooz_'_

i
Pt 50x b B +50

h
H~|o

(8]

+

<

| —

X=x—12=0A2x>*—-1#0
(x+3)x—4)=0A2x# 1

x=-3 vx=4

De verticale asymptoten zijn de lijnen x =-3 enx = 4.

; ; 2x*—1 ; x? 2-0
fRe i 12735’301_1_2* 1—0-0 2
X X
De horizontale asymptoot is de lijn y = 2,
PxF—1
f(x)Adeeftx—z_x_ o
2t —1 =P~ —12)
I =1=2x2-0x—24
2 =-23
x=-11%
Dus A(-113, 2).

Hoofdstuk 13
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Bladzijde 43
teller = 0 geeft 2cos(x) —1=0
2cos(x) =1
cos(x) =3
x=in+k-2nvx=-in+k-2n
xin [0, 2n] geeft x=in v x= i
noemer = 0 geeft 8sin’(x) —6=0
8sin’(x)=6
sin2(x) =3
sin(x) =% 3 v sin(x) = ,;\/g
x=in+k-2nvx=3g+k-2nvx=-in+k 2mvx=1in+k 2z

xin[0,2x] geeft x=txvx=3nvx=1linvx=1ix

De verticale asymptoten zijn de lijnen x =2x en x=1ix,

2cos(x) — 1 2 cos(x) — 1 2cos(x)— 1 2cos(x)— 1 2cos(x)— 1
SO = 3~ 6 81 —cos(x)) —6 2 Boosix) 2(dcos? ()~ 1)  -2(2cos() + D)2cos) — 1)
fim )= Tim 2cos(r) 1 = fit ! I S——
e x—in=2(2cos(x) + 1)(2eos(x) — 1)  xoix-2(2c08()+ 1) -22-1+1) 4
fis (0= Tim 2008(x) — 1 = fim - SR R
xlin x—13n=2(2c08(x) + 1)(2cos(x) = 1) x5 i3x-2(2cos(x) +1) -2(2- %+ n

De perforaties zijn de punten (37, 1) en (137, - ).

a x—1=0A32+5x—-24£0
x=1A3x2+5x—-2#0

x=1

De verticale asymptoot is de lijn x = 1.
24 5 — 3x(x—1)+3x+5x—2 - 8x—1)+8-2

f(x)=3x 5x—2 _3xx—1) P 2=3x+( ) PSP
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1

lim .. 0, dus de scheve asymptoot is de lijn v = 3x + 8.

xswX— 1

b x2—4=0AxX+5x2—4x—19£0
X=A4Ax 57 —4x— 1940
(x=2vx=-"2)AxX +5°—4x—194£0
e=Dv==2
De verticale asymptoten zijn de lijnenx =2 en x =-2.

B35 —4x—19 X —4)+Ax+ 5 —4x—19 +5x2—19_ +5(x2—4)+20—19_ 48 1
)y -4 e 7 -4 YT
lim 2o 0, dus de scheve asymptoot is de lijn y =x + 5,

X —>o0 i
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x3+x2—12x xx2+x—12)_x(x+4)(x—3)

fx)= -9  x+3)x-3) E+IHx-3)
) xx+Hx—-3 | x(x+4) 33+49
}‘L‘%f(")_li,g G I3 =lim ==y =3

Dus de perforatic is A(3, 32).

(x+3)x—3)=0Ax(x+4)(x—3)£0
x=3vx=-3NAx#£0Arx#-4Ax#3
x=-3

Dus de verticale asymptoot is de lijn x =-3.

x(x+t4) 2+4x x(x+3)—3x+dx X x+3-3

= = = =x+ =x+ =,
JO=" 53 T — ST e B
lim =0, dus de scheve asymptoot is de lijn y =x + L.
rowX+3
y=x+1}v=—3+l=—2
x=-3 -
Dus B(-3, -2).

Stel k: v=ax+ b meta= 2 =i

35—-2

11

3--3 1

1l
y=pxtb 1L -
door B(-3, 2)}23 rh=d
—21+b -2
3
b‘z

Dus k: y= 1zx +3 7 en het snijpunt met de y-as is C(0, 4)

lim (10—20 - (55))=10—20-0=10
X—>o0
-5 _ 0-5

i W B,
xli>—oce'x+20 0+20 ¢

¢, 1
lmLJrz-i-l*limiez.eu_l:limer eu:0+0:0
x—>0 62"'""1 x—w elx+1 xX—>0m 1 1+0

1+

ex

lim 5:3+2 5-0+2:2
ool B 1 sl

_ 3¢
.f3,4(x) - 2e"—de
2e'—de=0A3e"#£0
2e'=dene" #£0
e =2enc'#0
x=In(2e)
De verticale asymptoot is de lijn x = In(2e).
. g __ 390 _
i o= W e B Ol
; 3 W 3 3 _a
I = i o e T3 b

2=

De horizontale asymptoten zijn de lijnen y=0en y = 1;—.

De verticale asymptoot is de lijn x = 3, dus er geldt 2¢* — ge =0 voor x = 3.

Dit geeft ge = 2¢° oftewe] g=2¢%,
; : P __ P _
D pgieeb= I 5 ex e m e T30
2 - R
ex
De horizontale asymptoot is de lijn v =3 p.
sp=4geeftp=38
Dus voor p = 8 en ¢ = 2¢%
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log(v) . logly) . Cloglx) " “log(x)

g _ _ _ _
O T Slogly)  eon . Zlog(o) o  Zlogv) fogttysre’l + L 2logln)
2log(16) 4
. | |
lim = 7=
2log(x)— 1 + 1 0+ i
Ylog(x) ¢
o MO 3 3 3.3
ST 3I() o T-3I0(x) imoyoe L —310() iy e 1 _3‘0—3“
In(x)
In(x) In(x) 3 1 1
3tlogtd) . C m(10) 2 Ti(o) . T (0 ° (o)
€N STIG) G0 STIE)  m@os ST mese 5 L 0+l In(10)
In(x)
4o L
o L0 S D) Y6 ol N e _4-0_,
T R ® T D2 T e, 1 270
In(x)
b 2In(x)—1=0A4ln(x)—1£0
2In(x) = 1 A4In(x) # 1
In(x) =3 A In(x) #
=l
De verticale asymptoot is de lijn x = \/e.
1
i =i 4ln()-1  4ln@x)-1 4_1n(x)_4—0_2
S = e T~ T e T T g 1 20
n(x)

De horizontale asymptoot is de lijn v = 2.
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14 Meetkunde toepassen

Voorkennis Zwaartelijnen van een driehoek

Bladzijde 48

(1] a e

e \
C\ ,

\

\

A -

0 w=t@h =2 (3%)

13-
RRER]

1
5
b CZ:MZ=2:1,dus CZ=5CM.

Dusz=c +3 () ( ()( )=( )enZ(l -9.

e @=H={5)B)-0)
= ()-(-C (-0 ()

Dus Z(- 1 )

38 Hoofdstuk 14



b Voor het midden M van DG geldt
- = == {3 3 =3 3
e i :(2)%((:2)*(2)):(2)+

_—_=_[6)_({-5)_(I1

~Hd (4) (1) (3)

§=3+2W=(_5)+2-(11):(1?)

1 3 7
Dus G(17, 7).

b —

HEHRHEH

3]

14.1 Zwaartepunten, middelloodlijnen en bissectrices

Bladzijde 49
] 0 x>y
b 54AZ=7BZ, AZ=xcen BZ=124 —x geett
5x=7(24 - x)
5x=168 —Tx
12x =168
x=14
De afstand van 4 tot Z is 14,

a Er is ten opzichte van het zwaartepunt evenwicht van momenten, dus geldt 447 = 3BZ.
Dit geeft BZ=3AZ.
b Substitutic van BZ =5AZ in AB= AZ + BZ geeft AB=AZ+3AZ=1A4Z, dus AZ=3A4B.

z=a+AZ=a+34B=a+3(b-a)=a+3b-2a=-3a+ip=L(4a +3b
€ z=a =at74AB=a+5(b-a)=a+3b-7a=7a+7b=7(4a )

Bladzijde 51

Voor het zwaartepunt Z van Z, met massa m, + m, en C met massa m; geldt

>, l - - 1 e —_ —
z= “((mytmy) zytmy o) = ((my +my) - (my-a+my-b)+ms-c)

ml+m2+m3 ml+m2+m3
1

my + m, + ny

m]+m2

— o ->. ]_ - = -
(my~a+my-b+my -c)y=—(m;-a+my, b+my c)metM=m +m,+ms

M
Bladzijde 52

Zie de figuur hiernaast. ¥y
A heeft massa 6.

B heeft massa 8.
C heeft massa 2. 9 :

D
D heeft massa 4. X
De totale massais 6 + 8 +2 +4: 20, 5
Z=5(6-a+8-b+2-c+4-d)

:21_0(6 : (%)+8 : (f)+2 . (24%)*4 ' (Si))
-5{(2)-(-(9+(2) 3

=1_.(47)=(2%) —
2 \s3) \2m

i

\ ,,,
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" a Zie de figuur hiernaast.
A heeft massa 6.
B heeft massa 6.
C heeft massa 6.
De totale massais 6+ 6 +6 =18,
Z=f(6-at6-b+6-7)

e o)
(35)+(5)+ )
T (§§)=(f§)

1

oo

ml_‘

Alternatieve uitwerking

Zie de figuur hiernaast.

A heeft massa 6.

B heeft massa 6.

C heeft massa 6.

De totale massais 6 + 6 + 6= 18.
Z=%(6-a+6-b+6:7)

~i(s- (;2%)% : (g)*ﬁ ' (:fé))
“H{(5)+6)-G3)
' (303) B (10%)

ool"‘

T

]

O 1 2 5 6
—‘\> |
-—-“'—'_.—.—. ‘_‘_‘_'-‘—-—-

-3 -2 -1 ) 3

Zie de figuur.

Elke massa is 1 en de totale massa is 10.

<o) 0)+ )6l ()
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Alternatieve uitwerking
y

Zie de figuur,
Elke massa is 1 en de totale massa is 10.

N RN RO SR

U1 AZ:MZ=2:1,dus AZ=3AM.

- —_ g —_ Fore—ie —
Dusz=a+5AM =a +5(m —a).

m=LE+) enditgeefiz=a+id B+ -ay=a+i@+o)-2a=ta+ip+ic=t@+5+9).

Bladzijde 53

| Zie de figuur hiernaast. y

A heeft massa 6.
B heeft massa 41.

: 1 .
De totale massa is 10% en——= %

=;.(24)= 2
= g\

%
| Zie de figuur hiernaast.
A heeft massa 4,
B heeft massa 12. 5
C heeft massa 8. T~ B —]
De totale massa is 24. -
240 -C)+ G-+ 0 il =
a=z| |+["|+ =z 1= 4
0 4 4 8 25 Z
//
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De totale massais 4 +6+2+3 =15,

oo Bre o)A (9254

Dus Z(3, 33).

<

. Zie de figuur hiernaast.
De massa van de cirkel met middelpunt A is w - 12 = 7.
De massa van de cirkel met middelpunt B is «t * 2% = 47,
De totale massa is 41 — © = 3x.

£l o= )40 | A
e )= ~+(6)-)-5) ~

0[1 3 i
N
N y

— i

Bladzijde 54
a ZAMP=90°, dus AP = AM?+ MP*
AM=BM
ZBMP =90°, dus BP*> = BM? + MP?
: PO
b ZAQP=90°, dus sin(LPAQ) = Ir
PO PR

ZARP=90°, dus sin(/PAR)=L% ( 4P~ AP’

AP
ZPAQ = ZPAR

2 = 2 2
}AP BMHMPS | i ppl g dp'=BP

dus PO=PR

Bladzijde 56
- a Infiguur 14.20is x + o + o + x = 180°
20 +2x=180°
2(0 +x)=180°
o +x=90°
Dus b, en b, staan loodrecht op elkaar.
|3x+4y—24| [12x+ 5y - 60|

b
o35 V169
|3x +4y—24| [12x+ 5y - 60
5 13

5|12x + 5y — 60| = 13|3x + 4y — 24|
5(12x+ 5y — 60)=13(3x + 4y — 24} v 5(12x + 5y — 60) = 13(-3x — 4y + 24)
60x + 25r — 300 =39x + 52y — 312 v 60x + 25y — 300 =-39x — 52y + 312
2lx =27y =-12v99x + 77Ty =612
Tx =9y =-4v99x+77v=0612
¢ Delijnx — 3y =-14 oftewel v = 1x + 5 heeft richtingscoéfficiént § en is dus stijgend.
De lijn 3x + y = 18 oftewel y = -3x + 18 heeft richtingscoéfficiént -3 en is dus dalend.
In de figuur zie je dat k& een dalende lijn is.
Dus uit de figuur volgt dat 3x + vy = 18 een vergelijking van & is, en niet x — 3y =-14,

42 Hoofdstuk 14 ® Moordhoff Uitgevers by



a Uit de eigenschap dat in een ruit de diagonalen de hoeken middendoor delen.
b AB=\(G-27+(2—-172=\9+1=,10

AC=\BG-2F+@—-1P=\1+9=,/10

Omdat AB = AC en p hoek BAD middendoor deelt, ligt er op p een punt D waarvoor
ABCD ecen ruit is met diagonaal AD.

Een ru1t is een parallellogram, dus er geldt AD =A4B + AC.

Dus rp =AD =AB + AC.

2J-C1)-()
-6)-6)

-*:_’ —’23 1:4A1 —~:1 e —
T, AB +AC (1)+(3) (4)—()dqn (l)enpx v=1

¢ g is de bissectrice van ZKLM M en AKLM Z(LK, LM ), dus g is de bissectrice van
de hoek tussen de vectoren LK en LM .

d K=k -1 =(g)—(z)=(_4), dus |LK|= /37 + (-4 =9+ 16 = \25=5.

IM =m—-1= (786) - (é) = (152) dus |LM | =[5+ (-12)2= 25 + 144 = \[169 =13,

e Nesrin heeft gelijk, want zij gaat uit van een ruit waarvan de zijden lengte
13+ |LK|=5 + |LM | = 65 hebben. Thomas gaat niet uit van een ruit.

e e (B e [ 5[0\ (25\_(-14) A1
f~ leLE = R =10 (—4)*5 (—12) (—52)+(—60) (—112)*(8)’

dus Eq = (_Ei) eng: 8&x—y=18.

Q|
II

3
L3

Q|
II

-
=c —

Al

! P(x,y) op een bissectrice geett d(P, k) =d(P, ])
|3x — 4y — 12| |5x+ 12y — 48|
5 13
13+ 3x—4y—12|=5 - |5x + 12y — 48|
13(3x — 4y — 12) = 5(5x + 12y — 48) v 13(3x — 4y — 12) = 5(-5x — 12y + 48)
39x— 52y — 156 =25x + 60y — 240 v 39x — 52y — 156 =-25x — 60v + 240
14x— 112y =-84 v 64x + 8y =396
x—8y=-6v8x+y=49;
Dus m: x— 8y=-6 en n: 8x+y=49%.
De snijpunten met de y-as zijn A(0, %) en B(0, 49]5).

d(4, By=495—-3=483

Bladzijde 57

- = —_ 4 12 _8 = 15

rig=~4 —a=( )—(0):(15), dus nAB:( 8)enAJ.’i’: 15x + 8y = 180.
- {0 4 -4 - 3

rBC=c—b=(12)—(15)=( 3), dus nBC=(_4) en BC: 3x — 4y =-48.

P(x,v)op kend(P, AB) = d(P, BC) geeft

|15x+8y — 180 _[3x — 4y +48|

\/289 V25
\15x+8v—180\ \3x 4y + 48]
17 5

17+ |3x — 4y + 48| =5 - |15x + 8y — 180

17(3x — 4y + 48) = 5(15x + 8v — 180) v 17(3x — 4y + 48) = 5(-15x — 8y + 180)
51x — 68y + 816 = 75x + 40y — 900 v 51x — 68y + 816 =-75x — 40y + 900
-24x— 108y =-1716 v 126x — 28y = 84

2x+9y=143v9x—2y=6

Uit de figuur volgt k: 9x — 2y = 6.

AC: E+E—loftewelAC x+y=12
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Ix—2y=6

Ox — 21—
ksmjdenmetACgeeft{ 3 ‘ ‘ oftew: {2x+2y—24

Dus D2+, 957

Alternatieve nitwerking

m’za’—zz(lg)-(l‘g)z( 185) dus [4B| = VBT CI57 = 17.
E=E—B=(1°2) (15) ( )dusIBC| JOFTar=5.

R e 18 (40 68 28\ A - _{9
=5 BA+17-B0=5-( 2o 17 ()= 20)+ ()= (28 )2 0), qus-(3)

en k: 9x—2y—6
AC: —+—=10ftewe1AC x+y=12

12 12
Ox — 2y 6H 9x—2v=6
k snijden met AC geeft{ 2%+ 2y =24
11x =30
8

Dus D2+, 957).

a 00, 0) en A(8, 0), dus de middelloodlijn van OA is de lijn x =4,
m is de middelloodlijn van OB,
Het midden van OB is het punt (1, 3).

R
m OB 6 * 3
x+3y=c
8 =1+ 2=
door(l,3)}c 1+3-3=10
Dus m: x + 3y =10,
§133’=10}4+3y=10
3y=6
w=2
Dus M(4, 2).

b r=dM,0)=\+27=/20

Dus een vergelijking van de omgeschreven cirkel is (x —4)* + (v —2)>=20.

M is het midden van het lijnstuk AB en £ is de middelloodlijn van het lijnstuk 45.
N is het midden van het lijnstuk BC en / is de middelloodlijn van het lijnstuk BC.

A(3,0) en B(7, 4) geeft M(3(3+7), 2(0+4)) = M(5,2) en 7 5= (Z) - (3) = (3) L (i)

-

n,=ryp= (}), dusk:x+y=17.

B(7,4) en C(5, 6) geeft N3 (7 + 5), (4 +6)) = N(6, 5) en rgp. = (2) - (z) = (_5) A (11)

- -

n,=r3C=(_ll), dusl:x—y=1.

+y=7
—y=1_
2y==6

y=3 _
x+_\;=7}x 4

Dus (4, 3) is het middelpunt van de cirkel door 4, B en C.

k snijden met / geeft {ﬁ
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(x— 4P + (=3 =r
door A(3, 0)
(x—4)2+<y—3)2=10} 2 )

: (1-4)¢+{4-3) =
D(1, 4) op de cirkel? 9+1=10

klopt
Dus D ligt op de cirkel die door 4, B en C gaat.
Dus de punten 4, B, C en D liggen op één cirkel.

}r2=(3—4)2+(0—3)2=1+9=10

Il a ksnijden met de y-as geeft 4y = 12, dus y =3 en 4(0, 3).

k snijden met / geeft 3x + 4 = 12 oftewel 3x = 8, dus x =23 en S(23, 1).
b P(x, y) op een bissectrice geeft d(P, k) =d(P, |)
|3x + 4y — 12 |v—1|
5 1

3x +4y—12|=5]y—1|
3x+4y—12=5(y— 1) viIx+4yv—12=5(-v+ 1)
3x+dy—12=5y—-5v3x+dy—12=-5r+5
x—y=7v3Ix+9=17

Uit de figuur volgt m: 3x — y =7 oftewel m: y =3x— 7.

c Fzﬁ‘“‘(a*p 7) () (3p—10)

¢ w5304

AS L AP geeft AS-4P=0

(3 (3pflo)=°

4p—-3(3p—10)=0
4p—-9p+30=0
=op==30

p=6

Dus P(6, 11).

i P 22 p_zz
= _ 43| = 3
B AFSps (3p—7) (1) (3p—8)

AP | SP gceftE‘EZO

2
37 10)- (5,300
3p—10/ \3p—8
plp—29)+@p-10)(3p-8)=0
PP—=23p+9p2—24p —30p +80=0
10p> = 563p+80=0
3PP —17p+24=0
D=(-17P-4-3-24=1
_17+1  JF=1

6 Bk 6

vold. niet

=23

Dus P(3, 2).

Alternatieve uitwerking
n L m, dus de lijn g door 4 evenwijdig met » snijdt m loodrecht in P.
Uit b volgt n: 3x + 9y =17.
g /! nen g door A(0, 3) geett g: 3x + 9y =27 oftewel g: x + 3y =9.
m snijden met g.
Substitutic vany =3x— 7inx + 3y =9 geeft x + 3(3x—7)=9
x+9x—21=9
10x =30
x=3
x=3geefty=9-7=2
Dus (3, 2).
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1) a [4P|=|SP|oftewel |[AP = |SP|? geeft p>+ (3p — 10)* = (p— 23 + (3p — 8)?

B -

46

Bladzijde 58

PP 997 —60p+100=p>— 55p+T5+9p* — 48p + 64

~63p =285
p=43
Dus P(43, 6).
b Mogelijkheid 1: £ZA085=90°,

m L n, dus de lijn g door 4 evenwijdig met m snijdt » loodrecht in Q.

q /! m en g door A(0, 3) geeft q: y = 3x + 3.
g snijden met n.

Substitutie vany =3x+ 3 in 3x + 9y =17 geeft 3x+9(3x+3)=17
Ix+27x+27=17

x=—;-,gelefty=—1 #3=1
DuSQ—g,Z).

Mogelijkheid 2: £S40 =90°.
n: 3x+ 9y =17 oftewel n: y=-+x + 15

Stel O(g, -39 + 15).
@=g=a=l 1,18 3\ tg-1d

.z 4 g
70w )9 )0
O=0geeltlg) Lty

49 =339~ 15)=0
4q+q+3§=0
5¢=-33

g=-i
Dus O(-3, 24).

Ho)-(3)-(3)
(-GG ()

!
2l

Ql

-
=c —

al

F,(=2E+A_)C=2 . (1)+(g)=(8)’\(2), dus E,f(é) enk:x+2y=6,

3 4
k snijden met de x-as geeft D(6, 0).

-1

-

n,=Fye= (‘;’), dus m: 3x+y=13.
m snijden met & geeft het punt E.

x+2y=6 ‘1‘ x+2y=6
{3x+y=l3 2 gBEft{6x+2y=26_
-5x =-20
x=4 }
4+2y=6
+ oy =
xX+2y=6 2y=2
y=
Dus £(4, 1).
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Geval 1: ZDPE =90°,

m L AC, dus de lijn pp door D evenwijdig met AC snijdt m loodrecht in P,
p /!l AC en p door D(6, 0) geeft p: x — 3y =6.

m snijden met p geeft het punt P,

3x+y=l3H 9x+ 3y =39
x—3y=6 x—3y=6
10x =45
JC=4;- 1
x—3y=6}45_3y_6
By=1;
DHQP(45,—5

DP?= (43— 6P +(-5)*=25en EP>= (45— 4P + (-5 — 1) =23
Dus in dit geval is drichock DEP een gelijkbenige drichock.
Geval 2: ZEDP =90°,

—

Npp=ry= ( )geeftDP?_x p=12

DP snijden met m geeft het punt P.

Dus P(5, -2).

DE*=(4 -6+ (1-0P=5enDP =(5-6+(-2—-0)*=5

Dus in dit geval is drichoek DEP een gelijkbenige drichoek.

Conclusie: in beide gevallen is drichoek DEP een gelijkbenige drichoek.

14.2 Cirkels en raaklijnen

Bladzijde 60

21 a |

b 2
c 2
d 2

Bladzijde 61
r=ry=d(M, k)=\7§=2\/5

M(-1,0), dus ¢;: (x +1)*+1*=8.
M2(4, 5), duS CZ: (x - 4)2 + (y —_ 5)2 — 8'

a b=-4a+3invullenin |3a—1+b|=+/5a%+5 geeft [3a— 1 —4a+3| = /542 +5
a3 =542 +5
kwadrateren geeft
@ +ia+3=5a2+5
4o -%a+45=0
364’ —6a+44=0
184 —3a+22=0
D=(-3)-4-18-22=-1575

D <0, dus b =-4a + 3 voldoet niet.

b Elke lijn £ y = ax + b heeft een richtingscoéfficiént, dus de verticale richting sluit je

hiermee uit.
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Bladzijde 62
Stel M(2p, p) is een punt op m.

O Bu—p—1| [Bp—Bp~—5
d(M,k)=d(M,l)geeft| p—p=1l_[2p=2-5|

V5 V5
4p—p—1|_|-5]

V5o s
3p—1]=|-5]
3p—1=5v3p-1=-5
3p=6v3p=-4
p=2vp=-1j

o _ S5
ro=r,=dM, ) =dM,)=—==—==5

V55

p=2geeft M(4,2),dus ¢;: (x—4)* +(y—2)*=5.
p=-15 geeft M(-25,-13), dus ¢,: (x + 257 + (v + 15)*=5.

Voor het middelpunt M van de cirkels geldt d(M, k) = d(M, [).

Dus M ligt op de bissectrices van de lijnen £ en /.

Omdat M ook op m ligt, kun je de codrdinaten van M, en M, vinden door de bisscctrices van k en / te
snijden met m.

“1 a M(5,0)enr, =3,

N(14,0)enr, = 6.

dM,N)=14-5=9

M, NY—r;—r;=9-3—-6=0

Dus de cirkels raken elkaar.

b De cirkels raken elkaar op de x-as in het punt (8, 0).

De verticale raaklijn in dat punt is de lijn &;: x = 8.

Stel k: y=ax+ b oftewel k; ax—y + b=0.
5a—0+ b B

Jar+1
|Sa+b|=3a®+1

[14a—0+5|

Ny

[14a+b|=6Ja* +1

Hieruit volgt 2|5a + b| =|14a + b|
25a+b)y=14a+bv2(5a+b)y=-14a—b
10a+2b=14a+bv10a+2b=-14a—-b
b=4av3b=-24a

d(M, k) =3 geeft

d(N, ky=6 geeft

b=4avb=-8a
b=4a invullen in |Sa + b| = 3\/a> + 1 geeft |5a +4a\|/iW
|9a|=3\a®+1
8la>=9a>+9
724> =9
e

8
a=\k=hZva=-E=-12
a=}7\/§geeftb=\/Eena=f,l1 2 geeft b=-/2.

Dus ky: y=5xy/2+ 2 en ky: vy =-1x\/2 — /2.

Hiermee zijn de drie lijnen gevonden, dus & =-8a voldoet niet.

48 Hoofdstuk 14 ® Moordhoff Uitgevers by



m:x —2y=-4 oftewel m: y =5x+2
Stel M(2p, p + 2) is ecn punt op m.
3-2p—(p+2) _[2p-3(p+2)+8|

d(M, k)= d(M, [) geeft

Jio Ji0
6p—p—2[=[2p-3p-6+8]
5p—2|=|-p+2|
S5p—2=-p+2vip-2=p-2
6p=4vdp=0
p=§vp=0

3 1—422\ IE

2 1 2
=zgeeft M (13, 25) enr, =d(M,, k)= = dus > =
P=38 (13, 23) | =d(My, k) o r— To 3 o’ 1
Dus ¢;: (x— 13+ (y— 23 =%.
=0 gecft My(0, 2) en ry = d(ty, By =0 2L 2 g2 4 s
= P Jyio 1o oot 10

D a1 #2 + (p—2P =3

Stel M(2 +2p, 2 + p) is een punt op 4.

[:y=-4x+ B oftewel l:dx+y—8=0
[4-2+2p)+2+p-§|

d(M, 1) = d(M, x-as) gecft NiK; =[2+p|
8+8p+2+p—38
8+8p+2+p |=\2+p|

17
190 +2|
=2+
NE 12+p|
|9x + 2]
=2 +x].

Voer in y, = W eny,
De optie snijpunt geeft x =-0,780.., en x = 1,280...

Dus M(0,438...; 1,219...) en N(4,561...; 3,280...).

dM,N)= \/(4,561... —0,438...)> +(3,280... — 1,219...)* = 4,61

Bladzijde 63

| a M, en M, liggen op de bissectrices van k en /, en tevens op afstand \/_0 van ken /.

|3x —y—9| |x—3v 3|

V10 V10
So—p—F=x—3p—3 ¥VEx—p—F=0t3p+3
2x+2y=6vix—4y=12
xty=3va—3=3
Uit de figuur volgt dat M, op x +y =3 ligt.
M, opx+y=3enxy, =p geeft M,(p,3 —p).

3p -3 -p) -9
d(M,, k)= /10 geeft NiT; =,/10

3p—3+p-9|=10
[4p — 12| =
4p—-12=10v4p—12=-10
4p=22v4p=2
p=55vp=3

p =52 geeft M,(5%, -23) vold. niet

p=75 geeft M,(3, 23)

d(M, k) = d(M, 1) geeft
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Uit de figuur volgt dat M, op x —y =3 ligt
M,opx—y=3enyy, =q geelt My(g + 3, q).

M, ) = T ge ﬁ|3(q Si=g—9| _ /10

Ji0
|3g+9—¢g—9|=10

|2g| =10
2g=10v2g=-10
g=5vg=-5

g =5 geeft M,(8, 5)
g =-5 geeft M,(-2, -5) vold. niet

b De staal r; van c; is 7, = d(M,, My) = /(8 =1y + (5 — 212 = /621,
Om vergelijkingen van de gemeenschappelijke raaklijnen van c, en ¢, op te stellen,

gebruik je dat de afstand van M, tot deze raaklijnen gelijk is aan /623 en de afstand van
M, tot deze raaklijnen gelijk is aan /10.
Stel m: y=ax+b oftewel m: ax —y + b =0 is cen gemeenschappelijke raaklijn van ¢, en c;.

la-2L+0|

d(M,, m)= @geeﬁﬁ 621
La—2l+b|=\f62}- y@@+1

|8a — 5+ b

d(My, m) =10 geeft —=—— NrEs) =10
8a—5+b|=\10"\Ja?+1

Hieruit volgt |La — 24+ b| = /65 - [8a— 5 + b
|fa—23+b|=2%"[8a—5+b|
la—2t+bp=2'@a-5+b)via—2+b=2L(-8a+5-b)
la—21+b=20a—123+23bvia—-21+b=-20a+125-23b
-13b=193a—10v 35b=-205a+ 15
b=-13a+63vb=-5%a+43

Substitutic van b=-13a + 63 in [8a — 5+ b| = /10 - \Ja? + 1 geeft [8a—5—13a+63|= /10 Ja>+ 1

-Sa=13]= 10+ @+ 1

256 — 163a +27=10a>+ 10
156 - 163a—7:=0

274 -30a—13=0
D=(-302-4-27--13=2304
:30+48_14 _30-48

54 9V4T TSy T3
_ 4 _ 4,2 | 14 1

a=15geelt b=-13 « I5+65=—125, dus my: y= Igx — 125.

a=-1geeft b=-13 - -1+ 62 =11, dus my: y=-1x+11.

Hiermee zijn de twee gemeenschappelijke raaklijnen gevonden, dus b =-5 %a + 4% voldoet niet.
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] a AM=10,AN=10-ren MN=r+ 10.

1 a Stel de straal van d gelijk aan r. v

e 5 : ; = (4 5V _ (9 A (3
30 I (3) BN ¥y = (0) en / de bissectrice van Z(k, x-as) geeft r,= (3) + (0) = (3) = (1)

Dus voor een punt P op / geldt P(3p, p).

De straal van ¢, is 1, dus M(3, 1) en OM = /32 + 12= |/10. y
Zie de figuur hiernaast.

De straal van c, is gelijk aan r gesteld.
AOAM o AMCN geeft

oM _am )
MN CN AN =1

10 1 710
r\/+_1:r—l 1 \1
r\/m—\/m=r+l
rJ10—r=./10+1
H(10-1)=/10+1

r=\/ﬁ+1=m“.m+1=10+2m+1=13+3\/ﬁ
Vo1 Jio-1 iowr to-1 T

c raakt de positieve x-as in 4, dus MA staat loodrecht op de x-as, dus ZMAN =90°,
De stelling van Pythagoras in drichoek AMN geeft AN? + AM?* = MN?, dus
(10 — 7> +10% = (r + 10)%,
b Haakjes wegwerken geeft 100 — 207 + #2 + 100 = #* + 20r + 100
-40r=-100
r= 2%
Dus d: (x— 232+ =61

Bladzijde 64

Zie de figuur hiernaast.

MP=8,NP=6-ren MN=r+8.

De stelling van Pythagoras in drichoek MNP geeft
MP? + NP? = MN?

82+ (6 — r)* =(r+ 8)?

64+36—12r+rr=r+ 16r+ 64

-28r=-36

= 1.%

Dusd: 2+ (y— 132 =1%

b Noem deze cirkel e en stel de straal van e gelijk aan . y
Zie de figuur hiernaast,
De stelling van Pythagoras in drichoek MOR geett
82+ (r+ 6y =(r+ 8)
64+ +12r+36=r>+16r+ 64
-4r=-36
r=9
Dus e: x>+ (y + 9> =81.
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~- a Destraal vancis 9.
Stel de straal van d gelijk aan 7.
Zie de figuur hiernaast.
MP=9—r NP=T7—ren MN=r+9,
De stelling van Pythagoras in drichock MNP geeft
MP? + NP? = MN?
(F—~FP (] —2= (b )
81 —18r+ 7 +49 —1dr+ > =r"+ 187+ 81
2 =50r+49=0
(r—1D(r—49=0
r=1vr=49
vold. niet
Dusd:(x— 1P+ (y—1»=1.

b Stel de straal van e gelijk aan 7.
Zie de figuur hiernaast.
De stelling van Pythagoras in drichoek MOR geeft
OR* + MR> = OM?
O =1+ (r+ TP = (r+ 9P
81— 18r+ 7+ + 14r+49=1r"+18r+ 81
2=22r+49=0
D=(-22P-4-1+49=288, dus /D= /288=12,/2
22+12,2
2

r

=11+6\2vr=11-642

vold. niet

Bladzijde 65
- a Zie de figuur hiernaast.
OM, =3, 0M, =12, OM, =p, MM, =r+3 en
MM, =r+6.
De stelling van Pythagoras in drichoek OM,| M geeft
OM 2 + OM;2 = MM}
32+p2:(r+3)2
prag=(pady
De stelling van Pythagoras in drichoek OM,M; geeft
OM,? + OM;2 = MM ?

1224 p? = (r+ 6 r+6
PP+ 144 =(r+6) -
b p?>+9=(r+3) oftewel p>=(r+3)*—9 %
P+ 144 = (r+ 6)? oftewel p? = (r+ 6)2 — 144 X
Dit geeft (r + 3 =9 = (r + 6)* — 144 0 j}jﬁw
P46r+9-9=r+12r+36— 144
-6r=-108
r=18
r=18 geeft p? = (18 + 32— 9 =432, dus p=/432=12\3vp=-12,/3
vold. niet
Dus p=12\3enr=18.
~ - a De cosinusregel in driehoek M, MM, geeft Ms

M M2 =M M2+ MyM2 -2 MM, - MM, + cos(LM M, M)
R2=42+62—2 46 cos(LM,M,M)

64 =16+ 36 — 48 cos(LM, M, M) 8
48 cos( LM | M, My) =-12

cos(LM M,M,) =~}

ZM, M, M, ~ 104,5° M,
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b In drichoek M\ MM, is M\M, =4, MMy =r+3 en M,M;=r+1.

De cosinusregel in drichock M\, MM, geeft (r+3)? =4+ (r+1y* =2 -4 (r+ 1) - cos(LM, M, M)
P+6r+9=16+2+2r+1-8(r+ L)cos(LM,M,M,)
8(r+ 1)cos(LM MM,y =-4r—8

“4r—8 Hr—2) -r-2

COMLMM M) =3, T8 ~a@r+2) 2r+2
2
lim =2 = fim —— =01
oo 2F T2 r—)m2+% 240 2
r

cos(LM, MyM,) =-3 geeft ZLM,M,M,=120°

Zie a, voor r =518 ZM M, M; = 104,5° < 120°,
Dus er zijn geen waarden van » waarvoor ZM, M, M, groter dan of gelijk aan 120° wordt.

¢ Destraal vanc, is3 en OM, = 1. 1%

Stel x,, =p.
Zie de figuur hiernaast. Male. 1
De stelling van Pythagoras in drichoek PM M, geeft
M, P+ PM = MM} ,
(p+ 302+ = (r+3)? i
pPrep+9+i2=r+6r+9 r+1
pr+op=6r 5

a1 Ty
De stelling van Pythagoras in drichoek PM,M; geeft
M,P* + PM;?> = M,M? My ONu/ P

(p— 1P +rP=(r+1)
F=2p+ 1+r=r+2r+1
pr=2p=2r
PP=2p+2r
Hieruit volgt -6p + 6r=2p + 2»
4r=28p
r=2p
p2=2p+2r}
r=2p

pPr=2p+2-2p
pr=6p

p=0 v p=6
vold. niet
p=06geeftr=12

Dus M,(6, 12).

Bladzijde 66
Zie de figuur hiernaast. y
De straal van d is gelijk aan r, gesteld.

De stelling van Pythagoras in drichoek MNP geeft
PM? + PN? = MN?

B2+ (8 —r )P ={r+ 8P

64+ 64— 16r,+rf=vrp+ 16r,+ 64

-32r,=-64

=2
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Stel O(0, g) en de straal van e gelijk aan 7, %
Zie de figuur hiernaast.
De stelling van Pythagoras in drichoek ONQ geeft
ON?+ 0Q* = NO?
2+ =(r,+2)
4+g=r2+4r,+4
q2 - rez = 4re
De stelling van Pythagoras in drichoek MOR geeft
OR> + MR*> = M(?
(8 =gy + 8 =(r, +8)
64—16g+qg>+64=r2+16r,+64
g —r2=16r,+ 16g — 64
Hieruit volgt 167, + 16g — 64 = 4r,

16g=-12r,+ 64

q= —%r@ +4

2—p2=Adp
T G}(%rc+4)z—r82=4rg

wr2—6r,+16—r2=4r,

-&r2—10r,+16=0

7r2+160r,— 256 =0

D=1602—4-7--256=32768, dus \D=/32768 =128,/2

-160+ 128+/2 -160 - 12842
re=T‘f=113+9;ﬁw€=T\F=u§—9;\/§

vold. niet

g=-3r.t4

Dus de straal van e is -113 + 93,/2.

14.3 Cirkels en snijpunten

Bladzijde 68

-/ a Substitutievany=-x— linx?>+13?>— 10x—4y —3=0geeft x*’ + (-x — 1~ 10x—4(-x—1)-3=0

54

XA +2x+1-10x+4x+4-3=0
2P —4x+2=0
D=(-4¥-4-2:2=0

D=0, dus de k en ¢ hebben één punt gemeenschappelijk.

Dus £ raakt aan c.

b x*+)°—10x—4y—-3=0

X=10x+)*—4y—-3=0

(E—5P—25+{y— 2P —~4—3=0)

x—=5P+(y—2=32

Dus M(5,2) en r=/32 =42,

5+2+1] _[8] _ 8

M(S,Z)enk:x+y+1=0geeftd(M,k)=T —=——=42.
RN
d(M, k)= r, dus k raakt aan c.

Bladzijde 69

| @ D=484,dus D =/484=22,

_12422 o 12-22
AT sYXT 0

x=33geefty=2-33-3=3%
x=~1 geetty =2 -—1-—=F=-5
De snijpunten zijn (32, 33) en (-1, -5).
[4-5-1—g]

I

=-1

b d(M, k) <r geeft < /17 en dit geeft 2 < g < 36.
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a Van ¢, is het middelpunt M(2, 1) en de straal »= /13,
krv=x-3oftewel k;x—y—-3=0
2-1-3] _|-2] 2
PR F Y
d(M, k) <r, dus k snijdt ¢, in twee punten.
b I 2x+y="7oftewel :y=-2x+7
Substitutic vany =-2x+ 7 inx?> + 32+ 2x + 2y = 18 geeft x> + (-2x + 72 + 2x + 2(-2x + 7) =18
X+ 4x?—28x+49+2x —4x + 14 =18
5x*=30x+45=0
xX*—6x+9=0
D=(-6-4-1-9=0
D=0, dus [ raakt c,.
€ Van ¢; is het middelpunt M(4, -1) en de straal » = 3.
[4-3--1+3] _[10] 10 _ 10
V10 V1o |10

d(M, m) > r, dus m heeft geen punten gemeenschappelijk met ;.

d(M, m) =

a fx—y+l=0oftewel ki y=x+1
Substitutie van y =x + 1 in x? +3? — 10x — 2y + 9 =0 geeft
R+ 1P - 10 -2+ 1)+9=0
X+t +2x+1—-10x—2x—-2+9=0

2x2—-10x+8=0
x1=5x+4=0
(= D(x—4)=0

x=1lvx=4
x=1eny=x+ 1 geeft het snijpunt (1, 2).
x=4eny=x+ | geeft het snijpunt (4, 5).

b Substitutic vanx=¢+1Ay=2r+11in x> +3*—8x— 4y + 10=0 geeft
E+12+@+1)12=8(t+1)—-42t+1)+10=0
P+2+1+42+4t+1-8-8—-8t—4+10=0
572 —10t=0
50t—2)=0
t=0vit=2
t =0 geeft het snijpunt (1, 1).

t =2 geeft het snijpunt (3, 5).

Bladzijde 70

| @ 2x—3y+4=0geeft 2x=3y —4 oftewel x = 13y — 2.
Substitutic van x = 13y — 2 in (x — 6)2 + (v — 1)* =26 geeft
(ly—2-6)2+(y-1)2=26.

Voer iny, = (13x — 82 + (x — 1)* en y, = 26.
De optie snijpunt geeft x =2 enx = 6.
Dusy=2c¢ny=6.

y=2enx= I%y — 2 geeft het snijpunt (1, 2).
y=6enx= I%y — 2 geeft het snijpunt (7, 6).

b 3x+4y =19 geeft 4y =-3x+ 19 oftewel y =-3x +43.
Substitutie van y =-3x + 43 in x? + 2 — 4x + 6y — 12 = 0 geeft
X+ (CIx+a32—4x+6(-3x+43) - 12=0.

Voer iny, =x> + (-3x + 43 —dx + 6(-3x + 47 — 12,
De optie nulpunt geeft x = 5.

x =5 geeftv =1

Het gemeenschappelijke punt is (5, 1),
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@«

Van ¢ is het middelpunt M(5, 1) en de straal » = /20.

k:y=ax+1oftewel kiax—yv+1=0
|5a—1+1| |54
Jai+1 - JaZ+1
d(M, k) < r geeft e <20
Jat+1

|5a| <202+ 20

25a* < 20a®+ 20

5a? <20

a* <4

2 < g<2
l:y=%x+boftewel [: %x—y+b=0

3:5-1+b] |15+)]

dM, 1) == =
13+5
d(M,k)>rgeeft| i/1_1|>\/ﬁ
4
13+ 5|>25
[13+5|>5
I3+b>5v13+b<-5
b<-65vb>3}

d(M, k)=

Het midden M van het lijnstuk 4B is M(é—(—l s %(3 +-1)) oftewel M(3, 1).

r=d(A, M)=\[3—-1P2+(1-3)*= /16 +4= 20 en M(3, 1) geeft c: (x = 3>+ (y— 1)* =20,
Substitutie van x=-2+3tAy=6—tin (x —3)* +(y—1)*=20 geeft (2 +3t—3)*+(6—t—1)*=20

t =1 geeft het snijpunt (1, 5).

t =3 geeft het snijpunt (7, 3).
k:y=-2x+poftewel k: 2x +y—p=0
2-3+1-p| |7-p|

d(M, k)=

V3 V5
B 7-pl
d(M, k) = r geeft = V20
|7 - pl = /100
|7—pl=10
T-p=10vT7-p=-10
p=-3vp=17

56 Hoofdstuk 14

(3t =52+ (5 -1 =20

97 — 301 +25+25— 10t + 2 =20
1072 — 40t +30=0

P—4t+3=0

(t—1)(t=3)=0

t=1vi=3
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[ #+(y-2p=+

c [:y=qx—5%0ftewel[:qx—y—5%=0
3g—1-53 |39-61

d(M, )=
M, D)= =

3q - 65
d(M, ) > r geeft ——> /20
M, D)>rg o

3¢ — 61| > /2047 + 20
9g% — 39 + 421> 204> + 20
-11¢>—39g +225>0
44¢> + 1569 — 89 <0
4447 + 1569 —89=0
D=1562—4 - 44 - -89 = 40000
_-156+200 _ -156 —200 _

- e gily
88 V4TTgg Yz

D = 44q2 + 156q — 89

(] o

1
22 2

44¢% + 1569 — 89 < 0 geeft 455 < g <}

22—
door (0, 0) }r Ly =

Dus ¢: x* +(y—2)*=4.

Substitutie van y = ax? in x> + (y — 2)* =4 geeft x> + (ax*> — 2> =4
X+ atxt—daxt+4=4
atx* +x2—4ax?=0
Xa@*x*+1-4a)=0
X=0vax’+1—4a=0
x=0vax*+1-4a=0

Drie gemeenschappelijke punten in het geval a*x* + 1 —4a = 0 twee oplossingen heeft.

@ +1 —4a=10

ax*=4a—1
da-1
2=
X (12
o . 4a-1

Deze vergelijking heeft twee oplossingen als = >0
4a—-1>0
4a>1
a>= i

Dus voor a > ,IT hebben de parabool en de cirkel drie gemeenschappelijke punten.

x2+12=25
(=3P +12=16
= (x—3)P%=9

Oplossen geeft x> — (x> —6x+9)=9
xX2=x2+6x—-9=9
6x=18
x=3
b De lijn x = 3 gaat door de snijpunten 4 en B van de cirkels,
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Bladzijde 71
7 o {x2+y2—2x—4y=0
X+ —14x+24=0
12x—4y—24=0
x—y—6=0
y=3x—6 }
2+yP—2x—4y=0

¥ +(Bx—6V—2x—4(3x—6)=0
X2 +9x2—-36x+36—2x—12x+24=0
10x* = 50x + 60 =0
xX*=5%+6=0
(x—2)x—3)=0
x=2vx=3
x =2 eny=3x— 6 geeft het snijpunt B(2, 0).
x =3 eny=3x— 6 geeft het snijpunt 4(3, 3).
b v=ax+b }3a+b=3
door A(3, 3) Bl = B
Dus k: y=ax+3 —3a,
€ Xty —14x+24=0
X —14x+3*+24=0
(x—=7P—-49+>+24=0
(= TP +3?=25
Dus middelpunt N(7, 0) en straal 5.

De loodlijn ND op AP, deelt AP, middendoor, dus DP, = 2;-\/5
De stelling van Pythagoras in drichock DNP, geeft DN = /5% — (25,/2)* = \/E% =21/2.
Dus d(N, k) = 23/2.
d d(N, k=232 geeftw=2§\/§
Ja@+1
|[4a +3|=23\247+2
16a%+24a+9 = 63(2a> +2)
164> +24a+9 =123a%+ 121
31a*+24a-35=
D=242—-4-31:-31=625
_ I <DE—DB
7 7
e a:%geef’tI(tl:jv':%x+3—§i

a=-Tgeeftk;: y=-Tx+3+21
Dus k,:y='7x+2‘7l enk,: y=-7x+24,

-7

va

~|—

a
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Bladzijde 72
| AP=15,/2 geeft dat P op de cirkel met middelpunt A en straal 5/2 ligt.
Dus c;: (x =3y +(» —3)*=50
xXP—6ox+9+) —6y+9=50
X+ —6x—6y—32=0
{x2+y2—14x+24=0
¥+ - b—hyr—32=0
-Sx+6r+56=0
&x =06y +56
x=qv+7 }(1 TP+ = 14Gy+T)+24=0
x2+32 - 14x+24=0[ ‘4 Y Gy+7
F1P+103y+49+37 — 101y - 98 +24=0
1% =25
12=16
v=4vy=-4
y=4enx=f’-1y+7geeftPl(10,4).
y=-4enx=3y+7 geeft P,(4,-4).

@ v=ax+b } _
2a+b=0
door B(2,0) b= g

Dus [: y=ax —2a oftewel l: ax —y — 2a =0,
Elai i — 25 —Ar=0
=2 +y*—4y=0
x—1P-1+(y—2P-4=0
o — TP+ p—2=5
Dus middelpunt M(1, 2) en straal \/§

¥

MO =1(J5—12=2, dus d(M, [)=2

la—2-2al B
Jat+1
|~a—2|=2ya?+1

a*tda+4=4(a*+1)
@ +datd=4a>+4
3@’ —4a=0
a(3a—4)=0
a=0va=1%
a=0geeft/;: y=0ecna= 1% geeft l,: y=14x — 23,
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@ M(3(4+5),5(0+3)) = M(45, 23)
(=452 + (y =232 =12
door A(4, 0)

Dus ¢ (x — 457+ (v — 23 =61
x2=Ox+205+12 — 5y + 65 =63
X2+ =9x—5y+20=0
De lijn door 4 evenwijdig met OB: y = x heeft vergelijking y =x — 4.
Deze lijn snijden met ¢ geeft x> + (x =47 —9x = 5(x—4)+20=0
Xt —Bx+ lb—8%— 3% +20+20=0
2P~ Px+:56=10
x=11x+28=0
(x—Hx—Tr=0
x=4vx=17
x=7cny=x—4 geeft het punt £(7, 3).
b OB:y=xsnijden met ¢ geeft x* +x> —9x—5x+20=0
2x* = 14x+20=0
X=Tx+10=0
x—2)x—5=0
x=2vx=35

}ﬂ=(4k4%)2+(0*2%)2—6%

Dus D(2, 2).
d is de cirkel met middelpunt 4 die door D gaat.
=P+ = 5 o o
door D(2, 2) }"2_(2 a2 =8
Dusd: (x—4)*+1*=8
=8 +16+37=8
x*+17—8x+8=0
d snijden met ¢ geeft punt E.
{x2+y2A9x*5y+20—0
xX2+37—8x+8=0
x—5y+12=0
x==5v+12
x2+y2—8x+8=0}

(-5y+12y+1*—8(-5y+12)+8=0
2552 =120y + 144 +3* + 40y — 96 +8 =0
260280y +56=0
13y —40y+28=0
D=(-40—-4-13-28=144
=40+12=2Vy=40*12=11_

26 26 13
y= 1% en x =-5y + 12 geeft het punt E(6%, 1,1—3).

s e o= (4B B (21 L 05
« o =d=[)-()-[) ()

BC: y =135 snijden met ¢ geeft het punt F.

242 Qv — & -

x:Sy RSt 0}x2+25~9x—25+20=0

¥ P=9x+20=0
x—NHx—-5)=0
x=4vx=35

‘V

Dus F(4, 5).
s 1) (L2
M= = m = f (25) 50 (24 7 \5

n,- Z,—(f) . (}5)—5~5=o, dus k L/, dus ZDGF =90°.

Uit de omgekeerde stelling van Thales volgt dat DI een middellijn is van de cirkel
door D, F en G, dus G ligt op de cirkel met middellijn DF,
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Bladzijde 73

) a r.=dia, M)=JB-0F+(B-11P=\9+4=13
kiy=ax+1oftewelkiax—y+1=0

/o
MO=\(13)* -3 =2 | |
3a—3+1

M3, 3)en d(M, k) =2 geeft S

3a—-2[=2a*+1
9a>—12a+4=4{(a>+1)
9a*—12a+4=4a>+4
52— 12a=0
a(5a—12)=0
a=0v5a—12=0
a=0va=2§
Dusk]:y=lenk2:y=2§x+l.
b O(OAMB)=3-3-2-3:2-3=3

A(0, 1) en B(1, 0) geeft AB = /2.

1 1
lyp L2
sin(; ZAMB) == =%

LZAMB=11,30..°
ZAMB=12261..°

; w.
De oppervlakte van cirkelsector ABM is 360 T (\/ﬁ)2 =2,566...

Dus O(V) =3 — 2,566... ~ 0,43.
¢ De middelloodlijn m van lijnstuk CD is de lijn m: x =51,
n is de middelloodlijn van lijnstuk CM.
Het midden van lijnstuk CM is (5(5 + 3), 2(0 + 3)) = (4, 13).
n =To,=m—c= (g) - ((5)) = (?) en n door (4, 13) geeft m: —2x + 3y =-31.
n snijden met m geeft het punt N.
4 — 3l
ey 32}41 +3y=-3L

1
=587

3y="73
- y=23
Dus N(53, 23).
ry=d(M, N)=+J(5— 3 + 21— 37 = 6L + 1= \[6L, dus &: (x — 517 + (y— 2y =61
22— 11x+305+37 —5p + 6;=63
X2+y?—1lx—5r+30=0
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@ G~ 3P y—3— 13
X—6x+9+17—6y+9=13
x*f P — by —Gp+5=0

. S S B

c snijden met d geeft {izii 2_(1”1; _6;_}:?301 0

5x—y—25=0 a

y=5—25

x2+y2—6x—6y+5=0}

¥+i(5x— 25 —65— G5 —25)+5=0

26x2 —286x +780=0
X=11x+30=0
(x=5)(x—6)=0
x=5vx=6
x=6geefty=5"6-25=>5,dus E(6, 5).
De totale massais 3+4 +5+ 8 =20.
Z=0(3-c+4-d+5-¢+8m)

s ()4 (g5 (9)5-0)
({5 (5)-62)+G2)

:1_(93)= 42
49/ 25

Dus Z(453, 25).

14.4 Werken met parametervoorstellingen en bewegingsvergelijkingen

Bladzijde 75

ol a x=3cos(t) Ay=3sin(?)

b x=3cos(f) _mmltie@0 2 =3cos(r) oftewel x =2 + 3cos(?)
v =3sin(f) mnlatie©:9) , y, — 4 =35in(7) oftewel y =4 + 3sin(?)
Straal 3 en middelpunt (2, 4).

Bladzijde 76

Bl a G-sP+(r1p=4

=10 +25+y*+2p+1=4
X2+ —10x+2y+22=0

b -4+ (y-3¢=1
-8+ 16+)7—6y+9=1
X2+y2—8x—6y+24=0

€ (x=23°F(y-37°=16
x2=Sx+ 65+ =Ty +12;=16
P+ -5x—Ty+25=0

d (x—1P+(y-2P=9
P—2x+ 1+ —dy+4=9
X+ —2x—4y—-4=0

71 a x=-3+/10c0s(r) Ay =-4+ /10sin(1)

b X*+)"—4x—10y+13=0
X=dx+32 =10y +13=0
(x—2P—4+(y—5P—-25+13=0
@-2P+(y-52=16
Dus x =2+ 4cos(f) Ay =5+ 4sin(z).

€ xX*+17+2y=0
X+(p+1¥-1=0
= e G b |
Dus x = cos(t) A y=-1 + sin(7).

Hoofdstuk 14

x?+25x7 = 250x + 625 — 6x —30x + 150+ 5=0
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-1 Een parametervoorstelling van ¢ is x =3 + 5cos(f) Ay =4 + Ssin(/).

Het midden Q van P(3 + 5cos(f), 4 + 5sin(#)) en A(-5, 2) is
O (3 + 5cos(f) — 5), 1(4 + 5sin(t) + 2)) = O(-1 + 23 cos(z), 3 + 25sin(?)).
Dus Q ligt op de cirkel (x + 1)2 + (y — 3)> = 65.

Bladzijde 77

¥*+y - 12x—4y+32=0

= 12x+yP— dp+32=0

(x—6yY—-36+(y—2—-4+32=0

(= 67+ (y=2)=8

Een parametervoorstelling van ¢, is x = 6 + 2,2 cos(£) Ay =2 +2./2sin(?).
Het midden van P(6 + 242 cos(£), 2 + 22 sin(£)) en A(2, 0) is

OG (6 +2+/2cos(r) + 2), 5(2 +2/2sin(£) + 0)) = O(4 + 2 cos(f), 1 + /Zsin()).
Het midden van P(6 + 24/2 cos(f), 2 + 24/2sin(?)) en B(-2, 4) is

R(G(6+ 242 cos(f) — 2), (2 + 22sin(r) + 4)) = R(2 + \/2 cos(?), 3 + 2 sin(D)).
Het midden van Q en R 18

SG (4 +/2cos(®) + 2 + \/2cos(D), 3(1 +2sin(t) + 3 + \/2sin(®))) = (3 + 2 cos(£), 2 + /2 sin(F)).
Dus S doorloopt de cirkel ¢,: (x — 3)* + (v — 2)* =2 oftewel ¢,: x> + 17 — 6x — 4y + 11 = 0.

‘ —— _ [ -2cos(r) ) e (72 -2 sin(t))
ol i (—z — Zsin(py) BB =40\ "5 os02)
— —  — [ 2cos() ) (—2 -2 sin(t)) N (—2 sin(f) + 2 cos(f) — 2)
=04+ 4B = + =
QB=0d +48 (2 + 2 sin(7) 2cos(r) 2sin(r) + 2 cos(f) + 2
Dus x,=-2sin(t) + 2 cos(r) — 2 A v, =2sin(r) + 2 cos(r) + 2.
dvg .
T 2 cos(t) — 2sin(f)
dv, )
— =0 geeft 2cos(r) —2sin(1) =0

d sin(f) = cos(?)
tan(r) = |
t=tntkem

yp = 2sin(t) + 2cos(f) + 2

< o= \V f

vy is minimaal voor 1= 1+ k - 2,
=13 geeft A2 cos(15m), 2 + 2sin(13m)) = A(-\/2, 2 — \2)
A(-\2,2 - \2) opy =ax geeft-a\2=2— 2, dusa=1—- /2.
€ xg=-2sin(f)+2cos(t) — 2 Avp=2sin(f) + 2 cos() + 2 oftewel
Xp+2=-2sin(f) + 2cos(f) Ayg— 2 =2sin(¢) + 2 cos(f)
(x+ 2P+ (y — 2)* = (-2sin(f) + 2 cos(t))* + (2 sin(f) + 2 cos(?))*
= 4sin’(f) — 8 sin(r)cos(f) + 4 cos*(r) + 4sin’(¢) + 8sin(¢)cos(r) + 4 cos’(7)
= 8sin*(¢) + 8 cos*(?)
= (sin*(¢) + cos*(1))
=8
Dus B doorloopt de cirkel met vergelijking (x +2)? + (y —2)*=8.
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a x(3)=3eny(3)=-4,dus P(3, -4).
b y=-lgeeftir—4r—1=-1

F—4r=0
Ht—4)=0
t=0vr=4

t =0 geeft het punt (6, -1) en 7 = 4 geeft het punt (*%,*1).
De lengte van het lijnstuk is 6 — -3 = 62,
¢ x=6geeft;A -3 +51+6=6
18 =32+5t=0
HE-9t+15)=0
H=0vL-9t+15=0
t=0 D=(97%-4-1-15=21
9+ 21 9-21
= vVi=

2, 2

t=0vt

Bladzijde 79

a (P—6i+5P=(F—61+5P—-61+5)=r—68+52—6L+362—30t+52-300+25=
=127 + 46 — 601 + 25
(Qt—42 =42 - 16t + 16
Dus v(f) = (£ — 6t + 5+ (2t — 42 = /I = 12 + 462 — 60t + 25 + 42 — 16t + 16 = [ — 127 + 50> — T6¢ + 41,

, 1 2F — 182 + 50t — 38

a(t):v(t)zz\/t“— 127 + 507 — 76t + 41 14— 368+ 100~ 76) = V=126 + 502 - 76t + 41

b x(-1)=5'(1P-3-C1P+5 -1+6=-23eny(-1)=(-1>-4--1-1=4
H5)=5+5-3:52+5:5+6="25eny(5)=5-4:5-1=4
Dus de baan van P snijdt zichzelf in het punt (23, 4).

Bladzijde 80
a De verdubbelingsformule cos(24) =1 — 2sin*(4).
b cos(2r) +sin(¥) =0

cos(2£) = -sin(?)

cos(2f) =sin(f + )

cos(2t)=cos(t +m— %:rc)

cos(2f) =cos(t + %n)
A=t+intk-2nv2=-(t+3M)+k- 2%
t=sm+k-2mv3t=-yn+k-2n
t=in+k-2nvi=-zn+k-in
tin [0, 2n] geeftt=3nvi=lznvi=1ix
c y(%:rc) =gin(2 - %n) = sin(m) = 0, dus het punt dat hierbij hoort ligt niet op de positieve v-as.
y(l%n) =sgin(2 * 1%75) = sin(3§n) = sin(l%n) =—;— 3, dus het punt dat hierbij hoort ligt niet op
de positieve y-as.
d xGm)=-2sin(3m) +cos(Gn)=-2- 1 +32=-2+1/240
x'Gm)=-2sin(13m) + cosGm) =-2 - -1 -1 2=2-12#£0
x(13m) =-2sin(25m) + cos(15m)=-2 - 1 -5 /2=-2-1/2#0
x(15m) =-2sin(3im) + cos(3m)=-2 -1 + 5L 2=2+1/2#0

a Raaklijn verticaal, dus x(1) =0 A y(1) £ 0.
x(£) = 0 geeft -2 sin(2¢) + cos(t) =0
-4 sin(f)cos(d) + cos(H) =0
cos(H(-4sin()+1)=0
cos(f)=0wv4sin(r)=1
cos(f) =0 v sin(f) =1

64 Hoofdstuk 14 ® Moordhoff Uitgevers by



b sin(t)=j
sin®(f) + cos*(r) = 1

} G2 +cos¥ () =1
++cos() =1
cos () =1
cos(t) = /15 v cos(t) = -3,/15
¢ Met de verdubbelingsformules cos(24) = 1 — 2 sin*(4) en sin(24) = 2 sin(4)cos(4) krijg je
x(t) = cos(2t) + sin(£) = 1 — 2sin*(¢) + sin(?)
w(1) = sin(27) = 2 sin(r)cos(7)
d cos(r)=0met 0 <7<2mgeeft r=3mvi=l5m.

t=§:rc geeft het punt (0, 0)

= 137 geeft het punt (-2, 0)
sin(f) =1 en cos() =1/15 geeftx=1-2- ;2 +1=13eny=2-1 - 1/15=1/15.
sin(r) =1 en cos(r) =-3/15 geeft x=1-2- (§P+3=1teny=2-1--1/15=-£/15.
De punten zijn (0, 0), (-2, 0), (15, 51/15) en (15, -£,/15).

x()=£-3t+2 xX@)=2t-3
a {y(t)=_1;f3 —ap+3p—1 BT {y'(t)=t2—4t+3
Raaklijn horizontaal, dus v'(r) =0 A x(¢) £ 0.
V(H)=0geeft £ —4t+3=0
(t—1)}t—3)=0
(=1vi=3

= 1 geeft het punt (0, %)
t = 3 geeft het punt (2, -1)
b x()=0geeft7—3t+2=0
(t—1D(E—2)=0
t=1vt=2
¥(2)=4%-23-2-224+3-2—1=-}, dus raakpunt (0, -3).

w2 (223;12- ) i 3) B (11) dus 7, = (i)

k:x +y=cdoor (0, f%) geeft k:x+y:f§ oftewel &: 3x +3y=-1.
c x(f)=2geeftF—-3t+2=2

?—3t=0
Ht—3)=0
t=0vi=3

x(0)=2 en 1(0)=-1
x(3)=2eny(3)=-1 (zic a)
Dus de baan snijdt zichzelf in het punt (2, -1).
- 2:0-3
"(O)‘(ozq : 0+3)
richtingscoétficiént - 1.
In het punt waarvoor ¢ = 3 is de raaklijn horizontaal (zie a).
Dus de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt, is 45°.

d Voor het snijpunt met de positieve y-as geldt 7= 1 (zie b).

> 2413 Y _{-1 o e T
v(1) (12_4_ 1+3) (0) geeft v(1)=\/(-1)2+02=1
De gevraagde baansnelheid is 1 cm/s,

() = 2t = 3)F+ (F — 4t + 3)? geeft
~ 1 ) 22t =3)+ (P-4t +3)(2t - 4)
A i apt @ dtrap G 2T A ) A s S P wtay
a(1)=2(2—3)+(1—4+3)(2—4)=2.,1 102 _
J2=3)7+ (1 —4+3y J1I+0

De gevraagde baanversnelling is -2 cm/s.

= (_g ), dus in het punt waarvoor ¢ = 0 heeft de raaklijn
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Bladzijde 81
a x(¢)=0 geeft cos(/) +sin(21)=0

cos(?) + 2 sin(t)cos(1) =0
cos(H}(1 + 2sin())=0
cos(f) =0 v sin(f) =-1
t=in+k-mvi=-in+k-2nvi=lin+k 2n
tin[0, 2x] geeftr=1nvi=1invi=linvi=13xn
y(Gm) =sin(n) - cos(m)=1—-1=2
y(13m) = sin(13m) — cos(3m) = -1 —-1=0
y(1tm) = sin(137) — cos(23m) =-3 — 5 =-1
y(13m) =sin(13m) — cos(33m) =-5 - 5=-1
Erzit 121 — ltn = :1 =3 seconden tussen deze twee tijdstippen.

x(p)=cos(p) +sin(2p)
x(m—p)=cos(m — p) + sin(2(m — p)) =-cos(p) + sin(2x — 2p) = —cos(p) — sin(2p)
Dus x(p) =-x(m — p).
V(p)=sin(p) — cos(2p)
v(r —p)=sin(x — p) — cos(2(x — p)) = sin(p) — cos(2w — 2p) = sin( p) — cos(2p)
Dus y(p)=wy(n—p).
Dus de baan van P is symmetrisch in de v-as.
x(1) = cos(f) + sin(2¢) goctt x(f) = -sin(f) + 2 cos(2¢)
V(&) = sin(r) — cos(2t) V(©) = cos(r) + 2 sin(2r)
Raaklijn horizontaal, dus v'(r) =0 A x(¥) £ 0.
V()= 0 geeft cos(r) + 2 sin(21)
cos(f) +4sin{tcos(H) =0
cos(t)(1 +4sin())=0
cos(f) =0 v sin(f) = 73—1
t=im+k-mvsin@)=-;
=in+k-mentin[0,2n] geeftt=3nv =13
t= %:rc geeft het punt (0, 2)
t= 13w geeft het punt (0, 0)
sin(f) =-3 _Iy2 260 =
sin’(r) + cos*(r) = 1} Cay +eosi) =1
1z +cosi(t)=1
cos’(f) =5
cos(?) 331- 15 v cos(fy = ,i\/ﬁ
x(£y = cos(f) + sin(2£) = cos() + 2 sin(f)cos(1)
¥(t) = sin(r) — cos(2r) = sin(t) ~ R+ 1
AT I e L L

Je krijgt
[ ljg{ Z 2 7+1_717 y_7,_2 7+1—,1,

Dus horizontale raaklijn in (0, 0), (0, 2), (3/15, - 15) en (-5/15, - 13).

(x(£))? = (-sin(f) + 2 cos(21))* = sin’(f) — 4 sin(z) cos(21) + 4 cos*(21)

(¥(0))? = (cos(r) + 25in(21))* = cos*() + 4 cos(r) sin(27) + 4 sin*(27)

(x(0)? + (¥(6))? = sin’(£) — 4 sin(7) cos(2) + 4 cos(21) + cos*(1) + 4 cos(1) sin(27) + 4 sin?(21)
= gin?(¢) + cos?(f) + 4sin?(2¢) + 4 cos*(21) + 4 sin(27) cos(r) — 4 cos(27) sin(r)
= sin?(¢) + cos*(r) + 4(sin*(2¢) + cos*(21)) + 4(sin(2¢) cos(f) — cos(2¢) sin(r))
=1+4-1+4"sin(®)
=5+ 4sin(¢)

Dus w(7) = /5 + 4sin(?).

sin(f) is maximaal 1 en minimaal -1,

De maximale baansnelheid is \/5+4 - 1=/9=3 m/s,

De minimale baansnelheid is /5 +4 - -1 =/T=1 m/s.

Hoofdstuk 14
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t o TR gt~ 400 T
_ 2cos8(m) 2

am= V5 + 4sin(m) \/__

a =1 geeft P(-4,-4) en 0(2, 5).
PO=Q—-42+(5—-472=117cm
b x=-t+3oftewel t=-x+3
Dit geeft y=3(-x+3)+2=-3x+9+2=-3x+11.
Een vergelijking van de baan van Q is y =-3x + 11.
¢ xpt)=xp(0) A¥AD) = Yol
—2t-3=-(+3AP+t-6=3:+2
P—t—6=0AF—-2t—8=0
+D(t=3)=0A(+2)(t—-4)=0
(t=-2vt=3)A(t=-2vit=4)
{=-2
{x'P(t) =2t—2 {x'Q(t) =-1
Yy=2t+1 7 ) =3

dy e !
Voorde:baanvanPgeldt[dx]ﬁi“;)~ 2-2 7
3,
1

—g 5 m/s?

_1

d
Voor de baan van Q geldt [av] ===

=2
tan(a) = § geeft & = 26,56...°
tan( f) =-3 geeft f=-71,56...°
a—fi=9813..°
Dus de hoek tussen de banen is ongeveer 180° —98° =82°,

dv d
o[B8 2t

dx dx 2t—=2 -1
6r—6=-2t—1
8t=5

t= % geeft het punt (*3E 74%)
- 2t 2
e v(f)= (2 " 1) geeft a P(t) ( )

- - 2t—2) (2

vp(f) L ap(t) geeft (2t+ 1) (2) =0
4t—4+4t+2=0
gr=2

{ =1 geeft het punt (-3, -51%).

f yvu(f)=0geeft?+r—6=0
(t—=2)t+3)=0
t=2vt=-3

t = 2 geeft het punt (-3, 0).

V2= (; : ; 2 f) - (?) en vp(2) = 22+ 52 = /29 em/s

vp(f) = @2t =22 + Qe+ 1> = /42 -8t + 4+ 42+ dt+ 1 = /82 —4¢ + 5 geeft

1 8t—2
= (16t —4) = ———
0= e —ares ) RE—4i=s
16—8

O e f = 529 env's?
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Bladzijde 82
a y(0) =0 geeft cos(2) —sin(1) =0

1 — 2sin*(r) — sin(t) =0
sin(z) + 3 sin(?) — 5 =
(sin(f) + 1)(sin(t) — ) =0
sin(7) =-1 v sin(t) = %

t=-3n+k-2mvi=im+k-2nvi=in+k-2n

0<t<2mgeeftt=1invi=ginvi=3in

t= 1%1: geeftx=-1
t=éngeeﬂx=%+%\/§
t=2m geeft x=3—3./3

Dus op dit tijdstip is x, =5 + 31/3.

x(£) = v(t) geeft sin(21) + cos(2r) = cos(2¢) — sin(f)

sin(27) =-sin(t)

2 sin(f)cos(t) = -sin(7)
sin(¢) =0 v 2cos() =-1
t=k-mvcos(f)=-3

t=k-mvi=3n+k-2nvi=-Sn+k 2=

0<t<2mgeeftr=nvi=3nvi=15m

r=§n geeft het punt (—é—é\/_, _%_;_\ﬁ)
t = geeft het punt (1, 1)
t= 13w geeft het punt (-3 + 33, -5+ 5¢3)

{x(t) =sin(20) +cos(2)) . {x'(t) =2 cos(2f) — 2 sin(27)

W(t) = cos(2t) — sin(f)

V() =-2sin(2¢) — cos(t)

V(i) = /(2 cos(20) — 2 sin(20))? + (-2 sin(27) — cos(1))?

Voer in v, = /(2 cos(2x) — 2 sin(2x))? + (-2 sin(2x) — cos(x))>.

De optie maximum geett x ~ 2,62 en v~ 3,77.

De maximale snelheid van P is ongeveer 3,77,

= {2c0s(0) -2 sin(O)) _ ( 2)

v(0) (2 sin(0) — cos(0)/  \-1

= . _(2cos(2m)—2 sin(2ar)) _ (2)

v(m) ( -2sin(2x) — cos(n) 1
2

(1)(%) g3 41 -

N A
Dus Z(v(0), ¥(m)) = 53,1°.

. =
sin(f) = OB geeft OB T .
e BT i

cos(l) = O—‘; geeft xp = OB cos(l) sin{)

Hoofdstuk 14
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y
B
G
M
T A P
t ]
0 G

ZGOB =t geeft ZMOA=3n—1t
AOAM is gelijkbenig, dus ZMAO = ZMOA =in—1.
Hockensom drichock in AOAM geeft LOMA=n—(3n—1)— (31— 1) =21,

1 e
cos(LOMA) = % = ly P —1-y, geeft yp= 1 — cos(LOMA)

Dus y,=1—cos(2f).

y=% geeft 1 —cos(2t)=%
cos(2/) =1
A=in+k-2mv2=-3n+k-2n
t=gntk-mvi=-tn+k-m

O<t<mgeeftt=;mvi=3im

2cos(tn) 243
t=é:rcgeeftx= ; 1(6 )= f\/_=2\/§
sin(g ) 2
2cosCm) 2--13
t=2m geeftx=— gﬁ L. =23
sinGm) 3
CD=2\3--2\3=43
. 2 cos(?) = sin(#) - -2sin(7) — 2 cos(r) - cos(r) -2
) = sin(7) geeft ) sin’(f) sin’(f)
V() =1—cos(21) V(1)=2sin(27)
-2

1 1 @ |_(8) gz (V3
=gm geeft v(zm) = 2'%\ﬁ= \/g,dusnk= 2

; 3+8y=‘3}c=2\/§-\/§+8-;—=10

door (24/3, )
Dus £: x\/3 + 8y =10.
o 2 cos(r) ] ]
Xl = - 5 . _ B =
) sin(f) invullen in y = Y geeft 1 —cos(2r) 2cos(0)\2
w(t)y=1—cos(2r) i
sin(f)
f (Tl
4 cos’(1)
- +
sin’(i)
2sin’(f) = T
cos*(1)
sin’(7)

2 cos*(f) + 2sin’(r) =2
2(cos*(f) + sin®(£)) =2
201 =2

Dit klopt voor elke ¢, dus voor de baan van P geldt y(x) = ﬁ
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B s _0—8-2x  -l6x
f y(x) _x2 +4 geeﬂy (x) (x2 +4)2 (xz +4)2 cn

(P +4) - -16—-16x - 2(x*+4) - 2x  -16(x2+4)+64x> 48x2— 64
= - _

@) (2 +4)* OR+4P  (Et+4p
¥7(x)=0 geeft 48x* — 64=0
48x* = 64
=%
3
x=3Bvx=-13

x=§\/§gecﬂy=if4=43_412=%=1%enx=f§\/§geeﬂy=1§.
3

Dus de buigpunten zijn (3/3, 13) en (-3/3, 13).

Diagnostische toets

Bladzijde 86
' Zie de figuur hiernaast. %
A heeft massa 9.
B heeft massa 6. 6
C heeft massa 10. 5 e
E)et?taletgassals; 9+6+}0=25. |1 i
=59 a+6-b+10"c) ("
1 2 4% 5% Z
=G 2+6' 1 +10 - 5 L3
1 18) (27) (55)) L 5 N A
25((18 6] \s0 o
1 [(100_{ 4 — 11— <
T 74) ¥
X
o i 2 3 4 5 6 7 8
4 B F ¥ 4 B ]

(_é) = (152), dus [4B| = 122+ 52=13.

1=z -a=(3)- (2] =(3) aus[ic| - e3P =25

o (12) . (3)_(60) {39\ _(21) A (3
Ry ™a LA P15 PO (5)+13 (4) (25)+(52) (77)(11)

* A3=(152)= dus m: 12x+5v=c¢

m door (5(-1+11), (-2 +3))=(5, )

m snijden met b geeft 12(-1 +37) + 5(-2+ 11£) = 623
-12+36¢— 10+ 55¢ = 623
917= 843

m: 12x+ 5y =621

t=pgeeftx=-1+3-3=lzeny=-2+3 11=83,.
Dus S(11, 82).
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Alternatieve vitwerking

- 7 = _ (11} {-1}_[12 5
rAB=b—a=(3)—(2) (5) dusnAB=( 12)enAB: Sx—12y=19.
ac=E_3=(;)_(_;)=( ) dus nAC=(§) en AC: 4x + 3y =-10,

P(x,v)opbend(P,AB)=d(P, AC) geeft
5x— 12y — 19 B [4x + 3y + 10|

J16o 25
|5x =12y = 19|  |4x+ 3y + 10|
13 - 5

13- |[4x+3y+ 10/ =5+ |5x— 12y — 19|

13(4x+3y+10)=5(5x— 12y — 19) v 13(4x + 3y + 10) = 5(-5x + 12y + 19)
52x + 39y + 130 = 25x — 60y — 95 v 52x + 39y + 130 =-25x + 60y + 95
27x+99%y=-225v"TTx—21y=-35

3x+1ly=-25v 1lx—3y=-5

Uit de figuur die bij de situatie hoort, volgt »; 11x — 3y =-5,

Em = ;,43 = (152), dusm: 12x+5v=c
m door 5(-1+11),5(-2 +3)) = (5, %)
m snijden met b geeft het punt S.

36x+15y=187'5
1lx— 3y 55x— 15y =-25 M

m: 12x+ 5y =621

9lx = 1621

x=1% 1 1
12 15+ 5y =621

120+ sy=2tf 2 T =62
z+5y=0625
5y=41&
y=813—4

Dus S(115, 8).

Stel M(3p, p) is een punt op m.

2'3 = 3 —2- +8
d(M,k):d(M,l)geeft| P p‘_‘P p+8|

N
|5p| =|p + 8|
Sp=p+8v5p=-p—8
4p=8vop=-8
p=2vp=-1i
p=2 geeft M,(6,2) enr, =d(M, k)=M=£=2\ﬁ
1AM 1 1° \/g \/g v
Dus ¢;: (x — 6)* + (v — 2)* =20.
=-11 geeft M,(-4, 1) en r, = d(M. k)=‘5'_l%‘=6—%=1l\/§
Sg 2 ] 3 i 23 \/g \/5 5 .

Dus ¢,: (x +4) + (v + 112 =85,

a Zic de figuur hiernaast.
Stel de straal van d is gelijk aan ».
Danis NP=5—-r, MP=4—ren MN=r +4,
De stelling van Pythagoras geeft
NP? + MP? = MN?
G-rP+@—r?=(F+4y
25 —1r+ 16— 8+ R S EP+8F 16
”?=26r+25=0
r—D(r—25=0
r=1vr=25(vold. niet)
Dus N(1, Dend: (x— 1Y+ (y—1)*=1.
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b Stel het middelpunt van cirkel e is O.
Stel I: v=ax+ b oftewel l: ax —y+ b =0.

3a-3+b
d(0, 1) =3 geeft %=3 oflewel [Fo—83 b=0. BT,
(74
|5a —4+b|

d(M, 1) =4 geeft —————=4 oftewel |5a — 4+ b| = 4\/a* + L.
a +1

Hieruit volgt 3 + [Sa—4+b|=4 - [3a—3 +b|
|15a— 12+ 3b| =[12a — 12 + 4B
15¢—12+3p=12a—-12+4bv 15a—12+3b=-12a+ 12— 4b
3a—-b=0v27a—-24+7b=0
b=3av27a—24+7b=0
b=3ainvullenin |3a -3+ b|=3/a*+ 1 geeft|3a—3 +3a|=3/a* + 1

|6a —3|=3a*+1
2a—1|=\a®+1

4> —da+1=a*+1
3a>—4a=0
a(3a—4)=0
a=0va=§

a = 0 geeft de raaklijn y = 0.

a=1% geeft b=3 - =4 en dit geeft de raaklijn y = 3x + 4.

Dus/;:y=0enly =1ix+4.

" a y=ax+2substitueren in (x — 3)> + (v — 2)> = 4 geeft
(=3P (ax)*=4
X—bx+9+axr=4
(@+1x*—6x+5=0
D=(-6*—4-(a*+1)5=36—-20a>—-20=-20a%+ 16
D >0 geeft-20a>+ 16 >0
-20a* >-16
at <3
25<a<is
b [:y=3x+boftewel [:x—2y+2b=0
Van ¢ is het middelpunt M(3, 2) en de straal » =2,
|3—4+2p|
5
-1+26]>25
-142b<-2\5v-1+2b>2./5
26<1-25v2b>1+2.5

b<z=\5vb>3+y5

d(M, 1) > 2 geeft

Bladzijde 87
[} a0 c: x-6P+(y—2P=25
' = 12c+36+)2—4y+4=25
x2+y?—12x—4y=-15

¢, en ¢, snijden geeft de punten 4 en B.
x2+32=35

{x2+y2— 12x —dy=-15
12x +4y =20
3x+y=5
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y=-3x+ 5}

x2+y2=5

(Bt 5P =5
x2+9x2—-30x+25=5
1o — 8l 20=1

x*=3x+2=0
x—1Dx—2)=0
x=1vx=2
x=2ecny=-3x+5 geett het punt 5(2, -1).
b Zic de figuur hiernaast met O het midden van lijnstuk 4P % 5
en NQ loodrecht op £.

De stelling van Pythagoras in drichoek ANQ geeft

NQ =5~ (212P =25 - 12§=1/12}=23,/2. :
Dus d(N, k) =25/2. .
k:y=ax+ b door A(1, 2) geeft a + b =2 oftewel b=2 —a. )QU x
Dus k: y=ax+2—aoftewel k: ax—y +2 —a. k
d(N, k) =23 deefthzgﬁ
Jad +1

5a|=232a2 +2

25a* = 63(2a* +2)

2[5 =12za+ 123

125a%=123

at=1

a=1lva=-1
a=1lgeefth:y=x+1lena=-1geefthk,;y=-x+3.

Een parametervoorstelling van ¢ is x = 6 + 4 cos(t) A y =4 + 4sin(?).
Het midden Q van P(6 + 4 cos(z), 4 + 4sin(7)) en 4(-4, 2) is

OG (6 + 4cos(f) — 4), 1 (4 +4sin(r) + 2)) = O(1 + 2 cos(£), 3 + 2sin(r)).
Dus Q ligt op de cirkel (x — 1)>+ (v —3)*=4.

{x(t‘) = o {x'(t‘) =27

Wy=-£+3£+9% V(O =-32+61+9

Raaklijn evenwijdig met de x-as, dus y (1) =0 Ax(1) #0
3P+ 6t+9=0A2:%£0
P—2t—3=0At%£0
t+D)(t—3)=0nAt£0
(t=-1vi=3)At#0
t=-1vi=3

t=-1 geeft het punt (1, -5) en ¢ =3 geeft het punt (9, 27).

Dus de raaklijn is evenwijdig met de x-as in de punten (1, -5) en (9, 27).

Raaklijn evenwijdig met de v-as, dus x (1) =0 A y(1) #0
t=0At#-1At#3
t=0

t = 0 geeft het punt (0, 0).

Dus de raaklijn is evenwijdig met de y-as in het punt (0, 0).

i | | PP R KRR W
b t—deeft(y,(z) 73_22+6_2+9—9,du5n,( odf
t =2 geeft A(4,22)
Sx—dy=e| & a B
A(4,22) }c—9 4-4-22=-52
Dus k: 9x — 4y =-52.
€ x=9geefif=9

t=-3vit=3
Zie vraag a, t = 3 geeft een horizontale raaklijn.
vl 73 o .
t=-3 geeft rc A )—ﬁ—6

raaklijn — X’(*3) - -6 -
tan(p) = 6 geeft ¢ = 80,5°
Dus de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt, is ¢ ~ 80,5°.
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- - s
4 veh=(, _(1)22+(31,1+9)=(0)geeftv(l)=\/(—2)2+02=2

De baansnelheid in C is 2 cm/s.
V() = (202 + (-3 + 61+ 9)> = \J4£ + (-3~ + 6+ 9) en

= 1 = 1 . oo = wnfi
a(t)=v1r N TETETET e (8t+2 (3£ +6:+9) - (-6t+6))

F(8+2(-3-6+9) - (6+6)=—="(-8+2-0"12)=

2

a(-1)=
24+ 3 — B+ 9P
Dus de baanversnelling is -2 cm/s?.

x(¢) =sin(2¢) - x(t) =2 cos(21)
W)=t +cos(t) E° () = 1 - sin(p)
Raaklijn evenwijdig met de x-as, dus y(£) =0 Ax(H) #0
1—sin(f)=0nA2cos(26) #0
sin(f)=1A2t#3n+k 7
t=3rtk-2mAt#Eintk-in
tin [-m, 7] geeft 1 =1im
¢ =im geeft het punt (0, $7).
Dus de raaklijn is evenwijdig met de x-as in het punt (0, ;—:rc).
Raaklijn evenwijdig met de v-as, dus x (1) =0 Ay () #0
KZJTTC'Fk'%TEAt#%‘E'Fk‘Z‘E

tin [-m, 7] geeftr=finvt=*}—17rvt= ?T\/tz%ﬂ.'

=

t=-3m geeft (1, 31— 34/2)

r=-1m geeft (-1, -tn +1\/2)

r=1m geeft (1, 1n+1/2)

= %:rc geeft (-1, i—’it —= %\/5)

Dus de raaklijn is evenwijdig met de y-as in de punten (1, -3 —34/2), (-1, - 37+ 3\/2),
(L zm+3v2) en (-1, 37— 54/2).

() = /(2 cos(21))* + (1 — sin(r))?

Voer in v, = /(2 cos(2x))* + (1 — sin(x)).

De optie maximum geeft x =-1,57079... en y = 2,828...

x(-1,57079..) =0 en ¥(-1,57079...) =-1,57079... = -1

Dus de baansnelheid is maximaal in A4.
Marijke heeft dus gelijk.
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15 Afgeleiden en primitieven

Voorkennis Lengten van lijnstukken

Bladzijde 91
fx)="73 geeft 8\/x —2x="7%
8x=2x+73
16Jx=4x + 15
256x = 16x% + 120x + 225
16x2— 136x+225=0
D=(-136)>—4 16 - 225 =4096
_136+64 . 136—64
32 4 32
Dus EF =6;—2;=4.

Bladzijde 92

Rechts van het snijpunt van de grafieken ligt de grafiek van g boven de grafiek van f;

dus geldt dan CD = g(p) — f(p).

CD=8 geeft p—3—(8\p—20)=8
p-3-8/p+2p=8
3p—11=8\p
9p” — 66p + 121 = 64p
9p? — 130p + 121 =0
D=(-1302—4-9-121=12544

:130+112: 4 _
T 135vp
p =1 voldoet nict, dus p =133

18

a A(Os 74) enk: y= -4
f(x)=-4 geeft ;x2 Ix—4=-4
2x —-2x=0
§x(x -4)=0
x=0vx=4
Dus B(4, -4).
g(x)=-4 geeft-3x2 +3x —4=—4
,_xz +3x=0
Ix(-x+12)=0
x=0vx=12
Dus C(12, -4).
A0, -4) en B(4, -4) geeft AB=4-0=4
B(4,-4)en C(12,-4) geeft BC=12-4=8
DusAB:BC=4:8=1:2.
b DE =8, dus|f(p)—g(p)=

130-112

:2}_1

=1

TP~ 2~ 4~ ap B~ %) =B

5P —2p—4+5p7—3p+4|=

27~ 5] =8
== Byt Tp=-8
4p —5p—8=0

D=(-572—4-3--8=49

547 g, 5T
1 =

[STE
b3 —

—5p+8=0

D=(-52-4-3-8=1

el
=-13v

+ =
SRl o501,
11 1

b=
TS

DusDE=8voorp=71%vp=2§vp=4vp=8.
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a f(x)=xe"geeftf(x)=1-e"+x-e"=e¢"+xe"
b f(x)=0geefte"+xe¢"=0

C

(1 +x)=0

F=]
1 1 1
f(—l)——e, dus A(—l, _e> en k: Y=g

1 1
=-=geeft 2x — 1 =-=
g = gee -

f(p)—g(p)=1geeft pe’ = (2p—-1)=1
pef—2p+1=1
pe’—2p=0
pe?—2)=0
p=0vel=2
p=0vp=In(2)

15.1 Lijnstukproblemen

Bladzijde 93

AB:BC=1:2,dus BC=24B.
AB=x,=p

xc=AC=AB+BC=AB+24AB=34B=3p

yg=fip)=¢e’
ye=g(p)=e¥"?
Yp=Ycdusef=¢
Dit geeft p=3p—3

-2p=-3

_ 1l

p=1s

g=f(p)=f(1p)=e=ee

3p=3

Vermenigvuldigen van beide leden van 7 =3¢ met e¥ geeft ¢ =3,

¢ G = (ghly t = 3}

Bladzijde 94
Stel xz = p, dan is x- = 2p.
f(p) =f(2p) geeft 6pe? =12pe™

q=f(p)=/fUn(2)}=6In(2) - e =6In(2) - 2" = 3In(2)

6p=0ver=2e?%
=0 v gr=2
vold. niet p =1n(2)

Stel x5 = p, dan is x- = 3p.

S(p) = g(3p) geeft In(p) =In(3p - 3)
p=3p—3
2p=-3

1
1 p=]15
q=/(p)=f(13)=In(13)

Hoofdstuk 15
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b y.=f(r)
ye=80) ¢f(r)=2"-g(r)
Ye=2"yg
F()=2" g(r) geeft In() =2 - In(r— 3)
In(#) = In({r — 3)2)
r=(r—3)?
r=rr—6r+9
P=Tr+9=0
D=(-77-4-1-9=13

T413 7-\13
1= 5 V= 3

vold. niet

Dus r:3%+%\/ﬁ.

a g=f(p)=g(p+3)geeftIn(p)=2In(p+3)-3
Voer in v, =In(x) en v, =2In(x + 3) — 3.
De optie snijpunt geeft x = 0,67 en y = -0,40 en ook x = 13,41 en y = 2,60.
Dus ¢ =-0,40 v g = 2,60.
b f(x)=g(x) geeft In(x) =21n(x) — 3
In(x)=3
x=¢°
Dus S(¢&?, 3).
¢ CD=g(r)—f(r)=21In(r)— 3~ In(») = In(r) - 3
CE = f(r) = In(r)

cp In(r)—3
CE~  In(r)
|- 3
(-3 W()-3 () 1-0
r—o  IN(7) B ]n(rl)goo In(7) B ln(rl)ﬂoo 1 S !

Dus deze grenswaarde is 1.

Bladzijde 95
a f(x)=sin*(x) — Scos(x) geeft f(x) = 2sin(x) cos(x) + L sin(x)
f(x) =0 geeft 2 sin(x) cos(x) + %sin(x) =0
sin(x)(2 cos(x) +3) =0
sin(x) =0 v cos(x) =-1
x=k-mv cos(x):ff;
x=k-mmetxin[0, 2x] geeftx=0vx=nvx=2xn
f@)y=1, dus T(m, D) en k: x =m.
Voor symmetrie in k£ moet gelden f(n — p) =f(n + p).
f(m—p)=sin( — p) — 3c08(x — p) = (sin(p))* + 3c08(p) = sin’(p) + 3¢0s(p)

f(m+p)=sin®(n + p) — cos(n + p) = (-sin(p))* + cos(p) = sin’(p) + scos(p)
fim—p)=f(n+p), dus de grafiek van f'is symmetrisch in £.

b d(T, AB)=flx,+ ) —y,=f(m+1) —1=sin(n+H—Leosm+1) - 1= 0,17

a Stelx;=p,danisx.=p+2.
MAp)=g(p+2)geeft 3?=10-3"
2:3%=10
¥=5
g=f{pj=¥=>5
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b Stelxy=p, danisx-=2p.
Ap)=g2p) geeft 37 =10—-3%"2
372437 -10=0
32:3%+37-10=0
37 +3/-10=0
(372 +37-10=0
Stel 32 =u,
s +u—10=0
W+9%—90=0
(u—6)(u+15)=0
u=6vu=-15
3P=6v3r=-15
g=f@)=3=6
c g(N=2-f(r)gecft 10-3"2=2-3"
10-32-3r=2-3"
10-4-3r=2-3
95 ar=10
=41
r=3log(413)

D= o=

Y4 VB
G, =—=7"
Xy Xpg
Stel x,=p. Danis y, =p*—5p + 6.
Uit O4: AB=1:5 volgtx, = 6x,.
Dit geeft x; = 6p en yz=36p”> — 30p + 6.
Ya_Yp P =5pt6 36p°—30p+6

— =— geeft
Xy x.s’g P op

6p° —30p+36 36p*—30p+6
p  bp

6p*—30p+36=36p"-30p+6

30p% =30

p=1

p=lvp=-1

p=1 gl rckz&:wzz

Xy 1

SLyeh ¥ =
p=-1 geeft rck:&=()—:
Xy -1

Bladzijde 96
a f(x)=1x3 — 202+ 3x + 4 geeft f(x) =22 — dx + 3
f(x)=0geeft > —4x+3=0
x—Dix—-3)=0
x=1lvx=3
S()=53enf(3)=4
Dus A(1, 55) en B(3, 4).

b O4=12+(5}2=~543
OB=\/3?+4=5

p=25 geefty, = 15+25=35eny, =25

A(1,33) en B(3, 23) geeft AB= \/(3 — 1P+ (25-332=2,40
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1,(x) =p + sin(x) geeft £, (x) = cos(x)

£, (x) =0 geeft cos(x) =0
x=im+k-m

Dus AGm, p+ 1) en B(13m, p—1).

OA = OB geett 04> = OB?
Gu?+(p+ 12 =(L3m? + (p— 1)?
:—lnz+p2+2p+ 1 =2}In2+p2—2p+1
4p =217

1.2
p=im

Bladzijde 97
3T+ 10x—3

G0="—5,

—p geeft

bj=@2+®‘Gﬂ+lm—(h?+Hk—3r2x=eﬁ+1m9+zu+40—ﬁf—zaﬁ+6x=4aﬁ+mk+4o
gp (xl + 4)2 (xl + 4)2 (x?. + 4)2
g, (x) = 0 geeft -10x* + 30x +40=0
X*—3x—4=0
x+1){x—4)=0
x¥=-1vx—=4
g,(-1)=-2-pen g4 =4;-p, dus C(-1,-2 — p) en D(4, 47— p).
OC = 0D geeft OC* = OD?
1P+ (2= pP =4+ @ —p)
1+4+4p+p? =16+ 18— 81 p +p?
125p =297
P=2i

) f,x)= -0,03x* + 0,08x + 0,48x% + p geeft ‘. ) =-0,12x* + 0,24x* + 0,96x
1, (x) =0 geeft -0,12x7 + 0,24x* + 0,96x = 0
X=2x2-8=0
x(x?=2x—8)=0
Xx+2)¥x—4)=0
x=0vx=-2vx=4
5,(-2)=08+penf,(4)=5,12+p, dus A(-2;0,8 + p) en B(4;5,12 + p).
OB =204 geeft OB* = 404>
42+ (5,12 + pP =4((-2)* + (0,8 + p)®)
16 +262144 +10,24p + p® =4(4 + 0,64 + 1,6p + p?)
16 +26,2144 +10,24p + p*> = 16 + 2,56 + 6,4p + 4p°
-3p +3,84p + 23,6544 =0
P —1,280-7.8848=0
D=(-128y—-4-1--7,8848 =33,1776

1,28 +35,76 1,28 - 5,76
peTT g TASRvemT

vold. niet

=-2,24

Dus p=3,52.
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sin(x) sin(x) 1 . ) v o _ cos(x)
1 — cos?(x) B sin’(x) N sin(x) = (sin(x))"! geeft /,0x) = ~(sin))* - cos(x) =~ sin’(x)

a fix)=

Ji(x) =0 geeft cos(x) =0
x=yn+k-m

1
Dus x, = 27: en x; = l5m.

1
fim)= (2 51 1, dus A3, 1),
fi(lim) = (1 — =1, dus B(lim, -1).
4B = \/(15?f P 1P R372
b _ sin(x) &
)  p—cosi(x) gee
, . (p—cos*(x)) - cos(x) —sin(x) - ~2cos(x) * -sin(x) pcos(x) — cos*(x) — 2sin*(x) cos(x)
i (9~ coR (V)" (p - cos (V)
e )_pcos(%:rc) — cos’(3 ) — 2 sin(3 ) cos(3 1) p0-0-2-1""0 ¢
i (p - cosGmy p-CF
Dus de raaklijn van de grafiek van f, is horizontaal in het punt E.
1
C f(zn)— =—du E(zzrc ;)

OC =r geeft OC? =n?
2
OEZ—(%n)“(ﬁ) -

Uit 00, 0), C(x, 0) en x, = 27 volgt OF = CE.
OC = OE geeft OC? = OF*

Tc2=11-1r2+%
1
s
4
2_ T
LA P
_2 __2
e 3n\/§v‘0 31rc\/g
vold. niet
o m _ [aw
d OE=|1]enEC=]| 1
P P
in
 h % 2
OE-ECZOgeeft (l =0
P
|
i 2 2
1
Lo
b=
Ll
4
7
r =
B2
P=3VP™
vold. niet
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Alternatieve nitwerking
Uit OF = CE (zie ¢) en Z(OF, CE) =90° volgt ZCOE = ZOCE = 45° (gelijkbenige
rechthoekige drichoek), dus rc,), = 1. Hieruit volgt x, =y,

1
L

.
pTE

15.2 Optimaliseringsproblemen

Bladzijde 99
0 L=y,~y=f(P)~gp)=\2p—3p
b Voer in y, = /2x — jx.
De optie maximum geeft x = 2,
Voor p = 2 is de lengte van lijnstuk 48 maximaal.

Bladzijde 100

a L=2cos*(p)—sin(2p) +1=cos(2p) + 1 —sin(2p) + 1 =2 + cos(2p) — sin(2p)
p=imgeeft L=2+cos(13m) —sin(13m) =2+ 32 —-5/2=2+2
Het maximum van L is 2 + /2.

b Manier 1: sin(2p) =-cos(2p) Manier 2: sin(2p) =-cos(2p)
sin(2p) = cos(2p + 1) sin(2p) = cos(Zp + 1)
sin(2p) =sin(2p + 1%1:) cos(2p — %:'r) =cos(2p + )
enzovoort enzovoort
Bladzijde 101
a L=f(p)—glp)=\op+12—(p+2)=6p+12—p-2
dr 1

3
= -1l =——-1
dp 2\/6p+12 Jep+12

dr 3
—=0geeft ———=-1=0
dp 6p+ 12
i
Jop + 12
Jop+12=3
6p+12=9
6p=-3
b=
L
|
f‘{v‘\
:
2 20 g 7

De maximale waarde van L is \/6 - -3+ 12— -1 -2 = 13,
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| L=AB=[(p)~-g(p)=3sin(2p) — (cos(p) — 15) = 1sin(2p) — cos(p) + 13

% = ;— - cos(2p) -+ 2 +sin( p) = cos(2p) + sin( p)
dZ i
e 0 geeft cos(2p) +sin(p) =0

cos(2p) = -sin(p)
cos(2p) =sin(p + )

cos(2p) = cos(p +57)
2p=p+%:rc+k-2:rcv2p=*p—%n+k-27c
p=%n+k'2nv3p=fén+k'2n
p=%1r+k-21r\/p=—é1t+k~§n
pin|0, 2x] geeftp=§;rc vp= lén vp= lg’lt
L

I
I
|
]
| I
| I
| I

1 1 5
O P 1gm 15n 2n

De maximale lengte van AB is
38in(2 - 1gm) — cos(1gm) + 15 =3sin(25m) — cos(lgm) + 13=5 - 53/3 +353 + 13=1/3+ 13,

N 3; ___\Q

x=p
L=CD=f(p)~g(p)=In(p’+8) —p
dL_ 1, 3P
o prs T !
2

; _ X _
Voer in y, P
De optie nulpunt geeft x ~-1,36.

L

|

|

|

|

|

I

!
-1,36 O P

Dus de lengte van lijnstuk CD is maximaal voor p ~-1,36,
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' a Voor fgeldty = e, dus voor /'™ geldt x = e,
x=e geeft e =x
3 =In(x)
v=21In(x)
b y=2ln(x)Yemras3 4y =21n(ty), dus g(x) = 2In(ix).
L=AB=f(p)—g(p)=e* —2In(}p)
Voer in y, = 2% — 2 In(3x).

De optie minimum geeft x = 1,71 en y = 3,48,
Dus de minimale lengte van het lijnstuk 4B is ongeveer 3,48.

Bladzijde 102
a f(x)=5xe" geeft[(x)=5 e"+5x e =(5x+35)e"
Sx)=0 geeft5x+5=0

S5x=-5
x=-1
y
f
,I1
He) x
|
I
L _ -]
min. is f(-1)=5--1-¢'= o

5
Dus Bfk[ o —>).
b g(x)=>5x"¢" geeft g(x)=10x - ¢+ 527 - e"=(5x> + 10x) &

g2'(x) =0 geeft (5x* + 10x)e* =0

5x°+10x=0

Sx(x+2)=0

x=0vx=-2

y

5 2]
max. is g(-2)=5 (-2 - e?’= %

e
min. is g(0)=5-0>-e"=0
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f
L=AB=g(p)—[(p)=5p*e¢’ = Spe? =(5p* — Sp)¢*

%=(10P—5) P R (0P —Sp) B =00 T ap —3)eP
dL— 2 o
E—Ogeeft Bpr+5p—5)e’=0

5p2+5p—5=0

ptp-1=0

(+bp-t-1-0

(p+9*=}

1 | 1
ptz=55vp+i=-3\5
p=-4-L5vp=-t-45
vold. niet

L

P

Dus de lengte van het lijnstuk 4B is maximaal voor p =-1—3./5.
d L=CD=f(q)~glq)=5q¢? —5¢°¢"

Vot in y; = 3xeF — S,

De optie maximum geeft x ~ 0,618 en v ~ 2,190.

De maximale lengte van het lijnstuk CD is ongeveer 2,190,

a De kettingboog door (0, 10) geeft sa(e + %) + b= 10
la(1+1)+b=10
a+b=10
b=10—a

De kettingboog door (10, 0) geeft ta(e” +e#) +b=0
b= —%a(eg +e¢7)
Voeriny,=10—xeny,= f%x(e"‘u +e ).

De optie snijpunt geeft x =-6,1875... en vy = 16,1875...
Dus a=-6,188 en b = 16,188,
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b y,=mx*+n]| _
door (0, 10)}” L

yp_”’*"zﬂo}m-102+1o=o
door (10, 0) 100m = -10

m=-0,1
Dus y,=-0,1x* + 10.
Het verschil tussen y; eny, is
Ve =¥, =1-3,0937... « (e=% + e ") + 16,1875... — (-0,1x + 10)).

Voer in v, =|-3,0937... - (e7= + e 5v=) + 16,1875... — (-0,1x* + 10)/.
De optie maximum geeft x = 7,1448... en v = 0,5005..,
Dus het maximale verschil tussen y, en v, is ongeveer 50 cm.

a y,=f2)=\5-4=1
0Q=\2+17 =5
b yo=f(p)=V5-2p
L=00=\xg+yg =\a+ (5~ 24 =Jq* ~2g+5
¢ Voeriny, = x*—2x+5.

De optie minimum geeft x =1 en y =2.
De minimale lengte van het lijnstuk OQ is 2.

Bladzijde 103
a A=p\5-2p geeft
a4 1 p_5-% p  5-3p
o \F2ptp ———+-2=\5-2
dp PP, -2 P V5-2p \/5 % \5-2p \/5_2p
PR SR HPINEN
v 2 -3 e e I

a 0Q=xp=penPQ=vp=f(p)=\/ﬁ
A=0(a0PQ)=5-0Q - PQ=5-p \3-p=1p\3-p

b Yt g, i BB ZGRe G0
p = 8. JF— 2 AB-p 43-p A4fB3-p
c %:Ogeeftﬁ—?ap:O
7 -3p=-6
p=2
A
|
1
o) Z 8 7

De maximale oppervlakte van drichoek OPQis3-2 - 3 -2=1.
d 0Q=xp=penPQ=yp=f(p)=3-p
Tn AOPQ is OP? = OQ* + PQ?
OP>=p* +(\[3 - p)?
OP2=p*+3 —p
OP’=p’—p+3

L=0OP=\p"—p+3
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2p—1
e L= +3 eeft—= -l)=—
VPP mp+3geeft 2\/7 2p-1) N TR

%=Ogeeft2p—1=0

o 2p=1
P=3
£
|
I
I
I
|
| |
| l
| |
| I
0 1 5 P
2
De minimale lengte van OP is \/(2)* =3 + 3 = {23 =4 =311
Bladzijde 104

a A=O(AOSP)=L‘OS'yP=L'4'p\]8—2p=2p\/8—2p

2p 2(8 2p) — 2p l6—6p
——2 8 —2p+2 -2=28—-2p
L \/ “B-2% B-» B2

%:Ogeeft l6e—6p=0
& ~-6p=-16
p=23

(0] 2% 4'0

De maximale oppervlakte van drichoek OSP is

2-24fg-2-22=5L[22= 51, 5l. Zf g-T\/_—zs\/_

Opmerking
Je krijgt de maximale oppervlakte als P de top is. Je kunt dus ook eerst y,, berekenen.

b OS=x;—x,=4-pen PO=y,=f(p)=p\8—2p
O:O(AQSP):%‘QS‘PQ=%‘(4—p)'p\/8—2 =(2p—3p%) \/8—2
2

c —‘(2 p) 8=+ (2p—1p) \/— 2=Q2-pN8-2p \/8—2

_2-pB-2p) 2p—5p 16—4p—8p+2p2—2p+5p2_25p—14p+16

B-2p  B-2p N N
_5p°-28p+32
28 —2p

Q=Ogeeft 507 —28p+32=0

gp D=(-280-4-5-32=144
_28+12_, o _28-12_ s
10 P70 5
(0]
|
|
|
|
|
I
!
(0] 1% 4 2

De maximale oppervlakte van drichoek OSPis (2 * 13— - (13))/8 —2 - 12=4.21.
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Stel xp=p.
Danis yvp =p\/;;.

A(4,0) en P(p, p\p) geeft AP=\(p~ 47+ (p\p — 0P = Jp* ~8p + 16+
Voeriny, = /x> —8x+ 16 +x°,

De optie minimum geett x ~ 1,33 en v = 3,08.
Dus deze minimale lengte is ongeveer 3,08.

a Stelx,=p.
PQ=xp—xp=p--p=2penyp=3-3p’
A=0(A0PQ)=5- PO yp=52p - (3—35pH)=3p—3p’
=3— lépz

=0 geeft 3—13p2=0
~Lgpt=4

S S S

p=2
p=\2vp=-\2
vold. niet

|
|
I
1
|
|
I
I
|
|
|

0 NN

Dus de maximale oppervlakte van drichoek OPQ is 3,2 —5(12)* =32 - 2=2,2.
b OFE=a-foy =g (g =gt 9~ 3+t~ - 2pP 40
Stel de lengte van OP is L.

f -4
L= lp4_2p2+9geeft£:+.(p3_4p)z i /4
2 dp 1 4 2 4 2
2z —2p° +9 2\zp" —2p +9

%ZOgeeftp3—4p:0

o PP =4)=0
p=0vp*=4
p=0vp=2vp=-2

vold. niet

L

.

|
|
|
|
|
|
|
> &6 ©

0
De minimale lengte van het lijnstuk OP is \/7 - 24 =2 - 22+ 9= /5,
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Bladzijde 105

- Stel AP =x.

20
D B
30
AP+ PD'=20
AP=x x+PD=20,dus PD=20—x
PD’=PD

In AADP is AP+ AD* = PD?
2+ AD? = (20 — X
X2+ AD? =400 — 40x + x*

AD* =400 — 40x
AD = /400 — 40x
O=O0(AADP) =%+ AD - AP=1 - \[400 — 40x * x = 1x,/400 — 40x
1
do | 1 3(400 — 40x) 10x 200 —20x— 10x 200 — 30x
SS=1. 400 —40x +1x - ————"-40 = - = =
de ? *" 2./400 — 40x J400-40x  \/400—40x  400—40x /400 — 40x
%zo geeft 200 — 30x =0
-30x =-200
x= 6:2;
0]

|

|

|

|

|

|

|

|

I

|

|
o o2 x

Dus O is maximaal voor x = 63.

De maximale oppervlakte is & - 65+ 1/400 — 40 - 65 =~ 38,49 cm?.

a E 6 D
4 4
Fel u [ G
P
3 71
A 3 B
EP

In AFPE is sin{a) =
AFE =2FP = 8sin(a)

; FP
b In AFPE is cos(a) = E dus FP =4cos(a).

T dus EP = 4sin(a).

O(AAEF)=1% - FP - AE=1 - 4cos(a) - 8 sin(a) = 16sin(a) cos(a)

¢ O(ABDE)=AB - AE =6 - 8sin(a) = 48 sin{(a)
d O(ABCDEF)=2' O(AALF)+ O(ABDE) = 32sin(a) cos(a) + 48 sin(a) = 16 sin(2a) + 48 sin(a)
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Bladzijde 106

a
A 5 B
cos(a) = F;l—P geeft FP=4cos(a)
sin(a) = i—P geeft £P =4sin(a)
AE =2EP = 8sin(a)
A=O(ABCDEF) =2+ O(AEF) + O(ABDE)=2 - 5 - 8sin(a) * 4cos(a)+ 5 - 8sin(a)
= 32 sin(a) cos(a) + 40 sin(a) = 16 sin(2a) + 40 sin(«)
b gA—(; =16 cos(2a) * 2+ 40cos(a) =32 cos(2a) + 40 cos(a)

gA—C; =0 geeft 32 cos(2a) +40cos{a) =0
32(2cosHa) — 1) +40cos(a) =0
64 cos*(a) — 32+ 40cos(a) =0
8cos*(a) + 5cos(a) —4=0
Stelcos(a) = u.
Su>+5u—4=0
D=5-4-8--4=153

-5+,/153 -5— /153
16

u

0,460...vu= BT -1,085...

cos{a) =0,460... v cos(a) =-1,085...
a=1,092...+k-2xva=-1,092..+ &k 2n
ain [0, 'Erc] geeft a = 1,092...

63°.

De oppervlakte is maximaal bij a=1,092... - lio - =
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Bladzijde 107
a Bij ZB=inis O(4BCD)=12=1.

Zie voor ZB =1 de figuur.
F

A L

B
In ABCE is CE= sin(;—n) =% 3en DE= cos(%:rt) = %
O(ABCD)=2 - O(ABCE) + O(AECF)=2 -5 3\3 3+ G\3*= L,18
b CE=sin(x) en DE = cos(x)
O(ABCD)=2 - O(ABCE)+ O(AECF)=2 - % - sin(x) * cos(x) + sin®(x) = sin?(x) + sin{x) cos(x)

¢ A= O(ABCD) = sin(x) + sin(x) cos(x) = sin?(x) + $sin(2x) geeft

2]

s sin(x) - cos(x) + 3cos(2x) * 2 =sin(2x) + cos(2x)

dx

d4 ;

& 0 geeft sin(2x) + cos(2x) =0
sin(2x) = -cos(2x)
tan(2x) = -1
x=-jntk-m

el vk
x=-gntk-sm
0<x<§ngeeftx=%:rc
A

|
I
|
I
|
I
I
I
|
|
I
|
I
I
I
|

0 .
Dus de oppervlakte van de vierhock is maximaal voor x = %n.
A = sin(x) +sin(2x) = 1 — $cos(2x) + 3 sin(2x)

De maximale oppervlakte is

L.t 3 LonAmy=L_1._1 L A=dgl L/a_L1.1 2
3= 3C08GM) +sinGm) =33 ~32+5 V2 =3+ 2+ 2 =5+52 2
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D C
T 2
R
1
1 P 2
.
A Q B

In APRT is PR = cos(x) en RT = sin(x).
QP = RT=sin(x), dus OS =sin(x) + 2 en O(BCSQ) =BO - 0§ =2 - (sin(x) + 2) = 2sin(x) + 4.
AQ= QR = sin(x) + cos(x) geeft
O(AQSD) = AQ + OS = (sin(x) + cos(x))(sin(x) + 2) = sin*(x) + 2 sin(x) + sin(x) cos(x) + 2 cos(x)
0 = O(BCSQ) + O(AQSD) = 2 sin(x) + 4 + sin’(x) + 2 sin(x) + sin(x) cos(x) + 2 cos(x)
= sin’(x) + sin(x) cos(x) + 4 sin(x) + 2 cos(x) + 4
b Voer in y, = sin’(x) + sin(x) cos(x) + 4 sin(x) + 2 cos(x) + 4 en stel de GR in op graden.
De optie maximum geeft x = 65,
Dus de oppervlakte van rechthoek ABCD is maximaal voor x = 65°.

Bladzijde 108
a AB=1,dus in AABP is AP = cos(a) en BP =sin(a).

ZOAC=180° —90° — a=90° — a (gestrekte hoek) geeft

Z0CA4 =180° —90° — (90° — a) = a (hockensom driehoek)

AC=1,dus in AOAC is OC= cos{a) en OA4 = sin(a).

O(OPQC) = OP - OC = (sin(a) + cos(a)) + cos(a) = sin(a) cos(a) + cos(«) = 3sin(2a) + cos*(a)
b V=0(0OPQC)=1sin(2a) + cos*(a) geeft

g—z =1cos(2a) * 2+ 2 cos(a) - ~sin(a) = cos(2a) — 2 sin(a) cos(a)
?1_: =0 geeft cos(2a) — 2 sin(a)cos(a) =0

-sin(2a) = -cos(2a)
tan(2a) =1
2a=im+k w
a=gn+k-3m
OSaS%ngeeftazén
v

o
(0] 1 1
Bl 2T

Dus de oppervlakte van rechthock OPQC is maximaal voor a =3 .

a MN=7+5=12

In AMNP is cos(x) = 2L ]Yg,

T dus MP =12 cos(x) en sin(x) = ——, dus NP = 12sin(x).
AP =AM+ MP =7+ 12 cos(x)
BP=BN+ NP=5+ 12sin{x)
AB?= AP + BP* = (7 + 12 cos(x))* + (5 + 12 sin(x))>
=49 + 168 cos(x) + 144 cos?(x) + 25 + 120 sin(x) + 144 sin’(x)
=120sin(x) + 168 cos(x) + 144(sin’(x) + cos*(x)) + 49 + 25
= 120sin{x) + 168 cos(x) + 144 + 49 + 25
= 120sin(x) + 168 cos(x) + 218
L=AB=/120sin(x) + 168 cos(x) + 218
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b L =20 geeft \/120sin(x) + 168 cos(x) + 218 = 20 oftewel 120sin(x) + 168 cos(x) + 218 = 400
Voer in y; = 120sin(x) + 168 cos(x) + 218 en v, = 400,
De optie snijpunt geeft x =0,128... enx = L,111...

° le]
Dus ZPMN =0,128... - %:7" of ZPMN=1,111... - 1%? ~

¢ L=./120sin(x) + 168 cos(x) + 218 geeft
dr 1 ) 60 cos(x) — 84 sin(x)
== - (120 — 168 =
dx ~ 2 /1205in() & 168cos(n) 1208 L 2008t~ 168 sinG)) = e + 168 cos(x) £ 218
60cos(x) — 84 sin(x)
/120sin(x) + 168 cos(x) + 218’
De optie nulpunt geeft x = 0,620...

Voer in y, =

X

o 0,620...

x = 0,620... geeft L = /1205in(0,620...) + 168 c0s(0,620...) + 218 = 20,60...
De maximale afstand tussen 4 en B is ongeveer 206 cm.

15.3 Hellingen en buigpunten

Bladzijde 110
a | 1l
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Ml
helling van helling

helling van helling

N X

.

[\
helling van helling

helling van helling
O /—X \
¥ b
X
(@] /
:
g'
y
X
O /—-
g"
£

X
(0]

=<

0 X

=

T f(x)=x+3¢* geeft f(x) =1+ 3¢" >0 voor elke x, dus fis stijgend.
F(x) =1 +5er geeft f”(x) = 1e* > 0 voor elke x, dus f”is stijgend oftewel f is toenemend stijgend.

Bladzijde 112

= 1 E 1 f 1
39 =y + =x + x: oeeft 4 =]+:x:=l+——en g =y l3=_
EL) f(x)=x \/J_C x +x7 geeft f(x) 5K 2\/; Filx)=-3x 4x\/;

Omdat voor elke x > 0 geldt x> >0 en x >0, is f(x) > 0 en f7(x) <0,
Dus fis een afnemend stijgende functie.
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24

T=20+80e %% geeft 4T _ gpeoa. -0,2=-16¢9%%

dr
g = -0,2¢ d (dT> ~16a 0.2t , _ = -0,2¢
dr -16e™" geeft — & el l6e 0,2=32e
Omdat voor elke 7 geldt ¢ %> 0, is —— d <0en L (((11—13 >0.

Dus T'is een afnemend dalende functle van f.
Het afkoelingsproces verloopt dus steeds langzamer.

J@)= (2= 3)(x2 - 5)=x*—8x2 + 15
f(x)=4x>— 16x

) =122-16
f(1)=4-16=-12<0
f()=12-16=-4<0

Dus toenemende daling.

Slx )— 1 geeﬂ
P )=(x t12-@2x+ 1) 2x 224242 —2x_ 2x%—2x+2
z 2+ 17 2+ 1y @2+ 1)
(P12~ (28— 2x+2) - 2P+ 1) 2
S = 2+ 1)
:(x2+ D(-4x—2) — 4x(-2x2 = 2x +2) _4x—2x? —4x— 2 +8x3 + 822 — 8x
o+ 1y (C+ 1)
_ WP+t — 12 —2
(2 + 1)
3= % <0enf’(-3)= =108 & 5;:);- Loy 0, dus in 4 toenemend dalend.
F10)= e it 0 sl nf”(0)= 0+01+0_2 <0, dus in B afnemend stijgend.
fH= 722# <0enf"(1)= 4+62¢ <0, dus in C toenemend dalend.
Bladzijde 113
a 100e %1% =50

-0,014 =1
¢ 3

0,017 = In(})
0,017 =-In(2)
2=1001n(2)

t=+/1001n(2) = 8,325...
Na 8,325... - 60 = 500 seconden is de helft weggestroomd.
dv

b g =100e07 - -0,02¢ =200

dr \ dr

d(dVv

dt(dt) -0,02<0

Op ¢ =7 1is V, de resterende hoeveelheid water, toenemend dalend.

Dus is 100 — ¥, de hoeveelheid water die uitstroomt, toenemend stijgend.

De uitstroomsnelheid neemt dus toe.

t=" geeft

Hoofdstuk 15

i (d_V> =-2- efl),()lt2 — 2 efO,DIF . —0,021 =-2 670,011,‘2 4+ 0,041,‘2 ef(),if)lz2 = (0,04f2 _ 2) efo,()]t2
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Alternatieve uitwerking
Noem de hoeveelheid water die het vat uitstroomt H.
Op 1=0is V=100, dus H=100— ¥V = 100 — 100¢ %0'7,

d_H= -100 e*D.Oltz 2 —0,021‘ = 214370.01:?

dt

%(%) = Ds e—O.Ol.t2 +2f - e—O,O]t2 § *0,021,‘ =2 e—O,O]:2 _ 0,041,‘2 e—O,Olt2 = (2 _ 0,04t‘2) e—O,Ola'2
- d(di

t=17 geeft dt(dt)~0’02>0

Op ¢ =7 is de uitstroom dus toenemend stijgend.
De uitstroomsnelheid neemt dus toe,

d(dry_ A @001 —
c dt( dr) 0 geeft (0,047 —2)e 0

0,042-2=0
0,047 =2
=50
t=1/50
v

I

I

I

|

o 750 L

De uitstroomsnelheid is maximaal na+/50 - 60 ~ 424 seconden.

dV
d [—] =8,577...
dr =50

De maximale uitstroomsnelheid is dus 8,577... L/minuut.

De helft van de maximale snelheid is 4,288... L/minuut.

Voer in y, =-2x¢ 0¥ en y, =-4,288...

Voor x > \/E geeft de optie snijpunt x = 13,587...

(13,587...— 1/50) - 60 =391 seconden na het in ¢ berekende tijdstip is de uitstroomsnelheid
atgenomen tot de helft van de maximale snelheid.

Fidy = 28— 1552

1) = 6x2 — 30x + 24

f(x)=12x-30

f(23)=0enf(25)=-13} <0
¥

Dus de gratiek van f gaat bij x = 21 over van toenemend dalend naar afnemend dalend.

De schets is nodig om te laten zien dat de grafiek overgaat van toenemend stijgend naar
afnemend stijgend, en niet bijvoorbeeld overgaat van toenemend dalend naar afnemend dalend.
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Bladzijde 114
a f)=ax*— i -3 +4x+b
%) =4ax’ —3x7 —6x + 4
f”(x)=12ax2—x—6
f7(3)=0 geeft 12a - 3°~3-6=0
108a =9
1

=1
[ =13 =53 =3+ dx+ b
f(3)=5geeft5°3*—¢-3¥-3-3+4-3+b=5
63—-43—27+12+b=5
b=173
b

/T N

x oo el

De grafiek van f gaat voor @ =15 en b= 173 in A(3, 5) over van toenemend dalend naar afnemend dalend.

b a=15geeftf"(x)=x>—x—6
S7(x)=0geeftx>’—x—6=0
(x+2)(x=3)=0

x=-2vx=3

-2, %) /\
\_/

f(-2)=-=, dus in het punt (-2, ) gaat de grafiek van f over van toenemend stijgend naar afnemend stijgend.

. 10
: f.;J(x) =x2 +p
Py ):(x2+p) -0- 10‘2x: 20x
o (@rpP  @pP
oo (PP -20—-20x 20 +p) 2x (¥ +p)--20+20x 2 2x
B @) @+py
_ ~20x* —20p + 80x*  60x* —20p
@ )
60 + 4 — 20,
£/2)=0 geeft ————=F =
(4 +p)
240 - 20p=0
20p =-240
p=12
v
! X
0 2

Dus voor p = 12 gaat de grafiek van f, bij x = 2 over van toenemend dalend naar afnemend dalend.
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't a f(x)=(x+ax)ef geeftf,/(xX)=(2x+a) e+ (x*+ax) =2+ (a+2x+a)e

£-3)=0 geeft (9 —3(a+2) +a)e =0

9-3a—-6+a=0
2a=-3
a=1%
Y
f1,‘;
S i
_3 X

Dus voor a = 15 heeft £, een maximum voor x = -3,
Sy = (£ 353+ 15)e’
Si/(x) =0 geeft (2 + 33x + 1H)er =0
_ X2+3ix+15=0
(x+3)(r+3)=0

sl sl
x=-3vx=-3

s s g 080 o et 9ot
min. 18 (-5 eyl Bes=les=—

b f/(x)=(+(a+2)x+a)e" geeft
L) =2x+a+2)er+ (2 +(a+2x+a)er=(2+(a+4)x+2a+2)e
£,7(-4) =0 geeft (-4 —4a+4)+2a+2)*=0

16-4a—16+2a+2=0

2a=-2
a=1
¥
f
—_— %
-4

Dus voor g = 1 gaat de grafiek van £, bij x =-4 over van toenemend stijgend naar
afnemend stijgend.

f(-2)= f% geeft -2ae?t = f%
f(x)=axe geeftf(x)=a - e +ax - e - b= (abx +a)e™
f(-2)=0 geeft (-2ab+a)e =0
2ab+a=0
a(-2b+1)=0
a=0 v 2b=1
vold. niet h=1
_1 o 4 1.3
b=3en-2ae"" =-—geeft 2ae” =-
& e g
-2a=-4
a=2
f(x)=2xe=" enf1(x) = (x + 2) &= geeft
Srx)=1 e +(x+2) e =+ (Gx+ 1)e™ = (x+2)e™
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[7(x)=0 geeft (3x+2)es*=0

sx+2=0

1 —
sx=-2

x=-4

f(-4)=-8e2= ,5_2

X a

Dus grafiek van f, , met top (72, - g) gaat in het punt (74, ,:;2) over van toenemend

dalend naar afnemend dalend.

o

b y=2x" geefty'=2px* ' eny”"=2p(p— )x* 2
Afnemend stijgend als "> 0 en y” <0.
¥'>0geeftp>0
V' <0geeft0<p<l
Dus de grafick van v = 2x* is afnemend stijgend voor 0 <p < 1.

Bladzijde 115

=3T3 35 _ 37501 geeft y=-562,5x2 en ' = 1406,25x

4 x\/; - xh
Omdat voor x > 0 geldt x2: >0 en x>0, is v'< 0 eny” > 0.
Dus y is atnemend dalend.

| y=arx }25(,:-\/5—3

x=25eny=3 254 -5=3

125a=3
a=0,024

Dus y = 0,024x/x.
v =0,024x"% geeft y'=0,036x7 en y” =0,018x

Omdat voor x> 0 geldt x>0 en x>0, is "> 0 en 3" > 0.
Dus y is toenemend stijgend.

Hoofdstuk 15

@ Moordhoff Uitgevers by



a
a H=—_-oftewela=H  W"»
woe a=40 - 750°2 = 209

=750 en H=40
209
W25,

b H =200 geeft —5:=200

Dus H=

_(210Y
W‘(zoo) =12

Het gevraagde gewicht is 1,2 kg.

210 _ 025 dH _ 1,25 d (dH> 2,25
c H= W02 =210W" geett ¥ TG 52,5W N \aw 65,625W
Omdat voor elke W > 0 geldt W '#* >0 en W 2% >0, is % <0en i (élﬂW) > 0.
Dus 1 is een afnemend dalende functic van .
dE d (dE
0.4 s 14 o & [ 85 ) 2.4
E=aG" geeft = e, 0,4aG ™" en e (dG) 0,56aG
Omdat voor elke a > 0 en G >0 geldt aG 4 >0 en aG 24> 0, 1s£ <0 eni(£)>0
dG dG \dG '
Dus E is een athemend dalende functie van G.
a Neem 3d voor d in de formule L = %.
= LR )
Je krijgt L= (30,)2 =og2 0 g2
Dus de geluidssterkte wordt 9 keer zo klein.
dr 5. d dL) '
=4 _ 2 o 3 — =)= 4
b L s ad" geeftdd 2ad endd(dd 6ad
1 i dr d (dL
Omdat voor elkea>0end >0 geldtad” >0enad ™ >0, lqd_d <Oend—d >0.

Dus L is een afnemend dalende functie van d.
Dus als de afstand tot een geluidsbron toencemt, neemt de afname van de geluidssterkte af.

a-225°=108
108
225
A=al® }a' 10753 = 1427
A=1427 en T=10753 1427
107538
108 1427
225° " 2T 10753
De optie snijpunt geett x = 0,668 en v = 2,906.
b=0,668 ena=2.906 geeftA =2.906T068

a A=aT®
A=108en T=225
a=

Voer iny, =

_ 2 d4 _ ooood fdAay_ ot
b A4=291T7> geeft Fla 1,947 5 en —dT(_dT)" 0,647T
d4 d (d4
3 13 e —
Omdat voor T>0 geldt T5>0en 75> 0, is dT>OendT(dT><0.

Dus 4 is een afnemend stijgende functie van 7.
c 19,3030 AE = 2887728 800 km
A =2887,7288 geeft 2,917 =2887,7288
_ 2887,7288
291
2887,7288\:
= (LT) =312604...
1260,4...

365 85,6 jaar.

Dus de omwentelingstijd is
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Bladzijde 116

720 km/uur is =

36 200 m/s,
W, =av? }
! B a - 200*= 120000
v=200en W= 120000 120000 _
2
Dus W, =317, e9
b
W.=—
b 25)?;’;00000
v=200 en W, = 300000
b=300000 - 200°=1,2 - 10'°
— 12~ 1012
us W, = VZ y
1,2~10'0 2,4 10"
W=Ww+ Wi=3v2+T=3v2+ L2 1pYe g geefti—pf=6vf2,4' 1010 v‘3=6va
dw 24100
T 0 geeft 6v = 0
¢ ~24-10"
T
6vt=24-10" w
vi=4-10°
v=251,48...
Schets van W, zie hiernaast,
Dus voor v=251,48... is W minimaal.
v=25148... geeft W,=3 - 251,48..2= 189737N
=251,48 ftW—M~189737N
e e T |
Dus bij minimale totale weerstand geldt W, = . 0 251,48... /

1
In(2+ 1) g @D 52D 2 oo
o —geeft—=a- =q-

a H=a

2t+1 de (2t + 1) (2t + 1)
di_ g 2-2In(2t+1)
s TN
2-2InQ2t+1)=0
In2t+1)=1
2t+1=¢
2t=e—1
t=35¢—3
Voor ¢ =3e— 3 is H=10000.
In@2-Ge-H+1
Dit geeft a - : ,(2 = )~ 10000
2:Ge—p*1
ln(e:—l+1)_1
a = 77— 10000
In(e
a- ()=10000
a-L=10000
[§
a=10000¢
~ In(2¢ + 1)
Dus H=10000e - — —
- dH 2-2InQ2t+1)
b a=10000¢ geett - =10000e —(2r+1)2 (zie a)
d_H] _ S2E+1)
[dr = 10000 a=1F - 1325

Op 7 =2 neemt de hoeveelheid water die per uur wegstroomt af met 1325 m?® per uur.
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15.4 Integralen bij oppervlakte en inhoud

Bladzijde 118

1 d ! 1 1
y=hx =3 =3 =1 @x - 3)" geoft =1 - 1h2x =3} 2=~ 3= v 3
Dus y = %(Zx —3)\/2x — 3 is een primitieve van y = /2x — 3.

Dus bewering 11 is juist.

Bladzijde 119
f(x) =g(x) geeft \2x—3=3x
2x—3 =52
-2+ 2x—3=0
-8+ 12=0
x—2x—6)=0

x=2vx=6
O(V) = [(fx) ~ glx)) dv = [(y25 =3 ~Jx)dv = [(@x ~ 3¢ ~ gx)ydx =[} - F2x - 3y~ 2],

[fax-3)2e=3-5f,=5 9 o536 -G 1 T-5-4)=3

Il

- 5 _1
Jx)=g(x) geeft 77—=-3x+3
(-3x+3)(4x~2)=5
22 +x+12x—6=5
2x2+13x—11=0
D=13—-4--2--11=81
| R
) x ) . vi=s—g
7 _ i 5 Tl @ P £
O(V)]j(g(x) f(x))dx»!(zxﬂ 4x_2>dxﬁ[4x2+3x 5« 3lnl4x = 2[]

=-1 (552 +3-5 14 - 52— 2) — (-5 +3 - 1}In(2)) =-7% + 165 — 13In(20) + 1 — 3 + 15In(2)
=65 — 13In(10)

r—

=5

Bladzijde 120
_Ax—4
+1 x+1
x+8=4x—4Ax+1#£0
Bx=-12Ax#-1
x=4Anx#£-1
x=4
gx)=0geeftdx—4=0
dx=4
x=1
x+8 x+1-1+8 7
f(x)—x+1_ x+1 _1+x+1
_4y-4_dxtD-4-4 g
gk = x+1 x+1 =4 x+1

1
jf(x)dx+j(f(x) g dr = j(1+L>dx+I[(l+%l—4 _?_de

0

1
(145
0
1+
1+

Il

o)

Il

) (3+1+—51)dx=[x+71n\x+1\];+[—3x+151n|x+1|]‘]‘

Il

7In(2) - (0+7ln(1))+ 12+ 15In(5) — (-3 + 15 In(2))
7In(2) — 12 + 151In(5) + 3 — 15In(2) = 15 In(5) — 8 In(2) — 8

Il
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ax+4 3a(x—3)+1ia+4 i, la+4
Sy = =3~ 2x -3 247 93
1ta+4

4
oV)= j(a+ 2x_3)dx=[%ax+(1%a+4)‘%ln\2x—3|];l
2

=2a+(1ta+4) - M)~ (@+(1ta+4) - Mn(1) =22+ (1ta+4) - Ln(5)—a—-0
=a+3aln(5)+21n(5)
O(V)=10 geeft a +3aln(5) +21n(5) = 10
a(1 +31n(5)) = 10 - 21n(5)
10 - 21n(5)
T aeimG)

2

f(x) = g(x) geeft sin®(x) = sin(2x)

sin(x) = sin(x) cos(x)

sin(x) =0 v sin(x) = cos(x)
sin(x) = cos(x) geeft tan(x) =1

P

Dus x, = }q:rr.
cos(2x) = 1 — 2sin(x), dus 2sin’(x) = 1 — cos(2x) oftewel sin(x) =1 — 1 cos(2x).
Dus f(x) =1 — $cos(2x).

Oy~ [ (gt)— ) dx = | sine) ~ 1+ beos(2e))dx = [-Leos(2e) — bx-+Lsin()"
0 0
=3 0-gn+;-1—-(3:1-3:0+5:0)=3—37

¢
1
0(W)=j(f(x) 2(x)) dx = [ (5 — Feos(2x) — sin(2x)) dx = [5x — fsin(2x) + joos(2)],,

a\—
s
El

Bladzijde 121
r r

a OV+ W)= j\/}dx: jx%dx = [3x]) =[Sxvx], =3pVp - 0=3p\p
0 0

b OW)=5p-f(p)=ip\p
¢ O(V)=0(F+W)—OW)=3p\p—ip\p=tp\p
d O(F): OW)=gp\p:5p\p=5:5=1:3

Bladzijde 122

o) =0(W)

1 +21n(p)=p*— (1 +21n(p))
1+2In(p)=p*—1-2In(p)
2+4In(p)=p*

Voer iny, =2 +41In(x) en y, =x>

De optie snijpunt geeft x ~ 0,68 en x =~ 2,31.
x = 0,68 voldoet nict, dus p = 2,31,
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3 3

O+ W)= [fx)dx=[(©-x)dr= [ox— L]’ =27-9-(27+9)=36

3 3
g (x)=0geefta—x>=0
x’=a
= Javx=-ya
Va Va -
ow) =J-ga(x)dx=j (a—xz)dx=[ax—Lx3]f:E=a a—ia\Ja—(-a\Ja+ia\Ja)y=15a\a

= W,a

-va
O(V) = O(W) geeft O(W) =10V + W)
l;a\/_=;-- 6
a a=13%
= 1823

a3
a=131825=5,67

0 fulx)=-5%° +x2 +33x geeft f3, (x) =% + 2x+ 33
f34(0) =35, dus k: y =33x,

k snijden met de grafick van f;, geeft ~Ixd X%+ 35x=31x

-13+x2=0
—gxz(x -3)=0
x=0vx=3

fx)=0 geeft—£x° +x2+31x =0
—1x(x? = 3x—10)=0
~3x(x +2)(x = 5)=0

x=0vx=-2vx=5
5

3
O = [35xd + [(- 5+ + 350 dv =[]
0

3

3

el 1.3.5 2]°
o+ Pt et + 307,

= Rt e Bl ] Syig

b fa(x)=*§x3 +x2+ax geeft £, (x) =-x>+2x+a
£ (0)=a, dus k: v = ax.
k snijden met de grafiek van f, geeft —3x3 + x> + ax = ax

*§x3 +x2=0
-3 (x—3)=0
x=0vx=3
3 3
o) = J.(f%ﬁ +x2+ax —ax)dx = J-(f;-x3 +x?)dx en dit is onathankelijk van a.
0 0

i ()= xz(x a)2Z-xl(x2g2m+a2)~—ﬁ*—ax3+ s @3> geeftf (x)= x3*1 ax?+3 X
£, () =0 geeft x* klgax +5ax:0

x(x2-13ax+1a?)=0

x(x*%a)(x¥a):0

x=0vx=%avx=a
f(za) lﬁal(za a)*= a“ dus S!‘"(2 ,64a4)

O(OABC)=a + 5a*= 64as
o) = J( - 1axd® + ;a2 dx = [55x° — faxt + a2

_5__5 Bt __5
=304 a+]2a 0 5a

De gevraagde verhouding is 3y’ : 4;a® =64 : 120=8 : 15.
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| fix)=0geefix=a
£(x)=2+/x geeft \Ja—x=2/x
a—x=4x

-Sx=-a

x=§a
£y =3x geeft \Ja—x=1/x

a a 3a
1

O+ w)=[ 2xdc+ [ Ja—xdc=| zx:dx+f(a —x)idx = [;-*xl%]iu [@a-94,
0 i ta
=[;1x\/;]§a+[_§(a_x)\/m]%a=§1§ 5a 0+0_" sa\/_=i5 5a+15a\/5_a~§a\/5_a
O(W)=J' ;-\/;dx+ jI \fa—xdx=]’a%x;dx+f(a—x)ldx= [_l—,xlii]i" + [—%(g—;@%]?a
0 ta 0 ta
=[]+ P ova =T, =4 ayEa =0+ 0 fayta=faka + fayta=tayia

O(W)=20(V+ W), dus O(V) = O(W).

2
(=]

Bladzijde 123

0 f(x)=2\x geeft f(x)=2 " —==

_\F
kiy=ax+bmeta=1(p*)= IT

l
==t b
y ? 1

— p2+b 2p
door P(p?, 2
(. 2p) )P .
b =p

1
Dusk:yv=—-x+p.
Yoo p

yp 2
b rct=’—P p—p=%geeftly—

=
"BIN

O(V):fz(z\/;c_z.x dx:j.’z Qx%_z.x>dx:[ixll_l.xz]pzz[ix x_l.xz]pzzi BBl 3
! P ! T T, o U » o PP P T3P

o) = j(— wE P 2\/_)dx=[_p x2+px— \/‘] _p3+p _g_lp3=ép3

oWy : 0Ny=Lp*:1p3=1:2
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D;=(0, =), dus f{x) = In*(x) + In(x*) = In*(x) + 2 In(x).
2q

| eydv=0

q

2q

[rwav=0

el =0

f2q)—flg)=0

In2(29) + 2 In(2q) — (In*(q) + 2 In(g)) = 0

In%(2¢) — In*(g) + 2In(2¢) — 2 In(q) =0

(In(Zg) — In{¢))(In(2g) + In(g)) + 2(In(2q) — In(g)) =0
In(2) - In(2¢%) + 2In(2) = 0

In(2¢%)+2=0

In(2g*)=-2
Zqzze—z

1
T
1 _ 1
7=\2e V1" V2

1
= vold. niet
1R e

1

Dusq:ﬁ’e.

» »
| a I(L)= nj(\/;)z dx = ﬂjxdx = :rr[éxz]g =1lnp?
0 0
b y=/x geeft y? =x oftewel x =)
W P "
(M= ’.TEJ xdy= th vidy = n[éys];p =lmp? -
0 0

S5

¢ I(L)=IM) geeft smp? =tmp* - \Jp
1=5\p

5

Vp=3

p="6;

I ==

Bladzijde 125

7 a I(]\/Ozlﬁl([,)geeﬂ(ﬂ—i—i)n:%‘IS%ﬂ
21 _
aZ
Bl s
i
a’=-20

21— 225

a* = -20 heeft geen oplossingen, dus /(M) = I%I(L) lukt niet.

21
b I(M)=131(L) geeft (21 —?>n=% 1537
21 —i—izzoﬁ
21 5
pe T
a’ =40

a* = 40 heeft twee oplossingen, dus /(M) = I%I(L) lukt wel.
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a f(x)=g,(x) geeft ¥’ = a\/x
xli=g

x=a

x=d*
e J

o) = (ayfx—x})dr= j(ax ~R)dx = [Faxtt - 12" =22 - L2 =12

’_

(=]

O(V)=10 geeft 5a>=10

=30
a= 30 v =30
vold. niet

Dus a = +/30.

3
a?

b I(L)= nI (ax — x*) dx = w[t a2 —;—x5]3‘?= n(ta? - @i - 1a¥) = Snadt
0
(L) =30m geeft 5ma* = 30n
a* =100
a=100%

a="/1000000

Bladzijde 126
a Is de top van p, het punt 7(z, ), dan is (2¢, 0) het andere snijpunt van p, met de x-as.
Dus p,: y=ax(x —21).

=ax(x—2¢
ﬁoor(t( ) )}ar(r “u=r
’ at*-t=p
a=-1

Dus p,: y=-x(x — 21) oftewel p,: y =-x2 + 2zx.
% t
b 0(V)=j(—x2 +z,:x—x2)dx=j(—zx2+zrx)dx= [-3x% + fxz]‘0=—§ﬁ +A=1p
0 0
O(V)=10 geeft 13 =10
£ =30

=330
£

¢ (L) =xf((+20)7 - (P dx = nj(x4 463 + 422 — ¥y dx = nj( 4053 + 42 dx
0
[rix4+ t2x3] = (£ +3 t5)=-m‘5

I(L) = 100m geeft +n° = 100x
£ =300

— 3300

a c¢'=a geeft x=In(a), dus k: x = In(a).

In(a)
O(V):J e*dx = [ ]]"(") alnl@) — a0 = 5 — |

0
OW)=a-In(@a)—OF)y=aln(@)—(a—1)=aln(fa)—a+1
OV)y=0(W) geetta—1l=aln(a)—a+1

2a —2=aln(a)

Voer in y; =2x — 2 en y, =xIn(x).
De optie snijpunt geeft x =1 enx =~ 4,92,
Dus a =492,
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In(a) In(a)
b I(L)=x] (¢Vdr=x] e*dr=n[tc>]
0 0
IM)=m-a® - In(a) - (L) = ma*In(a) — (37> — 1) = 1 In(a) — $ma® + 7
I(L) = (M) geeft sna® —tn=na® In(a) — 31a® + 1w
na® — n="na’ In(a)
a’*—1=a*In(a)
Voer in y, =x>— 1 en y, =x*In(x).
De optie snijpunt geeftx =1 enx ~2,22.
Dus a =2,22.
¢ G(x)=xIn’(x) — 2xIn(x) + 2x geeft

In(a) _

1 1 1 1 1 1
5 T[(f eZln(n) - 530) = TL'(E (eln(a))z s 5) - ETCG!Z —

Gx)=1 - In2(x) + x - 2In(x) - %— (2 In(x) + 2x - i) +2 =1In%(x) + 2In(x) — 2In(x) — 2 + 2 = In*(x)
G'(x) = g(x), dus G is een primitieve van g,
d y=¢“geeft x=In(y)
I(N) =[x dy = =] n’(v)dy = ny In(y) = 2vIn(y) = 2],
1 1
= n(aln®(a) — 2aln(a) + 2a — (In}(1) = 2In(1) + 2)) = n(a In*(a) — 2an(a) + 2a — 2)
I(L)=6 - KN) geeft tna® — in = 6m(aln(a) — 2aln(a) + 2a — 2)
a?—1=12(anX(a) - 2aln(a) + 2a —2)
Voer in y, =x> — 1 en y, = 12(x In*(x) — 2x In(x) + 2x — 2).
De optie snijpunt geeft x = 0,51, x =1 enx = 2,28.

Dus a = 2,28.
Bladzijde 127
a y=3x2-2geeft x> =y +2, dus x2 =2y +4.
P P
De inhoud van de afgeknotte paraboloide is 7= chxz dy= nI(Zy +4)ydy = n[y2 + 4_1:]’; =q(p*+4p).
0 0
fx)=3p geeft 32 —2=3p
%XZ — l_p e 2
2= p+4

Dus 4=mn(p+4).
Samen met hoogte p geeft ditp - 4 = p - n(p +4) =n(p* + 4p), en dit is gelijk aan /.
Dus voor de inhoud 7 van de afgeknotte paraboloide geldt /=p - 4.
b PQ is een middellijn van de cirkel, dus de straal van de cirkel en dus van de bol is \/p + 4 (zie a).

Dus I(bol) =3n(p +4)\/p + 4.

I(bol) = I{afgeknotte paraboloide) geeft ‘3—151( p+dp+a=n(p*+4p)
3Pt a=p(p+4)
p+a=0vip+4=p
p=-4 v4pt+t4=3p
vold. niet 16(p +4)=9p?

16p + 64 =9p?
9y —16p—64=0
D=(-16)*—4-9--64=2560

_ 16+/2560 16 — /2560

P78 YPTTI

vold. niet

_ 16+/2560 16 + /2560

T geeft straal bol = 13 +4=277
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Stel de straal van de bol is R. y
Dan is de inhoud van de bol $7R?,
Uit de bol zijn een cilinder en twee ‘kapjes’ geboord.
Zie de figuur hiernaast met een dwarsdoorsnede van de situatie in
een assenstelsel.
Z£A4=90°, dus O4 =+/R*-9.
De inhoud van de cilinder is 7 - (R*> —9) * 6 = 6nR* — 54m.
De dwarsdoorsnede van de bol is de cirkel met vergelijking
x?+y? = R?, Hieruit volgt x> = R? — 2,
De inhoud van een kapje is
R R
n[ ¥ dy =] (R =) dy =Ry — 1]} =m(R = 1R* ~ (3R~ 9))
3 3
=2nR® - 3nR? + 9.
I(bol) — I(cilinder) — 2 - I(kapje) = 3R> — (6nR? — 541) — 2 + (37R® — 3nR? + 9m)
=37R’ — 61R? + 541 —7R® + 6nR* — 18

=36m
De inhoud van het deel dat er overblijft, is dus 36m.

Diagnostische toets

Bladzijde 130
Stel x. = a, dan is x; = 2a.

f(2a) = g(a) geeft In(, - 2a) = 111( . = a)

In(a) = ]n( 3 E a)

2

" 3-a
3a—a?=2
a?—3a+2=0
(a—1)a—2)=0
a=lva=2

p=f2a) =f(2) = In(1) = 0 vold. niet

p=/f2a)=f(4)=In(2)

a

15 (x>+4)- 10— (10x— 15) - 2% _ 10x? +40 —20x> +30x _ -10x> + 30x +40

10— 15 ) =
S ="y treshtf ) 4y (2 + 47 (2 + 4y
£, (x) =0 geeft -10x* +30x +40 =0
xX*—3x—4=0

(x+1)x—4)=0
x=-1vx=4
)"A:_f;,(fl)z_llo_i__is+p=*5+pen O =1V +(5+pP=1+25-10p+p*=p>—10p+26.

V=l =t p = e pen OB = 41+ (1 + pP =16+ 155+ 2p+p2 = 2+ 2p+ 175

04 = OB oftewel 04> = OB® geeft p* — 10p+26=p> + 2 p+ 1712
-123p=-87;

=27
P=n
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L=g(p)—f(p)=35-p—(2—2p)=15-p+ \[2p geeft

dL 1 1
o1+ 2=—-1
dp 22p 7 2p
dL 1
—=0geeft—-1=0
a5 p
Ly
V2p
V2=
2p=1
P
L
]
I
I
}
&
0} a2

Dus voor p = is L maximaal.

1 dA 1
a A=O0(80PQ)=%p- (2\p—p)=p\p—ip*=p'=—1p* gectt o 1ipi-p=15Jp-p

dd _ L
e 0 geeft 15\/p—p=0

p=13p
pP=2p
p=0 v p=2;
vold. niet

A
|
;

o) 2l 5 "

Dus voor p=2 }1 is de oppervlakte van drichoek OPQ maximaal.
N e R o

b L=BP=\(p=xp" + (p=3s) =\ (p =3P +(2\p—p= 0P =(p =3P+ 2Jp ~p’

=P —6p+9+4p—dp\p+pP=\2p*—4p\p—2p+9

¢ L=-2p"—4p\p—2p+9=(2p*—4p" — 2p+9)* geeft
dL dp—6yp-2  2p-3\p-1
dp 9B —App=2p+8 2P ~4pyp—2p+9
Ermoetgelden%=0 oftewel 2p —3\jp—1=0.

Voer iny, = 2x —3x — L.
De optie nulpunt geeft x = 3,17,
i

= Lpr—4p"—2p+ 9yt (4p—6pt—2)=

j P
0 317 4

Dus voor p ~ 3,17 is L minimaal.
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Bladzijde 131

a sin(a)= };—S geeft 45 = 5sin(a)

cos(a) = B?S geeft BS = Scos(a)

De stelling van Pythagoras in A4DS geeft DS = /62 — (5sin(a))* = /36 — 25sin*(a).

BD=BS+ DS =5cos(a) ++/36 — 25sin’(a)

b O(ABCD)=2 - O(AABD)=2 -1 (5cos(a) + /36 — 25 sin*(a)) * 5 sin(a)
Voer in y, = (5 cos(x) + /36 — 25sin’(x)) - 5sin(x).

De optie maximum geeft x =50,19..,

Dus de oppervlakte van ABCD is maximaal voor a = 50°,

Alternatieve uitwerking

De oppervlakte van vierhoek ABCD is maximaal als de oppervlakte van A4BD maximaal is.
Dat is het geval als de hoogte die bij de zijde AB hoort maximaal is. En dat is het geval als /4 =90°,

Dit geeft tan(a) = % =% en hieruit volgt a = 50°.

@) =x*—2—9x>—5x
f(x)=4x -3 —18x— 5
fx)=12x>—6x— 18

f1(1)=-22<0, dus de grafick van fis dalend voor x = 1.
f(1)=-12 <0, dus de grafiek van f'is toenemend dalend voor x = 1.

LE=E+a)egehf D=1 ¢+x+a) F=+a+ )&
[x)=@x+a+ e geeftf,/x)=1-e"+(x+a+t1) e =(x+a+2)e

£.(5)=0 geeft (a+7)e*=0
at7=0
a=-7

————w

Dus voor a = -7 gaat de grafiek van f, bij x = 5 over van toenemend dalend naar afnemend dalend.

a yis evenredig is met x « 3x, dus y = ax - Jx.
= .3
i=§xen\{;—40}8a . %:40
¥ 8a-2=40

16a =40
a=2%

Dusy= 2§x . \3/3_5: 2%):‘% en dit geeft y'= 3§xIE eny” = lé-x'?
Omdat voor x >0 geldt x>0enx:>0,is1’>0eny” >0,

Dus v is tocnemend stijgend voor x > 0.

a
1 1 0,1 = —
b v is omgekeerd evenredig met €', dus y JUNES

_ a
QR T %:4
x=10eny=4|¢

a=4e¢
de

Dusy= ol 4e! Ol en dit geefty'=4¢' 0¥ - -0,1

y” — _0’4 el —0,lx . _0,1 - 0,04 el 70,1,\'.
Omdat geldte' " >*>0, isy'<0eny”>0.
Dus v is afnemend dalend.

Hoofdstuk 15
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+4

S@) = gx) geeft 5 —=-5x+25
2x+4=(2x— 1)(-3x+23)
2x+4=-112+ 51 +3x-23
15x% — 8x + 65 =0

X—6x+5=0
(x—1)x—-5)=0
x¥x=1vx=5
_72x+4_—(2x—1)—1+4__ 3
=5 w1 o

5 5
o) = j(—§x+2§—(71 + 2x3_ 1>)dx='|‘(f§x+ 3§—ﬁ>dx: [-42+ 33— lnf2x— 1]}
1 1

=-1.25+32.5-11In(9) - (-3 + 32— 11In(1)) =-81 + 181 — 13In(3%) - 31 = 62— 3In(3)

a y=4In(x) geeft In(x)=1y

x =g
p
Oy = [eirdy =[4eV]) =4 -4
0

O(V)y = O(W) oftewel O(V)y=1p? geeft 4ei? —4=1p2,
Voer in y, = 4e —4 en y, = 312
De optie snijpunt geett x =2,963..., dus p ~ 2,96.
b y=4In(x) geeft In(x) =3y
x=e¥
x2=ew
p p 1 1 1
I(L)= nsz dy= njefydy = 7:[2 eiy]g =m(2er—2)
0 0
I(L) = (M) oftewel L) =1 - I(cilinder) geeft n(2¢*P —2)=1mp? - p
2e —2=5p°

Voer in v, =2 — 2 en v, = 1x%.
De optie snijpunt met 1% <x <8 geettx=1,801...
Dus p = 1,80,
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16 Examentraining

16.1 Algemene vaardigheden

Bladzijde 134
1 @ 0=50geeft 362 =50, dus x= /%,

P_ 23 23 23 ~0.57
3 ey

Q0 36 36x 36'{/%

0 .,

3x_5—3x 8

(Bx—5)3x—8)=10

Ox2 —24x — 15x+40=10

Ox>—39x+30=0

3 —13x+10=0

D=(-13*>-4-3-10=49

x=13+7= 1 _18—7

6 VAT
c cos(a)= ‘%, dus AD =3 cos(a).
iD , diis CD = 3si(a).
BD = /10? — (3 sin(a))* = /100 — 9sin*(a)

AB=AD + BD =3 cos(a) + /100 — 9sin’(a)

=1

sin(a) =

_10a

T 10 e 10e_se 5 5
o = 2 2 b F= 2L 23 2415
T2 ) b= JE T =2+ ) (23 ()t

2 4.2
e y2=A—x,dusy4=A—§ 5. AN
P P Y=
PedaE A8
A
A+B A+ B
5 2—Jx+4 10-5x+4 10-5yx+4 5yx+4-10
2+x+4 2—-\x+4 4-(x+4) X x
g N=at+b
P(5)= 100, dus 16N° = 100 en dit geeft N = 3% = ¥6.25.
P(8) =200, dus 16N* =200 en dit geeft N= {/%= 2.5,

_an_ 12530625

LY 8—5

N=0,159..1+b 3
“S5+h=1}
t=5enN=1 6,25}2’519 04 45 P62

Dus N=0,16¢ + 1,04.

foglo)= =/x)

=0,159...
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h P=aQ }
_ _ 30a=12
O=30enP=12 = {1k

Dus P=0,40.
10 1000

Q-Ri=10,dusRi=§enR o

1000

_R @ 1000
R+1 1000 1000 +Q’
o’

I'=50P5=50-040 "

S

1000 200000
1000+ QO O+ 1000

100 100
VEHIT 172+ (30— x?
De optie minimum geeftx =15 eny =8,821...
De optie maximum geeft x = 5,062... en y = 8,951... en ook x =24,937...en y = 8,951...
8,951...—8,821..

Dus 8.821... =% 100% = 1,47%.

i Voeriny, =

i | /
A&o 6 B

MP? + AP> = AM?
(r—2P+62=1
P—4r+4+36=7

~4r=-4(

=10

Dus de straal van de cirkel is 10.

Bladzijde 142
a AB=1+4=5

cos(a) = ATE geeft AE = cos(a)

sin(a) = % geeft CE = sin(a)
In ACDE is DE* =16 — sin*(a)
DE = /16 — sin’(a)
s=AB—AD=5—AE — DE=75—cos(a) — /16 — sin*(a)
b Voeriny, =|5— cos(x) — /16 — sin?(x) — (1 — cos(x) + g sin%(x)) .

De optie maximum geeft x = 1,5707... en y = 0,0020...
Dus het maximale verschil is ongeveer 0,002.
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0,0606...
e 0/ — 0
0.0736... x 100% = 82,34...%
Dus het werkoppervlak wordt voldoende gelijkmatig verlicht.
Bladzijde 145
(1) geeftv2 =vi +2g(hy — h) = vi + 2gx, dus v= /v + 2gx 22
V, 0
(2) geeft r* =r3 -70 VR +2gx
PR
0 2 +2gx
/ V3
r=rgc g 2
vi+2gx
I—yx+1 2-2yx+1 -2+2x+1
il hx)= 2 = = =f(x) voor x £ 0

114

Bladzijde 143

In ABCM is 1* = (r—18)* + 452
1 =r>—36r+324 +2025
36r=12349
r=65;

Dus de straal is ongeveer 65 cm.

5 _
4x—6
(4x—6)(x—3H =5
42 -20x+21=5
42 —20x+16=0
x2=5x+4=0
(x—1(x—4)=0
x=1lvx=4
x=1 geeft A(1,-25)
x =4 geeft B4, %)

1
x—33

Il

Bladzijde 144

&

a ==
COS(O!) r _ Ispot » Ispot X
Lspot At v 4n P

E= P cos(a)

P=x+d dusr=(2+d%) enr?= (2 +dA)",

[S 0
Dit geeft E = = s
n (v +dH):
b g 300 25 500 25
totaal 4n (252 Lo dz)li' 4 (252 + (40 - ':02)1;-
Voer in y, = T ™

An Rt An 252+ (40— )
De optie minimum geett x = 20 en y = 0,0606...

De optie maximum geeft x = 1,924... en y = 0,0736... en ook x =38,075... en y = 0,0736...

1+ x+l 1-Jarl L-@+1)  «x

Hoofdstuk 16
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Bladzijde 146

a %nr3=33geeﬂr=€,‘%
/81)2
A 32=
A_4n ( e

A

b r(t)=ar+1,5
WO0)=3m- 1,5 =14,137..., dus ¥(10)=1 - 14,137... = 7,068...
11 =7,068... geeft r=1,190...
#(10)=1,190... geeft 10a+1,5=1,190..,
a=-0,030...
Dus r(f) =-0,030...+ 1,5.
() =0 geeft -0,030..1+ 1,5=0
1=48.47...
Dus vanaf 49 minuten,

Bladzijde 147

N=alV }
. _,ra-20=6
V=20enN=6 03, dus N=0,3%

4
V- 703 =150 geeft 70 = %, dus 7= (%) «

1504
go T vt sot 1
T+2 150¢ 150% + 27* 2
o — 4
P +2 1 150° V
A=1440 " N+ d=1440 - 03V - — . = 2432V
. 4+ » 4+
150* das 150* el

16.2 Functies en grafieken

Bladzijde 148
a Stel de lengte van het vierkant is p.
Dan geldt f(1 +p)=p.dus (1 +p—4)y=p
(p=3)=p
B Gp+t9-F=1
pP-Tp+9=0
D=(-7*-4-1:-9=13

7+413 7-J13
P Y

vold. niet

7-+13
Dus de lengte van het vierkant is 2\/_ =31-1/13.
b Ermoet gelden /(4 +p) +f,(4—p)=2"-,
l6+4p+a 16—4p+a 16+4p+a 16—4p+a 8p
+p)+f(4d—-p)= + = - =—=8=2-
S LA = T4 % p ekl
Dus voor clke waarde van a is de grafick van f, puntsymmetrisch in P(4, 4).

¢ Voor fgeldty =1 (x —4)* + 3, dus voor /™ geldt x=1(y—4)* +3
2=(y—4P+6
(y—4’=2—-6

y—4=%/2x——6
y=4+\3/2x——6

Dus f™(x) =4 + 3/2x — 6.
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‘ [9%]

d VoorJf, geldty=%+b, dus voor £, geldtx=y_ 2+b
3 .-
y_24x b
__B
Y 2—x—b
3
= +
YT b 2

fim=f, voorb=2,
6

e fW=3 3
| translatie (-3, 2)
_ 6 __6©6
g(x)~2(x+3)_5+2 2x+1+2

Voor g geldty = ﬁ +2, dus voor g geldt x = Zyi 1 +2

6 = fa—
;T
6
i+ 1=
2y+1 o
gy @ g G0 w8
A x—2 x—2
_x+8
T x4
; -x+8
Dus g‘“"(x)=2x_ 1
Losop J2x—2+1=x
Y2 —2=%~1
2x—2=(x—1y

2x—D=(@x-1)»
x—1=0v2=(x—1)
x=1vx—l=\/§vx—l=—\/§

x=1vx=l+\/§vx=l—\ﬁ
Dus (1, 1), (1 + 42, 1 ++/2) en (1 —+/2, 1 —/2).

Alternatieve uitwerking

Voor fgeldt y = 3/2x —2 + 1, dus voor /™ geldtx= 32y —2+1
Yy-2=x-1
2y—2=(x—1p
2y=2+(x— 1y
y=l+3(x—1)

Losopi(x—1P+1=32x—2+1
e~ 1P =2+ 2%—2
(x—1P°=8(2x—2)
x—1)Y=16(x—1)
x—1=0v(x—1)PF=2¢
x=lvx—1=21vx—1=-2¢
x=lvx=1+\/5vx=l—\/§

Dus (1, 1), (1++/2, 1 ++/2) en (1 — 2, 1 = /2).

Hoofdstuk 16
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52
1m2x—5 lim — Bk
9 BLave L, 6 30 ¢
Dus de horizontale asymptoot van de grafick van fis de lijn y =2,
3x+ 6 =0 geeft x =-2, dus de verticale asymptoot van de grafick van fis de lijn x =-2,
dus de horizontale asymptoot van de grafiek van /™™ is de lijn y = -2.
De gevraagde afstand is 3 —-2 =23,
5
h Loso =2
P p(x=3)
5 .
=2x—6
plx—3)
5
=2(x—3
pe-3) 07
2p(x—3)>=5
5
S o LN I
G35
_ L ———i i
X¥=3+ 2pvx 3 %
S P N
Dusx,=3+ % vx,=3 2
S\ =
lim|{3+4/—)=3+0=3
p—® 2p
1im(3 - in)=3—0=3
p—ro P
Dus limx, =3.
p—o
i De teller moet een factor (2x — 1) bevatten. De andere factor van de teller is dan
(2x —3), want 2x - 2x=4x’en-1--3 =3,
Dus de telleris 2x — 1)(2x —3)=4x* —6x —2x +3=4x>— 8x + 3.
42 —8x+3 _ (2x— 1)@2x—3)
Dus f4(x)=— S —
(x+H(2x—-1) E+4H2x—1)
i (2x-3)2x—1) 2x=3 1-3
IS = M =) a4 lpg T
De coordinaten van de perforatie zijn (3, -:3).
i Voorx<4is UTJC“ 1| =311x+ 1,
dus voorx < 41s f(x) = (-1x+ DEx+3)=-1x  —tx+3enf(x)=-1x -1
limf () = lim(-gx ) =-1-3="1
Bladzijde 152
L inv o 1
a Voorf, geldty—c(x_ 0 + 1, dus voor £."™ geldt x Zp=T) +1
1 =x—1
c(y—1
1
ly—1)=77
1
y—1 _c(x* D

Y=yt
1

b /(1 +p)+fc(l—p)=$+l—g+l=2

Dusff(l tptr(d-p_2_ i

2 g2
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1
+1=
c Losopc(x_l) 1=x
1 = —
ex—1) .
c(x—1)y=1
1
12 ==
(x= 1=
x—1= lvx—l=—\/I
c c
p ol g lvx=l— 1
c @
Dusx,=1- 1
ul.-xA Co

lim x, = lim(l = \/1>=1—0=1
c—w c—w c

A ligt op de lijn y = x, dus ook lim y,=1.

%

Dus het punt S(1, 1) is het limietpunt van A.

a Voor fgeldty=(x+1)—1, dus voor /™ geldt x=(y+1)° - 1
(y+1P=x+1

yH1=35F1

y=3Jx+1-1
Dus g is de inverse van f.
b De graficken van f'en g = /™™ snijden elkaar op de lijn y = x.
Dus los op f(x) ==x.
Dit geeft (x + 1) — [ =x
(F+1P=E+i1
x+1=0vx+1y¥=1
x=-lvx+l=lvx+1=-1
x=-lvx=0vx=-2
De gemeenschappelijke punten zijn (-1, -1), (0, 0) en (-2, -2).

Bladzijde 153
Van de noemer is alleen 2 een nulpunt.
Voor een perforatie moet dus 2 ook een nulpunt van de teller zijn.
Dus px*> +4px +6=(x—2)(px —3)
pxXi+4px +6=px’—3x—2px+6
pxrHapx+6=px*—(2p+3x+6
Hieruit volgt 4p=-(2p + 3)

dp=-2p—3

6p=-3

p=-t

e-2ege—8)  dr—8 g4

) e -0 sl %L 5 5

Dus de perforatie is (2, - 2).

De grafiek van fheeft de verticale asymptoot x = 1%, dus ook de gratiek van g heett
de verticale asymptoot x = 13.
De grafiek van fheeft de horizontale asymptoot v =0, dus de grafiek van g heeft de
horizontale asymptoot v = a.
Dus de verticale asymptoot van de inverse van g is de lijn x = a.
Dus|a—13|=4

a-13=4va—1i=-4

=5lya=2L
a=53va=-2;
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Stel de zijde van het vierkant is p.

Er geldt f(1 + p) =p, dus

1 _

1+pgp

p(l+p)=1

pPrp=1=0

D=12—4-1--1=5
-1+.5 -1-4/5

p=—F3 —VpP=

2

De lengte van de zijde is -5 + 3+/5.

x,=2,dus A(2, 1).

Voor x < 2 geldt f(x) = (-x + 2)(5x + 2) + 1
=12 -2x+x+4+1
=-ix—x+5

Voor x < 2 geldt f(x)=-x—1.
l:y=ax+bmcta=li%nf'(x)=li%n(—x— 1)=-3
xT2 xT2

y=—3x+b}
-3~ 2+5=1
door 4(2, 1) 6+b=1

b=1
Dus /: y=-3x+17.

16.3 Differentiaal- en integraalrekening

Bladzijde 154
i P = gt
0.1¢+3°8
(O,L¢' +3) - 5—5c- 04 054 +15-2¢  -15¢+15

f(x) = (O, 1x4 + 3)2 - (0’1x4 e 3)2 - (0’ 1x4 + 3)2
f1(x)=0geeft-1,5¢* +15=0
=10

x =410 (x>0)
Dus de functie is maximaal voor x = {/10.
b Hzﬁ]geeft
o2+t
dH (C+4T2-20 1303 +4) - 2x (P+4):2-2x- 112
dv (2 + 4y B o2+ 4y
_2+8 -6 84y’
(4 (A

c%=Ogee’ft8—4x2=0

4x2 =8
x*=2
x=42 (x>0)
Dus fis maximaal voor x = /2,
£ B=04+AB= 04 +AD=g+ D) =6+ = g+ Syt

3a\/5

db_ . 2132

da 1-32a%=1 o

db _ _32_

dangeeftl az;-*O
@i=32
a?i=725
a=2*=4

_ » 64 _ .2

a=4 geeft b 4+3.4_2 63

De minimale waarde van b is 63,
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__ 8 _8_ R N
d f(O)—1+\/§ 1 2eng(®=0+2=2, dus (0, 2)is snijpunt,

_ 8
f(x)_l+mgeeﬂ

’ (1+y2x+9)-0-8- 2x+9 2_ P
e (l+\/2x—+9)2 C(L+2x 9P \2x 19

—— -8 __&
F10) (1+\@)2.\@ 163 6
g'x)=6, dus g(0)=6.

Er geldt f(0) - g1(0)= *é + 6 =-1, dus de grafieken van fen g snijden elkaar
loodrecht in het punt (0, 2).
e Voor raken moet gelden f,(x) = g(x) A £, (x) = g'(x).

frEi=g ) gech In+p=1, dus p=1 —2x.

p=1-2xinvullen bij £,(x) = g(x) geeft x* + (1 —2x) - x +2(1 —2x) =x + 5
XHx—2%+2—4dx=x+5
x2—=4x—-3=0
X2+4x+3=0
(x+I)x+3)=0

x=-lvx=-3

x=-1geeftp=1-2--1=3
x=-3geeftp=1-2--3=7

] @ f(x) =xx=x" geeft f(x) = 1337 = 13/
k:y=ax+bmeta=f(p)=l5p

y—12 p-x+b

door P(p, p\p) l‘f b=l
2]—7\/[;

Dus k:y=15p - x—-P\f

k snijden met de x-as geeft 15\p - x=5p\/p

x=3p, dus AGp, 0).
Punt B is (p, 0).
P

o) = jx\/J_cdx — O(AABP) = jxl tdv— O(8ABP) =32 \x] =5 - (p—5p) - VP

0 0
=3P =5 5p NP =3P 3PP =P
PP =4
Pp=60
P°=3600
~ $/3600

Bladzijde 155

b /()= :rcjl(zx6 5>2dx % nf(x ~ZPds

Il

1

Il

0
1
nj36(2x 5y2dx +nj(x 3Pdx
0
[

|36 - ; ¥ 5)71](]) tn [:li(x = 3)3]7

_1 !
“nles] +alie-3)

=n(6—33)+m0+2H=5%n
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b b

c I(L)=nj(§‘/;)2dx thxdx e [3x\/_] =nGb\/b-3
|

1
Los op 3byb~3=17}
2hb=18
b\Jb=27
=33
h=3>=9

: 06 Y
- v e 0
d IL) nj(o,os 1/0’8+25x>dx
0
F [06 V¥
W . o] ek —
De optie integraal geett rca[(0,0S 08+2 5x> dx =0,00502...

Dus /(L) = 0,0050.
e f(x)=6geeftx+x=6
x=6—x
x=36—12x+x2
X —13x+36=0
(x—4)(x—9)=0
x=4vx=9
vold. niet
4 4 4
IL)==[(6* — (x+ \f)z)dx:nj(%—x2 — 20X - x)dr=x[(36 — x> — 2 - x)dv
0 0

= n[36x — 1x° —sz\f—gx] =n(144 — 215 - 252 - 8)=89.Lx

f I(B)=3n- 3 =36m, dus 10%hiervan is 3,61.
3

3
() =xfdy=x[©0 - dv=x[9y 5] =227 -9~ 9p + ) =n(tp> ~ 9 +18)
P P

Los op sp° —9p + 18 =3.6.

Voer in y, =§x P—9x+18eny,=3,6

De optie snijpunt geeft x = 1,8251...
Dus p = 1,825.
p

P
g I(L)=7rj Ky =nfydy =5[] =nzp? -3
1
P

1) =n[(* = »)dy =al5y* - 1] =aGp* ~ 192 -3+ D)
1

Losopsp* —i=1p* —1p* +1 oftewel p? —3p* =3,

Voeriny, =x?—1xdeny, =3,

De optie snijpunt geeft x = 2,7320...

Dus p=2,732.

Bladzijde 160
a a=lgeeftb=1+16=17

1F 2 17
inhoud=n‘j(162—(ﬁ> )dx=n-j(256—@)dx 7 - [256x — 2561 x]]'7
1 1

5

= 1(256 - 17 —2561n(17) — (256 - 1 —256In(1)) = n(4096 — 256 In(17))
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b b=a+AB=a+AD=a+£=a+l6a’%

B
@= — Q1
i 1—8a
db i
d—~0geeft1—8a 0
alr=1
ali=8§
a’=64
a=4

a=4geeftb=4+1—i=12

Dus de minimale waarde van b is 12.

Bladzijde 161 0.52
= — = — B TN
r,=0,01,v,=0,5en g= 9,381 geeft r=0,01 0,52+2-9.81x
- A
“£ (0’01 0,52+2 - 9,81x)dx

0,3

0,57
v 3 N . LN
De optie integraal geeft :rcz[ (0,01 057 +2 - 98lx

Dus de inhoud is 3,2 - 10° m® =32 cm?,

2
) dx=3,165... * 10>

Bladzijde 162

1 3L 3%
. 5 YV
- 1nh0ud=n£(4x_6) dx+1cj x—33Rde= anS(4x 6) 2dx+?rj (x—35)dx

1

=) |y a3 - g

l !
n[ 4(4x — 6)] ¥ n[%(x - 315)3]?5

s L

4

25 -25 .
(4 2 4. 6>+ (0_3(2)3)‘ (8724)+ _*724:“:
Dus de inhoud van het omwentelingslichaam is 7ﬂTf.

-2 _ g
J(x) T+ el 2(1 + Jx + 1) geeft

) =-2(1+x+1)2- 2\/_1 (1+\/xT2 \/_

0= 5=
At +x

glx)= =4x+ 1voorx#0

Dus ke y=4x+1.

f10) 1o, =-5 - 4=-1
Dus de lijn 4 snijdt de grafick van floodrecht.

p P
nf Pdy=n[ (225 -3 dy=n[2.25y -3’ ;=m(2.25p ~ 3 ~ (225 - -15~} - (-L5)))
1,5 =g
=m(2,25p — 1p* +2,25)
Inhoud ijs is 92% van 14,137 geeft n(2,25p — ;-p3 +2,25)=0,92 - 14,137.
Voer in y, =m(2,25x — x> +2,25) en v, = 0,92 - 14,137,
De optie snijpunt geeft x =0,978....
Dus de bol steekt ongeveer 1,5 — 0,98 = 0,52 ¢cm boven het water uit,
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Bladzijde 163

7 f(x) =2 geeft (x) = 2x, dus f{(p) = 2p.

2p-pt+b=p

b=-p?

raaklijn k: y=2px+b
door P(p, p*)

Dus k: v=2px — p*.

k snijden met de x-as geeft 2px — p>*=0
2px =p*
x= % y2

O(L0AP) =3 3p  p* =51

P

p2
OP: y= ?x, dus OP: v =px,

P
oY= (s ~Bde=[1pf -] =ppF - L=
0
XL04P) _ip®
oy Ly 2

] @ fp(x)zp'i'dx—pgeeft];’(x)z‘?\/’:fp

Voor raken geldt f,(x)=x+5 A/, (x)=1

p+\/x—p=x+%/\ L =1

2\x—p
1 !
=1volgt\x—p=3
2\x—p kil s Tp+%=x+i
PTx—p=x+ty ;

X=p=3

Uit

Ook wit \x —p =5 volgtx — p =4, dus de lijn k raakt de grafiek van f, voor elke p > 1,

b Het randpunt van de grafiek van f, is (p, p).
S @=p=1+\x=(p=D=p-1+x=p+1
fop)=p—l+t\p-p+tl=p-1+l=p
Dus het punt (p, p) ligt ook op de grafiek van f, .
¢ [ldoorA(l, )enB(2,2),dus : vy =x.
2 2 2
O(V)=j(j;(x)—x)dx=j(1+,/x—1—x)dx=j(1+(x—1)%—x)dx
1 1 1
% %(x—l)‘;‘—%xz:ﬁ

[x+
[e+3e- DN =T-50f =2+3-2-(1+0-=¢

Bladzijde 164

b b 5
V=n[(fx)Pdx=xfxde=x ;3] = 2G5~ 1ad) =in - (- @)
m=1(a+b)

A=n-(\JmP=n -m=n"3(a+b)
h-A=@b-a)-n-za+b)=n-3(b-a)b+a)=1n- (b~ a?)
Dus V="h- A.
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2 i ) 8 3
—_ + . == . .
- 4321 dA_(lSO4 piel)-asz-asy 150* v
| A=—————g¢ceft—=
2z a4 S TZ 2 P 2
150° (1504 v H)
a4 _ 864 _ 3456 4
av Ogeeftlso4 VA4 +432 150° F4=0
86411 +432 - 1504 — 345614 =0
259214 =432 - 1504
432 - 1504
e~ LI
e 2592
V=958
Bladzijde 165

Als ¥ wentelt om de y-as ontstaat het lichaam K,
Als W wentelt om de y-as ontstaat het lichaam L.
I(L)=1I(bol) = 33

I(K)= nsz dy —3n = njydy —2imi = n[%yz]; —iaP=n i -ins
0 0
L) =I(K) geeft 2 = w2 — 33
tmd =1
1

4o
3r=3
"

=3
8

16.4 Exponenten en logaritmen

Bladzijde 166
| a 50+415-log(4x +3)=382
415 - log(4x +3) =332
log(4x+3)=0,8
4x+3 =10
4x=-3+ 10°8
x=-3+1°1008
x=0,827
b x=40eny=27geeft40 - 27°=c| ,» . 76 _ <. 10
¥=60¢ny =10 geeft 60 - 10b=c}42? 27 =010
0’ =1
b=2"log(1,5)=0,408...
c=60- 10%4%..= 1535 .
Dus b= 0,41 enc~= 154.

¢ F=b-e7 dus e’%=§
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d f(x)=ze +e* geeftf(x)=je —¢*

f(x)=0 geeft ﬁe" =g¥
17 =1
() =4
ef=2
x=In(2)

f(In(2)=5-2+2=1,dus 7(In(2), ) enp=In(2) en g = 1.

= - 2 +
0) - L +(]1n(=2{)j;, s A, 1};)} @ g L3

a-In2(2)=;
g=—1
41n%(2)

e f(x)=In(x*+x)
J translatie (3, 0)
g(ei=In{(¥—3P +4—3)=l{*~6r + I+ 2=~ 5% +8)
f(x) = g(x) geeft In(x* + x) =In(x* — 5x + 6)
X+x=x'-5x+6

6x=6
x=1
Dusx,=1.
— 2 7 - _2x+1 4 )
@) =In( +x) geeft f(9) = 5 Qv+ )= dus /(1) =3,
7 - 1 " == - 2x__5 /i =l
g(x)fln(xz—5x+6)geeftg(x)~m (2x 5)¥x2—5x+6’ dus g'(1)=-3.

S) g =3"—5=—3 #-1
Dus de grafieken snijden elkaar niet loodrecht in A.
f f(0)=0"-¢e"=0eng(0)=In(1)=0, dus de graficken snijden elkaar in de oorsprong.

flr)=xe geeft f(x) =1 e +x - e 3= (1 +x)e’, dus f(0) =1 e =1.

— 1 — el 4 = ,_1
g(x)fln(x_l_ 1)fln(x+ 1y' =-In(x + 1) geett g7(x) Py
(0 g©=1-1=-1
Dus de grafieken snijden elkaar loodrecht in de corsprong.
g Voorfgeldt y = In(x/x), dus voorf™ geldt x = In(y+/)

y=e
,V3 - el\’

dus g’(0)=*%=*1.

2 y - e%x
Dus fi™(x) = e3*
| translatic (2, 1)
gl =eit D+ q
De lengte van 4B is L =g(p) — f(p) =& D+ | — In(p\/p).
Voer in y, = ¢3¢~ 2 + 1 — In(xy/x).
De optie minimum geeft x = 2,1020... en v =0,9560...
De minimale lengte van het lijnstuk 4B is ongeveer 0,956.
h In(x)=0geeftx=1
In(x+/x) =0 geeft x\/x = 1 oftewel x= 1
Ineryx) _ - InGe)

li =N
= s

1L in(x
= lim— ()=1im1§=1§
x—1 11'1(5'5) x—1 ln(x) x—=1

De pertoratie heeft de co6rdinaten (1, 1%).

@& Noordhoff Uitgevers by Examentraining 125



Bladzijde 167
20 e 20-0

= i 00—

De honzontale asymptoot is de lijn y =-2.
3 20=pw_
Los op f(x) =-2, dus 210 2
20— e¥=-2-e¥+20
e4x =2 e2x
er =2
=1n(2)
x=1In(2)

=-2

Dus x, =1In(2).
BC _f(p)—g(p) _In(p)~ (In(/p ity _ In(p)—3In(p)—1 3Fin(p)=1 2In(p)-3

> 30" () in() m(p)  In(p  3n(p)
- 3
L 23 2mp)-3_ 2 ThGp)_2-0_,
pow  31n(p) ln(P)ﬁOO 31n(p) ln(;v)ﬁo0 3 3 ’

BC .
Dus de grenswaarde van —— 3D is 3.
€ f(x)=2"+23 "W geeft f(x) =27 In(2) +2° % - In(2) - 4
S1x)=0 geeft In(2)(2*—4 - 23 4)=0
2x Lo 4 s 23 =0
2= 22 . 23—4x
2x = 25 —4x
x=5—4x
5x=35
=1,dus x,,, =1

A F ojop-st 3 gt ori B
Q)= J@ L [m(z)+ 1n(2)]0“1n(2) 41n(2) (m(z) 4]n(2)>
=2_ 1 1 2 _16-1-8+16_ 23
In2) 8In(2) In2) In2)  Shn2)  8ln()
d FOO)=(+x+ e geeft Flx)=(2x+ 1) e+ (2 +x+1) e -1
=(2x+1-x*—x—1)e~
=(x—x})e™
Dus F(x) = (x> + x + 1)e™ in een primitieve van f(x) = (x —x%)e ™
f(x)=g(x) geeft (x —x*)e¥=x"—x
e~ =) ¢ 1
X—x=0v-e*=1
x(x—1)=0
x=0vx=1

1
o= j(x —xDe*—(x* —x))dx = [(x2 +x+1)e™— %x3 + %xz];
0

o

i 9 _
_§+5_1_

o |w
o |w

=3¢ —5+3- (- 0=

e f(0)=In(0+e)=1
=In{x> +¢)
x+e=¢
xX’=g’—e
2 2
I(L)= nJ dv= j(ey —e)dv=nle’ - ey]f =q(eF~2¢—{e —g))=nle?—28)

1 1
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Bladzijde 17.'-.|
a f(x)=le+2¢ T+ 1 geeftf(x) =ger* - $+2¢ 3 - -L=le¥ -
f(x)=0geeft Le?‘— e =0
et =4
c'=4
x=1n(4)
Dus x,=In(4).
1
b ¢'=4, duse: ‘—\/_ 2ener=— =1
e,x

fn@)y=L-2+2-1+11=31 dus T(In(4), 31).

F0)=%-1+2-1+11=4, dus A(0, 4).
f01=) F]Elx(;)b; 5 C}y =a(x —In(4))* + 3%
— ol — g il
ﬁoo?fj(oj ];11)( W 32} a(0—In(4)y* +3 ;_ i
a - In’(4) =%

_ 1
21n%(4)

4 21111—2(4)(36 —In(4)? +3;

i ! 1
Losopsei+2¢7" + 15— (2 () (x — In(4))* + 3§>=

Voer iny, = et + 2 + 1%—( (x—1In(4))*+3 )eny2= 1.

21n*(4)
De optie snijpunt geeft x = 5,1.

a Voor fgeldt y = In(\/x), dus voor /1" geldt x = In(\/y)
Jy=¢
y= (ex)2 — elr
Dus f™(x) = e**.
b g(x)=3¢”
I(x) = g(x) = f(x) = 5¢** ~ In(\}x)
Voer in y, =3¢ — In(\/x).

De optie minimum geeft x =0,2835... en y = 1,5117...
De gevraagde minimale lengte is 1,512,
¢ In(x)=0geeftx=
In(y/x) =0 geeft \/x = 1 oftewel x =1
In(\x) sl

lim () = lim=p 257 = lim =7 = fim 5 = 3

Dus de perforatie is (1, 2 >

Bladzijde 174
a AP=f(p)—1=In(p?+1)—1en

2
Ble—g(p)=1—1n(p2e )zl—ln(e2)+1n(p2+ D=1-2+In(p*+ ) =In(p>+ 1)1

w
Dus AP = BP.
b y=In(2+1)
+1=
= -1
1
inhoud =2 - 7 - (¢’ = 1)dy=2r - [&" =], = 2n(e 1 = (1 - 0)) = 2m(e - 2)

0
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c y=In@Ex>+1)
| translatie (2, 0)
y=In((x—2)*+ 1) = In(x> — 4x + 5)
Voor het snijpunt geldt In(x* + 1) = In(x* — 4x + 5)
X+1=x"—4x+5

4x=4
x=1
1 2x
= In(x2 s R
J(x)=In(x*+ 1) geeft f(x) 241 211
-
r=r-l
. o , e
De afgeleide van de verschoven grafick voorx=11is /(1 —2)=f (—1)=1 +1=—1.

I - -1=-1, dus de grafieken snijden elkaar loodrecht.

Voor raken geldt f(x) = g(x) A f(x) = g'(x).
f(x)=In(x) geeft [ (x) = % en g(x) = Le - x? geeft g'(x) = % "X

2
f)=gx) geeﬂ%:%.x
xi=e
x= e\/x=—\/6
FJe) = In(e) =L en g(yfe) =3 e =

Dus de graficken van f'en g raken elkaar,

Bladzijde 175

a7, =1050 - 0+ En02 ’(—2 In(?) - %+ 6 9

2In()+6
200 +6_
{
In(f)=3
De maximale temperatuur is 20 + 1050 - e?+ 1879 =20+ 1050 - ¢” = 1070°C.

b Losop 20+345 - log(8+1)=300
345 - log(8¢ + 1) = 280
log(8t+1)= %
8t+1=10:
8t=-1+ 105
t=-g+3 10%=0,685

30
¢ ObijT,,) = (T, 300)dr

0,69

T, (1) =0 geeft

30
De optie integraal van de GR geeft J (7, —300)dr=11929.
0,69
Oplossen van de vergelijking 7., = 300 met de optie snijpunt van de GR geeft t=6,36... en r=6341...
30
Bereken J (T, —300)dr.

6.36...
30

De optie integraal van de GR geett I (T, — 300)dr ~ 14242,

6,36...
Omdat 14242 > 11929 zal gelden ¢, < 30, dus de deur houdt tijdens de natuurlijke brand
geen 30 minuten stand.
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Bladzijde 176
a k=A-ecow
£ k

e 83 = —

- (ﬁ)
83147 "\4

£l 2)-(2) (2
8,314T A A k

Dus E=8,314T - In (%)

=57 . 1072 _ » . ) A ) ( A )
b £=27-107"cen I'=500 geett £=_8,314 - 500 ln(0,027 4157 - 0.027)

A A
—94.101 = = : :
k=24-10"en T=550 geeft E=8,314 - 550 - In (0,24 =45727 + In (0’24).

b 4 o= o fipl o ’ s
Voer in vy, =4157 ln(0’027)en_12 4572,7 ]n(024>

De optie snijpunt geeft x = 7.4 - 10° eny = 9,99 - 10*.
Dus E=1,0 - 10°.

a fx) =2+ 2 geeft f(x) =27 In(2) + 272 - In(2) - -2
f(x)=0 geeft 2* - In(2)=2 - 272 In(2)

2x=2—2x+1
¥=-2x+1
3x=1
Bladzijde 177
! _ 1 _ =
F 1 2% 2 g 2% (21 | 22)
X -2v i, = i 4 - T
b 0= jl i = [ln(2)+ 111(2)]71 In@2) 2 In@2) \In2) 2 In(2)
3
1 3% 27
A T )
- _ 27
O(W) =2k, dus 2k i)
_ 21 .
S 16In(2) 243

a f(x) +fl(x)=x—xln(ax)+x—xln(éx)=2x—x(ln(ax)+ln (%x))
_ ( ( 1 ))_ _
=2~ x| In{ ax - —x =2x —xIn(x?) = 2x — 2x In(x)

S () 2x - 2xIn()
> = 2 =x —xIn{x) = f,(x)

b f(x)=0geett x —xIn{ax)=0
x(1 —In(ax))=0
x=0 v In(ax)=1

vold. nietax =e¢, dus x, ==
L(x)=x—xIn(ax) geeft /,(x)=1—1 - In{ax) —x - é -a=1—In(ax) — 1 =-In(ax)
[, (x) =0 geeft -In{ax)=0

ax=1, dus x,=—

= e, dus de verhouding is constant.

=
(23
Q|~|a o
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Bladzijde 178
@ 8—4x=0 geeftx =2, dus de x-codrdinaat van de knik is 2.
Voorx <2isf(x)=4e* *+8—4xenf(x)=4e* ¥ -1-4=-4e2 -4,
Voorx>2is f(x) =4e* " —8 +dxenf(x)=-4e* " +4.
rc,, = ligf’(x) =-4¢"—4=-8enrc, = lifrzlf’(x) =-4e"+4=0,
b limd4e* *=0

X—»o0

De vergelijking van de asymptoot is y = 4x — 8.

a gl)=f=1 In(x)+x- %u I=In{x)+1-1=In(x)
Los op xIn(x) —x+ 1 =In(x)
(x—1) In(x)=x—1
x—1=0vinx)=1
x=1lvx=¢
b Een primitieve van g is f.
2p

[ geyde =[] =@p) ~f(p) = 2 02p) = 2p + 1~ (pIn(p) —p + 1)
! =2pIn(2p) — pln(p) —p

2p
[ glx)dx =0 geett 2pIn(2p) —pIn(p) —p =0
» P2In(2p) —In(p) - 1}=0
p=0 v In(4p”)—In(p)=1
: (4;?2)
vold. niet In{ —)=1
P
In(4p)=1
dp=e
p-te
Bladzijde 179
a f/(x)=0 geefte™+axe™=0
e™(1+ax)=0
l+ax=0
1
P
X

a= f% invullen bij de formule van f, geeft
; 1 . s
y=xe"=xe! oftewel y= pe2 dus de top ligt op lijn /.
, 1 1 1 1 1 . .
b F/x)= P e + P S O =) g = o gFhaf e Hi— 4 e =xe® =/ (x), dus F, is een primiticve van /.

c fl(x)=éx geeftxexzéx

0

o=](Le—peo s =[r-ri] <[ -seve] =0-0s1-(Helel)ar-2

] 2e e e
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V=20en T=116 geeft 20 - 116" =C . R
V=30en T'=40 geett 30 - 40"=C }20 116" =30+ 40
116™ 30

40m 20

116Y" _

( 40 ) =13

29"=15
m=2%log(1,5)=0,380...

C=20-116"%"=12224..
Dus m=0,38 en C~= 122.

Bladzijde 180
a d=f,,(3)=f,,(0)=5,920... — 1,428...=4,491...
8:4491..
Los op m =0,7.
8-4,491... L
Invoeren van y, = m en v, = 0,7 en de optie snijpunt geeft x =11,491..,

Dus /=~ 11,49.

- 20,51
b /=49,63end=20,51 geeft k= §+20.3

49,63 —4 - 20,512
— £(0) = (a0 + o0y = L _1

- 1.
=0,210..,, dus 5-~2,38.

y= 2,38(60’21"{ + e—0,21x)

1 spiegelen in de x-as

y= —2,38(60’2]x + 670,2]1—)

| translatie (0; 20,51 + ﬁ) = translatie (0;25,66...)
h(x) =-2,38(c021% + ¢021%) + 25,27

Bladzijde 181

- e™— 1000 _0—1000
xs-e €10 0-10
e’ — 10 =0 geeft e*= 10, dus de lijnx = In(10)is verticale asymptoot.
Dus A(0, 100) en B(In(10), 100).

=100, dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 100,

e — 1000

Los op Tl 100
e> —1000=100e*— 1000
e>—100e* =0
e'(¢*—100)=0
e =100

Dus x=In(100) = In(10?) = 2 In(10) = 2x, en dus is Bhet midden van lijnstuk AC.

a Stelx,=p.
Er geldt g =f(p)=g(p + 3).

f(p)=g(p +3) geeft log(\/p) =log((p + 3)\p +3) — |

Voer in v, = log(y/x) en y, = log((x + 3)x + 3) — 1.
De optie snijpunt geeft x =0,389... en y=-0,204... en ook x =4.,864...en y=0,343...
Dus g =-0,20 en g = 0,34.

b CD=g(p)~/(p)=log(p\p) ~ 1~ log(x/p) = log(p‘\g) ~1=log(p) -1
CE =f(p) = log(\/p) = log(p*) = 5 log(p)

Cp _log(p)—1 _2log(p)-2
CE  Slog(p)y  log(p) 2

2 e
o 2log(py—2 . 2log(p)—2 log(p) _2-0
¢ Degrenswaardeis lim ————= lim ————— = Ilim =
pow 10g(p)  log(m—ow  log(p) log(p) = 1 1
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16.5 Meetkunde

Bladzijde 182

7 a De stelling van Pythagoras in ABCD geeft BD? +x* = (x + 1)
B =2 + I +1— %
BD*=2x+1
BD=.2x+1

De stelling van Pythagoras in AABC geeft AB> +x?=(x +3)

(V2x+1+4P+x*=x>+6x+9
2x+1+82x+1+16=6x+9
8y2x+1=4x—8
2y2x+1=x-2
42x+1)=(x—2)
Bx+4=x?—4x+4

x2—12x=0
x(x—12)=0
x=0vx=12

Dus BC =12.
b De cosinusregel in AABC geeft a® = b* + ¢ — 2bc cos(a).

O(ABCD)=1 - a-ta\3=3a\[3 =13 - (1> + 2 = 2bccos(a))

¢ De cosinusregel geeft (x + 5> =x>+ 10> =2 - x - 10 - cos(£LA)
x*+ 10x + 25 =x? + 100 — 20x cos(£4)
20xcos(£LA4A)y=75—10x

_75-10x  15-2x
oS =00 T
15
15—2x X 2 0-—-2

. — 1; — :7l
e T amy R

cos(£A) =-3 geeft £4 =120°, dus de gevraagde limiet is 120°.
d & XFEyE=gy=Jyg=0
x2—8x+3* -2+ 8=0
(x—42—16+(y—12-1+8=0
(=47 +(y—172=9

Dus M(4, 1) en 7, =3,

Stel ry=r,danis MN=r+3, PM=4-renNP=6—1=5.

De stelling van Pythagoras in AMNP geeft (4 — r)* + 5% = (r+3)?
L6 Rpsps st DR =t ppl
~14r=-32
p=2_32
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e x2+(y—1)2=7}

p+(y— 1) =
P y+-1E=1

P+ =2+ 1—T=0

V-y—6=0

(y+2)(y—3)=0

y=-2 v y=3

vold. niet
y=3geeftx’=3, dusx=\3vx=-3.
De snijpunten zijn (y/3, 3) en (-/3, 3).

f m is de middelloodlijn van het lijnstuk AB.

ICp= %=—;—, dusrc, =3.
m:y=5x+h Clapo L
midden van 4B is (15—, 1%)} Solytb=-13

b=-9
m: y ="5x— 9 snijden met ¢ geeft x>+ (5x— 9y —4x —2(5x—9)—8=0
X +25x2—90x+ 81 —4x— 10x + 18— 8=0
26x° — 104x+91 =0
2xr—-8x+7=0
D=(-87-4:2-7=8

8+2.2

4

=243 2vx=2-32

x=

Bladzijde 186

%= %, dus rc,=-2.

AC: y=-2x+ b door A(4, 0) geeft AC; y=-2x+ 8.

y=-2x + 8 snijden met x*> + (v — 3)> =25 geeftx* + (-2x + 5 =25
X+4xr—200+25=25
5x*—20x=0
Sx(x—4)=0
x=0vx=4

a rc,=

Dus C(0, 8).
In het geval je bent vitgegaan van ZB = 90°, dan krijg je C(-4, 6).
b Cis het snijpunt van de cirkel ¢ met de cirkel & met middelpunt 4 en straal 4B.
d:(x—47+y=r| ,_ _
doorB(O), 2) } P=0- 47 (27 =20
Dus d: x* — 8 + 16 + y* =20 oftewel d: x> +y* —8x—4 =0,
12+ (y—3P=25
PR g=05
wFdyt—igy— L=l
2 2 — 4 =
d snijden met c geeft {iz iiz _ f; _ T(::)O
Sx+6r+12=0
6y=8x—12
y=3x-2
y=3x—2 snijden met d geeft x>+ (3x —2)> —8x—4=0
222 -t 4-8x—4=0

25 Alg.
e =0

25 40
M —5)=10
40

_ _3_n
x=0vx=3=5
9
24 4 24 2
x=;geefty=§-;—2=4§

Dus C(4%, 4).
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Bladzijde 187

| a+f+2-90°=360° (volle hock), dus = 180° —a.

De oppervlakte van de lichte delen is p* + g°.
De cosinusregel in de drichock met hock a geeft
r* =p?+q* — 2pg cos(a).

De cosinusregel in de drichoek met hoek f§ geeft

st =p*+q* = 2pgcos(f) = p* + ¢* — 2pq cos(180° — a) = p* + ¢* + 2pq cos(a).
Hicruit volgt 372 + 352 =5(p* + ¢* = 2pg cos(@) + 1(p* + ¢* + 2pg cos(@)) = p* + ¢*

Dus de oppervlakte van de donkere delen is gelijk aan de oppervlakte van de lichte delen.

Bladzijde 188

" a In AADNis AD*+ DN? =2,

In AADM is AD*>+(DN—1)*= 12,

AD*+DN*=72

{AD2+ (DN-1=1*

DN>—(DN-1y=r-1

DN?—(DN*-2DN+1)=r*—1

DN?-DN?+2DN-1=#-1
2DN =1

DN =37

b DM=DN-1=37-1

CD=1CM=1(r—1)

DM =CD geeft 57— 1 =3(r— 1)
rr-2=r—1
rP—r—1=0
D=(-12-4-1--1=5

1+5 1-4/5
r= ) VFE= )
r=1+1J/5 vold. niet

Dus r=3+3/5.

. Stel de straal van d is gelijk aan .

Zie de figuur hiernaast.

In ANPM is (14 — r)* + 82 =(r + 10)
196 — 287 + 12 + 64 =12 + 207+ 100
-48r=-160
r=3;—

Hoofdstuk 16
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2] a cx?+y?—éx—4y—12=0

Bladzijde 189

a In AM\M,M, geeft de cosinusregel
(r+2P2=8%+(r+6)y>—2-8-(r+6)  cos(LM,MM,)
PAdr+4=064+2+12r+ 36— (16r+96) - cos(LM M,M,)
(161 +96) * cos(LM M,M;) = 8r+ 96

8r+96 8(r+12) 412

COS(LMMMy) = 16 96 " B2 12) 27+ 12
12
1+—
b lim r+12—1im r—1+0—l:

im0 2r 12 iom, 120240

Dus cos(£M,M,M,) =1 en dit geeft ZM MM, = 60°.

¢ Stel M\ P=p.

In APM\ M, is 1 + p* = (r + 2)*
P4+pr=r+d4r+4
pr=4r+4 . (1)

In APM,M, is 12+ (p + 8)* = (r + 6)?
Ppt+lep+64=r>+12r+36
PP=12r—16p—28 ... (2)

Uit (1) en (2) volgt 4r + 4 = 127 — L6p — 28

16p = 8r—32
p=5r—2..03)

Uit (1) en (3) volgt Gr—2)>=4r+4

P -2r+4=4r+4

L2 gr=0
ir(r—24)=0
r=0 v r=24
vold. niet

Dus »= 24,

Bladzijde 190

Snijden van de cirkel x* + (y — r)* =#% met de parabool y =x* geeft y + (v —r)? =42
vy =2yr+ri=y2
Y+(1-2rp=0
wWy+1-2r=0
y=0vy=2r—1

Omdat y =x? is x> = 2r — 1 en deze vergelijking moet twee oplossingen hebben,

Dus 2r — 1 > 0 oftewel r > 1.

P(p, p(p—3Y +2) en A(7, 0) geeft AP=/(p — 77 + (p(p — 3P + 2)?
Voer iny, = \/(x — 7)2 + (x(x — 3)2 + 2)2.

De optie minimum geeft y =4,349..,

Dus de minimale lengte is 4,35.

16.6 Vectoren en bewegingsvergelijkingen
Bladzijde 191

X—6x+)?—4y—12=0
e~ {p—2P—4— 12~0
(x=3P+(y—2)°=25

Dus M(3,2)enr=35,
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y=06geeft (x -3 +16=25
(x—3=9
x—3=3vx—3=-3
x=6vx=0

Dus A(0, 6) en B(6, 6).

v=-1geeft (x -3y +9=25
(x—3P=16
x—3=4vx—-3=-4
x=T7Tvx=-1

Dus C(-1, -1) en D(7, — 1).

)= () oe-() -4

R, 4]
cos(£BMC) = cos(L(MB, MC)) = 3 > =-3,

dus ZBMC= 163,7°.
b PQ—t1+30)
APP= (2 =P+ (Bt— 32 =4—4+2+92 -3t +1=102—Tr+ 4}
BPY=(-t—2P+ (31— 2=+ 4+ 4+ 92— 15+ 65 =102 — 11z + 10}
AP? = BP? geeft 102 — 7t + 45 =102 — 11+ 10}
4t=6
:1%
= 11 geeft P(, 5)
— (5) (1} _(4
‘ AB:(l)_(o)z(l)

P(p, sp* — 13p + 1)op de grafiek van f.

— p 1 p—1
AP:(L 2l )‘()=(1_ 21 )
T 2! Ly vl | 0 ape—lpl

Er moet gelden AB - AP =0

4 p—1
11 1 =i
1 - Lptl

Hp-D+ip-Tap+1=0
dp—A+ip—lip+1=0
s +23p~3=0
pPrP+1p—12=0
(p—D(p+12)=0
p=1lvp=-12
p=1geeft A(1, 0) en p =-12 geeft P(-12, 52).
d P(1+241+9)
d(P, x-as) =1 +1|
31 +20+4(1+0—12| |3+6:+4+4r—12 [10:-5]
d(P, k)= = = =
N7 5 5
d(P, x-as) = d(P, k) geeft |1 + | =|2¢— 1|
l+t=2t—1v1+t=-2¢t+1
-t=-2v3t=0
t=2vit=0
t=2 geeft straal =3 en ¢ = 0 geeft straal = 1.
e Lijn/door A(-1, 1) loodrecht op &: 4x+ 3y =12,
L3x—4y=c| _ _
door A(-1, 1)}‘:“3 B
Dus /: 3x — 4y =-17.

|26—1|
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k snijden met / geeft het punt P.
{4x+ 3y=12 ‘431‘ o {16x + 12y =48

Py Sx-lay=2l,
25x =27
o 29
1) x_ET,’
x:gen4‘x--3}!:12 geeft4‘ﬁ+3}‘:12
3y =12
25
_ 64
AT

Dus P(13, 253).
f Cirkel met middelpunt 4 en straal 5.
Dit geeft de vectoren ¢, en ¢, op .
Met de parallellogramconstructie vind je b, en b,.
Zie de figuur hiernaast.

Bladzijde 192
a ax=3x geeft a%x = 322
x=0v J—lx =qa’
x=0vx=4a*
Dus S(4a?, 2a°).

—  [-4a* — == (24
SO = (—2a2)’ dus SP =50, = (7 4a2).

— — — (4 2a*\ 6a2) g
OP=0§ +5P = (2a2) + (—4a2) = (—2a2 , dus P(6a”, -2a-).
3p—3)

b Stely,=p, danisx,=3p—3 ena"z( w

— — [ p
PO =OFy (3p = 3)
d.=_> —nv: 3p_3)+( P )=(4p—3)
00=0P PO ( p 1 \sp+3) Lop+3
x=4p-3 ‘1‘ x=4p-3
{v=—2p+3 p| E0EL {2y=—4p+6 .
x+2y=3
Dus [: x +2y=3.
¢ x(H=3F+2t—3 geeftx(f)=1+2
W= —2t+3 geefty(t)=1—2
V() = JE 2P+ (=27 =P+ +4+2 -4 +4= 20 +8
De minimale snelheid is /8 =2/2 voor £ =0.
d x()=0geeftr?—4=0,dust=2vir=-2.
t=-2 geett het punt 4(0, 16).
x(f) = — 4 geeft x(t) = 21, dus x'(-2) =-4.
W1y = (1 — 2 geeft v(1) = 2(1 — 2), dus 1(-2) =-8.
De gevraagde snelheid is v(-2) = \[(x(-2))2 + ((-2)7 = (4P + (-8)2 = /16 + 64 = \[80 = 4,/5.
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= _fL+3fy_ {6y _[d—5

e P(l+3t,5+t),dusAP—(5+t) (0)—(”5).
3t—=5) (3} _
APJ_l,dus(HS) (l)uo

33t—-5+t+5=0
9—15+t+5=0
10=10

=1

i= 1 gecft P(4, 6) enﬁ=(2)—(2)=(3)é(?)
7= (0)-)-(5)~ )
)0 s s

cos(£LABP) = \/_ \/_ \/_ \/_

Bladzijde 196
| a y=axsubstitueren in (x — 1) + )% =1 geeft (x — 1)* + (ax)’ =1
X=2x+1+a**=1
(@®+ x?=2x
x=0v(@®+1x=2

dus ZABP = 60,3°.

x=0\/x=az_~_1
ol
9 da Nz | @+l
DU.SS( JEET 2_H)enSO— 2
a+1
2 2a 2a+2
T |t 2 o | a*+1 at+1
OP =08 +80; B D) ——
a+1 a+1 a’+1

2a+2 2a—2
21 P ey
b De cirkel gaat door O(0, 0) en heeft dus een vergelijking van de vorm x* + y* + mx + ny = 0.
a=1 geeft P(2, 0) en dit geett 4 +0+2m +0=0, dus m =-2.
a=-1 geeft P(0,-2)enditgeeft 0 +4+0—-2n+0,dusn=2.
Dusx2+y - 2x+2y=0.
2a+ ,_@+1) 2-Q2a+2)-2a 282+2-4a>—4a _-2a>—4a+2
€ xpm T geett - @+1) @+ (@+1)
xp'=0geeft-2a’—4a+2=0
a*+2a—-1=0
D=22—4-1--1=8

Dus x,=

-2+8
a= 2(=—1+\/§va=—l—ﬁ
XD
|
|
/i\
R O—1I+\j§ g

Dus x is maximaal voor a =-1 + /2.
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P(p, 2 +27%)

— P s p—1
AP _(2p+22p) (241)_(2P+22P—2§)

o= 2)-()(!
45 \23) g
AP 140, d GOTRI BY IR
Q. dust a2 —9t) |11
p-l+1@+2%-29)=0
Voer in y; =x — | + 112(2* + 22— 21) en gebruik de optie nulpunt.
Je krijgt x =-0,674..., dus de x-codrdinaat van P is ongeveer -0,67.

Bladzijde 197
a AB = (8) - (g) = (_62), dus een normaalvector van de middelloodlijn van AB is (_31)

Het midden van 4B is (3, 1).

Ix—-y=c

door(i’y,l)}(’u?’q_18

3x —y =8 snijden met & geeft 3(2 +40)— (1 +50) =8
6+12t—1-5t=8
7%3
=12

=3 oeeft P2+3-4,1+3-5)= P(37,3?)

b P(2+4t 1+5¢)
d(P,y-as)=2+4¢
02

rcmzmzf% en m door A(0, 2), dus m:y=7;x+2 oftewel m: x + 3y =6.
(P m) |2+4t+3(1+50-6] |19¢—1]
- =
’ J12+32 V10
[19x — 1]

Voeriny, =2 +4xeny, \m
De optie snijpunt geeft x =-0,168... enx=1,153...
Tnvullen in 2 + 47 geeft 1,327... en 6,613...

Dus de stralen zijn 1,33 en 6,61.

1 e O (Y
P(p,—5p+3) geeft OP*(—%p-&-?;)

1
oP -op, |3
p

P — P 3p—3)_(13p-3
g=0P+O0P =| | +[2 =| /
-ap+3 P apt3

x—1%p—3‘ glzp 3

y=§p+3 3v—lzp+9
x—3y=-12
—By=-x—12
y=3x+4

Dusm:y=§x+4.

¢ (x— 1472 +(y—8)>=100

¢ snijden met de x-as geeft (x — 14)* + (-8)> =100
(x— 142 =36
x—14=6vx—14=-6
x=20vx=38

Dus A(8, 0) en B(20, 0).

et b9 ()-8

Dus Z(12, 23).
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| . (x— 1+ (y—T)P*=25
x=teny=2¢t

Bladzijde 198
a x()=3~2+1+1geeftx()=61+1

V()=32—t+1 geeft v(1) =6t 1

wf)=J(6t+ 1)*+ (6t — 1P =362+ 12t + 1 + 362 — 12t + 1 = /722 +2

De minimale snelheid is /2 voor ¢ = 0.

De vergelijking y(¢) = 0 heeft één oplossing,

dus de discriminant van a” — ¢ + 1 =0 is gelijk aan nul.
D=1-4a

D=0 geeft 1 —4a=0,dusa=j.

x(=0geeft 1 —~=0,dus t=1vi=-1,

t=-1 geeft O(0, 0) en r=1 geett A(0, 4).

X =-2teny(®=2(1+1)

x(1)y=-2eny(1)=4

De gevraagde snelheid is v(1) = \[(-2)* + 42 = \[20 =2,/5.

x+y=1-FP+(1+P=1-F+1+2t+£=2+2r=2(1+1)
2 2 2

£x=+(31;)+ [)22(1 +O =4(1+1) } Py

Bladzijde 199
a ZCBP=90°, dus B op de cirkel met middellijn CP.

Dus middelpunt M (-4 +2), (-4 +3)) = M(-1,-1) en
MP =(2—-1P+(3--3P=9+12;=213
Dit geeft van de cirkel de vergelijking (x + 1)2+ (y + 1> =213,

D(4,-8) en P(2, 3) geeft DP = (2) B ( 4 ) _ (_2)

()

O(4—2t, -8+ 117) en C(-4, -4) geeft CO = ( 4= 21;) - (‘4) - (

8—2¢ )
-8+11 -4

-4+ 11¢
=2 8—-2r ) _

CQ L DP geeft (11) (—4+llr)_0
“2(8-20+11(-4+11H=0
-16+4t—44+121t=0

125t =60
=12
t=735

132

=12 geeft O(4 — 2, -8 + 12) oftewel 0(32, -22).

¢ Noem de bij zijde CD horende hoogte 4.

O(ABCD)=CD - DA
1

O(ACDQ)=3CD - h % =2. py

O(ACDQ) =12 O(ABCD)

Dus DQ =3 - DP.

¥ 24 2
@’:@’+@’=@'+§~ﬁ=(4)+§-(121)—(_:)+(£)=(23)
3

-8
BusiiZ2, -3}

}(1—1)2+(21—7)2=25
=g+ 40— 28 +49=25
5/A—30+25—0
F-6t+5=0
(t—1D(—-5=0
t=1wit=5

De snijpunten zijn (1, 2) en (5, 10).
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Bladzijde 200

a Tecken de cirkel met middelpunt het eindpunt van ﬁz en straal 6.
De snijpunten van de cirkel en de kustlijn zijn de eindpunten van de vectoren w,.
Teken parallellogrammen met zijde w, waarvan de vectoren w, diagonalen zijn,
Teken de vectoren w,, zic de figuur,

zee

Bladzijde 201

b | / d
4
s
4
W(i}o £

4

zee 4

land

ZAO0C=60°+45° =105°, dus LOAB =180° — 105° =75°.

De cosinusregel in AOAB geeft OB = 04>+ AB*—2 - OA + AB - cos(£LOAB)
OB =5%+3* —2 53 ~c0s(T5%)
OB*=126,23...
OB=5,12...

Dus de gevraagde snelheid is 5,1 m/s.

Bladzijde 202
a Het midden van CSis (3(0 +2), 3(4 +2)) = (1, 3).
c: (x =3+ (y—2)=r*door A(4, 0) geeft
P=12+(2P=5dus c: (x— 32 +(y— 20 =5
AC: y=-x + 4 snijden met ¢ geeft (x —3)* + (x +2)*=5
i+ 0tx? - Bebd=b

2¢2—10x+8=0
2=5x+4=0
(x—Dix—4=0
x=1vx=4

xp=1geeftv,=-1+4=3, dus F(1, 3).
Dus F is het midden van CS.
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MG-W=(2)'(1) -2+2=0, dus Z(MG, MA)=90°.

Z(MF, MB)+ Z£(MG, MA) = 90° + 90° = 180°
Dus de oppervlakte van de twee sectoren samen is gelijk aan de helft van de
oppervlakte van de cirkel,

fa AlspP op k ligt, vormen A, B en P niet de hoeckpunten van een drichock.
k: E-FE_ 1 oftewel x +4y =40
k snijden met m geeft 18 + 5r+4(30—37) =40
18 +5¢+120—-12t=40
-7t=-98
=14
Dus P(88, -12).

i E;:E_E:(lmsr)_(o)=(18+5:)

30-37 \10) " \20 -3¢
== =2 [18+5f (40} _[-22+5¢
e (3073r) (0) (30731,‘)

AP LBP geeftﬁ “BP =0
C8+51.(22+5130
20— 3t 30 —3¢
(18 + 5)(-22 + 5t) + (20 — 31)(30 — 3) = 0
-396 + 901 — 1107 + 25/ + 600 — 601 — 90t + 9~ =0
3472 - 170t +204=0

-5t+6=0
(t—2)t—3)=0
t=2vit=3

t=2 geeft P(28, 24) en AP = /980 en BP = /720, dus AP # BP.
t=3 geeft P(33,21)en AP =/1210 en BP = /490, dus AP # BP.
Dus drichoek ABP is nict gelijkbenig, dus zo’n positie is er niet.

16.7 Goniometrie
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a cosi(x)+ 13 =/3 - sin(x)
1 —sin?(x) + 13 = /3 - sin(x)
sin?(x) + /3 * sin(x) — 25 =0
Stel sin(x) = u.
u+ 3 u-25=
D=(3P-4-1--27=12

\/’5’+2\f \3-2\3

U= 2\/_ M—T=_1% 3
Sin(X):E\/g

x=in+k-2nvx=3n+k -2z

xin [0, 27] geeftx=3imvx =31
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b De omtrek, dus ook de straal, van c is drie keer zo groot als de straal van de eenheidscirkel.
Dusr=3, M(4,0)ena=4.
De amplitude is 3, dus &= 3.
De omlooptijd is 30 seconden, dus ¢ = % =i,

Q gaat stijgend door de evenwichtsstand op =3 =71, dus d = 73.

sin(z + ";n) + sin(f — :—171.')

cos(r+ ‘]5—1:) + cos(t— én)
sin(f) cos(3m) + cos(f) sin(37) + sin(f) cos(3 ) — cos(7) sin(5 )

* cos(t)cos(tm) — sin(r) sin(tm) + cos(r) cos(Lm) + sin(7)sin()

_2sin(cos(im) 2sin() 522, o
 2cos()cos(tn)  2cos(r) - 13 = tan(7) NG V6 - tan(r)

Dus a =1,/6.

d s=15—cos(3r) — cos(r) geeft
s’=v=sin(37) - 5 — scos(?) - -sin(t) = 3sin(3 1) + + cos(t) sin(7)
Voer in y, = 1sin(3x) + & cos(x) sin(x).
De optie maximum geeft x = 3,8409... en v = 0,7160...
Dus de maximale snelheid is ongeveer 0,716 m/s.
e f(x)=2+sin(x) — cos*(x) geeft
F(x) = cos(x) — 2cos(x) * —sin(x} = cos(x) + 2 cos(x) sin(x)
f(x) =0 geeft cos(x)(1 +2sin(x)) =0
cos(x) =0 v sin(x) =-1
x=%1t+k . TEVX:*é?T+k Anvx= lén+k - 2n
xin [0, 27] geeft x :%:rc vX= 1%7: Vik= léﬂ vx= 1%1{
De toppen zijn (37, 3), (157, 1), (Izm, 3) en (137, 3).
f 1-sin’(x)=0 geeft sin’(x)=1
sin(x) =1 v sin(x) =-1
x=%n+k'2:rcvx: 1%n+k “2r
x=lmtkom
cos(x) + (cos(2x) + 1) =0 geeft cos(x) =0 v cos(2x) =-1
x=;—n+k'nv2x=ﬂ+k'2?r
¥= IETC +k-m

Dus voorx=%1c+k . :rckrijgje%.
1 — sin?(x) cos’(x) cos’(x) 1

Jx)= cos(x) - (cos(2x) + 1) cos(x) - (2cos*(x)— 1 +1) B cos(x) * 2 cos*(x) " 2c0s(x)

Il;n;Ir T bestaat niet, dus de grafiek van f'heeft geen perforatie.
Ccos*(x)— 1 -sinf(x)  -sin(x)
9 f()= sin(2x)  2sin(x)cos(x) 2cos(x) Al

sin(x) # 0 en x tussen 57 en 157 geeft x # 7.

, _ o osin(y) 0
xlgr;f(x) - J}I—I;l: 2cos(x) 2 ¢
Dus de perforati is A(r, 0 . S0

us de perforatic is A(m, 0) en g(x) = Zcos®)

, . 2cos(x) - —cos(x) +sin(x) - -2sin(x) -2cos*(x)—2sin*(x) -2 -]
gw)= 4 cos(x) 4 cos?(x)  4eos¥(x)  2cos(x)

7 _ 1 =_l -
g'(m) 2 1P 3, dus re, =2.

/cclojc;)rz Al(::of))} 25 0=1)
: b=-2n

Dus k: y =2x — 2x.
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h f,(x)=3p geeftcos(x) =3, dus x =3

o) = j(pcos(x) 1p)dv=[psin() ~ 1px]," = psin(im) ~ gmp ~ 0

oy= 2 geeft p(sm(3 )~ 61[) =2

P\3—5m=2
2
T o584
g 2 3- 675
Bladzijde 204
a  A(2cos(?), 2sin(f))
B (s o=t 2 )2
BA = ( 2 sin(f) ), dus BA, = (4 - ZCOS(I)) 0/ \4—2cos(r)] \4—2cos()

b Los op |sin(2¢)] =|sin(7)]
sin(2¢) = sin(f) v sin(2¢) = -sin(?)
sin(2f) = sin(7) v sin(2¢) = sin(-7)
2t=t+k 2nv2t=m—t+k 2mv2=-t+k 2nv2=m+it+k2m
t=k-2nv3t=ntk - 2nv3t=k-2Znvi=n+k-2n
t=k- 2nvt=%n+k‘§nvt=k-%nvt=ﬂ+k'2n
tin [0, 2n] geeﬂr=0vt:ﬂvt:2nvt=§nvt:1§7cvr:§:rcvr= 1%1:
Het vierde tijdstip is £ = 157.
¢ (1) =0 geeft sin(r) + cos(2£) =0
sin(f) = -cos(21)
cos(t — +7) = cos(2¢ + )
E—%T[=2t+ﬂ'+k‘ZHVI—%HZ*ZK—T['F]C‘ZTE
~t=1in+k-2nv3t=-in+k-2n
t=*1%n+k'2nvt=*én+k‘§n
tin [0, 2] geeftr=3nve=lgnvi=13in
t,= lzmen t,= I3, dus het duurt 121 — 1z = 37 seconden.

e -3 sin()
d v(= (cos(t) g sin(2r))

= Lo o
t, = lzm, zie vraag c.

-3 sm(l ) -f% 3
vi5m = cos(lim) - 2sin(2Lm) | \-L3-2-L/3]

De snelheid in 4 is v(1i1) = \/(5)2 + (’2\/_)2 = \/Z + T: \/_: 3 m/s.
B -2 sin(2¢ — ) _ 25in(20)
& V= (2 sin(f) cos(r) + 4 cos(4t)) N (Sin(2r) +4 005(41))

Sl 2sin(37) [ 21 Y_(2
V(4TC) - (sin(éﬂ) + 4008(75)) (1 +4 - *1) (73)
o Zsin(léﬂ) {21 Y (2
vGm) = (sin(l%n) +4cos(3n)) - (—1 +4 ¢ —1) - (‘5)

(2) (—é) -4+15 11

cos (4(;(:'1 ), V(4 m)) = \/_ \/_ ﬁ \/F

De gevraagde hoek is ¢ = 55,5°.
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z=1 - cos(f) + gsin’(f) geeft % = sin(7) + 1 sin(7) cos(?)
Voer in y, = sin(x) + 3 sin(x) cos(x).

De optie maximum geeft x = 1,344... en y = 1,029...
Dus de maximale snelheid is 1,03,
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x(f) = 0 geeft sin(2¢) + sin(£) =0
sin(2¢) = -sin(t)
sin(2f) = sin(-7)
2=-t+k-2nv2=n—-t+k 2n
Ji=k-2nvi=n-+k 2n
t=k-3mvi=n+k-2x

0<t<mgeeftt=3n

x(£) = c0s(2f) - 2 + cos(r) en y'(£) = -sin(f) geeft v(£) = (2 COS(_?“S?H Z;)COS(I))

3@ = 2cos(13m) +cosGm)) _(2--3-3) [ -13

’ ~sin3m) -5V3 ] V3

Dus de snelheid in B is /(- 127 + (-3/3)? =3 +3 =3,

Er is een perforatie als 1 + cos(2x) =0 A cos(x) =0
cos(2x)=-1 Ax=in+k =
X=m+k-2mAX= Ttk T
x=in+k-max=in+k-=

x=%:rr+k‘:rc

. {1 +cos(2x) . (1+2cos?(x)—1 . {2cos(x)
lim|\————+1 )= lim|—————+1 )= lim +1
xola\  €os(x) x—in cos(x) o\ cos(x)

= lim (2cos(x)+ 1)=2-0+1=1
X 4T

. (1 + cos{2x)
x—lin\ €os(x)
Dus de pertoraties zijn (%n, 1) en (l%n, 1).

+1)= lim (2cos(e) + 1) =2+0+1=1
x—=

a f(x)=6sin(x) — cos(2x) geeft f(x) = 6cos(x) + 2 sin(2x)
f(x)=0 geeft 6cos(x) + 4sin(x)cos(x) =0
2cos(x)(3 + 2sin(x))=0
cos(x)=0 v sin(x)=-13
x=1n+k-mgeen opl.
b f(l3m—1)=-3,6579...
De gevraagde afstand is 5 — 3,6579... = 1,34.
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S 2n _
a Voeriny =125 cos(,Msx) en v, = 40.
De optie snijpunt geeft x = 147,62... en x = 596,37...
De droogligtijd is 596,37... — 147,62... = 450 minuten.

b De grafick van 4 is symmetrisch in de lijn 1 = 5.

t,+1i, =745
Dus{2 !
L—t;=D -
2t,=745-D
f1=7££—%D

) = 2m a5 >: (_L>
z=h(t,) 125005(745 ——3D))=125cos|n 745D
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= . 9 _ 25¢in(n—-"p). -t 12w [ ®
€ z= 125005(7: 745D)geefth 125sm(rr 745D> 745~ 745 Sln(TC 745)

dz 125n < 125w g 125n

[dD]Dzsns 745 ° (“ 745 "2 12 5) a5 SnGm =70
) .. . 745

Dus de helling bij figuur 16.137 is 1250 1,9

D=8-10°2+1,72+3725 geeft %= 24-10%2+1,7

b _

|:dz:|z=07 1,7

Dus de helling bij figuur 16.138is 1,7.

g(x)=0 geeft 3 - \/ﬂ=
V2x=3
2x=9
x=4% dus x, =41

f(x) =3 cos(2x) — \/2x geeft
. 1 . 1
™) =-3sin(2x) - 2———"+2=-6sin(2x) - —
) (2x) W (2x) o
Los op /' (x)=0.
; 1
Voer in y, =-6s8in(2x) — —,
my, 1 ( ) \/ﬂ
De optie nulpunt geeftx=1,617..., x=3,108... en x =4,739...
Dus x, =4,739... en dit is groter dan x, = 4,5, dus B ligt rechts van A4.
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a x(r) = cos(?) + sin(21) geett x(¢) =-sin(7) + 2 cos(27)
¥(1) =2 cos(t) geeft y'(¢) =-2sin(r)

V(D) =0 + (V(0)* = V(-sin(?) + 2 cos(20)* + (-2 sin(r))*
Voer iny, = \/(-sin(x) + 2 cos(2x))* + (-2 sin(x))>.
De optie maximum geeft x = 1,57... en y = 3,60...
De maximale snelheid is 3,6 m/s.
b 1(r) = x(¢) geeft 2 cos(r) = cos(z) + sin(27)
cos(r) = 2sin(z) cos(r)
cos(r)=0v 2sin(r) =1
cos(t) = O geeft O
sin(r) =1 geeft 1, =tment,=2n

De beweging van 4 naar B duurt 21 — 7 = 37 seconden,
2cos(t+m) — 2cos(?)
cos(t + m) +sin(2(¢ + m)) — (cos(?) + sin(21))
-2 cos(t) — 2 cos(t) -4 cos(t)
N -cos(?) + sin(2¢) — cos(r) — sin(2¢) T2 cos(f)
Dit is voor elke ¢ met cos(r) # 0 gelijk aan 2 en dus onathankelijk van 7.

) Ay
¢ helling= T

Bladzijde 213

De omtrek van ¢, is 27 =27 - 5 =7, dus de omtrek van ¢, is 47 en dus is de straal van ¢, gelijk aan 2.
Dus [=2.

Het middelpunt van ¢, is (0, 13) en de evenwichtsstand van Vols 13, dus k=13,

Een rondgang van O duurt 12 seconden, dus m = % = én.

Het punt Q gaat een kwart periode na /= 0 omhoog door de evenwichtsstand, dus n =3,

a Er moet bewezen worden dat cos(n — a) sin(2(n — a)) = cos(a) sin(2a).
cos(m — a) =-cos(a)
sin(2(x — a)) = sin(2x — 2a) = -sin(2a)
Dus cos(nt — a) sin(2(m — a)) = —cos(a) * —sin(2a) = cos(a) sin(2a).
Dus beide punten bevinden zich recht boven elkaar en dus is de lijn door de punten verticaal.
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b Er moet gelden |[y(0)] =2 - |x()].
\cos(£)| =2 * |cos(#) sin(27)|
cos(f)=0v 2 - [sin(2f)| = 1
cos(f) = 0 geeft r=1m v £= 137 en deze laten we buiten beschouwing,
|sin(20)| =3
d=intk-wv2a=intk-n
t=gn+k-invi=3n+k-in
0<r<2mgeeftr=gnvi=Snvi=lgnvi=lgavi=3nvi=pnvi=13nvi=13n
Het vierde tijdstip is £ = 37,
—  [cos(i)sin(2 . {-32-1) (32
c OP£=( IS )),duSOP;n= i = 21\/_
cos(7) -2 ) 2
x() =-sin(r) - sin(2r) + cos(f) * 2 cos(2r)

St (2 cos(f) cos(2¢) — sin(r) Sin(Zt))

fsin(t)
2cos(3m)cos(13m) — sinGmysin(1zm)| _ (2 -3¢2 - 0-3¢2--1) _ (32
vien) = B 1 =11
sm(4 ) 2\/E 2
Dus voor t = %n geldt WJ =v.
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sinfa — ) sin(a)cos(f) — cos(a)sin( B)
a tan(a—f)= =

cos(a—pf) cos(a) cos( ) + sin(a) sin( )
Delen van teller en noemer door cos(a) cos(f) geeft
sin(e)  sin(f)
cos(@) cos(f)  tan(a)— tan(f)
e = A = Sine)sin(f) 1+ tan(e) - tan(f)
ok cos(a)cos(f)

75_27
tan(a) — tan( ff) T 75x—27x 48

B ()= BT e panl) gl ) T8 BT BT U B
X X

1+—
48x
c glx) = 212005 2025 geeft

_(?+2025) - 48 —48x - 2x _ 48+ +97200 — 96x7 _ 97200 — 48>
(x? +2025)? (x? +2025)? (x? +2025)?

g'(x) =0 geeft 97200 — 48x* =0
48x*=97200
x2=2025
x =45 (x =-45voldoet niet)
De afstand is 45 meter.
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a0 f(x)= 2 geeft sz( ) =2
cos(x) = -sin(x) * /2
cos(x) = (1 — cos2(x)) - \/2
cos(x) = cos¥(x) - 2 — /2
c0s2(x) * 2 — cos(x) — 2 =0
Stel \c/gs(x) = zi/_
W \2-u—+2=0
D=(19%-4-2--\2=9

1+3_ 4 _1-3_ -2 1
=——== ——=-72
22 22 = {8 ¥4 T2 22 B2
cos(x) = \/fvold niet v coq(x)—ﬁ
x=3n+tk-2mvx=-3n+k 2%

- =14
Dus x,=3menxy = 137,
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b Er moet een waarde van x zijn waarvoor cos(x) =0 A p — sin’(x) = 0.
cos(x)=0geeftx=fn+k m
Voor x=3m+k * 1 is sin¥(x) = L.
Dus de noemer wordt dan O als p =1,
cos(x)
h= 1 — sin?(x)
y cos(x) . cos(x) 1
xILrIZIIc 1 —sin 2()6) rlan;t COSz(JC) a xlﬂ[?u CDS(JC)
Deze limiet bestaat niet, dus er is geen waarde van p waarvoor de grafick van f,
een perforatie heeft.

c f,(0)= —0 —;, dus P(o, }l?)
Jm) = _0 = *l, dus Q(TE, i)

P
f(2n)——=ldusR(2n l)
p P P
LI
p p_ 2
rCPQ 7 __ﬁ
11
Ic P2
R 2m—m px
2.2 _
pm pm
i
PPt
p2ﬂ2—4
4
2.
P 2
2, 2
p - P -
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a Ermoet gelden 4C>=2 - BC-.
AC?=(cos(f) — 1)* + sin’(z)
BC? = cos*(f) + (sin(f) — 1)*
Voer in y, = (cos(x) — 1) + sin’(x) en v, = 2(cos*(x) + (sin(x) — 1)?).
De optie snijpunt geeft x = 0,927... en y = 0.8, dus 1= 0,93.
b OF =0C +CF =OC + CBy

CB=b-¢= (0) _ (CfJ‘*(t)) :( ~cos(1) )

| sin(?) 1 —sin(r)
— {1 —sin()
CBr = ( cos(r) )
_ (cos(t)) B (1 = sin(t)) _ (1 — sin(f) + cos(t))
sin(f) cos(?) sin(f) + cos(?)

| @ 3(1)=0 geeft sin(27) = sin(r)

2t=t+k2nv2t=m—t+k:2n
t=k:2nv3t=n+k-2n
t=k-2nvi=sn+k-in

0<t<2mgeeftt=0vi=2nvi=snvi=nvi=1in

x(0)=xCm)=1-0=1

x(Gm)=-3-53

(m=1-0=1

W=+ 443

T e
Dus x, =-3—3v3.
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b x(7) = cos(2¢) — sin(27) geeft x() = -2sin(27) — 2 cos(27)
v(r) =sin(2f) — sin(7) geeft y'(r) = 2 cos(2¢) — cos(r)
¥(0) =2, ¥(0) = 1, (m) =2, (m) = 3

-2\ (-2
cos(p) = 1) \3) _4+3_ 7
V5-N13 65 \Jes
@ =29,7°
— L s
[F] o A(p)=j 2sin(x)dv = [-2cos(x)]" " =-2cos(n — p) + 2 cos(p)
r

=2cos(p) +2cos(p)=4cos(p)

b O(W)=34(p)=2cos(p)
OW)=(n—p—p) f(p)=(@—2p) - 2sin(p)
Dus 2 cos(p) = (m—2p) * 2sin(p).

Voer in y, =2 cos(x) en y, = (r — 2x) - 2sin(x).
De optic snijpunt geeft x = 0,405...
Dus p = 0,41,
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Gemengde opgaven

13 Limieten en asymptoten

Bladzijde 218
X —9x -’C(xz_ Q)
a xgl?ing9 ,1%3 x*—9 xﬂx 2
2a
Za—»? . Za—x*_ .. %2 _0-1_
b Jlgrolo(x-lra)(x a) Alfoloxz—azgxlg?o 2 1-0 !
=
¢ lim———F ln(\/_) lim ;—ln—(x): lim Lz % =1
4%003"‘][1()64) ln(.x)aoo3+4lﬂ(x) In(x)— = 3 +4 0+4 8
In(x)
. e—et (er—ed)erted)
d 1 = = lim—-(e"+ &) =-( +e¥) =-2¢3
xl—tg 33—ex xgllli —(ex—e3) xlﬂné ( ¢ ) (e ¢ ) ¢
e2,\:+2
. 2x+2 . elr . eZ 62 5
o el e T
+T 1+E
e e
)
f lim N4 Ii ﬂ: li ﬂ: li #: -1 el
x1¢02+1n(x3) ln(x§Tm2+3ln(x) ]n(x;rg—m2+3lﬂ(X) m(x)lglﬂo 2 3 0+3 3
In(x)
X2 +3x+2 _ e+ DHx+2)
a f(x)= -
| (x+1)(x 1)
Er is een perforatie alsx=-1.
L @EDE+2) xt2 o142
I = B e 17 el =1l B

Dus de perforatie is A(-1, 75).

() = X—g x—3

L —

Er is een perforatie als x = 3.

. 3 1 L
lim gx) = lir,‘}(xﬂ)(—s) L e B

Dus de perforatie is B(3, Z).

Stel k: y=ax +bmeta=

3
i A T
doorA(l,;} Te f
bzf_
16
Dus k: y=15x— 1=
16y =3x—5
3x—16y=5
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x2+3x+2 _ et DE2) x+2

b flx)= 21 DT m-1 mits x # -1 geeft
) _(x—l)‘l—(x+2)'1 x=1-x-2 -3
/o= (x—1)2 =12  (x—1y
e 0)= =
AL (1)2 Ly=-3x—2
f(0)=-2, dus C(0, -2)
2
1+=
X2 x_1+0_
xhatrolof()o xh—EIOIO -1 xljl;lol _l 1_0 .
X
Dus de horizontale asymptoot van de grafick van fis de lijn y = 1.
. B3 x—3 __1 b
25— R Ry S g L

x+1=0geeftx=-1
Dus de verticale asymptoot van de grafick van g is de lijnx =-1.

Dus D(-1, 1).
x=-leny=-3x—2geetty=1
Dus D ligt op I.
42 +4x—15  2x(2x+3)—6x+4x—15 2x—15 _ -(2x+3)+3-15
@ SO=TH 3 Tx+3 ~B B T Bpdd
Al .12
—Z—1 2x +3
12 ) B
xh_?alo 733 =0, dus de scheve asymptoot is de lijn y = 2x — 1.

2¢+3=0A4x>+4dx — 15 # 0 geeft x =-15, dus de verticale asymptoot is de lijn x =~-13,
42 +4x—15  2x(2xta)—2ax+4x—15 2ax+4x—15
b LT T T S B T
Voor scheve asymptoot y = 2x moet gelden dat -2a=-4, dus a = 2.

Want dan is f(x) = 2x — =0.

1
2x+a e“}‘ﬂ.’ozﬁ
AP+ 4x—15 (X —3)(2x+5)
¢ L= 2x+a 2x+a

Er is een perforaticals ¢ =-3 enalsa = 5.

. . (Zx—=3)(2x+5)

lim fi(x)=1lim ——————=lim (2x+5)=3+5=8
x—)lé— x ; 2x - 3

x— 1

— 13
Voor a = -3 is de perforatie (13, 8).

) o (@x—3)(2xt5) _ B
xl_l)Ig%ﬁ3(x)*xllm12x—_~_5 m (2x—3)=-5-3=-8

—-25 x—> 22

Voor a = § is de perforatic (-23, -8).

a 2e"—4=0Ae"+1#£0

2e*=4 e #£-1

ev=

-x=1n(2)

x=-In(2)

Dus de verticale asymptoot is de lijn x =-In(2),

lx:

Jim fe) = lim 2f:+ e = lim 5 :Zx g+g

Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 0.

0
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=-1

e+ 1
2er—4
egf+1=-2¢*+4
¢ —3+2¢*=0
FE—-F@+2=0
(e"—1)e*—2)=0
e'=1ve'=2

b f(x)=-1 geeft

x=0vx=In(2)
¥

|

I

|

i

L | ine)

o[ | "
: y=-t
I

|

|

|

x=-In(2)

flx)=-1 geeft x <-In(2) v 0 <x <In(2)

Bladzijde 219
i aat als lim(x? + =1i +
a }L“% f,4(x) bestaat als llTrl;(x 4px) }flfrzl(Zx q)
4+8p=4+gq
q=38p

}L“% ,,4(x) bestaat als 1i%(2x +q)= J]{illllsll(x:’ — g+
6+g=27—-12+p
q=p+9
gqp=p+9
Tp=9
_ i3
p=1;
g=13+9=103
b A(3, 10) is een perforatie als li%r31(2x +g)=10 A li&l(x3 —4x+p)=10
6+g=10A27-12+p=10
g=4Arp=-5

p
C ﬁ)gq heeft een extreme waarde voor x =-1 als TN -1

_1
P=3

lim f, (x) bestaatals g =p + 9, dus ¢ = ;— +9= 9;—.
x—=3 "

a De grafiek heeft een knik voor x =p.
De top met horizontale raaklijn ligt rechts van de knik.
Rechts van de knik is x > p, dus f,(x) = (x — p)(e* = 3) en
Folar=1 ¢ [g=3rsE=n) « F=peps De'=d
L ED)=0geeft (-1—p+1)e'-3=0
—-pel=3
p=-3e
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v JEx—p+1)e'=3voorx>p
b ﬁ)(x) {(x—p+1)ef+3voorx<p
lim, () = lim(-(c—p + D)e* +3) = ¢ +3
xTp xir

lim/, ) = lim((x —p + 1)e*=3) =¢/ =3

xlp xlp

Geen knik als li%n £, () = lifn £,(x), dus als -e” +3 =e” -3
xTp xlp

2ef=6
e?=3
p=1In(3)

i - s JE—2i(eF—F)vool x 52
¢ filo)=lx -2l 3)#{—(x—Z)(e"—?s)voorx<2
yon Jx—1e" =3 voorx>2
ﬁ(x)_{(x—l)e’f+3voorx<2
1i%r21 1) = 1i%121(ﬁ(x ~Der+3)=-€2+3

: 7 = T - % S e P
Hrzlfz(x) Hr;((x De*—3)=e -3

re, = tan(a) =-€? + 3 geeft a=-77,1..°

re,= tan(f) =e* — 3 geeft f=77,1..°

B—a=~154°

Z(k, 1)~ 180° — 154° = 26°

d Lk 1)=90° geeft lim,(x)  limy, () =1

(RF+3): [gr—3)=-1
(" =3P =1
e#—3=1ve’—3=-1
eF=4ver=2
p=In()vp=In(2)

a ﬁ—a=0A2$¢0

e =a

1 i@

X

1
In(a)

Dus de verticale asymptoot is de lijn x =

. , Je 2 2
1 =1 l = =
xlatrolof;()o xgroloe?—a gl~g L—d

1
In(a)

Dus de horizontale asymptoot is de lijn y =

1—-a

. . 1 2

Het snijpunt van de asymptoten in het punt (ln @ 1= a)
. . .o __1
Dit punt ligt op de lijn y =x — 1 geeft Tz Toid) L.
P N S

Voerin y, = =y S0 () L.
De optie snijpunt geeft x = 5,700...
Dus a = 5,70.
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1 1 1 1 1 1
1 (e;—a).ze;.__z_ze;.ex.__ 2 L g i
e ; X X2 2¢"—2ae—2¢ 2ae
eeft f(x)= = =
_ g i)

(el- - a) 8 (e': —ay 52 g (e% —a)?

b fw0=F

L= 4geeft(2 )2
2(e—a)y=ae
2(e*—2ae+at)=ae
2¢’—dac+2d’=ace
2a>—5ae+2e*=0
D=(-5¢¥—4-:2+2e=9¢?
=Se+3e=2€va=56—36=l
4 4 %
2e ; 2¢¥
¢ Voorf, geldt y =———, dus voor /"™ geldt x = —
e —a e —a

€
1
X

x= lzey geeft x(e' —a)=2¢
er—a y .
xer—2e=ax
elx—2)=ax
13 ax
er=
l= ln( ax
¥y x—2
y=—
]n( -
K=
Dqu inV(x) - ;
ln( L
x—2
Bladzijde 220

a De grafick van f,(x) = heeft een perforatic als 2x —3=0nAnax+4=0.

2x 3
2r—3=0 geeftx=13
ax+4=0enx=15 geeft 11a+4=0

I%a =-4
a =—2%
b De graficken van £, en /™ snijden elkaar op de lijn y = x, dus f,(4) =4
da+4 —4
8-3
4a+4=20
4a=16
a=4
ax+4 . ¢ - % +0_ . 1
c 11m f (x)= 11m I — = lim 3 —o 1% dus de horizontale asymptoot is de lijn y =34
X—0 2 >
X

2x—3=0Aax+4#0 geeftx= 1% AaF 72%, dus de verticale asymptoot is de lijn x = 1%.
Het snijpunt (13, $@) ligt op de parabool y =2 als 3a = (13)?
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2 2 s

r X X xvoorx>1
al 17 = F=3 )=l u -
2—|x—1] N HE—

_ X
G T RS

noemer =0 voorx > 1 geeft 3 —x=0, dusx=3.
noemer =0 voorx < [ geeftx +1=0,dus x=-1.
De verticale asymptoten zijn de lijnenx =3 enx =-1.

2—x *x(3—x)+3x—x_ dw, 23-x)+6 6
f()_3 —X 3-x SHrTE P Bx 2+3—x
lim 3% =0, dus de lijn y =-x — 2 is scheve asymptoot.

X—®

2 _ +1 20+ 1)—2

f()*x x_Xx+D-x—x e 2x —— (x+1) —y— 2

x+1 xt+1 x+1 x+1
lim L =0, dus de lijn v =x — 2 is scheve asymptoot.

D@ - a2 w iy —1-Ptx_ P42
(r+1y (x+ 1y (x+1)

b 0= 5 geoft ()=

f(x)—Ogeeftx2+2x—l=0
(x+1)y¥-1-1=0
(x+1)2=2

x+l=2vx+1=-\2

x=-1+ 2vx=—l—\/5
vold. niet

CL=V2P-(1-y2) 1+22+42+1+2 4432 2 E-3
1-2+1 V2 V2

Tyl =By

Dz
¢ Voeriny, = %
De optie maximum geeft x =-2,41 en y =-5,83 en ook x = 5,45 en y =-9,90,
De optie minimum geefi x =~ 0,41 en y=-0,17,

flx) = p heeft twee oplossingen voor -9,90 <p <-5,83 v p>-0,17.
d x<lenfix)= 2geeft +1 =2

x2—x=2x+2
—3x—2=0
D=(-3R-4-1-2=17

3417 3-\17

2 YT 2
vold. niet
2
leenf(x)zzgeeﬂ’;_ =3
X—x=6—-2x

X+x—6=0

(x—2)x+3)=0

x=2vx=-3
vold, niet

3—2\/1_7Sx<

fx) <2 geeftx<-1v <2vx>3
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x3+ax2+4 x(x2—2x)+2x2+ax2+4 (a+2)2+4

= +
@ LE=Ta 2 - 2x IR
(a+2)(x —2x)+2ax +4x+4 Qax+4x+4
+ =x+a+2+————
X —2x ¥hat2 X —2x
2a_ 4 4
1im2ax+4x+4:lim x X x2:0+0+0:0
x—w 2% X—oo 1_% 1-0
X

Dus de scheve asymptoot is de lijny=x+a + 2,
A(2, 3) op de scheve asymptoot geeft 2+a+2=3
a=-1
Pral+4 (*=2x) - B +2ax) — (P +ax* +4) - 2x—2)
b /() =55 geeft f,(x) = s
Top op de lijnx =1 geeft /(1) =0
(1~=2)3+2a)~ (1 +@+4)2~2)

{L—2p
-3-2a-0=0
-2a=3
a#*I%
Xta?+4 .
¢ De grafiek van f,(x) = ftheeft een perforatie als x> —2x=0 A x’ +tax* +4=0.

x2=2x=0geeft x(x—2)=0

x=0vx=2
x=0enx’ +ax’+4=0 geeft 4 =0, dus voldoet niet.
x=2enx’+ax*+4=0geceft§ +4a+4=0

da=-12
a=-3
Dus voor a = -3 heeft de grafick van f, een perforatic.
2 i-3% +4%4 -2x+4
=x—34+2+—F——=x—-1+
Echiter f5(x)=x—3+2 22 06—~ 1 2oy

Dus de grafiek van 1, is geen rechte lijn.
Dus voor geen enkele waarde van a is de grafick een rechte lijn met een perforatie.

a In(x)+1=0AIn(x?)—1#0
In(x?) =-1 Aln(x?) # 1
=elaxt#e
x=¢givx=-¢i
Dus de verticale asymptoten zijn de lijnen x = ¢ en x =-¢™.
1

1 L)1 2h@o1 21 2_ln(x)_2—0_1
xlarrclof(X) - lm w In(x 2) +1 Jrlj)lc}o 2In(x)+1 B ln(xl)goo 2 ll‘l(X) +1 ln(xl)naloo 54 1 2+ 0
nG)

Dus de horizontale asymptoot isde lijny=1.
V 2 In(x) — 2In(-x)— 1
b Voorx>0isf(x)= 2]n()_Henvoor;c<015f(x) 2in(x) + 1

1

] L2121 = 1n(x)_2_0_1
‘mf = e e 1 iy S P F L i 1  2+0
2+ ——

In(x)

B 1
| podmeny—1_ L 2lm-1 ) _2-0_,
) T I T T 20 T T ey, L 270

In(-x)

Dus de perforatie 1s het punt (0, 1).
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In(x?) - |
¢ i =i 8

In(x)+1 °
3In(x*)+3=5In(x?) -5
~2In(x?)=-8

In(x?) =4

2=t

x=elvy=-¢2

|
|
|
|
|
I
1
|
!
|
€

raf

1
X=-e7 x=g

f(x)E%geefthfezvfe'%<x<e']5vx262

1 |
¢ et (D g 2 (N 7D Y gty 12— (nt) - 1) -2
() +1° (In()+ 1) x(In(2) + 1)2

2D +2-2I(A)+2 4
- x(In(x?) + 1)  x(In(x?) + 1Y
4 4 4

Stely =ax +bmeta=f"e)= @)~ 17 e 3B &

4
=—x+bh
y 9Ex i.e_’_b:%
fley=14, dus AGe, )] 2
t+h=t
1
b=-3
L T . 1. 1,
Y=95% 9smjdcnmetde)c-a'sgeef‘r%x =0
4x—e=0
dx=¢
x=te
Dus B(je, 0).

14 Meetkunde toepassen

Bladzijde 221
a Een parametervoorstelling van ¢ is x =3 cos(f) Ay =6+ 3sin(f) met -x < < 0.
Het midden Q van B(3, 0) en P(3cos(1), 6 + 3sin(r)) is
OG (3 +3cos(r), (0 + 6 + 3sin(r)) = O(13 + 13 cos(r), 3 + 13sin(7)).
-n<t<0 geett -1 <sin(7) =0, dus 1%53 + I%Sin(l‘)53, dus I%SyQS 3.
De baan van Q is de kromme met vergelijking (x — 13)2+ (v —3)2 =2 A 13 <y <3
-3 +25+)P—6y+9=2Al3<y<3
X+ =3x—6y+9=0A15<y<3
Dusa=-3,b=-6,c=9,d=1;ene=3.
b Detotalemassais 1+1+1+2+2+3=10.
J’z1=11_0' (Loyo+t 1oy, +1 yg+2 pc+2y,+3yg)
=5 (1 0+1-0+1-0+2-6+2-6+3-3)=15-33=3;
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¢ Het zwaartepunt (0, 3) van het vierkant heeft massa 36,

De y-codrdinaat van het zwaartepunt van de halve cirkel is 6 — % £3=6——,

De massa van het zwaartepunt van de halve cirkel is 37 - 32 =437,

De totale massa is 36 — 437.

el CERERCS)
—— L (36-3-4n-(6-2))= 188
Y4736 aln AN

& |, 5 AN A 5\ (13
e Z_%(ﬁb”):%((1)+(1)+(5)):%'(5):(12)6“2(@’ 1.
Dus het zwaartepunt Z van drichoek 4B8C ligt op de lijn y = x.

b MG(-1+4), 51+ 1) = M(15,0), dus ¢ (x = 13 +37 =72
¢ door A(-1,-1) geeft e: (x — 132 +y2 =71,

- 2\ (1 A | -1 1
Tac™ (5) - (1) - (2) - (2) s (1) R AG (i) - (1) ¥ [(2)'
AC snijden met ¢ geeft (-1 +7— 152+ (-1 + 22 =71

(2Rl 2= T4

£=5t+65+1—4t+47=T;

52 -9t=0

#5t=9)=0

t=0v5t-9=0

t=0vet=1%
t= 0 geeft punt 4
t=1%geeftx=-1+1%-1=%eny=-1+1%-2=23
Dus D(3, 232).

¢ Noem in drichoek ABC de hoogte die bij de zijde AB hoort &,.
Noem in drichock BMP de hoogte die bij de zijde BM hoott A,.
O(AABC)=%- 4B - b,
O(ABMP)=%-BM + h,=%-14B - h,=1A4B - h,
O(AABC)=5 - O(ABMP) geefts - AB - hy =53 AB * h,
h1=%h2
hy=5h,
Dus ook BP = %BC ;
p=b+BP=b+:iBC=5h +§(c—b)=§b+§c=§-( )+§( )=(§)+(5)=( 5)
5

Dus P(33, 23).

Bladzijde 222

a y=0geeftx’—10x+9=0
x—Dix—9=0
x=lvx=9

Dus A(1, 0) en B(9, 0).

y=Tgeeftx>+49—10x—42+9=0
X=10x+16=0
x—2)x—8)=0
x=2vx=28§

Dus C(2, 7) en D(8, 7).

X+ —10x—6y+9=0

X=10x+)?—6y+9=0

{x—5P—25+(y— 3P —-9+9=0

(x=57+(y—3y=25

Dus M(5, 3).
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De totale massais 1+2+3+4+6=16.
z=1¢(l-a+2-b+3-c+4-d +6-m)

(i fo)+2-fo) 3 ()2 3) - ()
1 1 2
~H{o)+ (o) 1)+ ()= (18]
87\ (575
(67) - (4]3—6)
Dus Z(51z, 47).
b x,=35enr. =5, dus de cirkel raakt de y-as.
Dus een van de raaklijnen heeft vergelijking x =0,

De andere raaklijn heeft een vergelijking van de vorm y = ax oftewel ax —y =10,
|5a — 3 :
Ja* +1
5a—3|=5a*+1
254> = 30a+9=25a>+25
-30a =16
a=-75
Dus de andere raaklijn heeft vergelijking v = - x.
¢ Stel van deze cirkel de straal gelijk aan r.
Dan is N(r, 7). G el
Zie de figuur hiernaast. VEIT
De stelling van Pythagoras geeft
(S—rP+@-r?=(r+5)
25 ~10p+P2+9—6r +# =5+ 10F+25
2=26r+9=0 5+r

D=(-26)*—4-1-9=0640, dus /D= /640=8,/10

26+ 810 ’
r=2r=13+4\/ﬁw=13—4\/ﬁ ’ A\_/B

De straal is 13 —44/10.

=1

o

d(M, raaklijn) = r, geett

<

=
y
e

a ¥
y ce, 4) k
3 N
S
3 ™
1 /6
A2, 1) B, 1)
0 ] P 3 4 5 5 "
X 2 1
e(3)=) )
i—4_ -3 ;
TacT6—2"4 4
BC:v=q31x+b 3
3 Ao ri g
door B(6, 1) }416 =1
*45+b:1
b=53

Dus BC: y=-3x+53.
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k snijden met BC geeft 1 +1=-3(2+ 1)+ 5%
dFdp=-3( 21y +22
4+4r=-6-3r+22
Te=
t=13

t= 1%geeftx=2+ 1%=3%eny= 1+ 1%=2%

Dus S(33, 23).

b BC=\47+3"=,/25=5

BS=\35- 67+ @3- P =BRGP =B+ F =B =F

=5_@=£
E
BS % 20 4
oy Z 15 3 BS 4B
AB 4 s AC
AC 3
c y
3 c@, 4)
R
\ S
2 ; AN
N
o \x
1 A2, 1) u B(6. 1)
0 1 2 3 5 6 5

FIES

p=4enq=5geeft?=(%)+
Dus 7(2, 25).

¢ 5--f-f

Dus U(35, 1).

‘ (g) B (22_1;)

Bladzijde 223
s (AR
a BA=( lf)en|BA=\/22§=1%\@
2
B—c':(‘;)en\m:\/ﬁ
e [l -1
=BA+1§BC=(1$)+1§( ) (g)é( )duqnb ()enb:x+y=4.
2
N4 (3 65\ (2%
Ll g g e {2 1 2
z=-(a+b+c)=—(( )+( )+( ))=— ( )=( )enZ(Z—,l,)
3 13 o/ \3/) 2 \aif 1k g

2 it 1— = 4 klopt niet, dus Z ligt niet op b.
b b snuden met de v-as geeft het punt D(0, 4).

i

mz?gc=(_;), dus m: x+3y=c.

m door het punt (3(4 +3), 3(0+3)) = (33, 13) geeft c=-31+3 - 13=
Dus m: —x+3y=1.

m snijden met de v-as geeft het punt £(0, ;—).

Dus DE=4-1=32%

=
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¢ De straal van de cirkel is = d(O, 4) = \/(-)? + (13 =21,

Stel y=ax+ b.
Door F(3, 1) geeft 3a+b=1oftewel b=1 —3a,dus y=ax + 1 —3a oftewel ax — vy + 1 —3a =0.

d(A, raaklij ool il i JoE

(4, raaklijn) = r gce \/m =4/23
[-33a—3]= V2347 + 23
~Ta—1]= /104> + 10
49q%+ 14a+1=10a>+ 10
394+ 14a—-9=0
D=14>-4-39--9=1600
g=_14+40 _ -14-40 _

78 78 !
a=1 geeft de raaklijn y=1x+1-3 - 1 oftewel y =1,

|e

vda=

Ll —
w

a=-1= geeft de raaklijn y =—tsx+ 1 — 3 - - oftewel y = -5.x + 355

q X+ =5x-2p+6=0
X2+ —10x—2y+21=0

5x—15=0
S5x=15
;jvz—sx—zyw—o}9;_-’"2__15_2y+6=0
¥=2y=0
»Wy—2)=0
v=0vy=2
Dus A(3, 0) en B(3, 2).

b X*+)°—5x—2y+6=0 X+t —10x—2y+21=0
x2— St yr—2p+6=1 ¥=10x+)y?2—2y+21=0
(x—222—6;+(y—172—-1+6=0 (x—52-25+(y—12—-1+21=0
(=20 + (- 12 =1} Sl

Dus M(2, 1) en r,=1./5. Dus N(5, 1) en r,= /5.

De punten Q en R zijn raakpunten,
Zie de figuur hiernaast.
APMQ oo APNR en NR = 2MQ, dus
PN =2PM geeft PM =23,
Dus P(0, 1).
¢ Stelkiy=ax+1oftewel kiax—y+1=0,

Sa—1+1|
Ll
at+1
|5a|=+/5a>+5
25a’=5a*+5
20a*=5

2 1
a=j

d(N, k) = r, geeft

=Ll
a=zva=-3

Dusk;:y=3x+1lenk:y=-ix+1.
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d Het middelpunt van deze cirkel is C en de straal is 7,
De punten Q en D zijn raakpunten,
Zie de figuur hiernaast.
APMQ o5 APCD geeft

PM_ MO
PC (CD

23 V5
2;—+r+§\/§=7
_ 5\
5+2r+\ﬁ 2r

10r=55+2r\/5+5
10r—2r/5=5\5+5
(10-2\/5r=5/5+5

5J5+5 10+2\/5 505+50+50+10\5 100+60\5 |
rzlogz\/g'l(prg\/g: 100 -20 B 80 ~13+a5
De gevraagde straal is 13 +3./5.

a (2= ((-27P=(F -4+ =r-4P +4L -4 + 16/ — 16t + 4 — 16t + 16 =
H—88+2412—-32t+ 16
b Substitutic van x =7 —4 eny = (¢ — 2)* in de cirkelvergelijking geeft
(P42 +((t—2PP -2~ -4 —8(t—2F—-8=0
=8P+ 16+ -8 +242-32t+ 16 -2+ 8 —8(F2 -4t +4)—8=0
P—8P+16+1*—82+247-32t+16—-2£+8—-82+32t—32—-8=0
20— 8P +612=0
207 — 4t +3)=0
28— 1)(t—3)=0
t=0vi=1vi=3
t=0 geeft (-4, 4)
t=1geeft (-3, 1)
t=3 geeft (5, 1)
¢ (-3, )op K geeft9+1=-3a+boftewel -3a + b= 10.
(5, 1) op K geeft 25 + | = 5a + b oftewel 5a + b = 26.
{—3a+b=10
g +=b=20
-8a=-16
‘;‘_fb_z.}10+b=26
arh=20) o1
Dusa=2enb=16.
d Voor het midden O van A(4, -4) en P(* — 4, (t — 2)?) geldt OG- (4 + £ —4), 1 (-4 + (1 —2)%)
OG 2, 5(-4+ 12— 41+ 4))

OGP, 37~ 21)
Substitutie van x =72 en y =322 — 2¢ in x2 + )2 = 2xy + 8 geeft
GAP+Ee-202=2-12 tP-20+8 - 1A
P20+ AP =5 - 28 + 4P
LA-2P AR =14 - 2P + 42
Dit klopt voor elke waarde van ¢.
Dus Q ligt op de kromme met vergelijking x> + )2 = 2xy + 8x.

162 Gemengde opgaven ® Moordhoff Uitgevers by




Bladzijde 224
| a k:3x+y—|6=0 |
3-24+2-6] 10
d(M, k)= = =410
(M, k) NiT) NiT; V10
Dus ¢;: (x + 2+ (y—2)*=10.
b d(M, k)=1/10
y

— .

k

rr=(10)>+22=14
Dus ¢,: (x + 2P+ (y—2)*=14.
¢ m loodrecht op & geeft m: x — 3y =c.

d(M, m)= /10
|-2-3-2—¢
—= /10
VO
-8 —c|=10
-8—c=10v-8—c=-10
c=-18ve=2

Dus m:x—3y=-18enm,: x —3y=2.
d Steln:y=ax—2 oftewel n:ax—y—2=0,

d(M, n)=/10
|-2a—2-2|
e U

|-2a—4|=/10a* + 10
4a> + 16a+16=10a*+ 10
-6a*+ 16a+6=0

3¢>-8a—3=0

D=(-8)2—4+3--3=100

L8410 Lo 810,
6 6 3

Dusn;:y=3x-2 ennzzy=~§x—2.

| a x()=0 -39t geeft x()=3~—-6:—9

x(6)=0geeft 34— 6:—9=0
£=2t-3=0
t+D(r—3)=0
t=-1vt=3

] /
I
; t

3
‘
I
I
1
I
I
I
I
I
I
1
|
[
I
[

max. is x(-1) = 5 en min. is x(3) =-27.
Dus x = p snijdt de baan in drie punten voor -27 <p < 5.
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b yv()=0geeft*—1=0
el
t=1vi=-1
t=1 geeft het punt (-11, 0)
xX(0)=32—61—9 eny'(f) = 2t geeft
v(t) = (322 — 6t — 9 + (2£)
=94 —18£ —27£ — 18 + 362 + 541 — 27 + 541 + 81 + 422
= /97" =367 — 147> + 1087 + 81
. 1
H=vit)=
A== S =367 — 147 + 108 < 81
w(1)=/9 —36 — 14 + 108 + 81 = /148 =~ 12,17 cm/s

a(l)= ! (36— 108 — 28+ 108) = —2—= 0,33 cm/s?
2,/9-36—-14+108 + 81

148
c y=3geeftr—-1=3

=4
t=2vit=-2
t =2 geeft het punt A(-22, 3) en t =-2 geeft het punt B(-2, 3).

o Lo o)

v(2)= (f), dus rc, =-3.

k:y=—%x+b 4
! 2. M+ b=
door 4(-22, 3)} s

< (3687 — 1082 — 28¢ + 108)

Ly=-fx+b| 4 _ B
door B(-2, 3) } g5 2rh=3
=g
b=2%
Dus l:y=—f‘—5x+2%.
k en [ snijden geeft ,gx = 632 f%x o 217—5
-20x —305=-12x+ 111
-8x =416
=52
x=-52eny=-3x— 62 geefty =163
Dus S(-52, 163).

a x(7)=cos*(f) — cos() geeft x'(1) =2 cos(¢) - —sin(r) + sin(r) = -sin(2¢) + sin(?)
v(1)=sin(r) geeft v'(r) = cos(r)
Raaklijn horizontaal, dus v'(r) =0 A x(¢) £ 0.
V(=10 geeft cos()=0
r= % ntk'm
-w <1< geeft th%nv I:%’JI
t:*;ﬂ geeft het punt (0, -1).

¢ =5m geeft het punt (0, 1),
Dus de raaklijn is horizontaal in de punten (0, -1) en (0, 1).
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Raaklijn verticaal, dus x(1) =0 A ¥(1) £ 0.
x(£)=0 geeft -sin(27) + sin(r) =0
sin(2¢) =sin(z)
At=t+k-2mv2t=mw—t+k-2n
t=k2nv3it=n+k- 2n
t=k-2nvi=in+k-3n
-w<r<mgeefti=-mv t=f§:rcvt=0 v t=§7rv t=m
t=-men {=n geven het punt (2, 0).
t=-3m geeft het punt (-3, -3/3).
t= %:rc geeft het punt (3-1, %ﬁ)
t =0 geeft het punt (0, 0).
Dus de raaklijn is verticaal in de punten (2, 0), (-1, -51/3), (0, 0) en (-5, 2./3).
- (x(O\ _ [{-sin(20) + sin(r)
b ep= (y’(t)) - ( cos(!) )
P gaat door de oorsprong voor £ =0 (zie a).

v(0)= (?), dus de gevraagde baansnelheid is 1 cm/s.
¢ x(¢) =0 geeft cos’(r) — cos(1) =0
cos(#)(cos(r)—1)=0
cos(f)=0v cos(r)=1
t=%1t+k‘:rcvt=k'2n
m<t<mgeeftt=-invei=0vi=1in
= %:rc geeft het punt (0, 1).
V(D) = VE(OF + ()
= {/(-sin(2¢) + sin(£))* + (cos(1))
= \/sin®(2¢) — 2 sin(f) sin(2¢) + sin’(£) + cos’(z)
= \[sin?(2z) — 2 sin(f) sin(27) + 1

., S 1 . : " 5 B . qf = 3 . f
a(t)=v(H) 5 \/sin2(2t) = sin() (2D 1 1 (2sin(27) * cos(27) - 2 — 2cos(?) + sin(27) — 2sin(f) * cos(21) + 2)
_ 1 . Wi B g e
2o 2D = 2 sin(D) @) £ | (4 sin(2¢) cos(2¢) — 2 cos(r) sin(2¢) — 4 sin(¢) cos(21))
L (0-0+4H=2

T
GD= S o1

De gevraagde baanversnelling is 2 cm/s.
d x(-p) = cos*(-p) — cos(-p) = cos*(p) — cos(p) = x(p)
Y(p) = sin(-p) = -sin(p) = -y(p)
Dus de baan van P is symmetrisch in de x-as.
e x =23 geeft cos?(r) — cos(t) =3
cos*(f) — cos() —3=0
(cos(r) = 13)(cos(t) +3) =0
cos() =13 v cos(r) = -3
r:§n+k'2nvt:*§n+k‘2n
< tSﬂgeeftt=§ﬂvt=f§n
1 =32 geeft het punt C(3, 1./3).
t=-2n geeft het punt D(3, -1/3).
f x=cos’(f) — cos(f) en y = sin(¢) substitueren in y = x? geeft sin(r) = (cos’(r) — cos(1))*.
Voer in v, = sin(x) en ¥, = (cos*(x) — cos(x))*.
De optie snijpunt geetft x=0eny =0 en ook x=2,182...en y =0,818...
Dus £(2,18; 0,82).
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15 Afgeleiden en primitieven

Bladzijde 225
a Stelx,=a,danisx,=-a.

fla)=g(-a) geeft e =e !
%a =-qg—1
1 =]

a=
a1
p=fCi=e T
b Stel x; =3b, dan is x, =4b.
g(3b) =f(4b) geeft &3’ 1 =2
3b—-1=2b
b=1

l.-JlN ”

g=fd)=¢ .
¢ PO=f(r)—-gr)=c"—c!
Voeriny, =e*— " leny,=1.

De optie snijpunt geeft x ~-4,527,

/’\y:%
—_— - x

-4,527 (@]

PO <55 gecft r <-4,527
d f(x)=g(x) geeft err=¢* !
;x x—1
*%xkfl
x=2
2
Oy = ()~ gy dr = [ (&~ Hdx=[2¢x - e[ = 20—~ (2D =e~ 2+

0

2
!
2 2 " 2
e IL)=[(f0F -~ (P dx =]~ (€ ) dr =xf(e* ~ > Hdx
0 0]
[

0
=q[er—fe¥" 2] =m(e? —te2— (e —3e?)) = n( g1 +21?)
Pt pr
a f(x)= 21 geeft
(@D 2pxtp)—(pPHpx+ 1) 2x 2pxX +px’ +2px+p—2px’ —2px —2x
f,;; (x)= (x2 5 1)2 - (xz E 1)2
_ Xt (2p—2)itp
(x* +1)?
_ 2 +2x+1 W skl
b fi(x)= 241 geeft f3(x) = 2+ 1)

£,/(x)=0 geeft 22 +2x+2=0
X-x—-1=0
D=(-1p-4-1--1

1+5 1

g ¥

x=l+l 5VI=§—5\/§

xA=§—— Senxy= 2 2 5geeftx, +x,= % 5+%+%\/§:1

Dusx,+xp=1.

Il

5

@

x=

N ‘
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4t +4x+1 -4x2+ 6x+4

¢ fulx)= geeft f(x) =

x+1 (x2+1)2
fi(x)=0 geeft -4x*> +6x+4=0
2x2-3x—-2=0
D=(-37-4:2--2=25
x:34i:2 VX:Q:7%
-2+
i3 =122 0 dus A(-3,0).

1
1y

164841
fl=—g77 =5 dus B2, 5).

AB=rJ@ 1P+ (- 0P =6l +25=311=2L5
2+ +1 4 ,2+1
d f](ﬁf):%geeftf1 () = —

(1Y
f[1x)=0geeft-x>+1=0
xt=1
x=1lvx=-1
1-1+1

A= A1, 2,

1+1+1
A =57 = L dus B(L, 1),
Dusyg=13i=3-1=3.y,
3% -3x+1 oy 3x*—8x—3

e f:S(x)i x2+1 geeftﬁ3 (x)i (x2 + 1)2

S (x)=0geeft 3x* -8 —3=0

D=(-8?-4-3--3=100

_8+10_ _8-10

1
3vx= g

6 6
foH =15 dus AL, 1Dy en 04 = (- Lp + (1 = (E =185

£4(3)=-3% dus B3, -3%) en 0B =\[3* + (317 =\E =155

Dus OB=1/85=3£\/85=3 - 04.

X

_— _ px2+px+1_l. P ¥ pt0+0
A TR R 1 1+0 *

X—w0 xX—c0 1 +_2
X

Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = p.
dp+2p+1
JA(2) =p geett 5 =p
6p+1=>5p
p=-1
1
x2+1

g fix)=

1
= 2 =
p=— 1geeftx $1 ’

|
|

I(L)y=rn|x*dv=mn

,4
ol
TR

= l)dy=1t[ln(y)—y]; =TE(0— 1 —(—1 —%>>=TE(—1 +1 +%)=g
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Bladzijde 226
0 L@ =G—(p+)f+p+1-2=@=(p+1)y+p—1
De top van de grafiek van f, . | is het punt (p + 1, p — 1).
x=p+lgeeftf(p+)=(p+1-pf+p-2=12+p-2=p-1
Dus voor elke p ligt de top van de grafick van f, | op de grafick van f,,
b Detop (p, p —2) van de grafiek vanf, ligt op k: y = ax + b.
x=peny=p—2geefthk:y=x—-2,dusrc,= 1.
[k, dus re;=r1c;, = 1.
Er is gegeven dat / evenwijdig is met £, en dat / de graficken van f, raakt.
Dus [ raakt de grafiek van f;.
Jox)=x*—2 geeft f,(x) =2x
fi'x)=1geeft 2x=1
..

f®=Gr-2=-13

Ly=x+b _ 3
door (3,12 )} b 11“
b=-25

Dus Ly =x—23.
£ i@ ={x—1Pp+1— 2= 2414+ 1-2=2"2x
LX) =x—2P+2-2=x"—4x+4
F)=(x—3P+3-2=x—6x+9+3-2=22—6x+10
fi@) =/x) geeft x* —2x=x"—4x + 4
2x=4
x=2
Ji®) =f(x) geeft x2 —2x=x?—6x + 10
4x=10
K= 2L
LX) =£(x) geeft x> —4x +4=x—6x+ 10
2x=6
x=3
2L

3
0N = [ (i(x) = AN dr + [( /)~ ) dix
2 21
2

3 21

j(2—2x—(x2—4x+4))dx I(xz 6x+ 10— (x> — 4x + 4)) dx = j(Zx 4)dx+j(zx+6)dx
2

1

= [x? — 4x]2 + [ + 6x]3, = 6 10— (4—8)+(-9+18—(-65+15))=1
i L=AB=J(H—e(p) = (@ +2p)* 07 - (@ — )23 =(p*+ 2p—pr+p) *ZF=3p 22

%=3 2P +3p-27-InQ2) - -1=(3-3pl2)) - 27

%= 0 geeft (3—3pn(2)) - 27=0

P 3-3pln(2)=0
3pln(2) =3
1
D)

Dus de lengte van het lijnstuk 4B is maximaal voor p = ﬁ
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b Stelx.=r, danisx,=r+3,
Fr)=f(r+3) geeft (P +27) * 27 = ((r + 3> + 2(r + 3)) - 20+
(I‘2+2r)-2‘f’:(r2+6r+9+2r+6).2—r,é
82 +2r)=r>+8r+15
872+ 16r=r+8r+15
77 +8r—15=0
D=8 —-4-7--15=484
=_8+22=1Vr=_8_22
14 14
vold. niet

=_2%

g=f()=(1+2)-2"=3-3=1;

Bladzijde 227

a L=4B= f(P) g(p)= \/25 —P-Gp-9H=\25-pP-jp+4

dL P

v N - S -
dp 2\125 e

4L 0 geeft —L£__

dp N
4p=-3\25-1
kwadrateren geeft
16p7 =9(25 - p?)
16p> =225 — 9p?

vold. niet
De maximale lengte van het lijnstuk 4B is \25 — (-3)*—3 - -3+ 4 = 105,

b L=AC=h(p)-f(p)=-tp+10- \/25 -

4 4
=i ———-2p=-3+
dp ? 255 *© 3 25—pl
de _ _4
d—ngeeft =5
3p=425-p

kewadrateren geeft

9p* =16(25 — p?)

9p* =400 — 16p?

25p7 =400

=16

p=4vp=-4

vold. niet
De minimale lengte van het lijnstuk AC is -3 - 4+ 10 — /25 — 42 = 13.

| 0 flO=0F+H)fgeefif ) ={2x+ 1) - &+ (2 +x) » =2 +38+ 1) e
glx)=1x%—a)e" geeltp'e)=i2x—1) « ¥ +i0%—u) ~ =%+t u—~T)e"
re,=f(0)=1-¢"=1

=g(0)y=-1-¢"=-1
re,cre,;=1--1=-1
Dus k en / snijden elkaar loodrecht.

b gx)=@"+x—1)e"geeftg"(x)=2x+ 1) e+ (x?+x— 1) e"=(x*+3x)¢"
g-2)=4-2-1)e?=¢2>0
g’ (-2)=(4-6)e?=-2e72<0
Dus in 4 is sprake van afhemende stijging.
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€ f(X)=x+3x+1)efgeeltf(x)=(2x+3) - e"+(x?+3x+ 1) =2+ 5x+4)e"
S(x)=0geeft x> +5x+4=0
(x+Dx+4)=0
x=-lvx=-4
Dusxz=-4enx.=-1.
g’(x)=0 geeft x> +3x=0
x(x+3)=0
x=0vx=-3
Dus xp,=-3 enx;=0.
Kg—ag==L—4=3
Xp—Xy=0—-3=3
Dus x-—xp =Xz —xp.
d L=FG=g(p)—flp)=(p*—p)e’—(p* tp)e’=(p* —p—p*—p)e’y =-2pe’

Ao er—2p-ep=(2p—2)er

dp

%=Ogeeft~2p—2=0

7 2p=2
p=-1

De maximale lengte van het lijnstuk FG is-2 -1 -e'! = %.

e Hx)=a e +(ax+b)-e"=(ax+ta+b)e’
Dus de primitieven van de functies s(x) = (px + g)e* zijn van de vorm
H(x)=(axt+b)e*tcmetp=aeng=a+b.

0 0 0 0
t 0= (e —fx)dr=[ (¥ -x)e" ~ (@ +x)e)dv=[(? —x—x? —x)erdr = [-2redr
3 -3 -3 3

h(x)=(px+g)e* metp=-2enq =0 geeft h(x)=-2¢".
Uite volgtdat Hx)=(axtb)e*tcmeta=p=-2endb=g—a=0—-2=2,

0
Dus O(V)=j*2xe*dx= [(*2x+2)ex]?3=260— (6+2)e?=2 —68—3.

=3

a f(x)=0geeftd— \F

16

%ﬁ

o]

=

8 8

o) =4 \/ﬁ)dx:j(4—(2x)%>dx=[4x—%-§'(2x)‘%] =[4v -3y =32 - $V16=32-§=103

0

b A=p- f(p)=p4—2 ) 4p—p\2p
dA
==4-1-2p ——2=4-2
e -p \/— P = \/—

dA
=0 geeft4—/2p -
\/_

42p-2p-p=0
4\2p=3p
kwadrateren geeft
32p=9p°

p=0 v 32=9
vold. niet p = 35

5 |
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0 3% 8p

Dus voor p= 3% is de oppervlakte van rechthoek OPOR maximaal.
¢ S(8,4)en T(t, 4 — \/21) geeft
L=\(t-8P+(4—\2i— 4P =\[F— 61+ 64 + 2t =[P — 141 + 64

%zé. (2[_ 14)=L
dr 2. /F—14r+64 JE =14t + 64

%=Ogeeftt—7=0, dust=17.

dt
L
|
i
I
@] 7 L
Het minimum van L is /49 — 98 + 64 = \/E
Bladzijde 228
a f,(x)=pyx—In(x) geeft
ey P11 1
ﬁ’(x)—?,\/} Pty xten

” _ 1 1L e, P 1
X)=-—zpx itx-=- T
@) ="ap el

e A T
J, (4) =0 geett 16\/fl+l6 0
P 1

3216
p=2

Dus voor p = 2 gaat de grafiek van f, bij x = 4 over van toenemend stijgend naar
afnemend stijgend.

& Noordhoff Uitgevers by Gemengde opgaven 171




b o P 1 PNE 2 p2
ﬁ)(x)_z\/; X 2x 2x  2x
£,(x)=0 geeft p\x—2=0

pyx=2
_2
v p

4
x=—(metp>0
pz( p>0)

()2 1(3)
4

Het punt ( }%, 2~ ln( ;92)) ligt op de grafiek van g(x) =2 In(x) — 4 geeft

4 4
2]11(?) —4=2- ln([?)
3ln(i2>=6

P

4
ln(—>=2
P

4_ 5

—=g

p2
4

Pz—;z

2 2

PVl
vold. niet

2
Dus voor p= o

-3 o (xtD)4-(@x-3)2 gerd-grr6_ 10
i e = = e e
=T~ e T3

10 10 ,

D=y 257

rc, =r¢, dus & en / zijn evenwijdig.

Ly=3x+b):. -
door B(2, 1)}5 Ztb=1
+b=1

5

b=t
Dus /: y = 2x + £ oftewel /: 2x — 5y + 1 =0.
[20-3-5:3+1] 20

dik, 1) =d(A4, )= 29

\/@ @*29
b f(x)=0geeftdx—3=0
4x=3
3
xX=3
Dus het snijpunt van de gratiek van f'met de x-as is C(%, 0).
Ay 1-3 2
. s + = = - —_Z
Stel m: y=ax+ b meta Ax 2-3 &
2
y=-5x+tbh | 2 5. . _
door B(2, 1)} ; =1
—§+b=1
b=1%
m: y=-%x+ 1% snijden met de x-as geeft -3x+12=0
*%x=*1%
1
=45

Dus het snijpunt van m met de x-as is E(4%, 0).
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iV

ol /c D E

_4x-3_2x+D-2-3 s
fO=5 51" ] T Bt

5
2x+1

O(V)=Jf(x)dx+O(ADEB)=j(2— )dx+%'DE'BD

=[2x—5-3In|2x+ 1\]§+§ 25 1=4-23In(5) - (13— 25In(25)) + 13

1
4-25In(5) - 15+ 25InQ23) + 15=33 + 2‘—1n(2—2) =32+ 21In()
2 2 2 2 4 4 2 5 4 2 2

Il

Il

33-211n(2)

L a filx)=g,(x) geeft %= a\fj_c
ax=4
4
a
F(x) = h,(x) geeft % = 4a fx
dax=4
1

a

=

x=

O) = [(h, ()~ g ) + [(0x) ~ g,(6)) dr = [(4ay¥ — ayfe)de + j(% . a\/E)dx
: 0 :

4

0
j?’axi'dx + j'(4x-% — ax?)dx = [p_axlg-]'ﬁ s [sz
0 1

2 ]L?r
0 —g 2]‘;

_ ¥ 2 P | 4 5, 4 /4 1 -, 111
E[Zax\/z_c]oﬂ-[S\/;—gax\/ﬂ%AZa = E—0+8\E—ga E\/g—(S\/;—ga E\/;)
P 1 16 (1_ 1 2 V52 (1 51 [1_c1 /1
2\/;-“6\/; 3\/; (8\/; 3\/;) 123\/; 73\/; 53\/;

O(V) = 4 geeft ‘3—"\/% =4

Il
s
N

IS

Il

Q|-
I Q=] =
> of|e

|

7
Dus voor a = 1.
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b O(V,)= j:(ha(x) —g () dx= jaax%dx = [2ax]} =24 - ;\/z = 2\/3

O = Oy — O(;) = s\ﬁ- \g \g

oV,) : O(V,) = 2\ﬁ:3\ﬁ42 31=3:5

L0 f(x)=g ) geeft ¥ =a — &=

2e*=gq
gt = %a
x=In(za)
x=2In(3a)
2In(a) 21In(a) 2In(a)
o= | (@E-feNdr= | (@-e*-edr= [ (@a-2¢9dx

0 0 0
=[ax— 42" = 2aIn(ta) — 4ei6n — (0 - 4)
=2aln(ta)—4 - ta+4=2aln(ta) —2a+4
O(V)=10 geeft 2aln(3a) — 2a+4=10
Voer in y, = 2xIn(3x) — 2x + 4 en y, = 10.
De optie snijpunt geeft x = 7,9346...
Dus a = 7,935.
21In(ta)

b ID)=n [ (g~ (f@)P)dx=

2In(a) 2In(}a)
1 1 1
=7 J- ((a—eix)2_(eiJC)2)dx=n j (a2_2ae}r+e\7_ex)dx
0 0
2In(ta)

_’th (a* —2ae)dy = x [a%x — 4ae” ]zm(‘ﬂ)

- Tr(2a2 In(a) — 4acc® — (0 — 4a)) = (24> In(ta) — 4a - La + 4a)
=n(2a’ In(3a) — 2> + 4a)

Voer in y, = n(2x*In(3 x) — 2x2 + 4x) en v, = 400.

De optie snijpunt geeft x =9,2351...

Dus a =9,235.

Bladzijde 229
AO+BR=25 dus BR=25-A0=25—x
In AARB is AR*+ BR> = AB*
{ataP+2,5 =25
(a+xP+625-5x+x>=6,25
(a+x)*=5x—x?
a+x=+/5x—x7
a=-x+/5x —x2
da 1 {8 Byl d 5=

=1+ T
dx 2./5x — x2 2./5x —x2
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da

dv

5—2x

0 geeft-1+ NS 0
5o
5x— %
2y5x—x=8—2x
kwadrateren geeft
4(5x —x%) =25 —20x + 4x?
20x — 4x? =25 — 20x + 4x?
8x?—40x+25=0
D=(-40)>—4-8-25=800

40 + /800 40 — /800
. iy VX=
16 16
vold. niet

o}

40 — /800
16

De onderkant van de garagedeur komt maximaal

40— /800 o 40— /800 _(40— \/800
16

2
) =~ 1,04 meter naar buiten,

16 16

1

34
cos(a) = W

LAP =03 cos(a)

AP =0.6cos(a)

AB=0,6+ 0,6 cos(a)

De cosinusregel in AABR geeft

BR2=AR>+AB*—2 - AR - AB * cos(£BAR)

BR*=1,2>+ (0,6 + 0,6 cos(a))*—2 - 1,2 - (0,6 + 0,6 cos(ar)) * cos(a)
BR?>= 1,44 +0,36 + 0,72 cos(a) + 0,36 cos*(ar) — 1,44 cos(a) — 1,44 cos*(a)
BR?=1,8—0,72cos(a) — 1,08 cos*(x)

BR=1/1,8—0,72cos(a) — 1,08 cos*(a)

BR>1 geeft \/ 1,8 — 0,72 cos(ax) — 1,08 cos*(a) > 1

Voer in y, = /1,8 — 0,72 cos(x) — 1,08 cos®(x) en v, = 1.

De optie snijpunt geeft x = 0,940...

Dus de lengte van het vitgerolde doek is meer dan 1 meter bij een hoek
die groter is dan 0,94 rad.

L=BR=/1,8—0,72cos(a) — 1,08 cos’(a) geeft

dL 1 . | |
da - (0,72 sin(a) — 2,16 cos(a) * -sin
da  2,/1,8 0,72 cos(a) — 1,08 cos*(a) ( n(a) () (@)

_0,36sin(a) + 1,08sin(a)cos(a)
V1,8 = 0,72 cos(a) — 1,08 cos(a)
£ 0 geeft 0,36 sin(a) + 1,08 sin(a)cos(a) =0

da 0,36sin(a)(1 + 3 cos(a)) = 0 L
0,36sin(a)=0v 1 +3cos(a) =0
sin(a) = 0 v cos(a) =-1 |
a=kmva=191+k-2nva=-191+k- 2z :
Schets van L, zie hiernaast. l .
Dus de lengte BR is maximaal bij a =~ 1,91 rad. 0] 1,91 w
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Bladzijde 230
a E,is evenredig met M, 13, dus E, =aM, ",
M,=02enE =33 geefta-0203=33
a=3,3-0,2%3=268
b Uit de gegevens van het konijn volgt a - 2° =25 oftewel a=2,5 - 2%,
Uit de gegevens van de neushoorn volgt a + 2500° = 0,24 oftewel a = 0,24 - 25007,
Voeriny, =2,5-2%eny,=0,24 - 2500™,
De optie snijpunt geeft x =-0,328.., en y = 3,139..,
Dusa=3,14en b =-0,33.
€ E =E, geeft 2,7M 013 =300
Voer in y, =2,7x % en y, = 3,2x0%,
De optie snijpunt geeft x =2,33...
Dus bij ongeveer 2,3 kg.
d Neem in de formule van de vogels 2M, voor M.,
Ev = 2,7(2Mv)—0,13 = 2,7 . 2—0,13 . Mv-0,13 = 2—0,13 . 2,7Mv—0,13
Dus p= 270,13,
Neem in de formule van de landdieren 2M, voor M,.
El — 3’2(2‘“41)70’33 = 3’2 v 270,33 . Mf()ﬁ} — 270,33 . 3’2114170,33
Dus g =203,
pig=2013;203
p.g= (2—0,13 : 2—0,33) 1
piq=2%:1
pigq= 21
p

rg=32:1
16 Examentraining

Bladzijde 231
fEx)=ix+2—|4—2x|=2x+2—-4+2x=23x—2als 4-2x>0,dus als x < 2.

) =tx+2-|4-2x|=tx+2+4-2x=-1lx+6als 4—2v <0, dusals x> 2,

y
|
_—
\f ‘
1 1. L e
/
ol /1 2 3 5 & |
i \
.-

F(x) = cos(n(x — 3)) geeft F(x) = %sin(n(x ~A)j+e
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x4 10x = Tx?
=T+ 10x=0
x(x*=7x+10)=0
x(x—=2)x—5=0
x=0vx=2vx=35

x3+2\/1_c 0 ) o 1
fo)y=——F=x+2 = geelt f(x)=1-3x Zzl_xa/;
Stelk:}-‘zax-kbmeta:f'(l):1_%:,2‘
y==2x*b . _
f(1)=3,dusA(l,3)} AVL 4553

b=5
Dus k: y=-2x+5.

y=a+bsin(c(x —d))
54l

-5 =5
5-2=3,dusb=-3.

a

periode =21 —3n =%m, dus ¢ = 42—“= 1.

37
Dalend door de evenwichtsstand voor x ==, dus d =.
Dus y =2 — 3sin(13 (x — m)).

y=a+bcos(c(x —d))
a=2,b=3enc= 1;—.

(G, 5) is een hoogste punt, dus d =37
Dus y =2+ 3cos(13(x — 3m)).

X243 —6x+4y+8=0

X —6x+yP+4y+8=0

(x—3P-9+(y+2P7—-4+8=0

(=3P (325

Een parametervoorstelling van ¢ is x=3 + \E ccos(f) Ay=-2+ \ﬁ + sin(f).

Het midden O van P(3 +/5 - cos(t), -2 + /5 - sin(£)) en A(10, 0) is

0GB+ /5 - cos() + 10), 3 (-2 + /5 - sin(f) + 0)) = Q(63 + 55 * cos(t), -1 + 515 * sin(?).
Dus Q ligt op de kromme met vergelijking (x — 6'5)2 +(y+1)*= lﬁ.

4 [(X)=(2+2%+ 1yer geeft f (@) =(2x+2) &+ P+ 2+ 1) » =3 +4x+3)e*
fx)=0geeftx*+4x+3=0
(x+1)x+3)=0
x=~1 v x=~3
y/

4
3

max. is f(-3)=(9—-6+1)e’ =
min. is f(-1)=(1-2+1)e' =0

w
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x(H)=0geeft4—1=0

=4

t=2vit=-2
t=-2 geeft het punt (0, -2), dus voldoet niet,
t =2 geeft het punt (0, 2), dus voldoet,

- _(XON_[ -2 )

Vo (y’(r)) (3:2 -3

v(2)= (_g), dus de gevraagde baansnelheid is v(2) = \[(-4)> + 97 = |97,

V() = (26 + (32 — 3 = 42 + 9" — 182 + 9 = \/9r* — 147> + 9 geeft
29— 144 +9 ot — 1414 +9

s 3 .
De gevraagde baanversnelling is a(2) = \/91 82 42_ 1414223_ 5 = \1/;

- (368 - 281) =

25-12p>0
-12p>-25
P<2i

twee oplossingen als D >0
D=(-5Y-4-p-3=25-12p

' sz;o,q:(;), dus ki x+3y=c.
kdoor A(1, 3) geeftc=1+3-3=10.
Dus £ x + 3y =10.

k snijden met de x-as geeft x = 10.
y

A1, 3)
\l\
jm Ly

x?+y? =10 oftewel y? =10 — x*
V1o 1o
[Ly=3m- 3 9-=x [ Pdr=27x—x [ (10— x})dr=27x — n[10x — ;]
1

1

=278 — m(104/10 -3 * 10\/10) + (10 —3) =271 — 1 63,/10 + 7 - 9% = n(365 — 63,/10)

@RV,

/10
1

Bladzijde 232
Rty -2+2y-3=0
byt Llg= P B8=0

9x+9y—27=0

x+y=3

y=3—-x 5 g e e
x2+y2—2x+2y—3=0}x+(3 e e

X+9-6x+x2—2x+6—2x—-3=0
2x*—10x+12=0

X*=5x+6=0

(x—2)x—-3)=0

x=2vx=3

x=2eny=3—x geeft het snijpunt (2, 1).

x =3 eny=3—ux geeft het snijpunt (3, 0).

Dus A(2, 1) en B(3, 0).
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(F+p)-2-2x-2x P+2p—4x? -2xX+2p

)= et ()=

I T PP P
£ 0=0 geefi-2x? +2p=1
x2_
x_(vx_-(
__\f __\f L
NP =03 (cnf(\/—) =

Dus A(\f \/1_> en B( \f *17

=\ )2+ \/4p+f
10

AB=\/Egeeft4p+§=
47 +4=10p
4p* = 10p+4=0
—-5p+2=0
D=(-5-4-2:2=9
:Mzzv _3=3_1
p 4 p 4 2
] 2 +9=652
=652 +9=0
Stel x> =u.
= 65u+9=0
—25u+36=0

D=(-257—-4-4-36=49
=25+7=4vu=25—7
8 8
x2=4vx2=231
x=2vx=-2 vx=1;—vx=—1%

=2

==

e —z.ﬁzl. D2 9 v 50 =243
7 (3x) = FUIREES § R A=

_x2+3_l- -12 ’ _al 2t 9 xXX—-9
f(x) s x:+3x 'z geett f(x) = 2x 45x 2\/— 72 - \/— T \/—
fx)=0geeftx>—9=0

x*=9

x=3vx=-3

vold. niet

y

I

|

I

I

|
o 3 x
o 9+3 12 4
min, is f(3) 3\/§ 3\/§ \E
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| f(x)=2geeft 1 +tan(x—1m)=2
tan(3x —3m) = 1
%x—%na‘;n-’-k'n
%xz%nﬁ-k T
x=lin+k:2n

xin [0, 2n] geeft x= 1ix
Ix-in=ln+k-m

Ix=in+k-x

x=13n+k:2n

xin [0, 2n] geeft x= 137

De verticale asymptoot is de lijn x = 1§n.

%

e
2n

X= 1%r|:
f(x)>2 geeft Itn<x<1ixn

Snijden met de x-as, dus y =0 geeft x> —6x+5=0
x—1Dx—5=0
x=1lvx=5

Dus A(1, 0) en B(5, 0).

24yt —Gatdp+3 =l

xX¥—6x+)y’+4y+5=0

(=3P -9+ (y+2P —4+5=0

x—3P+(y+2/=8

Dus het middelpunt van ¢ is M(3, -2).

y
INCk

WA -
Omdat ook AM Lken BM LI isk L/
Dus de gevraagde hock is 90°.

22 ) staat loodrecht op MB = (;)
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In*(x) — 8In(x)+12=0
Stel In{x) = u.
wW—8u+12=0
(u—2)u—6)=0
u=2vu=~0
In(x)=2vIn(x)=6
x=e’vx=¢°

# —l
g 3(;)=(x(t))=(2t ) dus v(5) = (2t — LR+ (21— 2)? = 42— 2+ L+ 42 — 81+ 4= /82 — 10¢ + 4}

2
2t—2
% (16t — 10)=L1'
2./8¢ = 10r + 43 \8F — 10t +4;
V(#) =0 geeft 8¢ —5=0, dus t=3.
t=%geeft het punt (1%, ,% !

A0

envi) =

Dus de baansnelheid is minimaal in het punt (1%, —%).

a(t) = 0,12F geeft v(f) = 0,047 + v(0)

w(0) =0 geeft v(r) = 0,047

W) = 0,047 geett s(f) = 0,01 + s(0)

5(0) =0 geeft s(£)= 0,017

(5)=0,04-5=35

5(5)=0,01 - 5*=6,25

De eerste vijf seconden wordt 6,25 meter afgelegd.

De tweede vijt seconden wordt 5 * 5 =25 meter afgelegd.
Dus in de cerste tien seconden wordt 31,25 meter afgelegd.

Stel x; = p, dan is x. = 4p.
f(p)=1dp) geeft 4\[p—p=a\[4p—4p

4p-p=8p—4p
3p=4\/5
kwadrateren geeft
9p*=16p
p=0vop=16

16
p=0vp=7
vold. niet

a=/) =45 -F=4-5-F=35

Bladzijde 233
b _ -6 3

Yop ~ "2 2 p

3) (3)2 .8 9 18 9

2 el Sl Y o« Do A 2Oy 0o

Yiop j;’(p P \p P p P p
)

+

3 9 . 3

to (—,2——)0 de lijn y = x geeft 2 — —
P » P) P jn y g »

el
P
=2

—
(W]

[on]

T

(-2,-3) op y=-3x%+ bx + ¢ geeft -2 — 2b + ¢ =-3 oftewel 2b —c =1,
(6,5) op y=-1x7+ bx + ¢ geeft -18 + 6b + ¢ = 5 oftewel 6b + ¢ =23,

2b—c=1
6b+c=23
8b=24

b=3 _
6b+c=23}18+C23
c=5

Dusb=3enc=>5.
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|
N T A, s —
R _(\/E+1) 32—+ 1) TR 23 (- @+ )
SN T (1 R
Bt adym—at =1 B e - a1

2 IR 2GR

iy =S g P (oole) i) —einte) on() - 2
_ x(cos(x) + sin(x)) — 2(sin(x) — cos(x)) _ (x + 2)cos(x) + (x — 2) sin(x)

x3 x°

Substitutie van x =3¢ +peny=¢+1in x> +3? +4x — 8y + 10 =0 geeft
Gt+pP+(+1P+4Gt+p)—8(t+1)+10=0
92 +6pt+p*+ P +2t+1+12t+4p—8t—8+10=0
102+ (6p+6)i+p*+4p+3=0
D=(6p+6)>—4-10-(p*+4p+3)=36p*+72p+36—40p>— 160p — 120 =-4p> — 88p — 84
D=0 geeft -4p> — 88p — 84=0

PE22p+21=0

(ptD(p+21)=0

p=-lvp=-21

_s ! In@x) - 2~ 7 % 2xIn(x) — x
] flx)= oo geeft f/(x) = o =
fx) =0 geeft 2xIn(x) —x=0
x2In(x)—1)=0
x=0 v In(x)= ;—
vold. nictx =¢7= /e

b i
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y foy={2et AP +e™™ peshl
F(x)zé ; i(2x+4)4+%ezx+4 +c=§(2x+4)4 _,_;_ezxm s

2¢os*(x) + sin(x) —2=0

2(1 — sin*(x)) + sin(x) —2=0

2 — 2sin’(x) +sin(x) —2=0

-2 sin?(x) + sin(x) = 0

sin(x){(-2sin(x) + 1)=0

sin(x) =0 v sin(x) 31:
x=k‘nvx=éﬂ+k‘2ﬂvx=%n+k’2x

x1in [0, 27] geeftx=0vx=nvx=27tvx=]gnvx=%n

Stel M(p,p— 1).
Ly=2x—1oftewel i1 2x—y—-1=0
2p-p+1-1]

5
pl=5
p=5vp=-5
p=5geeft M (5, ) enc;: (x—57+(y—472=5
p=-5 geeft M(-5,-6) ¢ (x+5)2 +{y+ 6)2 =5

V5

d(M, Iy =[5 geeft

| Stelx,=p.Danisxz=p+4,
f(p)=f(p+4) geeftd\p—p=4\p+d—p—4

4Jp=4\p+a-4
VP=\pt+a-1
kwadrateren geeft
p=p+4-2\p+4+1
2Jp+4=5
Jp+4=2;
p+4=06;
pP=2;

g=fh=a2k-2t=4-14-2}=3]

xmp=_§=_%=p, dus p = x,,,-

a 2-%
yt@P:éwaZ ~ Xigp * Xtop T2 %xmpz ~Xiop T2 z_%xtopz 2

Dus de formule van de kromme is y =-5x% + 2.

Bladzijde 234

(2= A)\x =23 —dx

(2 = Ax =x(x* - 4)
X—4=0vx=x
Z=dvx=x

x=2vx=-2 v x=0vx=1

vold. niet
= 2,8 140, 0 § 02 -5
_V—,I'(3X) .x75_z.3 -x2.8 x =5x
5=y
¥ =3y
x=CEyF=(F»=1,650.5}
Dus x = 1,65)".
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dy_(2+3) 36— 2 3teod—get 9Vx— -

2xyx gyt
.

Yo A N ey 2+ 37
dy

a=0gecft9\/§—x2’\/§:0
(=¥ x=0
2=9v. /x=0

x=3 v x=-3vx=0
vold. niet

_ 2xfx
X +3

X
3
63
min. is f(0) = 0 en max. is £(3) = 1{ =33
xilx i
| 2x\/x 5 2 1 Vx 0
xl_r,l;lcx2+3_x1_r£c 3 —xl_)ﬂl 3 1+0_0
1+F 1 x_2

e 2xy/x ¥ 1
Dus de vergelijking 213 P heeft twee oplossingen als 0 < p <1,/3.
f(x)=x - tan’(3x — 17) geeft
£ =1 tan’(3x—im) +x - 3tan?(3x —37) - 3 - (1 + tan?(3x — 370))

= tan®(3x — $m) + 9x tan?(3x — 1) - (1 + tan(3x — i)

| f(x)=glx) geeft *log(x +2)=1+3log(2x — 11)

*log(x +2) =>log(3) +’log(2x — 11)
*log(x +2) =*log(6x — 33)
x+2=6x—33
+5x=-35
x=17

x+2>0 geeftx>-2, dus D,= (-2, —).

2x — 11 >0 geeft x > 51, dus Dg:(Sé-, =)

:
g=-g o x=5;

|l

i
|
0 7 x
|
f(x) > g(x) geeft 51 <x <7
_ _ =B —=43 18 _
Stelk.yvax+bmetaﬁ73__3 5 3,

PR }—9+b=—43

door A(-3, -43) b=34

Dus k: y=3x—34.

k snijden met / geeft -4 +2¢r=3(3 + 3r) — 34
“4+2t=9+9r-34
=T
=3

t= 3 geeft het snijpunt (12, 2).
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AB AC BC
AABC o AAED geeft 1E-AD " ED

47 _AC_ 21
26 18 ED
.47 _AC _18-47
Uit 26" 18 volgt AC = % =3253..
CE=AC—-AE=3253..—26=6,5
L4721 _21-26
U1t%—EDvolgtDE— 17 =11,6.
Vi iy =22 g i geldtx =L
oor g geldt y P us voor g™ geldt x 8
xy—6x=y—4
xy—y=6x—4
yx—1)=6x—4
6x—4 Sx—DLD+5+x—4 Y+1
x—1 x— 1 x—1

Dus g is de inverse van f'voor a = 5.

. 3x+7y: 13 oftewel m: 3x=f7y+ 13, dus m:x=f§y+%
Stel y,,=p, dan is x,,=-Ip+%.
2-3p+ D -p-1] |[ip+E-2p-2
d(M, k) = d(M, ) geeft [265p+5 | - 5 +5 |
Vs 5

p=1geeft M(2, 1) en p =4 geeft N(-5, 4).
Dus d(M, N)= /(-5 —2)*+ (4 — 12 =49+ 9= /58.

Raken, dus f(x)=2g(x) A f(x)=2'(x)
\/5—x2=ax+5/\;'*2x=a
245 —x?
\/m=ax+5/\ .. =:q
5—x2
. . =X . =
Subst1tuhevana=mln\fs—f:wﬁsgeeﬂ,f5_x2= 5_x2.x+5
5—x2=-x2+35/5—x2

5=5/5-x7
1=\5-%

1=5—x2

x=2geefta= =-2enx=-2geefta=
4 5-4

Dus de graficken van fen g raken elkaar voor @ =2 en voor a = -2,
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Bladzijde 235

y
f
O X
helling
X
3x=5_6x—10
" xr+4 x+36
-5 _23x-5)
x+4 x+36
P HG e 2

©2+4 x+36
3x=5v2x2+8=x+36
x=13v2x2-x-28=0
D=(-12-4-2--28=225
_1+15_ _1=15 _

ER 2 R 1 ¢
1 4vx 1 33

=12
x=15vx

4 - 2,\'=42\'71
22 « X = (22)2:(—1
22+_r:24x—2

2+x=4y—2
-3x=-4
x=1_lj
_ _x2+5 o EED) W—(®+5) 1 2P+ 0px—=a>=5 x*+2px—5
N o R (e N S
@) =0geett P2 _
f;;( )ﬂ gee (2+p)2 -
4p-1=0
bt |
1 X*+5 ’ x2+§x_5
=3 ﬂl = 1 =
T S

f,'x)=0 geeft 2+ix—5=0
(x—2)(x+23)=0

x:2vx:*2%

186 Gemengde opgaven ® Moordhoff Uitgevers by




|
22 :
PO P X
|
|
1 , i 6%-’-5
Dus pi=gen mgx; i§f.(25/=— 1==5
' 23+3

Jx=3t-3 Axy {3 (3
l'{y=2[+b°ﬂcwell'(y) (b)+t (2)
- (3 - {2

1=\, geeft n,= 3 ,dusl: 2x—3y=c

door (-3, b)

Dus /[: 2x — 3y =-6—3b.

k:2x+ay=12enl:2x—3v=-6—3b vallen samen als a=-3 A 12=-6—-3b
a=-3A3b=-18
a=-3Ab=-6

c=2--3-3:b=-6-3b

cos(24)=2cos*4)— 1
2cos(4) =1+ cos(24)
cos2(A) =1 +1cos(24)

cos}(x) = (3 + 3cos(2x))?

cos’(x) =1+ Lcos(2x) + fcos?(2x)
cos*(x) =7+ 3¢08(2x) + ;{5 + 7c0s(4x))
cos*(x) = 3 + 3 cos(2x) + § + 5 cos(4x)
cos*(x) = 2 + s cos(2x) + gcos(4x)

Dus y = cos*(x) is te herleiden tot y = % ¥+ %cos(?.x) * écos(4x).

¥*—1=0geeftx*=1
x=1vx=-1
Dus de verticale asymptoten zijn de lijnenx =1 enx =-1.
3 +32—5x+8 xx-D)+x+3x2-5x+8 +3x2—4x+8

i x-1 x2=1 . -1
3(x*—-1)+3—4x+8 —4x +
— J)c2—1 =x+3+ fg_;l
4,10
| 4.7c+11=1i X x2=0+0=0
xX—oo x2_1 x—o0 1 1-0
b=

Dus de scheve asymptoot is de lijn y =x + 3.
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Loodrecht snijden, dus f{(x) = g,(x) A f(x) - g,"(x) =-1
]n(x):xz-ﬁ-px/\%- Q2x+p)y=-1

In(x)=x*+px A2x+p=-x
In(x)=x*+px Ap=-3x
Substitutie van p = -3x in In(x) = x> + px geeft In(x) =x>+-3x - x
In(x) = -2x
Voer in y; = In(x) en y, = -2x7.
De optie snijpunt geeft x = 0,548...
Dus p=-3 - 0,548... = -1,64.

ko 2x+y=38 oftewel k; y=8-2x
Stel M(p, 8 —2p).
I:3x—4y=8 oftewel /: 3x—4y—8=0
3p-4@8-2p)-8|
25
|3p—32+8p—§|
5 =|p|
[11p —40[=5|p|
llp—40=5p v llp—40=-5p
6p=40v 16p =40
p=63vp=2t
p =65 geeft N(63, -55) en p =25 geeft M(23, 3).

d(M, [y = d(M, y-as) geeft

|

Bladzijde 236
i X =16 _ . CHHEE-4) . P+ 2)(x—2)

P —55+6 xo2 E-DOE—3) ise (-Dx-3)
@tHx+2) 22+H2+2)

= lim

x—2 =3 2—-13
) 1@ =x+ 3, e
2x—3) - 10x—(5x2+ 1)+ 2 e
f’(x)=3x2+( ¥ 10x —{5x%+ 1) 3 202 —30x 1022 -2

(2x—3) y (2x—3)

x5+9=10x2\/.¥
Stel x2\/x = u.

w4+ 9=10u
wW—10u+9=0
(u—Yu—9)=0
u=1lvu=9
XYx=1vx*Jjx=9
X¥=1vx’ =8l

x:lvxz\/S_l

Stel H=b - g
795
g3 dagen — 942

795\
L= (@) =0,9450...

=p - [

B4 039450-.-},5.0,9450”;:942
42

b= o503 ~ 1249:8..

Dus I =1250 - 0,945".

t=5en H=942

Gemengde opgaven
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10x2 —30x -2

(2x -3y
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T £,00=@+a)nE)

241 @E+p) 2x—(F+1D) 1 232+ 2px—x*—1 xX*+2px—1
0 5@ =5 geot )= = = 2
p (x+p) (x+p) (x+p)
£ 50=0 geelto®+ Zpx—1=10
2px=-x*+1
_=e4 ]
- B

41 A2+ 1) b +1)
2+1 22—-x2+1 21
2x
Dus alle toppen liggen op de lijn &: y = 2x.

X+

x ¥
kis—+==1oftewel k:x+2v=2
p p R
Door (6, 1) geeft6 +2=2p
8=2p
p=4
B 4+5+ex+4+x ‘
| f(x)= \/_=x+5+§+4x’2+x’15geeft
x? X
F() =52+ 5x+ 6lnlx| — 4v! — 20+ o =1 + Sy + 6lnlx| - 2 - E 4 ¢
2 X \/;

Er moet gelden f (37 — p) = /(31 + p).
fGr=p)=2+Gn—p—im)eosGn—p) =2~ peosGn—p) =2~ pcos(p— ;1)
f(%TC +p)=2+ (%TE +p— ]ER)COS(%T[ +p)=2 +pCOS(%TE +p)=2—pcos(p— %TC)

Voor elke p is (31 — p) =T+ p).
Dus de grafiek van fis lijnsymmetrisch in de lijn x =1x.

=1 ‘ln(x)+(x+a)'%:ln(x)+1+%:ln(x)+ 1+ax!

mey =t 2ol a
Jr®) =yt =y x?
£/ (3)=0 geeft =5 =0

47
¥

De grafiek van f, gaat voor a = 3 bij x = 3 over van athemend stijgend naar toenemend stijgend.
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C(4, 5)

[=]

B(1. 1) AB, 1)

0 X

=) ensi= (5] (g
[ll- =a=seng)-s.awo= () ()= 3) = () m 0 ()11

o= (0- (- (92 (1) awre={) enstcix 3=,
BD snijden met AC geeft 1 +2t+1+¢=9

=7

t=21
t=21geeftx,=1+2-2t=52eny,=1+21=3L
Dus D(53, 1}).

o)/ g
a

L=g(p)=flp)=3p—-1-e¥ >
=3—¢e¥ 3.2=3-2e%3

dp

%=Ogeeﬂze2p‘3=3

dp . ]
e 3= 15
2p—3=In(1%)

2p=3+In(1})
p=13+3In(13)
Dus voor p = 15 +51n(13) is de lengte van CD maximaal.
Deze maximale lengte is 3(15 +51In(15)) — 1 — 15 =45 + 15In(15) = 25 =2 + 15In(15).

= Pobrts (= DE=3)
=25 (x+5)x—35)
Er is een perforatie als x = 5.

- DE=5) . x—1 4
= -5 x5 10

Dus de perforatie is (5, %).

[ S]
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Mox120 _(PHAT-5) -5
X-22-24 (2+4)2-6) $2—6

Bladzijde 237

2,\'74 + 2x+1 = 66
2824427 21=66
L2220 =66

27 27=66
2:=32
x=5

De draaiingshoek van 4 is ;7.

Dus de draaiingshoeken van B, C en D zijn respectievelijk 27, 1im en 127,

Dit geeft B(cos(n), sin(zn)) = B(-31/3, 1), C(cos(15m), sin(13m)) = C(-1, -3\/3) en
D(cos(13m), sin(13m)) = D(3y/3, -5).

De lijnen /, en /, zijn evenwijdig met k, op afstand \ﬁ van k.

-

- (1
r,(=(11), dus nk=(1) enk:x+ty=4

[/[kgeeftlx+y=coftewel lx+y—c=0.
Het punt (4, 0) ligt op &.

4+0-

dk, )=d((4,0), /)= \ﬁ geeft Td: \/E
|4—c|=2
4—c=2vd—c=-2
c=2vec=6

Dus/;:x+y=2enl:x+y=6.

l;:x+y=2oftewel /;; y=2 —x snijden met c geeft x> + (2 —x)* —2x + 6(2 —x) =0
X+4-Ax+x2-2x+12—-6x=0
2x2 = 12x+16=0
X—6x+8=0
x=2)x—4)=0
x=2vx=4

x=2eny=2—x geeft het punt (2, 0).

x=4eny=2—x geeft het punt (4, -2).

l,: x +y =6 oftewel [,: y = 6 — x snijden met ¢ geeft x* + (6 —x)* —2x + 6(6 —x)=0
X+36—-12x+x>—2x+36—6x=0
2% —20x+72=0
xX2=10x+36=0
D=(-10—4-1-36=-44
D <0, dus geen oplossingen.

De gevraagde punten zijn (2, 0) en (4, -2).

p p

o) = [\rdr= [wdr=[Fe] = 3p% - 0=3p
0

O(V) =10 geeft 2p*: =10

pE=35

p=135=135=11225
cos(24)=2c¢cos*(4)— 1 cos(24) =1 — 2sin’(4)
2cos*(4) =1+ cos(24) 2sin*(4) =1 — cos(24)
c0s2(A) =1 +1cos(24) sin?(4) =1 — 1cos(24)

F(x) = cos*(4x) + sin*(6x) = 3 + 3¢0s(8x) + 3 —7c0s(12x) = 1 + jcos(8x) — yeos(12x) geeft
F(x) = x + 1-sin(8x) — 2;sin(12x) + ¢
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De grafick van f, heeft een perforatie als sin’(x) — a cos(x) =0 A sin(x) + % =0.
sin(x) + ;— = (0 geeft sin(x) = 7;—
xzfén+k'2nvx=1éﬂ+k'2n
xin[0, 2n] geeftx= lzmvx=13x
x=1¢m geeft sin’(1gmw) — acos(15m) =0
(-9 -a-33=0
F+1a\3=0
Lay3=-}
233 4B,
_——= =_g 3

T

x= 127 geeft sin’(127) — acos(121) = 0

ESE

(9~ 33=0
s72ay3=0
za\3=3

Er is cen perforatic als a =-1/3 en als a = #/3.

Van ¢ is het middelpunt M(-4, 5) en de straal r= /5.
kiy=ax+bdoorA(-1,4) geeft-a+b=4,dus b=a +4.
Ditgeeftk: y=ax+a+4oftewel krax—y+a+4=0.

|-da —5+a+4
d(M, k)=r geett ———=—=5
a+1

-3a—1|=+5a>+5

9a*+6a+1=5a*+5

da* +6a—4=0
2a’+3a—-2=0
D=3%-4-2--2=25

-3+5 -3-5
a=T=]EV =T=_2

a:%geeftb:% enk,:y=5x+4%.
a=-2geeftb=2enk,; yv=-2x+2

k%]

-
E

A
sin(x) = % geeft DE =2sin(x)

cos(x) = ATE geeft AE = 2 cos(x)

AB=2+2-AE=2+22cos(x)=2+ 4cos(x)
O=1(AB+CD) - DE =%(2+4cos(x) + 2) - 2sin(x) = sin(x)(4 + 4 cos(x))

% =cos(x) * (4 + 4 cos(x)) + sin(x) - ~4sin(x) = 4 cos(x) + 4 cos*(x) — 4 sin’(x)
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T) 9r+54=15-3

% =0 geeft 4 cos(x) + 4 cos’(x) — 4sin’(x) =0

4 cos(x) + 4(cos*(x) — sin’*(x)) =0
4cos(x) +4cos(2x)=0
4¢os(2x) = -4 cos(x)
cos(2x) =-cos(x)
cos{2x) = cos(x + m)
2x=x+n+k:2xv2x=-x—m+k:2n
x=n+k'2nvix=-n+k'2n
x=7r+k-2ﬂvx=*;n+k C %TE
0<x<jimgeeftx=3n

x=1m geeft Oy, = sin(Gm)(@ +dcosGn) =53 - (4+4 =33

] f(x)=x—4x* +3x + 1 geeft f(x)=3x> —8x +3
Stel k:v=ax+bmeta=f1(1)=3-8+3=-2,

y=-2x+b - _
ROy 40, 1) L

Dus ko y=-2x+3.

Bladzijde 238
K

F=10 X+l
FK+1)=10K+1)-K
FK+F=10K+10—-K
FK—9K=10—-F
K(F-9)=10-F

_10-F

CF-9

GP-15-3*+54=0
Stel 3¥=u.
w—15u+54=0
(u—6)u—9)=0
u=6vu=9
IF=6v3'=9
x=3log(6) vx=2

cos2(3x) — cos(3x) —2=0
(cos(3x) + 1)(cos(3x) —2) =0
cos(;-x) =-1v cos(%x) =2
Ix=m+k-2n
x=2n+k-4n

y =2 +302-1
30,2,\771 =1’,_2

0,2x— 1 =3log(y —2)
0,2x =1 +3log(y —2)
x=5+53log(y—2)

& Noordhoff Uitgevers by Gemengde opgaven 193




Stel k: y=2x+b.
Substitutie van y = 2x + b in de cirkelvergelijking geeft
2+ (2x+ bR +2x—6(2x+b)+5=0
X+4x? +4bx + B2+ 2x— 12x—6b+5=0
5x2+4bx—10x+b>—6b+5=0
52+ (4b— 10+ b —6b+5=0
D=(4b—-10)*—4 -5 - (b*— 6b+5)=16b> — 80b + 100 — 205> + 1205 — 100 = -4b* + 40b
D=0 geeft-4b> +40b=0

4b(~b +10)=0

b=0vb=10
Dus de gevraagde raaklijnen zijn v =2x en y = 2x + 10.

Alternatieve uitwerking
Stel i y=2x+ boftewel k: 2x —y+ b=0
X+ +2x—6y+5=0
X+ 2x+y2—6y+5=0
(ot DP—T4dy -85 —9+5=0
(x+ 1)+ (¥ =3)=5
Dus van de cirkel is het middelpunt M(-1, 3) en de straal = /5.
d(M, k) = r geeft |2\/3§+b|= J5
~5+b|=5
S+b=5v-5+b=-5
b=10vb=0
Dus de gevraagde raaklijnen zijn y=2x + 10 eny = 2x.

f(x)=ﬁ= 16(4x + 5)5 geeft F(x)= 16+ 3+ —1(4x + 10)‘4+c=m+c
x=0geeft 2+4cos(2)=0 v=1 geeft 1 +4sin2r)=1
4cos(2f)=-2 4sin(21)=0
cos(2f) = -5 sin(27) =0
2=im+k-2nv2=-in+k:2x 2=k m
t=;—n+k'ﬂ\/t=*;1t+k'7r t=k-in
tin [0, 7] geefttzgnvtzgn tin [0, «t] gceftt:O\/t:%?r
x<0geeftin<i<im v>1geeft0O<r<in

x<0Ay>1 geeﬂ%n<t<§ﬂ
Dus P bevindt zich 3@ — 7= ¢n seconden links van de y-as en boven de lijn y = 1.

rgtrdr=5_f= DE+5) (2 -2)2x+10)
al 2x +a 2x+a 2x+a
De grafiek van f, heeft een perforatie als a =-2 en als a = 10.

1(2x—2)(2x + 10) _

a =-2 geeft lim £,(x) = lim lim 3(2x +10) =3
x—1 x—1 x—1

2x—2
. @ -@x+10)
a =10 geeft .xlgr—ls Jiolx) =xllﬁn_15 7%+ 10 =x11£151(2x =2)=3

Dus voor a =-2 is de perforatie het punt (1, 3) en voor a = 10 is de perforatic het punt (-5, -3).
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3 Z 3
//)Z<

1 A E B

0 1 2 3 4 5 6 z . ’

T W 16\ (5%

le%(a+d+e):§((1)+(3)+(1)) %(5) (é)

= {7

z-(2)

m=%+4+2=4my=1"2=2ende totalc massa is 6.

- 55 7 218 (14 355 (5%
2o ()2 Gl (3) ) (ot
6x—5_ 3(2x+1)-3-5 _ 8 P L
fay= gy == =3~ T geeft F) =3x8 - {in2x + 1| +-c=3x ~dnf2x + 1] +¢

ZACB = 180° 90° —32° =58°

tan(32°) = geeft BC=28tan(32°)=4,99...

tan(£BCD) = % = ﬁ = 1,00... geeft ZBCD = 45,00...°

ZACD = ZACB — ZBCD=58° —45,00..° = 13,0°

inv —l_L

dus voor /™ geldt x = 5 -
X4y —6)=3(4y—6) =5
dxy—6x=2y—3-5
dxy—2y=6x—8
yEdx—2)=06x—8

_6x—8 203x—4) 3r—4

T4x—2 202x-1) 2x-1
5
4x—6

| Voor fgeldt y :%_41{5_—6’

Dus g(x) = 2x 5 1s de inverse van f(x) =5 —

- homic(2)
(1) (-3
B ‘(32) (7?) ~9-14] 23

Y

7
Lk, )=33,1°
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Bladzijde 239

Slog(x + 1) =4 +5log(x — 1)
log(x + 1)=4 —3log(x — 1)
Mlog(x+ 1) +3log(x—1)=4
“log((x + 1)(x— 1)) =4
log(x>—1)=4

x?—1=281

x*=82

x=1/82 v x=-/82 (vold. niet)

Van c is het middelpunt M(3, 1) en de straal r= \/ﬁ
k:y=ax+ bdoor A(-1,-3) geeft-a+ b=-3,dusb=a - 3.
Dit geeft k: y=ax+a— 3 oftewel ks ax —y+a—-3=0.
|3a+ 1+a —3‘

N7z e
|4a — 2| = \/10a* + 10

166> —16a+4=10a*+ 10

d(M, k) = r geeft

6a*—16a—6=0
3¢°—8a—-3=0
D=(-82-4-3-3=100
L_8+l0_ o 8-10_,
6 6 4

a=3geeftb=0enk;:y=3x
a=-5geeft b=-37enky y=-3x—33.

(S

1

o

(0]

X

f(x) =p geett " = p oftewel x = In(p)
In(p) )
o) = j (p—eHdv=[px—e " =pln(p)—p—(0—-1)=pln(p) —p + 1
0
OF)=1 geeft pln(p)—p+1=1
pln(p)—p=0
p(n(p)—1)=0
=0 v In(p)=1
vold. nietp=e¢
Dus voor p =e.

|
|
|
1-2¢"=0 i
=1 ¥
x=In) I
De verticale asymptoot is de lijn x = In(3). :

[ e

i ex+1=l. e _1+0__
0-2

|

|

1 +

Sa1-2¢ 4tel_, . ey v=-i
ex : /—_

c+1 . 0+1 1 !
|

|

|

I

I

dm e T-—2-0 1

De horizontale asymptoten zijn de lijnen y = fé- eny=1.
Zie de figuur hiernaast. x=In(2)
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o v(0) =0 geeft cos(20)=0

2=in+k- =

=tk b
De eerste keer is voor 1 = %n.
- (X0 _[-3 Sin(3t))
0= (10)-Snan
sl = L s%n(%n) _ (152

-2sin(37) <2

v = 127 + (202 = |85 =134

Dus de gevraagde baansnelheid is 3./34.

wH)=0geeft#—2t+1=0
t—17=0
=1

Het raakpunt is (1, 0).

37 = (x’(r)) _ (r2 +2t+ 3)

¥ 2t-2
()= (‘1 ;f; 3) - (g), dus v(1) =4,

De gevraagde baansnelheid is 4.

W) = (-2 + 2t + 3)2 + (2t — 2)? geeft
1
P+2+30+(2t—27

QR H2+3) (2t +2)+2(2t-2) - 2)

a(ty=v(H= 2 \/(7

1

a(l) NS F T, (QEL+2 +3) - (242) + X2 -2)~2) i (2-4-0+2-0-2)=0
De gevraagde baanversnelling is 0.
v=1/x—1
Y=x-1
x=y2+1

q q q
(L) =rfdy=x[(*+ DPdy=n[(* + 202 + Ddv=a[5p° + 2* +y] = nGa* + 3 + @)

0 0

0
g=+p—1geeft (L)=nG(p— 1D’ +3p—-1P+p-1)

p p
I(M) =:rcjy2dx =1rj(x - Dde=xn[ix? —x]i?z G -p- G- 1) =G -p+3)
1 1
KLy=2 - IM) geeft i3 (\p— 1> +3(Jp— 1)+ p— 1) =2 - n(ip> — p+1) oftewel
fNp D+ — 1P +\p—T=p?=-2p+1.
Voeriny, =+(\x— 15 +3(Jx— 1P+ x—Leny,=x>—2x+1.
De optie snijpunt geeft x = 3,448...
Dus p =~ 3,45.

& Noordhoff Uitgevers by Gemengde opgaven 197




ZC=180° —100° — 35° = 45°

Do sinucresel acoft 102 _ 4B 102 _ AcC
© SIMUSIEEE SeCT §in(100°) ~ sin(45°) “ sin(100°)  sin(35°)

_ 10,25in(45°) 739 _ 10,2sin(35°) 504

" Tsin(100%) 00 ~sin(100°) T

Dus AB~=~73enAC=5,9.

2sin(2x) =-/3

sin(2x) =343
2x=-im+k-2nv2x=1in+k 2n
x=-tn+k-mvi=in+k-m

. 2 5 2 5
xin [0, 2n] geeftx=snvx=;mvx=I1snvx=1:m

d(4,B)y=J2-2pP +(p+1-3P=J2-200+(p—-2)=\4-8p+4p* + P> —4p+4=\[5p" - 12p +8
J5p? — 12p + 8 is minimaal als 5p* — 12p + 8 minimaal is. Dus als p ~f% g,

De minimale afstand is /5 - (97— 12 -8+ 8=2=25,

25x+6:5x+1
(52F =51 +6=0
(5P?-5-5+6=0
Stel 5*=u.
-5u+6=0
(u—2)u—-3)=0
u=2vu=3
¥=2v5=3
x=3log(2) v x =3log(3)

ws3-)--(]
5

HE
HETREEG

cos(ZL(AB, AC)) =

Z(AB, AC)=553°
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B /(x)=

Bladzijde 240
Ve x=4

I(L)=ch}(x2;1)2dx—n 12+-3= th}( %)2dx—3n=nj(x2+2+ )dx 3n

1 1 1
4
1

nj(2+2+x2)dx 3n=nl} 3+2x—x"]?—37c
=nG - #+2-4-4"—(+2-1)-3x=27in-3n=243x

- v() =0 geett sin(2£) =0
2t=k-=m
t=k- %ﬂ:
Voor 7= 4 snijdt de baan de positieve x-as.
x() = sin(t — ym) x/(t) = cos(t — ym)
{ W)=sin@f) EoM { V(t) =2 cos(20)

dy _2cos(m) -2
[dx]x= in 003(47{) 2\/_ \/_

tan(a) =-2/2 geeft a =-70,5...°
Dus de gevraagde hoek is 71°.

_2 geeft
F) = (eh— 3) eF =t —2) e -2 _ e —3er — 2 a¥ 4 gl :’33x+462x—3ex:— (e —4e*+3)
(e2 —3)? (e —3)? (¥ — 3)? (e — 32
f(x) =0 geeft *cx(el‘f —4e*+3)=0
— 4+ F=10
("= 1)e"—3)=0
¢'=1ve'=3
x=0vx=In(3)
_2 3=2
=1 senf(In(3)) = R
1_2
eF—2 . e sz 0-0 ) et —2 0-2
xh—I;I:C e™ -3 th—];]go 1 _i ZITZO en xl_lp_’lmle_ 3 :T:;:%
e?.x
—3=0geefte*™=3 ,
2x =1In(3) i
x=3In(3) :
Schets, zie hiernaast. | 2
Het bereik van fbestaat uit de intervallen (—, en [}, ). =o=-=-]~-F """ =
| .
| f
o | In(3)
i
|
|
x=1In(3)
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. x(H=r—4 x(H=2t—4
. { w1 =22+ 4¢ geaht { y’(t; =4t+4

Evenwijdig met de x-as, dus (1) =0 A x(£) £0
4+4=0A2(—-4+40
di=-4A2t#4
t=-1At#2

t = -1 geeft het punt (5, -2).

Evenwijdig met de y-as, dus x(1)=0 A y() 0
2t—4=0A4i+4 40
t=2nt#-1

t=2 geeft het punt (-4, 16).

Ergeldt-1 <cos(f)< 1, dus-1<x<1.
Substitutie van x = cos(f) en y = 2sin(2¢ — 37) in y = 2 — 432 geeft 2sin(2¢ — s7) = 2 — 4 cos(?)
sin(2¢ — 3m) = 1 — 2 cos(?)
cos(2t — %nrc + %n) = cos(27)
cos(2t) = cos(21)
Dit klopt voor elke waarde van ¢,
Dus bij de grafick met de gegeven parametervoorstelling hoort de parabool y =2 — 4x? met -1 <x <1,

C

B

De cosinusregel geeft BC?=82+97—2-8 - 9 - cos(130°) = 237,56...

BC=/237,56..=154

| fe = 2= et:ﬂf,(x)z(xz+2)'2—(296—1)'sz2.x2+4—4x2+2x=—2x2+2x+4
P28 2+ 2)? (2 +2)? (2 +2)
f(x)=0geeft -2x>+2x+4=0
xt—x—2=0
x+1Dix—2)=0
x=-lvx=2
¥
’ f
-1 i i —

min. is f(-1) =1, max. is f(2) =5 en B,=[-1, 3].

cos(2x — 27) = cos(x + 1)
Zx—%n=x+_};ﬂ+k‘21rv2x—%7c=—x—_l—,1c+k‘2?:
x=%n+k’2nv3x=éﬂ+k'2n

_3 ‘ — L2
x=gntk 2mvx=qnrtk-in

Stelk:y:axwmeta:ol_;_zl:—l.
k:yv=-x+bdoor C(0, 1) geeftk: y=-x+ 1 oftewel ks x+y—1=0,

9+2-1] 10

a’(A,k)—T—E=5\/§
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1

£103jaar ~ 2
Goar = (D™ = 0,9933
Dus per jaar is de afhame 0,67%.

&
i~ awsi=(3).
‘(52)(;) _l15+4] 19

(=

cos( Lk, 1) =

2
Lk, )= 11,9°
Bladzijde 241
Eofr
' Schuif de grafieck van f'1 omlaag, dit geeft de grafick van g(x) = B . L. L.

=T

KL)= 1tf(g(x))zdx nj( il 1)2dx=nf((x2: 1>2—2 -xtl 1+ 1)dx
1 1
1

4 B 4
("4+2x 1 z(x+l)+1)dx=nj(x2+2+i2—zx—3+1)dx
X { X X

4

J-( 2x+3——+x )dx ?t[ pe —x2+3x—21n\x\—Jc"]tl1
1

=n( - A -4£2+3-4-2In@)—1-E-1+3-2In(1) - 1))

=n(2li-16+12-2In(2)—-t—-(¢-1+3-0-1))=153n - 4nin(2)

| »="log(x)
| translatie (3, -2)
y=-2+"log(x—3)
L verm. y-as, 5
fx)=-2+"log(2x —3)

¢ heeft middelpunt M(1, 0) en straal \ﬁ
d heeft middelpunt N(4, 1) en straal 2/2.
Stel k: y=ax + b oftewel k: ax —y + b=0.

d(M, k) = \2 geeft J/cti=\/§oftewel la+bl=2 @ +1.

|4a — 1 + b

d(N, k) =242 gee =2 2 oftewel [4a — 1 + b =22+ [ + 1.

Hieruit volgt 2|a + b| = [4a — 1 + b|
Aa+b)=4a—1+bv2a+b)=-4a+1-b
2a+2b=4a—1+bv2a+2b=-4a+1-b
b=2a—1v3b=-6a+1
b=2a—-1vb=-2a+%

b=2a-1invullenbij la+b| =2 - \Ja? + 1 geeft|a+2a—1|=2 - \Ja*+1

3a—1|=\2a>+2

9a> —ba+1=2a"+2

Ta*>—6a—1=0

D=(-6)2—4-7:-1=64
6+8 6-8_

7 V

a:
a=1geeftb=2-1-1=lenk;:y=x+1.
a——-geeftb 2 ———1——1 en k,: y___ 1_

Hiermee zijn de twee lijnen gevonden, dus b =-2a + I voldoet niet.
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In(x)+1=0
In(x) =-1

g1
xX=e¢ =
€

. . .. 1
De verticale asymptoot is de lijn x = o

In@2 ,__1
" oM@t @)t -1 In(x) W §Ei-b
JL = MO+ 1L wmoe O mme 1+ - 140
In(x)
De horizontale asymptoot is de ljn y =1,
In(2) | 1
y po -1 @)@t 0 g4 -0
= _—— _— m -_— =
xlf(}f(x) .xlft)l ln(x) +1 In{x) —-=0 lIl(JC) +1 In(x)—-o 1+ L 1+0
In(x)
y
|
|
|
|
|
I
___-4 ———————————————— y=1
|
: /
|
L X
o I
|
|
|
|
|
I
|
|

=
o=

{x(t)—;—zf3 + 2+ 3¢ ﬂ{x’(t)=t2+2r+3
WO =r—4+4 Y(H=2t-4
Raaklijn verticaal, dus x(t) =0 A (1) # 0
P +2t+3=0A2t—4%#0
P2—=2t—3=0A2t#4
+1)(t=3)=0nt£2
t=-1vit=3
t=-1 geeft het punt (-1, 9) en ¢ = 3 geeft het punt (9, 1).
v=9geeft 7 —4t+4=9
F—4t-5=0
(t+1)(t—5)=0
t=-1vi=35
t=5 geeft het punt (- 13, 9).

=7

Dus de baan snijdt zichzelf op =5 in een punt waarin de raaklijn aan de baan verticaal is.

3 &l 10-4 6
[_5ge‘:ﬂ[dx]rzs_—25+10+3_—12_ 2
tan(a) :,; geeft a =-26,5..°

De gevraagde hoek is 180° — 90° — 26,5...° = 63°.

Gemengde opgaven
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3 f(x):}zx4+§x3—xl—2x+1geeﬂf'(x)zxs +x2—2%—2

[ =-5(x=3)*-2
l verm. x-as, -10
y=2(x—3)"+20

| translatie (5, -15)
g(x)=2(x—8)*+5
min. is g(8) =5

2+

; : c
is omgekeerd evenredig met y, dus 2 + P

< o

x+4

—Deny= 3 _¢
x#Zeny~4geeﬂ2+2+4 7

—_
o

. 3
+——=—
Dit geefi 2 P

2x+11_ 10
x+4 ¥y
10(x +4)
YT r 1
10x+40
YT ot 11

SV =22+2-22-2=0
Y

L
I
I
I

Dus f heeft een extreme waarde voor x = /2.

Bladzijde 242
De vergelijking van c is van de vorm (x — 8y + (v — 5)? =72,
Substitutic vanx=¢+2 eny =3¢+ 1 geeft
(t— 6>+ (3t — 4P =1
P—12t+36+97 - 24t + 16 =1
107 —36:+52—r=0
D=(-36)2—4-10 - (52— 1) = 1296 — 2080 + 40> = 40> — 784
D=0 geeft 40/* — 784 =0
4072 =784
”*=19,6
Dusc: (x— 872+ (y—5)>=19.6.

| f(x) =3 —1x2+2 geeft f(x)=x2—x
fx)=6geeftx*—x=6
X=x—6=0
(x+2)(x—3)=0
x==2nx=3
fC)=-25enf(3)=6;
Dus A(-2, -23) en B(3, 63).
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s m-55-f)-()-(7)
c 0 c
= ey e— a -C a—c
a=a+a8,(¢)+(, <)~ (¢2¢)
D op de y-as geeft a — ¢ = 0 oftewel c=a.

= f[a—b T AR B < \_{ b-c
BA;( T)enc b+ BA, (c)+(b—a) (fa+b+c)

o _ _ . Lyalp
m=%(c+d)=%(( b—c )+(a c))=%(a b 20)= St 2b]c
-atb+cl \b-a 2a+2b+tc/ \-atb+tjc

BM is horizontaal als geldt -a + b+ 3¢ = c oftewel -a + b — 3¢ =0.
Substitutie van c =a in-a+b—1c=0 geeft-a+b—3a=0 oftewel b= 11a,
o filat o fkgafa— 1
c:aeanI%ageeftb:(lza)enm: 24 ?a ? :(4(,1)'
a -atlzatsa a

BM =3 geeft |13a—ta| =3

\lia\=3

13a=3

a=2%

Dusa=2% b=3enc=23

f(x)=0geeftdx—x*=0 gx)=0geeft 5—-2x=0
x(4-x)=0 2x=5
x=0vx=4 x=2%
f(x)=g(x) geeft 4x —x*=5—2x
X—6x+5=0
(x—Dx—-5=0

x=1lvx=5

<

e e R S |

1 24 1 24
(L) =x(4x = 2P dx + [ (5 = 2P dx = (1622 — 8 +x¥) dr + x[ (25 = 20x + ) dx
1 0 1

0
= n[16x3 -2+ %xs]:) + Tr[25x —10x% + %xﬂ?a
(

3
=Bl 0~ 0+ - Bp—10 5045 - BT —nI5— 1044

125 9 ol
s A i
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| translatie (4, -2)
y=-=2+x—-4

1 verm. v-as, %
fl)="2+2v -4

D;=[2, —), B,=[-2, —) en randpunt (2, -2).

De grafiek van f, heeft een perforatie als In(ax?) +2 =0 Aln(x) +4=0
In(ax?) =-2 A In(x) =4
ax*=¢?Ax=¢*

Substitutic van x =¢* in ax’> =¢ 2 geeft a(c *)>=¢?

aegt=¢?
a=ig
_ 1—3x

f(x)_(x+1)2
" _(x+1)2‘—3—(1—3x)'2(x+1)=‘3(x+1)—2(1—3x)=73x—3—2+6x= 3x—5
S®= (+ 1) G+ 1y -1y x+1)
2 _(x+1)3‘3—(316—5)'3(x+1)2_3(x+1)—3(3x—5)_3x+3—9x+15:~6x+18
fr= (x+1)° B (x+ 1) T (x+ 1)
; -14 " 36
FE3)= 5> 0enf"3)= 5520

Dus in 4 toenemend stijgend.

’ = ’” 12
F)=55<0enf(1)=27>0
Dus in B afnemend dalend.

’, 7 ’” _6
f(4)=§>0 enf (4)=¥<0
Dus in C athemend stijgend.

Volgens de omgekeerde stelling van Thales is het middelpunt van de omgeschreven
cirkel het midden van BC.

Noem de straal van de cirkel r.
Dan moet gelden nr? = 361
=36
r=6
Dus BC=12.

§in(30°) = A< gectt AC = 125in(30°) = 12 - 1=

c0s(30°) = f—f geeft AB=12c0s(30°) =12 - 1\/3=6./3
De omtrek van drichoek ABC is 12+ 6 + 6,3 =18 + 6,/3.
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v =sin(x)

1 verm. v-as, 2

y =sin(3x)

| translatie (37, -2)
y=-2+ sin(% (x— jq:rc))

Dus f(x) =-2 + sin(3x — § ).

Bladzijde 243
A=12-3,/1-2B
3Jyl-2B=12-4
kwadrateren geeft

9(1 —2B)=144 - 244 + A*
9—18B=144 - 244 + 4*
-18B=A4%—244+135
B=-1A2+114-7%

N f(x) =32 —ax® + dx + b geeft f(x) = x> — 2ax + 4 en f"(x) = 2x — 2a.

f7(x)=0geeft 2x—2a=0

2x=2a

x=a
Er moet gelden f(a) = rc,.
fla)=-5geefta® —2a-a+4=-5

a*>—2a*>=-9

-a*=-9

a*=9

a=3va=-3
f,(3)=1-33-3-32+4-3+b=b-6

y==5x+2 }b <
—6=-5-3+2
door (3,h—6) b5 i

Fb3i=5-( 843 » CIP+ 4B +b=B+E

y=-5x+2
g A= o) % 2
door (3, 6+ 0)] {_15+2-6=11

Dusa=3enb=-7Tofa=-3enb=11.
-cos(2x + %Tt) =cos(2x + 1§1r) = sin(2x + 1%1: + %n) =sin(2x + 1%1:)

¥ty +tax—6y+8=0
X*+4x+3?—6y+8=0
(x+2P—4+(y—-3P-9+8=0

(x+27 +(y=3)=5

Dus middelpunt M(-2, 3) en straal » = \/5

dd, M)=J2 -2+ (11 -3 =/80=4/5
dd, )=d(A, M)—-r=4/5-5=35

e —6ef 1 +5e2=0
(&P —b6e° &F+5ed=0
(e —e)e"—5e)=0
egf=ecve'=>5¢
x=1vx=In(5¢)
x=1vx=1+In(5)
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{x(t) =3p-212— 6t " {x’(l‘) =20—-4t-6

y=r-4 Vi) =2t

Evenwijdig met de x-as, dus y(1) =0 A x(£) £0
20=0A22—4t—6+%£0
=0

t =0 geeft het punt (0, -4).

Evenwijdig met de v-as, dus x (1) =0 Ay (t) £0
20 —4t—6=0A2t4£0
P=2t=3=0At%£0
(t+1)t—3)=0At#0
(=-1vit=3

t=-1 geeft het punt (3 ;—, -3) en ¢ = 3 geeft het punt (-18, 3).

) y= ln(%x + 1) geeft ln(l:x + L=

1 —
5,‘16'1'1*6}2

l:x=ey—l

x=2¢"-2

h

1 1

(L) =n]dy=nf2e’ —2Pdy =nf(de¥ - 8" + 4)dv=n[2e> ~ 8¢’ + ],

0 0 0
=n2e>—8e+4)—m(2—8+0)=(2¢>—8e+ 10)n

| kix+7v=21oftewel k: x=21-"Tv
Stel M(21 — p, p).

20-Tp+2p—1| 221 -Tp)-p-2
d(M,[)zd(M’m)geeﬂ\ p+2p—1|_[221-7p)—p-2|

V5 V5
|20-5p|=42-14p—p 2|
|20 - 5p| = |40 — 15p|
20-5p=40—-15pv 20— 5p=-40-+ 15p
10p =20 v -20p=-60

p=2vp=3
p =2 geeft M(7,2) en r, = d(M, z)=M=ﬁ=2\/§
' ’ V5 V5
p=3 geeft M0, 3) en r, = d(M, z):wzizﬁ
’ ’ V5 V5

Dusci: (x—7F +(p—2P2=20¢en¢,: ¥ +(y—372=35.
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