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Voorwoord

Aan de docent,

Het boek vwo B deel 2

Samen met de delen 1, 3 en 4 van vwo wiskunde B bevat dit boek de
leerstof van het programma vwo wiskunde B, zoals dat met ingang van
het jaar 2015 is vastgesteld.

De totale studielast voor het vak vwo wiskunde B is 600 uur. De delen
1, 2, 3 en 4 bevatten samen 17 hoofdstukken, waarbij opgemerkt kan
worden dat in het laatste hoofdstuk van deel 3 een keuzeonderwerp
wordt aangeboden en dat in het vierde hoofdstuk van deel 4 de
examentraining aan bod komt.

De vier hoofdstukken van dit bock hebben elk cen studiclast van
ongeveer 30 uur en bevatten leerstof die in het Centraal Eindexamen
wordt getoetst.

In hoofdstuk 5 Machten, exponenten en logaritmen worden gedeelten
van het domein B behandeld.

De subdomeinen C1 en C2 komen aan de orde in hoofdstuk 6
Differentiaalrekening.

In hoofdstuk 7 Meetkunde met codrdinaten staat subdomein E2 centraal,
In hoofdstuk 8 Goniometrische functies wordt het grootste gedeelic van
het domein D behandeld.

De delen 1, 2 en 3 zijn bedoeld voor de leerjaren 4 en 5. Afhankelijk van
de verdeling van de studielast over deze twee leerjaren kunnen de
hoofdstukken 7 en 8 samen met deel 3 in het vijfde leerjaar worden
doorgenomen.

Opbouw

De opbouw in deel 2 is dezelfde als in deel 1. Elk hootfdstuk heeft een
begin- en eindopdracht en een paragraat Voorkennis. De oriéntatie-
opgaven staan voor elke nieuwe theorie en activeren het denken over een
nieuw wiskundig begrip. Ock de retlectie-opgaven spelen een
belangrijke rol bij het activeren van een wiskundige denkhouding. Naast
de gewone opgaven en de afsluitende opgaven zijn er nog de extra
opgaven, De afsluitende opgaven geven het beoogde eindniveau aan. De
extra opgaven doorbreken de standaardaanpak en activeren zo het
wiskundig denken.

Elke paragraaf wordt afgesloten met een Terugblik, aan het eind van elk
hoofdstuk staat een Diagnostische toets en achterin het boek staan de
Gemengde opgaven.
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Drie leerroutes

In deze editie wordt gewerkt met drie leerroutes: de basisroute, de
middenroute en de uitdagende route. De theorie is voor alle routes gelijk.
Bij de opgaven zijn de routes aangegeven met symbolen. Een gevolg van
het werken met deze routes is dat leerlingen niet alle aangeboden
opgaven hoeven te maken. De routes zijn zo samengesteld, dat alle
leerlingen in hetzelfde tempo het hoofdstuk doorwerken. Nieuwe theorie
kan dus klassikaal aan de orde komen.

De basisroute geeft de leerling voldoende oefening om zich alle
vaardigheden die bij de eindtermen horen eigen te maken.

In de middenroute worden enkele oefenopgaven overgeslagen en in
plaats hiervan maakt de leerling opgaven die dieper op de stof ingaan.
De uitdagende route is voor de leerlingen die de basisstof snel oppikken.
Deze leerlingen maken nog minder oefenopgaven. Zo komt er tijd vrij
om aan uitdagende opgaven te werken.

Getal en Ruimte online

Alle opgaven kunnen ook digitaal worden gemaakt. Daarbij krijgt de
leerling zoveel mogelijk gepaste feedback. Ook kan de leerling in de
digitale omgeving uitwerkingen bekijken.

Het docentenmateriaal bevat per hoofdstuk een studiewijzer waarin
bovendien de routes overzichtelijk zijn weergegeven. De studiewijzer
kan naar eigen inzicht worden aangepast. Verder is presentaticmateriaal
aanwezig en zijn bij elk hoofdstuk toetsopgaven opgenomen. Behalve
een bundel waaruit zelf een toets is samen te stellen, is ook een kant en
klare toets (voor ongeveer 75 minuten) opgenomen. In het online
materiaal voor de leerlingen staat bij elk hoofdstuk een oefentoets.

Zoals altijd stellen we op- en aanmerkingen van gebruikers zeer op prijs.

herfst 2019
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Legenda

Voorkennis

Kennis van enkele onderwerpen uit de
onderbouw of uit een voorgaand
hoofdstuk die je paraat moet hebben.

Oriéntatie-opgave
Opgave waarmee je je oriénteert op
de theorie erna.

Gewone opgave
Na de theorie ga je oefenen met de
gewone opgaven.

Reflectie-opgave

In een reflectie-opgave kijk je nog
eens terug op een voorgaand
probleem.

Afsluitende opgave
De afsluitende opgaven geven het
beoogde beheersingsniveau aan.

Extra opgave
Opgaven waarmee je extra wordt
uitgedaagd.

Route-aanduiding
Basisroute

Middenroute

Uitdagende route

NB De symbolen van de route-
aanduiding kunnen in combinaties
voorkomen.

Opgaven zonder route-aanduiding
In de Diagnostische toets en in de
Gemengde opgaven hebben opgaven

geen route-aanduiding,

[»6r] Verwijzing naar een module van
de GR-handleiding.

[»weRkBLAD] Verwijzing naar een
werkblad.

[»oEMo] Verwijzing naar cen
demo/animatie.
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Wat de betekenis is van machten met negatieve en gebroken exponenten.
Wat een logaritme is.

Werken met grafieken van machtsfuncties, wortelfuncties, exponentiéle fu
en logaritmische functies.

Variabelen vrijmaken bij machtsformules en bij wortelformules.
Exponenti€le en logaritmische vergelijkingen exact oplossen.
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Beginopdracht Newton en Kepler

Het was Newton die de basisvergelijking /= m - « van de mechanica als
eerste formuleerde. Hierin is F' de kracht die op een lichaam werkt, m de
massa van het lichaam en @ de versnelling die het lichaam ondervindt.
De eenheid van massa is kg, de eenheid van versnelling is m/s? en de
eenheid van kracht is N (newton). Hieruit volgt dat 1 N =1 kg - m/s?.
De versnelling die veroorzaakt wordt door de zwaartekracht, wordt
voorgesteld door g. Deze versnelling is voor (een plaats op) de aarde
constant, ongeveer 9,81 m/s%.
De kracht waarmee de aarde een lichaam met massa m aantrekt, wordt
aangegeven met F,. Dus F, =m ' g.
Een voorwerp dat met een constante snelheid een cirkelvormige
beweging maakt, ondervindt een kracht in de richting van het
middelpunt van de cirkel, de middelpuntzoekende kracht. Hiervoor geldt
my?

de formule F,, = _ waarbij r de straal van de cirkel is en v de

baansnelheid.
Doorloopt een voorwerp een cirkel met straal » en is de omlooptijd 7, dan

_ omtrek cirkel _ 2mr

omlooptijd T
2
Combinatie van de formules F = % env= % geeft de formule
Fo= 4nmr
mpz T2

« Toon dit aan.

Volgens de Eerste wet van Kepler bewegen alle planeten zich in
elliptische banen rond de zon. Voor de meeste plancten zijn deze
elliptische banen goed te benaderen door cirkels. We nemen daarom in
deze opdracht aan dat de banen cirkels zijn. Volgens de Derde wet van

Kepler is het kwadraat van de omlooptijd 7 van een planeet evenredig
. 7is
met de derde macht van de straal  van de cirkel, dus ~5 ~constant,

+ De afstand tussen Venus en de zon is ongeveer driekwart keer de
afstand tussen de aarde en de zon. De afstand tussen Mars en de zon is
ongeveer anderhalf keer de afstand tussen de aarde en de zon,

Geef een schatting van de lengte van een Venus-jaar en van een Mars-
jaar,

* Dc omlooptijd van Jupiter is ongeveer 12 keer zo groot als die van de
aarde.

Bereken hoeveel keer de afstand tussen Jupiter en de zon is
vergeleken met de afstand tussen de aarde en de zon en gebruik dit om
te berekenen hoeveel keer zo groot de baansnelheid van Jupiter om de
zon is vergeleken met de baansnelheid van de aarde om de zon.
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Voorkennis Herleiden van machten

Theorie A Rekenregels voor machten

In de macht &° is a het grondtal en 5 de exponent.
@’ is een korte schrijfwijze voora - a - a - a - a, dus
voor het product van vijf factoren a.

Rekenen met machten gaat als volgt.

@ a’=aa-aa‘a‘a-a=a’
G g
2 factoren 5 factoren

Bij het vermenigvuldigen
van machten met hetzelfde
grondtal tel je de
exponenten bij elkaar op.

@ _a-aa- bl .
R AR

a? d-d

Bij het delen van machten
met hetzelfde grondtal
trek je de exponenten van
elkaar af.

(a2)5:g2.a2.a2.a2.a3:a10

P 2
5 factoren a*

Bij de macht van een
macht vermenigvuldig je
de exponenten met elkaar.

4 factoren ab

(aby*=ab-ab-ab-ab=a-a-a-a-b-b-b-b=a'b
i

Bij de macht van een
product krijg je een
product van machten,

Zo krijg je de volgende rekenregels voor machten.

Rekenregels voor machten

aP al=ql "1 (ap)q = gPd
ab
E: a4 (ab}" = a’h’

Hieronder zie je hoe je de rekenregels gebruikt bij
het herleiden.

(_303)4 = (_3)4 . (a3)4 =814!?

(-3’ = (-3)* - (@*)* =-27a®

(2a%) — (a®)® = 4a® — ab = 3a®

(-2)*=16en-2*=-16
faP =20 en3i=127

@ adtatat=d +a+a?

<----[Let op:a@a

= g’ maar @’ + a* kan niet korter, ]

12a°h
3ab

=44°
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Herleid.
a x-x3
b 2p*-3p°

2| Herleid.

a (p'qy
b (3x2)

Herleid.
12x°
4x2

5x10
15x°

Herleid.
-28a
a Ta

b -(3a4*y

5| Herleid.

a (ab) ' a
b (-2ab) - b

& Herleid.

10

a a2n " an*l

4a’b - 5a°b*
20'¢* * -3pq

(, 5 x2 y3)2
(-dab*)?

24a*h?
6ab

-1 Sp(:q
Spq

(-2a2)°

(_03)3

(3a)* + (2b)
(3ay - 8a°

anzfl " an*l

Hoofdstuk 5 Machten, exponenten en logaritmen

-

5x%y - 2x —3x%y
12a*b - ab — 8ab

(ay - (2a°)°
(B’ +(2a%

10x37
Ezd
(2aby
(3ab)y?

(5ay - 3a
9(14 2

&)

(za) +(-a)?

(5614)2 + (,a2)4

n’—n

a

an*]
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5.1 Machten met negatieve en

gebroken exponenten

In de tabel hiernaast kun je zowel in de exponenten als in de
getallen rechts van het = teken een regelmaat herkennen.
a Hoe volgt uit deze regelmaat dat 2°=1 en 22=1?

1

b Neem overenvul in: 273 = 2L en2= P

Op dezelfde manier kun je inzien dat3°=1en 32 = %
¢ Neem over en vul in: voor x # 0 geldtx’ = ..., x'' = 28 en

S L

Theorie A Machten met negatieve exponenten

In opgave 1 komen de machten x° en x* voor.
Pg

2|
. e o0 X

Om de betekenis van x” te begrijpen, kijken we naar —.
X

2

&
Je weet x—2= 1 voor x # 0.

i
Gebruik je de regel % =a?~ 4, dan krijg je

x2

_2:x272:x0‘
X

We spreken daarom af dat xX° =1 voor x # 0,

2
. on oo X
Om de betekenis van x te begrijpen, kijken we naar =

Je eetx2 LA 1 L
st i = =
¥ XeXrxx-x x-x'x x

P 2.
Gebruik je de regel %: a’~ 9, dan krijg je ';—5=x2 “S=x7

-3

1 ; 1
We spreken daarom af dat x = Enzois x®= s

n'

Algemeen geldt x = xi

il

. . 1
Voora#0isa’=1ena?= =
a

In de opgaven mag je ervan uitgaan dat a £ 0.

@ Noordhoff Uitgevers bv

Rekenregels voor

5.1 Machten met negatieve en gebroken exponenten

machten
al ~ali=qgP 4

a?

p =qP 9
(@'Yl = aP?
| (aby =d'b’

x"=1voorx#0.

1

a2

s 1l .
x2i==enx->=
=

Maar ook A i

z

1_
en_=x".
x

11




nE*

12

Voorbeeld
Schrijt als macht van a.

at a
Uitwerking
1
a @ —<=a’-at=a®
a
2 -2
p 2Ll _ 21,3
a al

Je schrijft 54 3b* als volgt zonder negatieve exponenten.

_sb?

—= (03)2 d

Zonder tussenstappen:

1
i B e e £ 6
Sa=b =5 3 b o 3a'2b6=%
Je mag hierbij de tussenstap weglaten. 5
326 = 3°
i S5a*
Voorbeeld
Schrijt zonder negatieve exponenten.
a 8a5h b 2ah c G2
Uitwerking
3
a Sab= %
a
% i 2D
b za’h= 5?
ST G Y 1 g 1 b 1leb*
c (30352)2=(4‘)2'(a3)2'(52)2=(%7'a 6'b4=%‘ e
Schrijf als macht van a.
1 at a
= ) a7
4., L 32 L % 3\n
b a = e (a) h —-(a)
7 7
Cc a” f a_s a_"

Hoofdstuk 5 Machten, exponenten en logaritmen
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- Schrijf zonder negatieve exponenten.
WIOE 3

a 6ab’ d 2a* g 4 (3a)>
b ia3 e (5a)3 h (3a)2h3
¢ (5a*p?)! f La2p i Ga'b)?
Uit (yx)*=xen () =x volgt x7 = e,

LE*x

Licht op dezelfde manier toe dat x= Ix.

Theorie B Machten met gebroken exponenten

Met de regel (a”) = a”9 lichten we de betekenis van x7 toe.
Je kiest daartoe p=1en g =5.

Je krijgt (x;_ Pyl =y
Je weet (3Jx)° =x.
Algemeen is xi= Jx. Verder is xi= (xP)é = I,

} We spreken af dat x* = 3.

1 4
xi= 3\’/.7_6 en x7 = {x*
L L o Maar ook
a’=aena=a
Y v 3
Yx3=x7en
’ 1 1 2
Een macht met een gebroken exponent kun je dus S o X
herleiden tot een (hogeremachts)wortel. Zo is S

2 2 1 |
¥=3x’enx 7=—3=ﬁ.
x7 by

Voorbeeld
Schrijf als macht van x.

ux'{/P bx—
T

Schrijf zonder negaticve en zonder gebroken exponenten.

1 1 1 2
L 2L L.
d 4a° e 4a> f jab >
Uitwerking
4 L
I - - L Tt P x¢ 10
u x * X“=X hxl:xl b 3—:—]:x 3:x3 c 3—:—]:x4 3:x 12
% 53 X
1
L4 4 2k 2 g L2 e \/E
d da =—=7~ e da2=4a - a’=4a% - \Ja t jab= =—
o a abs 4

© Noordhoff Uitgevers by 5.1 Machten met negatieve en gebroken exponenten 13



oe

ne*x

nE*x

HE*

boe

ufok 3

14

Schrijf als macht van a.

1
ua‘%/a d — g 3a'?
a

1 1
bﬁ eal-\/E hg'%

1 1 . a
CE f 3; l%

Si—
Il
()
15
()
Gi-
Il
%}

Je kunt 1/2 als macht van 2 schrijven: ;/2 = 21—2 oy
Schrijf als macht van 2, 3 of 10.

42
08\/5 c% eé—'%/g
b 5\3 d 155:/10 t 10-30.1

Schrijf zonder negatieve en zonder gebroken exponenten.

S

3L 2 [
a 5a> c 3as e za ips

b %a’l’b d %a'3b1% f (Sa)’lf

Schrijf als macht van x.

I

X
uxl.\/; C{/;
d -

b x- ¥ x f

Harry schrijft een rij getallen op. Hij begint met | en het tweede

getal is 2. Elk getal daarna maakt hij als volgt. Hij deelt het voorlaatst
opgeschreven getal door het laatst opgeschreven getal.

Schrijf het tiende getal dat Harry opschrijft als macht van 2.

Schrijf de volgende formules in de vorm y = ax”.

0 y-@¥ 5 ¢ y=300) 6

b }’=§‘4x3 d v 5

x T 3x,/x

Schrijt de volgende formules in de vorm y = ax”.

-5 =3,
a y—x\/; c v p 2\/.;
b y=5x\/ﬁ d }’:72x(,:—x\/;)3

Hoofdstuk 5 Machten, exponenten en logaritmen © Noordhoff Uitgevers by



Gegeven is de vergelijking xi=10.
D@%* g Verhef het linker- en rechterlid tot de macht 3.
b Toon aan dat de oplossing van de vergelijking gelijk is aan x = 10\/5.

Theorie C Vergelijkingen met gebroken exponenten

Om de vergelijking 5= 6 exact op te lossen, schrijt je eerst de
vergelijking als x* = 6. Vervolgens verhef je het linker- en rechterlid tot
de macht 3. Je krijgt (x2)® = 67, dus x = 67 oftewel x = /6 = 3/36.

In het informatief op de volgende bladzijde zie je dat er problemen
kunnen ontstaan als je bij machten met gebroken exponenten negatieve
grondtallen toestaat. Vandaar dat we bij de vergelijking ¥’ = ¢ met p een
gebroken getal het grondtal x positiet nemen.

I Voor ¢ > () en x > 0 geldt xi=c geeft x = e

Voorbeeld
Los exact op.

a 10v=5 b Y2x2=5

Uitwerking

a 10y =5 b fP=5
x=1 2x) =5
x=(? 2%n=5
x=(2 3 2x=5/5
¥=27=38 x=255

Los exact op.
e 2
a x’=9 c 5—2x7=4

b Sx'i=1 d J2xy=1

@ Noordhoff Uitgevers by 5.1 Machten met negatieve en gebroken exponenten 15



Gebroken exponenten en hogeremachtswortels
De regel ai= Ja’ passen we uitsluitend toe bij positieve grondtallen.
Bij negatieve grondtallen moet erbij dat de breuk % niet vereenvoudigd
kan worden.
Dus (-2)'4 = (-2)is = (-2) = 3/(-2)7 = §-128 = 2,639
(-2)% = (-2)% = (<28 = \[(-2)° = -8 bestaat niet
(-2)"0 = (-2)% = (2§ = (-2 = /256 ~ 3,031
Laat je de voorwaarde dat de breuk g niet vereenvoudigd kan worden weg,
dan krijg je (-2)'4 = (-2)5 ='Y2)™ =916 384 ~ 2,639 en dit klopt niet
()15 = (2= (2) = 4(-2)° = 4/64 ~ 2,828 en dit klopt niet.

In de opgaven mag je uitgaan van positieve grondtallen.

Los exact op.

nO* ‘ . ,
a Sxlr=25-5a ¢ (9 T=5
b 3-{(29'=6 a Lee-3) =81
Los exact op (x> + 10)1% =3+ 10)%_
%k

De formule y = 27x" is te schrijven in de vorm x = )",
B@%* Onderzock hoe dat gaat.

Theorie D Variabele vrijmaken bij y = axP

Het is mogelijk om bij y = ax” de variabele x vrij te maken zodat x is
uitgedrukt in y, oftewel x als functie van y is geschreven.

Bij y=21x - ¥x krijg je y=21x - Yx Verwissel beide leden zodat
2x- Y=y x in het linkerlid komt,
Wy
xi= 2]—]y
x= Gy
x=Gpi
x=0,10)075

Dus x=0,10,%7,

16 Hoofdstuk 5 Machten, exponenten en logaritmen © Noordhoff Uitgevers by



Voorbeeld
Schrijt de tormule y =

in de vorm x = a”.
X

Rond zo nodig af op twee decimalen.

Uitwerking
= 210 e 10 W_ZITOW_=10)C_25=1034:_5
ol \/J_C x2x2 x°?

= 10x7 geeft 10x3 =y
xi=0,ly
x=(0,ly)%

= 0,1'%? i y'§
x=2,51y04
Dus x=2,51y"%4,

Schrijf in de vorm x = ay’. Rond zo nodig af op twee decimalen.

u 1L 2 !
a y=>5x2 b y=0,1x'5 c y=125x2%
= Maak x vrij. Rond zo nodig af op twee decimalen.
ne 12 6

uy=15x-%/; b y=

c yv=
xw\l/; x2+ 503

.l a Schrijf de formule K= 15¢"¢ in de vorm ¢ = aK®. Rond a af op twee
OO%  decimalen,
b Druk ¢ uit in v bij v = 25¢/z. Rond af op twee decimalen.

Maak m vrij bij de formule F'=

* m\/E—l'

@ Noordhoff Uitgevers by 5.1 Machten met negatieve en gebroken exponenten 17



Bij een tsunami hangt de golthoogte af van de waterdiepte. Hoe minder

BOO©* diep het water is, hoe hoger de golf. Dus bij de kust krijg je met hoge
d,

0,25
golven te maken. Men heeft het verband &= A, * (ED) gevonden.

Hierin zijn d, en h, de waterdiepte en golthoogte op de plek waar de
tsunami ontstaat en zijn d en 4 de waterdiepte en golthoogte op een
andere plek, met d, 4, d, en A, in meter.

Op 24 december 2004 ontstond er een tsunami met een golfhoogte van
60 cm in een gebied met waterdiepte 1 km.

Met bovenstaande gegevens is voor het verdere verloop van deze
tsunami het verband tussen de waterdiepte 4 en de golfhoogte / te
beschrijven met de formule 4 = 3,374 %,

a Toon dit aan.

b Bereken in dm nauwkeurig de golthoogte bij een waterdiepte van
300 meter,

Maak d vrij bij h =3,37d "%, Rond af op gehelen.

Bij welke waterdieptes is de golf meer dan 2 meter hoog?

an

.-~ Tussen de luchtdruk D in mbar en de hoogte /4 in km boven zeeniveau
®%* geldt bij benadering de formule D= 1014(1 —0,0226k)2.
a Bereken in mbar nauwkeurig de luchtdruk op een hoogte van 1,5 km.
b Maak 4 vrij. Rond af op twee decimalen,
¢ Op welke hoogten is de luchtdruk minder dan 0,5 bar? Rond af op
honderden meter.
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Terugblik

Machten met negatieve en gebroken exponenten
De rekenregels voor machten gelden ook voor machten met negatieve

exponenten.
3
a
3. g5=g2 & 42 (2= 46 2 = 272
Dusa’-a>=a i (@)Y =a’en (aby*=a?b=.

Voora;&Oisaozlena’PzL.
af

De regel a? = # gebruik je om bijvoorbeeld 2 ah? zonder negatieve

exponenten te schrijven. Je krijgt 2a3h% = %.
De rekenregels voor machten met gebroken exponenten zijn ai= \‘7/5 en
at= . Dus 2x" =2 - fx en (4x)} = Y(@x) = YT6x.

_ 1 z T .
Met de regels a” = e \?/E en a7 = +/a” kun je 3a*b 7 zonder negatieve
1
25 2V

Ly
en zonder gebroken exponenten schrijven. Je krijgt 3a%h === :
2 54
305 31D
a " x? o T
~ 1 is als macht van x te schrijven: —— == Fplaeria SCab S
= \/; X \/J_C X ex¥ x

Vergelijkingen met gebroken exponenten
.- .- . - ! . .
Bij het exact oplossen van vergelijkingen als 6x7'2 + 5 = 53 gebruik je de

regel: voor ¢ > 0 enx > 0 geldt x=c geeft x = cg.
6x+5=53
6x'T=48

3

x2=8

Variabelen vrijmaken bij formules van de vorm y = ax?

.4
Om bij de formule y=—— i de variabele x vrij te
ERETe -
maken, herleid je de formule eerst tot de vorm v = ax’. Y= ZS]X ;
50 - Q/;C SOxJ" SOx*]-1 2L 257 2
Y 2R B gt ip B ¥ =004y

ol =12
Hoe je bij de formule y = 25x = vervolgens x kunt x=(0,04y) =
vrijmaken, oftewel x uitdrukken in y, oftewel x schrijven Sz Lo
E: 5 4 \ x=0,04 Bey s
als tunctie van y, zie je hiernaast.
x = 4,69y 048
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5.2 Machtsfuncties en wortelfuncties

Gegeven zijn de functies f(x) = x2, g(x) = x3, A(x) =x° en k(x) =x°.

a Plot de graficken van deze functies, Neem x tussen -1,5 en 1,5 en
ytussen -2 en 2.

b Er zijn twee punten die op elk van de grafieken liggen.
Schrijf de codrdinaten van die punten op.

¢ Van welke van de grafiecken ligt geen enkel punt onder de x-as?

Theorie A De grafiek van een machtsfunctie

Een functie van de vorm f{(x) = ax"is een machtstunctie,
In het schema hieronder zie je hoe de gratiek van f eruitziet voor n > |
en n een geheel getal.

neven n oneven

a>0 a<o a=0 a<o

o it 0 v

IRGENNGEEN
De functies f(x) = ax” zijn standaardfuncties en de bijbehorende
gratieken zijn standaardgratieken. Je mag standaardgraficken zonder
toclichting tekenen en schetsen.

Bij even waarden van # is de grafiek (lijn)symmetrisch met de y-as als

symmetrieas. Bij oneven waarden van » is de grafiek puntsymmetrisch
met de oorsprong als punt van symmetrie.

Een grafiek kun je verschuiven. Zo ontstaat een
beeldgrafiek.

Een ander woord voor verschuiving is
translatie.

De grafiek van g(x) = -1(x +4)* + 5 ontstaat uit

de grafick van f(x)=-1x* bij de translatic 4 naar
links en 5 omhoog. Deze translatie noteren we
als translatie (-4, 5). Zie de tiguur hiernaast.

De top van de grafiek van g is (-4, 5),

het maximum van g is g(-4)=5

en het bereik is B, = (¢, 3].

figuur 5.1
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Algemeen geldt: bij de translatie (p, ) vervang je in de formule x door
x — p en tel je ¢ bij de functiewaarde op.

Pas je op de grafiek van y =3(x + 7)° — 2 de translatie (8, 6) toe, dan
krijgje y=3(x+7)y —2 _manslatic®,6) .5 =3(x—8+7P -2 +6, dus
y=3(x—-1Y+4,

grafiek beeldgrafiek
y= ax” translatie (p, q) y= [l(.\‘ _p)n £ q

Behalve verschuiven kun je een grafiek ook
vermenigvuldigen.
Bij de vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as

met 7;_ heeft de grafiek van v = %(x —2)*—2 als beeld
de grafick van y =-1(3 (x —2)* - 2), dus van

y=-+(x—2)"+ 1. Zie de figuur hiernaast.

g=gpe=ap £

rafiek beeldgrafiek
g g
y= X Verm. x-as, a y= ax”

figuur 5.2
Translaties en vermenigvuldigingen zijn voorbeelden van
transformaties, De volgorde waarin je transformaties toepast,

is van belang.
y :x3 verm. x-as, 4 y = 4x3 translatie (2, 5) y= 4()6 = 2)3 +5

¥ =x3 translatie (2, 5) Y= (x —, 2)3 +5 verm. x-as, 4 y= 4((]6 — 2)3 = 5)
y=4(x -2 +20

Voorbeeld

Op de grafiek van y = }Txé wordt eerst de translatie (2, -3) toegepast
en vervolgens de vermenigvuldiging met -2 ten opzichte van de x-as.
Stel de formule op van de beeldgrafiek en geef de codrdinaten van

de top.

Uitwerking

y= 1.6 .

l tr;m] atie (2, -3) Bij de translatie (2, -3) vervang
v=l(;c—2)613 je in de formule x door x — 2 en
- 4

| verm, x-as, -2 trek je 3 af van de functiewaarde,

y=2GE~25~3
oftewel y=-1(x —2)°+ 6
De topis (2, 6).

Bij de vermenigvuldiging ten
opzichte van de x-as met -2
vermenigvuldig je de
functiewaarde met -2.
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Op de grafiek van y = —'5x3 wordt eerst de translatie (-3, -5) toegepast en
o vervolgens de vermenigvuldiging met -3 ten opzichte van de x-as.

ne

Stel de formule op van de beeldgratiek.
Geef de codrdinaten van het punt van symmetrie van de beeldgrafiek.

Op de grafiek van y = 0,3x* wordt eerst de translatie (-3, 6) toegepast
en vervolgens de vermenigvuldiging met -4 ten opzichte van de x-as.
Stel van de beeldgrafick de formule op en geef de codrdinaten van de
top.

Op de grafiek van y = 0,3x* wordt eerst de vermenigvuldiging met -4
ten opzichte van de x-as toegepast en vervolgens de translatie (-5, 6).
Stel van de beeldgrafick de formule op en geef de codrdinaten van de
top.

Schets van de volgende formules de grafick en vermeld hierin de
O@* coodrdinaten van de top of van het punt van symmetrie.

a
b
c
d

O@x

y=slat2)—4

y=-3(-2y

v=12—(x+3)

y=30(*-2)+5

Op de grafiek van f(x)= %(x —3)° + 7 wordt eerst de translatie (1, 2)

toegepast en vervolgens de vermenigvuldiging met -1 ten opzichte
van de x-as.

Bereken de codrdinaten van het punt van symmetrie van de
beeldgrafick.

De grafiek van g(x) = 72;—(x +4)8 — 1 wordt eerst vermenigvuldigd
met -4 ten opzichte van de x-as, vervolgens wordt de translatie
(-5. -4) tocgepast. Zo ontstaat de grafick van de functie 4.
Bereken de extreme waarde van A,

Gegeven zijn de functies f(x)=(x—5)+5en gx)=3x—5+5.

@% q
b

4 JOF 3

Bewijs dat g de inverse is van f.
Bereken exact de codrdinaten van de snijpunten van de grafieken
vanfeng.

Plot de grafiek van y = \/x.

Geef het domein en het bereik.

Plot de grafiek van y = \/x +2 + 3.

Hoe ontstaat de grafiek van y = \/x +2 + 3 uit die van y = /x?
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Theorie B Domein en bereik van wortelfuncties

De eenvoudigste wortelfunctie is f(x) = \/; y
De grafick van f'is een standaardgrafiek en is in figuur
5.3 getekend. Hierbij is de volgende tabel gebruikt. —2 -
LTy =
xo|t]2]4]s .
o] t]ua]2]2e 2
o) 1 2 8 4
De grafiek is een halve parabool die de y-as in het L B

randpunt O(0, 0) raakt. figuur 5.3 De grafick van v = \/x
Het domein van fis D,= [0, —) en het bereik van fis is een standaardgrafick.
B,=10, —).

Uitgaande van de standaardgrafiek v = \/x zijn door transformaties
graficken van andere wortelfuncties te tekenen. Hieronder zie je het
effect van transformaties op randpunt, domein en bereik.

y=vx y=vx

| translatie (-4, 2) | translatie (3, 0)
y=+x+4+2 y=+x—-3
v | verm, x-as, -2
6 ! | | ‘ y=-2Jx—-3
gly=qx+ 4 +—__
I v
A Tal 11 IS I R BB g =
5 / =X 2 |_—Ty=V-3
st N Y \
S~ X
s Ol 12345678
432-10] 1 2 3 4 i \]
72 \ VS
Van y =/x +4+2 is het randpunt (-4, 2), | -3 = 73*\
het domein [-4, —) en het bereik [2, —). | 4| | | : | I~

Van y =-2+/x — 3 is het randpunt (3, 0),
het domein [3, —) en het bereik («, 0].

Gegeven zijn de functies f(x)=\x—3—-2en

g(x)=-2/x+3.

a Hoe ontstaan de grafieken van f'en g uit de grafiek
van y =/x?

b Schets de grafieken van fen g,

¢ Geef Df, Bf, Dg en Bg.

Vermeld in de schets de
codrdinaten van het
randpunt.
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Het verband tussen de grafiekenvan y = x2eny = \/x

Je weet dat de grafiek van y = x? een parabool is die de x-as y
raakt in de oorsprong. Verwissel je x en v dan krijg je de y=x*
parabool x = »* die de y-as raakt in de oorsprong. .
Uit x =32 volgt 12 = x en dit geeft y=\x vy=-x. y =
Dus de grafiek van v = \/;c is een halve parabool die de y-as OP. x
raakt in de oorsprong. e
y=-Jx
Gegeven zijn de functies f{x) = 2\/;: —3engx)=-x+5.
a Hoe ontstaan de graficken van fen g uit de grafick van y = \/x?
b Schets de grafieken van fen g,
¢ Geet D, B;, D en B,
Geef van elk van de volgende functies de codrdinaten van het randpunt
van de grafiek. Geef ook het domein en het bereik.
a flx)y=x+5+3
b glx)=\x+3-7
¢ hx)=-2Jx+1
d k(x)=3x+1
e [(x)=—x—1—-1
t mx)=-3+x
Gegeven is de functie f(x)=5—/2x—6.
a Het domein is D= [3, —).
Licht dit toe.
b Het bereik is B,= (&, 5].
Licht dit toe.
Theorie C De grafiek van een wortelfunctie
De gratiek van f(x)=-2 + /7 — 2x is een halve parabool.
Het is niet eenvoudig om door middel van transformaties , —
de grafiek van f'te krijgen uit die van y = \/;r Het is 3\\ T4
daarom noodzakelijk bij een wortelfunctie de cobrdinaten | =~ = 9 “\3
van het randpunt exact t¢ berekenen. Je berekent daartoe ' + '

het domein en hieruit volgen de codrdinaten van het

fi 4
randpunt. IZues
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Bij f(x)=-2+ \/7— 2x vind je het domein als volgt.

Onder het wortelteken moet een niet-negatief getal staan, dus
T-2x=0

e l7Gp=-2+0=2
x< 3% ¥

Dus D, = (<, 35] en het randpunt is (33, -2).

Afspraak
Bij het schetsen van de grafiek van een wortelfunctie bereken je eerst het
domein en vermeld je de codrdinaten van het randpunt.

Voorbeeld

Gegeven is de functie f(x)=1— /6 —2x.
a Schets de grafick van fen geef B,

b Los algebraisch op f(x) > -2.

>-59
¢ Welke waarden neemt f{x) aan voor x > -5 bk e GRvoor het }
e schetsen van de grafick.
a 6—2x>0 y
2R E=6
XEB Ul /
D= (¢, 3] en het randpunt is (3, 1). o 5
B,= (e, 1]

b f(x)=-2geeft | —\/6—2x=-2 y
6—2x=3

kwadrateren geeft
6—2x=9
|
,zx = 3 _1*1 o) }5 X
x= —l;— F /
1 =
flx)>-2 geeft-15<x<3 f yi=g
/E\
Houd rekening met het domein.
c f(-5)=3 y
x=h pepib-3 <y 1
A
: T D
[ Houd rekening met het bereik. . }
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0@

Geef van elk van de volgende functies het domein, het bereik en de

cobrdinaten van het randpunt van de grafiek.
a f(x)=3+8—4
b g(x)=3+ \/4x7—8
€ hx)=5-+2x+6

d k(x)=-2x+3

Gegeven is de functie f(x)=3 —/2x +5.

a Schets de grafick van fen geef B,

b Los algebraisch op f(x) > -2.

¢ Welke waarden neemt f(x) aan voor x < 227

Gegeven is de functic f(x)=2,/7 —3x—4.

a Schets de grafiek van f'en geef B,

b Los algebraisch op f(x) > -2.

¢ Welke waarden ncemt f(x) aan voor x > -37

Los algebraisch op 2 + /7 —2x <ux.
Gegeven is de functie f(x)=3—1/2x + 16.

De functie g is de inverse van de functie /.
Bereken het domein en het bereik van g.

Het randpunt van de grafick van f{x) =4 — /5 + ax ligt op de lijn

ky=2x—-1.
Bereken a.

De grafiek van de functie f(x)=a-/x+ b gaat door de punten (5, 3)

en (13, 9).
Bereken algebraisch a en b.

a Toon aan dat uit y = 2\/x volgt x = 2.
b Vulin: Uit v=/x—2 volgtx=..,
¢ Vulin: Uit y=2x—-2 volgtx=..,
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Theorie D Variabelen vrijmaken bij wortelformules

Bij de formule y =2 + \/x — 3 kun je de variabele x vrijmaken.
Dit gaat als volgt.

y=2+x—3 Verwissel beide leden zodat x in het linkerlid komt.
2+ \x—3=y Isoleer de wortelvorm.

JE=3=gi=2
kwadrateren geeft
x—3=(y—-2)
x=3=)y"—4y+4
x=y—dy+7

Afspraak
Bij het vrijmaken van variabelen hoet je geen voorwaarden te vermelden.

Voorbeeld
Maak ¢ vrij bij de formule N=3 — 2./t — 1.

Uitwerking
N=3-2t—1
2Jt—1=3-N
kwadrateren geeft
4(t—1)=(3- Ny
4t—4=9-6N+N*
4t=13 - 6N+ N?
(=iN>— 13N +3]

a Gegeven is de formule /=32t — 1.
BO©*  Maak ¢ vrij.
b Gegeven is de formule 4 =5+ /4 —3B.
Schrijf B als functie van 4.
¢ Druk y uit in x bij 2x\/y = 5=0.
d Gegeven is R\/g — /R =6.
Schrijf ¢ als functie van R.

Variabelen vrijmaken bij wortelformules

De functie f(x) =2+ \x —3 heeft D;=[3, =) en B,=[2, ), dat wil zeggen x >3
en y > 2. Deze voorwaarden blijven gelden bij het vrijmaken van x.

Maak je x vrij bij y=2 + \/x — 3, dan krijg je x=1* -4y + 7.

Dus ook bij x=)?—4y+ 7 isx> 3 en y > 2. Dat betckent dat je bij x =37 — 4y + 7
bijvoorbeeld niet y = 0 mag nemen. De voorwaarde y > 2 mag je achterwege laten.
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De snelheid van het geluid hangt af van de temperatuur. Bij windstil

weer wordt dit verband bij benadering gegeven door v=331,/1 + %

Hierin is v de snelheid van het geluid in m/s bij een temperatuur van 7 °C,

Ga in deze opgave uit van windstil weer,

a In de twintigste eeuw varieerde de temperatuur in Nederland van
-27,4 °C tot en met 38,6 °C.
Bereken in m/s het verschil van de geluidssnelheden bij deze twee
temperaturen. Rond af op gehelen.

b Bereken algebraisch de temperatuur in gehele graden Celsius in het
geval de geluidssnelheid 340 m/s is.

In de atmosfeer neemt de temperatuur af volgens de formule

T=T,— 6,5h. Hierin is 4 de hoogte in km en T, de temperatuur in °C op

0 km hoogte.

¢ Bercken de geluidssnelheid in km/uur op een hoogte van 2,5 km in
het geval de temperatuur 25 °C is op 0 km hoogte. Rond af op
gehelen.

d Schrijf v in de vorm v=a\/bh + ¢ in het geval het op 2 km hoogte
-1 °C is. Rond zo nodig af op vier decimalen.

e Stel een formule op van 4 in de vorm A =pv* +¢T, +r. Rond p en g af
op vier decimalen,

Gegeven is de functie f(x) =a + +/bx + ¢. Verder is gegeven de functie

g(x)=3x*—3x metx >3, _
Bereken algebraisch voor welke a, b en ¢ geldt g ="
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Terugblik

De grafiek van een machtsfunctie.

Een functie van de vorm f{x) = ax” is een machtsfunctie, n even

De bijbehorende grafieken zijn standaardgrafieken die je zonder a>0 a<o
toelichting mag tekenen en schetsen. Hiernaast zie je hoe de
grafiek van feruitziet voor n > 1 en n cen geheel getal. . I
Bij even waarden van # is de grafiek (lijn)symmetrisch met de o O\
v-as als symmetrieas. Bij oneven waarden van » is de grafiek
puntsymmetrisch met de oorsprong als punt van symmetrie. n oneven

Transformaties
Translaties en vermenigvuldigingen zijn voorbeelden van

transformaties, Hieronder zie je dat de volgorde waarin je /6 | ™o |\ i
transformaties toepast van belang is.

y=4x v =4

| translatie (3, 2) | verm, x-as, —%

y=agE -2+ y=-14x5=-2

| verm. x-as, {: | translatie (3, 2)

y=-3(4(x =3’ +2) y=-2(x—3)+2

oftewel y=-2(x—3)° -1

De grafiek van een wortelfunctie

De eenvoudigste wortelfunctie is de standaardfunctie y

f(x) = \/x. De grafick is een halve parabool di¢ de v-as 5 PR I e

in het randpunt (0, 0) raakt. Het domein is D,= [0, —) ) C |

en het bereik is B,= [0, -, | 2
0] 12345678

Om de grafiek van g(x) =3 — /5 — 2x te schetsen, y

bereken je eerst het domein en de codrdinaten van het 23,9

randpunt, Uit 5 — 2x > 0 volgt -2x > -5, dus x <21,
Dus D, ={«, 2 1] en het randpunt is (23, 3).

/ O‘ X
Variabele vrijmaken bij wortelformule ¥
Bij de formule L =4+ /3p + 1 kun je p vrijmaken.
L=4+.3p+1
Vip+l=L—4
kwadrateren geeft
3p+1=L*-8L+16
Ip=1>—8L+ 15
p=tI*-23L+5
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5.3 Exponentiéle functies

1 Gegeven zijn de functies f(x)=2"en g(x) = (5"
BO®%* a Plot de graficken van fen g. Welk verband bestaat er tussen de twee

grafieken?

b Bereken f(-10), f(-20) en f(-100).

c Is er bij f'een origineel te vinden waarvan het beeld 0 is? Licht toe.

d Geef van f'en van g het bereik.

Theorie A De standaardfunctie f(x) = g*

De functie f(x)=2*is een exponentiéle functie. De grafiek is stijgend.
Neem je x heel klein, bijvoorbeeld -1000, dan ligt het bijbehorende punt
van de grafick heel dicht bij de x-as. De x-as is de horizontale asymptoot
van de grafiek van . Het bereik is B,= (0, —). Het domein bestaat uit alle

reéle getallen, dus D= R.

Een asymptoot is een lijn waarmee de grafiek op den duur vrijwel

samenvalt.

De grafiek van g(x) = ('5)"r is dalend en komt aan de rechterkant steeds
dichter bij de x-as. Ook deze grafick heeft dus de x-as als horizontale

asymptoot.

De functies f(x)=g"met g>0en g # | zijn exponentiéle
standaardfuncties. De bijbehorende graficken zijn standaardgraficken,
dus je mag ze zonder toelichting tekenen en schetsen.

De standaardgrafiek y =g~

O0<g<i

(S

-y

dalend

=5 y=g
g

(9]
stijgend

domein R
bereik {0, —)

de x-as (de lijn v = 0) is horizontale asymptoot
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Op de standaardgrafick y = g* kun je transformaties uitvoeren,
Hierbij krijg je ook te maken met de vermenigvuldiging ten
opzichte van de y-as.

Bij de vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met 2 y

heeft het punt (4, 3) als beeld het punt (8, 3). En zo heeft

het punt (x, v) als beeld het punt (2x, v). i s

oy 2y
—1pe
%3 (@©29
X
o]

figuur 5.5 Vermenigvuldigen
ten opzichte van de y-as met 2.

Vermenigvuldig je de grafiek van y = f(x) ten opzichte y
van de y-as met 2, dan geldt voor de beeldgrafick

¥y =g(x) dat g(2x) =(x) oftewel g(x) =/ (3x). En
vermenigvuldig je de grafiek van v = f(x) ten opzichte i
van de y-as met b, dan geldt voor de beeldgrafiek

v =g(x) dat g(hx) = f(x) oftewel g(x) = (; - x). Dus bij 0
de vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met b figuur 5.6 Vermenigvuldigen ten
vervang je in de formule x door ; - x. opzichte van de y-as met 2.

Het effect van transformaties op de standaardgrafiek y = g*
grafiek beeldgrafiek

y= g.v translatie (0, g) N :g.\‘ iy q met asymptooty =q

p= g.\' translatie (p, 0) = g‘r ~? met asvmptoot y= 0

y= g.\' Verm. x-as, 4 y=a- g.\' met asymptoot y= 0

y= g.v verm. y-as, b y= g:; ¥ met asymptoot_v - u

Je kunt bij de functie f(x)=2 - 3°7 aangeven hoe de grafick uit de

standaardgrafick y =3* ontstaat. Hierbij krijg je te maken met de

: o ; 1
vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met = 3—1.

0,75
y=at
|, verm. x-as, 2
V=D aaF

4
| verm. y-as, 3
v=2-3i" oftewel y=2 - 30,75

De grafick van y = g* + ¢ heeft als asymptoot de lijn y = g.

Bij het schetsen of tekenen van zo’n grafiek teken je deze asymptoot als
stippellijn en zet je de formule erbij.
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Voorbeeld
Gegeven is de functie f(x) = 150 — 3 - 0,7~
Geef het bereik en de formule van de horizontale asymptoot van de grafiek.

Aanpai

y= 0’7.:( verm. x-as, -3 y = -3 0’7.\' translatie (0,150) y = 150—3 - 0’7x
asymptoot »=0 y=0 y=150
bereik (0, =) (<, 0 (¢, 150)
Uitwerking

Het bereik is («—, 150) en de asymptoot is de lijn vy = 150,

Geef van de grafieken van de volgende functies aan hoe ze uit een
B@%* standaardgrafick ontstaan, Vermeld ook de formule van de asymptoot.

a f(x)=3"2-1 ¢ h(x)=3 2%+4

b g(x)=2-0,5+3 d k(x)=10- 0,801

Geef het bereik en de formule van de horizontale asymptoot van de
0@ grafiek.

a f(x)=8-15-6 ¢ A(x)=1000-0,3"""

b g(x)=5-2-0,8" d K(x)=1000(1 — 0,39

- De volgende transformaties worden toegepast op de standaardgrafiek v = 3*.
O@* Geef telkens de formule van de beeldgrafiek.

a Eerst spiegelen in de x-as, dan 1 omlaag schuiven.

b Eerst de translatie (2, 5) en dan de vermenigvuldiging ten opzichte
van de y-as met j;

¢ Eerst 5 omlaag en 4 naar rechts schuiven, dan met 3
vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.

d Eerst met 3 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as, dan de
verschuiving 5 omlaag en 4 naar rechts,

Gegeven is de functie f{x) =213 — 4,
O@®% a Hoe ontstaat de grafiek van f'uit een standaardgrafiek?

b Geef het bereik en de formule van de horizontale asymptoot van de
grafick.

¢ Schets de grafiek van . Denk eraan de asymptoot als stippellijn in de
schets op te nemen.

d Bercken f(3). Welke waarden neemt f{x) aan voor x < 37 Houd
rekening met het bereik.

e Losopf(x)<-1. Rond at op twee decimalen.

Gegeven zijn de functies /() =2~ 2 en g(¥) = (3" ' +2.

o a Los op f(x) = g(x). Rond af op twee decimalen.
b Voor welke p heeft de vergelijking f(x) = p geen oplossingen?
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Gegeven zijn de functies f(x)=2" 2—-3eng(x)=4-0,5 3-1.

a Voor welke p heeft de vergelijking f{x) = p &én oplossing en de
vergelijking g(x) = p geen oplossingen?

b Welke waarden neemt f(x) aan voor x <27

¢ De lijn x = 1 snijdt de grafiek van f'in het punt 4 en de grafick van g
in het punt B.
Bereken de lengte van het lijnstuk AB.

d De lijn y =5 snijdt de grafiek van f'in het punt P en de grafick van g
in het punt Q.
Bereken de lengte van het lijnstuk PQO. Rond af op drie decimalen.

8 + 4% is te herleiden tot 2% 73,
Toon dit aan.
b Welke regels voor machten heb je bij vraag a gebruikt?

Theorie B Herleiden totdevorm y=b - g*

Bij het herleiden van 8 - 4% tot 2% in opgave 52 heb je de regels

(@Y =a" en a” - a¥=a" "9 gebruikt,

Omgekeerd kun je 2% 73 schrijven als 8 - 4*. Je gebruikt dan de regels

@’ a%=a"" 9 en (a”)7 = @9 van rechts naar links.

Zo krijg je 22 "3=2%-23=(2)"-8=8 - 4",

Op dezelfde manier kun je een formule als y =40 + 32" ! schrijven in de
vorm v =b - g*. Zie het voorbeeld.

Voorbeeld

Schrijf de formule y =40 - 3> ! inde vorm y=5" g*.

Uitwerking

y=40-3%*1=40-32¥-31=40-(32)-3=120" (31—2) =120 (3)*
Dus y=120" (5)".

Schrijf de volgende formules in de vorm y=5 - g~

a y= 15 4 23,r+2

b y=50:2%"!
e y=260- 44!
d }’:8 .4—2.\'—1
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Schrijf de volgende formules in de vorm y=5 - g%,

a y:zx.zlr—3

b y=633" 2

¢ »y=50000- 100" 2
3

d V= g

De grafiek van f(x)=5— 2;"’f+ * wordt 8 naar beneden en 12 naar rechts
geschoven. Hierdoor ontstaat de grafiek van de functie 4. De functie A
kan geschreven worden in de vorm A(x)=a+b + g*,

Bereken exacta, ben g.

Op de grafiek van f(x) = 2*~3 wordt de translatic (-5, 0) toegepast. Zo
ontstaat de grafiek van de functie g.

Je kunt de grafiek van g ook krijgen door de grafiek van f met a te
vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.

Bereken a.

Schrijf 4\/5 als macht van 2 en los de vergelijking 2! = 4,/2 exact op.

Theorie C Exponentiéle vergelijkingen

Bij het exact oplossen van exponentiéle vergelijkingen zoals
2073= /2,3 1 =1/3en 2 - 33" = 18 werk je toe naar een vorm
waarin het linker- en rechterlid als macht met hetzelfde grondtal zijn

geschreven. Daarna gebruik je

gl=glgeeftA=8

Voorbeeld

Los exact op.

a 31=43 b 23> 1=18 c 2-993=6

Uitwerking ]

a3 1={3  b2:3*1=18 ¢ 2:9° =6
3x+1:3—21.35 32x—]:9 95-"]‘3:3
3x+1=3’15 3x-1=732 (32)59"3=3
x+1=-13 2x—1=2 3x-6=3!
x=-25 2x=3 x—6=1

x=13 =7
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Los exact op.
o a 271 =64 ¢ 37=3

e 2“”:11—\&
b 27 3=3 d Gy=1 f 5+o=(ly
- Los exact op.
OO ¢ 3>+1=27,3 ¢ ¥-2=123 e 10:3°=270
b 102+'=0,01 d 5-2=80 f 3-8277=48
: Los exact op.
OO% q 3-27+4=28 c 37 =147 e S 471=2;
b 5% ©=0,04 d 327 2= f 8-2v =41

Op de grafiek van f(x) =3*"? — 5 wordt eerst de translatie (3, 7)

* toegepast en vervolgens de vermenigvuldiging met b ten opzichte van de
v-as, Zo ontstaat de grafiek van de functie g. Het punt A(-15, 83) ligt op
de grafiek van g.
Bereken b exact.

Gegeven is de vergelijking 277! + 2¥ =48,
O@% g Licht toe datuit 27! +2¥ =48 volgt 2 - 2%+ 2 =48,
b Licht toe datuit 2 - 27+ 2*= 48 volgt 3 » 2* =48 en los deze
vergelijking exact op.

Theorie D Herleiden tot de vorm g = gB

De vergelijking 3* "% + 3* = 10 is exact op te lossen door de vergelijking te
herleiden tot de vorm g* = gZ. Je krijgt

FFtipae=10

3*-32+3*=10

9:3+3*=10

10 - 3*=10

=1

3,\7 - 30

x=0

Los exact op.
BOT o 3*72+37=810 p B9 i e 3¥-31=23
b 25 '+27M =10 d 37°2=24+3" £ 5 1+5 =65
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-1 Bereken exact de oplossingen.
JufoR 3

a 3x+] :9x+2 d 5x7-+5: 125_r+l
b 3x+1_3x—1=8\/§ e 2x+2_(%)—x+1=28
c 312:(;_)-"_6 f o470t =871

- Gegeven is de functie f(x)=2*% Op de grafick van f'wordt eerst de
B@* (ranslatic (3, 8) toegepast en vervolgens de vermenigvuldiging met 4 ten
opzichte van de x-as. Zo ontstaat de gratick van de functie g.
Bereken exact de codrdinaten van het snijpunt van de grafieken van f'en g.

151 Gegeven zijn de functies f(x) =3**' — 4 en y
O o()=6-3""
a Los exact op f{x) < g(x).
b De lijn x =21 snijdt de grafiek van /'in het punt 4
en de grafiek van g in het punt B.
Bereken exact de lengte van het lijnstuk 4B. f \g
¢ Los exact op f(x) — g(x) = 80. olf
d Voor welke p heeft de vergelijking g(x) — f(x)=p d
geen oplossingen? |

figuur 5.7
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Terugblik

Standaardgrafieken y = g*
Bij de exponentiéle standaardfuncties y = g* onderscheiden we 0 <g <1
eng>1.

g=1

o
grafiek is dalend als 0 < g < 1 grafiek is stijgend als g > 1

In beide gevallen is het domein R, het bereik (0, —) en de x-as de
horizontale asymptoot.

Transformaties

Bij de vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met factor b vervang
je in de formule x door % <1

Je krijgt de grafick van de functie f(x)=27" >+ 4als volgt uit de
standaardgrafick y = 2%,

y= 2% translatie (5, 4) y= 2x- 5 +4 verm. y-as, 3 y= 23‘—.\7— 5 +4

Het bereik van fis {4, —) en de horizontale asymptoot van de grafick
van fis de lijn y = 4.

Herleiden totdevorm y = b - g*

Bij het herleiden van de formule v =120 - 3% ! tot de vorm y=b5 - g*
gebruik je de regels a” + a?=a” "9 en (@”)? = @9 van rechts naar links.
Je krijgt y=120 - 32~ 1 =120 3% 31 =120 (3?) - =40 - 9~.

Exponentiéle vergelijkingen
Bij het exact oplossen van een vergelijking als 2 - 3%*** = 54 werk je toe
naar de vorm g? = g% Daarna gebruik je g = g geeft 4 = B.

2.3 t4=3594 2 =gr—1 =24 12
32x+4:27 2x:(22)x—1 2x_2x—2: 12
32x+4=33 2x=22r72 X _ 9% . 2722 12
x+4=3 x=2x—2 2—1-28=12
2x=-1 x=-2 3 2=12
x=—% x=2 2¢*=16

2,\7:24

x=4
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5.4 Logaritmen

Neem over en vul de exponent in,
a 2-=8§ c 2=\/§

b 2:3_1 d 3-=9

m
W W
Il

I
= Sl=
(93]

-

Theorie A De logaritme

In opgave 67a moet je invullen tot welke macht je 2 moet verhetfen

om 8 te krijgen. Voor deze opdracht bestaat de notatie “log(8).

* De notatie log komt van logaritme.

s InZlog(8) is 2 het grondtal van de logaritme.

* Zlog(8) spreek je uit als de tweede logaritme van acht of kortweg
twee log acht,

’log(8) is een exponent. Het grondtal van de
macht is 2 en de uitkomst is 8.

De exponent is 3, dus *log(8) = 3.

En zo is *log(81) gelijk aan 4, want 3% = 81.

Slog(81) is de exponent van een
macht met grondtal 3 waarmee
de macht gelijk is aan 81.

£log(x) is de exponent van een macht met grondtal g
waarmee de macht gelijk is aan x.
In flog(x) heet g het grondtal van de logaritme.

Zocek je de uitkomst van *log(zp), dan zoek je dus [ Toglet—a ]
de exponent bij het grondtal 3 zodat je 5; krijgt. &
Daartoe bedenk je dat 3-= 34, dus

loglgy) =*log3 H=-4. |

En zo is *log(9+/3) = *log(3? - 33) = 3log(3%:) = 21.
Voorbeeld

Bereken.

a Zlog(x/2) b °log(0,04)

Uitwerking

a “log(5y2) =2log(2” - 22)=2log(2 *2) =2}

b *log(0,04) = “log(ip) = log(zs) = *log(5?) =2
Bereken,

a Slog(125) d 7"log(49) g “log(0,25)
b '“log(0,1) e Zlog(/2) h “log(4)

¢ ‘log(4) f “log(0.5) i *log(1)
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a 2log(644/2) d Slog(is)

b Slog(5/3) e ‘log()

c log(3*) t log(3)
| Licht toe.

a ‘log(x) =2 geeftx=9

g log(s - 32)
h °log(1)
i Slog(81-327)

1

b Slog(x)=-2 geeft x =755

Theorie B Logaritmische vergelijkingen

De logaritmische vergelijking 2log(x) = 5 heeft als

oplossing x = 2°, Immers “log(2°) = 5.

En zo krijg je bij de vergelijking *log(x + 3) = 5 dat

x+3=2%dusx=2°-3=29

Uit #log(x) = y volgt x = g”.

Voorbeeld

Los exact op.
a log2x—1)=3

Uitwerking

a log2x—1)=3
2x—1=23
2x—1=8
2x=9

x=4;—

Bereken x.
a x="log(0,2) b *log(x)=1

Los exact op.

a Slog(x+2)=2 ¢ Clog2x+1)=4
b 1+ é'log(x) =4 d 5+*%og(x)=3
Bereken exact de oplossingen,

a 4 logx)=2 ¢ 3+2log(x)=-1
b Jlogidx—1)=-2 d °log(3x+2)=1

log(x) = 5 geeft x =2°
flog(x) =5 geeftx = ¢°
flog(x) =y geeftx = g¥

o

1+2-3log(x)=7

o

1+2 - log(x)=7
2 - Slog(x) =6
log(x)=3

x=5

x=125

(2]

“log(1000) =3

e flog(x—1)=3
t Clogx*—4)=5

e ‘log(04x—35)=2
f 4+2-2logx)=7

Los de vergelijking 2* = 30 op. Rond af op twee decimalen.
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Theorie C De vergelijking g*x=a

Je weet dat uit £log(x) = v volgt x = g”.

Zo volgt uit 2log(30) = x dat 2* = 30.

Omgcekeerd volgt uit 2% = 30 dat x = *log(30).
Daarmee is de vergelijking 2° = 30 exact opgelost.

Exact oplossen van g* = a geeft x = £log(a).

Voorbeeld
Los exact op.
a 3"1=80

Uitwerking

a 3*"'=80
x+1="log(80)
x=-1+ 3log(80)

Los exact op.

a 2> '=15
b 1+2*=15
€ 4+371=25
d 14-2+3=2

b 5+2%=25

b 5+2%=25
2=20
3x = “log(20)
x =1 Zlog(20)

T+4%=12

3 . 52x+1 :60
3742 +3¥ = 600
21+2r=4x+6

Qe = n

Gegeven is de vergelijking 4* =272 -3,
a Toon aan dat de vergelijking te schrijven is als (2% =4 » 2¥ -3,

Stel je 2¥ = u, dan krijg je u* = 4u — 3.

b Licht dit toe.

De vergelijking u? = 4u — 3 heeft de oplossingen u =1 enu = 3.

¢ Toon dit aan,

d Licht toe dat de vergelijking 4* = 22 — 3 de oplossingen

x =0 enx =2log(3) heeft.

Los exact op.
a 9¥—-3Ft1=4
b 4°=2"+42

Los exact op.
a 557 1+5%"1=4

b 3-2=8 Gy

Hoofdstuk 5 Machten, exponenten en logaritmen
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d 9°=5-3+6
€ 2'=6-5 3

d 3+2-()" *=9
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| Losexactop3-27°+2 - (=73

10 Gegeven zijn de functies f(x) =2 en g(x) = *log(x).
B@* Toon aan dat g de inverse is van /.

Theorie D Logaritmische functie

In opgave 80 heb je aangetoond dat de exponentiéle y

functie f{x) =2~ als inverse de logaritmische functie y'= 0% /|

f™¥(x) = %log(x) heeft. Dus de grafieken van fen f" 3 | ly=x
) : e (a, b .

zijn elkaars spiegelbeeld in de lijn y = x. xdy*” 1= Zlogl)

In figuur 5.8 zijn de grafieken van f(x) =2%en il /"* x

f™(x) = *log(x) getekend. Je ziet dat | i b, a)

Dy =B;={0, ) en Bw=D,=R. L= 7 2

De grafick van f'heeft als horizontale asymptoot de = 5 3 "

x-as, dus de grafiek van /' heett als verticale ’/71

asymptoot de y-as. ¥ /

In figuur 5.9 zie je de graficken van f(x)= (%)v en figuur 5.8

£™(x) = *log(x). De grafiek van ™ is dalend en y

heeft de v-as als verticale asymptoot. Verder is v=1 I /i

Djin =(0, =) en B =R. —aft— = e

Omdat de functie f(x) = g* alleen gedefinieerd is voor ’\ \(b a) gt

g > 0, moet bij de tunctie 4(x) = £log(x) ook gelden \2 \\4< il

g>0. j{ )

Verder heeft f(x) = g* geen inverse voor g = 1, dus bij NS N

h(x) = £log(x) geldt bovendien g # 1. T o N 2 3 |

i ~logl

De logaritmische functie f(x) = ¢log(x) is alleen /,’ m

gedeimfeerd voor g > 0 en g # 1, heeft domein {0, —) figuur 5.9

en bereik R.

De standaardgrafiek y =#log(x)

0<g<A1 g=>0
y ¥

\
\x 0/1

dalend stijgend

domein {0, —)
bereik R
de y-as (de lijn x = 0) is verticale asymptoot
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Bij het schetsen van graficken van logaritmische functies, teken je ook
de verticale asymptoot (als stippellijn) en zet je de formule van de lijn
erbij. Bedenk dat de verticale asymptoot aan de rand van het domein zit.

Om het domein van de functie f(x)=">log(2x + 5) te y
berekenen, los je de ongelijkheid 2x + 5 > 0 op. Je krijgt
x>-23, dus D,;=(-23, —). Uit het domein volgt dat de

|
I
|
verticale asymptoot van de grafick van fde lijn x=-21 is. i
I
|
[

x =21

figuur 5.10

Het domein van de functie f(x) = £log(ax + b) volgt uit ax + b > 0.
De verticale asymptoot van de grafiek van f(x) = #log(ax + b) volgt
uitax+5H=0.

a Geef de formule van de verticale asymptoot van de grafiek van

fix) =%log(ax + b).
b Los de ongelijkheid *log(2x + 5) <2 exact op. Gebruik figuur 5.10.

Gegeven is de functie f{x) = -3 + *log(5x — 8).

a Bercken het domein van f'geef de formule van de verticale asymptoot
van de grafiek van f.

b Schets de grafick van f.

Los exact op f(x) <0.

Welke waarden neemt f(x) aan voor x < 87

(- ]

Gegeven zijn de functies f(x) = 2log(x + 3) en g(x) = >log(-x + 5).

a Los algebraisch op f(x) = 5.

b De lijn x =-1 snijdt de grafick van f'in het punt A en de grafick van g
in het punt 5.
Bereken exact de lengte van het lijnstuk 4B.

¢ Los algebraisch op f(x) > L.

d Welke waarden ncemt g(x) aan voor x > -47?

De grafiek van de functie f(x)= log(x + ¢) +d gaat door de

punten A(4, 1) en B(7, 3).
Bereken exactcend,

Hoofdstuk 5 Machten, exponenten en logaritmen
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De logaritme

£log(x) is de exponent van een macht met grondtal g waarmee de macht gelijk is aan x,

Zo is ’log(81) = 4, want *log(3*) = 4.

Enlog(5y/3) = Ylog(3? - 39 = 2log(3 ) =-1}. | slog(v) = abetekentx=g* |

Je maakt gebruik van de regel flog(g“) = a.

Logaritmische vergelijkingen

Bij het exact oplossen van vergelijkingen als
*log(5x — 6) = 2 gebruik je £log(x) = v geeft x = g7,
Dus “log(5x — 6) = 2 geeft 5x — 6 = 4%, enzovoort.

De vergelijking g¥= a
Bij het exact oplossen van vergelijkingen als
3%~ 1=5en4%=3 - 2* + 10 gebruik je

g° =a geeft x = flog(a).

2 = =
32)?*1:5 4r:3 .2Y+10 u 3u 10 _0
_3 2 _ (u+2)u—-5)=0
2x— 1 ="log(5) (27 =3 #2= 10=4 e m
2x =1+ 3log(5) (29 -3-27-10=0 P=2v2=5
=L L. 3 % = =
x=5+73""log(5) Stel 2* =u, =gy

Zie verder hiernaast.

Grafieken van logaritmische functies

De standaardfunctie v = £log(x)

+ heeft domein (0,—)

* de grafick is stijgend als g> 1 en is dalend als 0 < g < 1
* heeft bereik R,

De bijbehorende grafiek heeft de v-as (de lijn x = 0) als
verticale asymptoot.

Om de grafick van f(x) = *log(x + 1) + 2 te schetsen, bereken je
eerst het domein.

x+1>0 geeftx>-1, dus D,=(-1, —) en de verticale asymptoot
van de grafick van fis de lijn x =-1. Teken in je schets de
verticale asymptoot als stippellijn en zet de formule erbij.

Je kunt de schets gebruiken om de ongelijkheid f(x) <0 op te
lossen.

fx)=0 geeft *log(x+ 1) +2=0
Yog(x + 1)=-2
=L
X 13 i
x=-7
J(x) <0 geeft -1 <xS*%
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Eindopdracht Gravitatiekracht

De gravitatickracht is een aantrekkingskracht tussen twee voorwerpen.
Hierbij is geen contact tussen de voorwerpen nodig. Het is de kracht die
ervoor zorgt dat de zon en zijn planeten elkaar zo aantrekken, dat de
planeten in een baan om de zon bewegen. Ook de aarde en de maan
trekken elkaar aan, zodat de maan een (vrijwel) citkelvormige baan om
de aarde maakt.

Zoals je in de beginopdracht hebt gezien, geldt voor cirkelvormige banen

: ; v :
de middelpuntzockende (centripetale) kracht 7, = mT. Pas je de wet
2
F=m* atoe, dan krijg je de middelpuntzoekende versnelling a

die gericht is naar het middelpunt van de cirkel.
Newton toonde aan dat de centripetale versnelling van de maan ongeveer

mpz :7

3 5)0 m/s?, waarbij g de versnelling van de zwaartekracht
op de aarde is. Hij gebruikte dat de afstand » tussen de middelpunten van
de aarde en de maan 384 000 km is, de omlooptijd 7 van de maan

27,3 dagen en de versnelling g van de zwaartekracht op de aarde
ongeveer 9,81 m/s?,

* Laat met een berekening zien dat de centripetale versnelling van de

gelijk is aan

maan ongeveer gelijk is aan 3 68:)0 m/s?. Gebruik ook de formule
V= % uit de beginopdracht.

Uit dit resultaat en uit het feit dat de straal van de aarde ongeveer
6378 km is, trok Newton de conclusice dat voor de gravitatiekracht /7
tussen twee voorwerpen geldt Fg = =

+ Licht deze conclusie toe met een berekening en een redenering.

Omdat de aarde twee keer zo hard trekt aan een voorwerp met een twee
keer zo grote massa, bedacht Newton dat de aantrekkingskracht tussen

twee voorwerpen evenredig moet zijn met het product van de massa’s
m,m
van de beide voorwerpen. Zo kwam hij tot de formule Fg=G - ;2 2,

Hierin is G de universele gravitatieconstante, 7, de massa van het eerste
voorwerp, i, de massa van het tweede voorwerp en r de afstand tussen
de zwaartepunten van de massa’s,

Hoofdstuk 5 Machten, exponenten en logaritmen
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Henry Cavendish was in 1798 de cerste die cen redelijke benadering van
G heett gevonden. Een van de eerste berekeningen die Cavendish
hiermee maakte, was het berekenen van de massa van de aarde.

Voor de kracht tussen een voorwerp met massa m en de aarde met massa
m:*m
my geldt F,=G - TA. Ook geldt F,=m - g.

; rg
Uit I, = F, volgt dat m, = G
berekenen dat de massa van de aarde ongeveer 6,0 - 10> kg is. Gebruik

G=6,67 107! N - m?/kg?.

. Deze formule kun je gebruiken om te

72

* Toon aan dat uit ' = F, volgt dat m, = Eg en gebruik dit om aan te

tonen dat de massa van de aarde ongeveer 6,0 - 10°* kg is. Gebruik
hierbij g = 9,81 m/s”.

* Bereken de gemiddelde massadichtheid van de aarde. Geef het
antwoord in kg/dm’ en rond af op één decimaal. Gebruik dat de
inhoud van een bol met straal » gelijk is aan ;1- .

Niet overal op de aarde is de versnelling van de zwaartekracht even

groot. Deze versnelling is bijvoorbeeld athankelijk van de atstand tot het

middelpunt van de aarde. Zo is de afstand van de top van de Mount

Everest tot het middelpunt van de aarde gelijk aan 6387 km, terwijl de

straal van de aarde 6378 km is.

» Bereken de waarde van g voor de top van de Mount Everest. Rond af
op twee decimalen.

Om de aarde cirkelen veel satellieten, die voor tal van zaken worden
gebruikt. Denk aan satelliettelevisie, GPS, communicatie zoals
satelliettelefoon, enzovoort. Sommige van deze satellieten gaan zo snel
dat ze een omlooptijd van slechts 30 minuten hebben, Bij andere
satellicten is het van belang dat ze op een vast punt boven de aarde staan,
Dit zijn zogenaamde geostationaire satellieten. Deze satellieten hebben
dus een omlooptijd van 24 uur en staan recht boven een vast punt van de
evenaar. Om in de juiste baan om de aarde te blijven, moeten de hoogte
en de snelheid van de satelliet vaste waarden hebben.

+ Toon aan dat uit bovenstaande formules volgt dat voor de

; , UG e s
baansnelheid v van een satelliet geldt dat v? =G - - Hierin is m, de

massa van de aarde en  de straal van de baan van de satelliet. Gebruik
deze formule om van een geostationaire satelliet de hoogte boven het
aardoppervlak en de baansnelheid te berekenen, Rond de hoogte af op
honderden km. Geet de baansnelheid in km/uur en rond af op
tientallen.
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Diagnostische toets

5.1 Machten met negatieve en gebroken exponenten
| Schrijf zonder negaticve en zonder gebroken exponenten.

I 1
a (3a’b? ¢ 3d5° e a2

b Gab)? d (a5 t 7a7b5
"~ Schrijf als macht van x.

a — b X2 3x c%\/ﬁ

- Schrijf de volgende formules in de vorm y = ax?,

=1y 3¢l 233 - 1 _12 53
a y=3x"(Gx%) by sz'\/; cy i3 \/x—

 Los exact op.

a xL{/}:]gg b (2;;4—3)’%:;—1 c 112—-2x4=5x"
. Maak x vrij. Rond zo nodig af op twee decimalen.
-12 1 20
a y=0,02x 3 b y=zx2-3 c y=
X y=ix \/; Yy xz . \/;

5.2 Machtsfuncties en wortelfuncties

U De grafick van de functie f(x) = (x +2)* — 6 wordt eerst
vermenigvuldigd met -4 ten opzichte van de x-as, vervolgens wordt
de translatie (3, -15) toegepast, Zo ontstaat de grafiek van de functie g.
Bereken de extreme waarde van g,

“7 Gegeven zijn de functies f(x)=3+x—2 en g(x)=-2—Jx +4.
a Hoe ontstaan de graficken van f'en g uit de grafiek van y = \/x?
b Schets de grafieken van f'en g,

¢ Geet Dy, B;, D en B,

- Gegeven is de functie f(x)=3— /3 —4x.

a Schets de grafiek van f'en geef B,.

b Los algebraisch op f(x)>2.

¢ Welke waarden neemt f(x) aan voor x > -1 ?

| a Schrijf 7 als functie van N bij de formule N =2/-5¢+ 1.
b Maak v vrij bij de formule 2x\/v — 6 /x=1.
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5.3 Exponentiéle functies

Gegeven is de functie f(x)=0,3 - 272 -5,

a Hoe ontstaat de grafiek van f'uit een standaardgrafiek?

b Geef van fhet bereik en de formule van de horizontale asymptoot
van de grafiek.

¢ Losop f{x)< 1. Rond at op twee decimalen.

Schrijf de volgende formules in de vorm y=5* g*.

a y=2%.2%%3 b y=1083%3 el

y=w

Los exact op.
o 5 1=125(5 & 2-4%1-3=61 e F2421=36

b 32r—5=(21_7)x d 9 1=27x+1 f 2x2=(%}r

“-| Gegeven zijn de functies f(x)=2""2-3eng(x)=6—-2""1 y

a Los exact op f{x) = g(x).

b Welke waarden neemt g(x) aan voor x < 47

¢ Voor welke p heeft de vergelijking f(x)+ g(x) =p geen
oplossing?

figuur 5.11

5.4 Logaritmen

| Bereken,

a ‘log(3y/3) b log(3/8) ¢ 2log(ts  12)

Los exact op. 1
a ‘log(2x—3)=2 b Zlogx—3)=-4 ¢ 5+3-2log(x)=20

'~ Los exact op.

a 7%3=20 b 4°-2774=80 ¢ 5*'-6-(3'=25
Gegeven is de functie f(x)="log(3x— 1)+ 2.

a Loscxactop fix) <4,
b Welke waarden neemt f(x) aan voor x < 37
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Hoe je algebraisch extreme waarden berekent.

De betekenis van de tweede afgeleide.

Wat buigpunten zijn en hoe je de co6rdinaten hiervan berekent.

Afgeleiden berekenen van machtsfuncties met negatieve en gebroken exponenten.

De kettingregel gebruiken voor het differentiéren, ook in combinatie met de productregel
en de quotiéntregel.

Rekenen aan grafieken die elkaar raken en aan grafieken die elkaar loodrecht snijden.
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Beginopdracht De helling van
een fietsbrug

Er is geen strikte regelgeving over het maximale hellingspercentage van
de oprit van een fietsbrug, maar als de oprit ergens te steil is wordt de
brug gemeden door fietsers.

In deze opdracht gaan we uit van een oprit die een hoogteverschil van

6 meter moet overwinnen. Hiervoor wordt een maximaal
hellingspercentage van 3% aangehouden.

Het begin en het eind van de oprit zijn horizontaal.

Je gaat onderzoeken hoe lang (horizontaal gemeten) de oprit dan

moet zijn.

Ga uit van het functievoorschrift v

f(x) =%ax® —1abx®. Zic de figuur hiernaast.

De gevraagdc lengte is dus b.

Bjj dit functievoorschrift geldt dat de maximale

helling (dus het maximale hellingspercentage)

optreedt bij x = 3b. J
Omdat het begin en het eind van de oprit O
horizontaal zijn, moet gelden dat /'(0)= 0 en

f(b)=0.

+ Controleer of inderdaad geldt dat f'(0)=0 en f"(b) =0.
Door gebruik te maken van f{h) =6, kun je a uitdrukken inb.
* Druk a uit in b en toon aan dat geldt f(x)=—3"x" +}T§
+ Bereken 4 door te gebruiken dat 1 (2 b)= 0,03.

» Bereken het hellingspercentage van de oprit bij x = 100.

6 m

ni—
o
o

De maximale helling in een

ondergrondse parkeergarage is 20%.

+ Bereken in meter nauwkeurig welke
lengte (horizontaal gemeten) een
afrit naar deze parkeergarage moet
zijn om een hoogteverschil van 3,5
meter te overwinnen, Ga weer uit
van het functievoorschrift
flx)= ax —-abx
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Voorkennis Afgeleide en raaklijn

Theorie A Definitie van en regels voor de afgeleide

Per definitie is de afgeleide f” van een functie f gelijk aan ¥
x+h)—f(x
Pl —lim e I 2 H)

h—0

De afgeleide van een functie f geeft voor elke x
* de richtingscoéfficiént van de raaklijn & van de
grafiek van f'in het bijbehorende punt 4, dus o
re, =/"(x,)
* de helling van de grafiek van f'in het bijbehorende punt
* de snelheid waarmee f(x) verandert,
Het berekenen van de formule van de afgeleide heet differentiéren.

A
[
[
[
I
1

Xa

figuur 6.1 rc, = "(x,)

Regels voor de afgeleide

fx)=a geeft f'(x)=0

Jf(x)=ax geeft f'(x)=a

fx)=ax" geeft f(x)=a - nx" "' voorn=2,3,4, ..

Sx)=c - g(x) geeft f(x) =c - g'x)

s(x) =f(x) + g(x) geeft s'(x) = f(x) + g'(x) (somregel)

v(x)=f(x) — g(x) geeft v'(x) =f"(x) — g'(x) (verschilregel)

plx) =f(x) - glx) geeft p'(x) =f"(x) - g(x) + f(x) - g'(x) (productregel)

g(x) = :;((xx)) geeft g'(x) = n) ! (2 (;)t)(zx ) nx) (quotiéntregel)
Voorbeeld
Difterentieer.

0 fiz) = 808 458
b g(x)=(3x*— 1)’

_x—1
€ hx)= boa |
Uitwerking

@ f(x)=4x3 — Tx2 + 5x + 8 geeft f(x) = 1242 — 14x + 5

b g(x)=(3x*—1)>=9%*— 6x> + 1 geeft g'(x) =36x° — 12x
=1

¢ A=

(@ e~ T2 Zldt2e— 0"t 0n
(x2+1)? (2 + 1)? (2 + 1)?

geeft

h(x)=
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Differentieer.
a f(x)=sx*-3x+6x—1
b g(x)=(5x*—2)

=8
€ h)=3ary

d kp)=—gp'+5p* =8

e l(g)=10—-5¢*+9¢* —a*
6
=gt
f m(x)=2x =

Theorie B Raaklijn, snelheid en afgeleide

Bij het opstellen van de formule van de raaklijn & met behulp van de
afgeleide gebruik je dat voor een punt 4 op de grafiek van fgeldt dat
f'(x,) de richtingscoéfficiént van de raaklijn £ in 4 is.

Is de richtingscoéfficiént van de raaklijn in een punt B gelijk aan 3, dan
bereken je de codrdinaten van B met behulp van de vergelijking

Jix)=3L

Voorbeeld
Gegeven is de functie f(x)=x*—5x*+ 6x — 3.
a Op de grafiek van fligt het punt 4 met x, =2,
Stel met behulp van de afgeleide de formule op van de raaklijn k in A.
b In de punten B en C van de grafick van f'is de richtingscoéfficiént van
de raaklijn 3.
Bereken algebraisch de codrdinaten van B en C.

Uitwerking
a f(x)=x"—5x*+6x—3 geeft f(x) =3x*— 10x + 6
Stel k: yv=ax+bmeta=/'(2)=3-22-10-2+6=-2,

y=-2x+b }

s it S =3

f@)=-3,dus 42,-3)f 5, _ 5
b=1

Dus k: y=-2x+1.
b f(x)=3 geeft 3x>— 10x+ 6 =3

32— 10x+3=0

D=(-100~4-3-3=64

L1048 o 10-8
6 6 3

xp =15 geeft v, =/(3) =-133, dus BG, -139).

xe=3 geefty.=f(3) =-3, dus C(3, -3).
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Gegeven is de functie f(x)=x —x> —4x+2,
a De grafiek van f'snijdt de y-as in het punt 4.

Stel met behulp van de afgeleide de formule op van de raaklijn & in 4.
b Inde punten B en C van de grafick van fis de richtingscoéfficiént van

de raaklijn 1.
Bereken algebraisch de codrdinaten van B en C.
. . _2x—1
Gegeven is de functie f(x)= L

a Op de grafiek van fligt het punt 4 met x, =2,
Stel met behulp van differentiéren de formule op van de raaklijn £ in 4.
b Inde punten B en C van de grafick van fis de richtingscoéfficiént van
de raaklijn 3.
Bereken algebraisch de codrdinaten van B en C.
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ufor 3
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6.1 Toppen en buigpunten

Gegeven is de functic f(x) =13 — 13x2 — 18x + 50,

De punten 4 en B zijn toppen van de grafick van f.

Wat weet je van de richtingscoéfficiént van de raaklijn in elk van die
punten? Bereken algebraisch de x-codrdinaten van 4 en B.

Theorie A Algebraisch berekenen van extreme waarden

Omdat in een top van de grafick van cen functic f/'de raaklijn horizontaal
is, kun je de x-codrdinaat van de top berekenen door de vergelijking
f"(x) =0 op te lossen.

Uit de grafiek van fvolgt of de extreme waarde die bij de top hoort een
minimum of een maximum is.

Werkschema: algebraisch berekenen van extreme waarden

1 Bercken f'(x).

2 Los algebraisch op f'(x) = 0.

3 Voer de formule van f'in op de GR, plot de grafiek en schets de
grafiek. Kijk in de grafiek of je met een maximum of een minimum te
maken hebt,

4 Bereken de y-codrdinaten van de toppen en noteer het antwoord in de
vorm max. is f{...) = ... of min. is f(...) = ...

Is de grafiek van de functie gegeven, dan is het niet nodig een schets van
de grafiek te maken. Wel is het verstandig om de formule in te voeren op
de GR en achteraf met de opties maximum en minimum te controleren
of je de extreme waarden goed hebt berekend.

Voorbeeld
Gegeven is de functie f(x)=4x> — 9x? — 120x + 150.
Bereken algebraisch de extreme waarden van f.

Uitwerking

S(x)=4x> = 9x2 — 120x + 150 geeft ['(x) = 12x> — 18x — 120 %

Six)y=0 geeft 12¢2 — 18— 120=10 i i
202 —-3x—-20=0 ! J
D=(-3"—-4-2--20=169 ! \

_3+13 3—-13 :

% =4vx=

il - , X
4 4 2 gL 4
max. is f(-23) =331 en min. is f(4) =-218. |
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Afgeleide = 0 en top van de grafiek

In het werkschema staat bij 3 dat je een schets moet maken y
van de grafick. Dit is nodig omdat je na het oplossen van de
vergelijking ‘afgeleide = 0" nog niet weet of je met een 3
minimum of een maximum te maken hebt. Bovendien zijn de
beweringen ‘afgeleide =0’ en ‘de grafick heeft een top’ niet f

gelijk.
Zo is bij de functie f(x) = x> — 6x* + 12x — 5 wel /(2) = 0, 0 e
maar de grafick heeft geen top voor x = 2. De grafick heeft /

een horizontale raaklijn in het punt (2, 3).

a Gegeven is de functic f(x)=1x3 +1x2 —2x+5,
ue Bereken algebraisch de extreme waarden van /.
b Gegeven is de functie g(x) = 3x* — 16x° + 18x* + 2.
Bereken algebraisch de extreme waarden van g en geef het bereik.

5x

Gegeven is de functie f(x)= 35—
L@* x4
a Bereken algebraisch de extreme waarden van f'en geet het bereik.
b Stel langs algebraische weg de formule op van de lijn & die de grafick
van fraakt in het punt 4 met x, = 6.
¢ Los algebraisch op f{x) <1.

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door
BOX 1 (x)=(x+p)? - 16).

a Bereken van f', algebraisch de extreme waarden en geet het bereik.

b Bereken exact voor welke p het punt 4 met x, =2 een top is van de
grafick van f,

Gegeven is de functie f, van opgave 4.

* De grafick van Jf, heeft een top B waarvoor geldt dat p =14 - x5,
Bereken algebraisch voor welke p dit het geval is en bereken voor deze p
het bereik van f,.

Gegeven is de functie f(x)=4x*—x? — dx + 3. y

B@* In de figuur hiernaast zie je de grafick van f. f
a Bercken f'(x).
b Toon met een berekening aan dat /(2) =0. \

¢ Hoe volgt uit vraag b en de schets in figuur 6.2 dat f 0 X
een extreme waarde heeft voor x = 2? \/

figuur 6.2
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Theorie B Aantonen van extreme waarden

Bij het met de afgeleide aantonen dat een functie f'een extreme waarde
heeft voor x = a volg je het werkschema hieronder.

Werkschema: met de afgeleide aantonen dat de functie feen extreme
waarde heeft voor x= a
1 Bereken f"(x).
2 Laat met een berekening zien dat f(a) = 0.
3 Schets de grafiek van f'en laat zien dat de gratiek een top heeft
Voorx =a,

In het voorbeeld wordt aangetoond dat de functie
F(x)=x"—6x> + 12x2 — 10x + 7 een extreme waarde heeft voor x =21,

Voorbeeld
Gegeven is de functie f(x)=x*—6x* +12x*— 10x +7
Toon met de afgeleide aan dat £ een extreme waarde heeft voor x =21,

Uitwerking

SE)=x—6x3+12x* — 10x + 7 geeft f(x) =4x> — 18x% + 24x— 10

feh=4-02H-18- 252 +24-21-10=621-1121+60-10=0
8

@] 2%

@2 %) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heett voor x =2 %
Dus f'heeft een extreme waarde voor x =2 %
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Gegeven is de functie f(x)=x*—6x* + 12x> — 10x + 7 van het voorbeeld.
B®%* g Toon algebraisch aan dat /(1) =0.
Heett de functie een extreme waarde voor x = 1? Licht toe.
b De grafick van fheeft twee horizontale raaklijnen.
Stel van deze lijnen cen vergelijking op.

a Gegeven is de functie f(x) =1x" —1x* - 7.
O®*  Toon met de afgeleide aan dat f een extreme waarde heeft voor x = /2.
b Gegeven is de functie g(x) = %xf‘ + §x3 - 1]5)62 —3x.
Toon met de afgeleide aan dat g een extreme waarde heeft voor x = \/5 .

Gegeven is de functie f(x) = (x> + 1)(x* — 4).
O@* a Toon met de afgeleide aan dat f geen extreme waarde heeft voor x = 1.

b Toon met de afgeleide aan dat f'een extreme waarde heeft voor x = \/1_;—

Gegeven is de functie f(x) = J‘;+ L :
NE* 1
a Toon met de afgeleide aan dat f'een extreme waarde heeft voor x=1.
De noemer is te ontbinden in (x + 1)(x*> —x + 1).
b Toon dit aan.
¢ Los de vergelijking f(x) =0 algebraisch op door eerst de formule van
[te vereenvoudigen,

1 Gegeven is de functie f(x)=-x’+6x*+ 15x 5. %
BO@* Tn de figuur hiernaast zie je de grafick van f met de toppen
A(-1,-13) en B(5, 95). B(5, 95)

a Op welke intervallen is de grafiek van f'dalend? En op
welk interval stijgend? Welke soorten van stijgen herken
je? Geef de bijbehorende intervallen.

b Bereken f”(x) en schets de grafiek van /.

De grafick van /" heeft cen hoogste punt voor x = x,.

H K
¢ Bercken xp. ‘ A1, -13)
d Wat heeft x = x,, te maken met de verschillende soorten
van stijgen van de gratiek van /7 Licht toe.
figuur 6.3
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Theorie C Buigpunt en buigraaklijn

In opgave 11 heb je gezien dat je bij het maximum van de afgeleide 7’
van f'te maken hebt met een overgang van toenemend stijgend naar
afnemend stijgend bij de grafiek van f.

Immers, bij een toenemend stijgend deel van de grafiek hoort een
positieve helling die steeds groter wordt en bij een afnemend stijgend
deel van de grafiek hoort een positieve helling die steeds kleiner wordt,
In het punt waar de toenemende stijging overgaat in afnemende stijging
hoort dus een maximale helling, dus een maximum van de afgeleide.
Het punt op de grafick van f'waar deze overgang plaatsvindt, heet cen
buigpunt van de grafiek.

Ook bij de overgangen

* van afnemend stijgend naar toenemend stijgend

* van toenemend dalend naar afnemend dalend

» van afnemend dalend naar toenemend dalend

heb je te maken met een buigpunt.

Zic figuur 6.4.

A A A
! I f
i !

|
|
|
|
I
: [
| |
| |
' i
|
|

b c

/—\f‘

]

figuur 6.4 De vier mogelijkheden voor een buigpunt.

Merk op dat in elk van de vier gevallen de afgeleide een extreme waarde
heeft.

De grafiek van fheeft een buigpunt als de afgeleide /' een extreme
waarde heeft.

Bij het algebraisch berekenen van de codrdinaten van een buigpunt heb
je dus de afgeleide van /" nodig.

De afgeleide van /" heet de tweede afgeleide van fen wordt genoteerd
als /. Uitspraak: f'dubbel accent.

De raaklijn in een buigpunt heet buigraaklijn.
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Voor het algebraisch berekenen van de codrdinaten van buigpunten
gebruik je het volgende werkschema.

Werkschema: algebraisch coérdinaten van buigpunten berekenen
Bereken f7(x) en f"(x).

Los algebraisch op f"(x) = 0.

Schets de grafiek van f.

Kijk of de oplossingen van f"(x) = 0 buigpunten opleveren,
Bereken de bijbehorende y-cotdrdinaten.

V1 b W=

Voorbeeld
Bereken exact de codrdinaten van de buigpunten van de grafiek van
fE) =52t -t 32 +4x + 5.

Uitwerking

f) =X =3 =32 +4x+ 5 y
f(x)—-x — 32— 6x+4

M) =x*—-x—6

S

f(x)=0geeft x> —x—6=0

E+2)(x—~3) =0
x=-2vx=3 AN

21 /o '3 *
f2)=-12§ en £(3)=-T73. | \/
Uit de schets volgt dat (-2, -12 3) en (3, -7 4) de

buigpunten zijn.

a Bercken exact de codrdinaten van de buigpunten van de grafick van
oe fx)=x*—12x>+30x> + 48x + 5.
b Stel langs algebraische weg de formule op van de buigraaklijn £ van
de gratiek van g(x) = 1x* — 3x? + 6x + 4.
Gegeven is de functic f(x) =-5x* — 1%
O®%* g Bereken algebraisch de codrdinaten van de buigpunten van de grafiek
van f,
b De grafick van fheeft een horizontale buigraaklijn.
Toon dit aan.

Gegeven zijn de functies f,(x) =3x* — 22 + px® = 5x = 5,
B®* a Toon algebraisch aan dat de grafick van £ twee buigpunten heeft.
b Toon algebraisch aan dat de grafiek van f; geen buigpunten heett.
¢ Bercken algebraisch voor welke waarden van p de grafick van £, geen
buigpunten heeft.
d Onderzoek of het mogelijk is dat de grafiek van f, één buigpunt heeft.
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"1 Gegeven is de functic f(x)=(Gx* —4)2 -5,
LE*x

In figuur 6.5 zie je de grafick van f.
a De grafiek van f'heeft één top.

Bereken algebraisch de codrdinaten van de top. =
b De grafick van f'snijdt de y-as in het punt 4.

Onderzoek of 4 een buigpunt is.
¢ Bereken exact de codrdinaten van het buigpunt B

o
van de grafick van f.
figuur 6.5

Bereken exact voor welke waarden van p de grafick van
[,(x)=x*+ px® + 737 + 10 twee buigpunten heeft.

Gegeven is de derdegraadsfunctie f(x)=ax®+bx* +cx +d.
a Toon aan dat de grafick van elke derdegraadsfunctie precies
één buigpunt heeft.

Gegeven is verder dat de grafiek van f'de toppen P en Q heeft.
b Toon aan dat hicruit volgt dat 5° > 3ac.
Xptxg

5 -

¢ Toon aan dat voor het buigpunt R geldt dat x, =
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Terugblik

Extreme waarden
Bij het algebraisch berekenen van extreme waarden y
gebruik je dat de richtingscoéfficiént van de raaklijn in
een top van de grafick nul is, dus f"(x) = 0. Nadat je de
vergelijking /"(x) = 0 hebt opgelost, maak je een schets
van de grafiek waarin je kijkt of je met een maximum of
een minimum te maken hebt. o) 3 X
Bij de functie f(x) =3x3 — 3x2 + 4 krijg je f(x) = 2x2 — 6x.
f(x) =0 geeft 2x> — 6x =0 en dit geeft x=0v x=3,

Zie de schets hiernaast.

Je krijgt max. is f(0) = 4 en min. is f{3) =-5.

Extreme waarden aantonen y
Bij het algebraisch aantonen dat de functie
Jx) =x*—3x3+4x — 5 voor x =2 ¢en extreme waarde f
heeft, ga je als volgt te werk.
1 Bereken f'(x).
Je krijgt f'(x)=4x> —9x* + 4.
2 Bereken f(2). o 12
Je krijgt f(2)=4-23-9-22+4=32-36+4=0,
3 f(2)=0 enin de schets is te zien dat de gratick van f'
een top heeft voor x = 2, dus f'heeft een extreme
waarde voor x =2,

Tweede afgeleide, buigpunt en buigraaklijn

De x-codrdinaat van een buigpunt van de grafick van cen functic f/ bereken
je door de vergelijking f/"(x) =0 op te lossen. In een schets van de grafiek
van f'zie je of een gevonden oplossing een buigpunt oplevert.

Bij de functie f(x)=x*—3x* + 4x — 5 (zie hierboven) krijg je
SM(x)=12x>—18x.

f(x)=0 geeft 12x> — 18x =0 en dit geeft x=0v x = 1%.

Uit de schets van de grafiek van f'volgt dat er bij zowel x =0 als x = 1% een
buigpunt is. De buigpunten zijn (0, -5) en (1%, -4 11—6).

Een lijn die een grafiek raakt in een buigpunt heet buigraaklijn.

Bij de grafiek van f(x) =x*—3x* + 4x — 5 stel je de formule van de
buigraaklijn & in het punt (1%, —4 %) als volgt op.
kiy=ax+bmeta=f(15)=4- (13 -9 - (1)’ +4=-23,

dus k: y= 72%x + b.

Tnvullen van de codrdinaten van het buigpunt (13, -41%) geeft
b=1z, dus k:y=—2%x+ll—6.
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6.2 De afgeleide van machtsfuncties

a Schrijf in de vorm ax”,
4 6 5 1 _

LY = Pl —= abl=—

x? X3 x* 3x2 a’

b Schrijf zonder negatieve exponent.

x4 3x2 =2x 3 1x®
¢ Schrijf in de vorm ax" + bx™.
5 4x* +7x 2x° + 542 A
2 x 3x? al
d Schrijf als één breuk.
1 2 1 3 Z 2 3
—_— Pz o + ity = S
e " P 2T 3 % e

a Toon met behulp van de quotiéntregel aan dat f{x) = é geeft '(x) = ;—%
b Licht toe dat uit a volgt dat f(x) =x72 geeft ['(x) =-2x">.
¢ Toon met behulp van de quotiéntregel aan dat g(x) = x> geeft

g'(x)=-5x"°.

Theorie A De afgeleide van f(x) = x"voor gehele n

In opgave 19 heb je gezien dat de regel f(x) = x" geeft ['(x) = nx" ' ook
geldt voor enkele negatieve waarden van n.
We gaan nu bewijzen dat deze regel geldt voor elke negatieve gehele
waarde van n.
We gaan uit van f(x) =x7, waarinp=1,2,3, 4, ...

VRS WP 2 01 e R
fle)y=x*= P geeft f'(x) = Y

il vprxpT]
- =

Vervangen we —p door n, dan krijgen we
fx)=x"geeft f'(x)=n-x" "metn=-1,-2,-3,-4, ...

In opgave 20 toon je aan dat deze regel ook geldt voorn=0enn=1.

| f(x) = x" geeft f'(x) = nx" ! voor elk geheel getal n.
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Voorbeeld

Bereken de afgeleide.

@ f0=5

b g(x)= x;;l

Uitwerking

a flx)= x—3: 6x7 geeft f'(x)=-18x"* 37:&_?

b g(x)= 3;1=;—;+$=%x+;—x’2( ........................ #:%.:_zz%x-z
geeft g'(x) =+ —3x7 —%_%_;_;_%:x;%

Afspraak

+ Is een tunctievoorschrift gegeven zonder negatieve exponenten, dan
noteer je de afgeleide ook zonder negatieve exponenten.

+ Is een tunctievoorschrift als één breuk geschreven, dan noteer je de
afgeleide ook als één breuk.

a Toon aan dat de regel f(x) = x” geeft f'(x) = nx" ! ook geldt voor
n=0enn=1.

b In voorbeeld b lukte het om de afgeleide te berekenen met behulp van
uitdelen.
Welke van de volgende functies kun je differentiéren door uit te

delen?
fo=Es  aw=SE hey =2 K=
Bereken de afgeleide.
a f(x)le—ﬁ b g(v)— 5—i c h(x)zaf‘—%
Differentieer.
e T
| Bereken de afgeleide.
a f(x)szL% b g(x)zziz—szz g g1

@ Noordhoff Uitgevers bv 6.2 De afgeleide van machtsfuncties ~ &3




oe

n@*

no*

Hne*

Be*

64

~ De grafiek van £ snijdt de x-as in het punt 4.

Gegeven is de functic f(x)= M

a Stel algebraisch een vergelijking op van de raaklijn &
van de grafick in 4.

b De lijnen m en n met richtingscoétticiént 73 raken de
grafiek van f.
Bereken exact de codrdinaten van de raakpunten,

A\O
figuur 6.6
-1

Gegeven zijn de functies f{x)=— [ en glx)=

a Op de grafick van fligt het punt 4 metx, =2,

Stel met behulp van de afgeleide de formule op van de raaklijn & in 4.
b Op de grafiek van g ligt het punt B met x, =2,

Stel langs algebraische weg de formule op van de raaklijn / in B,
¢ Bewijs dat de grafiek van g geen buigpunt heeft.

. . 244

Gegeven is de functie f(x)= = 3

a Bereken exact de extreme waarden van f.

b De grafiek van fheeft twee raaklijnen met
richtingscoéfficiént -3,

Bereken exact de codrdinaten van de raakpunten. o
¢ Onderzoek langs algebraische weg of de grafiek een

raaklijn heeft met richtingscoéfﬁciént 2. /\

d Bewijs dat de lijn k: y=3x+ 23 de grafick van fraakt,

Jw)=*

Voor a > 0 zijn gegeven de functies f,(x)=— + %
Bewijs dat voor elke waarde van a de toppen van de grafiek
van f,, op de lijn v = 2 liggen.

Schrijt als macht van x.

figuur 6 7 De grafiek van
e heeft twee toppen.

1
ﬂ\/J_C hxz'\/;t‘ CE dx3'\/; L

a a’
1
2 ; ai=-Ja
Schrijf zonder negatieve en zonder gebroken exponent.
1
=1 L 2! ! ai=-ja
a 1x: b 2ix I3 ¢ -13x% d 1ix3 Ja
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/| In deze opgave ga je bewijzen dat f(x) =xi geeft f(x) = é—f'
jufok 3 | 1 | |
a Toon aan dat uit x> * x2=x volgt 2 - x> * [x2]'= 1.

b Licht toe dat uit 2 - x7 - [x3]'= 1 volgt [xi]'=1x

Theorie B De afgeleide van f(x) = x" voor elke nvan R

De regel f(x) = x" geeft f'(x) = nx" ' geldt ook voor gebroken waarden
van n. Hiervan heb je in opgave 30 een voorbeeld gezien. De regel geldt
zelfs voor elk getal n van R.

Het bewijs van deze

N = 3t )= nv? "L voor elke 71 van B, Geeeeevernne
I f(x)=x" geeft f'(x) = nx voor elke n van R. ¢ regel geef je in deel 3.

Om f(x)= x\/zz te differentiéren, schrijf je eerst het functievoorschrift
van fin de vorm /(x) = x". Je krijgt /(x)=x\/x=x! - x2 =x'1 en dit geefi
flx)= l%x;'. Vervolgens schrijf je f'(x) = l%x% zonder gebroken
exponent, dus f'(x) =13 /.

Afspraak

Bij het differentiéren mag je in het antwoord alleen gebroken exponenten

laten staan als het functievoorschrift zelf ook met gebroken exponenten
is gegeven.

Voorbeeld
Differentieer.

a fx)=xx
b g)=x"-Yx
\/_+4

¢ h(x)=

Uitwerking | |
a f(x)=x2 \x=x2 x1=x% geeft f'(x)= 21xl':2%‘x‘x5=2%x
2

I8
b g(x)=x2'%/;=x2'x;' 27 geeft g'(x) =21 x =21-x-x5=2ix-3x

fos ot

¢ h(x)=

h’(x)=—1%x’2-%— Bxd=-3 - i i

w2 i e 3
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Differentieer.

i _ 1
a f(x)=x+x h(x) '
b g(x)=x" %/J_c k(xy=x - Jx*
- Bereken de afgeleide.
N ) e h(x)= (2 + 1)(1 + \/x)
42 +1 _x—4
b g(x)= il k(x) iy
-~ Differentieer.
jafok 3 1 _x2-2
a f(x)*x m hix) o
b o) =3 - = k) =2 (xyx ~3)
=
.- Bercken de afgeleide.
T e 3y h) = (v = 2
2x—3 2+ 4
b g(x)=x2_\/; k(x)=x</;
Gegeven is de functie f(x)=3 - %/P y

B® " De lijn £ raakt de grafiek van fin het punt 4 met x, =
De lijn / raakt de grafiek van f'in het punt B met x; = 8.
De lijnen £ en / snijden elkaar in het punt C,
Bereken exact de codrdinaten van C.

figuur 6.8

Gegeven is de functic f(x) =x/x — 3x. y

B®% q Bereken exact het minimum van £
X
o) M

b Stel algebraisch de formule op van de lijn £ dic de
figuur 6.9

grafiek van f'raakt in de oorsprong,

¢ De lijn / met richtingscoé&fficiént 3 raakt de grafiek
van f'in het punt 4.
Bereken algebraisch de codrdinaten van 4 en stel
de formule op van /.
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3
Gegeven is de functie f(x)= %
X

ufok 3
a De lijn & raakt de grafiek van f'in het punt 4 met x, = 1 en snijdt de
x-as in het punt B,
Bereken exact de oppervlakte van AOAB.
b De x-cobrdinaat van de top van de grafiek is te schrijven als 3/;;
Bereken p.

Een magneetzweeftrein trekt op. Gedurende de eerste negen seconden is
O@% de afgelegde afstand s in meter te benaderen door de formule

s(£) = 104/t met ¢ in seconden, Na negen seconden verandert de snelheid

niet meer,

a Bereken exact de snelheid na acht seconden.

b Bereken algebraisch na hoeveel seconden de snelheid gelijk is aan

108 km/uur,
¢ Hoeveel meter legt de trein af in de eerste minuut?

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door f,(x) = (2x — B
* Bercken exact voor welke p de functic cen maximum heeft voor x =23
en bereken dit maximum,
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Terugblik

De afgeleide van f{x) = x"
De regel f(x) = x" geeft f'(x) = nx" ' geldt voor elk getal n van R.

Dus bij f{x) = —krugjef(x)~ =y geeftf(x)x4x5—fj—5,

Bij g(x) =x" * \Jx krijg je g(x) =x* - \/J;=x3;' geeftg'(x)=3 %x2%= 352 .

L deel je eerst uit.

2
—x+x7 geeft Hi(x)=1-x2=1- xl—fxxz L

i
Bij het berekenen van de afgeleide van A(x) = 2

2
T it Bl =t

Bij het berekenen van de afgeleide van k(x) =
(F+1) 1-x2x  1-—4
2+ 17 G T

2 7 gebruik je de quotiéntregel.

Je krijgt k'(x) =

i ; i P
Bij het berekenen van de afgeleide van /(x) = e 5 krijg je
XA/ X
2 e 2+ 1 i
l(x)= felt ; L= x3i+x71z geeft
\/)_C I3
1 3 1 3 x2—3

Ix)=$x1— lfx=—s——s=——n =

2\/; sz'\/.; sz'\/J_C.

Raaklijnen en toppen

2
Bij de functie f(x) =2 2: 2

bereken je als volgt exact de codrdinaten van

de punten van de grafick waarin de raaklijn richtingscoéfficiént -4 heeft.
x2 +9 9 x*-9
ds 2w e

’ 19 51
=3x+3x" geeft f(x)=5—3x2=3~

f(x)=-4 geeft 2x29 =-4

Hieruit volgt x* —9=-8x en dit geeftx=1 vx=-1.
f(-1)=-5enf{(1)=25, dus de punten zijn (-1, -5) en (1, 5).

Voor het exact berekenen van de extreme waarden stel je 1%
fx)=0.
.. x*—9 . 7
Je krijgt T 0 en dit geeftx =3 v x=-3,
Zie de grafiek. — , x

De extremen zijn max. is f{-3) =-3 en min. is f(3) = 3. /\
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6.2 De kettingregel

1110 Gegeven zijn de functies u(v) =" en v(x) =x* - 5x.
O®% a Bercken v(3) en u(v(3)).
b Bereken u(v(4)).

Gegeven is de functie f(x)=(3x* + 7)%

B®3%* Het functievoorschrift van £ is te noteren als £(x) = u(v(x)) met
u(v)=v? en v(x)=3x> +7.
Noteer op dezelfde manier met functies u en v.

@ fl)=(-x
b W)=\ +1

2
c f(x)=m

Theorie A De afgeleide van een samengestelde functie

De functie f(x)= (x* — 5x)* is een voorbeeld van een samengestelde
functie. De functie is samengesteld uit de schakels u(v) =v* en
v(x)=x>— 5x.

Een functie die geschreven is als een ketting van schakels heet een
kettingfunctie.

Voor het differentiéren van de functie f/ gebruik je de kettingregel.

Kettingregel

S(x) = u(v(x)) geeft f(x) =u'(v(x)) - v(x)
Bij f(x)=(x* - 5x)* krijg je f(x) =4(x>—5x) - (2x = 5).
N — S et
wvix)y Vi)
Bij het differentiéren van f(x) =+/3x + 1 krijg je
1 ! 3
Fx)=Bx+1=0Cx+ 1) geeft f(x)=503x+1)y7:3= S

1
Omdat van = \/x de afgeleide is g'(x) = ——, L
Vi g(x) \/J_C g 1 1 g( ) 2\/;_ g(x):\/_gzxg geeﬂ'
o & L 1 1
mag je in één keer opschrijven f(x) = /3x + 1 geeft gx)=txi=—1= Sk E
2 X
3

J = 1 .=
o) Bxxl ° 2gExel
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Het bewijs van de kettingregel gaat als volgt.

VAL e L ) G
h = 1m

' =1
&) hlgno h—0 h

U+ 1)~ u () Vi) = ()
im0 vt h) —v(x) h

Stel v(x + &) — v(x) =k, dus v(x + h) = v(x) + k. Hieruit volgt dat k nadert
naar 0, als /4 nadert naar 0 (zie figuur 6.10). Dus

) = lgigtl)u(V(X) i kl){ — u(v(x)) i v(x + ) — v(x)

=u'(v(x)) - v(x).

h—0 h
Vi) ulvx)
v u
vix +h) ulvx) + k)
u(vlx + h)
L )
h k
< v(x)
o X x+h o) vx) vix + h)
vix) + k
figuur 6.10
Voorbeeld
Differentieer.
_ 5
@ SO = e 70y
b g(x)=2x+ 3x*+4
¢ h(x)=(dx+1) - JAx+1
Uitwerking
T e S f{x) =u(v(x)) met
a f(x) (2.){3 _ 7x)4 S(ZJC 7JC) geeﬂ v(x) — 23 — 7 en
3 20(6x2 - 7) el
f (x) ‘—*20(2)7 ! 7x) < (6X _7) “*W
1 3x
b =2x+ 244 ft e'(x)=24+————=-6x=2+
g(x) \3x geeft g'(x) N 6x —

¢ h(x)=(4x+ 1) - \JAx + 1 = (dx + 1)3} geeft
R()=33(4x+ 1% - 4 =144+ 1) - JAx + |
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Berceken de afgeleide.

a0 f= s 3y d () = (42— 3)
b g(x)=6(x—4)5 . k(x)=5x—ﬁ

¢ h(x)=3x2-(Gx—2) f )= 4x+1

Differentieer.
a f(x)=2Qx+ 1) 4 )= —
b g(x)=ﬁ e k(x)=(*+3)yx*+3

1
c hlx)= \/m f Ix)= —m

Bereken de afgeleide.
a f(x)=4(3 +Tx - 2)2 d

e 1
(d-xn4-x

b g(x)=*m e A(x)=52x" +x? + 4x?
544

€ h(x)=3x+3x t )=
VX2 +4

Gegeven is de functic f(x) = (22 — 2x).

a Schets de grafick van f.

b Bereken exact de x-codrdinaten van de punten van de gratiek waarin
de raaklijn horizontaal is.

¢ De lijn & raakt de grafick van fin het punt 4 met x, = 3 en snijdt de
v-as in het punt B,
Bereken exact de y-codrdinaat van B.

Gegeven is de functic f(x)=(Gx— 1)*—x+2.

a Bereken algebraisch het bereik van f.

b De lijn & raakt de grafiek van f'en is evenwijdig met de lijn /: y = -2x.
Stel langs algebraische weg een vergelijking op van £.

Gegeven is de functie f'van opgave 46 en de functie
_1 .- 1
g(x)=1zx* — 13x + 15.
Het functievoorschrift van g is ook te schrijven in de vorm
g(x)=Gx— 1) +ax+b.
a Berekenaenb.
b Los exact op f(x) = g(x).
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Gegeven zijn de functies f(x)=4(2x—5)*+2en
— g(x)=-4(3x— 10)* + 2. Het punt A(3, 27) ligt zowel op de grafiek
van fals op de grafiek van g.
a Toon dit aan,
b Emma beweert dat de grafieken van f'en g in het punt 4 dezelfde
raaklijn hebben.
Onderzoek langs algebraische weg of Emma gelijk heeft.
¢ Er zijn twee punten op de grafiek van f'waar de richtingscoéfficiént
van de raaklijn gelijk is aan 13 %
Bereken exact de codrdinaten van die punten.

Gegeven is de functie f(x) = /x> +9 — x> + 5x. y
O®%* g Onderzoek met de afgeleide of f een extreme waarde
heeft voor x = /7.
b De lijn & raakt de grafiek van f'en is evenwijdig met de

lijn /: y=5x—-2. A
Stel algebraisch de formule op van £. / "
¢ De grafiek van f'snijdt de y-as in het punt 4. De lijn m /b \

raakt de grafiek van f'in het punt B met x,; = 4 en snijdt
de y-as in het punt C.
Bereken exact de afstand tussen 4 en C.

figuur 6.11

3 +
Gegeven is de functie f(x)= 2 \flo.
X

oe
a De y-codrdinaat van de top van de grafiek van fis te

. . a
schrijven in de vorm ?
(&

Bereken exact mogelijke waarden vana, ben c,

b Op de grafiek van f'wordt de translatie (0, d)
toegepast. Zo ontstaat de grafiek van de functie g.
De lijn k gaat door de oorsprong en raakt de grafiek
van g in het punt 4 metx, =1,

Bereken d algebraisch. o 2]

figuur 6.12
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Bij een autorally leggen de deelnemers een parcours
af dat gedeeltelijk over een terrein zonder wegen en A 2km [C

gedeeltelijk over onverharde wegen gaat. In figuur ‘<: “““ Tr
6.13 zie je een gedeelte van het parcours, De N §
deelnemers rijden van A naar B. Punt B ligt 2 km \\\ x
oostelijk en 10 km zuidelijk van 4. Tussen C en B & N

ligt een onverharde weg, waar met een gemiddelde 3 ‘ o

snelheid van 100 km/uur wordt gereden. Ten g '

westen van deze onverharde weg is ruw terrein, 0. &

waar de gemiddelde snelheid 80 km/uur is. E :
Een deelnemer kan rechtstreeks van 4 naar B, maar N @) .;"5 |
bijvoorbeeld ook via C naar B gaan. In het laatste M = 4
geval is hij ongeveer 9 seconden eerder in B dan in W7F g B !

het geval hij rechtstreeks van A naar B rijdt. b ) | G
a Toon dit aan. @5

Het is ook mogelijk dat een deelnemer vanaf 4 figuur 6.13

schuin doorsteekt naar de onverharde weg tussen

C en B en daarna zijn weg vervolgt over de

onverharde weg richting B.

Stel hij komt daarbij x km ten zuiden van C uit.

Dan geldt £ =g \/xZ + 4 + 0,1 — 0,01x. Hierin is 7 de tijd in uren die de

deelnemer over de afstand tussen 4 en 5 doet.

b Toon aan dat deze formule juist is.

¢ Bereken exact voor welke waarde van x de tijd ¢ voor de deelnemer
minimaal is. Hoeveel seconden scheelt het met de situatic dat hij via
C naar B gaat?

Bereken algebraisch voor welke waarde van a de functie
f(x) = (ax — 2)* + Sax een extreme waarde heeft voor x = 3,

Gegeven is de functie f(x)=x/2x+ 1.
Licht toe dat je voor het berekenen van de afgeleide de productregel én
de kettingregel nodig hebt.

Theorie B De kettingregel gecombineerd met de
productregel of de quotiéntregel

De functie f(x)=x+/2x + | is het product van de factoren x en /2x + 1.
Daarom gebruik je bij het differentiren de productregel:

fiE)=[x]" yZx+1+x - [2x+1]"

Om de afgeleide van /2x + | te berekenen, heb je de kettingregel nodig.

© Noordhoff Uitgevers by 6.3 De kettingregel
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De functie g(x) = is het quotiént van x + 6 en /8x + 9.

x+6

\8x+9

Daarom gebruik je bij het ditferentiren de quotiéntregcl:
\/8x [x+6]"—(x+6) [J8x+9]

g = W

Om de afgeleide van /8x + 9 te berekenen, heb je de kettingregel nodig.

a De afgeleide van f(x)=x2x+ 1is f'(x)=2x+ 1+ =

Licht dit toe en toon aan dat het functievoorschrift van 17 te herleiden
ol

is tot f(x) = \/—+1

X o S
b De afgeleide van g(x) = is g'(x) = VBE+S
5 5 N TES 8x+9 ‘
Licht dit toe en toon aan dat het functievoorschrift van g’ te herleiden

stot g'lx)=—"—7—"7"—= =l
£ (8x+9)\/8x+9

Differentieer. Herleid zo mogelijk de formule van de afgeleide.
x2+1

a f)=x3x+4 b gx)=xBx+1® ¢ h(x)z\é:

Gegeven is nogmaals de functie f(x) =x/3x +4 van opgave 55.

Harm differenticert fals volgt: f(x) =x/3x + 4 = \/3x° + 4x? geeft
1 Ox? + 8x 9x+8
X)) == (9X2 + 8x) = = .
P orae T Bard 2/xia

Welke drie fouten maakt Harm?

Ox+2

43x+1
a Bewijs dit.

b De lijn & gaat door het randpunt van de grafick van f'en is evenwijdig
met de lijn / die de grafiek van fraakt in de oorsprong.
Stel langs algebraische weg de formule op van £.

¢ De lijn m met richtingscoéfficiént 13 raakt de grafiek van fin het
punt 4.
Bereken exact de codrdinaten van A.

De afgeleide van f(x) = 2x\/3x + 1 is te schrijven als f'(x) =

Hoofdstuk 6 Differentiaalrekening

© Noordhoff Uitgevers by



ne

ufok 3

ok 3

Gegeven is de functie f(x) =x/8 — 2x,

Gegeven is de functie f(x)=

' In figuur 6.14 zie je de grafiek van f.

Bereken het domein van f.
8—3x
V8—2x

Bereken exact de codrdinaten van de top van de
grafick van f'en geef het bereik.

Op de grafick van f'ligt het punt 4 waarin de raaklijn
richtingscoéfficiént 1 heett.

Bereken exact de codrdinaten van 4.

Toon aan dat f'(x)=

dx+4
Ny

De grafiek van fsnijdt de x-as in het punt 4 en de y-as in
het punt B. Zie de grafiek hiernaast.

Bereken exact de codrdinaten van de top van de
grafick.

De lijn £ raakt de grafick van fin 4 en de lijn / raakt
de grafiek van f'in B.

Onderzoek algebraisch welke van de volgende twee
beweringen waar is.

I De lijn k gaat door B.

I De lijn / gaat door A.

Gegeven is de functie f(x)=2x/9—2x—3,

Bereken exact het maximum van f.
Bereken het domein en geef het bereik van f.

Y
%
figuur 6.14
¥
By
4/ )

—

figuur 6.15

¢ Het punt 4 ligt op de grafiek van f. De raaklijn in 4 is evenwijdig

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door f,(x) =

met de lijn v = 13x,
Bereken algebraisch de codrdinaten van 4.

px
2 +9

Bereken voor welke p de lijn y =x de grafiek van f, raakt in de
oorsprong.

@ Noordhoff Uitgevers bv

6.3 De kettingregel

75




Terugblik

De kettingregel
Een functie die geschreven is als een ketting van functies heet een
kettingfunctie of samengestelde functie.
Zo is de functie f(x)= /x> +x te schrijven als f(x) = u(v(x)) met de
schakels u= \/ven v=x?+x.
Bij het differentiéren van kettingfuncties gebruik je de kettingregel:
Jx) = u(v(x)) geeft f(x) = u'(v(x)) - v(x).
Deze regel zegt dat de afgeleide van cen kettingfunctie het product is
van de afgeleiden van de afzonderlijke schakels.

2 1

Bij f(x) = /x> + x krijg je f(x) _—zJJcllTx e+ )= 2+ x

De productregel en de kettingregel

Bij het differentiéren van A(x) = x./x*> + x gebruik je de productregel.
In de berckening komt [y/x? +x]' tevoorschijn en dit bereken je met de
kettingregel.

Je krijgt
W@ =1 P e (x D)= \/2—+x+x(2"2++‘j

2 +x)+2x2+x_ 432 + 3y

2 x2+x 72\/x2+x‘

De quotiéntregel en de kettingregel
2 +x

x+1

Bij het differentiéren van de functie k(x) = gebruik je de
quotiéntregel.
In de berekening komt [/x* +x]' tevoorschijn en dit bereken je met

de kettingregel.

Je krijgt
, _(x+1) \/_ (2x+ D) —Yx?tx-1l (xt1)- 2‘\/%— o e
k) = x+ 1) x+ 1)

_ G+ D+ D267 +x) 22+ x+2x+1-27 -2
ool 2oy ik 2(x+ 1)%-~x? t+x
il

Z(x + 1)° = ap? +x 2(x + 1)\/
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6.4 Functies met parameters

170 Gegeven zijn de functies f,(x) =7x% + px +2.

B®* Tn de figuur hiernaast zijn de graficken getekend
voor p=-2,p=-1,p=0,p=1enp=2. Ookis
de lijn x = 3 getekend.
We vragen ons af voor welke waarde van p de lijn
k met rc = 21 de grafiek van /, raakt in het punt 4
met x, = 3.
Licht toe dat geldt £,'(3) = 2% en bereken p.

figuur 6.16

Theorie A Raaklijnproblemen bij functies met een parameter

In opgave 62 raakt de lijn & met richtingscoéfficiént 2 de grafiek van
JiE) = 4x2 + px + 2 in het punt 4 met x 4 =3.0mpte berekenen los je de
vergeh_]kmg Lx)=re, dus £,3)= 25 5 Op.

In opgave 63 heb je te maken met de parameters p en g.

-1 Gegeven zijn de functies f,(x) = (2 +p) - \/;
B@®* De lijn k: y = 18x + ¢ raakt de gratick van f, in het punt 4 met x, = 4.
5x2 +p
Er geldt f,'(x) =

205
a Bewijs dit.
b Gebruik f,(4) =rc, om p te berekenen.
¢ Bereken de codrdinaten van 4 en vervolgens de waarde van g.

: Gegeven zun de functies £,(x) = 2x* + p
] De lijn k: v= 3x + g raakt de grafiek van f in het punt 4 met x, = 1.

Bereken exact p en g.

1 Gegeven zijn de functies f,(x) = 6xy/x + px?.
0O©  a Voor welke p heeft de functle J, een maximum voor x = 2 ?
b De lijn k: y = 5x + ¢ raakt de grdﬁek vanf, in het punt 4 met 2y =1L
Bereken p en g algebraisch.
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- Gegeven zijn de functies f,(x) =

4x+p

2+1

a De lijn k: y = ax + 4 raakt de grafiek van f, in het snijpunt van de
grafiek met de y-as.
Bereken a en p,

b De lijn / met richtingscoéfficiént -1 raakt de grafiek van f, in het
punt 4 met x, =-1.
Stel algebraisch de formule op van /.

¢ De functie f, heeft een extreme waarde voor x =2.
Bereken exact p en de andere extreme waarde.

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door

Fx) = %x3 +px?—3x —p.

a Toon aan dat f, voor elke p twee extreme waarden heeft.

b De functie f, heeft een extreme waarde voor x =3.
Bereken exact p en de andere extreme waarde,

¢ Delijn I y =-x + g raakt de grafiek van f, in het punt B met x, =-2.
Bereken exact p en q.

tp
N
De lijn k is evenwijdig met de lijn /: v =-§x en raakt de grafick van L

in het punt 4(2, 2),
Bereken p en g.

Voor elke p en g is de functie f,  gegeven door f, (x) =

q

Gegeven zijn de functies f,(x) =-7x> +px + 3.

Toon aan dat vit f,'(x) =0 volgt p = %x.

¥y

Hoofdstuk 6 Differentiaalrekening
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Theorie B Kromme door toppen

Om een formule op te stellen van de kromme waarop alle toppen van de
graficken van de functies f(x) =x* + px* liggen, kun je x,,, uitdrukken
in p. Daartoe los je de vergelijking f,(x) =0 op.

Je krijgt

(%) =2+ g pestt 116 = 3%% + 2p¥;

£,'(x) =0 geeft 3x* + 2px =0

x(3x+2p)=0
x=0v3x+2p=0
x=0v3x=-2p

x=0 vxzf%p
x =0 geeft het punt (0, 0).

x=—§p geeft p =—1%x

=3 — 1y 2= —1ly3=-L3
g }y ¥ - s ixt=wt — oy ="Sx

Ook het punt (0, 0) voldoet aan y =-1x,

; 1
Dus de formule van de kromme is y =-3x3.

Merk op dat je bij het oplossen van de vergelijking f,'(x) = 0 mogelijk
ook x-codrdinaten krijgt van punten waarin de raaklijn wel horizontaal
is, maar die geen top zijn. Op de gevonden kromme liggen dus alle
toppen en mogelijk ook nog een of meer buigpunten met horizontale
raaklijn, Dat laatste doet echter niet ter zake.

In plaats van de vergelijking f,(x) =0 naar x op te lossen, kun je deze
vergelijking ook naar p oplossen, oftewel p vrijmaken. Je krijgt dan
3x2+2px=0
2px=-3x"

T 2
p =71§x mits x # 0.

In het voorbeeld is deze aanpak handiger. Dus daar wordt p vrijgemaakt
bij de vergelijking £,'(x) =0.
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Voorbeeld

Gegeven zijn de functies f,(x) =x* +px* +2x + 3.

Stel de formule op van de kromme waarop alle toppen van de graficken
van f, liggen.

Uitwerking
LBy S0P + 2+ 3 gty =238+ 0px+ 2
Jp'(x) =0 geeft 3x> + 2px +2=0
2px=-3x2—2
Bt — 2
2% y=x+

voorx # 0 geldt p=

o L
3x2x L o e

= 2 S
y x3+px +2x+3 y=x3+%x(*3x2—2)+2x"'3
y=x3—1£-x3—x+2x+3
y=-Ix+x+3

Dus de tormule van de kromme waarop alle toppen liggen is y = féx3 TaEE,

In de figuur hiernaast is voor enkele waarden van p de
grafiek van f, van het voorbeeld getekend. Bovendien is
de kromme y =-1x3 + x + 3 getekend. Je ziet dat alle
toppen van de getekende graficken op de kromme
y=-1x*+x+3 liggen.

= O O ~N @

e

figuur 6.17

- In de theorie op de vorige bladzijde staat dat het niet ter zake doet dat er

op de gevonden kromme eventueel ook punten liggen die geen top zijn.

a Licht toe waarom dit niet ter zake doet.

Zie het voorbeeld hierboven. De kromme waarop alle toppen liggen is

y= f%x3 +x + 3. Op deze kromme ligt het punt (0, 3). Het punt (0, 3) is

niet een top van een van de graficken van £,

b Toon dit aan,

¢ Licht toe dat dat dit niet in tegenspraak is met de laatste zin in het
voorbeeld.
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1 Gegeven zijn de functies f,(x) =3x> + px? +3x + 5.
BOO©* Stel de formule op van de kromme waarop alle toppen van de grafieken
van f, liggen.

_ " ; _xtp
—72 Gegeven zijn de functies f,(x) = 214
) a De functie J, heeft een extreme waarde voor x = L.

Bereken exact p en de andere extreme waarde. |
b Bewijs dat alle toppen van de graficken van f, op de kromme y = o
liggen.

.1 Voor elke p >0 is gegeven de functie f,(x)=(p —x%) - W
O@* a Stel de formule op van de kromme waarop alle toppen van de
grafieken van f, liggen.
b Bercken exact voor welke p de top van de grafiek van £, op de lijn
v =28 ligt.

-1 Gegeven zijn de functies f(x) = Ix+x+ 11 eng(x)=-x+ 4.
O@* Het punt A(1, 3) ligt zowel op de grafick van fals op de grafick van g.
a Toon dit aan.

De lijn k raakt de grafick van f'in 4 en de lijn / raakt de gratiek van g in 4.
b Stel langs algebraische weg formules op van ken /.
¢ Wat voor bijzonder punt is het punt 4?

Theorie C Rakende grafieken

In opgave 74 heb je gezien dat de raaklijn in 4 van de grafiek van f
samenvalt met de raaklijn in 4 van de grafick van g. De graficken
hebben in 4 cen gemeenschappelijke raaklijn. De graficken van fen g

raken elkaar in 4.

De grafieken van fen g raken elkaar in het punt A als de %

raaklijn in A van de grafiek van fsamenvalt met de raaklijn 44

in A van de grafiek van g. 7 g
el N

In het raakpunt 4 geldt dus niet alleen f(x ) = g(x,), maar ook
S =gxy).

De grafiecken van fen g raken elkaar in het punt A4 als de
x-codrdinaat van 4 voldoet aan f(x) = g(x) A f'(x) = g'(x).
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Voorbeeld

Gegeven zijn de functies f(x)=1x>—x2+ 5 en g(x) =2 + 9x — 13,
Bewijs dat de grafieken van f'en g elkaar raken en bereken de codrdinaten
van het raakpunt.

Uitwerking
FO)=5x> =2 +5 geeft f(x) = x> — 2x

g(x)=-x*+9x— 13 geeft g'(x) =-2x+9

Jx) = g(x) Af(x) =g'(x)

IR — R+ 5=+ 9 — 13 Ax2—2x="2x+9
X —0x+18=0Ax2=9

x?=9 geeftx=3 vx=-3

Substitutie van x =-3 in 5x° —9x + 18 =0
geeft:  (-37-9--3+18=0
-9 +27 + 18 = 0 klopt niet.

Substitutie van x =3 in ;33 —9x + 18 =0
geeft: 3°—9:3+18=0
9 —27+ 18 =0 klopt, dus de grafieken raken elkaar voor x =3,

f(3) =5, dus het raakpunt is (3, 5).

Zie het voorbeeld.

Oplossen van f(x) = g'(x) geeft x=3 v x=-3, maar x =-3
voldoet niet aan f{(x) = g(x).

Wat betekent dit voor de graficken van f'en g voor x =-37

Gegeven zijn de functies f(x) =x* +4x> +2x + 1 en y
glxy=x*+11x + 28. g
a Bewijs dat de graficken van f'en g elkaar raken en
bereken de codrdinaten van het raakpunt.
b Stel langs algebraische weg de formule op van de
gemeenschappelijke raaklijn in het raakpunt.

X
Vi
figuur 6.18
Gegeven zijn de functies f(x) = /2x en ELO=3+ 1,
a Onderzoek langs algebraische weg of de grafieken van fen g,

elkaar raken,
b Bereken exact voor welke p de grafiecken van f'en g, elkaar raken.
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a Bewijs dat de graficken van f(x) =x* — 2x% en g(x) =3x° — 23
O®%*  clkaar raken en bereken de codrdinaten van het raakpunt.
b Bereken exact de waarden van p waarvoor de grafieken van
h(x) =-x*+ 8x — 12 en k,(x) =x + px clkaar raken.

P 1 x+tp 3 7
Gegeven zijn de functies f, ,(x) = —= —en gley==1ga? +22x,
X

De graficken van f, , en g raken elkaar in het punt 4 met x, = 1.
Bereken p en g.

Gegeven zijn de lijnen k: y=2x—2en i y=-1x+3.
O@* a Teken de lijnen in één figuur,

b Bram beweert dat de lijnen & en / loodrecht op elkaar staan.
Ben je het daarmee eens?

¢ De lijn m gaat door het punt 4(4, 0) en staat loodrecht op £.
Stel van m de formule op.

d Stel de formule op van de lijn n die door het punt B(1, 3) gaat en
loodrecht staat op de lijn p:y=3x+5.

Theorie D Elkaar loodrecht snijdende grafieken

In opgave 80 heb je gezien dat de lijnen &
metrc, =2 en/ metrc, = ,;_ loodrecht op
elkaar staan.

Ook de lijnen p met re, =1 en n met

r¢, = -4 staan loodrecht op elkaar.

In het algemeen staan de lijnen & en / met

TC, =@ en r¢;= —é loodrecht op clkaar.

Dus als rc, - rc, = -1, dan staan de lijnen & en

[ loodrecht op elkaar. figuur 6.19 k L / omdat rc, = g en rc,= —%.
In het geval rc, # 0 en rc; # 0 geldt:

als k L[, danrg, - re,=-1.

Voor de lijnen & en / met re, # 0 en r¢, # 0 geldt:
re, - re;=-1en k L/ komt op hetzelfde neer.

De gratieken van de functies f'en g snijden elkaar loodrecht in het
punt 4 als in dat punt de raaklijnen van de graficken loodrecht op
elkaar staan. In het punt A geldt dus niet alleen f(x,) = g(x,), maar
ook f'(x,) - g'(x,)=-1. Hiermee is de x-coGrdinaat van het punt 4
te berckenen.
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De grafieken van de functies f'en g snijden elkaar %

loodrecht in het punt A4 als de x-codrdinaat van 4
voldoet aan f(x)=g(x) A f(x) - g'(x)=-1
f
~]
A
g
ol7— 7 \ "
Voorbeeld
De graficken van f(x)=2\/x en g,(x) =§ snijden elkaar loodrecht.
Bereken exact de waarde van p en de codrdinaten van het punt
waarin de graficken elkaar loodrecht snijden.
Uitwerking
) =2x geeft /() = ﬁ
P , L P
g,(0)="=pr! geeft gx) = px?=-
flx)y= gp(X) A S1x) g, (x)=-1
.
Z\f N T \/; o |
=2x\X A =1
P \f PN
: ; p X Je kunt ook twee keer p
=2x st = i !

D \Jx substitueren in py 1 geeftx \f el Dt rsefde

2 _ | vergelijking

% 2 x=a22 \x.

x=2

x=2geeft p=4\2en f(2)=2\2
Dus de grafieken snijden elkaar loodrecht voor p= 4\/5 in het

punt (2, 24/2).

E 1 a Bewijs dat de graficken van f(x) = \/x en g(x) =-1x2 + 10 clkaar

loodrecht snijden.

b De graficken van /1,(x) = p/x en k(x) = -£x? + 85 snijden clkaar
loodrecht,
Bereken exact de waarde van p en de codrdinaten van het punt
waarin de grafieken elkaar loodrecht snijden.
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a Gegeven is de functie f(x) = x> — 4x.
Stel langs algebraische weg de formule op van de lijn & die de
grafiek van floodrecht snijdt in het punt A(5, 5).

b De lijn /: y =-5x + p snijdt de grafiek van g(x) = 2;{_'__21 loodrecht.

Bereken p algebraisch.

Gegeven zijn de functies f{(x) =x* —x en g,(x) =§.
a De graficken van f'en g, raken elkaar in het punt 4.
Bereken exact de waarde van p en de codrdinaten van A.
b De graficken van f'en g, snijden elkaar loodrecht in het punt B.
Bereken exact de waarde van p en de codrdinaten van B.

b i r
Gegeven zijn de functies f, (x) = —=— en g(x) =x* —3x — I3,
; Famn 2

De grafieken van f,, en g snijden elkaar loodrecht in het punt 4
met x,=4.
Bereken pen g.

Verticale raaklijnen

De gratiek van f(x) = \/)_c heeft in het randpunt (0, 0) vy

een verticale raaklijn. De vergelijking van de raaklijn is g
x = 0 en deze raaklijn heeft geen richtingscoéfficiént.
De grafiek van g(x) = x* heeft in (0, 0) een horizontale f
raaklijn. De grafieken van f'en g staan in (0, 0) dus
loodrecht op clkaar,

Uit f(x) = — volgt f'(0)= L en dus bestaat A X
2l 2,0

/'(0) niet, Daarom geldt hier niet /(0) - g'(0) =-1.
Bij loodrecht snijden waarbij één van de raaklijnen
verticaal is, kun je dus niet de regel /'(x) - g'(x) =-1 gebruiken.
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Terugblik

Raaklijnproblemen bij functies met een parameter

Raakt de lijn k met rc, = -2 de grafiek van f,(x) = IO+ 132+ px -5
in het punt 4 met x, = 4, dan gebruik je f,(4)=-2 om de formule
van k op te stellen.

LX) =32+ 133 + px — § geeft £ (x) =+ 3x +p

f(4)=-2 geeft-42+3 - 4+p=-2,dus p=2.

x, =4 invullen bij f;(x) =-1x*+ 13x2 + 2x — 5 geeft het raakpunt A(4, 53).

Het punt 4 ligt ook op k: y =-2x + b. Hieruit volgt b = 13%, dus kb: y=-2x+ 13 %

Kromme door toppen

De toppen van de grafieken van de functies f,(x) =- ;xi” o l%x2 +px—5
liggen op een kromme. De formule van deze kromme krijg je door p

met behulp van f,(x) = 0 uit te drukken in x en dit in te vullen bij y =/ (x).

£,'(x) =0 geeft x> +3x + p=0, dus p=x>—3x.
p=x2—3xen y=-1x+ 13x2 + px — 5 geeft
y=-iP+ B2+ (-3 x—5=-i8 + 32+ -3 - 5=28 - 12x2-5.

Dus de formule van de kromme waarop alle toppen liggen is
ym 2ol plomi
vesxnt— 1w —5,

Raken en loodrecht snijden

De grafieken van f'en g raken elkaar in het punt 4 als de x-codrdinaat
van A4 voldoet aan f(x) = g(x) A ['(x)=g'(x).

De graficken van f'en g snijden elkaar loodrecht in het punt 4 als

de x-cobrdinaat van 4 voldoet aan f(x) =g(x) A f'(x) - g'(x)=-1.

Gegeven zijn de functies f(x) =1x* en g(x) =x>+3x— 9.

Om te bewijzen dat de graficken van f'en g elkaar raken, los je het
stelsel $x° =x2+3x — 9 Ax>=2x+3 op.

Uit x> =2x+ 3 volgi x=-1 vx =3,

Omdat f(-1)=-1 en g(-1)=-11 geldt nict f(-1)=g(-1).

Omdat f(3)=9 en g(3) =9 geldt f(3)=g(3).

Dus de grafieken raken elkaar in het punt (3, 9).

Om te onderzoeken of de graficken van fen g elkaar loodrecht snijden

in het punt 4 metx, =-3 ga je na of geldt f(-3)=g(-3) A f(-3) - g'(-3)=-1.
Omdat f(-3) =-9 en g(-3) = -9 geldt /(-3) = g(-3).

Omdat ['(-3)=9 en g'(-3)=-3 geldt ['(-3) - g'(-3)=9 - -3=-27.

Dus de graficken snijden elkaar wel in het punt (-3, -9), maar nict loodrecht.
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Eindopdracht Kromming en
kromtestraal

Bij het ontwerp van bochten in snelwegen, spoorwegen en kanalen
zijn de begrippen kromming en kromtestraal van belang. We geven
de kromming aan met de letter & en de kromtestraal met de letter R.

-1
Er geldt k= r

De kromtestraal in een punt P van een kromme is de straal
van de cirkel die in P zo goed mogelijk aansluit bij de
kromme.

Zie de figuur hiernaast.

In deze opdracht ga je rekenen aan kromming en
kromtestraal bij graficken van functies y = f(x).

)| )
(1+ (0P

We geven een voorbeeld bij de functie f(x)=x>. Er geldt dat f”(x)=3x" en
f"(x)=6x. De kromming van de grafiek in het punt (1, 1) is
= V(l)\ - = £ - = 6120,190. DekromtestraalisRI&ZS,Z’/.
A+FOPE 1+3)5 104 6
+ Bereken bij de grafiek van de functie f(x) =x> de kromming van de
grafick in de punten (2, 8) en (3, §). Rond zo nodig af op dric
decimalen.
» Er zijn bij de functie f(x) =x’ vier punten op de grafick waar de
kromming gelijk is aan 1.
Bereken de x-codrdinaten van deze punten, Rond af op twee
decimalen.
* Bereken de maximale kromming van de grafick van f(x) =x3. Rond
af op dric decimalen.

Er geldt k=

Voor een spoorweg moet in ieder punt de kromtestraal vy

groter zijn dan 5 km.

We bekijken de volgende situatic. Zie de figuur hiernaast L T K
met een assenstelsel waarbij de eenheid 1 km is, o
Tussen de punten O en A(3, 1) ontbreekt een deel /6‘ T ] *
spoorweg. In O is rc =3 en in 4 is re¢ = 3.

Tussen O en 4 moct een ontwerp komen voor het

ontbrekende deel.

Een ingenieur stelt voor dit stuk aan te leggen volgens een kromme die

te beschrijven is met de formule y= yx+1—1.

+ Laat zien dat deze kromme vloeiend aansluit bij de punten O en 4.

* Onderzoek of dit ontwerp ook voldoet aan de eis voor de kromtestraal.

@ Noordhoff Uitgevers bv Eindopdracht Kromming en kromtestraal 87




Diagnostische toets

6.1 Toppen en buigpunten
Gegeven is de functie f(x)= 240
Bereken algebraisch de extreme waarden van f'en geef het bereik.
Gegeven is de functie f(x)=9x*+ 4x* — 45x% — 30x + 5.

Toon met de afgeleide aan dat f'een extreme waarde heeft voor x = \]27%

Gegeven is de functie f(x)=4— (x*+ 1) y
a De grafiek van f'heeft één top.

Bereken algebraisch de codrdinaten van de top.
b Bereken exact de codrdinaten van de buigpunten van

de grafiek. f

X
I O \
figuur 6.20

6.2 De afgeleide van machtsfuncties

Differentieer.
5 x®—2x* 3x-2
a f(x)= = b g(x)= s € h(x)=4x ———

Gegeven is de functic f(x)=2x+ %4- 1.

a Bereken exact de extreme waarden van f.

b De grafick van fheeft twee raaklijnen met richtingscoéfficiént -6.
Bereken exact de codrdinaten van de raakpunten,

¢ Onderzoek algebraisch of de grafiek van f'een raaklijn heeft met
richtingscoéfficiént 3.

Bereken de afgeleide. 2 %/_
6_ 6x —

0 f0=-E2 b g ¢ =2+ 25
xx

¥

x>—3

xz'\/;

De y-codrdinaat van de top van de grafiek van f{x) = is te schrijven

in de vorm 2
b-¥Ye

Bereken exact mogelijke waarden van a, b en c.
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6.3 De kettingregel
Difterentieer.

5
a f(x)=x3—m

b g(x)=x*—6x+15
€ h(x)=(x*+2)x*+2

Gegeven is de functie f(x)= %(x2 =y,

a Bereken exact de x-codrdinaten van de punten van de grafiek van f
waarin de raaklijn horizontaal is.

b De lijn & raakt de grafick van fin het punt 4 met x, =2 en snijdt de
x-as in het punt B,
Bereken exact de x-codrdinaat van B.

Gegeven is de functie f(x) =x+/50 —x2. y
a Bereken exact het bereik van f.
b Stel algebraisch de formule op van de lijn £ die de f

grafick van fraakt in het punt 4 met x, = 1.

figuur 6.21

6.4 Functies met parameters

Gegeven zijn de functies f,(x) = §x3 —4x? + px + 2.

a De functie f, heeft een extreme waarde voor x =3.
Bercken exact p en de andere extreme waarde,

b De lijn &: y = 12x + g raakt de grafiek van f, in het punt 4 metx, =-1.
Bereken p en g.

Gegeven zijn de functies f,(x) =-5x* +px® + 3x — 4,
Stel de formule op van de kromme waarop alle toppen van de grafieken
van f, liggen.

a Bereken exact voor welke p de grafieken van f(x) =x% —3x en
g,(x) = px + 16 elkaar raken.

b Bercken exact voor welke p de graficken van f(x)= x>+ 1 en
g,(x) = px + 4 elkaar loodrecht snijden.
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Meetkunde met
coordinaten

Wat leer je?

- Hoe het aantal oplossingen van een stelsel van twee lineaire vergelijkingen
verband houdt met de onderlinge ligging van de bijbehorende lijnen.
Hoeken berekenen tussen lijnen waarvan vergelijkingen zijn gegeven.

Werken met vergelijkingen van cirkels.
Berekenen van afstanden tussen punten, lijnen en cirkels in een assenstelsel.
Opstellen van vergelijkingen van raaklijnen aan cirkels.
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Beginopdracht De kwadratuur van
een rechthoek

De oude Grieken hadden belangstelling voor
vierkanten met dezelfde oppervlakte als een
gegeven rechthoek of een gegeven cirkel.

Bij de kwadratuur van een rechthoek is het de
bedoeling om een vierkant te construeren die
dezelfde oppervlakte heeft als een gegeven
rechthoek.

Met construeren wordt de manier van tekenen
bedoeld waarbij je slechts een potlood, een passer
en een rechte lat gebruikt, Bij construeren mag je een geodrichoek of een
liniaal dus alleen gebruiken om lijnen te trekken, en niet om te meten.
De kwadratuur van een rechthoek was al bekend bij Euclides

(omstreeks 300 v.Chr.).

| Wiskundigen hebben
duizenden jaren gezocht naar
de kwadratuur van de cirkel.
Uiteindelijk bewees Ferdinand
von Lindemann in 1882 dat de
kwadratuur van de cirkel
onmogelijk is.

Bij de constructie van de kwadratuur van een rechthoek heb je twee
basisconstructies nodig, namelijk de constructie van het midden van een
lijnstuk en de constructie van een vierkant waarvan de rechte hock en de
zijde zijn gegeven,
» Teken een lijnstuk en construeer het midden van dit

lijnstuk. Licht je werkwijze toe.
» Teken de figuur hiernaast over en construeer een

vierkant met zijde 4B. Licht je werkwijze toe. A 5

Je onderzoekt de kwadratuur van een rechthoek door een constructie
uit te voeren en de juistheid van deze constructie te bewijzen.

In de figuur hiernaast is rechthoek ABCD getekend. D c
De lengte van zijde AB is a en de lengte van zijde AD
is b.

A - B

= Je maakt de kwadratuur van deze rechthoek. Teken

daartoe deze rechthoek meta=8 cmen b=2,5 cm

en voer de volgende stappen uit.

1 Teken de cirkel met middelpunt C en straal CB. Deze cirkel snijdt
het verlengde van DC in het punt E,

2 Construeer het midden M van DE.

3 Teken de cirkel met middelpunt M en straal MD. Deze cirkel snijdt
het verlengde van BC in het punt F,

4 Construeer het vierkant waarvan CF een zijde is en een andere
zijde op het verlengde van DC ligt. Noem dit vierkant CGHF.

De oppervlakte van het vierkant CGHF is gelijk aan de oppervlakte van
de rechthoek ABCD.
+ Bewijs dit. Ga uit van rechthoek ABCD met zijden a en b.
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Voorkennis Stelsels vergelijkingen

Theorie A Stelsels lineaire vergelijkingen

Het stelsel {iﬁ_ 23}; ;10 kun je oplossen met behulp van elimineren
door optellen of aftrekken,

Om y te elimineren, vermenigvuldig je de eerste vergelijking met 2 en
de tweede met 3. Daarna tel je de vergelijkingen bij elkaar op.
{2x—3y— 10 ‘2 ﬂ{4x6y:20

x+2y=6 |3 gee 3x+6y=18
—+
Tx =385
x=53 3 )
x+2y=6} ;it;}y‘ﬁ | De lijnen k: 2x — 3y =10 en
7T I: x + 2y = 6 snijden elkaar in
S | het punt (5%, 7).

De oplossing is (x, ) =(5 %, %)-

Je kunt bij dit stelsel ook x elimineren. Dat gaat als volgt.

2x—3y=10]1 sy 2x—3y=10
x+2v=6 |2/ 8 x+av=12
*7y=72_
= e
Yok aET 3 e=g
x+2y=6 X+%=6
x:S%
Los op.
Sx=Tv=1
4x —3y=06
b 2x+3y=15
10x — 9y =-5
2x—5v=16
Ix+4y=10

a De lijnen 4: 3x + 2y =5 en [; x — 4y = 11 snijden elkaar in het punt P,
Bereken de codrdinaten van P,

b De lijnen m: 4x — 5y =6 en n: 3x — 2y = | snijden elkaar in het punt Q.
Bercken de codrdinaten van Q.
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7.1Lijnen en hoeken

Gegeven zijn de lijnen £: 2x + 3y =12 en [: 4x + 6y = 15.
a Teken k en /in één figuur,
2x+3y=12

4x+6y =15 5"

b Hoe volgt uit vraag a dat het stelsel {

oplossing heeft?
¢ Hoe kun je aan de formules van k en / zien dat de lijnen
evenwijdig zijn?

Theorie A Strijdige, afhankelijke en onafhankelijke
vergelijkingen

De lijnen m: 2x — 3y =5 en n: 4x — 6y = 7 hebben

dezelfde richtingscoétficiént en vallen niet samen. Ook " %g —=3,_v ; i 5
zonder y vrij te maken kun je dat inzien, want . f 2,12
2_=3 5 o
Z=_—6 7‘-‘7 ndx—6y="7
Omdat je met twee evenwijdige lijnen te maken hebt, o s _4)i .l 7
e y=3x-lg
heeft het stelsel {i‘; B 21 _ ?}, geen oplossing. We noemen | Dusrc, =rc,.
de vergelijkingen van het stelsel strijdig.
De lijnen p: 2x — 3y =5 en g: 4x — 6v = 10 vallen samen,
2x—3y=35 . .
Het stelsel { P heeft oneindig veel oplossingen.
We noemen de vergelijkingen van het stelsel athankelijk.
Delijnen k: ax+ by=cenl:px+qy=r
o v e a b, c
« zijn evenwijdig als —=—#—,
J jdig 7 g # "
de vergelijkingen ax + by = ¢ en px + gv = r zijn dan strijdig;
a_ b _c
* vallen samen als —=—=—,
p g r

de vergelijkingen ax + by = ¢ en px + gv = r zijn dan afhankelijk;
* hebben een snijpunt als % # g,

de vergelijkingen ax + by = ¢ en px + gy = r zijn dan onafthankelijk.
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IOk 3

O@*x

L®*

Voorbeeld

Gegeven zijn de lijnen k,: px + (p+ L)y=5enl, (p— x+(p—-3)y=gq.

Bereken voor welke p en g de lijnen &, en /, , samenvallen.

Uitwerking
+1 3
Samenvallen, dus P :p—:—.
=1 p=3 ¢
p P"’
T ~3)=(p-Dp+1)
_3p 2 1
,3p1—,
=5
1
3 3 35 1 5
eeft —=—5=—oftewel —=—, dus ¢ =-10.
EL -2 2% ¢ 2 g

Dus voor p= g en g =-10 vallen de lijnen samen,

Zie het voorbeeld.

Voor welke p en ¢

a zijn k, en /,  evenwijdige lijnen

b hebben k, en/,, cen snijpunt

¢ snijden &, en /, , elkaar in het punt (2, -3)?

Gegeven zijn de lijnen k: 3x +py=>5en/, . (p—Lx+(p+4)y=gq.
Bereken voor welke p en g

a de lijnen k, en /, , samenvallen

b de lijnen &, en /, , evenwijdig zijn.

De lijnen &, ;. px +gqv=4enl, : (g +3)x + (p— 1)y =1 vallen samen,
Bereken p en g.

Gegeven is de lijn /: 2x + 3y =18.

a Bercken de codrdinaten van de snijpunten van / met de x-as en
de y-as.

b Licht toe dat de vergelijking 2x + 3y = 18 ook kan worden
geschreven als 9 +}é 1.

¢ Hoe kun je in de vorm = 9 = 5 1 de codrdinaten van de snijpunten

van [/ met de assen herkennen?

v
Gegeven is de lijn 4 §+ E =1,
a Toon aan dat & de x-as snijdt in het punt (a, 0).

b Toon aan dat & de y-as snijdt in het punt (0, b).
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Theorie B De assenvergelijking van een lijn

De lijn &: =1 o 1 snijdt de x-as in het punt (a, 0) en de x ¥ .
a b — + %=1 snijden met

v-as in het punt (0, b), Dit gebruik je om een vergelijking

van een lijn op te stellen als de codrdinaten van de

snijpunten van de lijn met de assen bekend zijn. De

a
de x-as, dus y =0, geeft
;i= 1 oftewel x=a.

Het snij ti , 0).
vergelijkin £+Z= 1 heet de assenvergelijking van | SerUlpL (a ,)

de lijn.

De lijn door de punten (a, 0) en (0, b) met a # 0 A b # 0 heeft

I
. i Xt -
de vergelijking =P 1
Voorbeeld
De lijn £ snijdt de x-as in het punt (6, 0) en de y-as in het punt (0, g).
a Stel een vergelijking op van k in de vorm ax + by =c.
b Voor welke waarde van g is & evenwijdig met de lijn /: y =3x + 27

Uitwerking
y )
a k: % + 'E= 1 Vermenigvuldig alle termen met 64.
k:gx+6y=6q
b kigx+6v=6genl:3x—y=-2

g 6  6g
k//!geeftg—il == >

6 6
%:% geeftg=-18 en — #% geeft g # 2.

Dus voor g =-18 is k // 1.

Stel een assenvergelijking op van de lijn en schrijf de vergelijking
vervolgens in de vorm ax + by = c.

a /door(p,0)en(0,5)

b m door (4, 0) en (0, g)

¢ ndoor (3r,0)en (0, r)

De lijn & snijdt de x-as in het punt ( p, 0) en de y-as in het punt (0, 8).
a Stel een vergelijking op van £ in de vorm ax + by =c.

b Bereken p in het geval het punt (1, 2) op & ligt,

¢ Voor welke p is & evenwijdig met de lijn /: y = 2x + 3?7
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De assenvergelijking van een vlak

Om in de ruimte de codrdinaten van een punt vast
te leggen wordt gewerkt met een Oxyz-assenstelsel.
Dit wordt meestal getekend zoals in de figuur
hiernaast,
In dit assenstelsel is een vlak V getekend dat de
x-as snijdt in het punt A(a, 0, 0), de y-as in het
punt B(0, b, 0) en de z-as in het punt C(0, 0, ¢).
K

De assenvergelijking van dit vlak is F: S 1.

De lijn £ snijdt de assen in de punten (3, 0) en (0, p) en de lijn /
OO* snijdt de assen in de punten (2p, 0) en (0, 5).

a Stel van & en van / een vergelijking op in de vorm ax + by = ¢.

b Voor welke p ligt het punt A(1, 2) op £? En voor welke p op {?

¢ Voor welke p is de lijn k evenwijdig met de lijn m: vy = 4x + 57

d Voor welke p is de lijn / evenwijdig met de lijn #: 2x + 3y = 10?

.. . X ¥
Gegeven zijn de lijnen /,; =+ = I..
+
* Voor welke p P p*2
a gaat /, door het punt (3, 4)
b is de richtingscoéfficiént van /, gelijk aan 27

In figuur 7.1 zijn de lijn &: ¥ = 2x — 4 en het punt ¥y
O@* ((3,0) getekend. ‘ K
Het punt A(2, 0) is het snijpunt van & met de x-as, " B

het punt B(3, 2) ligt op &.
Er geldt ZCAB = 63,435°. 1
a Toon dit aan,

.
o) 1 A IC 4 il
figuur 7.1
In figuur 7.2 is bovendien de lijn /: y=-5x+3 4
getekend. De hoek tussen / en de x-as is met een k
boogje aangegeven. &
Deze hoek is ongeveer 14,036°,
. 1
b Toon dit aan. ) —~—
¢ Bereken de hoek tussen de lijnen £ en /. ~A ‘ | o
Rond af op één decimaal. 9 1‘ m
figuur 7.2
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Theorie C De hoek tussen twee lijnen

In figuur 7.3 is de lijn k: y = $x — 1 getekend. %
De richtingshoek van deze lijn is de hoek a i
waarover je de x-as moet draaien om de x-as te -
laten samenvallen met k. Hierbij is y
-90° < a < 90°. i x
: _1 : _ o 0 {5 2 4
Je ziet dat tan(a) = 5 en dit geeft a = 26,56...°.
Voor de richtingshoek a van de lijn & geldt
= _gne < 9()°,
tan(e) =rc, en -90° <a <90 figuur 7.3
De richtingshoek van de lijn /: y = %x +1in y
figuur 7.4 is aangegeven met /5.
Er geldt tan(f) = rc,, dus tan(8) =-3 en dit geeft
B =-33,69.°.
De richtingshoek van de lijn / is dus negatief. . 1\\ " x
Bij berekeningen met richtingshoeken nemen we —=1
aan dat de eenheden op de assen gelijk zijn. : N
fignur 7.4
In figuur 7.5 is zowel de lijn &z y = ;—x =1l y
als de lijn /: y=- %x + 1 getekend. K
De hoek tussen de lijnen £ en / is aangegeven met ¢, \ /
Hier is p =a — f=26,56...° —-33,69...° = 60,3°. \ L~
\ X
0 /1 Q 4
Voor de hoek ¢ tussen twee lijnen nemen we altijd / \
de hoek waarvoor geldt 0° < ¢ < 90°. N
figuur 7.5
In figuur 7.6 zie je de lijnen m: y = Ié—x+1 en y
my=-x-+1, 7
Voor de richtingshoek o van m geldt j—
tan(a) = 1%, dus & = 56,30...°, en voor de /
richtingshoek f van n geldt tan(8) =-1, dus —21—A
f=-45°,
Omdat @ — f =56,30...° —-45° = 101,3° geldt =1
voor de hoek ¢ tussen m en n dat
¢ = 180° — 101,3° ="78,7°. Vol ™~N2 s 4 |
-
Voor de hoek ¢ tussen twee lijnen met n
richtingshoeken a en f, waarbij a > f, geldt
s p=a—falsa—f<90° figuur 7.6

¢« p=180°—(a—p)alsa—f>90°,
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Voorbeeld
Bereken de hoek tussen de lijnen &: 5x —4y=6en/: 5x + 3y =2,
Rond af op gehelen.

Uitwerking
k5x—4y=6

-4y=-5x+6

y= qux - 1]5
tan(a ) =rc, = 1}—1 geefta =51,34...°
[ 5x+3y=2

3py=-5x+2

=R
tan(f) = rc,=-1% geeft f = -59,03...°
a—f=51,34..°--59,03..° = 110°
Dus Z{k, )= 180° — 110° =70°.

Bij het berekenen van richtingshoeken wordt aangenomen dat de
eenheden op de assen gelijk zijn.
Licht toe dat deze aanname nodig is.

Bereken de hock tussen de lijnen. Rond af op gehelen.
a ky=3x+4enly=2x—1

b m:y=l3x+2enmy=-3x+3

c p:y=3]5x—lenq:y=—1:qx+5

Bereken de hoek tussen de lijnen. Rond af op één decimaal.
a k:3x—2y=5enl4x—-3y=6
b mdx+y=1lenn 3x+4y=2
c prix+3yv=4enqg:6x—5v=1

Bereken de hoek tussen de lijnen, Rond af op één decimaal,
a k:y:%x+4en I:6x—5v=3

b m door (4, 0) en (0, 5) en n door (-2, 0) en (0, 1)

c pdoor (2, 1)en (5, 6) en g door (-3, 1) en (2, -6)

De lijnen k: y =2x — 3 en [ snijden elkaar onder een hoek van 20°.
Bereken mogelijke richtingscoéfficiénten van /. Rond af op twee
decimalen.

Gegeven zijn de lijnen k: 2x — 5v =9 enl: ax + by =3.

Bereken @ en b in het geval & en / elkaar onder een hoek van 60° snijden
in het punt S(2, -1). Rond af op twee decimalen.
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Terugblik

Strijdige, afhankelijke en onafhankelijke vergelijkingen

Ko

De vergelijkingen in het stelsel {;jz j_ ZI i i zijn strijdig als 323 =
Zijn afhankelijk als 2 =2 =€ en zijn onathanketijk als % 22
p q r Pr g

2x—6y=13
S~ 18y=28
maken. Het stelsel heeft geen oplossing, de lijnen &: 2x — 6y =13 en

I: 5x — 15y = 29 zijn evenwijdig.

De lijnen &: 2x — 6y =13 en m: 5x — 15y = 32% vallen samen omdat geldt
8. b 8

5 -15 o

Zo heb je bij het stelsel { met strijdige vergelijkingen te

De assenvergelijking van een lijn

Vv
De vergelijking % 2t 3 =1 heet de assenvergelijking van cen lijn. De lijn

snijdt de assen in de punten (a, 0) en (0, b).
Snijdt de lijn £ de assen in de punten (5, 0) en (0, -6), dan hoort hierbij de

vergelijking %-’- fv—() =1 oftewel 6x — 5y = 30.

De hoek tussen twee lijnen
Voor de richtingshock a van ecen lijn / geldt -90° < a < 90°
en tan(a ) = rc,.

De lijn k: y=3x + 1 in de figuur hiernaast heeft

y
richtingshoek a. Er geldt tan(a) = 7 en dit geeft T\ /
a=3369..% o\ /

De lijn /: y =-2%x + 21 heeft richtingshoek £. ;

Er geldt tan() =21 en dit geeft § =-68,19...°, B

De hoek tussen & en / is in de tiguur aangegeven met ¢. X

De hoek tussen twee lijnen is de niet-stompe hock /{ s A\ = E: X
tussen de lijnen, '
Omdat a — § = 33,69...° —-68,19...° = 101,9° is ™

¢ ~ 180° —101,9°=78,1°.
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7.2 Afstanden bij punten en lijnen

! Gegeven zijn de punten A(1, 2) en B(3, 5). Zie y
BO* figyur7.7.
a Bereken exact de lengte van het lijnstuk 4B.
b Het punt A is het midden van het lijnstuk 4B. "
Hoe volgen de codrdinaten van M uit de
codrdinaten van 4 en B? 4
Geef de codrdinaten van M.
¢ Geef de codrdinaten van het midden N van het 3
lijnstuk CD met C(83, 61) en D(89, 69).
2
T X
0 1 2 3
figuur 7.7

Theorie A De afstand tussen twee punten

De afstand tussen de punten 4 en B is de lengte van het
lijnstuk AB. Voor de lengte van het lijnstuk 4B bestaat de
notatie d(4, B). In deze notatie is de letter d van distance
(afstand) gebruikt.

In figuur 7.8 zijn de punten A(x,, v,) en B(xg, vg) y

getekend. Met de stelling van Pythagoras in de getekende Blxg, ¥g)
driehoek vind je AB% = (x; —x,)* + (v — ), dus de
afstand tussen de punten 4 ¢n B is Y5~ Ya
d(4, B)= \/(xB —x" +(v3 =¥

Om de codrdinaten van het midden M van het lijnstuk 4B Al ¥a)
te berekenen, neem je het gemiddelde van de x-codrdinaten
van 4 en B en het gemiddelde van de y-coodrdinaten van o X
Aen B. Zo krijg je M (5 (x; + ), (74 + Vg))-

figuur 7.8

Voor de punten A(x,, y,) en B(xp, yp) geldt

* de afstand tussen A4 en Bis d(4, B) = \/(xz—x, ) + (v —y.)*

* de codrdinaten van het midden A van het lijnstuk AB zijn
Xy =70, +xg) en yy=3(p+yp).
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Voorbeeld

Gegeven zijn de punten 4(p, 3) en B(4, q).

a Neem p=2 en g = 6 en bereken de afstand tussen 4 en B.

b Druk de codrdinaten van het midden M van het lijnstuk AB vit inp en g.
¢ Neem g = 2p en druk de afstand tussen 4 en B uit in p.

Uitwerking
a A(2,3) en B(4, 6) geeft d(4, By= /(4 -2+ (6 -3¢ =4+9= 13
b MG(p+4),53+9)=MGp+2,15+3q)
c A(p, 3)en B(4, 2p) geeft
d(4,B)=\J4-p)+(2p—3>=16-8p+p* +4p> — 12p + 9= \/5p — 20p + 25

Gegeven zijn de punten A(0, p) en B(p, 7).

a Neem p = 12 en bereken de afstand tussen 4 en B.

b Neem p =-2 en bereken de codrdinaten van het midden M, van het
lijnstuk 45.

¢ Neem p =4 en bereken de afstand tussen 4 en het midden A, van het
lijnstuk 4B.

d Druk de codrdinaten van het midden M, van het lijnstuk 4B uit in p.

e Druk de afstand tussen 4 en B uit in p,

Gegeven zijn de punten A(p, 3) en B(p + 2, 2p).
a Druk de codrdinaten van het midden M van het lijnstuk AB uit in p.

Voor de afstand tussen 4 en B geldt d(4, B)=+/4p* — 12p + 13.
b Toon dit aan.

¢ Bercken voor welke p de afstand tussen 4 en B gelijk is aan 5.
Rond af op twee decimalen.

Gegeven zijn de punten A3, 4) en B(p + 5, p + 2).

a Bereken vy, in het geval voor het midden M van het lijnstuk AB
geldtx,, = 10.

b Bereken voor welke p het midden M van het lijnstuk 4B op de
lijn &z v=2x— 3 ligt.

¢ De afstand d tussen de punten A en B is te schrijven in de vorm

d=\lap*+b.

Bereken a en b,
Gegeven zijn de lijnen &: 2y —y=2en /; x + 2y =3,

a Bereken rc, en rc,.
b Hoe volgt uit vraag a dat k en / loodrecht op elkaar staan?
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Theorie B De afstand van een punt tot een lijn

Je weet:

Voor de lijnen k en / met rc, # 0 en rc; # 0 geldt:
rc, - rc;= -1 en k L / komt op hetzelfde neer.

Vande lijn k: ax + by =cmet b # 0 is rck=—%.

Vandelijn /: bx —av=d meta #0 is rcf:g.

Hieruit volgt rc; * rc,=—% : g=—1, dus kL1

De lijnen k: ax + by = c en I: bx — ay = d staan loodrecht op elkaar.

Voorbeeld

De lijn k gaat door het punt A(2, -5) en staat loodrecht op de lijn

[3x+4y=12,

Stel van k een vergelijking op van de vorm ax + by =c.
Uitwerking

kL dugkpde—3p=e'| __ . 5w m_

door A(2,-5) }c 442—3+=5=23

Dus k: 4x — 3y =23,

Bij de afstand van een punt tot een lijn speelt het begrip
loodrechte projectie een rol.

In figuur 7.9 is P’ de loodrechte projectie van het punt
P(5, 5) op de lijn k: 3x + 2y =12.

De afstand van het punt P tot de lijn £ is gelijk aan de
lengte van het lijnstuk PP’.

De codrdinaten van P’ krijg je door een vergelijking op
te stellen van de lijn / die door P gaat en loodrecht staat
op k. Het snijpunt van & en [ is P'. Vervolgens gebruik
je d(P, k) =d(P, P").

Zie het voorbeeld op de volgende bladzijde.

De afstand van een punt P tot een lijn /is de
afstand van P tot zijn loodrechte projectie P’ op /.

@ Noordhoff Uitgevers bv

¥
\ kSt 2p=12
(5, 5)

Pr

X
) \
figuur 7.9
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Voorbeeld
Bereken exact de afstand van het punt P(5, 5) tot de lijn &: 3x + 2y = 12,

Uitwerking

De lijn / gaat door P en staat loodrecht op £,
B2e—3y=t| 5 @& _ g8

door P(5, 5) }C2 A
Dus /: 2x — 3y =-5.

k en [ snijden geeft het punt P'.

3x+2p=12[3 o [Ox+6y=36
2x—3y=-5 [2| B (4x -6y =-10
—
13x =26
x=2 }
_ 3-2+2y=12
3x+2y=12 =6
y=3

Dus P'2, 3) en d(P, k) =d(P, P) = \J2 =57 + 3 5P =9 +4=/13.

In de theorie op de vorige bladzijde staan boven de eerste rode kernzin de
voorwaarden b # 0 en a # 0. In de rode kernzin ontbreken deze voorwaarden.
Waarom zijn deze voorwaarden wel nodig in de theorie en niet in de kernzin?

a De lijn k£ gaat door het punt 4(4, 1) en staat loodrecht op de lijn
L 2x=3y=73.
Stel van & een vergelijking op van de vorm ax + by =c,

b De lijn m gaat door het punt B(3, -1) en staat loodrecht op de lijn
n:dx +5r=6,
Stel van m een vergelijking op van de vorm ax + by = c,

¢ De lijn p gaat door het punt C(-4, 3) en staat loodrecht op de lijn
g:2x—v=6.
Stel van p een vergelijking op van de vorm y = ax + b.

a De lijn & gaat door de punten 4(2, 3) en B(6, 5).
De lijn / gaat door het punt C(4, 6) en staat loodrecht op &.
Stel van / een vergelijking op van de vorm y = ax + b.

b De lijn m gaat door de punten D(-3, 4) en E(2, -6).
De lijn n gaat door het punt F(3, 7) en staat loodrecht op m.
Stel van n een vergelijking op van de vorm ax + by = ¢ met
a, b en c geheel.

Bereken exact de afstand van

a het punt A(6, 0) tot de lijn &: 2x +y =2
b het punt B(3, 0) tot de lijn /: y =3x + 1
¢ de oorsprong tot de lijn m: 3x +y = 10.

Hoofdstuk 7 Meetkunde met cofrdinaten © Noordhoff Uitgevers by



Bereken exact de afstand van het punt C(2, -12) tot de lijn door de
B@%* punten A(-5, -3) en B(-2, 6).

71 Gegeven is A4BC met de hockpunten A(1, 0), B(7, 4) en C(33, 6).
O®%* a Bereken exact de afstand van C tot de lijn door 4 en B,
b Bereken exact de oppervlakte van A4ABC.

Bereken exact de afstand tussen de lijnen k:x —3v=1en/l:x -3y =06,
@3* Schrijf het antwoord in de vorm p+/g met ¢ een zo klein mogelijk geheel

getal.
In figuur 7.10 zie je het punt P(xp, vp) en de lijn y
BOO*X /: ax+ by=c. m
In deze opgave ga je bewijzen dat ~ 5
voor de afstand van P tot & de formule %o ¥l
~ R 4P i |:ax + by = ax, + by,
‘ axp+byp—c ‘ ;
d(P, k) =———— geldt. Q
P Wi
We gebruiken daarbij de lijn /: ax + by = axp + byp i o
door P evenwijdig met k en de lijn m door O figuur 7.10

loodrecht £. De lijn m snijdt & en / in de punten
R en S. Omdat PORS cen rechthock is, geldt
d(P, ky=d(S, R).

. b o .
a Licht toe dat y = ,veen vergelijking van m is.

at+b¥ @+ b
(azxJD +abyp abxp+ bz_vp)

b Toon aan dat R het punt (L b_c) is en S het punt

Wbt v D

Lich dat d(S. R _\/azxp-l-ahvp—ac 2+ abxp+ b*yp— bc\2
¢ Licht toe dat d(S, R) = T o
en toon aan dat dit te herleiden is tot
Ja(ax, = by, = o)) + (blax, + by, — ©)
a* + b? ’

d(S, R) =

(EY + (6EY.

Stel E = axp + bvp — ¢, Daarmee wordt d(S, R) =

a2 + b2
a 2 =+ b 2 A az -+ b2 E2
d Herleid d(S, R) = % tot d(S, R) = Lt £ 8 2+ bz) .

V(@ + BHE?
Db T

e Toon aan dat d(S, R) = ENTI herleiden is tot

|

d(S, R)y= ﬁ en maak het bewijs af.
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Theorie C De afstandsformule

In opgave 30 heb je een formule bewezen voor de afstand van het
punt P(xp, v,) tot de lijn &2 ax + by =c.

De afstand van het punt P(xp, yp) tot de lijn k: ax + by =c s
axp+ by,—c

d(P, k) = g

va©+ b

Met deze afstandsformule is sneller de afstand van een gegeven punt

tot een gegeven lijn te berekenen dan op de manier van theorie B,

Bovendien zijn met deze formule ook andere problemen op te lossen.

Zoek je de punten P op de x-as die afstand \/5 totde lijn k: x — 2y =3

hebben, dan stel je P(p, 0). Met de afstandsformule krijg je vervolgens

lp—0-3| p=3

Ty Vo ‘\/f?‘ ~
p-3|=
p—3=5vp—3=—5
p=8vp=-2

Dus de punten zijn P,(-2, 0) en P58, 0).

Voorbeeld
Stel vergelijkingen op van de lijnen & die door het punt B(5, 0) gaan
en op afstand \/ﬁ van het punt 4(3, 4) liggen,

Uitwerking

Stel k: v =ax + b.

k door (5, 0) geeft 5a + b =0, dus b =-5a.
k:y=ax—5aoftewel k. ax —y—5a =0

‘a 4— 5a|
\/ﬁ AV‘A‘_—A dus

‘—Za —4 ‘ =J10a2+ 10 het kwadraat van |A|
4a>+ 16a+ 16=10a>+ 10 1sA2
-6a*+16a+6=0
3¢>—8a—-3=0
D=(8y¥—-4-3--3=100
8+10:3va:8~10:

6 6
a=3geeft b=-15,dus k;: y=3x—15.
a:f;geeftb=1%, dus kzzy:f;—x-k 1%.

d(A, k)= /10 geeft

B geeft 4> =

a=

U=
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Zic het voorbeeld.
DE* |ax,+ by, —c|
De formule d(P, k) = —————
a2 -+ b2
maar in de cerste regel van de vitwerking wordt &: y = ax + b gesteld.
a Welk probleem ontstaat als daar was uvitgegaan van &: ax + by = ¢?
b Had je ook uit kunnen gaan van £: x + by = ¢? En van k: ax + by =17

gaat uit van de vorm ax + by = ¢,

Onderzoek met berekeningen welk van de punten A(1, -1), B(2, 3 %) of
o C(6, 5) het dichtst bij de lijn k: x — 4y = -4 ligt.

Bereken exact de afstand van het punt
OO a A(2,5)totdelijn k: 3x + 4y =10
b B(2,-1)totdelijn/: y=-2x+3

c C(s,s)totdelijnm:§+"5’=1.

a Stel vergelijkingen op van de lijnen £ die door het punt 4(0, 4) gaan

BO@®%*  cnop afstand 5 van het punt B(53, 5) liggen,
b Stel vergelijkingen op van de lijnen / die door het punt C(3, 0) gaan

en op afstand \/§ van het punt D(6, 4) liggen.

Gegeven is de lijn &: 5x + 12y = 26. De lijnen / zijn evenwijdig met &
BO@®* cn hebben de afstand 3 tot 4.

Om vergelijkingen van deze lijnen te vinden ga je uit van de vorm

L5x+12y=c,

Neem een punt P op £, los de vergelijking d(P, /) =3 op en geef

vergelijkingen van /.

Gegeven is de lijn &: 3x + 4y = 12.
B®* q Stel vergelijkingen op van de lijnen / die op afstand 2 van k liggen.
b Bereken de codrdinaten van de punten P op de x-as die op atstand 3
van k liggen.

Bereken de codrdinaten van de punten op de parabool y = 2x? die
©* afstand \/5 tot de lijn k: x — 2y = 2 hebben.

Gegeven zijn de punten A(4, 0) en B(6, 0).
* Stel vergelijkingen op van de lijnen k waarvoor geldt d(A4, k) = \/5
en d(B, k)=2,/2.
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Terugblik

De afstand tussen twee punten

Voor de punten A(x,, v,) en B(xg, vg) geldt

* de afstand tussen 4 en B is d(4, B) = \/(xz— x,)* + (vp — v,

* de codrdinaten van het midden M van het lijnstuk 4B zijn
Xy =354 T xp) e ¥y =3(v,4 + 7).

Voor de punten A(p, 3p) en B(2p, p + 6) geldt dus
* het midden M van het lijnstuk AB is

MG(p+2p),53p +p +6)=M(13p, 2p+3)
» d(4,By=\2p-p)*+(p+6-3pP=\p*+(6—2p)
= \p?+36 - 24p +4p> = \[5p* - 24p + 36.

Om te berekenen voor welke p geldt d(4, B) = 5, voer je de formules

vy =+/5x? = 24x+36 en y, =5 in op de GR en gebruik je de optie
snijpunt. Je krijgt p = 0,51 en p =~ 4,29,

Onderling loodrechte lijnen

De lyynen &: ax + by =c en [: bx — ay = d staan loodrecht op elkaar,
De lijn g die loodrecht staat op de lijn p: 2x — 5v =1 is van de vorm
5x + 2y =c. Is gegeven dat ¢ door het punt S(4, -3) gaat, dan is
c=5-4+2-3=14enq: 5x+2y=14.

De afstand van een punt tot een lijn

De afstand van een punt P tot een lijn / is de afstand van P tot zijn
loodrechte projectiec P’ op /.

De afstand van het punt P(xp, vp) tot de lijn &; ax + by = ¢ bereken je

‘axp+byp—c‘
Zo is de afstand van het punt A(3, 2) tot de lijn £ 4x — 3y =10 gelijk
|4-3-3-2-10| |-4| ,

Met de afstandsformule stel je als volgt vergelijkingen op van de
lijnen / die op afstand 3 van de lijn & 4x — 3y = 10 liggen.
Stel I 4x — 3y =c.

P(23,0) op k geeft d(P, I) =

met de afstandsformule d(P, k) =

aan d(4, k) =

|10-0—¢|
J25

|10 —¢|
=3 ¢n hieruit volgt c =-5 v ¢ =25.

5
Dus de lijnen zijn /;: 4x — 3y =-5 en [,: 4x — 3y =25.

d(P,l)=73 geeft
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7.3 Cirkelvergelijkingen

‘ Gegeven is het punt M(1, 4) en het variabele punt P(x, v).
B@3% Voor de afstand d tussen M en P geldt d? = (x — 1) + (v — 4)%,
a Licht dit toe.

In het geval d =5 krijg je de vergelijking (x — 1)* + (v — 4)> = 25.

b Licht toe dat deze vergelijking hoort bij de cirkel met middelpunt
M(1, 4) en straal = 5.

c Stel een vergelijking op van de cirkel met middelpunt M(1, 4) en
straal 10,

d Geef van de cirkel met vergelijking (x + 2)* + (v — 3)*= 16 de
codrdinaten van het middelpunt en de lengte van de straal.

Theorie A De cirkelvergelijking (x - x,,)2 + (Y - yu)2 = 1?

Voor een punt P(x, ¥) op afstand » van M(x,,, v,,) geldt
d(M, P)=\/(x —xyy)* + (v —y))* en d(M, P) = r, dus

V&= x, P + = 3% = . Kwadrateren geeft (x — x,,)* + (v — 3 > = 2.,

Hiermee is een vergelijking van de cirkel met middelpunt M(x,, v,,) en
straal » opgesteld.

De cirkel met middelpunt M(x,,, y,,) en straal r heeft vergelijking
=gy = yF =r;

In figuur 7.11 zie je de cirkel ¢ met middelpunt y
M(3, 4) die door het punt A(5, 3) gaat, Omdat
M(3, 4) is de vergelijking van ¢ van de vorm
-3 +—a4r="r.

A(5, 3) ligt op ¢, dus

r=d(A, M)=\JG -5 +(@-3P=\4+1=f5.
Dus c: (x— 3+ {(y—4)*=5.

Verder zie je in de figuur de lijn & die de cirkel

raakt in 4,

Omdat een raaklijn van een cirkel loodrecht staat

op de straal naar het raakpunt, is de straal van de o

cirkel gelijk aan de afstand van M tot &, dus

r=d(M, k). figuur 7.11

Raakt de lijn & de cirkel ¢ met middelpunt M en
straal r in het punt 4, dan geldt MA | k en d(M, k) =r.

Iy
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Voorbeeld

Er zijn twee cirkels ¢, en ¢, waarvan het
middelpunt op de lijn &: y = ;—x — 2 ligt, die
straal 3 hebben en die de x-as raken.

Stel van zowel ¢, als ¢, een vergelijking op.

Uitwerking

figuur 7.12

De cirkels raken de x-as en straal = 3, dus v, =-3 of y,, = 3.

vy =-3 en M op k geeft x,,— 2 =-3

L e
sxy=-1

Xp=-2
Dus M,(-2,-3) en ¢ (x +2)2 + (v + 3)*=9.
vy =3en Mop k geeftix,,—2=3
%x}ld':S
Xy, =10

Dus M,(10, 3) en c,: (x—10)> +(y —3)*=9.

Stel een vergelijking op van de cirkel
a ¢, met middelpunt M (2, -5) en straal 3

b ¢, met middelpunt M,(3, 4) die door de oorsprong

gaat

¢ ¢y met middelpunt M,(=3, 5) die door het punt

A(-1, 2) gaat

d ¢, met middelpunt M,(3, 1) die de x-as raakt
e c; met middelpunt M (-4, 2) die de y-as raakt.

Gegeven is de lijn k: y =1x.
Er zijn twee cirkels ¢, en ¢, waarvan het

middelpunt op £ ligt, die straal 2 hebben en die

de x-as raken.
Stel van zowel ¢ als ¢, een vergelijking op.

Hoofdstuk 7 Meetkunde met cofrdinaten

figuur 7.13
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figuur 7.14
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- Erzijn twee cirkels ¢, en ¢, waarvan het %
B@* middelpunt op de lijn k: y = ,2)( ligt, die straal
10 hebben en die de y-as raken.
Stel van zowel ¢, als ¢, cen vergelijking op. o M,

figour 7.15

Gegeven zijn de punten 4(3, 7) en B(9, 1) en de lijn &: 5x + 2y = 12.
BO@®* Stcl cen vergelijking op van de
a cirkel ¢; met middelpunt 4 die de x-as raakt
b cirkel ¢, met middelpunt B die door 4 gaat
c cirkel ¢; met middellijn AB
d cirkels ¢, en c5 waarvan de middelpunten op & liggen, die straal 2
hebben en die de y-as raken.

De cirkel ¢ gaat door de punten P(-1, p), O(-2, 6) en R(5, 7).
©* Bereken p op algebraische wijze in het geval

a OR een middellijn van ¢ is

b PR een middellijn van c is.

Gegeven is de cirkel ¢ met middelpunt M(p, g) en straal /13,
* ¢ gaat door de punten 4(4, -1) en B(-1, -2).
Bereken algebraisch p en g.

Gegeven is de lijn &: x — 2y = 0. De cirkel ¢ met Y
B@* middelpunt M(3, 4) raakt k. Zie de figuur hiernaast. &
Bij ¢ hoort een vergelijking van de vorm
(x=3P2+(—4*=r metr=dM,k). M3, 4)
a Licht dit toe.
b Bereken d(M, k) en geef een vergelijking van c. ’

figuur 7.16 d(M, ) =r
a Stel een vergelijking op van de cirkel ¢, met
oe middelpunt M (5, 3) die de lijn k: v = x raakt.
b Stel een vergelijking op van de cirkel ¢, met
middelpunt M,(-1, 3) die de lijn m: x + 2y = 0 raakt.
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Gegeven is de lijn &: 2x + 3y = 12 die de x-as snijdt in het punt 4 en

de y-as snijdt in het punt B.

Stel een vergelijking op van de

a cirkel ¢, met middelpunt M,(8, 3) die & raakt

b cirkels ¢, en c; waarvan de middelpunten op k liggen, die straal 8
hebben en die de x-as raken

¢ cirkel ¢, met middellijn AB.

Gegeven is de lijn &: x — 2y = 10 die de x-as snijdt y
in het punt 4. Cirkel ¢, met middelpunt M(-1, 2)
raakt k in het punt B. Cirkel ¢, met middelpunt A
gaat door B. Zie de figuur hiernaast.

a Stel van zowel ¢, als ¢, een vergelijking op.

b Stel een vergelijking op van de cirkel ¢,

waarvan AM een middellijn is en onderzock of B
¢, door B gaat. /

figuur 7.17

Er zijn twee cirkels met straal 5 die de lijn
k: 3x — 4y = 10 raken in het punt 4(2, -1).
Stel van elk van deze cirkels een vergelijking op.

Gegeven is de cirkel ¢ met middelpunt M(4, -1) en straal 6.
Stel van ¢ een vergelijking op en herleid deze tot de vorm
Xy +ax+by+ce=0,

Theorie B De cirkelvergelijking x> + y>+ ax+ by+c=0

In opgave 51 heb je gezien dat bij de cirkel met middelpunt (4, -1) en
straal 6 de vergelijking x> + y* — 8x + 2y — 19 = 0 hoort. De vergelijking
x> +y*—8x+2y—19=0is van de vorm x> + y*> + ax + by + ¢ = 0.

Heb je te maken met cen cirkel waarvan de vergelijking is gegeven in de
vorm x* + * + ax + by + ¢ = 0, dan krijg je met kwadraatafsplitsen een
vergelijking van de vorm (x —x,,)> + (v — »,,)* = 1% waaruit de straal en
de codrdinaten van het middelpunt zijn af te lezen,

Bij de cirkel met vergelijking x* + ? + 6x —4y—3=10
gaat dat als volgt.

X+yr+6x—4y—-3=0

2 =

P+6r+P-dy—3=0 A ers—gm
X +6x+9-9=

(x+3F-9+(—-22-4-3=0 (x+3)2-9
G+3P+—-2P=16
Dus van de cirkel met vergelijking Py
)‘c2+y2+‘6}C*4}’*3:0 .1,22—4:v+4—4=
is het middelpunt (-3, 2) en de straal 4. -2 —4
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Merk op dat niet elke vergelijking van de vorm x* +y* + ax + by + ¢ =0
een cirkel voorstelt. Zo is x* + y? + 6x — 4y + 15 = 0 te schrijven als
(x +3)* + (v — 2)* =-2, en dit is niet de vergelijking van een cirkel.

Voorbeeld
Bereken van de cirkel c: x> + 17 + 8x — 3y + 6 = 0 de straal en de
codrdinaten van het middelpunt,

Uitwerking

X2+’ +8x—=3y+6=0

X +8x+3y? —3y+6=0
(x+42-16+(y— 15 —2L+6=0
(x+472+@p-192=12;

Dus de straal is /123 =37 en het middelpunt is (-4, 13).

Bereken van de volgende cirkels de straal en de codrdinaten van het
0@ middelpunt,

a cxX*+yP+6x—4y+4=0

b c,;;x*+)*—8+10y+31=0

€ cyxX2+y?+5x+3y+3=0

d ¢ x2+)?—Tx+8=0

Gegeven zijn de cirkel ¢: x> +3% + 6x — 8y + 15 =0 en de punten 4(0, 4),
BO@* B(-3,0)en C(-2, 1). Van ¢ is het middelpunt M(-3, 4) en de straal = /10.
a Toon dit aan.
Bereken d(4, M). Ligt A op, binnen of buiten ¢? Licht toe.
Bereken d(B, M). Ligt B op, binnen of buiten ¢? Licht toe.
Ligt C op, binnen of buiten ¢? Licht toe.

B N o

Onderzoek met een berekening of
B@3%* q het punt A(-1, 2) op, binnen of buiten de cirkel ¢: x* + y* — 6x — 8y = 0 ligt
b de oorsprong op, binnen of buiten de cirkel ¢,: x2 + 32 — 8y — 4y + 2 =0 ligt
¢ het punt B(1, 4) op, binnen of buiten de cirkel ¢;: x> +1% +4x — 6y + 3 =0 ligt.

a Bereken algebraisch voor welke p het punt P(1, p) binnen de cirkel
O x4+ +4x—6y—12=0ligt.
b Bereken algebraisch voor welke g het punt Q(1, 5) buiten de cirkel
Cy X2+ 32— 8x — 2y + g =0ligt.

Van de cirkel ¢: x> + y? + ax + by = 71 is de straal 10 en ligt het

* middelpunt op de lijn k: x + 2y =1,
Bereken a en b algebraisch.
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Terugblik

De cirkelvergelijking (x — xy)2 + (y — yy)2 = I

De cirkel met middelpunt M(x,,, v,,) en straal » heeft
vergelijking (x —x,)> + (v =y, )° =1~

Een raaklijn aan een cirkel staat loodrecht op de straal
naar het raakpunt, In de figuur hiernaast geldt d(M, k) =r.

Is van cirkel ¢ gegeven dat M(-2, 4) het middelpunt is,
dan hoort bij ¢ een vergelijking van de vorm

(x +2)* + (v —4)* =2 Is verder gegeven dat

¢ door het punt 4(1, 2) gaat, dan is

r=d(4, M)=\[(2- 172 +(@4—-2)2=/9+4=/13.
Dus c: (x + 22+ (y—4)2 =13,

Gegeven is de lijn &2 2x + 3y = 1. y
Er zijn twee cirkels ¢, en ¢, waarvan de middelpunten M ¢
en N op k liggen, die straal 3 hebben en die de x-as raken.

Zie de figuur hiernaast.

¢, raakt de x-as en de straal van ¢, is 3, dus v, = 3. x
M ligt op k eny,, =3 geeft 2x,,+ 3 - 3 =1, en hieruit © Cs
volgt x,, = -4. p

Dusc;: (x +4)*+(y—3)*=9.

¢, raakt de x-as en de straal van ¢, is 3, dus y,, =-3.

N ligt op ken y, =-3 geeft 2x, + 3 - -3 =1, en hieruit
volgtx,, = 5.

Dui§ 5 (— 5P +(p+3PF=9.

De cirkelvergelijking x* + y? + ax+ by + c=0
Om de vergelijking x* + y* =10x — 4y + 9 = 0 te herleiden tot de vorm
(x —x, ) + (v — )" =77 ga je kwadraatafsplitsen,
Je krijgt x2 +3? — 10x—4y+9=0
¥ —10x+)y*—4y+9=0
(x=5P-25+(y—-27-4+9=0
{x— 5P+ (y—2%=20
Je hebt dus te maken met de cirkel met middelpunt M(5, 2)
en straal r= /20 =2,/5.
Om na te gaan of het punt A(1, 6) binnen, op, of buiten de cirkel
¢ x* +37 = 10x — 4y +9 = 0 ligt, gebruik je de afstand van 4 tot M(5, 2).
d(4, M)=JE—-1P+(2 -6 =16+16=32=4,2
Omdat d(4, M) > r ligt 4 buiten c.
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7.4 Afstanden en raaklijnen bij cirkels

Gegeven zijn de cirkel ¢: x> +3? — 10x — 6y + 18 = 0 en de punten P(1, 6)
en 06, -2).

Van c is het middelpunt AM(5, 3) en de straal = 4.

a Toon dit aan.

P en Q liggen buiten c.

b Toon dit aan.

¢ Is de afstand van P tot ¢ groter of kleiner dan de afstand van Q tot ¢?
Licht toe.

Theorie A Afstanden bij cirkels

In figuur 7.18 is de cirkel ¢: x> +3? — 10x — 6y + 18 =0 met y
middelpunt M(35, 3) en straal 4 van opgave 57 getekend.
Verder zie je het punt 4(2, 4).

Om de afstand van het punt 4 tot de cirkel te berekenen,
gebruik je dat de afstand van 4 tot ¢ gelijk is aan de lengte
van het kortste verbindingslijnstuk tussen 4 en c.

o}

De afstand van een punt tot een kromme is de lengte
van het kortste verbindingslijnstuk tussen het punt en figuur 7.18
de kromme.

Dit betekent dat in figuur 7.18 de afstand van 4 tot ¢, dus d(4, ),
gelijk is aan d(M, ¢) — d(4, M), oftewel d(4, c) =r — d(4, M).
Omdat r =4 en d(4, M)=+[(5-27+(3-472=./10is

d(4, ¢y=4—10.

Als je te maken hebt met een punt B buiten ¢, dan is
d(B,c)=d(B,M)—r.

Omdat in figuur 7.18 geldt d(O, M) = /5> + 37 = 34 is
d(0,c)=\[34-4.

De afstand van een punt tot een cirkel ¢ met
middelpunt M en straal r

Yoor punt 4 binnen c geldt d(4, ¢) =r — d(4, M).
Voor punt B buiten c geldt d(B, c) =d(B, M) —r.

© Noordhoff Uitgevers by 7.4 Afstanden en raaklijnen bij cirkels
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In figuur 7.19 zie je de cirkel ¢, met middelpunt y
M(1, 2) en straal | = 2 en de cirkel ¢, met
middelpunt N(6, 1) en straal r, = 1;—.

Het lijnstuk MN snijdt ¢, in het punt 4 en ¢, in
het punt B. De lengte van het lijnstuk 4B is de
afstand tussen ¢, en ¢,, dus d(c,, ¢;) = d(4, B).
Er geldt d(c,, ¢,) =d(M, N) — d(4, M) — d(B, N).
Omdat d(M, N)= /(6 — 12 + (1 — 2 = /26,
d(4, My=r,=2endB,N)=r,= 13, is Ogunr 719
dier, ) =262 - 13= /26 - 33,

o}

Voorbeeld
Op de lijn 2 x + 4y = 16 ligt het punt M met x,, =2 y
en het punt N met x,, = 8, De cirkels ¢, met
middelpunt M en ¢, met middelpunt N raken de x-as.
Bereken exact de afstand tussen ¢, en ¢,.

Uitwerking
M op k, dus 2 + 4y,, = 16 en dit geeft y,,=3 %

N
Dus de straal 7, van ¢, is 35 en M(2, 31). o

Nop k, dus 8 + 4y, =16 en dit geeft v, =2,
Dus de straal , van ¢, is 2 en N(8, 2).
d(M, N)= (8 =2+ (2- 31 =36+ 2} =38} =1 /153
Dus d(c,, ¢,)=d(M, N)—r, —r,=2/153—31-2=1./153 - 51

figuur 7.20

Gegeven zijn de cirkel ¢: x2 +3? —6x—4y+3=0¢n
de punten A(2, 1), B(-1, 5) en C(9, 4).

Bereken exact.

a d(4,c) b d(B, ¢) ¢ d(C,c)

Op de lijn &2 x + 4y = 16 ligt het punt M met x,, =2 y
en het punt N met x,, = 8. De cirkels ¢, met
middelpunt M en ¢, met middelpunt V raken de x-as.
Bereken exact de afstand tussen ¢, en ¢,

b

o

figuur 7.21
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Gegeven zijn de cirkels y

BO* c:x2+)?—6x—2r+9=0en "
Cy: X?+3?—12x —4y + 36 = 0 en het
punt P(2, 5). Zie figuur 7.22,
a Bercken exact d(c,, ¢,).

De lijn /: 3x — 4y = 0 raakt beide

cirkels.

b Toon met bereckeningen aan dat dit i
klopt.

¢ Stel een vergelijking op van de %
cirkel ¢; met middelpunt P die / figuur 7.22
raakt.

. Gegeven zijn de lijn k: 4x — 3y = 0 en de punten M(4, 2) en N(9, -10).
B@%* De cirkel ¢, heeft middelpunt M en raakt £,
De cirkel ¢, heett middelpunt N en straal r.
Er geldt d(c,, ¢,) = 2r.
Stel een vergelijking op van c,.

Gegeven zijn de cirkel ¢: x>+ +4x —2y—4=0
O@* mct middelpunt M en de lijn &: 2x +y=17. Zie

figuur 7.23.

De afstand van de lijn & tot de cirkel ¢ is gelijk aan

2\/5-3. .
Toon dit aan.
Y \
L

figuur 7.23

/<

| Gegeven zijn de cirkel ¢: x> +3? + 8x +2y - 8§ =0
O@* en de lijn /: v =-3x + 17. Zie figuur 7.24. /

Onderzock op algebraische wijze of de afstand
s+ O
b)

van / tot ¢ groter dan, kleiner dan, of gelijk is aan
figuur 7.24

<

de straal van c.
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Hiernaast zie je het ontwerp van een oorbel.

In cirkel ¢, zijn de cirkels ¢, en ¢, getekend
waarbij ¢, en ¢, raken aan ¢; en de middelpunten
van de drie cirkels op ¢én lijn liggen.

De verhouding van de middellijnen van de cirkels
is2:4:7.

De oppervlakte van het gekleurde gebied is .
Bereken exact d(c, c,).

figuur 7.25
Gegeven zijn de cirkel ¢: (x —2)*+(y — 1)’=10 y
en het punt A(5, 2) op ¢. De lijn & raakt ¢ in 4. Zie
figuur 7.26.

a Hoe kun je controleren dat 4 op ¢ ligt?

De lijn / gaat door M en A.
b Bercken de richtingscoéfficiént re, van /.

De lijn £ staat loodrecht op /.
c Stel een vergelijking van & op.

R

figuur 7.26

Theorie B Raaklijn aan cirkel in gegeven raakpunt

In opgave 65 heb je een vergelijking opgesteld van een raaklijn
aan een cirkel in een gegeven raakpunt.
Je kunt bij dit soort situaties het volgende werkschema gebruiken.

Werkschema: opstellen van een vergelijking van een raaklijn k

aan een cirkel c met middelpunt Min een gegeven punt Aop ¢

1 Bereken de richtingscoéfficiént rc; van de lijn / door M en A.

2 Gebruik £ 1 /, dus re; - rc; = -1, om de richtingscoéfficiént rc,
van £ te berekenen.

3 Gebruik rc, en de codrdinaten van 4 om cen vergelijking van &
op te stellen.
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Voorbeeld

Het punt A(2, 3) ligt op de cirkel
ehln—3-+p—1)8=5,

Stel een vergelijking op van de lijn & die ¢ raakt in 4.

Uitwerking
Stel k2 y=ax + b.
M(3, 1) is het middelpunt van ¢,

Lijn m door M en A heeft rc,, = : ==,

(0 | it

1
dusa=rc =3

kv —,x+b
door 4(2, 3)

Dus £: 1-—%

/

O

figuur 7.27

Zie het voorbeeld met de cirkel ¢: (x — 32 + (v — 1)>= 5.
a Stel een vergelijking op van de lijn / die ¢ raakt in het punt B(2, -1).

b Toon aan dat de lijn »#: v = 2x raakt aan c.

¢ c snijdt de x-as in de punten C en D met x- < xp.

Stel een vergelijking op van de lijn p die ¢ raakt in C.

Analytische meetkunde

Meetlkunde waarbij de principes van algebra, vaak in
combinatic met assenstelsels, worden gebruikt wordt
analytische meetkunde genoemd. Met de codrdinaten van het
assenstelsel worden vergelijkingen van bijvoorbeeld lijnen en
cirkels opgesteld. Een assenstelsel wordt ook wel een
Cartesisch coordinatenstelsel genoemd en dankt zijn naam
aan René Descartes (1596-1650). Veel wiskundigen zijn van
mening dat de introductie van de analytische meetkunde door
Descartes het begin van de moderne wiskunde is. In 1637

publiceerde Descartes het belangrijke Discours de la Méthode.

In het bijbehorende essay La Géométrie formuleerde hij de

volgende drie stellingen:

1 Ieder vraagstuk over grootheden kan teruggebracht worden

tot een meetkundig probleem.

2 leder meetkundig probleem kan worden teruggebracht tot

een algebraisch probleem.

René Descartes

3 Ieder algebraisch probleem kan worden teruggebracht tot het

oplossen van één of meer vergelijkingen.
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Gegeven is de cirkel ¢;: x> +32 = 12x + 11 =0.

De punten 4 en Bmetx, =x,=3eny,> v liggen op c.

De lijn k raakt ¢ in 4 en de lijn / raakt ¢ in B.

a Stel van k en van / een vergelijking op.

b Bereken Z(%, /). Rond af op gehelen,

¢ Er zijn twee raaklijnen aan ¢ die door de oorsprong gaan.
Bereken de hoek die deze raaklijnen met elkaar maken.
Rond af op gehelen.

Gegeven is de cirkel c: x> +1? + 6x — 6y — 7 =0,
c snijdt de x-as in de punten 4 en B met x, <x,.
De lijn & raakt ¢ in 4 en de lijn / raakt ¢ in B,

a Stel van k en van / een vergelijking op.

c snijdt de y-as in de punten C en D met y. <y,,.

De lijn p raakt ¢ in C en de lijn g raakt ¢ in D.

b Stel van p en van g een vergelijking op.

¢ Onderzoek met een berekening of de hoek tussen & en /
groter dan, kleiner dan, of gelijk is aan de hoek tussen p en g.

Gegeven is de cirkel c: x> +1? —4x+2y —12=0
met middelpunt M,

c snijdt de negatieve x-as in het punt 4 en de
positieve x-as in het punt B. Verder ligt het punt
C(1,3)opec.

De lijn k raakt ¢ in 4, de lijn / raakt ¢ in B en de

y
%
lijn m raakt ¢ in C. De lijnen / en m snijden elkaar L
k

m

in het punt D. Zie figuur 7.28.

a Bercken Z(k, m). Rond af op gehelen,
b Bercken in graden nauwkeurig ZAMB.
¢ Bereken exact de afstand van D tot c.

figuur 7.28
Gegeven is de cirkel ¢: (x =2 + (v —3)*=35 y
met middelpunt M. De lijn k: y = lgx + b raakt c.
a Licht toe dat d(M, k)= \/5 !

b De vergelijking van £ is te herleiden tot
x—2y+2b=0, /
Licht dit toe.

¢ Licht toe dat |2b—4|=35,

d Geef vergelijkingen van de lijnen &, en &, die ¢

raken en richtingscoéfficiént  hebben.

e —

ky
ol Pt J
/

figuur 7.29 De lijnen k met rc, =1

raken de cirkel c: (x — 2P + (v — 3= 5.
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Theorie C Raaklijnen aan cirkels

In opgave 70 heb je vergelijkingen opgesteld van de lijnen & met een
gegeven richtingscoéfficiént die de cirkel met middelpunt M en straal
rraken, Je gebruikte daarbij dat d(M, k) =r,

In het voorbeeld worden vergelijkingen opgesteld van de lijnen / die een
cirkel met middelpunt M en straal » raken en door een punt buiten de
cirkel gaan. Daarbij wordt gebruikt dat d(M, /) =r.

ks

diM, k) =r

figuur 7.30

Voorbeeld
Gegeven is de cirkel c: (x — 2)* + (v — 3)> = 25 en het punt 4(9, 2).
Stel vergelijkingen op van de lijnen / die door 4 gaan en ¢ raken,

Uitwerking
Van cis M(2,3)enr =35,
Stel; y=ax+b.
A(9,2)oplgeeft9a+b=2,dusb=2—9a.
Ly=ax+2—9aoftewel L ax—y+2—-9=0
O f|2a’*3+2‘9a| 5
. [y =r geeft =
v T
‘—7a—1‘=5 a?+1
49a* + 14a + 1 =25a* + 25
240 +14a—-24=0
12a°+7a—12=0
D=7"—-4-12--12=625
e T A e T

24 V4T Ty
a=3gecfth=2-9-3=-43 dus/:v=3x—43,

a=-1+geefth=2-9--12=14,dus l;: y=-13x+ 14,

_1%
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Gegeven is de cirkel ¢: x* +3% = 10 en het punt A(10, 0).
Stel vergelijkingen op van de lijnen

a [ met richtingscoéfficiént 3 die ¢ raken

b m die door 4 gaan en c raken.

Gegeven is de cirkel c: x*> +1? =17,

a Stel een vergelijking op van de lijn £ die ¢ raakt in het punt 4(-4, -1).

b Stel vergelijkingen op van de lijnen m die ¢ raken en loodrecht staan
opdelijn: 4x—y =3,

¢ Stel vergelijkingen op van de lijnen » die door het punt B(0, 17) gaan
en c raken.

Gegeven is de cirkel c: x> +1? — 10x — 4y + 19=0.

a Stel een vergelijking op van de lijn £ die ¢ raakt in het punt 4(4, 5).

b Stel vergelijkingen op van de lijnen / met richtingscoéfficiént 3 die ¢
raken.

c Stel vergelijkingen op van de lijnen m die door het punt B(9, 0) gaan
en c raken.

Gegeven is de cirkel c: x* +1? —2x — 4y — 12 =0.

a Stel een vergelijking op van de lijn £ die ¢ raakt in het punt 4(-3, 1).

b Stel vergelijkingen op van de lijnen / die c raken en loodrecht staan op
delijn m: dx —y=1.

c Stel vergelijkingen op van de lijnen » die door het punt B(6, -1) gaan
en c raken.

Gegeven is de cirkel ¢: x* + y* — 10x + 4y + 9 = 0 met middelpunt M en
het punt P(-1, -4). De lijnen 4, en &, door P raken ¢ in de punten 4 en B.
Zic figuur 7.31.

Ky

figuur 7.31

Bewijs dat AMBP een vierkant is.

Hoofdstuk 7 Meetkunde met cofrdinaten
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- Gegeven zijn de cirkel ¢;: x? + 32 — 14x — 8y + 55 = 0 en het punt

* P(2,-1). Delijnen £, en k, door P raken ¢, in de punten 4 en B. Het
lijnstuk 4B is een middellijn van cirkel ¢,. Het middelpunt van ¢, is het
punt N. De cirkel ¢, snijdt het lijnstuk NP in het punt S. Zie figuur 7.32,

0 %
e
figuur 7.32

Onderzoek met exacte berekeningen of S het midden is van NP.
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Terugblik

Afstanden bij cirkels

Voor een punt 4 binnen cirkel ¢ met middelpunt M en ~_ a4, c)
straal » geldt d(4, c) =r —d(4, M).

Voor een punt B buiten cirkel ¢ met middelpunt M en
straal r geldt d(B, cy=d(B, M) —r.

Bij de cirkel ¢: (x — 6)*> + (v — 2)* = 17 en de punten
A(4, 3) en B(10, 5) geldt &
d(4, M)=\[(6— 4P+ (237 =[5, d(4, c) = 17~ /5,

d(B, M)=\/(6—10)>+ (2 -5 =5 end(B, c)=5—/17.

a

d(B, o)

Raaklijnen aan cirkels
Bij het opstellen van een vergelijking van de lijn £ die de cirkel

¢ (x — 6)* + (v — 2)*> = 17 raakt in het punt 4(2, 3), ga je als volgt te werk.
3-2_
2-6

F-

1 M(6, 2), dus van de lijn / door M en 4 is rc,=

2 Uit rc,=—f¢ en kL /volgtre, =4.
3 kiy=4x+bdoor A(2, 3) geeft 4 - 2 + b =3 oftewel b =-5.
Dus k: y=4x — 5.

Je kunt de afstandsformule handig gebruiken voor het
opstellen van vergelijkingen van raaklijnen aan
cirkels als
+ de richtingscoéfficiént van de raaklijnen is gegeven | axp+ byp—c|
. . . d(P, k)=—F—
« cen punt buiten de cirkel is gegeven waar de a2 + b2
raaklijnen doorheen gaan.

( Afstandsformule
Plxpvpyenk ax+by=c

Om vergelijkingen van de lijnen / op te stellen die door het punt A(10, 1)
gaan en de cirkel ¢ (x — 5)> +1? = 13 raken, stel je [: v = ax + b,

A(10, 1) op [ geett 10a + b =1 oftewel b = | — 10q, en dit geeft
Lyv=ax+1—-10aoftewel :ax—y+1—10a=0.

De cirkel heeft middelpunt M(5, 0) en straal » = \/ﬁ .

|5¢—0+1-10a]
\/m:\/ﬁ
|-5a+1|=13a+13

25a*—10a+1=13a>+13
12¢*—10a—12=0

d(M, ) =r geeft

6a*—5a—6=0

D=(-5¢-4-6'-6=169

a:5+13zllva=5_13:£
12 2 12 3

a=15 geeft b=-14, dus {;: y=13x— 14,

a=-3geefth=73 dus L y=-3x+ 75,
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Eindopdracht Cirkels en vierkanten
met gelijke opperviakte

In de beginopdracht heb je kunnen lezen dat de kwadratuur van de cirkel
niet bestaat. Dat wil zeggen dat je bij een gegeven cirkel geen vierkant
kunt construeren waarvan de oppervlakte gelijk is aan de oppervlakte
van de cirkel. Met construeren wordt de manier van tekenen bedoeld
waarbij je slechts een potlood, een passer en een rechte lat gebruikt.
Met behulp van rekenen en meten kun je wel een vierkant tekenen
waarvan de oppervlakte bij benadering gelijk is aan de oppervlakte van
een gegeven cirkel.

Heb je bijvoorbeeld een cirkel met straal 5, dan is de oppervlakte gelijk
aan 257 en een vierkant met oppervlakte 25w heeft zijde

J25m=>5n =8.862269... Je kunt dan zo nauwkeurig mogelijk cen
vierkant tekenen waarvan de zijde 8.86... is.

In deze opdracht bekijken we twee situatics met rijen cirkels en
bijbehorende vierkanten waarvan de oppervlakte gelijk is. We laten
steeds het middelpunt van de cirkel samenvallen met het midden van
het bijbehorende vierkant.

In de eerste situatie gaan we uit van —
vierkanten met zijde 1, 2, 3, 4, ... cn / \ :
We tekenen deze vierkanten zoals oV \» 7 N
hiernaast. Je ziet eerst vierkant v, met & g ( g ( )
zijde 1 en de bijbehorende cirkel ¢, ' ) ) N /
D] D] N =

waarvan de oppervlakte gelijk is aan de = =
oppervlakte van v,. Daarnaast is ook het
vierkant v, met zijde 2 en de bijbehorende cirkel ¢, getekend zodat een
symmetrische figuur ontstaat. In de derde figuur zie je ook nog vierkant
v, en cirkel ¢;. Zo kunnen we steeds doorgaan.
= De afstand tussen twee opeenvolgende cirkels is steeds gelijk.

Toon dit aan en bereken deze afstand. Geef zowel een exact antwoord

als een afronding op drie decimalen.

De tweede situatie zie je hiernaast. We gaan uit van cirkels — ,

waarvan de oppervlakte achtereenvolgens m, 27, 37, 4w, ... / L — \ ’

is. De eerste cirkel is ¢, en het eerste vierkant is v,. cs / \

Beide hebben oppervlakte . =

In deze situatic worden de afstanden tussen twee - N

opeenvolgende cirkels steeds kleiner. ( )

» Bereken tussen welke twee opeenvolgende cirkels de \\ //
afstand voor het eerst kleiner is dan 0,01. \§9/
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Diagnostische toets

7.1Lijnen en hoeken

Gegeven zijn de lijnen &, .. px =3y =g enl,: -4x +py =38,
Bereken voor welke p en g de lijnen &, en /,
a een snijpunt hebben

b cvenwijdig zijn

¢ elkaar snijden in het punt (2, 8).

De lijn £ snijdt de assen in de punten (2p, 0y en (0, p+ 1) ende lijn /
snijdt de assen in de punten (5, 0) en (0, 2p + 3).

Bereken voor welke p

a het punt 4(8, -3) op k ligt

b [/ evenwijdig is met de lijn door de punten (2, 0) en (0, 3)

¢ ken/evenwijdig zijn.

Bereken de hoek tussen de lijnen. Rond af op één decimaal,
a byv=4x-+2ecn l:y=—;—x+6

b m door (3, 0) en (0, -2) en n door (2, 0) en (0, 5)

c p:2x+3v=6enqg:y=-8x—06

7.2 Afstanden bij punten en lijnen

Gegeven zijn de punten A(2p, 0) en B(3, p + 1).

Voor de afstand tussen 4 en B geldt d(4, B) = \/5p* — 10p + 10.

a Toon dit aan.

b Bereken langs algebraische weg voor welke p de afstand
tussen 4 en B gelijk is aan 5.

¢ Bereken voor welke p het midden van lijnstuk 4B op de lijn
k: x+y =06 ligt.

Stel een vergelijking op van de vorm ax + by = ¢ van de lijn

a k die door het punt 4(2, -4) gaat en loodrecht staat op de lijn
I:3x+2y=6

b m die door het punt B(2, 3) gaat en loodrecht staat op de lijn
ny=-ix+5.

a Bercken exact de afstand van het punt 4(2, -6) tot de lijn
kiy=1%x+10,

b Stel vergelijkingen op van de lijnen / die door het punt B(4, 0)
gaan en op afstand \/5 van het punt C(1, 1) liggen.

Gegevenisde lijnk: x+2v =06,

a Stel vergelijkingen op van de lijnen / dic afstand 2./5 tot k hebben.

b Bereken de cobrdinaten van de punten P op de lijn v = x die
afstand /5 tot k hebben.
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7.3 Cirkelvergelijkingen

Gegeven zijn de punten 4(2, -3) en B(8, 2) en de lijn &z y=3x—6.
Stel een vergelijking op van de cirkel

a ¢, met middelpunt 4 die door B gaat

b ¢, met middelpunt B die de y-as raakt

€ ¢, met middellijn 48

d ¢, met middelpunt op & die de x-as in C(5, 0) raakt.

- Gegeven zijn de lijn £: 2x + 3y = 12 en het punt M(7, 8).
Cirkel ¢, met middelpunt M raakt & in het punt 4.

Van cirkel ¢, is AM een middellijn,

Stel van ¢, en van ¢, een vergelijking op.

| Gegeven zijn de cirkel c: x> +1? — 16x + 8y — | =0 en de punten
A(3,-4), B(2,5) en C(8, 5).

Onderzoek met een berekening voor elk van de punten of het op,
binnen of buiten ¢ ligt.

7.4 Afstanden en raaklijnen bij cirkels

Gegeven zijn de lijn £ 3x + 4y = 18, het punt M(5, 7) en de cirkel
i x*+y? +10y=0.

Voor de cirkel ¢, met middelpunt M geldt d(k, ¢,) = 3.

Stel van ¢, een vergelijking op en bereken algebraisch d(c, ¢,).

Gegeven is de cirkel ¢: x? + 37 —4x + 6y =0,

De punten 4 en Bmet x, =xz=4 en v, >y liggen op c.
De lijn £ raakt ¢ in 4 en de lijn / raakt ¢ in B.

a Stel van k en van / een vergelijking op.

b Bercken de hoek tussen & en /. Rond af op één decimaal.

Gegeven is de cirkel c: x* +y? +4x— 2y =0.
a Stel een vergelijking op van de lijn £ die ¢ raakt in het punt A(-1, 3).
b Stel vergelijkingen op van de lijnen / die ¢ raken en loodrecht
staan op de lijn p: 2x+ v = 10.
¢ Stel vergelijkingen op van de lijnen m die ¢ raken en door het
punt B(-1,-2) gaan,
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Goniometrische
functies

Wat leer je?
- De definities van sinus, cosinus en tangens in de eenheidscirkel.
- Rekenen met de hoekeenheid radiaal.
- Wat een sinusoide is, hoe je deze tekent bij een gegeven formule en hoe je een
formule opstelt bij een gegeven sinusoide.
Exact oplossen van goniometrische vergelijkingen.
Goniometrische formules herleiden.
Goniometrische functies differenti€ren.
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Beginopdracht Tijdvereffening

Als je regelmatig, bijvoorbeeld om de dertig dagen, zou noteren hoe laat de

zon op het hoogste punt aan de hemel staat, dan zou je ontdekken dat dit

bijna nooit op hetzelfde tijdstip gebeurt. Het komt maximaal vier keer per jaar
voor dat de zon op hetzelfde tijdstip op het hoogste punt aan de hemel staat.

De tijd voor de klokken in de West-Europese tijdzone is zo vastgesteld

dat de zon in Greenwich gemiddeld om 12 uur op het hoogste punt aan

de hemel staat. Deze tijd heet de middelbare zonnetijd.

Zo heeft elke plaats op de aarde zijn eigen middelbare zonnetijd.

De tijd die een zonnewijzer op die plaats aangeeft heet de ware zonnetijd.

Bij de ware zonnetijd staat de zon altijd om 12 uur op zijn

hoogste punt.

Er zijn twee verschijnselen die veroorzaken dat de g:gf:g':ﬁ ::Lee T
middelbare zonnetijd niet gelijk is aan de ware zonnetijd. 1

Het verschil tussen deze beide tijden heet tijdvereffening. 20} ; :' 'r il
Op de foto op de vorige bladzijde is deze tijdvereffening T | fs

in beeld gebracht. Steeds is hierin als het op de klok 12 10 {0 1
uur ’s middags is, ingetekend wat de positie van de zon is. 4 [

Zonder tijdvereffening zou dit een recht lijnstuk 2 : Tin
opleveren, dat ontstaat omdat de zon in de zomer hoger 3§
staat dan in de winter. Je ziet echter een soort &, dus er is “18p "=..1{
een uitwijking naar links en naar rechts. In de figuur il gt 5 |
hiernaast is dit in een assenstelsel getekend. Deze figuur P — *15

-10 0 10 20
Tiidvereffening (minuten)

heet een analemma.

Het eerste verschijnsel dat de tijdvereftening veroorzaakt
heeft te maken met het feit dat de aarde niet precies een cirkelvormige baan
om de zon beschrijft, maar een licht elliptische baan. Volgens de tweede wet
van Kepler heeft dit gevolgen voor de snelheid waarmee de aarde om de zon
draait.

» Onderzoek hoe dit zit. Wat is de periode van dit verschijnsel?

De tweede oorzaak van de tijdvereffening heeft te maken met de schuine
stand van de aardas ten opzichte van het baanvlak van de aarde.
* Onderzoek hoe dit zit. Wat is de periode van dit verschijnsel?

In de figuur hiernaast zijn de graficken getekend die bij
deze verschijnselen horen. Op de horizontale as is het

Middelbare zannetiid - ware
zonnetijd (minuten)

jaar uitgezet en op de verticale as het verschil tussen de Ll
middelbare zonnetijd en de ware zonnetijd. De ene 5

gratfiek is rood gekleurd en de andere blauw. g I
* [»uerksian] De figuur hiernaast is ook getekend op het —12 -

werkblad. De uiteindelijke tijdvereffening is de som
van de twee graficken.

Teken de grafiek van de tijdveretfening op het werkblad en geef een
schatting van het maximum en het minimum. In welke maand wordt
het maximum bereikt, en in welke maand het minimum?

feb apr jun aug okt dec
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Voorkennis Exacte waarden van
goniometrische verhoudingen

Theorie A Hoeken van 30°, 45° en 60°

* De zijden van een gelijkbenige rechthoekige drichoek
verhouden zich als 1 : 1 : /2.

figuur 8.1
* De zijden van een rechthoekige drichoek waarvan de
scherpe hoeken 30° en 60° zijn, verhouden zich als

1:2:\/3.

figuur 8.2

Hieruit volgen de exacte waarden van de goniometrische
verhoudingen bij hoeken van 30°, 45° en 60°.
Uit figuur 8.1 volgt

sin(45°%) = \}5 72, cos(45°) = \/— —3 \f en tan(45°) = 7=

Uit figuur 8.2 volgt
3
sin(30°) = 2, cos(30°) = £ 3, tan(30°) = \/lg *é- 2k
\ﬁ V3
e T 3.

sin(60°) = 3, cos(60°) = 2 en tan{60°) =

We zetten deze resultaten in een tabel.

hoek 30° 45° 60°
sinus : V2 2V3
cosinus /3 2 .

tangens % \/5 1 \/5
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Voorbeeld
3tan(30°)

tan(60°) — 2sin(30°)’

Bereken de exacte waarde van

Uitwerking
3tan(30°) 333 {3 _\/§+1_\/§-(\/§+1)_3+\/§_1L+1\5
tan(60°) —2sin(30°) f3-2.1 3-1 3+1  3-1 2 22

a Bewijs dat 2sin(45°) + /6 - sin(60°) = 25+/2.
b Bewijs dat 4sin(30°) tan(30°) + 2¢cos(30°) cos(60°) = 1z /3.

Bereken de exacte waarde.
a 4cos(30°) +9tan(30°)
b 3sin(30°) — /2 - sin(45°)

m

6tan (30°) — 3 tan (60°)
2+ sin(60°) + 3.3 - sin(45°)

(-5

Bereken de exacte waarde.
a 8sin(45°)cos(30°)
b 2./3 - sin(60°)cos(30°)

\/2 - 5in(45°)sin(60°) — 2 tan(60°)
(sin(30°) + cos(30°))?

a M

Bereken de exacte waarde.
cos(30°) sin(30°) + sin(60°)
9 1+ sin(60°) sin(30°) — sin(60°)

Gegeven zijn de formules
sin(f + u) = sin(¢) cos(u) + cos(?) sin(u)
sin(f — u) = sin(f) cos(u) — cos(?) sin(u).
Met deze formules kun je de exacte waarde berckenen van bijvoorbeeld
sin(15°) en sin(75°).
Voor de berekening van de exacte waarde van sin(15°) kun je als volgt te
werk gaan.
sin(15°) =sin(45° — 30°) = sin(45°) c0s(30°) — cos(45°) sin(30°)
A e e N
a Je kunt de exacte waarde van sin(15°) ook berekenen door te
gebruiken sin(15°) = sin(60° — 45°),
Werk dit uit.
b Bereken de exacte waarde van sin(75°).
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8.1 Eenheidscirkel en radiaal

Rond in deze opgave de lengten van lijnstukken en de y
B@3% coordinaten van punten af op twee decimalen,

P
In figuur 8.3 is de cirkel getekend met middelpunt O(0, 0) |
en straal 1. Het punt P draait tegen de wijzers van de klok in 71 \
A= .

over de cirkel en begint daarbij in A(1, 0).

De hoek waarover gedraaid is geven we aan met de Griekse of Q@ JA(.Q
letter ¢. In figuur 8.3 is a = 65°.
a Licht toe dat PO = sin(65°) en OQ = cos(65°) en bereken

PQ en OQ.

b Geef de codrdinaten van P. fignur 8.3
In figuur 8 4a zie je de situatic met a = 115° en in figuur 8.4b 1%
die met a = 245°, Py
¢ Hoeveel graden is ZPOQ in figuur 8.4a? Geef PQ, OQ en ‘
de codrdinaten van P. | ;N
d Wat is het resultaat als je de GR cos(115°) en sin(115°) eI .

laat berekenen? -1 QO 1
Vergelijk de resultaten met de codrdinaten van het punt P

van vraag ¢. Wat valt je op?

e Zie figuur 8.4b. a
Hoeveel graden is ZPOQ? y
Geet de cobrdinaten van P. 1
Ga na dat je deze codrdinaten op je GR kunt krijgen door
¢0s(245°) en sin(245°) te berekenen,

o = 245
Q/] m\ X
-1\ LNjo 1
}
|
P3
b
figuur 8.4

Theorie A Definitie van sinus, cosinus en tangens

De cirkel met middelpunt O(0, 0) en straal 1 heet de eenheidscirkel.

Het punt P beweegt over de eenheidscirkel en begint in het punt 4(1, 0),
zie figuur 8.3. Hierdoor ontstaat hoek AOP die we de draaiingshoek van
P noemen, We geven deze hoek aan met a. Het eerste been van een
draaiingshoek is altijd de positieve x-as, het
tweede been gaat door het punt P.

Draait P tegen de wijzers van de klok in, dan is « + =
positief, draait P met de wijzers van de klok mee,

dan is a negatief. L
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De draaiingshoek van P kan ook groter dan 360° zijn.
v y y y

1 1 . 1
a o %

X X X X

Ve i \Q] 1 1 o

P P P
a = 230° a = 320° a = 480° a=-135°

=

figuur 8.5 Draaiingshoeken kunnen zowel positief als negatief zijn.

In figuur 8.6 is 0° < a < 90°. Voor deze scherpe hoek geldt %
PO _Jp_ 00 xp Plxe, i)

sm(a):a: 1 yp,cos(a)=§=T=xPen fi : {

PQ Yp \H
tan(a) = 00 x, ol @ Jau o
Ook voor niet-scherpe hoeken nemen we per definitie

sin(a) = yp, cos(a) = x,, en tan(a) = P

Xp figuur 8.6
VYoor de draaiingshoek « van het punt P(xp, y,) op de y
eenheidscirkel geldt Flsai
Sin(a) =kp N 4 sin(a)
cos(a) = x, ] e
Yp Y
tan(a) = e -1\ cos(a) O T
Xp
=

Van draaiingshoeken die een veelvoud zijn van 90°, kun je de sinus en de
cosinus eenvoudig uit de eenheidscirkel aflezen. Zo hoort bij « = 180°
het punt P(-1, 0), dus sin(180°) = 0 en cos(180°) =-1. Ook kun je de
tangens tec weten komen van hoeken die een veelvoud zijn van 90°. Zo is

tan(180°) = % =0. Omdat tan(90°) = % bestaat tan(90°) niet.

Lees uvit de eenheidscirkel af,

a sin(0°) e sin(270°) i sin(450°)
b cos(0°) f cos(270°) j cos(-90°)
c sin(90°) g sin(360°) k tan(-540°)
d cos(90°) h tan(360°) 1 cos(-180°)

In de eenheidscirkel is gegeven de draaiingshoek a met 0 < a < 360°.
Bereken alle waarden van a waarvoor geldt

a sin(a)=0 ¢ sin(a)=1 e tan{a)=1

b cos(a)=0 d cos(a)=1 f tan(o)=-1
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Je GR benadert sin(x) en cos(a) voor iedere waarde van a.
0@  Zois sin(260°) =~ -0,98 en cos(260°) =~ -0,17.
a Ga dit na.
b Op de cenheidscirkel hiernaast liggen de punten P, O, R
en S,
Bereken de codrdinaten van P, O, R en S. Rond af
op twee decimalen.

Op de cirkel met middelpunt O en straal 2 van tiguur 8.8 R
B@3* liggen de punten 4, B, C, D en E waarbij de cirkel wordt figuur 8.7

verdeeld in vijf cirkelbogen van gelijke lengte. Het punt 4

is het punt (2, 0).

Bereken de codrdinaten van B, C, D en E. Rond af op 2

BO*¥ ,.=y,=05,x,>0enx,<0. 3

a Teken de eenheidscirkel met de punten P en Q.

b Voor de draaiingshoek a van P geldt a = 30°. D
Gebruik dit en symmetrie om de draaiingshoek /f
van O, met 0° < < 360°, af te lezen uit de figuur
van vraag a.

7 102
S
y
B
twee decimalen. c
Op de eenheidscirkel liggen de punten P en O met
j
E

figuur 8.8

Theorie B Hoek berekenen bij gegeven x, of y,

In figuur 8.9 zie je het punt P met x, = 0,63.
Dus cos(a) = 0,63.
Je berekent a op de GR met cos™(0,63) of ACOS(0,63).
Je krijgt a = 51°,
y y y

Xp = 0,63 Xp= 0,63 Xp =0,63
figuur 8.9 figuur 8.10 figuur 8.11
Ook in figuur 8.10 is cos(a) = 0,63, Maar de bijbehorende hoek @ =-51°
krijg je niet met de GR. Je moet dit zelf bedenken. Je gebruikt daarbij

symmetrie.
Bij xp = 0,63 in figuur 8.11 hoort a = 360° — 51° = 309°.
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Voorbeeld y
In figuur 8.12 is y, = 0,31.
Bereken a in graden. Rond af op één decimaal.

Uitwerking 2

’/ o
vp=10,31 dus sin(a) = 0,31. A X
De GR geeft 18,05...°.

0,31 -\ Vp = 0,31

18,15 8,1° figuur 8.12

Dus a = 180° — 18,05...° = 161,9°.

~ Zie figuur 8.13.
O@* Bereken a in graden. Rond af op één decimaal

NZANY,

P
Xp=0,81 ¥p =0,94 Xp=0,26 vp=-0,22
a b c d
figuur 8.13
In figuur 8.14 is v, = 0,92 en x,, = -0,87. y

B®  Bercken ZPOQ in graden. Rond af op één decimaal.

vp =092
Xq=-0,87
1| Op de eenheidscirkel liggen het punt 5(0,527; 0,850) en twee figuur 8.14
* punten 7 waarvoor geldt ZSOT = 160°.
Bereken de codrdinaten van 7. Rond af op twee decimalen,
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a Licht toe dat de omtrek van de eenheidscirkel gelijk is aan 2.
— Het punt P begint in A(1, 0) en doorloopt de eenheidscirkel. De
draaiingshoek « is positief. De lengte van de cirkelboog hangt af van o.
b Licht toe dat bij @ = 90° de lengte van de door P doorlopen cirkelboog
gelijk is aan ;—:rr.
¢ Vul de tabel verder in.

draaiingshoek « | 0° 1900 180° | 270° | 360°
1

lengte cirkelboog | ’ 5T | | ‘ 2n

Theorie C De hoekeenheid radiaal

Voor de punten P en Q op een cirkel met middelpunt M heet hoek PMQO

een middelpuntshoek,

We definiéren met behulp van de eenheidscirkel de hoekmaat radiaal.

Voor de punten P en O op de eenheidscirkel is de v
middelpuntshoek POQ in radialen gelijk aan de lengte van !
de bijbehorende cirkelboog PO. e

Dus hoek = booglengte.

De hoekmaat radiaal wordt afeekort tot rad.
De radiaal is dus zo gedefinieerd, dat bij een booglengte van 1 o 1
op de eenheidscirkel een middelpuntshoek van 1 radiaal hoort.

Bij een booglengte van 2 hoort een middelpuntshoek van 2

rad. En bij een booglengte van © hoort een middelpuntshoek

van 7 rad. figuur 8.15

De middelpuntshoek in de eenheidscirkel die hoort bij
een cirkelboog met lengte 1 is een hoek van 1 radiaal.

De hele eenheidscirkel heeft booglengte 2n - 1 =2m.

Bij deze booglengte hoort dus een middelpuntshoek van
2z rad.

Hieruit volgt direct 2x rad = 360°, dus & rad = 180°.

7t rad = 180°
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Voorbeeld
a Druk 37 rad uit in graden.

=ik

b Druk } rad uit in graden. Rond af op één decimaal.

¢ Druk 75° uit in radialen. Geef een exact antwoord.

d Druk 107° uit in radialen. Rond af op twee decimalen. | 1 rad is bijna 60°.

Uitwerking
a $mrad=3- 180° = 120°

b f—lrad=i-%z 14,3°

o= n -
c 75 —75-@rad—%:rtrad

o -
d 107° =107 180

rad = 1,87 rad

Bij het berekenen van bijvoorbeeld sin(% rad) is het nodig op de GR de
hoekeenheid in te stellen op radialen,

Op de TI gaat dat in het mode-menu, op de Casio in het SET-UP-menu
en op de HP in het Settings-menu.

Druk uit in graden. Rond zo nodig af op ¢én (Tat iedtp bek el )

decimaal. trad en 37 rad
a gmrad e lymrad ’ P ene
1 1 '—rad=l-180 =~19,1°en
b ;mrad f ljrad ’ ’ ’
Lol ol o TS
¢ 2nrad g -23mrad zmd=s 1907260 -
d 2rad h 25 rad

De hoekeenheid radiaal

Sinds het oude Babylonische rijk (ca. 2000 v.Chr) worden hoeken uitgedrukt in
graden, Maar in plaats van een volle hoek in 360 graden te verdelen, had er ook voor
een andere hoekeenheid gekozen kunnen worden. Pas in de 18° eeuw werd duidelijk
dat er voor het differentiéren van goniometrische functies een andere hoekeenheid
nodig is. Deze hoekeenheid wordt met behulp van de straal van een cirkel en een
cirkelboog als volgt gedefinieerd. De hoek in radialen is gelijk aan de lengte van de
boog gedeeld door de lengte van de straal. Een andere benaming voor straal is radius,
waaruit de naam radiaal is afgeleid.
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Druk uit in radialen, Geef een exact antwoord.

0@  a 360° c 45° e 90° g 300°
b 30° d 60° f 135° h 210°
-!| Druk uit in radialen, Rond af op twee decimalen,
0@ a 10° b 57,3° ¢ 1030° d 90°
Afspraak

In het vervolg laten we bij een hoek in radialen de eenheid
rad meestal weg.
Dus o =37 betekent a =17 rad.

Vul de volgende tabel in. Geef exacte waarden.

*.
hoek in graden l 40° ‘ 100° | 145°
hoek in radialen | | in ‘ ’ in | | ix
: Bereken, Rond af op twee decimalen,
0O a cosiin) ¢ sin(3m) e cos(7,6m)
b cos(%) d sind) f cos(7,6)
| Berekenamet0<a< 1 x in radialen. Rond af op twee decimalen.
0® g sin(a) =092 ¢ sin(a)= % e sin(a)= %\/5

b cos(a)=0,85 d cos(a) = f cos(w)=12

i/ a Bereken sin(;ﬂr) + cos(%:rr) - sin(%). Rond af op twee decimalen.
* b Voor welke o met 0 < a < 37 is cos(2a) = 0,67 Rond af op twee
decimalen,

11 Zie figuur 8.16.
O®%* Bereken a in radialen, Rond af op twee decimalen.

y y
P o v
Al . il .
o) 1 \Jo 1
=)
¥p=0,35 Xp=-0,35
a b

figuur 8.16
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In figuur 8.17 is xp, =-0,32 en Yo =-0,88. y

B@®%* Bercken ~POQ in radialen. Rond af op twee decimalen. »
X
0 1
Q
figuur 8.17
. Om cos(l%s'r — a) uit te drukken in sin(a) of cos(a) y
©* gebruik je de figuur hiernaast. Je ziet dat Xg="Vp, dus
cos(13m — @) =-sin(a).
Druk uit in sin(e) of cos(a). P
a sin(n—a) e sin(l%n - a)
b cos(m—a) f cos(13m+a) T "
¢ sin(2r—a) g sin(%at +a)
d cos(2n—a) h cos(l:ﬂ +a) Q
. Bereken de exacte waarde. Taor 18
O@* q cos(:n) b sin(;m)
Theorie D De exacte-waarden-cirkel
Je kent de tabel hiernaast uit de . - =
voorkennis, Deze tabel breiden we uit met e o g i
hoeken van 0° en 90°. Verder gebruiken sinus % é—ﬁ ;—\/5
we radialen in plaats van graden. cosinus LB W L
Zo krijg je de tabel hieronder. Leer deze tangens | 3.3 1 N
tabel uit het hoofd.
hoek 0 in i in n
sinus 0 ! RN 1
cosinus | 1 NCE N 4 0
tangens 0 3 1 B =
In de kwart eenheidscirkel hiernaast zijn de sinus en
cosinus van de hocken uit de tabel verwerkt,
X

Door te spiegelen in de y-as en de x-as krijg je de
eenheidscirkel met exacte waarden, kortweg de

exacte-waarden-cirkel, figuur 8.19
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Uit de exacte-waarden-cirkel lees je af
cos(%:rc) = f% Jen
sin(-37) = sin(15m) =-1./2.

Uit de definities sin(a) = v, cos{a) = x, en
sin{a)

cos(a)’

Yp
tan(a) = ; volgt tan(a) =

Zo is bijvoorbeeld

sinGm) 3 1
DL

cosGm) V3 3

en tan(lé:rc)Z = 7;—\/5

=L
2

tan(% )=

@
&

1
157[

figuur 8.20 De exacte-waarden-cirkel.

Geef de exacte waarde.

e . o5 I Hé!
ne a S].n(z'ft) d COS(lg'TC) Ik onthoud
] ) het ZO!
b cos(lzm) e cos(15m)
c sin(lé—ﬂ) f sin(fln)

Bercken de exacte waarde van tan(1270) — tan(3 7).

Geef de exacte waarden van a met 0 < a < 27,

BO* g sin(a)=33 d cos(a)=0
b cos(w)=-1 e cos(a) =33
c sin(a) :f% 2 f cos(a) =%\/§
~1 Geef de exacte waarde van x.
BO* a x=sinCn) c x=cos(13m)
b sin(x)=-13met0<x<1in  d cos(x)=ymet I3n <x<2x
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Terugblik

Eenheidscirkel en draaiingshoek

De eenheidscirkel is de cirkel met middelpunt O(0, 0) en
straal 1.

In de figuur hiernaast is a de draaiingshoek van het punt P.
Het eerste been van de draaiingshock van P is de positieve
x-as, het tweede been snijdt de eenheidscirkel in het punt P.
Hiernaast is « positief, want het punt P draait tegen de
wijzers van de klok in.

Sinus, cosinus en tangens

Met behulp van de eenheidscirkel definiéren we ook voor
niet-scherpe hoeken a wat sin(a), cos(a) en tan(a) is. Zie
hiernaast.

. ¥
sin(a) =y, cos(a) = x, en tan(a) = x—‘“
P

Radialen

De radiaal is een hoekmaat.

De middelpuntshoek in de eenheidscirkel die hoort bij een
cirkelboog met lengte 1 is een hoek van 1 radiaal.

Maak bij het omzetten van graden in radialen en omgekeerd
gebruik van 7 rad = 180°.

1mwrad =15+ 180° = 240° en ~150° =-150 - 1%= - rad
De hoekeenheid radiaal mag weggelaten worden, maar de
hoekeenheid graad niet.

Dus sin(2,5) = 0,60 en sin(2,5°) = 0,04,

Exacte-waarden-cirkel

Bij hoeken die een veelvoud zijn van +7 of
van 37 moet je de exacte waarde weten van
de sinus, de cosinus en de tangens, Je
gebruikt hierbij de exacte-waarden-cirkel.
Je leest bijvoorbeeld af

=

Blxp, yp)

ofp--=
e

A(1, 0)

1rad
7

cos(13m) =-3+/2,
sin(f%ﬂ)zsin(lﬁﬂ)zfé 3en
1
~Za)3
tan(137) = zl\f=—\/§.
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8.2 Sinusoiden

- Gegeven is de functie f(x) = sin(x) met domein [-27, 27].
B®* g Plot de grafiek van /. Neem v tussen -2 en 2 en zorg voor de
instelling op radialen.
b Geef de exacte codrdinaten van de toppen van de gratiek.
¢ Geef de cxacte codrdinaten van de snijpunten van de grafiek
met de x-as.

Theorie A De functie f(x) = sin(x)

Het sinusbegrip wordt niet alleen bij hoeken, maar ook f
bij getallen gebruikt. De sinus van het getal 2 is de sinus hoek
van ¢en hoek van 2 radialen.

We definiéren de functie f(x) = sin{x) als de tunctie die
bij elk getal x de sinus van x radialen geeft.

Hieronder is de grafick van de goniometrische functie
f(x) = sin(x) getekend. Op de horizontale as is 3 cm rechts getal
van de oorsprong het getal & gezet. Bij het tekenen van de
grafiek is de volgende tabel gebruikt.

sin(x) = sin(x rad)

: | 0 |%'n: | in | o | %:rc| n |1%n 13n | 1%7|:| 2
e N R I RN R R
¥

|
| ! i
Fg
@ |
]
=
A
hal—
=
o
|
e
[STE
a
|
| E]
| e
i

i N %I ' 100) = sinb g

] =1 ] ! 1 I

figuur 8.21 Op de x-as is 1 cm rechts van de oorsprong 7 gezet. Merk op dat s~ 1,047 = 1.

De grafiek is periodiek met periode 2x, De evenwichtsstand is 0 en de
amplitude is 1, De nulpunten zijn ..., 2w, -x, 0, 7, 27, 37, ...

Gegeven is de functie g(x) = cos(x) met domein [-2x, 2x].
O@* q Plot de grafick. Neem v tussen -2 en 2.
b Geef de exacte codrdinaten van de vijf toppen van de
grafick.
¢ Geef exact de nulpunten van g.
d Teken de gratick. Gebruik de schaalverdeling van figuur 8.21.

[ cos(x) = cos(x rad) ]
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Gegeven is de functie f{x) = sin(x).

DO©%* q Hoe ontstaat de grafiek van g(x) = 2 + sin(x) uit de grafiek van 17
Geetf de evenwichtsstand van de grafiek van g.

b Hoe ontstaat de grafiek van 4(x) = sin(x — _ljn) uit de grafiek van /7
Bereken exact de nulpunten van A,

¢ Hoe ontstaat de grafiek van k(x) = 4 sin(x) uit de grafiek van 1?7

Geef de amplitude van de gratiek van £.

d Hoe ontstaat de grafick van /(x) = sin(5x) uit de grafick van 1?7

Wat is de periode van de grafiek van [?

Theorie B Transformaties bij goniometrische functies

De functies f(x) = sin(x) en g(x) = cos(x) zijn standaardfuncties. De
bijbehorende graficken mag je dus zonder toelichting tekenen. Beide
grafieken hebben evenwichtsstand 0, amplitude 1 en periode 27,

Een punt waar de grafiek van f{x) = sin(x) stijgend door de
evenwichtsstand gaat, noemen we een beginpunt van de grafick van f,
Een hoogste punt van de grafick van g(x) = cos(x) noemen we een
beginpunt van de gratiek van g.

y

1 — e
/ ¥ = sin(x)

0 In

a
i

|
=] L 1

4l

O

= L

N ¥ = cos() ‘ /

figuur 8.22 Van de standaardgrafieken y = sin(x) en y = cos(x) is één periode getekend.

Uitgaande van deze standaardgraficken krijg je door translaties of
vermenigvuldigingen andere periodieke grafieken. Zulke graticken heten

sinusoiden,

Effect van transformaties op de standaardgrafiek y = sin(x)

transformatie

beeldgrafiek

kenmerk

translatie (0, a)

v=a +sin(x)

evenwichtsstand a

verm. x-as, b v =bsin(x) amplitude b (b > 0)
1 . ; 2n

verm. y-as, ¥ =sin(cx) periode ~ {(c>0)

translatie (d, 0) v=sin(x —d) beginpunt (d, 0)
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Pas je meer transformaties na elkaar toe, let dan goed op de volgorde.

Vergelijk
¥ =sin(x) v = sin(x)
Lverm, x-as, 3 J translatie (0, 2)
v =3sin(x) v =2+ sin(x)
J translatie (0, 2) J verm. x-as, 3
y=2+3sin(x) v=23(2 +sin(x))
oftewel y =6 + 3sin(x)
En vergelijk ook
v =sin(x) v = sin(x)
J translatie (%ﬂ, 0) J verm. y-as, 2
y=sin(x —17) v =sin(3x)
L verm. y-as, 2 | translatie (37, 0)
] | | 1
y=sin(zx — 3m) y=sm(;(x—3m)
oftewel y = sin(;—x = é;rc)
Voorbeeld

Gegeven is de functic f(x) =1+ sin(2(x — 17)).
Geef van de grafick de evenwichtsstand, de amplitude, de periode
en de codrdinaten van een beginpunt.

Aanpak
Bedenk hoe de grafick van f'uit cen standaardgrafick ontstaat.

il ;
y =sin(x) ——2722 , = 5in(2x)
Dus de periode wordt 7.
copla L .
y=sin(2x) EeGmD L g = Lt gina(x - i)

Dus de evenwichtsstand wordt 5 en een beginpunt wordt (37, 3).
De amplitude is nict veranderd, dus de amplitude blijft 1.

Uitwerking
De evenwichtsstand is %, de amplitude is 1, de periode is © en een
beginpunt is (%:rc, ;;).

Zie het voorbeeld met de functie f(x) =3+ sin(2(x — 37)).

D@* Volgens José hoort bij de grafiek van g(x) =3 + cos(2(x — 3 7)) dezelfde
evenwichtsstand, dezelfde amplitude en dezelfde periode als bij de grafick van f,
a Ben je het met José cens?
b Geef de cobrdinaten van een beginpunt van de grafiek van g.
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Zie het schema in de theorie met het effect van transformaties op de
standaardgrafiek y = sin(x).
Maak net zo’n schema voor v = cos(x).

Geef van de grafick de evenwichtsstand, de amplitude, de periode en de
codrdinaten van een beginpunt.
a f(x)=2sin(x +3) ¢ A(x)=cos(3(x—4))

b g(x)=1isin(x)+% d j(x)=13cos(;x)

Geef van de grafiek de evenwichtsstand, de amplitude, de periode en de
codrdinaten van een beginpunt,
a f(x)=5+1,2cos(x — é;rc) ¢ Ax)=0,29cos(3(x + 1,4))

b g(x)=04+sinC(x+3im) d j(x)=-0,8 +2sin(3(x — im))

a De grafiek van f ontstaat uit die van v = cos(x) door eerst de translatie
(fqzrt, 4) en dan de vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met 3
toe te passen.

Stel het functievoorschrift van fop.

b De grafiek van g ontstaat uit die van v = cos(x) door de
vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met 3 en dan de translatie
(f;at, 4) toe te passen.

Stel het functievoorschrift van g op.

Gegeven is de functic f(x) =-1 + sin(x — ) met domein [0, 3x].

a Geef van de grafieck van f'de evenwichtsstand, de amplitude, de
periode en de codrdinaten van een beginpunt.

b Geef de exacte codrdinaten van de punten waar de grafieck van f'de
lijn van de evenwichtsstand snijdt.

¢ Geef de exacte codrdinaten van de drie toppen van de grafiek,

d De grafiek van f'snijdt de x-as achtereenvolgens in de punten 4, B en C.

Geef de exacte afstand tussen 4 en C,

Gegeven zijn de functies f{x)=3 + 4sin(x— 5—7:) en

g(x)=-2+4sin(x+ }—gc). Je kunt een translatie (m, n) op de grafiek van f
toepassen zo, dat het beeld van de grafiek van fsamenvalt met de grafiek
van g,

Bereken mogelijke waarden van m en n.

Gegeven zijn de functies f{x) =2 + 3sin(x) en g(x) =2 — 3 sin(x).
a Plot de grafieken. Neem x tussen O en 2m.
b De amplitude is een positief getal.

Geef van beide graficken de amplitude.
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Theorie C Sinusoiden tekenen

De amplitude is een positiet getal, dus de gratiek van y = -3 sin(x) heeft
amplitude 3.

De amplitude van de grafick van f{(x) = bsin(x) is voor b > 0 gelijk aan b
en voor b <0 gelijk aan -b.

Dus de amplitude van de grafiek is gelijk aan | b \

De sinusoiden y=a + bsin(c{x —d)) en y=a + bcos(c(x —d)) kun je
tekenen door gebruik te maken van de vier kenmerken evenwichtsstand,
amplitude, periode en beginpunt,

In dit hoofdstuk kiezen we steeds ¢ > 0,

beginpunt
(d, a)

periode
on

evenwichts-
stand

/ beginpunt
(d,a+b)

Let op het verschil tussen >0 en b < 0.
y=a+bsin(e(x—d)) | y=a+ bcos(c(x —d))

b>0 | stijgend door (d, a) (d, a + b) is een hoogste punt

b<0 | dalend door (d, a) (d, a + b) 1s een laagste punt

Voor het tekenen van een sinusoide herleid je de formule eerst tot de
vorm y =a + bsin{c(x — d)) of v =a + bcos(c(x — d)). Vervolgens
vermeld je de vier kenmerken. Daarna kun je de grafick tekenen.
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Voorbeeld
Gegeven is de functie f(x)=-1+ lésin(?,x - %n) met domein [0, 2x].
Teken de grafiek van f.

Aanpak

1

Schrijf de formule in de vorm
v=a+bsin(c(x—d))en
vermeld de vier kenmerken,

Stippel in een assenstelsel de lijn
van de evenwichtsstand en de
horizontale lijnen waarop de
toppen liggen.

Teken een beginpunt en het punt
dat één periode verder ligt.

Teken één periode van de
grafick. Gebruik dat de grafick 1
periode na een beginpunt een
hoogste punt heeft, % periode na
een beginpunt weer door de lijn
van de evenwichtsstand gaat en
f’; periode na een beginpunt een
laagste punt heeft.

Teken de grafick op het gegeven
domein. Gebruik de
periodiciteit.

Uitwerking
fx)=-1+ 11sin(2x —3n)

=-1+ 1isin(2(x — 3m))

evenwichtsstand -1
amplitude 1}

periode

2n

;T

1% >0, dus grafiek stijgend door
het punt (%n, -1).
Zie de grafick hiernaast.
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a Teken de grafick van f(x)=-2 + 3 sin(3x + ) met
oe domein [0, 2x].
b Teken de grafiek van g(x) =1 — 2sin(2x — %7:) met
domein [0, 2x].

Controleer de grafiek
met de GR.

-1 a Teken de grafiek van f(x) =1+ 3cos(2x + %n) met domein [-x, 7).
O®* p Teken de grafiek van g(x) =3 — 4 cos(nx) met domein [0, 6].

_ a Teken de gratiek van f{x)=-2 — cos(x — %ﬂ) met domein [0, 3x].
OO®% p Teken de gratiek van g(x) = 5 — 3sin(3x) met domein [0, 10].

[»werksLan] Op het werkblad is de sinusoide v =2 — 3 Sin(%x + éfr) met
* domein [-7, 37] op een rooster, maar zonder assenstelsel getekend.
Teken het assenstelsel op de juiste plaats.

_ Gegeven is de sinusoide in figuur 8.23.
O®%* g Lees de evenwichtsstand, amplitude en

periode af, £

b De formule is van de vorm R i e
y=atbsin(cx—d)). NEFEEEUEY
Geef mogelijke waarden van a, b, cen d. \ | | '

_O W | S S
figuur 8.23

Theorie D Een formule van een sinusoide opstellen

In het voorbeeld zie je hoe je bij een sinusoide een formule opstelt.

Voorbeeld
In figuur 8.24 is cen sinusoide getekend. y ‘
Stel bij de sinusoide een formule op van de vorm C I i
v=a+ bsin(c(x — d)). ol //I\ : ] //\
m L | AL |
Uitwerking Stijgend door de _ i N . % o / ]
3Ly gl evenwichtsstand bij P E's '
a==> y opvolgend x=1m en / | \ /ﬁ
s-3l-1-3p |2 1% Q___/ A \‘;\ ' ANE ]
v -
De periode is 131 — =137, dus c=12]i=1%. \|/| | ' | ‘\/i |
3M , I |
Stijgend door de evenwichtsstand bij x = ;—n, figuur 8.24

dus d= %ﬂ.
Dus y=1+21sin(13(x —in)).
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Bij de sinusoide van het voorbeeld is ook een formule van de vorm
v=a+bcos(c(x—d)) op te stellen. Je neemt dan een hoogste punt als
beginpunt. Een hoogste punt is (3w, 31), dus @ = 3w en de formule is
y=1+23cos(13 (x —3m)).

In figuur 8.25 zie je een sinusoide zoals in het %
voorbeeld, maar nu staan bij de horizontale as
de getallen 1, 2, 3, ... g //\\ ,/\\
DeperiodeisS—1=4,dusc=27n=%n, . / \\ /}
Je krijgt y = 1 + 2L sin(im(x — 1)) en ook // l\ //

L1
y=1+2Lcos(Gn(x - 2)). / \ /

/ ANV, ;
ol [/1 'BELEN R
1/ BE AR
\/

figuur 8.25

| Zie het voorbeeld.

Stel bij figuur 8.24 cen formule op van de vorm
a y=a-+bsin(c(x—d)) methb<0
b v=a+bcos(cx—d))meth<0.

Zie de theorie hiervoor met figuur 8.25.

Stel bij deze figuur een formule op van de vorm
a y=a+bsin(c(x—d)) metb<0

b y=a+bcos(c(x —d)) meth <0,

Bij de sinusoide in figuur 8.26 zijn y
twee opeenvolgende toppen (57, 1)
en G, 33). AN A\
Stel bij de sinusoide een formule op \3

van de vorm
a y=a-+bhsin(c(x—d)) meth>0 —2
b v=a-+bcos(c(x —d)y meth >0,

s W

X
O T 2n
figuur 8.26
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-1 Bij de sinusoide in figuur 8.27 zijn twee %
B® " opeenvolgende toppen (1%, -2) en

(23 4). ~

Stel bij de sinusoide een formule op van

de vorm 2t

a y=a+bsin(c(x—d)) metb>0

b y=a+bsin(c(x—d)) metb<0. w : w : . %
'\

o)
_2 -
figuur 8.27
| Bij de sinusoide in figuur 8.28 geldt N
O@* voor de toppen dat N=25 en N=175.
De grafick gaat door de
evenwichtsstand bij =4 en bij 1 =9.
Stel bij de sinusoide een formule op van
de vorm
a N=a+bsin(c(t—d)) metb>0 \
b N=a+ bcos(c(t —d)) met b>0.
t
0
figuur 8.28

/| a Van een sinusoide zijn de punten (3, 12) en (18, 12) twee
*  opeenvolgende hoogste punten, die op afstand 4 van de
evenwichtsstand liggen.
Stel een formule op van deze sinusoide.
b Van cen sinusoide is de evenwichtsstand 650 en de periode 48,
Het punt (16, 812) is een top.
Stel een formule op van deze sinusoide.
¢ Van een sinusoide zijn de punten (2, 250) en (26, 110) twee
opeenvolgende toppen.
Stel een formule op van deze sinusoide.
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Terugblik

De grafieken van f(x) = sin(x) en g(x) = cos(x)

De graficken van f(x) = sin(x) en g(x) = cos(x) zijn periodick met periode 2w,
Van beide is de evenwichtsstand 0 en de amplitude 1.

Een beginpunt van de grafiek van f'is (0, 0) en van de grafiek van g is dat (0, 1).

¥
s L
.| gl = cosx) fix) = sin(x)
T — Ty = B =i ™
— periode =
evenwichtsstand | X

B | il T e N a

T =T T T i 3
afmplitude 61—3—2 amplitu /—r;

P g, W B -1 --._‘:z ] P
= periode 5

Sinusoiden tekenen
De gratieken van v = a + bsin(c(x — d)) en y = a + bcos(c(x — d)) heten
sinusoiden.

De vier kenmerken van sinusoiden zijn

+ evenwichtsstand is a b>0 b<0
« amplitude 18 ‘b‘

o sin | stijgend door dalend door

; . 2
. =t — >
periode 1s o dus ¢ PETIOTE (c>0) (d, a) (d, a)
* beginpunt bij een sinusgrafiek is (d, a) cos |(d,a+b)iseen | (d,a+b)iseen
* beginpunt bij cen cosinusgrafiek is hoogste punt laagste punt

(d, a+b).
Deze vier kenmerken gebruik je bij het tekenen van sinusoiden.

Formule opstellen bij sinusoide

Bij een gegeven sinusoide zijn oneindig veel formules op te stellen.

Je kunt een formule met een sinus of met een cosinus kiezen en je hebt
de keuze uit b>0 of H <0,

Bij de figuur hiernaast lees je af y

* de evenwichtsstand is L -;77 =-3 1

+ de amplitude is 1 —-3 =4 o \U 7 172\ 3 [[2\] 5 /X
-1

* de periode is 2. . \ I \ / \ l

Mogelijke formules zijn -3 \

v=-3+4sin(n(x— 13)) ol \

y=-3—4sin(n(x - 1)) e _

v=-3+4cos(mx) i

y=-3—4cos(m(x— 1)) .
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8.3 Goniometrische vergelijkingen

De eenheidscirkel snijdt de x-as in de punten (1, 0) en (-1, 0). y
BO®* Bij deze punten horen de draaiingshoeken 0, 7, 27, 37, ... en ]
ook -m, -2m, -3m, ... / \
Welke draaiingshoeken horen bij de snijpunten van de
eenheidseirkel met de y-as? !_/1 x
figuur 8.29

Theorie A sin(A)=Cencos(A)=CmetC=-1,0,1

In opgave 48 heb je gezien dat bij de snijpunten van de eenheidscirkel
met de x-as de draaiingshoeken ..., -3%, 2%, -n, 0, &, 27, 3x, ... horen.
Dit noteren we kor.t. als k - m, waarin k een gehe?l getal is. PRI p—
De getallen & - m zijn oplossingen van de vergelijking

5 -~ geheel getal.
sin(x) = 0.
Hiermee heb je alle oplossingen van de vergelijking %

sin(x) = 0, want de sinus van een hoek is de y-codrdinaat van 1

het bijbehorende punt op de eenheidscirkel en de punten (-1, 0)

en (1, 0) zijn alle punten op de eenheidscirkel met y-codrdinaat O.

En zo heeft de vergelijking cos(x) = 0 als oplossing 3 i

x=yn+k-m.

Bij de vergelijking sin(x) = | hoort het punt op de K —/

eenheidscirkel met y-codrdinaat 1, dus het punt (0, 1). Dus de

vergelijking sin(x) = 1 heeft als oplossing x=17 +k - 21 . figuur 8.30 Bij cos(x) = 0
» horen punten op de

eenheidscirkel met

Bij het punt (0, 1) horen de draaiingshoeken x-codrdinaat 0.
im,2im, 41w, .. en ook -13w, -35m, =537, ...

De vergelijkingen sin(4) = C en cos(4) = C met C=-1, 0, 1 los je op
met behulp van de eenheidscirkel.

sin(A)=0geeft 4=k m cos(4) =0 geeft A=3m+k m
sin(4) =1geeft A=+ k- 2 cos(4) =1geeft A=k - 2n
sin(4) =-1geeft A=13n+k - 2n cos(d) =-1geeft A=n+k-2n

Voor 4 kun je elke uitdrukking invullen.
Bij de vergelijking sin(4x — ) =0 is 4 =4x — 1.
Je krijgt 4x —n =k - m, dus 4x = -n+k - m, oftewel x = s+ k- I
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Voorbeeld

Bereken exact de oplossingen.
a sin(2x—im)=1

b cos’(x) —cos(x)=0

¢ sin*(2x)=1

[ cos’(x) betekent (cos(x))> ]

Uitwerking
a sin2x—im)=1

2x—3n=sn+k2n
2x=3m+k-2n Deel alle termen door 2, dus & - 2 wordt & - .
x=gmt+k-m
b cos’(x)—cos(x)=0 Breng cos(x) buiten haakjes.
cos(x)(cos(x)—1)=0 Gebruik 4 - B=0geeft4A=0v B=0,
cos(x) =0 v cos(x) =1
x=%7t+k-1tvx=k-2rr
¢ sin?(2v) =1 Gebruik 42=1geeftA=1vA4=-1.
sin(2x) =1 v sin(2x) =-1
x=sm+k-2mv2x=l3n+k-2n

3
x=}7n+k-:'rvx=5n+k-?r

In voorbeeld c krijg je als oplossing de twee rijtjes x = 31—11 +k-men
= %TC +k -

Uitschrijven van het rijtje oplossingen x =37+ k « @ geett
3 3, 1 1 1
cens *14-75, 37 T, 14-15, 217[,

U1tsck11r1jve:]n v§n hegt rijtj g: oplossingen x =37+ k - @ geett
ceoy = Lg T, = 7T, T, AT, 250, ...

Neem je deze rijtjes samen, dan krijg je
3 1 3 1 1 1 3 1 3 bz b
v —lgm, ~lgm, -3 W, — 3T, W, 3T, Lgw, 13w, 2w, 23w, ... en dit is te
. 1 1
schrijvenals x=g3m+ k- 7.

Soms kun je in opgaven rijtjes oplossingen samennemen, maar dat
is nict verplicht,

Bereken exact de oplossingen.
a sin(3x—1im)=0 ¢ sin’(x) —sin(x)=0

b cos(tx—im)=0 d cos}(2x)+ cos(2x) =0
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Bereken exact de oplossingen,
a cos?(x—im)=1 ¢ sin’(x) —sin(x) =0

b sin?(2x—im)=1 d cos’(2x) — cos(2x) =0

Bereken exact de oplossingen.
a sin(4x—im)=1 ¢ sin’(Gnx)=1

b cos(dnx)=-1 d sin(2x)cos(2x) + sin(2x) =0

Gegeven is de functie f(x) = 2sin(x)cos(2x) met y

domein [0, 2x]. B

In figuur 8.31 zie je de grafiek van fmet de toppen

A(3m, -2) en B(13m, 2). j

a Bereken exact de nulpunten van f. X

b Onderzoek langs algebraische weg of de lijn door 0 \/ \/X
de punten 4 en B de x-as snijdt in een snijpunt
van de grafiek van f met de x-as.

Op de grafiek van fliggen de punten C(;m, 3) en A

D(léﬂ',*% . figuur 8.31

¢ Toon dit aan.

d Onderzoek langs algebraische weg of de lijn door de punten C en D
de x-as snijdt in een snijpunt van de grafiek van f met de x-as.

Gegeven is de vergelijking sin(x) = 3.

a Licht toe dat x =t een oplossing is.

b Waarom is x =2z een oplossing? En x =4 £?
¢ Licht toe dat x =27 cen oplossing is.

. 5 -
d Waarom is x =227 een oplossing? En x =-1¢n?

Theorie B sin(A)= Cencos(A)=CmetC=-1.3,-3,2,-1 332,13
In opgave 53 heb je gezien dat bij de vergelijking sin(x) = 21 y

twee rijtjes oplossingen horen. 1

Omdat sin(:x) =1 is het ene rijtje x =¢7 + - 2m. = 7 ST . in
Omdat ook sin(Cw) =} is het andere rijtje x =21 + k - 2. 2 In

6 %
-1 o 1
i 1 it
De oplossingen +7 en 27 zijn gevonden met de exacte-
waarden-cirkel.

Merk op dat %TC == %’Jt.

figuur 8.32
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Bij het vinden van de rijtjes oplossingen van de %
vergelijking cos(x) = ,; 3 gebruik je figuur 8.33.

Je krijgt

cos(x)=-3\3 geeftx=32n+k - 2nvx=-3n+k-2m

o o

figuur 8.33

De vergelljkmgen sin(4) = C en cos(A4) = C met
C=-33,-312, -5 5,12, 1/3 los je op door uit de
exacte-waarden-cirkel één oplossing B af te lezen.
Daarna gebruik je

sin(A)=Cgeeft A=B+k-2nvA=n—B+k- 2n
cos(A)=Cgeeft A=B+k-2nvA=-B+k 2n

Neem je bij het rijtie x =27 + k - 2 voor k de waarde -1, dan krijg je de
oplossing x=2n— 1+ 2n=2n—2n=-13n

Voor k =3 krijg je de oplossing x =21 +3 - 2n =21+ 6m =621,

Zoek je de oplossingen van de vergelijking cos(2x) = ;— met x in [0, 2x]

dan schrijf je eerst de twee rijtjes oplossingen op.
2x——1:+k 2nv?_x———?r+k 2n

X =7z 1t+k nvx——-at+k T
Het eerste rijtje oplossingen levert y
:_1 _ S : s 1 1n
x=gm+-1"m=-gn nietin [0, 2x] 3
|
x=tn+0-w=tn welin [0, 2n] ‘,
|
1 1 . 57
x=zx+1l-w=lznx welin[0,2x e
o o [ ] G N T
=im+2-mw=2tn nictin [0, 2n] |
: |
Het tweede rijtje oplossingen levert -in

x=-zn+0- 7 =-tn nietin [0, 27] figuur 8.34
x=-gn+1-w=3x welin[0,2n]

=-lg+2 -7 =131 welin[0, 2x]
x=-¢n+3 7 =22x nietin [0, 27]

De oplossingen van de vergelijking cos(2x) = % met x in [0, 27] zijn dus
x=:§7r,x= lé:rc,ngnenxz 1%7:.
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Voorbeeld
a Bereken exact de oplossingen van 2sin(3x) = /3.

b Bereken exact de oplossingen in [0, 2x] van
2c08(2x —37) = /2.

¥
Uitwerking o ol I
i _ ST — -3
a 251n(3x)g\/§ V3
sin(3x)=1./3
3x=3m+k 2mv3x=3n+k-2n o 1
x=$n+k-§nvx=§1t+k-%n
b 2cos(2x —3m)=-\2 y
cos(2x —3m) =-32 !
E
Zx—;—n=%n+k-2nv2x—%n=—%n+k'27: 4:::
|
2x=pn+k-2nv2x=-3n+k-2n ! ;
LL5 2l 1
x=2np+k-nvx=-Zn+k-x IZ\F
|
x in [0, 2n] geeft i
_ 13 __ 313 _ 19 _ 419
x=muvi=lgnvi=gnvx=Iyn

Bereken exact de oplossingen.

B a 2sindx)=1 ¢ 2sin(2x—m)=-/3
b 2cos(x—3m)=1 d 2cos(3x—m)=-1
& Bereken exact de oplossingen in [0, 2x].
B a 2sin2x—m) =2 ¢ sinGx)=12
b 2cos(3x—im)=/3 d cos(3x)=-13

Gegeven is de vergelijking 2sin*(x) = 1.
I:'l @* . . . . 1 . 1
a Licht toe dat uit 2sin’(x) = 1 volgt sin(x) = 3+/2 v sin(x) = -3/2.
b Licht toe dat uit sin(x) =5 /2 v sin(x) =-1 /2 volgt
x=}7:rc+k-27cvx=f—1n+k-vax:*‘flir+k'21rvx=1%:rc+k-27:.
¢ Licht toe dat de vier rijtjes van b te noteren zijn als x=In+k - 3.

d Licht toe dat de oplossing x =7 + k - 37 ook direct uit de exacte-
waarden-cirkel is af te lezen.
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Bereken exact de oplossingen,

a 2cos’(ix)=1 ¢ 4cos’(x+3m)=3

b 4sin(x—im)=1 d 4sin’(x) - sin(x) =0

Bereken algebraisch de oplossingen in [0, 10].

a sin(3nx) =343 ¢ 4sin’(inx)=1

b cos(zmx)=-1./3 d 2cos¥(0,1mx) + cos(0,1mx) =0

Gegeven is de functie f(x)= f% + sin(x — Jﬂt) met domein [0, 3x].

a Schets de grafiek van f.

b Bereken exact de codrdinaten van de punten waar de grafick van fde

lijn van de evenwichtsstand snijdt.

¢ Bereken exact de codrdinaten van de drie toppen van de grafiek.
d De grafick van f'snijdt de x-as achtereenvolgens in de punten 4, B en C.

Bereken exact de afstand tussen 4 en B.
e Losexactop f(x)=-1.

Gegeven is de functie f(x) =|2sin(x)| met D,=[0, 2x].
In de figuur hiernaast is de grafiek van f geplot.
Bereken exact de oplossingen van f(x) > 1.

Bereken exact de oplossingen,
a sin(3x)= sin(éﬂ) b cos(3x)= cos(%rc)

Theorie C sin(A) =sin(B) en cos(A) = cos(B)
Zoals uit sin(3x) = sin(é:rc) volgt
3x=¢m+k-2nv3r=n—in+k-2m

volgt uit sin(3x) = sin(x) dat

Sx=wot ka2 v Q= e T

Zoals uit cos(3x) = cos(é:rc) volgt
3x=gm+k-2nv3r=—gn+k-2m,

volgt uit cos(3x) = cos(x) dat

3x=x+tk 2nviIx==x+tk-2rm

sin(4) =sin(B) geeft A=B+k - 2avA=n—-B+k 2n
cos(A4) = cos(B) geeft A=B+k-2nvA=-B+k 2n

Hoofdstuk 8 Goniometrische functies
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Voorbeeld
a Los algebraisch op sin(x + 1) = sin(2x — 3).
b Bereken exact de oplossingen in [0, 2rt] van cos(3x) = cos(x — JT?T).

Uitwerking

a sin(x + 1) =sin(2x — 3)
2t1=2x—=-3 ks 2xvxtl=g—-Cx—3)+k*2n
x==4d+k - 2mvxt l=x—2x+3+ k- 2n
x=4—k-2nv3x=n+t2+k-2n
x:4+k-2nvx=%n+%+k-%1r Gorvissnssmsimssmsrosisseines

Jemagx=4-k - 2rn ook
schrijven als x =4 + k - 2,
want dit geeft hetzelfde rijtje
b cos(3x) =cos(x — };n) oplossingen,

3x=x—3x+k-2nv3x=-(x—;m)+k-2x
x=-im+k-2nv3x=-x+in+k-2x
x=*én+k-nv4x=}77r+k-27r
x:*§n+k'nvx:s—6ﬂ+k‘]5n

x in [0, 27] geeft

= =1z =l =iy =1L =12
x=gavx=lgnvx=rvisgErvi=Ilgnvi=I13n

Los algebraisch op.

B® g sin(x+ 1)=sin2x +3) d cos(x —57m) = cos(2x)
b cos(2x—1)=cos(x+ 1) e sin(2mx) = sin(m(x — 1))
c sin(2x— %:rc) =sin(x + %n) f cos(%rcx) = cos(n(x — 2))

} Bereken exact de oplossingen in [0, 2x].
BDO* q sin(2x—5m) =sin(x + ;1) b cos(3x +im) = cos(2x — 3m)

Gegeven zijn de functies f(x) = sin(x — ;7) en g(x) = sin(2x — +1) met
* domein [0, 2x].
Los exact op f(x) <g(x).

Gegeven is de functie f{x) = tan(x).
O@%* g Plot de grafick. Neem x tussen 0 en 2x en y tussen -5 en 3.
b De grafiek van fheeft in [0, 2x] twee verticale asymptoten.
Welke lijnen zijn dat, denk je?

- Er geldttan(4) =0 geeft A =k - &
O@* q Licht dit toe.
b Bercken exact de oplossingen van tan(2x — ) = 0.
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Theorie D De tangensfunctie

Je weet dat voor de draaiingshoek « van het punt P(x,, 1) op de

3
eenheidscirkel geldt tan(a) = x—P
P

Bij de draaiingshoek a = ;‘TC is P(0, 1), dus tan(é—:rc) = % en dit bestaat
niet. De lijn x =17 is een verticale asymptoot van de grafick van

[f(x) = tan(x).

Bij de draaiingshoek o = 137 is P(0, -1), dus ook tan(13m) = % bestaat

niet. Ook de lijn x = 137 is een verticale asymptoot van de grafiek van
J(x) = tan(x).

In figuur 8.35 zie je de grafiek van f(x) = tan(x) op het interval [0, 2x].
Daarbij is de volgende tabel gebruikt.

X | 0 |%ﬂ|%n‘%n| T |1J77t 1;-’1t|1%75|27[
| o [ 1 [ - [-1|o | 1] -]-1]0
Het punt (0, 0) is een beginpunt van de v
gratiek. \ / }
| I
—
/ 1‘ - EE
‘ I
1 |
I
I
I
} X
@] \ fis (s
In opgave 66 heb je gezien dat geldt |
tan(4) =0 geeft A =k - . = i
Ook de vergelijkingen tan(4) = C met | /
C=-/3,-1,-3+/3, /3, 1 en /3 zijn !
exact op te lossen. w‘
Je gebruikt de volgende tabel en dat de ] <
gratiek van f(x) = tan(x) periodick is figuur 8.35 De grafiek van f(x) = tan(x) op het
met periode 7. interval [0, 2m].
| 1 1
X 6

T
= B RN E R N

Bij het exact oplossen van de vergelijking tan(4) = tan(B) gebruik je

| tan(4) = tan(B) geeft A=B+k '
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Bereken exact de oplossingen,

a tan(3x—;m) =13 d 3tan(imx) =3
b 1—tanGx)=2 e 2+ /3 tan(zmx)=5
¢ tan(3x)=tan(2x — ;1) f tan(imx)=tanGGm(x — 1))

Op het interval [0, 3x] is gegeven de functie f(x) =2 + tan(3x).
a Geef van de grafick van f'een beginpunt, de periode en de asymptoten,
b Schets de grafiek van f.
¢ De functie heett één nulpunt.
Bereken dit nulpunt, Rond af op twee decimalen,
d De lijn v = 3 snijdt de grafiek van ftwee keer.
Bereken de exacte codrdinaten van deze snijpunten.

Op het interval [0, 4x] is gegeven de functie f(x) =1 — tan(3x).

Geef van de grafiek van f'een beginpunt, de periode en de asymptoten.
Schets de grafiek van f.

Bereken exact de nulpunten van f,

Los exact op f(x) <2.

a N oo

Op het interval [0, 12] is gegeven de functie f(x)=3 + tan(inx).

a Geef van de grafick van f'een beginpunt, de periode en de asymptoten,
b Schets de grafiek van f.

¢ Los algebraisch op f(x) > 4.

d Los op f(x) > x. Rond zo nodig af op twee decimalen,

Los exact de vergelijking sin(2x — %n) =-cos(2x — %ﬂ) op.

De tangensfunctie

De naam tangens komt van het Latijnse woord tangere
dat raken betekent.

Teken je aan de eenheidscirkel een raaklijn in het punt
A(1, 0) en snijdt het tweede been van de
draaiingshoek a deze raaklijn in het punt
B, dan geldt tan(a) = 4B, immers

AB _AB

a T=AB. Zie de ﬁguur

4 B

————|————a

tan(a) =

hiernaast.

1 i
|
I
|
|
X 1 1
Door bij elke hoek « op de x-as het 1Q /1 A O & I

lijnstuk 4B verticaal uit te zetten ontstaat
de grafiek van de tangens. -1
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Terugblik

De vergelijkingen sin(A) = Cencos(A)=Cmet C=-1,0,1
Vergelijkingen van de vorm sin(4) = C en cos(A4) = C met y
C=-1,0, | los je op met de eenheidscirkel. 1
Bij sin(x) = -1 hoort het punt met y-codrdinaat -1 op de

eenheidscirkel, dus het punt (0, -1) en hierbij hoort een

draaiingshoek van 137

Zo krijg je sin(x) = -1 geeft x= 1%1r+k * 2. Hierin is & een o 1"
geheel getal,

Uit cos(4) =0 volgt A =in+k - .

Dit gebruik je bij het oplossen van cos(2x + %T[) =0. 2
Jekrijgt 2x +in=1n+k 7w, dusx =5 +k - im.

De vergelijkingen sin(A) = Cencos(4) = Cmet C=-33,-12,-1.1.5/2.3/3

Vergelijkingen van de vorm sin(4) = C en cos(4d) = C y
metC=—%\/_,—%\/_,—%,%,%ﬁ,%ﬁlosje()pmetde 5 1 :
exacte-waarden-cirkel. e e

Bij sin(x) = 5/3 horen de draaiingshoeken 17 en et

n — +m = 37 Er zijn twee rijtjes oplossingen:

x=sn+k 2nvx=3g+k-2m = ¥
De vergelijkingen sin(A) = sin(B) en cos(A) = cos(B)

Bij het algebraisch oplossen van de vergelijkingen

sin(A4) = sin(B) en cos(A) = cos(B) gebruik je de regels

sin(4) =sin(B) geett A=B+k 2nvA=n—B+k 2nen

cos(4d)=cos(Bygeeft A=B+k-2nvA=-B+k- 2z

De grafiek van f(x) = tan(x)

De grafiek van y = tan(x) is periodiek met v

periode 7. [T T=538 [ | J x50
De grafick heeft in het interval [0, 2x] twee 1 / : b= f?mf:%-/ :
verticale asymptoten. Dat zijn de lijnen x = %1: en ; ! \ !

x=1im. i : i
Bij het tekenen van de grafick van y = tan(x) op ‘ : 7 5 | : 7 &
[0, 2x] gebruik je verder de punten (0, 0), (JTTC, 1 = : 7 : r il
G, -1), (x, 0), (157, 1), (137,-1) en (2, 0). EENE @

Vergelijkingen van het type tan(4) = C met
C=-/3,-1,-1/3,0,%/3, 1 en /3 kun je exact
oplossen.

De vergelijking tan(A) = tan(B) geeft A =B+ k * 7.
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8.4 Herleiden en differentiéren

Gegeven is het punt P op de eenheidscirkel. De v
B@3%* draaiingshock van P is a. Het punt O is het spicgelbeeld 1

van P in de x-as, dus de draaiingshoek van Q is -a. Zie

figyur836. /S __ P

Licht toe dat sin(-a) = -sin(a) en dat cos(-a) = cos(a). :

Gebruik figuur 8.36. -1 0 —

=1
figuur 8.36

Theorie A Goniometrische formules herleiden
In opgave 72 heb je gezien dat sin(-a) =-sin{a) en cos(-a) = cos(a).

Zie figuur 8.37. Het punt P ligt op de cenheidscirkel en de y
draaiingshoek van P is a. Punt R is het beeld van P bij R _1
draaiing om O over ;-:rc, dus de draaiingshoek van R is
a+ 3w en ook geldt xz = -y, en vp = xp. Dus

T
[
1

sin(a + %n) =Vp=Xxp=cos(a) en

cos(a + ;—n) =1x,=-vp=-sin(a).

Door de formule sin(a + 57) = cos(«) te schrijven als
-

figuur 8.37

cos(a) = sin{a + %:rc) is deze te gebruiken om een cosinus

om te zetten in een sinus,

Voor het omzetten van een sinus in een cosinus gebruik je de
formule sin(a) = cos(a — %ﬂ). Deze formule toon je aan in opgave 73.
Verder toon je in deze opgave aan dat sin(a + m) = -sin(a),

cos(a + ) =-cos(a) en sin(a) + cos*(a) = 1.

sin{a)
cos(a)’
Hieronder staan deze formules genoteerd met 4 in plaats van a. Hiermee
geven we aan dat je voor 4 elke uitdrukking kunt invullen.

Uit de definities van sin(a), cos(a) en tan(a) volgt direct tan(a) =

sin(-A) = -sin(A4) cos(-A4) = cos(4) sin2(4) + cos?(4) = 1
-sin(A) = sin(4 + 7) -cos(A4) = cos(A4 + ) e sin(A4)
sin(4) = cos(4 — }m) cos(4) =sin(4 + }m) s cos(A)

R _ s 1
Neem je in de formule cos(4) =sin(4 + 57) voor 4 de Leer de formules dic

uitdrukking 2x — {7, dan krijg je hierboven staan uit je
| hoofd!

cos(2x — ;70) = sin(2x — § + 1) =sin(2x + ;7).
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Voorbeeld

Herleid -cos(2x — %:rc) tot de vorm sin{ax + b).

Uitwerking

-cos(2x — ;ﬂr) = c08(2x — %s'r + 1) =cos(2x + %n) = sin(2x + %7{ = %n) = gin(2x + léﬂ')

[ -cos(4) = :cos(A + 1) ] [ cos(4) = s:in(A +1m) ]

Toon aan met behulp van de eenheidscirkel.

a cos(a— %1{) = gin(a) c cos(a—+m)=-cos(a)

b sin(a + 7)) =-sin(a) d sin’(a) +cos*(a) =1

a Herleid sin(x + é—:rc) tot de vorm cos(ax + b).
b Herleid cos(2x + i) tot de vorm sin{ax + b).
¢ Herleid -sin(3x —37) tot de vorm cos(ax + b).

d Herleid -cos(4x + lé;rc) tot de vorm sin{ax + b).

Herleid.
2 sin’(x) + cos?(x)

c0s *(x)

a (sin(x) — cos(x))?

a Druk sin’(x) + 4 cos(x) uit in cos(x).
b Druk 2 cos’(x) + sin(x) — 2 uit in sin(x).
¢ Druk 2sin’(x) + cos?(x) + cos(x) uit in cos(x).

Je kunt op de GR de grafick van de atgeleide van een

functie plotten door bij v, de formule van de numericke

afgeleide in te voeren. Zie hiernaast,

a Plotin één figuur de graficken van y = sin(x) en zijn
numerieke afgeleide. Neem als domein [0, 27].

b Welke standaardfunctie is vermoedelijk de afgeleide
van f{x) = sin(x)?
Controleer je antwoord op de GR met tabellen.

¢ Plot in één figuur de grafieken van y = cos(x) en zijn
numericke afgeleide.
Wat is de formule van de afgeleide van y = cos(x),
denk je? Controleer je antwoord met de GR.

d Gebruik dat f(x) = sin(x) geeft f(x)=cos(x) en de
regels cos(4) = sin(4 + 37 en -sin(4) = sin(4 + 1) om
aan te tonen dat g(x) = cos(x) geeft g’(x) = -sin(x).

Hoofdstuk 8 Goniometrische functies
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Theorie B De afgeleide van sinus, cosinus en tangens
In opgave 77 heb je het volgende ontdekt.

f(x) = sin(x) geeft f'(x) = cos(x)

£2(x) = cos(x) geeft g'(x) = -sin(x)

In het informatief op bladzijde 167 wordt aannemelijk gemaakt dat
f{x) =sin(x) geeft f”(x) = cos(x). Daarbij is de hoek in radialen
uitgedrukt. Daarom geldt deze regel alleen als x in radialen is uitgedrukt.

Voor het berekenen van de afgeleide van f(x) = tan(x) gebruik je de
) en de quotiéntregel.

(
0s(4)
( )

0s(x)’
cos(x) + cos(x) — sin(x) - —sin(x)  cos*(x) +sin*(x)
cos*(x) - cos(x)

sin
formule tan(4) =

Je krijgt f(x) =tan(x) = Dit geeft

flx)=
Deze afgeleide kun je op twee manieren herleiden.

« Metde formule sin?(A) + cos’(4) = 1 krijg je

J®= COSZ(x)
Uitdelen en de formule tan(A —qm(A)
itdelen en de formule tan(4) = os(A) geeft (Uitdelen
( A+B A B
. cosi(x) sin*(x) sin(x)\2 s W
= o) o (cos (x)) =1+ tan’(x). | ¢ C C

| f(x) = tan(x) geeft f'(x) = en f'(x) = 1 + tan?(x)

1
cos’(x)
Bij het differentiéren van goniometrische functies heb je vaak de
kettingregel nodig.

Bij het differentiéren van f(x) = sin(3x) krijg je
f(xy=cos(3x) + 3 =3 cos(3x).

Bij het differentiéren van g(x) = sin(x*) krijg je
g'(x) =cos(x?) - 3x* = 3x cos(x®).

Bij het differentiéren van A(x) = sin’(x) krijg je
h'(x) = 3(sin(x))* - cos(x) = 3sin?*(x)cos(x).

Met behulp van de formule sin*(4) + cos?(A) =1 is A'(x) uit
te drukken in cos(x). Immers sin’(x) = 1 — cos*(x), dus
h'(x)=3(1 — cos?(x)) - cos(x) = 3 cos(x) — 3cos’(x).
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Voorbeeld
Differentieer.

[frel'=fg+tig

a f(x)=1+2cos(3(x— ]'—27c)) (productregel)
b g(x)=xsin(x) [1]'_11['—1‘;1’

e _ x+cos(x) nll T 2
€ ) sin(x) (quotiéntregel)
d j(x)=x’tan(x)
Uitwerking
a fix)=1+2cos(3(x— ]'—27c)) =1+2cos(3x— in) geeft

f'(x) =-2sin(3x — 17) * 3=-65in(3x — 17) de kettingregel
b g(x)=xsin(x) geett g'(x) =1 - sin(x) +x * cos(x) de productregel

= gin(x) + xcos(x)

X+ cos(x)
c hix)= W geeft
sin(x) - (1 —sin(x)) — (x + cos(x)) * cos(x)
h'(x)=

sin’(x)

de quotiéntregel

_sin(x) — sin’(x) — x cos(x) — cos?(x) _ sin(x) —xcos(x) — 1

sin®(x)

d j(x)=x"tan(x) geeft

sin’(x)

J'(x)=2x + tan(x) + x* - (1 + tan*(x)) = 2x tan(x) + x* + x* tan?(x)

Bereken de afgeleide.
a f(x)=3+4sin(2x —in)
b g(x)=xcos(x)

v x? + sin(x)
€ ha) = cos(x)
Differentieer.

a f(x)=10+16cosGG(x—1)) ¢
b g(x)=x*sin(3x)

Differentieer.

a f(x)=xcos(2x)

b g(x)=2xsin(3x— 1)

Hoofdstuk 8 Goniometrische functies

d k(x)=cos’(x)

e /(x)=x+3sin%*(x)

., . cos(x)
LS
HCe) = sin(x)

X+ 508(%)

d j(x)=2sin’*(x)

xsin(x)

E AR x + sin(x)

d j(x)=1+2cos*(x)
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a Differenticer f(x) =23 tan(2x),

MOk 3 2 sin(x)
b Toon aan g(x) = tan*(x) geeft g'(x) =

cos’(x)’
Bereken de afgeleide.
OO* g f(x)=_cos’(x) ¢ h(x)=/sin(x)
b g(x)=cos(x’) d j(x) = cos’(x) — sin’(x)

a Toon aan f(x) = sin’(x) + sin(x) geeft /"(x) = 4 cos(x) — 3cos’(x).
O@* p Druk de afgeleide van g(x) = sin?(x) cos(x) uit in sin(x).
tan(x) sin(x)

¢ Toon aan A(x) = sm—(r) geeft h'(x) =

cos*(x)’

) ) _ 3cos(x)
A Gegeven 1s de functie f(x)= s ‘
-6sin(x) + 3
(2 — sin(x))*’
a Toon aan dat deze afgeleide juist is. y

In de figuur hiernaast zie je de grafiek van /) Het

punt 4 is een snijpunt van de grafick met de x-as. /

b Stel langs algebraische weg de formule op van A ; | x
6]

de raaklijn k van de grafick in 4. % en
¢ Bercken exact het bereik van f,

met domein [0, 2x].

De afgeleide is te herleiden tot /(x) =

figuur 8.38

Gegeven zijn de functies f,(x) = cos*(x) + cos(x) + p
* met domein [0, ).
Bereken exact voor welke p het minimum van f, gelijk is aan 1.

De afgeleide van f(x) = sin(x)

We maken als volgt aannemelijk dat de regel y
[f(x) =sin(x) geeft f'(x) = cos(x) geldt. 1
Hiernaast is in de eenheidscirkel de draaiingshoek van

punt 4 gelijk aan x en van punt B gelijk aan x + A.

Uit de definitie van de radiaal volgt dat B
booglengte AB = h. cB\A
Voor kleine waarden van £ is ]
booglengte 4B = lijnstuk AB en ZABC ~x. ;

§x 5
Met de definitie van de afgeleide krijg je f(x) = sin(x) 0 2 N"

. sin(x + k) —sin(x L Yg—Y . Yg—¥
geeftf’(x)=lhmo ( ; x) _ 2BV s~ Yc
' —>

h—0 h _h%booglengteAB

—mBC -
Hfzg%lijnsrukAB J}ILI}JCOS(LABC) cos(x).
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Terugblik

Goniometrische formules herleiden

sin{-A) = -sin{4) cos(-A4) = cos(A)
-sin(A) = sin(4 + m) —cos(A4) =cos(4 +m)
sin(4) = cos(4 — 17) cos(A) =sin(4 +17)
o 5 sin(4)
sin“(4) + cos“(4) =1 tan(4) = SoR )

Met de formules hierboven is -sin(2x + ;7) te herleiden tot de vorm
cos(ax + b).

Je krijgt ~sin(2x + ;1) = sin(2x + 1370) = cos(2x + 37).

Ook kun je 2 sin*(x) + 3 cos(x) vitdrukken in cos(x).

Je krijgt

2 sin%(x) + 3 cos(x) = 2(1 — cos*(x)) + 3 cos(x) =2 — 2 cos*(x) + 3 cos(x).

Afgeleide van sinus, cosinus en tangens
f(x) = sin(x) geeft f(x) = cos(x)
g(x) = cos(x) geeft g'(x) =-sin(x)

h(x) = tan(x) geeft h'(x) = coslz &

=1 +tan’(x)

Bij het berekenen van de afgeleide heb je vaak de kettingregel nodig.
F(x) = cos(4x) geeft f'(x) = -sin(4x) - 4 =4 sin(4x)

g(x) = cos(x*) geeft g'(x) = -sin(x?) - 4x> =-4x3sin(x*)

h(x) = cos*(x) geeft h'(x) = 4 cos*(x) * —sin(x) = -4 sin(x) cos’(x)

De productregel en de quotiéntregel
Bij het differentiéren van f(x) =x*sin(x) heb je de productregel nodig.
Je krijgt f(x) = 3x? * sin(x) +x° - cos(x).

sin(x)

Bij het differentiéren van g(x) = m

(x* + sin(x)) - cos(x) — sin(x) - (3x% + cos(x))
(x* + sin(x))*

Je krijgt g'(x) =

_ x’cos(x) + sin(x) cos(x) — 3x sin(x) — sin(x) cos(x)
B (x* + sin(x))>

_ x?cos(x) — 3x*sin(x)
(@ +sin())?

Hoofdstuk 8 Goniometrische functies

heb je de quotiéntregel nodig.
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Eindopdracht Formules bij
tijdvereffening

In de beginopdracht heb je gezien dat de tijdveretfening wordt

veroorzaakt door twee verschijnselen.

1 De aarde draait in een licht elliptische baan om de zon,
Daardoor beweegt de zon in januari iets sneller aan de

hemel dan in juli. E
In de figuur hiernaast is het gevolg hiervan grafisch ol
weergegeven, De grafiek is een sinusoide, 1(5) i

+ Stel de formule op van deze sinusoide. Neem daarbij 0
de tijd 7 in dagen met 7 =0 op 1 januari. Gebruik dat s T
de afwijking nul is op 3 januari en op 4 juli en dat de ASF
maximale afwijking 7,6 minuten is, feb apr jun aug okt dec

1I De schuine stand van de aardas ten opzichte van het baanvlak van de aarde.
Aan het begin van de zomer en aan het begin van de winter is de aardas
naar de zon toe gekanteld en is de baan van de zon vrijwel van oost naar
west gericht. Het duurt dan relatief lang voordat de aardrotatie deze
beweging inhaalt. Aan het begin van de lente en aan het begin van de
herfst staat de aardas scheef voor de zon. Nu wordt de baanbeweging
sneller ingelopen door de draaiing van de aarde om zijn as.

Ook bij deze invloed hoort een sinusoide die het verband A
aangeeft tussen de tijd 7 in dagen met =0 op 1 januari 151
en de afwijking in minuten. Zie de figuur hiernaast. - /\ /\
» Stel de formule op van deze sinusoide. Gebruik dat de fg i \/ \/f
maximale afwijking 10,0 minuten is en dat op 21 0t
maart, 21 juni, 22 september en 21 december de e
afwijkjng nul is. feb apr jun aug okt dec
De tijdverettening S krijg je door de som van deze twee S
verschijnselen te nemen, 15k
+ Gebruik de somformule S = £ + A4 om te berekenen op o7
welke data de tijdvereffening een maximum en een 0
minimum bereikt. Hoeveel minuten zijn deze extremen? | 8
-15

feb apr jun aug okt dec

10 10121
[i]ibd

De zonnewijzer op de Grote Kerk in Enschede.
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Diagnostische toets

8.1 Eenheidscirkel en radiaal

| De hockpunten van de gelijkzijdige drichock 4ABC y
liggen op de eenheidscirkel. De draaiingshoek a is 40°. 1
Zie figuur 8.39. A
Bereken de codrdinaten van de punten 4, B en C.
Rond af op twee decimalen. h

Y T
| De punten P en Q liggen op de cenheidscirkel waarbij
xp=-0,33, y5=0,22 en ZPOQ scherp is.

Bereken beide mogelijkheden voor ZPOQ. Geef het

; ; ; figuur 8.39
antwoord in radialen en rond af op twee decimalen. .
| Geef de exacte waarde van x.
a sin(x)=-3met-sr<x<ixm d x=sin(l3m)
b x=cos(;7) e sin(x)=3\3enzn<x<lzm
c cos(x)=;-en %n <x=<2n f x=cos(1§n)

8.2 Sinusoiden

@ Geef van de grafiek de evenwichtsstand, de amplitude, de periode en de
codrdinaten van een beginpunt.
a f(x)=-4+3,1sin(x +37)

b g(x)=23.4—4cos(5(x —0,4))

- a Tcken de grafick van f(x)=-2 — 3sin(x + %n) met domein [0, 4x].

b Teken de grafick van g(x) =1 + 3 cos(37x — m) met domein [0, 10].

" In figuur 8.40 is cen sinusoide getekend. v 7 7
Stel bij de sinusoide een formule op van - |
de vorm /N /N
a y=a+bsin(c(x—d)) meth>0 e 17 20\ a0 | 47 [ s0\ 2
b y=a+bhcos(c(x —d)) meth >0 T A TN [/ \
€ v=a+bhsin(c(x—d)) metbh<0 _2OJ \\/ N
d v=a+bcos(c(x —d)) meth <0 =2 '
fignur 8.40
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8.3 Goniometrische vergelijkingen
Bereken exact de oplossingen.
a sin(2x—im)=-1 ¢ cos(limx) - (cos(2mx) + 1)=0

b cos(2x+3m)=0 d sin’(G7x) +sin?(Gx) =0
| Bereken exact de oplossingen in [0, 2r].
a 4sin(2x+in)=2.2 ¢ dcosi(3x)=2

b cos(x—m)=-1+/3 d sin?Gx+ 1im)=3

"1 Gegeven is de functie f(x)=-1+ 2 cos(x — 31) met domein [, 3x].

a Bereken exact de codrdinaten van de punten waar de grafiek van /
de lijn van de evenwichtsstand snijdt.

b Bereken exact de codrdinaten van de toppen van de grafiek van f.

¢ De grafiek van f'snijdt de x-as van links naar rechts in de punten
A,B,CenD,.
Bereken exact de afstand tussen B en C.

d Los exactop f(x) >-1+/3.

|| Bereken exact de oplossingen.

a sin(2x +5m) = sin(x — ix) ¢ tanGrx)=-33

b cos(x —¢m) = cos(dx +37) d tan(2x —1m) = tan(x + 7
" Op het interval [0,27] is gegeven de functie f(x) =2 — tan( 1%x).

a Geef van de grafick van f'een beginpunt, de periode en de asymptoten,

b Schets de grafick van f.

¢ Los algebraisch op f(x) < 3.

8.4 Herleiden en differentiéren
77 a Herleid sin(2x — 7) tot de vorm cos(ax + b).

b Herleid —cos(5x + 137) tot de vorm sin(ax + b),

¢ Druk (sin(x) — cos(x)) * (sin{x) + cos(x)) - cos(x) uit in cos(x).
‘£ Differentieer.

a f(x)=xsin(4x) ¢ hx)=>5sin’(x)

sin(2x)

b g(x)= pEm—— d j(x)=tan(x’)
. . sin(2x)
.. Gegeven is de functie f(x)= m

Op de grafiek van fligt het punt 4 met x, = 7.
Stel langs algebraische weg de formule op van de raaklijn & van de
grafiek in 4.
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Gemengde opgaven

5 Machten, exponenten en logaritmen

a Schrijf zonder negatieve en zonder gebroken exponenten.

13 3 =
a b (81p7) 7 i ad
(4a) s
b Schrijf als macht van x. -
2 &7 5 ol
By Bl BfE X
w3 B af3

. a Schrijf y= (;\/xjy in de vorm y = ax”.
%

b Schrijf v = (}T)z*% inde vorm y=5 - g*.

¢ Schrijf y =4x"5 - (3x*)? in de vorm x =ay®. Rond zo nodig af
op twee decimalen,
d Schrijf 4=6+2,/38+2 inde vorm B=ad>+bA +c.

Los exact op.

a (F-H2r-16)=0  d 5-25%1+6=56

b la-5)k=4 e Jlog(3* ! +5)=2

c x4 _oxt3o 16\/5 f o223 4o tS = 168

Gegeven zijn de functies f(x}=-2+ /6 —3x en g(x) =3 — \/4x + 10.
a Hoe ontstaat de grafick van fuit de grafick van y = \/x?

b Schets de graficken van f'en g in ¢én figuur,

Los op f{x) = g(x). Rond zo nodig af op twee decimalen.

d Losop f{x)—g(x)< f; Rond zo nodig af op twee decimalen,
e Welke waarden necemt f(x) aan voor x >-10?

m

| Los exact op.

o (x-5)i=x5 d 47+48=27"4
b (x*+9) 332 +9=81 e ‘logix? - Jx—7)=2
¢ (V3r'2=93 f 563" =5

172  Gemengdeopgaven ® Noordhoff Uitgevers by




x+1

Gegeven zijn de functies f(x)=0,4-2" 2—4enh(x)=5-0,2-3?
a Hoe ontstaat de grafiek van f'uit een standaardgrafiek?

De grafiek van & wordt 6 naar rechts en 4 naar beneden geschoven.

Zo ontstaat de grafick van de functie A(x)=a+b - g*,

b Berecken exacta, beng.

¢ Schets de grafieken van f'en / in één figuur.

d Los algebraisch op f(x)>4.

e De lijn x = p snijdt de grafiek van f in het punt 4 en de grafick van A
in het punt B.
Bereken voor welke p de lengte van het lijnstuk 4B gelijk is aan 3.
Rond af op twee decimalen.

I Voor welke g heeft de vergelijking f{x) =g één oplossing en de
vergelijking A(x) = g geen oplossing?

Op de grafieken van f(x)=+/2x —4 en g(x) = \x + 1 wordt eerst de

vermenigvuldiging met @ ten opzichte van de y-as toegepast en
vervolgens de translatie (0, b).

De beeldgraficken gaan door het punt 4(4, 5).

Bereken exact a en b.

De planeet Saturnus heeft veel manen. Tn de grafick T in dagen

van figuur G.1 is voor drie van die manen het verband i

tussen de omlooptijd 7 in dagen en de straal R van ) / bedlo ]

de baan in 10° km af te lezen. | | | | /Rhea(528; 45 |

Sterrenkundigen hebben aangetoond dat 7'=a - R'. o A e

Uit de gegevens in de figuur volgt dat a, afgerond i ‘Te{hys 2 gé_ 1’ 9)’

op twee decimalen, gelijk is aan 0,37. / TR T T B

a Toon dit aan. o "5 0 1

b De baan van de maan Tapetus heeft een straal van i G x10° km
3,56 - 10° km. st

Hoeveel dagen is de omlooptijd?

¢ De straal van de baan van de maan Titan is 2,3 keer de straal van de
baan van de maan Rhea.

Hoeveel keer zo groot is de omlooptijd?

d Schrijf de formule 7=0,37R'? in de vorm R=p - T9, Rond p en g af
op twee decimalen.

e In 1980 heeft de Voyager enkele tot dan toe onbekende manen van
Saturnus gefotografeerd. Van een van deze manen, de 19805.27, is de
omlooptijd 15 uur.

Bereken de straal van de baan.
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Gegeven zijn de functies f(x) =2 +3log(2x +4) en

2(x) =3 —"log (8 — x).

a Bereken van beide functies het domein en geef de formule van de
asymptoot van de grafick.

b Schets de grafieken van f'en g in één figuur.

Los algebraisch op f(x) < 5.

d De lijn y =2 snijdt de grafick van /" in het punt 4 en de grafick van g
in het punt B,
Bereken algebraisch de lengte van het lijnstuk 45.

(]

. Uit onderzoek is gebleken dat er voor zoogdieren een verband bestaat

tussen de levensverwachting en het gewicht. De bijbehorende formule is
L="7,5G"®, Hierin is L de levensverwachting van de diersoort in jaren
en G het gemiddelde gewicht in kg van volwassen exemplaren.
a De ijsbeer heeft een levensverwachting van 34 jaar,

Bereken algebraisch het gemiddelde gewicht in gehele kg.

Onderzock wees uit dat er ook een verband bestaat tussen de gemiddelde
hartslag /7 in slagen per minuut en G. De bijbehorende formule is
H=280G%%.
b De spitsmuis heeft een hartslag van 900 slagen
per minuut,
Hoeveel hartslagen heeft cen spitsmuis naar
verwachting in zijn gehele leven?

Een bioloog beweert dat uit de formules volgt dat

elk zoogdier in zijn totale leven ongeveer evenveel

hartslagen heett.

¢ Licht toe dat dit betekent dat L - /7 voor elk i
zoogdier hetzelfde getal is en bereken dit getal. .L

6 Differentiaalrekening

Differentieer.
X —5x2
a flx)=

X6

b g(x)=4x3'\/;— 34
3

¢ h(x) = (x\x +2)*

B

Gegeven zijn de functies f,(x) =x* +px’ + I+ 4x+ 1.

a Bercken exact voor welke p de grafick van f, twee buigpunten heeft.

b Bercken voor welke p de grafick van f, drie raaklijnen heeft die
evenwijdig zijn met de lijn &: y = 4x.
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X
¥+ 4 Yoo
Toon met de afgeleide aan dat de functie f extreme
waarden heeft voor x=1 en x =-1.

Gegeven is de functie f(x)= 3x1; 9. y

Gegeven is functie f(x) =

a Bereken exact de extreme waarden van f.
b De grafick van f heeft twee raaklijnen met
richtingscoétficiént 24.

Bereken exact de cordinaten van de raakpunten. f——— .
¢ Bercken exact voor welke a de parabool v =ax? de ]
grafiek van f raakt.
figuur G.2

a Gegeven is de functie f(x)=x7+ /x? +4x,
3x% + 1022

JeE+ax
2

. . X
b Gegeven is de functic g(x) = —\/m

Toon aan dat f'(x) =

Toon aan dat g'(x) = &
(x + 4)y/x? + 4x
) ) _ Sx
¢ Gegeven is de functie A(x) = T s 2
. e 5 5x(4 —5x)
oon aan dat 2'(x) = = = S 2

Gegeven zijn de functies f,(x) =x +px* —3x + 8,

a De functie f, heeft een extreme waarde voor x =~ 1
Bereken exact p en de andere extreme waarde.

b De grafick van f, heeft buigpunt 4 met x, = 1.
Bercken exact y,.

¢ Delijn k: y =-3x + 12 raakt de grafiek van f,.
Bereken exact de waarde van p.

d Stel de formule op van de kromme waarop alle toppen
van de graficken van f, liggen.
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3 32— 2x
Gegeven is functie f(x) = % y
X
. . S — Bp—2
De afgeleide van f'is f'(x)=——F—.
g Jis fx) 25
a Bewijs dit.
b Bereken exact het minimum van f.
¢ De grafick van f'snijdt de x-as in het punt A.
De lijn k snijdt de grafiek van f loodrecht in 4.
Toon aan dat x + 3y\/§ =2 een vergelijking van & is.

d De lijn m met richtingscoéfficiént 165 raakt de grafiek O —
van f in het punt B.
Stel de formule op van m. figuur G.3
Gegeven is de functic f(x)=/9 -2 +3x2 -2, y _
Bereken algebraisch het bereik van f. .
1o} X
figuur G.4

Gegeven zijn de functies f,(x) :x\/i + p\/;.

a De lijn k: y = Sx + g raakt de grafick van f, in het punt 4 met x, =4.
Bereken exact de waarde van g.

b Stel de formule op van de kromme waarop alle toppen van de
grafieken van f, liggen.

¢ Bereken algebraisch voor welke p de grafick van f, een top heeft
mﬂt }’tO[J = _2'

Gegeven zijn de functies f(x)=(x+ 1)\J4x* +1en g (x)=4+ ﬁ

De grafick van f snijdt de y-as in het punt 4 en de grafick van g, snijdt

de y-as in het punt B.

De lijn & raakt de grafiek van f'in 4.

De lijn / raakt de grafiek van g, in B.

Bereken algebraisch voor welke @ de lijnen & en / elkaar

a loodrecht snijden

b snijden op de x-as.
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Gegeven is functie f(x) = % met domein {0, —).

Op de grafiek van f ligt het punt P met x,=p.
Voor de lengte L(p) van het lijnstuk OP geldt ;
Lp)= P+
a Toon dit aan. o X
b De lijn & raakt de grafiek van f'in het punt P waarvoor de
lengte van het lijnstuk OP minimaal is.
Onderzoek algebraisch of £ en OP loodrecht op elkaar staan.

)
.
De top van de grafiek van fis te schrijven in de vorm (3/a, by/a).
Bereken exact a en b.

figuur G.5

Gegeven is de functie f(x)=

10x+p
41
De lijn k: v =2 x + ¢ snijdt de grafick van Jf, loodrecht in het punt 4
met x, = 1.
Bereken exact p en q.

Gegeven zijn de functies f,(x) =

7 Meetkunde met codrdinaten

De lijn £ snijdt de assen in de punten (2p + 1, 0) en (0, 5).

De liyn 7 snijdt de assen in de punten (2, 0) en (0, g + 2).

a Voor welke p ligt het punt 4(2, 3) op £?

b Voor welke p en ¢ zijn k en / evenwijdig met de lijn m: y =-2x + 37
¢ Voor welke p en g vallen £ en / samen?

Gegeven zijn de punten 4(-3, 4), B(L, 6) en C(0, -1).

a Stel vergelijkingen op van de lijnen & die afstand 2 hebben tot 4 en
door B gaan,

b Stel vergelijkingen op van de lijnen / dic afstand 2./5 hebben tot de
lijn AB.

¢ Bereken de codrdinaten van de punten op de lijn AB die afstand 5
hebben tot de lijn m: 3x +4v =28,

d Bereken de hoek tussen de lijnen AB en AC. Rond af op één decimaal.

Gegeven zijn de lijnen k&: y=px+1en/l 2x+y=3,

a Ncem p=-3 en bereken Z(k, [). Rond af op één decimaal.
b Bereken p als gegeven is dat Z(k, I) = 15°. Rond af op drie decimalen.
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Gegeven zijn de punten A(p, 5) en B(5p, 2p + 3).

Voor de afstand tussen 4 en B geldt d(4, B) = /20p*> — 8p + 4.

a Toon dit aan.

b Bereken langs algebraische weg voor welke p de afstand tussen 4 en
B groter is dan 4,/29.

¢ Bereken exact voor welke p het midden M van het lijnstuk 4B op
afstand 8 van de cirkel ¢: x> +)* = 16 ligt.

d Van de cirkel d is A8 een middellijn.
Onderzoek op algebraische wijze of er een waarde van p is waarvoor
d door de oorsprong gaat.

Gegeven is de lijn &: 3x —4y =6,

a Stel een vergelijking op van de cirkel ¢ met middelpunt M(8, 2) die &
raakt.

b Stel vergelijkingen op van de lijnen / die afstand 3 tot £ hebben.

¢ Bereken de codrdinaten van de punten 4 en B op de lijn m: y =x die
afstand 4 tot £ hebben.

Om een vergelijking op te stellen van de cirkel die door de punten 4, Ben C

gaat kun je het volgende werkschema gebruiken.

| Stel een vergelijking op van de lijn £ die 4B loodrecht snijdt in het
midden van lijnstuk 4B,

2 Stel een vergelijking op van de lijn / die AC loodrecht snijdt in het

midden van lijnstuk 4C.

Bereken de codrdinaten van het snijpunt M van k en /.

Bereken d(M, A).

Geef de vergelijking van de cirkel.

Licht bovenstaand werkschema toe.

Stel een vergelijking op van de cirkel ¢ door de punten A(6, 8),

B(7,1)en C(-2, 4).

oa unksWw

Gegeven zijn de cirkel c: x2 +3?2 —2x — 6y +5=0

met middelpunt M en het punt A(5, 0). De lijnen &

en / gaan door 4 en raken c.

a Stel vergelijkingen op van £ en /.

b Bereken Z(k, /). Rond af op één decimaal.

¢ De cirkel d raakt de x-as en gaat door 4 en M,
Stel van d een vergelijking op.

figuur G.6
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Gegeven zijn de cirkel ¢;: x2 + )7 —8x — 4y + 15 =0,
de lijn k: 2x —y =21, het punt A(15, 9) op & en het
punt B(1, -1). Van de cirkel ¢, is AB een middellijn.
a Stel vergelijkingen op van de lijnen / die
loodrecht staan op & en ¢ raken.
b Onderzoek op algebraische wijze of
d(4, ¢,)> 2% d(k, c,).
¢ Bercken exact d(c,. c,).

figuur G.7

Gegeven zijn de punten 4(4, 2) en B(4, 0), en de cirkel c: x* +* = 10.

a Stel vergelijkingen op van de lijnen & met richtingscoéfficiént 3
die ¢ raken,

b Stel vergelijkingen op van de lijnen / die door 4 gaan en ¢ raken.

¢ Bereken de hoek tussen de lijnen m, en m, die door B gaan en ¢ raken.
Rond af op één decimaal.

Gegeven is de cirkel c: x* +1? — 6x — 41y =0.

a De punten 4 en Bmetx, =x,=35eny, >y, liggenop c.
De lijn k raakt ¢ in 4 en de lijn / raakt ¢ in B,
Stel van k en van / een vergelijking op.

b Stel vergelijkingen op van de lijnen m die ¢ raken en evenwijdig zijn
met de lijn n: 3x + 2y =10,

Gegeven zijn de lijn &: 4x + 3y =9 en de cirkel y
c:x?+32+8x=0.

k
De cirkel d is de kleinste cirkel met middelpunt op c \
k die ¢ raakt.
Stel een vergelijking op van d.
X

figuur G.8

De cirkel met middelpunt O en straal » raakt de lijn &
die de assen snijdt in de punten (2r, 0) en (0, 4).
Bereken r.
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In de figuur hiernaast zijn in een assenstelsel de y
cirkels ¢, en ¢, getekend.
Het middelpunt M van ¢, ligt op de y-as en de
straal van ¢, is . Het middelpunt van ¢, is N en
de straal is s.
Er geldt > s.
De cirkels raken de x-as in de punten O en P.
De cirkels raken clkaar.
a Neem r=9 en s =4 en bereken exact de
oppervlakte van vierhoek OPNM. figuur G.9
b Toon aan dat de oppervlakte van vierhock
OPNM gelijk is aan (r+ 5)\/rs.
¢ Voor welke » en s geldt dat MN =25 en OP = 157

Gegeven is de lijn k: y =-15x+ 4.

De middelpunten M en N van de cirkels ¢, en ¢,
liggen op £.

c, raakt de y-as en de straal van ¢, is 3,

¢, raakt de x-as en de straal van ¢, is 4.

Zie de figuur hiernaast.

De lijn / staat loodrecht op & en er geldt

d(l, ¢) = d(l, c,).

Stel algebraisch cen vergelijking op van /.

figuur G.10
8 Goniometrische functies

| De hoekpunten van drichoek ABC liggen op de
eenheidscirkel zo, dat de cirkelbogen AB en BC lengte 2
hebben. De draaiingshoek van het punt 4 is 30°. Zie figuur
G.1L.
Bereken de codrdinaten van de punten 4, B en C, Rond zo
nodig af op twee decimalen.

figuur G.11
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Op de eenheidscirkel liggen de punten 4, Ben C. y
Gegeven is a =3nrad, x,=-3/2 eny = -+ rad. 1
Zie figuur G.12.

Bereken exact

a de codrdinaten van A4 *\f’-
de codrdinaten van C T T
£ in radialen o
de lengte van de langste cirkelboog BC.

f G

B M

fignur G.12

Teken de grafick van de functie f(x) =1 — sin(mx + 17)
met domein [0, 3].

Teken de grafiek van de functie g(x) =3 + 3 cos(2x — )
met domein [-w, .

Stel bij de sinusoide in figuur G.13 een formule
op van de vorm

a N=a+bsin(c(t—d)) metb<0 ’zi : |
b N=a-+bcos(c(t — d)) met b>0. 1N /\ , /\
| /1

N V1T I\
\[ [/

EAV/ERS

~
[8)]
o]
~J
b
||

figuur G.13
In figuur G.14 is cen sinusoide getckend. v
a Hoe ontstaat deze sinusoide uit de |
grafiek van y = sin(x)? 5 }
b Hoe ontstaat deze sinusoide uit de T 1 /]
grafiek van v = cos(x)? = 7 | NI
— | '
\ \
i | | LI | S . v 1
L | |
moom 3mo2n 2m 3NGn S
w |

figuur G.14
Bereken exact de oplossingen.
a sin’(x+in)=1 d sin(3mx + 7 - (cos(mx) — 1)=10
b cos(2x—3m) - sin(2x —17) =0 e tan’(my) = tan(mx)
¢ tan(2x —37) = tan(3x + 570) f sin(2x + ;1) = sin(x — 7)
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Bereken exact de oplossingen in [0, 27].

a sinz(%x + }Ts-r) = % c cos?(x) — é— cos(x)=0

b tan’(x)=3 d cos(2x) — cos(zx) =0
Bereken exact de oplossingen in [0, 5].

a cosGm(x—1))=33 ¢ tan(3mx)+3=0

b sin(3mx) =sin(3n(x — 1)) d sin’(tmx) =143 - sin(3mx)

Gegeven is de functie f(x) =2 —4sin(2x — %n) met domein [0, 27].

a Bercken exact de codrdinaten van de punten waar de grafick van [
de lijn van de¢ evenwichisstand snijdt.

b Bereken exact de codrdinaten van de toppen van de grafiek.

¢ Losexact op f(x) =2 —4sin(x).

a Herleid -cos(2mx — }T;rc) tot de vorm sin{ax + b).

b Herleid -sin(2(x + 137)) tot de vorm cos(ax + b).

¢ Toon aan dat sin(2x + %n) —2s8in(2x — %n) te herleiden is tot
3 cos(2x + 7).

cos(2x — %n . . i

d Toon aan dat ——————— te herleiden is tot tan(2x + gm).
sin(2x + 3m)

Ditterentieer.

a f(x)=x""sin(3x— i) d f(x)=x2—

tan’ (x)

e f(x)=1/2sin(x) + 3 cos(x)

5
t /0=7 sin(x) + 3 cos(x)

X
R A= 2 + cos(x)

¢ f(x)=x%"cos’(x)

cos (x)

Gegeven is de functic f(x)= m met domein [0, 27].
De afgeleid is te herleid () = L= 28im)
e afgeleide van f is te herleiden tot f'(x) = @+ sin@)

a Toon aan dat deze afgeleide juist is.

Op de grafiek van f ligt het punt 4 met x, = 37.

b Stel langs algebraische weg de formule op van de raaklijn &
van de grafick in 4.

¢ Bereken exact het bereik van f.
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Overzicht GR-modules

Module

Berekeningen op het basisscherm

+ Eenvoudige berekeningen met onder andere mintekens,
haakjes en tussenstappen

* De toets Ans en fouten verbeteren

+ Breuken invoeren, vermenigvuldigen en delen

* Decimaal getal omzetten in breuk

vwo B deel 1
hoofdstuk 1
bladzijde 14

Formules, grafieken en tabellen vwo B deel 1

+ Formules invoeren en grafieken plotten hoofdstuk 1

« Functiewaarden berekenen op het grafickenscherm en op het bladzijde 42

basisscherm

¢ Tabellen maken en de tabelinstelling veranderen

Toppen en snijpunten vwo B deel 1

« Toppen en snijpunten van graficken hoofdstuk 1

+ Berekenen van nulpunten bladzijde 42

Helling vwo B deel 1

¢+ De richtingscoétficiént van een raaklijn hoofdstuk 2
bladzijde 66

Het gebruik van Ans en lettergeheugens vwo B deel 1

* De toets Ans hoofdstuk 3

* Het gebruik van lettergeheugens

bladzijde 100

Allerlei
* Specificke mogelijkheden van het merk/type GR
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Overzicht routes

5 Machten, exponenten en logaritmen

5.1 Machten met negatieve en gebroken exponenten
opgave 1234|567 |89 (10|11
L1 basis
®© midden
* uitdagend

12(13|14|15|16|17|18|19|20|21 |22

5.2 Machtsfuncties en wortelfuncties

opgave 23|24(25/26(27|28(29|30|31 |32
L1 basis

© midden
* uitdagend

33(34(35]36(37|38|39|40 |41 (42|43 |44

5.3 Exponentiéle functies

opgave 45|46 |47 |48 |49 |50 |51 |52 (53|54|55]|56
L1 basis

© midden
* uitdagend

57(58(59|60|61|62|63|64|65|66
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5.4 Logaritmen

opgave 676869 |70 (7172|7374 |75|76|77 78|79
01 basis

@®© midden
* uitdagend

80|81 |82|83|84

6 Differentiaalrekening

6.1 Toppen en buigpunten
opgave 1234567 [8|9]10

L1 basis
® midden
* uitdagend

11 (12|13 |14|15|16(17

6.2 De afgeleide van machtsfuncties

opgave 18|19 (20|21 |22(23|24(25|26|27
01 basis

© midden
* uitdagend

28 (29 |30(31(32|33|34|35|36|37|38]|39
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6.3 De kettingregel

opgave 40 (41|42 |43 (44 |45(46|47 48|49 (50|51 |52
01 basis

@ midden
* uitdagend

53|54|55|56|57|58|59|60|61

6.4 Functies met parameters
opgave 6263|64|65(66(67|68|69|70(71|72|73
L1 basis

© midden
* uitdagend

7417576777879 |80 | 81|82 |83 |84

7 Meetkunde met codrdinaten

7.1 Lijnen en hoeken

opgave L{2|3[4|5|6|7|8|9|10[11|12(13|14|15|16]17
01 basis

© midden
* uitdagend

7.2 Afstanden bij punten en lijnen

opgave 1819|2021 |22 (23(24|25|26|27 (28|29
L1 basis

© midden
* uitdagend

3031(32)33|34|35|36|37|38
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7.3 Cirkelvergelijkingen

opgave 39140 (41|42 (43|44 (45|46 |47 48|49 |50
01 basis

@®© midden
* uitdagend

51[52|53|54|55]|56

7.4 Afstanden en raaklijnen bij cirkels
opgave 5715859 60|61 |62|63|64|65|66|67|68|69

L1 basis
® midden
* uitdagend

707117273 |74|75|76

8 Goniometrische functies

8.1 Eenheidscirkel en radiaal

opgave 1123 (4|5|6|7|8|9|10]|11]12(13|14
01 basis

© midden
* uitdagend

15|16 (17|18 (19|20 |21 (22|23 |24 |25
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8.2 Sinusoiden

opgave 26|27(28|29(30|31|32|33|34(35|36|37|38|39(40
01 basis

@®© midden
* uitdagend

4142 (4344|4546 |47

8.3 Goniometrische vergelijkingen
opgave 48 49 (50| 51|52 |53 [54(55|56|57|58(59(60
L1 basis

© midden
* uitdagend

616263 |64|65]|66|67|68|69|70]|71

8.4 Herleiden en differentiéren

opgave T273 (7475767778 |79 |80 |81 |82 |83 |84 |85
L1 basis

@© midden
* uitdagend
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