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Voorwoord

Aan de docent,

Het boek vwo B deel 3

Samen met de delen 1, 2 en 4 van vwo wiskunde B bevat dit boek de leerstof van
het programma vwo wiskunde B, zoals dat met ingang van 2015 is vastgesteld.
De totale studielast van het vak vwo wiskunde B is 600 uur. De delen 1, 2, 3 en 4
bevatten samen 17 hoofdstukken.

Deel 3 is bestemd voor het vijfde leerjaar. Afhankelijk van de verdeling van de
studiclast over de leerjaren vier, vijf en zes zal in het vijtde leerjaar eerst vwo B
deel 2 moeten worden afgehandeld. Na deel 3 wordt in het zesde leerjaar nog
deel 4 doorgewerkt.

In de vijf hoofdstukken van dit boek, die elk een studielast van ongeveer 30 uur
hebben, komen de volgende (sub)domeinen aan de orde,

Hoofdstuk 9 Exponentiéle en logaritmische functies: B Functies, graticken en
vergelijkingen en C2 Technicken voor differentiéren.

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren; E2 Algebraische methoden in de vlakke
meetkunde en E3 Vectoren en inproduct.

Hoofdstuk 11 Integraalrekening: C3 Integraalrekening.

Hoofdstuk 12 Goniometrische formules: D Goniometrische functies en E3
Vectoren en inproduct.

Hoofdstuk K Voortgezette integraalrekening: F Keuzeonderwerpen.

Bespreking van de hoofdstukken

In hootdstuk 9 worden de rekenregels voor logaritmen bewezen en gebruikt,
bijvoorbeeld bij het oplossen van vergelijkingen. In de tweede helft van het
hoofdstuk komen het getal ¢ en de natuurlijke logaritme aan de orde, waarbij ook
de afgeleiden van exponentiéle en logaritmische functies worden behandeld,

In hootdstuk 10 worden vectoren gebruikt in allerlei situaties, zoals bij rotaties,
voorstellingen van lijnen, berekeningen van hoeken en bij berekeningen bij
snelheid en versnelling.

In hoofdstuk 11 wordt eerst het begrip primitieve functie behandeld. Hiermee
worden oppervlakten en inhouden berekend. Aan het eind van paragraaf 11.3
worden integralen ook numeriek berekend, en in de laatste paragraaf komen
enkele toepassingen van integralen aan de orde, zoals snelheid en versnelling,

In hootdstuk 12 wordt gerekend met goniometrische formules bij vergelijkingen,
herleidingen, symmetrie en primitiveren. Ook de eenparige cirkelbewegingen en
de harmonische trillingen ontbreken niet. De bewegingsvergelijkingen komen
opnieuw aan de orde, maar nu met goniometrische formules.

In het keuzehootfdstuk K worden de substitutiemethode en het partieel integreren
aangeboden. Ook komen cyclometrische functies aan de orde, en het berekenen
van primitieven met behulp van breuksplitsen.

Men is vrij om een ander keuzeonderwerp te kiezen en hootfdstuk K over te slaan.
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Opbouw

De opbouw in deel 3 is dezelfde als in de delen 1 en 2. Elk hootdstuk heeft een
begin- en eindopdracht en een paragraaf Voorkennis. De oriéntatie-opgaven staan
voor elke nicuwe theorie en activeren het denken over een nicuw wiskundig
begrip. Ook de reflectie-opgaven spelen een belangrijke rol bij het activeren van
een wiskundige denkhouding. Naast de gewone opgaven zijn er nog de
afsluitende opgaven en de extra opgaven. De afsluitende opgaven geven het
beoogde eindniveau aan. De extra opgaven doorbreken de standaardaanpak en
activeren zo het wiskundig denken.

Elke paragraaf wordt afgesloten met een Terugblik, aan het eind van elk
hoofdstuk staat cen Diagnostische toets en achterin het boek staan de Gemengde
opgaven,

Drie leerroutes

In deze editie wordt gewerkt met drie leerroutes: de basisroute, de middenroute
en de uitdagende route. De theorie is voor alle routes gelijk. Bij de opgaven zijn
de routes aangegeven met symbolen. Een gevolg van het werken met deze routes
is dat leerlingen niet alle aangeboden opgaven hoeven te maken. De routes zijn
zo samengesteld, dat alle leerlingen in hetzelfde tempo het hoofdstuk
doorwerken. Nieuwe theorie kan dus klassikaal aan de orde komen.

De basisroute geett de leerling voldoende oefening om zich alle vaardigheden die
bij de eindtermen horen eigen te maken.

In de middenroute worden enkele oefenopgaven overgeslagen en in plaats
hiervan maakt de leerling opgaven die dieper op de stof ingaan.

De uitdagende route is voor de leerlingen die de basisstof snel oppikken. Deze
leerlingen maken nog minder oefenopgaven. Zo komt er tijd vrij om aan
uitdagende opgaven te werken.

Getal en Ruimte online

Alle opgaven kunnen ook digitaal worden gemaakt. Daarbij krijgt de leerling
zoveel mogelijk gepaste feedback. Ook kan de leerling in de digitale omgeving
uitwerkingen bekijken.

Het docentenmateriaal bevat per hoofdstuk cen studiewijzer waarin bovendien de
routes overzichtelijk zijn weergegeven. De studiewijzer kan naar eigen inzicht
worden aangepast. Verder is presentatiemateriaal aanwezig en zijn bij elk
hoofdstuk toetsopgaven opgenomen, Behalve een bundel waaruit zelf een toets is
samen te stellen, is ook een kant en klare toets (voor ongeveer 75 minuten)
opgenomen. [n het online materiaal voor de leerlingen staat bij elk hoofdstuk een
oefentoets.

Zoals altijd stellen we op- en aanmerkingen van gebruikers zeer op prijs.

zomer 2020
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Legenda

Voorkennis

Kennis van enkele onderwerpen uit
een voorgaand hootdstuk die je paraat
moet hebben.

Oriéntatie-opgave
Opgave waarmee je je oriénteert op
de theorie erna.

Gewone opgave
Na de theorie ga je oefenen met de
gewone opgaven.

Reflectie-opgave

In een reflectie-opgave kijk je nog
eens terug op een voorgaand
probleem.

Afsluitende opgave
De afsluitende opgaven geven het
beoogde beheersingsniveau aan.

Extra opgave
Opgaven waarmee je extra wordt
uitgedaagd.

Route-aanduiding
Basisroute

Middenroute
Uitdagende route

NB De symbolen van de route-
aanduiding kunnen in combinaties
voorkomen.

Opgaven zonder route-aanduiding
In de Diagnostische toets en in de
Gemengde opgaven hebben opgaven
geen route-aanduiding,

[»6r] Verwijzing naar een module van
de GR-handleiding.

[»weRkBLAD] Verwijzing naar een
werkblad.
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Exponentiele en

logaritmische
functies

Wat leer je?
De rekenregels voor logaritmen gebruiken.

Groeipercentages omzetten naar een andere tijdseenheid.
Rekenen met verdubbelingstijden en halveringstijden.
Werken met e-machten en natuurlijke logaritmen.
Exponentiéle en logaritmische functies differentiéren.
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Beginopdracht Medicijnspiegel

Bij sommige medicijnen moet een spiegel worden opgebouwd. Dat wil
zeggen dat er in het bloed voortdurend een zekere concentratic van de
werkzame stof aanwezig moet zijn voor een optimale werking. s deze
concentratie te laag, dan is de werking niet voldoende. Maar is de
concentratie te hoog, dan kan dit allerlei vervelende bijwerkingen geven,
Je bekijkt in deze opdracht de situatie dat er in het lichaam tussen 500 en
650 mg van een medicijn aanwezig moet zijn voor een optimale
werking, De hoeveelheid medicijn mag dus niet zakken onder 500 mg en
nict komen boven 650 mg. Het is wel toegestaan dat in het begin een
oplaaddosis wordt ingenomen die meer is dan 650 mg. Deze moet wel
minder zijn dan 1000 mg.

Het medicijn wordt door het lichaam afgebroken en ook neemt de
hoeveelheid medicijn in het lichaam af door uitscheiding. Elk etmaal
verdwijnt 40% van het medicijn en deze afhame verloopt exponentieel.
Je onderzoekt verschillende procedures van medicijninname. Een
procedure 1s juist als er op den duur steeds tussen 500 en 650 mg
medicijn in het lichaam aanwezig is.

We bekijken eerst de volgende procedure. M
De patiént neemt één keer per dag het medicijn
in en begint met een oplaaddosis van 830 mg. 800
Daarna neemt de patiént steeds 24 uur later een
onderhoudsdosis van 150 mg. 600 |-
In de figuur hiernaast zie je het verloop van de
hoeveelheid medicijn M in het lichaam uitgezet 200 |-
tegen de tijd 7 in dagen.
Het is duidelijk dat deze procedure niet juist is. 200 |-
* Onderzoek of er bij inname van één keer per
etmaal wel een juiste procedure mogelijk is. 0, ! : t
Het medicijn kan ook twee keer per etmaal worden o G

ingenomen. Een exponentiéle afname met

groeifactor 0,6 per etmaal komt overeen met een

afname van 22,5% per 12 uur.

= Controleer dit percentage met een berekening,

* Onderzoek of er een juiste procedure mogelijk
is waarbij de patiént na cen oplaaddosis eens
per 12 uur een vaste hoeveelheid van het
medicijn inneemt.

Er wordt besloten dat de patiént drie keer per

etmaal (dus om de acht uur) een vaste hoeveelheid van het medicijn

moet innemen.

* Onderzoek hoeveel mg per keer de patiént moet innemen. Geet ook
een advies voor de oplaaddosis.
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Voorkennis De logaritme

Theorie A Logaritmen

’log(32) is de exponent van een macht met grondtal 2 waarmee de macht
gelijk is aan 32,

Omdat 32 = 2%, is 2log(32) = 5.

Je noteert *log(32) = *log(2%) = 5.

En zo is log(7s) = *log(57%) =-3 en *log(9) = log((3)>) = 2.

Algemeen geldt:

flog(g®) = a

Voor het oplossen van logaritmische vergelijkingen gebruik je de
volgende regel.

Uit slog(x) = yvolgt x = gv.

Dus

log(x) = 4 geeft x =2% =16,
tlog(x) =-3 geeft x=(3)3 =8 en
3log(2x —5) =0 geeft 2x —5=3°

2x-5=1
D=1
x=3
Bereken.
a Zlog(64) d “log(1)
b “log(z) e log(y)
¢ ‘log(6,/6) t Jlog(zy3)
Los exact op.
a log(x)=5 d :log(3x+4)=-2
b 2log(3x +7)=4 e 3+2og(5- 13x)=0
c 5+3logx+3)=7 f 4-23log(x)=3

@ Noordhoff Uitgevers by ‘Voorkennis De logaritme 9
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9.1 Rekenregels voor logaritmen

Voor a >0 is 2702@ = g,
a Licht dit toe.
b 27°¢@ = g is een voorbeeld van de regel g"°¢) = x.
Licht toe hoe deze regel ook volgt uit flog(x) = y geeft x = g”.

Theorie A Herleiden van logaritmen

De formule g“°¢™ =x van opgave 1 gebruiken we om de rekenregels
voor logaritmen te bewijzen.

Yoorg>0,g#1,a>0en b> 0 geldt
#log(a) + #log(b) = *log(ab)

flog(a) — 2log(b) = *’log(%)
p - £log(a) = £log(a’)

De rekenregel #log(a) + flog(b) = flog(ab) bewijs je als volgt
met behulp van de rekenregels voor machten en g1°e®) =y

gHlos(a)  clog(h) — gHlog(a) . glos(h) = g . fy = gos@h) dug

(4= o2 _
#log(a) + #log(b) = #log(ab). | g"=g” geeft 4= B

De andere rekenregels bewijs je in opgave 6.

Om een getal als logaritme te schrijven, gebruik je a = log(g®).
Zo is 5 bijvoorbeeld te schrijven als *log(2°).

Het is gebruikelijk om bij '°log het grondtal 10 niet

te noteren.

Dus log(10000) =1og(10*) =4 en -2 = log(107%) = log(ﬁ).

[ "log(a) = log(a)

Definities van logaritme

Je weet #log(x) = v betekent x = g”. Hieruit volgt #log(g”) = v en ook g‘l°s® =x,

In deze opzet is flog(x) = v betekent x = g als definitie gekozen.

Omdat de andere twee formules hieraan gelijkwaardig zijn, is het ook mogelijk om
elk van deze twee als definitie te nemen,

Vervolgopleidingen nemen meestal g”°8%) = x als definitic van logaritme.

Hoofdstuk 9 Exponentiéle en logaritmische functies © Noordhoff Uitgevers by
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Voorbeeld

a Herleid 1 + 2 - 3log(5) tot é&n logaritme.

b Herleid 4 — 3 - log(2) tot één logaritme.

¢ Schrijf 2 - *log(800) in de vorm a + *log(h) met a een zo groot
mogelijk geheel getal en b geheel.

Uitwerking

a 1+2 - log(5) ="log(3) + *log(5*) = *log(3) + *log(25) =
*log(3 « 25) =3log(75)

b 4 -3 -log(2) =log(10*) —log(2*) = log(10 000) — log(8) =
log(*3™) = log(1250)

¢ 2 Zog(800)=2 - 2log(32 - 25)=2 - (*log(32) + *log(25)) =
2 - (5 +%0g(25)) =10 + 2 - *log(25) = 10 + log(25%) =
10 + %log(625)

Zie voorbeeld c.
Schrijf 2 - 21og(800) in de vorm p + g - *log(r) met p ¢en zo groot
mogelijk geheel getal en » een zo klein mogelijk geheel getal.

Herleid tot &én logaritme.

a Zlog(6) + 2log(10) d :log(15)—4 - Tlog(3)
b 3log(30) — *log(6) e -2 - “log(6) +*log(12)
¢ 2 Slog(3) +log(d) f log(50)—2 - log(5)
Herleid tot één logaritme.

a 4 +°log(3) d Zlog(12) —3log(9)

b 3—:log(10) e 1 3log(16)+:log(8)

c 2—log(5) f log(500) —Slog(125)
Bereken exact.

a Slog(6) + log(13) ¢ 2log(27)+ 3 - Zlog()

b °log(2) — *log(50) d 2 - “*log(6) -2 - “log(3)
Vul in. e A

a gflos(@—*loglb) — — =g, dus flog(a) — flog(b) = glog(g).

b g7 e = (g} = =g dusp - flog(a) = flog(a’).

Herleid tot één logaritme.

a ‘log(a) + 3 - *log(h) d 2 —log(a)

b 5 -3log(a)—2 - *log(h) e ‘log(a)—1

¢ 2+3log(a) f 2-Slog(h)+1 - Slog(a)

@ Noordhoff Uitgevers bv 9.1 Rekenregels voor logaritmen A1
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Schrijf in de vorm a + #log(h) met a een zo groot mogelijk geheel getal
en b geheel.

a log(600)

b Zlog(24)

¢ 4 3log(54)

d 2 log(1250)

log(1600) — 1

t 7+ 2log(1600)

De grafiek van de functie f(x) = *log(x) wordt ten opzichte van de y-as

mct 81 vermenigvuldigd. Zo ontstaat de grafick van de functic g.

Het functievoorschrift van g kan geschreven worden in de vorm

g(x)=a + log(x).

a Bereken a.

b Met welke translatie van de grafiek van f'had je de gratfiek van g ook
kunnen krijgen?

a Welke translatic levert bij de grafick van de functie f{x) = 2log(x)
dezelfde beeldgrafick op als de vermenigvuldiging ten opzichte van
de y-as met %?

b Welke vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as levert bij de grafiek
van f(x) = 2log(x) dezelfde beeldgrafick op als de translatie (0, 3)?

De grafiek van de functie g ontstaat uit de grafick van de functie

S(x) ="log(x) bij de translatic (3, 0) gevolgd door de vermenigvuldiging

ten opzichte van de y-as met .

Het functievoorschrift van g is te schrijven in de vorm g(x) = p + *log(x + g).
Bereken p en g.

Op de grafiek van de functie f(x) = 3* wordt eerst de translatie (a, 0)
toegepast en vervolgens de vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as
met b, Hierdoor ontstaat de grafick van de functie g(x) = 81 - 27~

Op de grafiek van de functie A(x) = *log(x) wordt dezelfde transformatie
toegepast als op de grafiek van . Hierdoor ontstaat de grafiek van de
functie k. Het functievoorschrift van 4 is te schrijven in de vorm
k(x)=p +log(x + q).

Bereken pen g.

Gegeven is de vergelijking *log(x + 1) = 3 + %log(3).

a Herleid 3 + 2log(3) tot één logaritme.
b Los de vergelijking *log(x + 1) = 3 + log(3) exact op.

Hoofdstuk 9 Exponentiéle en logaritmische functies © Noordhoff Uitgevers by



Theorie B Vergelijkingen van de vorm ¢élog(A4) = slog(B)

Bij het exact oplossen van logaritmische vergelijkingen zoals

Zlog(x + 1) =3 + %log(3) in opgave 13, werk je toe naar een vorm waarin
het linker- en rechterlid als logaritme met hetzelfde grondtal zijn
geschreven. Daarna gebruik je:

elog(A) = clog(B)geeft A= B

Om toe te werken naar de vorm &log(4) = £log(B) gebruik je de
rekenregels voor logaritmen,

Bij de vergelijking “log(x + 1) + 2log(x — 1) = *log(2x + 7) krijg je
2log((x + D — 1) = 2log(2x + 7)

Zlog(x* — 1) ="log(2x + 7)

2 — 1=2x+7

xX2—-2x—8=0

x+2)x—4)=0

x=-2vx=4

Invullen van x = -2 in de oorspronkelijke vergelijking geeft
2log(-1) + *log(-3) = *log(3). Omdat *log(-1) en *log(-3) niet
gedefinieerd zijn, is x = -2 geen oplossing.

Invullen van x = 4 geeft 2log(5) + *log(3) = %log(15) en dit klopt.
Dus x = 4 voldoet.

Door de rekenregels voor logaritmen te gebruiken is een oplossing
ingevoerd. Controleer daarom bij het oplossen van logaritmische
vergelijkingen of de gevonden waarden van x
voldoen. Het is daarvoor voldoende om na te gaan
of de logaritmen voor de gevonden waarden
gedefinieerd zijn.

Ik heb liever
dat u niets zegt,
want dan weet ik dat
midn oplossing
voldoet.
Afspraak bij het oplossen van vergelijkingen
In het geval een gevonden waarde niet voldoet,

noteer je vold. niet.

© Noordhoff Uitgevers by 9.1 Rekenregels voor logaritmen




Voorbeeld

Los exact op.

a ‘log(x—2)=1+4-3log(2)
b 1+2 - og(x)="log(5x + 3)

Uitwerking

a ‘log(x—2)=1+4-3log(2)
Slog(x — 2) =>log(3) + *log(2%)
Hog(x — 2) =*log(3) + *log(16)
log(x —2) ="log(3 - 16)
Slog(x — 2) =3log(48)
x—2=48
x=50

b 1+2 - og(x)="log(5x + 3)
Zlog(2) + *log(x?) = *log(5x + 3)
Ylog(2x*) = *log(5x + 3)
2x*=5x+3
2% —5x—-3=0
D=(-57-4-2--3=49

5+7 57
= A Ivx= =
: vold. niet

[T

[ Dat x = 3 voldoet hoef je niet te noteren.

Los exact op.
o a Slog(x) =3 - Slog(2) — 2 - Slog(3)
b “log(x) =4 —log(3)
¢ Zlog(x +3) =3 +2log(x)
d Slog(2x) =1+ log(x + 1)

Bereken exact de oplossingen,

5 - log(x) =5 —log(3125)
rlog(2x — 1) =2 +*log(x +2)
log(x +2) = 1 - log(x)

2 - 3log(x) + 1 =>log(5x — 2)

oe

B N o

A Los exact op.
OO* a Slog(x)=2+1 - log(3)
b Slog(x+4)+1=2 - log(x - 2)
¢ 2log(2x) — *log(x + 3) =2log(x) — 2
d Slog(x) =2 —3log(x — 1)
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De grafick van de functie f(x) = *log(x) wordt eerst vermenigvuldigd ten
opzichte van de x-as met ¢ en vervolgens vermenigvuldigd ten opzichte
van de y-as met b. Hierdoor ontstaat de grafiek van de functie
g(x)=-5+10 - *log(x).

Bereken a en b.

"log(a)

"log(g)’

Ga uit van p°2® = g en verhef het linker- en rechterlid tot de macht
Slog(a). Je krijgt p/1oele) - log@) = g

a Toon dit aan.

b Schrijf @ als macht met grondtal p en maak het bewijs af.

In deze opgave bewijs je de regel £log(a) =

Theorie C Overgaan op ander grondtal

I 18 hdbile Aeisacllpplii= i)y,
n opgave eb je de regel flog(a) = ewezen.
Pg J g g "log(g)
Met deze regel ga je over van het grondtal g op het grondtal p.
“log(5) log(5)
Zois?l = ij 1d ook 1 = ;
o0 is “log(5) Slog(2) maar bijvoorbeeld ook “log(5) Tog(2)
Ga je bij *log(x) over op grondtal 3, dan krijg je
; log(x)  “log(x)  ‘log(x)
slog(x) = = = = -3og(x).
B log(s) ‘log3hH -l )
] glog(x glog(x Zlog(x
Algemeen is slog(x) = B _ g _ flogk) =-flog(x).

gdogly  “logg!) -1

) Plog(a)
“log@) = 51000@)

en :log(a) = -#log(a)

Je kunt nu de vergelijking *log(x + 1) =3log(5) — ;'log(x) exact oplossen.
Dat gaat als volgt,

Ylog(x + 1) =3log(5) —*log(x)

*log(x + 1) =7log(5) + log(x)

Slog(x + 1) ="log(5x)

x+1=5x
~4x=-1

Bij het exact oplossen van de vergelijking *log(x) = *log(x — 2) ga je bij
“log(x) over op grondtal 2. Zie het voorbeeld op de volgende bladzijde.
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Voorbeeld
Los exact op.
a 2 Yog(x)+:log(x +6)=0

Uitwerking

a 2 - 2og(x)+:log(x +6)=0
2log(x*) —*log(x +6)=0
Zlog(x?) ="log(x + 6)
xX*=x+6
B —x—6=10
(x+2)x—3)=0
x=-2 v x=3
vold. niet

b *log(x) ="log(x —2)

b “log(x)="log(x —2)

“log(x)

Tlogd) Hog(x—2)
£

1o§(x) =2og(x—2)

Zlog(x)=2 - Ylog(x — 2)
“log(x) = log((x - 2"
x=(x—2)
x=x—4dx+4
xX>=5x+4=0

- Dx—4)=0

x=1 v x=4

vold. nict

Je kunt de vergelijking van voorbeeld b ook oplossen door direct
B@3* af te stappen van de logaritmen, Stel “log(x) = a en 2log(x —2) = b.

Ergeldtdana=b,x=4enx=2+2,

a Licht dit toe.

b Gebruik @ = b, x =4% en x = 2° + 2 om de vergelijking van

voorbeeld b op te lossen.

Napier

De Schotse landheer John Napier (1550-1617) heeft het
begrip logaritme ingevoerd. Bij het zoeken naar een methode
om het vermenigvuldigen van getallen te vereenvoudigen,
kwam hij op het idee om met exponenten te werken, waardoor
bijvoorbeeld de vermenigvuldiging 32 x 256 is om te zetten
in de optelling van de exponenten 5 en 8, immers 32 x 256 =

25 X28:25+8:213‘

Om deze rekenmethode zinvol te kunnen toepassen, heeft
Napier lange tabellen gemaakt van getallen met de bijbehorende

exponenten van machten met het grondtal 2, ook voor minder
mooie getallen. Na jaren rekenwerk publiceerde hij in 1614

deze exponenten die hij logaritmen noemde.

16 Hoofdstuk 9 Exponentiéle en logaritmische functies
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Los exact op.

Slog(3x — 5) +ilog(x — 1)=0
Slog(3x) +2 - “log(x) =0

2x + ilog(3x + 5) = log(3x + 5)
*log(x) = *log(x +20)

oe

(= "3 = I -

~."41 Los exact op.
OO@* q -2 -:log(x)=2+2log(3 —x)
b “log(2x) =3log(x — 4)
¢ 4x-Yog2x—1)+3 - Ylog2x—1)=0
d x2-Slog(2x+ 1)+ 9 - Slog(2x+ 1)=0

Gegeven is de vergelijking *log*(x) = 2 - *log(x) + 15.
OO@* Deze vergelijking los je op met de substitutie *log(x) = u.

Hiermee krijg je u=-3 enu =5.

Toon dit aan en geef de oplossing van de gegeven vergelijking.

Met *log*(x) wordt
(*log(x))* bedoeld.

Los exact op.

Ylog*(x) =2 - log(x) + 3

logX(x +2) +3 - Tlog(x +2)=0
2 - logi(x) +2 =15 - *log(x)
Slog(x) + 3 - Flog(x) + 2 =0

BN o
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Terugblik

Rekenregels voor logaritmen

Plog{a)

flog(a) + £log(b) = £log(ab) glog(a) = 280 = g en

flog(gM) =a

Flog(g)

tlog(a) — flog(b) = glog(%) “log(a) = -2log(a)
p - flog(a) = *log(a’)

Met deze rekenregels is bijvoorbeeld

1 10 -
log(100) + 4 - Zlog(3) +*log(6) te herleiden tot &n | “log(a) = log(a)

logaritme. Je krijgt
2 +2log(3*) — %log(6) = *log(4) + *log(8 1) — *log(6) =

2log(%) =log(54).

Je kunt *log(54) schrijven in de vorm a + *log(bh) met a een
zo groot mogelijk geheel getal en b geheel. Je krijgt
Zlog(54) =2log(2 - 27) ="log(2) +log(27) = 1 + *log(27).

Logaritmische vergelijkingen oplossen

+ slog(A4) =B geeft A = g5

+ flog(A) =*#log(B) geeft A =8B

Controleer bij logaritmische vergelijkingen of voor de gevonden
waarden de logaritmen van de oorspronkelijke vergelijking bestaan.

Vergelijkingen zoals ?log(x - 2) = 3 - ?log(x) Vergelijkingen zoals ?log(x) = *log(x + 12)
Ylog(x —2) =3 — Yog(x) Zlog(x) = Ylog(x + 12)
zlog(x —2)+2og(x)=3 2log(x + 12)
log(x(x —2))=3 Zlog(x) = Dol
x(x—2)= 23 0g(4)
2-2x=8 . Zlog(x +12)
- 2-8=0 &) 2
x+2)x—4)=0 2+ *log(x) = *log(x + 12)
x=-2 v x=4 Zlog(x?) = %log(x + 12)
vold. niet x2=x+12
x*X—x—12=0
Vergelijkingen zoals 5log?(x) + 8log(x) -2=0 {(x+3)(x—4)=0
Slog?(x) +log(x) —2=0 x=-3 v x=4
Stel Slog(x) = u. vold. niet
wH+u—2=0

(u— 1 u+2)=0
u=lvu=-2

log(x) =1 v 3log(x)=-2
x=5vx=%
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9.2 Exponentiéle en logaritmische
formules

Een bedrag B in euro’s neemt elk jaar met 5% toe. Op | januari 2020 is
het bedrag 1000 euro.
a Hoeveel is het bedrag op 1 januari 20217 En op 1 januari 20257
b Bij B hoort een formule van de vorm B = 1000 - g’. Hierin is  de tijd
in jaren met 7 =0 op 1 januari 2020.
Welk getal is g?
¢ Met hoeveel procent neemt het bedrag toe in de periode
| januari 2020-1 januari 2025?

Theorie A Groeifactoren en groeipercentages

In opgave 24 neemt het bedrag jaarlijks met 5% toe. Er is sprake van
exponenti€le groei met een groeipercentage van 5% per jaar. Bij een
groeipercentage van 5% per jaar hoort een groeifactor van 1,05 per jaar,

Bij exponentiéle groei

¢ wordt de hoeveelheid per tijdseenheid met hetzelfde getal
vermenigvuldigd, dit getal heet de groeifactor per tijdseenheid

* hoort een formule van de vorm N = b - g/, hierin is g de groeifactor
per tijdseenheid en b de beginhoeveelheid.

Bij de formule N = b - g’ onderscheiden we twee gevallen. [ o= (i Tntenire Buiten

« g> 1 s
De grafick is stijgend. be.schouwmg.
bisde
t0<g=l beginhoeveelheid
De grafiek is dalend. Ook in dit geval spreken we van duf B0 ’
exponenti€le groei, hoewel de namen exponentieel L : J

verval en exponentiéle afname ook worden gebruikt,

Neemt een bedrag per jaar met 8% toe, dan is de groeifactor 1,08 per
jaar. Tmmers 100% + 8% = 108%, dus vermenigvuldigen met 1,08,

We noteren dit kort als g, = 1,08.

Weet je omgekeerd dat de groeifactor per jaar 1,238 is, dan heb je te
maken met een procentuele toename van (1,238 — 1) - 100% = 23,8%
per jaar,

Bij cen jaarlijkse afname met 8,6% is de groeifactor 0,914 per jaar, want
100% — &,6% = 91,4%, dus vermenigvuldigen met 0,914.

Omgckeerd hoort bij een groeifactor van 0,982 per jaar een procentucle
verandering van -1,8%, dus een afname van 1,8% per jaar,

Je kunt groeifactoren en groeipercentages omzetten naar een andere
tijdseenheid. Op de volgende bladzijde zie je hoe dat gaat.
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Een hoeveelheid groeit exponentieel met beginwaarde 100 en groeifactor
3 per uur.

EXPONENTIELE GROEI
zl 0 [ 1 | 2 | 3 \ 4 | 5 | 6
N | 100 | 100-31 | 100-32 100-33 | 100-34 100 - 33 100 - 36
=300 =900 =2700 =8100 | =24300 | =72900
NEAVA
X3 X3 < <3
x32

XSS %33

Je ziet per 2 uur is de groeifactor 32
per 3 uur is de groeifactor 3°

per n uur is de groeifactor 3"
Deze regel geldt ook voor niet-gehele waalirden van n. NORYY ORLJF AUTO REEEL RAD AW )
Zo geldt dat per kwartier de groeifactor 3: = 1,316 is,
immers g, .. = 3% geeft g, = (394 =3.
Per tien minuten is de groeifactor 3= 1,201,
immers &£10 minuten = 3% geeft Syur = (3%)6 =5

Bij exponentiéle groei met groeifactor g per tijdseenheid
is de groeifactor per n tijdseenheden gelijk aan g".

Heb je te maken met een exponentiéle groei met een
groeifactor van 0,6 per dag, dan is

+ de groeifactor per week 0,6’ = 0,028

* de groeifactor per uur 0,65 =0,979

 de groeifactor per acht uur 0,63’ = 0,843,

.. 828434326633,

Om te berekenen wat het groeipercentage per dag is bij een
tocname van 70% per week, ga je als volgt te werk.

Eweek = 1:70

Qaag = 1,707 = 1,079

Het groeipercentage per dag is 7,9%.

Bij exponentiéle groei gaat het omzetten van een groeipercentage
naar een andere tijdseenheid via groeifactoren.
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Voorbeeld

Een hoeveelheid neemt per zes uur met 18% toe.
a Hoeveel procent is de toename per dag?

b Hoeveel procent is de toename per uur?

Uitwerking
a g .= 1.18

B = 1,184~ 1,939

De toename is 93,9% per dag.
b Souur = 1!18

Zoue = 1,185 1,028

De toename is 2,8% per uur,

a Een hoeveelheid neemt per jaar met 12,7% toe,
Geef de groeifactor per jaar.

b Een hoeveelheid neemt per maand met 6,8% af.
Geef de groeifactor per maand.

¢ Bij een exponentiéle groei is de groeifactor 1,735 per maand.
Geef het groeipercentage per maand.

d Bij een exponentiéle groei is de groeifactor 0,845 per dag.
Met hoeveel procent neemt de hoeveelheid per dag af?

e Bij een exponentiéle groei is de groeifactor 2,42 per jaar.
Geef het groeipercentage per jaar.

f Een hoeveelheid neemt per dag met 0,7% af,
Geef de groeifactor per dag.

Een hoeveelheid neemt per kwartier met 12% toe.

a Hoeveel procent is de toename per uur?

b Hoeveel is de procentuele toename per vijf minuten?

¢ Hoeveel procent is de toename per vijf uur? Rond
af op gehelen,

| Rond percentages af
op één decimaal en
rond groeifactoren af
op drie decimalen,

| tenzij anders gevraagd.

J

Bij een exponentiéle groei hoort een groeifactor van 1,3 per dag.
a Bereken het groeipercentage per week. Rond af op gehelen.
b Bereken het groeipercentage per vier uur,

Een hoeveelheid neemt per dag met 16% af.

a Bercken de groeifactor per week.

b Met hoeveel procent neemt de hoeveelheid per uur af?

¢ Bereken het groeipercentage per kwartier. Rond af op twee decimalen.

@ Noordhoff Uitgevers bv 9.2 Exponentiéle en logaritmische formules 21




oex

ne*x

ne*

(OF 3

ne*

a Ecn hoeveelheid neemt per uur met 19,5% af,

Hoeveel procent is de afname per kwartier?
b Een hoeveelheid neemt per jaar met 8,6% toe.

Hoeveel procent is de toename per 25 jaar? Rond af op gehelen.
¢ Een hoeveelheid neemt per week met 180% toe.

Bereken de groeifactor per dag.

Een hoeveelheid N neemt exponentieel toe. Op 7= 3 is N = 1600
enop t= 10 is N=4100. Hierbjj is 7 in uren.

4100
Er geldt g, . = 1600°
a Licht dit toe. Rond ook bij het
4100 opstellen van een
Uit g, = 1600 volgt g, = 1,1438... groeiformule de

groeifactor af op drie
decimalen, tenzij
Op t=01is N, afgerond op tientallen, 1070. anders gevraagd.
¢ Toon dit aan en schrijf de formule van N op.

b Toon dit aan.

a Een bacteriesoort groeit exponentieel. Op ¢ =2 zijn er 150 miljoen
bacterién en op ¢ = 8 zijn dat er 1,250 miljard. Hierbij is ¢ in uren.
Stel de formule op van het aantal bacterién N in miljoenen.

b Een hoeveelheid radioactieve stof neemt exponentieel af.

Op t=51is er 0,60 gram en op ¢t = 8 is er 0,47 gram. Hierbij is 7 in
dagen.
Stel de formule op van de hoeveelheid 77 in gram.

Bij het helen van een wond blijkt de wondoppervlakte de eerste week
exponentieel af te nemen.

De oppervlakte A4 van een wond was na drie dagen 31 mm? en na een
week 11 mm?,

Wat was de oppervlakte van de wond na 60 uur?

Het aantal inwoners van Senegal wordt

gegeven door de formule N=17,0 - 1,031

Hierin is N in miljoenen en ¢ de tijd in jaren

met =0 op 1 januari 2019.

a Na hoeveel jaar is het aantal inwoners
verdubbeld ten opzichte van 1 januari
2019?

b Op I januari 2010 had Senegal
12,9 miljoen inwoners.

Hoeveel jaar na 1 januari 2010 is dit
aantal verdubbeld? Ga uit van een
groeipercentage van 3,1% per jaar.
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Theorie B Verdubbelingstijd en halveringstijd

De groei van een bevolking wordt vaak gegeven met een
groeipercentage. De sterkte van de groei is hiermee niet
voor iedereen goed in te schatten, Met de
verdubbelingstijd krijg je een betere indruk van de groei. | Dus de

Bij een groei van 3,5% per jaar bereken je de verdubbelingstijd is
verdubbelingstijd 7 door de vergelijking 1,035" =2 op te onathankelijk van b.
lossen. Hierbij gebruik je de regel g = a geeft x = ¢log(a).
Je krijgt 7= 19%10g(2).

De GR heeft een toets log (TT en Casio) of LOG (HP) NORH DRIJF AUTO REEEL RAD HN
waarbij grondtal 10 hoort. Bij de TI en HP kun je met 109(2.1.035)
deze toets ook logaritmen met een ander grondtal e
berekenen. Voor het berekenen van '%*log(2) tik je in
log(2, 1.035). Bij de Casio gebruik je de optic logab uit ~ [iesl2r0:3) 20148791684
het OPTN-CALC-menu. Je krijgt 7= 1%5log(2) ~ 20,1.
Dus bij een groei van 3,5% per jaar is de verdubbelingstijd
iets meer dan 20 jaar,

1og1.055(2)

De verdubbelingstijd is de tijd waarin een hoeveelheid [0
verdubbelt bij exponenti¢le groei.

Bij groeifactor g bereken je de verdubbelingstijd 7 door de
vergelijking g’ = 2 op te lossen.

Bij exponentiéle afname is het begrip halveringstijd van belang.
De halveringstijd is de tijd waarin een hoeveelheid gehalveerd wordt.
Bij groeifactor g bereken je de halveringstijd T door de vergelijking

g"=1 op te lossen.

Voorbeeld
Een hoeveelheid neemt jaarlijks met 12% af.
Bereken de halveringstijd in maanden nauwkeurig.

Uitwerking

Liaw— V.08

0,887=1

T="%log(3) =5,422...

De halveringstijd is 5 jaar en 0,422... - 12 = 5 maanden.

a Een hoeveelheid neemt jaarlijks met 13,1% toe.
Bereken de verdubbelingstijd in maanden nauwkeurig.

b Een hoeveelheid neemt wekelijks met 8,5% af.,
Bereken de halveringstijd in dagen nauwkeurig.
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a De bevolking van Oeganda neemt jaarlijks met 3,25% toe.
Bereken de verdubbelingstijd in jaren nauwkeurig.

b De bevolking van de VS groeit elke tien jaar met 8,1%.
Bercken de verdubbelingstijd in jaren nauwkeurig.

a Een hoeveelheid verdubbelt elke 25 jaar.
Bereken het groeipercentage per jaar.

b De radioacticve stof strontium-90 heeft een halveringstijd van 28 jaar.
Bereken met hoeveel procent de hoeveelheid radioactieve stof per jaar
afneemt.

De radioactieve stof jodium-131 ontstaat bij een kernexplosie.
De hoeveelheid radioactieve stof neemt met 8,3% per dag af.

a Bereken de halveringstijd.

b Na hoeveel dagen is nog 10% van de beginhoeveelheid over?

Bij het zuiveren van atvalwater gebruikt
men het begrip biochemisch
zuurstofverbruik (BZV) als maat voor de
verontreiniging van het water met
organisch materiaal. In deze opgave gaan
we uit van huishoudelijk afvalwater met
een BZV van 300 mg/liter. Dat wil zeggen
dat er 300 mg zuurstof nodig is om één
liter van het afvalwater te zuiveren, Bij de
zuivering van het afvalwater zal het BZV g
dus afnemen: hoe schoner het water, des te lager het BZV. Omdat deze
zuivering door micro-organismen wordt verricht, is de afname van het
BZV athankelijk van de temperatuur. Bij lage temperaturen zijn de
micro-organismen minder actief,
a Bij een temperatuur van 20°C neemt het BZV met 19% per dag af.
Met hoeveel procent neemt het BZV per week at?
b Bij een temperatuur van 10°C neemt het BZV met 62% per week af.
Met hoeveel procent neemt het BZV per dag af?

In een zuiveringsinstallatie vindt de zuivering plaats bij cen temperatuur
van 15°C, De afname is dan 15,5% per dag.

¢ Stel de formule op van het BZV na ¢ dagen zuiveren.

d Bereken in uren nauwkeurig de halveringstijd van het BZV.

e Bereken na hoeveel dagen zuiveren het BZV is afgenomen tot 10 mg/liter.

Voor de halveringstijd # in dagen van het BZV hanteert men de formule

h=17,60,96". Hierin is T de temperatuur in °C.

f Controleer deze formule met een berekening voor temperaturen van
10°C en 20°C.
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De formule v =2 ! is om te werken tot x = 1 + log(»).
Toon dit aan.

Theorie C Exponentiéle en logaritmische formules omwerken

Je kunt de formule N =5 - 2/~ ! omwerken tot een formule van de vorm
{=a + %log(cN). Dat gaat als volgt,

N=5§5-2¢"1 Verwissel beide leden.,
5:2071=p Deel beide leden door 5.
20-1=0,2N Pas toe g* = a geeft x = flog(a).

i—1="log(0,2N)
t=1+2log(0,2N)

Bij het omwerken van de formule 7= 1 + *log(0,2N) tot cen formule van

de vorm 1 = a + b - log(N) ga je als volgt te werk.

=1+ 2]0g(0,2N) Slog(ab) = tlog(a) +flog(h) (RN n
s 14109(0.2.2)

= 210g(0,2) s 210g(N) Elog(m i ﬂ 'i}i'c',é'('ﬁ'j"'"””'"“lhag;?gg@?ﬁ'
log(2) . 32321928095

log(V)  logV) 1

= * log(NV)
log(2) log(2) log(2)

t~-1,32+3.32 - log(N)
Dus t=-1,32 + 3,32 - log(N).

t=1+20g(0,2) +

Je kunt de formule y =1 - 2log(x) — 2 omwerken tot een formule van de
vorm x = b - g¥. Dat gaat als volgt.
y=3log(v) =2

3 2log(x)=y+2

Ylog(x)=3y+6 flog(x) =y geeft x = g¥
x=23y+6=23y 4 26=26 = (23)y=64 5 Sy
Dusx=064 - 8.

Bij het omwerken van de formule x = 64 - 8" tot een formule van de
vormx = b - 109 ga je als volgt te werk,

x=64-8§ 8 = 10le®

x=64 - (10le®y

x =64 - (10%9%5y

x = 64 + 10%%0%

Dus x = 64 - 10%70%,
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Zie de theorie.

Werk de formule 7 = 1 + *log(0,2N) om tot de vorm ¢ = b - log(cN).
Rond b af op twee decimalen.

Werk de formule 7= 1 + ?log(0,2N) om tot de vorm ¢ =a + b - *log(N).
Rond « en b af op twee decimalen,

Werk de formule x = 64 - 8 om tot de vorm x =5 - 3%, Rond ¢ af op
drie decimalen.

Werk de formule N =34 - 3% 3 om tot de vorm t = a + b - 3log(N).
Rond « af op twee decimalen.

Herleid de formule y =13 - 2%~ ! tot de vorm x = b - *log(cy). Rond b
en ¢ af op twee decimalen,

Werk de formule y =3 - log(x) — 5 om tot de vorm x = b + 10%. Rond
b en ¢ af op twee decimalen.

Herleid de formule K =1—1 - 3log(2v) tot de vorm v =5 - g,

Schrijf de formule log(4 — 1)=5N+3 inde vorm r=a + b - 10°V.
Rond ¢ af op twee decimalen,

Herleid de formule M =14 - 1,3*" 3 tot de vorm N=a + b - log(M).
Rond a en b af op twee decimalen.

Schrijt de formule w = 125 - log(3T + 15) — 8 in de vorm
T=a+b-g" Rond b en g af op drie decimalen.

Werk de formule p = 10 + 5%'9~2 om tot de vorm ¢ = b - log(cp).
Rond b af op twee decimalen.

Gegeven zijn de functies f(x) = 2log(x) en 1%
g x)= 2log(Jc\/J_c) + a. In de figuur hiernaast zie je de 9.4

gratieken van fen g_,.

De graficken van fen g, snijden elkaar in het punt S,
Druk de codrdinaten van S, uit in a. &
De grafiek van g, snijdt de x-as in het punt 4,. De 0 //

verticale lijn door 4, snijdt de grafick van f'in het
punt B,

Bereken exact voor welke a de lengte van het lijnstuk ~ figuur 9.1
A,B, gelijk is aan 4.

Er is een waarde van a waarvoor de grafiek van g,

de y-as snijdt in het punt (0, 64).

Stel bij deze waarde van a het functievoorschrift op van g, ™.

Schrijf de formule 2log(N) =-1,9 + 0,3 - *log() in de vorm = aN?,
* Rond a af op gehelen en b op twee decimalen.
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Terugblik

Groeipercentages omzetten naar een andere tijdseenheid

Is g de groeifactor per tijdseenheid, dan is de groeifactor per n
tijdseenheden gelijk aan g". Deze regel geldt ook voor niet-gehele
waarden van n. Zo hoort bij een groeifactor van 1,8 per uur een
groeifactor van 1,83 =~ 1,158 per kwarticr,

Het omzetten van een groeipercentage naar een andere tijdseenheid gaat
via groeifactoren. Is de afname per dag 20%, dan is

* de groeifactor per dag gelijk aan 0,8

* de groeifactor per week 0,87 = 0,210, dus de afname per week is 79,0%
* de groeifactor per uur 0,85 ~ 0,991, dus de athame per uur is 0,9%.

Verdubbelingstijd en halveringstijd
De verdubbelingstijd T is de tijd die verloopt totdat een hoeveelheid
verdubbeld is bij exponentiéle groei. Bij groeifactor g bereken je deze
verdubbelingstijd door de vergelijking g’ =2 op te lossen.
Is g = 1,073, dan krijg je 1,0737=2

T=""1og(2)~9,84

Y

[ g"=2 geeft T=%log(2) |

Bij een gegeven verdubbelingstijd kun je het groeipercentage berekenen.
Bij een ve]rdubbelingstijd van 7 maanden Krijg j€ 7 Laanden — 2> dUS
Zoaand = 27 = 1,104, De toename is 10,4% per maand.

De halveringstijd 7 bij groeifactor g is de tijd dic verloopt totdat cen
hoeveelheid gehalveerd is en bereken je door de vergelijking g =3
op te lossen.

Exponentiéle en logaritmische formules omwerken
Het vrijmaken van x bij de formules y=40+5-2* 'en
y=2-133log(2x + 1) gaat als volgt.

A0 +5-22 1=y %'310g(2x+1)=—v+2

5.2 1=y-40 q o
2102y -8 log(2x+1)=-2y+4
x— 1 ="log(0,2v - 8) 2x+ 1 =32+
x=1+"2%0g(0,2y — 8) 2x=-1+32%.3
x=-3+3-30- 37
x=-3+405 (5

@ Noordhoff Uitgevers by 9.2 Exponentiéle en logaritmische formules 27




WOk 3

MIOk 3

9.3 Het grondtal e

Gegeven zijn y, = 2" en y, is de afgeleide van y,.

a Plot de graficken van v, en y,. Gebruik voor y, de
numericke afgeleide. Zie de GR-schermen hiernaast.
Neem x tussen -3 en 3 en y tussen 0 en 5.

De grafiek van v, ontstaat uit de grafick van y, door een
vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as, dus
Y2=¢ .

i ; Y2
b Ga na dat dit zo is door de grafick van v, = . te
R
plotten en geef de waarde van ¢ in vier decimalen.

. Y2
¢ Verander y, =2%iny, = 3%, Ga na dat 5 weer constant
21
is en geef de waarde van deze constante in vier
decimalen.

De definitie van de afgeleide van een functie f'is

S ,}i_%f(ﬁ D=f)

B
Bij de functie /(x) = 2* krije je /() = lim % Lox
h—s

a Toon dit aan.

. p o =1
b Licht toe dat /(0) = lim :
0 B

¢ Licht toe dat f(x) = 27 geeft /(x) = f(0) - 2.

Theorie A De afgeleide van f(x) = g¥

Graph Fune
Yiga*

YQE%(YI Bl

Y4:
DELETE TYPE J TOOL

NORH DRIJF AUTO REEEL RAD HN

Plotl Plotz Plot3
NPl
INY 2835 (Y1) |y
\Y3=0

Weerg. Functie symb.
v W= X

VE Fzm:ﬂ@

a
B 3

B Fa()=
W 5=
W Fox)=

Functie invoeren

Bewerk: Tonen Eval

figuur 9.2

In opgave 46 heb je gezien dat bij de functie f{x) = 2* de afgeleide te

schrijven is als /"(x) = f(0) - 2%

We gaan aantonen dat in het algemeen geldt f(x) = g* geeft f(x) =/0) - g".

Dit gaat als volgt.
PO [ T i ST
h—0 h a0 A =0 h
S, X _1
& D g_lmgﬁ e D)
h—0 h h—0 B
I e Y B
f(o)g.gl—% h g,;g% h gi}l—% h a2

Uit (1) en (2) volgt f(x) = g* geeft £/(x) = £10) * &".
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ufok 3

In opgave 45 vond je dat f(x) = 2* geeft /(x) = 0,6931 - 2" en

Sy = 3% geeft f(x) = 1,0986 - 3~

Omdat 0,6931 < 1 en 1,0986 > | kun je je afvragen of er een grondtal g
is waarbij f(x) = g* geeft f(x) = 1 - g%, oftewel dat de afgeleide gelijk is
aan de functie zelf.

(= T —

Omdat /(0) = I}i_r)l% g 5, Zou dus moeten gelden 7

oftewel g — 1 = h voor h =0,
Uit g — | = hvolgt g" = h+ 1, dus g = (h+ 1)F voor h = 0.

=1 voorh=0,

We moeten dus onderzoeken wat de uitkomst is van lim (4 + 1)%.
h—0

Gegeven is y, = (x + 1)".

a Plot de grafick van y,.

b Waarom lukt het niet om y, te berekenen voor x = 0?

¢ Bereken y, voor x = 0,01, voor x = 0,001, voor x = 0,0001 en voor
x=0,00001. Rond af op vier decimalen.

d Eris een getal g waarvoor geldt f(x) = g* geeft f(x) = g%
Geef dit getal in drie decimalen.

Theorie B Het getal e
In opgave 47 heb je gezien dat Ilin})(h + 1) = 2,718, dus voor g = 2,718
h—

geldt f(x) = g° geeft f(x) = g".

Dit grondtal speelt een belangrijke rol in de wiskunde en in allerlei
vakgebieden waar wiskunde wordt gebruikt. Daarom wordt dit getal met
een eigen letter aangeduid, de letter e,

| £60) = e geeft f'(x) = e

Met het getal e reken je net zo als met andere getallen, dus net als

52+ \2=64/2is 5e+ ¢ =6e.

En zo gelden voor e ook de rekenregels voor machten.
Zovolgt e* « ef=e¢*uita? - a?=a?*?
(e = e5 uit (a9 = aP

(5e7)* =25e* uit (ab)” = a’b?

1 . 1
—uita?=— a”=(a”)?en ai= %.

I
& (eF & @
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Voorbeeld
Herleid.
a 2e’+¢é? b ™ ¢f c (e¥+3)?

Uitwerking

a 2’ +e?=3¢?

b e2x ce¥ = e2x+x: e3x

c (32.r+3)2=(62v)2+2 . elx “ 3 +32=e4x+662x+9

Het oplossen van vergelijkingen met e-machten gaat op dezeltfde manier
als het oplossen van exponentiéle vergelijkingen met een ander grondtal,
Je kijkt eerst of de vergelijking is te herleiden tot de vorm e = ef.

Lukt dit, dan gebruik je vervolgens e = e geeft 4 = B.

Lukt dit niet, dan kun je misschien een factor buiten haakjes brengen of
een substitutic gebruiken.

Voorbeeld
Los algebraisch op.
a e¥—e'=0 b 3xe'=1l¢f c e¥+2e'=3
Uitwerking
a e¥—e'=0 b 3xe*=1le* c e¥+2e'=3
e =¢f 3x=11 (P +2e-3=0
2x=x x=33% Stel e* = u,
x=0 w+2u—-3=0
(u—1Du+3)=0
u=lvu=-3
e'=1ve'=-3
x=0
Zie het tweede voorbeeld.

B@* a Inde uitwerking van voorbeeld b worden bij de eerste stap beide
leden van de vergelijking gedeeld door e*.
Licht toe waarom dit mag,
b In de uitwerking van voorbeeld ¢ krijg je bij de laatste stap dat
e-=1ve'=-3 geeftx=0.
Licht dit toe.
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Herleid.

0@ g 2¢2—¢? e e e i efe"+1)
b 4/e—+fe f el i (e 1y
c 5¢2-3¢ g S5e'—3¢* k (e¥+3)
12¢° 5 G —eF
X + e -
e h e‘(e*+ 1) 1 o
Herleid. s
I'L'IG)* %x2 X 4 ar)2 -
a (2+3e") b (e"+e™) € @n
-1 Los algebraisch op.
0O  a 2x+4)e'=0 ¢ let=e¢ e e—1=0
b x’e'=3xe" d e¥—e=0 f e-ef=¢f
Los algebraisch op.
D@k q '+ =2¢° ¢ 2xe*+e'=0 e eX+e'=2
Sx
b %=e d e 2—e=0 foe+1=2¢

Los de vergelijking e** + e’ = (e + 1)e* ! algebraisch op.

‘ Gegeven zijn de functies f(x) = 2" en g(x) = 3%,
O@®%* q Schets de grafieken van f'en g in één figuur.
b Licht toe dat de grafiek van de functie 4(x) = e* voor x # 0 tussen de
graficken van fen g ligt,

Theorie C Functies met e-machten differentiéren

De functie f{x) = e" is een exponenti€le standaardfunctie, y
Het grondtal is e. De grafiek van f'is stijgend en de x-as is
horizontale asymptoot van de grafiek. Het domein van f'
is D,= R en het bereik van fis B,= (0, —).

Bij het berekenen van de afgeleide van een functie met
een e-macht gebruik je f(x) = e¥ geeft f(x) = ¢, Verder
gebruik je de regels voor het differentiéren. Zie de

volgende bladzijde. /

o

figuur 9.3

@ Noordhoff Uitgevers by 93Hetgrondtale 31



%

flx)y=c - g(x) geeft /1x) = c - g'x)

s(x) = f(x) + g(x) geeft s(x) =f1x) + g1x) somregel
v(x) = fx) — g(x) geeft vVI(x) =f"x) — 2'x) verschilregel
() =1(x) - g(x) geeft plx) =f1x) - g) + f(x) - g(x)  productregel

1x) g 1(x) * 1x) — 1(x) - n(x)
q(x)= @ geeft gl(x) = @) quotiéntregel
Jx) = u(v(x)) geeft f(x) = u'(W(x)) - vI(x) kettingregel
Voorbeeld
Bereken de afgeleide.

1

a f)=3e'+3
b f(x)=(x*+2)¢"
€ flx)=xeXx"3

3
d f(x):§

Uitwerking

a f(x)=3e’f-~-)%:3e‘+x‘2 geeft 1'(x) =3e‘—2x'3=3e‘—§—3

b f(x)=("+2)e" geeft f(x) =2x - "+ (x? +2) - e"=(x?+2x + 2)¢*
€ f(X)=xeF 3 geeft fx) =13 +x- B3 - 2=2x+1)e>"?

3 2 2ol sl 5 v 2
@£ =25 geelt /) =2 = o 23 =

[ Deel teller en noemer door e*. ]

Voor het invoeren van formules met e-machten zit op de GR een toets.
Deze gebruik je ook om e-machten te benaderen.

Zie het voorbeeld.
In welke onderdelen is de productregel gebruikt? En de quotiéntregel?
En de kettingregel?

Differentieer.

a f(x)=c"+2 d f(x)=§

b f)=2e 4T e fin-=%

¢ ft=xc+d t =4
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Berceken de afgeleide.
ufok 3 g 2l
a flx)=e""* Jo)==""75

b flx)=x*+2¢¥ flx) =3xe!
2x

¢ f(x)=xe" fx) = ezf+ 1

(]

Bereken. Rond af op drie decimalen,

LE* 1 1
a-3 e lgee
3e p g
(e +2)? 2e—3
Gegeven is de functie f(x) =xe*+ 2. y
B@* De afgeleide van fis £(x) = (1 +x)¢".
a Toon dit aan,
b Het minimum van fis 2 —%voorx =T,
Toon dit aan.
—_—
De tweede afgeleide van fis f"(x) = (2 + x)e".
¢ Toon dit aan. "
0
De grafick van fheeft één buigpunt, De codrdinaten figuur 9.4
van dit buigpunt zijn (*2, 2— :—2)
d Toon dit aan,
e Stel langs algebraische weg de formule op van de
buigraaklijn £ van de gratick van /.
: Gegeven is de functie f{x) =-x¢", v
B® g Bereken exact de extreme waarde van f.
b Stel langs algebraische weg de formule op van de i
buigraaklijn £ van de grafick van /. x
O [\
figuur 9.5
. Gegeven is de functie f(x) = (x> — 3)e". 1%
O0®  a Bereken exact de nulpunten van f, ¢

b Bercken exact de extreme waarden van f.
¢ Bereken exact de x-codrdinaten van de buigpunten

van de grafiek van f. K x

figuur 9.6
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. ; 1
Gegeven zijn de functies f(x) = $¢* en g(x) = pes

a De lijn & raakt de grafiek van f'in het punt 4 met x, =-1.
De lijn / raakt de grafiek van g in het punt B metx, =-1.
Bereken algebraisch de x-codrdinaat van het snijpunt van £ en /.
b De functie / is de somfunctie van fen g, dus A(x) = f(x) + g(x).

Bewijs dat B, = [2%2, —>>.

Als we een vrij hangend, volkomen buigzaam,
overal even dik en even zwaar touw tussen twee
punten 4 en B ophangen, dan hangt het touw in
een gebogen lijn. Deze lijn wordt een kettinglijn
genoemd.

We bekijken een kettinglijn waarbij de punten 4
en B zich beide 5 meter boven de grond bevinden
op een afstand van 8 meter van elkaar. We
brengen in het verticale vlak waarin het touw
hangt cen assenstelsel aan, zodat het laagste punt
van het touw op de v-as ligt en de x-as horizontaal
langs de grond loopt. In het assenstelsel in

figuur 9.7 is A(-4, 5) en B(4, 5).

De kettinglijn in figuur 9.7 is dan de grafick van
de functie A(x) =2(ei* + %) + ¢ met x en A(x) in
meters,

a Bereken exact de waarde van c.

In figuur 9.8 zijn touwen van verschillende lengte
opgehangen tussen 4 en B. Bij de kettinglijn die
door het punt T gaat hoort de functie

h(x)=5(e™!* + %1%y — 5 81 met x en A(x) in meters.

b Bereken van deze kettinglijn met behulp van
differenti€ren de helling in B. Rond af op twee
decimalen.

Het functievoorschrift voor een willekeurige
kettinglijn door de punten 4 en B wordt gegeven

‘o B w
o, H Oy,

e

Gy
e,
Yo PGy
o CGge

COoooo009
5

OGO

o

O I}
Oy, 4
O g
0“9 O
SO0
o
o

Joctwe Wagtrotosn

=t

=t
figuur 9.7

=2 S e

2 3 4

4 3-2-101 2 3 4

figuur 9.8

door &,(x)= ;—k(e’“ + e — e* — ¢4 + 5 waarbij -4 < x < 4.

Hierin is & cen constante dic athangt van de lengte van het touw.
Er wordt een touw opgehangen tussen 4 en B waarbij het laagste punt

van dit touw samenvalt met (0, 0).

¢ Bercken de waarde van £ van dit touw. Rond af op twee decimalen,
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Gegeven is de functie f(x) = 2xe™. In de figuur v

hiernaast zie je dat de grafiek van f'de toppen 4 en B
B heeft. Het verschil v, — v, is te herleiden tot de f
vorm 2,/a.

a Bereken exact de waarde van a.
b Bereken exact de codrdinaten van de o
buigpunten van de grafiek van /.

figuur 9.9
Voor elke waarde van a is de functie f, gegeven
door f,(x) = xe®".
De functie f, heeft voor x = 2 een extreme waarde.
Bereken exact de waarde van a die hierbij hoort en
onderzoek of de extreme waarde een minimum of
een maximum is.

Euler

Leonhard Euler (1707-1783) is een van de meest
vooraanstaande wiskundigen uit de geschiedenis. De
eerste lessen in wiskunde kreeg hij van zijn vader, een
dominee uit Basel. Na zijn opleiding op het
gymnasium van Basel studeerde hij theologie en
wiskunde. Op twintigjarige leeftijd werd hij benoemd
tot hoogleraar natuurkunde aan de door tsaar Peter de
Grote gestichte academie van Sint-Petersburg. In 1731
werd hij daar hoogleraar wiskunde.

Euler was bijzonder productief: hij publiceerde in
totaal 886 boeken en geschriften.

De functienotatie f(x) werd door hem ingevoerd,
evenals de symbolen voor de getallen w en e.

Euler bewees dat ¢ een irrationaal getal is. Een irrationaal
getal is een getal dat niet als breuk te schrijven is,

De decimale ontwikkeling van zo’n getal gaat oneindig
door en vertoont geen enkele regelmaat.

In zijn boek Introductio in Analysin Infinitorum geeft
Euler ¢ in 23 decimalen.

Hij gebruikte e =1 +1L!+2L!+%+4L!+
e~2,71828182845904523536028.

... en vond
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Terugblik

De afgeleide van f{x) = g“en het getal e

fx)=g" geeft f(x) =110) - g*

Voor het getal e geldt f(x) = e* geeft f(x) =e*ene = 2,718,

Het rekenen met e gaat net zoals met andere getallen.

Bij het herleiden van e-machten gebruik je de rekenregels voor machten.
3e?+e?=4¢’

e3x st = e3x+x — e4x

(e3x _4)2 = (e3x)2 = 863x+ 16 = e&r_ 863x+ 16

Vergelijkingen zoals e3* - e*~1 =0 Vergelijkingen zoals e6* + 5e3% = §

=g =i g5 =i

gF=gF + ke’ = wolgtd—5. (2™ 45t =0

x=x-1 Stele’ =u.

2xx=-1 w+5u—6=0

=3 (4= D(u+6)=0
u=1lvu=-6

Vergelijkingen zoals (x2 + 2x)eX=0 eX=1ve¥=-6

(2 +2x)e' =0 3x=0

x1+2x=0 x=0

x(x+2)=0

x=0vx=-2

De afgeleide van functies met e-machten
Bij het differentiéren van f(x) = x> e* gebruik je de productregel.
Je krijgt f(x) =2x - ¥ +x2 » &= (x* + 2x) &~

3
Voor het berekenen van de afgeleide van g(x) = % gebruik je de

i e R e
(e’ e’
stap deel je de teller en de noemer door ¢,

quotiéntregel. Je krijgt g'(x) = . Bij de laatste

Om de afgeleide van k(x) =2e“ ! te berekenen, gebruik je de
kettingregel. Je krijgt k(x)=2¢"" !+ 2x =4xe” ",
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9.4 De natuurlijke logaritme

Gegeven zijn de functies f(x) = 2% en g(x) = e", (i - .
O@* a Geef het functievoorschrift van 7, e ol

b Geef het functievoorschrift van g™,

Theorie A Logaritmen met grondtal e

De inverse van de functie f(x) = e* is f1"(x) = clog(x).

De logaritme met grondtal ¢ heet de natuurlijke logaritme
en wordt aangegeven met In.

Dus f(x) = e geeft /™ (x) = In(x).

In is de afkorting van
logaritmus naturalis.

De functie f{x) = In(x) is een logaritmische v
standaardfunctie. Het grondtal van de logaritme is e. De
grafiek van f'is stijgend en de v-as is verticale asymptoot

van de grafick. Het domein van f'is D= (0, —) en het

bereik van fis B, = R. 0

De natuurlijke logaritme van a is de logaritme van a figuur 9.10
met grondtal e, dus In(a) = “log(a).

Voor de natuurlijke logaritme gelden de rekenregels voor logaritmen.
Zo volgt
1n(20) + In(10) = In(200) uit Llog(a) + flog(h) =Elog(ab)

In(20) — In(10) =1n(2)  uit log(a) — clog(b) = 310g(%)
Ln(9) =In(3) uit p - €log(a) = flog(a”)
In(e*) =4 uit €log(g*) =a.

Het oplossen van vergelijkingen met natuurlijke logaritmen gaat op
dezelfde manier als het oplossen van logaritmische vergelijkingen met
een ander grondtal.
* Bij de vergelijking In(2x) = In(3x — 1) gebruik je
In(A4) = In(B) geeft A = B.
* Bij de vergelijking 2x1n(3x + 1) =0 gebruik je
AB=0geeft A=0v B=0.
+ Bijde Vf':rgf':]ijking In?(2x) + In(2x) — 6 = 0 gebruik je n2(AY betekent R
de substitutie In(2x) = u, (In(4))?
Controleer bij het oplossen van de vergelijkingen of de ~ :
logaritmen voor de gevonden waarden gedefinieerd zijn.
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Voorbeeld
a Bereken algebraisch In(e? - \/e).

b Los algebraisch op 3e*"! = 15. Rond af op drie decimalen.

¢ Herleid 3 + In(2) tot één logaritme.

d Bercken exact de oplossing van 41n(x) = 6,

Uitwerking
a In(c? - \Je)=In(e? - ¢7) = In(e?) =21

b 3™t =15
e2x+] ::5

2x + 1 =1In(5)
2x =-1 + In(5)
x=-3+%In(5)~ 0,305
¢ 3+1In2)=In(e’) + In(2) = In(2e%)
d 4In(x)=6
In(x) = 11

x=cli=ee

Bereken algebraisch,
a In(e)
b In(e /e)
)
In| —
e
d In(1)
e 3ln(e- {/E)

(2]

Los algebraisch op. Rond af op drie decimalen.

a =12

b 5¢X=60

Herleid tot &én logaritme.
a 2In(3) + In(4)

b In(20)—3In(2)

¢ 4-+1In(3)

Bereken exact de oplossingen,
a In(x)=-1

b 4ln(x)=2

¢ In(3x)=3

Hoofdstuk 9 Exponentiéle en logaritmische functies

e! = B geeft A = In(B)

C

d 1+1In(10)
e ;—+21n(6)

HORH DRIJF AUTO REEEL RAD HN n

~«5+.51n(5)
0.3047189562

In?(e?)
In*(e?)
oln(?) 4 @21n(7)

i)
aIn(10) . oln(3)

6+60,5x+2: 10
3
Bl 10

[ a = In(e%) ]

e+ In(2)

d In(-x+2)=-2

In’(x) =7
In(x) =1+ In(5)
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Mok 3

ne*x

W{OK 3

Ok 3

Los exact op.

3xIn(x) =2In(x)

In?(x) — In(x) = 0
XIn(x+1)=4In(x+ 1)
4e! =20
In’(x)—2In(x)-3=0

In(x + 3) —In(x — 1) =In(2)
2 In(x)=In(2) + In(x + 4)

e” =100

Fa - 0 A n oMo

Bij een groep patiénten geeft de formule 7= 16(0,6 + In(G)) het verband

tussen het lichaamsgewicht G in kg en de hartslagfrequentie F in slagen

per minuut.

a Bereken de hartslagfrequentie van een patiént van 100 kg.

b Bereken algebraisch welk gewicht correspondeert met een
hartslagfrequentie van 78 slagen per minuut.

¢ Schrijf de formule in de vorm G = - g". Rond b en g af op drie
decimalen,

Met de regel g°¢) = x kun je 2 als macht van e schrijven.
Je krijgt 2 = &h®),
a Licht toe dat 2° =",
b Toon met behulp van 2= e~ aan dat
f(x) = 27 geeft (x) = 2° - In(2).

In deze opgave ga je bewijzen dat f{x) = In(x) geeft [(x) = % en

h(x) = *log(x) geeft h'(x) = ﬁ@)

a Gebruik ™™ = x om aan te tonen dat ™™ « f(x) =1,

b Hoe volgt uit vraag a dat //(x) = %?

In(x
¢ Gebruik *log(x) = lnEZ; en toon met behulp van vraag b aan dat
h(x) = 2log(x) geeft h'(x) = .

xIn(2)
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Theorie B Exponentiéle en logaritmische functies differentiéren

In opgave 73 heb je gezien dat f{x) = 2" geeft /' (x) = 2% - In(2).
Algemeen geldt f(x) = g* = e"™® ¥ geeft f/(x) = @ - In(g) = g* - In(g).

In opgave 74 heb je gezien dat f{x) = In(x) geeft f'(x) =% en

h(x) = *log(x) geeft h'(x) = ﬁ(?,)
Algemeen geldt
I
09 =To8(0) = o 3= -+ Ine) gt /) = b+ L=

09 = g geeft f(x) = ¢* - In(g)
£6) = In(x) geefe £(x) = -

X
- i l
S@) = Flog(x) geeft fx) = s
Voorbeeld
Differentieer.
a f(x) - 32\’— 1
In(x) + 1
b fl(x)= ®

v
¢ f(x)=3log(x*+1)

Uitwerking
a f(x)=3""!geeftf(x)=3""!-In(3)-2=2-3"""!-1In(3)

1
x- - (n(x)+1)-1 _1-ln -1 _-Ing)

In(x)+1 .
b f(x)= geeft f(x) =

x x2 X

2 x2

| 2x

¢ SO =gl D el ) = Gy T 6 D)

a Toon aan dat f(x) = In(ax) geeft f(x) = %
ok 3
b Schrijf in één keer de afgeleide op van f(x) = In(2x) en g(x) = ln(xﬁ).

¢ Toon aan dat f(x) = In(x") geeft /'(x) = f
d Schrijf in één keer de afgeleide op van f(x) = In(x?), g(x) = 1n(£>

en h(x) = In(/x).
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Differentieer.

wfoR 3 0 Fy =32 d )= ln(jx)
I = In(x)
b fl)=——1 e f(x)=xIn(x’)
¢ f(x)="log(4x— 1) f f(x)=In(x*+x)
/| Bereken de afgeleide.
O@%* g f(x)=In(2Y) d f(x)=x% - log(4x)
b f(x)="2log(x*+ 1) e flx)=(2"—1)-2*
¢ f{x)=xIn’(x) f f(x)=In’(4x)

De regel f(x) = x" geeft f(x) = nx" ! heb je al bewezen voor gehele
B@* waarden van n. In deze opgave ga je deze regel bewijzen voor niet-

gehele waarden van #. Daarom nemen we x > 0.

a Licht toe dat x” = e,

b Toon met behulp van de kettingregel aan dat

f(x) = In(x) geeﬂf’(x) = en'ln(.\') i %

¢ Hoe volgt hieruit dat f(x) = x" geeft f(x) = nx"~'? Waarom is de
regel nu ook bewezen voor elke niet-gehele n van R?

Gegeven zijn de functies f(x) = In(x — 2) en
o 2(x) = In(7 — x).
a Los cxact op f{(x) < g(x).
b Bereken exact de extreme waarde van de somfunctie

s(x) = f(x) + g(x).

figuur 9.11

X

Gegeven is de functie f{x) = 1 v
ne In(x) i
a Stel langs algebraische weg de formule op van de lijn & k_/
die de grafiek van fraakt in het punt 4 met x, = é.
b De grafick van f'heeft twee raaklijnen met

richtingscoéfficiént -6.
Bereken exact de codrdinaten van de raakpunten.

fignur 9.12
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Gegeven is de functie f(x) = 27" —2~, 1%

O@* a Bereken algebraisch het bereik van f:
b Bereken exact de codrdinaten van het buigpunt van de
grafick van f.
f
X
fignur 9.13
Gegeven is de functie f{x) = \/; lﬂ(\/J_C). Hiernaast zie je v

O@* (e grafick van /.
a Bereken exact de codrdinaten van de top 4 van de

grafiek van f, j
b Stel algebraisch de formule op van de buigraaklijn &

van de grafick van f o)
A

fignur 9.14

Een zojuist ingeschonken kop koftie heett
O®%* cen temperatuur van 80 °C. De koffie koelt
af volgens de formule 7=20 +pe ',

Hierin is ¢ de tijd in minuten en 7 de

temperatuur van de kotfie in °C.

Uit de gegevens volgt p = 60.

a Toon dit aan,

b Bereken algebraisch na hoeveel minuten
en hoeveel seconden de temperatuur
van de koffie 45°C is,

¢ Bercken algebraisch de snelheid waarmee de temperatuur van de
kotfie afneemt twee minuten nadat de koffie is ingeschonken.

d De formule is te herleiden tot de vorm 7= aIn(bT + ¢).

Bercken exact de waarden van a, b en c.

Voor elke a > 0 is de functie £, gegeven door f,(x) = ln(zxa:t 1)

LE*x

met domein (0, —).

a De lijn & met rc, = § raakt de grafiek van f, in het punt 4.
Bereken exact de codrdinaten van 4.

X

¢
3—2er

b Bercken exact voor welke a de functie g(x) = de

inverse is van f,.
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] Gegeven is de funetie f(x) = ") 20 =3,
oL 3

v
Zie de figuur hiernaast.
a Losexactop f(x)<1.
b Bercken exact het bereik van f, f
X
0

figuur 9.15

Gegeven is de functie f(x) = x* met domein (0, —). y
De afgeleide van fis f(x) = (In(x) + 1) - x*.
a Bewijs dit.

Voor elke waarde van a is de functie g, gegeven door
2.(x) = x* met domein 0, —).

Er is een waarde van ¢ waarvoor de grafick van g, de
gratiek van f'raakt. Het raakpunt noemen we 4. A
b Bereken exact deze waarde van a en stel de formule op

van de lijn & die de graficken raakt in A. B x

figuur 9.16
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44

Terugblik

Natuurlijke logaritmen

Logaritmen met grondtal e heten natuurlijke logaritmen. De notatie voor
<log(x) is In(x). Dus In(e - 3/e) = In(e - ¢*) = In(e') = 11 en "®) = 5,

Bij het herleiden van natuurlijke logaritmen gebruik je de rekenregels
voor logaritmen.

5

Zois 5—1In(3) =In(e’) — In(3) = ln(%) =1In(} ¢%) en
3In(2) + In(6) = In(2%) + In(6) = In(8) + In(6) = In(8 - 6) = In(48).
Vergelijkingen zoals e2¥*3=7 Vergelijkingen zoals x2In(x) = 4 In(x)
e?ti=7 e!=Bgeeft A=In(B) x*In(x)=4In(x)
2x + 3 =In(7) In(x)=0vx’=4
2x=-3+In(7) x=lvx=2vx=-2
x=-13+5 In(7) vold. niet
Vergelijkingen zoals 2 In(x) + In(9) = 2 Vergelijkingen zoals In?(x) +In(x) -6 =0
21n(x) + In(9) =2 In?(x) + In(x) —6=0
21In(x) =2 — In(9) Stel In(x) = u.
In(x) =1 — In(9) WE+u—6=0
In(x) = In(e) — In(,/9) (u—2)u+3)=0

u=2vu=-3
In(x) = 1n(§) In(x)=2 v In(x) =-3

x=¢*vx=¢g>
(&

-

=

Exponentiéle en logaritmische functies differentiéren

Jx)= ¢ geeft [(x) =" Jx)=g" geeft f(x) =g" - In(g)
F(x) = In(x) geeft f(x) = % flx) = £log(x) geeft f1x) = = h:(g)

Bij het differentiéren heb je vaak de productregel, de quotiéntregel of
de kettingregel nodig. Ook combinaties van deze regels komen voor.

_ = ooy (2°+1)- 2 In(2)—2"- 2" - In(2) 27 In(2)
= Jx)= 74 geeft f(x) = (25 + 1)2 - (2% + 1)2
» g(x)=x% In(2x) geeft g'(x) =2x - In(2x) +x* - %3 2xIn(2x) +x

1 2%

¢ B =gl R AR S T, 2 e
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Eindopdracht Radioactief verval

Levend organisch materiaal bevat de koolstofisotopen 1/C en '2C in een

vaste verhouding. Als het materiaal sterft, vervalt het radioactieve '¢C

exponentieel met een halveringstijd van 5730 jaar.

In het hoofdstuk is afgesproken om groeifactoren op drie decimalen af'te

ronden, tenzij anders wordt gevraagd. In dit geval is het niet verstandig

om de groeitactor op drie decimalen af te ronden.

* Onderzoek op hoeveel decimalen je de groeitactor per jaar moet
afronden zodat (g. . )*"*° afgerond op drie decimalen 0,500 is.

jaar:.

Mede omdat het werken met groeifactoren met veel decimalen onhandig

is, wordt bij radioactief verval vaak als tijdseenheid de halveringstijd

gekozen, Hierbij hoort de groeifactor 575 = 3

Met deze groeifactor kun je berekenen dat er na 10000 jaar nog

ongeveer 30% van de oorspronkelijke hoeveelheid 'YC over is.

+ Bereken dit percentage in één decimaal.

= Bereken na hoeveel jaar er nog 20% van de oorspronkelijke
hoeveelheid '{C over is.

In 1991 werd in een gletsjer bij het
Hauslabjoch in de Otztaler Alpen op het
grensgebied van Oostenrijk en Itali€ het
lichaam gevonden van Otzi, de
gletsjerman. Radiologisch onderzock wees
uit dat het '2C gehalte in zijn botten,
afgerond op gehelen, 53% was van het
gehalte bij levende mensen.

« Rond welk jaar is Otzi overleden?

Is de ouderdom van botten bekend, dan
heeft een wetenschapper de mogelijkheid
om de '¢C methode op juistheid te controleren. Zo’n controle kan
bijvoorbeeld worden vitgevoerd op stoffelijke resten die op een
voormalig slagveld worden gevonden. Een mooi voorbeeld hiervan is de
slag bij Trasimeno in Italié. In het jaar 217 voor Christus, in de ochtend
van 24 juni, vernietigde het leger van Hannibal cen Romeins leger van
25000 man. Bij opgravingen werden veel resten van deze veldslag
gevonden.
Een wetenschapper onderzocht op 24 juni 2006 de botten van een
gesneuvelde Romeinse soldaat. Hij vond in de botten nog 77,3% van de
oorspronkelijke hoeveelheid '/C.
» Hoeveel jaar afwijking levert dit meetresultaat op met de
werkelijkheid?
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Diagnostische toets

9.1 Rekenregels voor logaritmen
Bereken exact.

=

a log(18)—log(36) + 3 b 2 -log(5) —3log(75) + 2log(8+/2)
| Herleid tot één logaritme.

a 4+ ’log(a) +log(100) b 2 —log(6a)
- Schrijfin de vorm a + £log(h) met a een zo groot mogelijk geheel getal en

b geheel.

a 3 -3log(36) b 3 +log(800)

| a Welke vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as levert bij de grafiek
van de functie f(x) = *log(x) dezelfde beeldgrafiek op als de translatie (0, 2)?
b Welke translatie levert bij de grafiek van de functie g(x) =>log(x)
dezelfde beeldgrafick op als de vermenigvuldiging ten opzichte van
de y-as met 7

| Los exact op.

a 2 log(x—1)=1+"2log(18) d log’(x) =log(x) +2
b Slog(2x — 1) +log(x +2)=0 e 2log(x)=3—2log(x +2)
¢ Zlog(2x — 1) ="*log(x) f Zlog’(x) +12="7 - *log(x)

9.2 Exponentiéle en logaritmische formules
I ? Een hoeveelheid neemt per dag met 10% toe.

a Bereken het groeipercentage per week.

b Bereken het groeipercentage per 8 uur,

. Een hoeveelheid neemt per jaar met 36% af.
a Hoeveel procent is de afname per maand?
b Hoeveel procent is de afname per 5 jaar?

| a Bereken de verdubbelingstijd in jaren bij een toename van 0,2% per
maand.
b Bereken de halveringstijd in dagen bij cen afname van 20% per week.

"~ a Schrijf de formule y=4 - log(3x +12) — 1 inde vormx=a + b - g.
Rond b en g af op twee decimalen.
b Herleid de formule p = 34 - 2,7%*2 tot de vorm ¢ =a + b * log(p).
Rond « en b af op twee decimalen.
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9.3 Het grondtal e

|| Herleid.

3e—¢é e 3x _ 532
a 2 b = c (e—5)
Los algebraisch op.
a 3xe*—e'=0 b e —3=0 € ¥ +2e=3
| Differentieer.
a f(x)=2e"—3x" ¢ f(X)=(*+1)ef e flxy=x*e>"!
_ x2 +1 _ e’ 2 +9
b =% 1 =g f f)=¢
Gegeven is de functie f(x) = (x> —x + 1)e".
a Bercken exact de extreme waarden van /. fl
b Bereken exact de x-codrdinaten van de buigpunten van ¢
de grafiek van f.
¢ Stel algebraisch de formule op van de lijn £ die de
grafick van f'raakt in het punt 4 met x, = L. | X
6)
figuur 9.17
9.4 De natuurlijke logaritme
. Herleid tot één logaritme.
a 4+In(3) b In(10) - 41n(2)
- Los exact op.
a 2e5=16 ¢ 2In%(x) — In(x)=0
b In%(5x)=16 d In(x+ 1)~ In(x +2) = In(4)
. Bereken de afgeleide.
a f(x)=2%" d f(x)="log(4x)
b f(x)=x"3 e f(x)=>3log(5x—6)
¢ f(x)=In(x - 3x) f f(x)=In(3:>+3)
I/ Bereken algebraisch het bereik van de functie f(x) =3+~ +3>*1,
"] Gegeven is de functie f(x) = x2In(x) — 1x2. y
a Bereken exact de codrdinaten van de top 4 van de
grafiek van f. f
b Stel algebraisch de formule op van de buigraaklijn &
van de grafiek van f. 5 %
A
figuur 9.18
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Meetkunde met
vectoren

Wat leer je?

- Wat vectoren zijn.

- Werken met rotaties bij vectoren.

- Een vectorvoorstelling opstellen van een lijn.

- Het berekenen van hoeken met behulp van vectoren.

- Rekenen met snelheid en versnelling bij bewegingsvergelijkingen.







Beginopdracht Een sangaku met
vijf vierkanten en een driehoek

In de zeventiende eeuw werd Japan bestuurd door zogenaamde shoguns,
militaire heersers die de macht bezaten. Omdat deze machthebbers hun
eigen invloed wilden vergroten en bang waren voor dreigingen van
buitenaf, werden in 1639 de Japanse grenzen gesloten. Hierbij werd ook
de import van boeken aan banden gelegd. Deze situatie duurde tot 1854.
De afsluiting van de buitenwereld had niet alleen negatieve gevolgen. Er
brak bijvoorbeeld een periode van culturele bloei aan waarin ook de
wiskunde, en dan met name de meetkunde, echt tot leven kwam in Japan.
De voornaamste Japanse religie in die tijd was het Shintoisme met meer
dan achthonderd goden. Om deze goden allemaal tevreden te houden,
moesten er geschenken worden gebracht aan de priesters in de tempels.
De algemene opinie was dat de goden veel van paarden hielden, die dan
ook een populair geschenk vormden. Omdat niet iedereen een paard kon
betalen, werden ook tekeningen van paarden geschonken, Deze
tekeningen werden op houten planken gemaakt, die door de priesters in
de tempels konden worden opgehangen.

In de loop van de tijd verschenen er ook andere atbeeldingen op de
houten tabletten, waaronder een groot aantal meetkundige figuren. Een
verklaring hiervoor zou kunnen zijn dat men in de Japanse cultuur altijd
veel belang heett gehecht aan vormen en natuurlijke schoonheid, twee
aspecten die binnen de meetkunde aan bod komen. Mensen uit alle lagen
van de bevolking die de goden wilden danken met ecen wiskundige
stelling die ze hadden bedacht, tekenden deze om aan een tempel te
schenken. Op deze manier konden ze hun ontdekkingen en resultaten
wereldkundig maken, Deze zogenaamde sangaku’s werden meestal
zonder bewijs geleverd.

Een sangaku uit 1845 in de Ten’nenji Temple te Nagano.
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Aangezien er door de isolatie geen buitenlandse wiskundige literatuur
voorhanden was, ontwikkelde de Japanse meetkunde zich onathankelijk
van de rest van de wereld waardoor ze een ander karakter kreeg dan de
meetkunde zoals wij die tegenwoordig kennen.

Bron: Pythagoras, juni 1999

Hiernaast zie je een sangaku met vijf
vierkanten en een drichoek, Je gaat in deze
beginopdracht een bewijs geven van de
stelling die in de sangaku is uitgebeeld.

o) = ol

Zie de figuur hiernaast. De lengte van de
zijde van vierkant ABCD is a en de lengte
van de zijde van vierkant FHL/ is b. L
» Bewijs achtereenvolgens. Gebruik
daarbij steeds gelijkvormige
drichoeken.
| BE=benEH=a Q ;
2 CO=aenGO=b c” O

3 FP=benGP=a TN

4 KO=2aen GO =b \;/ ¢
5 GR=aen NR=2b

» Druk de oppervlakte van vierhoek
KNRQ uit in a en b en maak het
bewijs af.

/
/

EEEE T b
/
=

FT

10

I

l

I

1 N .
by g
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Voorkennis Afstanden en middens

Theorie A De afstand tussen twee punten

De afstand tussen de punten 4 en B is de lengte van het lijnstuk AB.
Voor de lengte van het lijnstuk 4B bestaat de notatie d(4, B).

Voor de punten A(x,, v,) en B(xg, vg) geldt

d(4, B)=(xg—x* + 5=y,

De codrdinaten van het midden M van het lijnstuk AB zijn

Xy =7 (% T xg) €0 Yy =5 + V).

Zijn gegeven de punten P(-2, 3) en Q(6, 1) en is R het midden
van het lijnstuk PQ, dan is

d(P, Q)=+/(6 -2+ (-1 -3 =82+ (-4)2=/80=4/5
en RG(-2+6), 53 +-1)=R(2, 1).

Gegeven is driehoek 4BC met de y

hoekpunten A(5, -1), B(11, 5) en C(-3, 7). c

Het punt P is het midden van de zijde 48 ' g

en het punt Q is het midden van de zijde BC. B

Bereken de omtrek van driehoek APQ.
Schrijf je antwoord in de vorm a\/b met b
een zo klein mogelijk geheel getal.

figuur 10.1

Gegeven zijn de punten A(-2, p) en B(p + 1, 5).

a Neem p =3 en bereken exact de afstand tussen A4 en B,

b Bereken exact de afstand tussen 4 en B in het geval de x-codrdinaat
van het midden van het lijnstuk 48 gelijk is aan —6.

¢ Gegeven is dat het midden M van het lijnstuk AB op de lijn v = -x ligt.
Bereken exact de lengte van het lijnstuk AM.

Voor de afstand tussen 4 en B geldt d(4, B) = \/2p* —4p + 34.
d Toon dit aan,
e Bereken exact voor welke p de afstand tussen 4 en B kleiner is dan 8.
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10.1 Vectoren

~'1° Bij een wandeling in het assenstelsel hiernaast ga je eerst ¥
O@* van O naar 4 en daarna van 4 naar B. | B |‘\
Bereken exact de lengte van deze wandeling. ‘

|

|
0} 1 2 3 4 b5
figuur 10.2

Theorie A Vectoren optellen en aftrekken

In de figuur hiernaast zijn in cen assenstelsel de pijlen Y
van O naar A(4, 2) en van A naar B(2, 3) getekend.
Deze pijlen heten vectoren.

Notatie: O4 = (g) en AB = (%)

N W s

— {4
04 = (2 i
De getallen 4 en 2 zijn de kentallen van OA4 .

Een vector die in O begint wordt vaak genoteerd met een

kleine letter. Zo wordt de vector O4 genoteerd als .

Dus g = (g)
Een vector heeft zowel een richting als een lengte, De lengte van

) spreek je uit als ‘de vector O4 is vier twee’. 1

|
|
|
@] 1 2 3 4 5
figuur 10.3

de vector @ = (g) is te berekenen met de stelling van Pythagoras.

De lengte is /4% + 22 = /20 = 2,/5. Notatie: [a| = 2,/5.

Uitspraak: de lengte van vector a is twee wortel vijt.

Een vector is een lijnstuk met een richting.

2
q

Je hebt te maken met gelijke vectoren als ze dezelfde %

richting en dezelfde lengte hebben. In de figuur hiernaast
zie je drie gelijke vectoren.

=P

De lengte van de vector (‘l:) is
/|

/

°
figuur 10.4 Gelijke vectoren.
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Je kunt vectoren optellen. Je krijgt dan de somvector.
Voor het tekenen van een somvector zijn er twee manieren.

De parallellogramconstructie
In figuur 10.5 is deze constructie uitgevoerd met de y

-~ (4 - (2
vectoren g = (2) enb= (3)

5
Je ziet dat a+ b de dldgonaal is van het parallellogram ry — NI 7 o
3

waarvan @ en b zijden zijn,

B
Ganadata +b = (4) + (2) = (6) 1£1 A a.>+.5 |
2 3 5 2 2 / ‘ A
1 2

De kentallen van de somvector krijg je door de 1
overeenkomstige kentallen van de vectoren op te tellen.

figuur 10.5 De
parallellogramconstructie.

De kop-staartconstructie ¥
Deze constructic is in figuur 10.6 uitgevoerd met de ‘ ' |

vectoren a = (g) en 5 = (2)

3
Vector b wordt verschoven waarbij zijn ‘staart’
aansluit bij de ‘kop’ van a.
Merk op dat hier gebrulkt is dat AC en OB gelijke
vectoren len dus dat AC=0B.
Ga na dat je @ + b ook kunt krijgen door @ met zijn
staart aan te sluiten bij de kop van b.

figuur 10.6 De kop-
staartconstructie.
Je kunt een vector ook met een getdl vermemgvuldlgen. y
Tn figuur 10.7 zie je de vectoren @ en 13a.

(4. 1 (4 (6 i i i
On’ldata—2 is 132 =13 5= \3) 3 132
Ook zie je de vectoren b en -1 + b oftewel -b. 21 b

= (AL, =e 08 =D S Varar
Omdat b = (3) is-b = (3)— (73). :
5 5 E 7 12345
De vectoren (3) en (3) heten tegengestelde vectoren. . 5
Tegengestelde vectoren hebben dezelfde lengte en

tegengestelde richting. figuur 10.7

15 149
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. - A
Voor de vectoren a = (Z‘) enb= ( b‘\) geldt
:

- = fa +b,

s (C‘ : ﬂ.\-)
c-a,
a, At
o jenl 5 zin tegengestelde vectoren.
y

Lo

Voorbeeld
Inde ﬁguur hlernaast zijn@ en b getekend.
Teken ¢ = 1 a- b

b i3
Aanpak a
Teken eerst I%a en f%b.
(0]
Uitwerking figuur 10.8

In ﬁguur 10.9a is de vector 5 getekend. Verder is gegeven ¢ dat de
vector @ op lijn k ligt en de vector b op lijn / waarbija + b ==
Door een parallellogram te tekenen waarvan OS een diagonaal is,
zoals in figuur 10 9b, zijn de vectoren @ en b te tekenen, We ¢ zeggen
dat we de vector s hebben ontbonden in de componenten a en b.

/

o/
a b

figuur 10.9
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OE*x

D@*

In figuur 10.10a zie je de vector v met lengte 10 die een hoek van 60°
maakt met de x-as. De vector v is in figuur 10.10b ontbonden in de
onderling loodrechte componenten f{v en 5}..

Van deze componenten is de lengte te berckenen.

-

Omdatcos(60°)~‘—15 V.| = 10cos(60°) =10 - 1 =5 en

‘_)‘

omdatq1n(60°)——1s\v\ 10sin(60°) =10 - 1,/3=5/3.

Yy y
A ‘
I
\
|
210 }
v/ > o
v, 10
I
|
I
60° 60° f
X - X
o @] ﬁx
a b
figuur 10.10

De vector v hiernaast is ontbonden in de twee onderlmg
loodrechte componenten @ en b. Er geldt |a \ \ \ \ sin(p)
en ‘b‘ ‘ ‘ cos(p). figuur 10.11

Zie figuur 10.11.

a Bercken ‘E‘ en \3\ in het geval @ =17° en ‘17‘ = 8. Rond af op twee
decimalen.

b Bereken ‘3‘ en ‘17‘ in het geval ¢ =26° en \5‘ =1,5. Rond af op twee
decimalen,

Bereken de lengte van de volgende vectoren.

a E=(f1'l) c E=(g) " g=2.(;)

= ({3 - {03 e [
b 5-(Vg) aq-(37) ¢ 7-06(9)
. A |
Gegeven zijn de vectoren a = (3) enb= ( 4 )
Bereken de kentallen van de volgende vectoren.
a c=2a+3b ¢ e=4a-3b
bd=a-2b d f=2-(a+b)
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[» werkaLan] Gegeven zijn de vectoren @ en b in figuur 10.12.
O@* Teken de volgende vectoren.

-

ac=a+b c e %
bd=a-b d7=—3a+

Q-l

figuur 10.12

[»werkaLan] Gegeven is de vector @ met lengte 2 die
B®* [oodrecht staat op de lijn k. Zie figuur 10.13. Verder is

gegeven dat vector c lengte 5 heeft en dat vector b op k

ligt Wadl‘bl_] b=a+¢.

Teken ¢. Gebruik daarbij een parallellogram met zijden

2 en 5 waarvan een diagonaal op £ ligt. Er zijn twee

mogelijkheden. Licht je tekening toe. figuur 10.13

a Uit de kop-staart constructie volgt 4B + BC = AC.
Dox* Licht d1t toe met een tekening.

b VulinOP +PQ=... d Vulin..+KL=AL.

¢ Vulin DE +...=DF. e Vulin MN =MP + ..,

: Gegeven _J)n de punten Aen B en de vectoren O4 =d en OB =b.
B@* Ergeldt AB =56 —a.
a Toon dit aan.
b Het punt A is het midden van het lijnstuk 4B.
Toon aan dat voor m = OM geldt m =1(a +b).

i r het lijnstuk AB
¢ Gegeven zijn de punten P(7, 2) en O(3, 5). Hotpunt R | Yoo bet Lynstu
. . . met m1dden M geldt
is het midden van lijnstuk PQ.
AB b-a en
Bereken de kentallen van de vectoren
m= = L(a +b).

PO, OP, OR en OR.

-

[» werkeLan] Gegeven zijn de vectoren @, b en ¢ in figuur 10.14,
O@©* Tecken de volgende vectoren,

—

@ u=a+b-+ c WZZE-b%—l%E
x

- e e d
b v

a-b+ d |

figuur 10.14

[» werkeran] Gegeven is de vector a met lengte 4 die een
B@ " hoek van 30° maakt met de lijn /. Zie figuur 10.15.

Verder is gegeven dat vector ¢ lengte 6 heeft en dat

vector b op I ligt waarbij b =a +c.

Teken de twee mogelijkheden van c. figuur 10.15

O
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In de figuur hiernaast staat cen kist op een helling die
een hoek van 25° met het horizontale vlak maakt. De
zwaartekracht die op de kist werkt is 750 newton.
Ontbind deze kracht in een component langs de helling
en een component loodrecht op de helling,

Bereken deze componenten in newton. Rond af op
gehelen.

figuur 10.16

Gegeven is de vector v met lengte 12 die op de lijn m_
ligt. De vector kan worden ontbonden in de vectoren a
enb waarbij @ op de lijn £ ligt en b op de lijn /. Er is
gegeven dat £(k, m)=30° en Z(I, m)=40°. Zie
figuur 10.17.

Bereken |a| en |5 |. Rond af op één decimaal.

figuur 10.17

Het ontstaan van de vectormeetkunde

De vectormeetkunde is in de eerste helft van de 19° eeuw
ontstaan, Daarvoor werden er echter ook al problemen met
vectoren opgelost. Zo kwam Newton in 1687 met het idee om
krachten op te tellen via de parallellogramconstructie.
Daarnaast bleken vectoren een praktisch hulpmiddel om
complexe getallen meetkundig weer te geven. Diverse
wiskundigen opperden hier aan het eind van de 18° eeuw
ideeén voor, maar die werden pas serieus genomen toen
Gauss er in 1831 een publicatie aan wijdde. De briljante Terse
wis- en natuurkundige William Rowan Hamilton (1804-1865)
werkte de principes van Gauss succesvol uit, Als kleine
jongen sprak Hamilton liefst dertien talen. Zijn interesse
verschoof echter geleidelijk naar de exacte vakken nadat hij op achtjarige leeftijd
kennismaakte met het Amerikaanse rekenwonder Zerah Colburn. Als jonge twintiger
publiceerde Hamilton al opvallende resultaten in de optica. In zijn verdere carriére
werkte hij de vectormeetkunde uit tot een volwaardig systeem. In een publicatie uit
1846 gebruikte hij voor het eerst het woord vector.

William Rowan
Hamilton
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Terugblik

Vectoren optellen en aftrekken
Een vector is een lijnstuk met een richting,

In de figuur hiernaast zijn de vectoren OA =a = (721 ) en
OB=bh= (i) getekend,

De lengte van a is |[a| = (-1)2+22= /5.

De somvector s vana en b is s = (;) + (";’) = @)
Voor het optellen van @ en b in de figuur hiernaast is de
parallellogramconstructie gebruikt.

Voor het tekenen van b — 24 in de figuur hiernaast is de
kopstaartconstructic gebruikt, Eerst is de vector - -2a
getekend. Daarna is deze kopstaart gelegd met b.

Voor de vectoren OA4 =a en OB =b geldt AB =5 —a.
Is M het midden van het lijnstuk A8, dan geldt voor
m =0M datm =3(a +b).

Een vector ontbinden in componenten

De vector v in de figuur hiernaast is te ontbinden in de
componenten @ en b waarbij @ op lijn ken b op lijn /
ligt. Hierbij gebruik je een parallellogram. Zie de figuur
eronder.

Tn het geval k L / wordt v ontbonden in twee onderling
loodrechte componenten,

@ Noordhoff Uitgevers bv
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10.2 Vectoren en rotaties

In figuur 10.18 zijn de vectoren ¥
T a= (;), ap en a; getekend. .
De vector ER ontstaat uit @ door a over \
90° rechtsom te draaien en de vector a; .
ontstaat uit a door @ over 90° linksom te E’L\,,T A
draaien. 733
a Geef de kentallen van a, en van a, . x
2 10 1 2 3 4
De vector b = (‘Z ) wordt over 90° N
- ) ap
rechtsom gedraaid. Zo ontstaat b,. 2 A\
b Geef de kentallen van by, -
figuur 10.18
Theorie A Rotaties en codrdinaten
In figuur 10.19 zie je de vectoren %
— *5 — — [
a=(3),aRenaL. 5
De vector ap ontstaat uit @ door @ over 4 7
90° rechtsom te draaien en de vector a; LN —1=8
ontstaat uit @ door a over 90° linksom te g ) Lo ‘,/5%
draaien. LA ke
N
Tesiesiet o= [ x
R= 15 L™\ 5} —5—4—3&2—1 1 2 8 4 5
1
Il = 72
4.
=3
A
-5
figuur 10.19
a= ) rechtsom draaien over 90° geeft a, = (-(,10)

P
q
a= (‘; ) linksom draaien over 90° geeft a, = (:;])
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In figuur 10.20 is het vierkant ABCD getekend
met A(3, 2) en B(7, 3). Om de coordmatcn van C
te vinden, bedenk je dat ¢ = b + BC=0b+ BA,.
= 3y (M (4
Omdat BA =a —b = (2) =i (3) = (1) 13
e, )
4

Tokiijpl BB 5= (7) 5 (‘) — (6) dus C(6,7).

3 4
Om de coordmaten van D te vinden, bedenk je dat
d=a+AD=a +AB

Omdat AB =b —a = (;’) = (g) = (‘1‘) is 4B = (;1)

i = J3T -1 (2
Dit gecftd—(2)+(4) (6)’ dus D(2, 6).

Voorbeeld

In figuur 10.21 is het vietkant ABCD getekend
met 4(2, -2) en C(6, 8).

Bereken de codrdinaten van B.

Uitwerking
M is het midden van diagonaal AC,
b=m+MB=m+MA,

1604 3)-G)-4G)-6)
w1-3-7-(3)- -G}

; - (4 5Y_49
Dit geeft b = (3) + (_2) = (1), dus B9, 1).

Zie het voorbeeld.
Bereken de codrdinaten van D.

@ Noordhoff Uitgevers bv

V4
C
D
B(7, 3)
A3 2)
& X
figuur 10.20
4
cee. 8)
D i
\ i
X
O
A2, -2)
figuur 10.21

Y
D
M

A2, -2)
figuur 10.22

C(6, 8)
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Gegeven is het vierkant ABCD met A(5, 2) en
D(2, 6) in figuur 10.22.
Er geldt B(9, 5).

a Toon aan dat de coGrdinaten van B juist zijn.

Verder is het punt M het midden van diagonaal
AC. Ook is het vierkant MBNC getekend.
b Bereken de codrdinaten van N.

Gegeven zijn de punten A(0, 2) en B(8, 4) in
figuur 10.23. Het punt M is het midden van het

lijnstuk AB. Ook is het vierkant MBCD getekend.

Bereken de codrdinaten van het midden N van
het vierkant.

Gegeven is het vierkant ABCD met A(3, 0) en
D(0, 4). Op zijde BC liggen de punten P en S
waarbij BP = PS = SC.

PS'is een zijde van het vierkant PORS.

Zic figuur 10.24.

Bereken de codrdinaten van de punten O en R.

Gegeven is het vierkant ABCD met A(a, 0) en
D(0, d). Diagonaal AC is een zijde van het
vierkant APQC, Zie figuur 10,25,

Er geldt PQRa+d, a —d).

a Bewijs dit.

b Druk de codrdinaten van Q uitina en d.

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren

y

&
1 N
D@, 6)
B

A, 2)

o}

figuur 10.22

v
c
D
B8, 4)
]
A@©, 2)

(o}

figuur 10.23

y

% R
e
D(0, 4)
B
X

[6) A3, 0)

figuur 10.24

%
(%)
D, d)
Q
B
X
0| A@, 0
P

figuur 10.25
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Van het vierkant ABCD ligt het punt A(a, 0) op de positicve x-as en het
BO* punt D(0, d) op de positieve y-as.

Het punt M is het midden van diagonaal AC.

In figuur 10.26 zie je enkele mogelijkheden.

y y y
C c
c
D(, d)
D B
B D
B

0 Ala, 0) ) A 0 A x

figuur 10.26

a Druk de codrdinaten van M uit in @ en d en licht toe dat M op de lijn
v =x ligt.
b Bewijs dat de lengte van het lijnstuk OM gelijk is aan $/2 * (a +d).

In figuur 10.27 is de rechthoekige drichoek O4B y
OO* getekend met ZB =90°, A(a, 0) en B(b, c).

Op de zijden OB ¢n AB zijn de vierkanten OBPQ

en ARSB getekend.

PS'is cen zijde van het vierkant PSTU.

Druk de codrdinaten van Ten Uuitina, b en c.

(b, c)

0 Ala. 0)

figuur 10.27

Van het vierkant ABCD ligt het punt A(a, 0) op y
* de positieve x-as en het punt D(0, 2a) op de

positieve y-as. Het punt M is het snijpunt van de N

diagonalen van 4BCD.

BM is een zijde van het vierkant BNCM. Zie

figuur 10.28.

Voor elke waarde van a ligt het punt N op de

lijn y = mx,

Bereken m.

D, 22)

0 Ala, 0)
figuur 10.28
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Gegeven zijn de punten A(a, 0) en C(b, ) en de
gelijkbenige rechthoekige driehoeken O4B en
OCD. Zie figuur 10.29.

In deze opgave ga je bewijzen dat AC = BD en
AC L BD,

a Toonaandat,ﬁ:(b;a) enﬁz( c )
b Maak het bewijs af.

Gegeven zijn de punten 4(a, 0) en B(b, ¢) en
drichock OAB. Op de zijden AB en OB van
driechoek OAB zijn vierkanten geplaatst. De
middens van deze vierkanten zijn P en Q.
Het punt M is het midden van zijde OA. Zie
figuur 10.30.

2 —_— 1 b+c
Bewijs dat MP = g(a s B C) en
MQ = '5(_& ; fc_ C) en licht toe dat hieruit
volgt dat MPQ een gelijkbenige rechthoekige
drichoek is.

Gegeven zijn de punten 4(a, 0) en B(b, ¢) en
drichoek OAB. Op de zijden van drichoek OAB
zijn vierkanten geplaatst. De middens van deze
vierkanten zijn P, Q en R, Zie figuur 10,31,
Bewijs dat OP L QR, AQ | PR en BR L PQ.

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren

¥
B
Cib. o)
" X
o Ala, 0)
D
figuur 10.29
¥
B, c)

.

ol M A@. 0)

figuur 10.30

Bib, o)

N

o) W A, 0) X

R

figuur 10.31
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Gegeven zijn de punten A(a, 0), B(b, ¢} en C(d, e) y

~ en vierhoek O4BC. Op de zijden van vierhoek
OABC zijn vierkanten geplaatst. De middens van g
deze vierkanten zijn P, O, R en S. Zie figuur 10.32, Bib, c)
- (jla+b+cy - |[b—c+d+e Cld, e) P
=1 =1 R
Er geldt p 2(a—b+c)’ % 2(b +c—d+e)’
- 1 d—e - 1]
i eni=A(s) T =
a Bewijs dit. S
b Bewijs dat PR=0Sen PR L OS.
figuur 10.32
Gegeven is vierhoek O4ABC van opgave 25 met de y
" op de zijden geplaatste vierkanten met middens
P, Q. Ren S. De punten K, L, M en N zijn de Q \Bb.q)
middens van de zijden van PORS. Zie figuur 10.33. L &
Bewijs dat KM = LN en KM L LN, . < <e. P
0 M\/N A, 0) *
S

figuur 10.33

De stelling van Van Aubel

In opgave 25 heb je de stelling van Van Aubel bewezen.

Deze stelling is genoemd naar Henricus Hubertus van Aubel

(1830-1906) en luidt algemeen als volgt:

De verbindingslijnstukken van de middens van tegenoverliggende

vierkanten die (buitenwaarts) beschreven zijn op de zijden van

een vierhoek, staan loodrecht op elkaar en zijn even lang.

Je kunt de stelling van Van Aubel goed verifiéren met het

computerprogramma GeoGebra, dat online te gebruiken is. Ook Van Aubel

kun je met GeoGebra bijvoorbeeld de volgende zaken onderzoeken.

» Welke bijzondere vierhoek ontstaat als je uitgaat van parallellogram ABCD?

*  Welke bijzondere vierhoek PORS ontstaat als je op de zijden van vierhoek ABCD
afwisselend buiten- en binnenwaarts gerichte gelijkzijdige drichoeken tekent? De
punten P, O, R en S zijn de toppen van deze drichocken.

« Wat kun je zeggen van de lijnstukken PR en QS als je op de zijden van vierhock
ABCD naar buiten gerichte gelijkvormige rechthoeken tekent? De punten P, O, R
en S zijn de middens van deze rechthoeken.
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Terugblik

Rotaties en codrdinaten

Draai je de vector @ = Z

()

Bij linksom draaien van @ over 90° krijg je de vector a, = (;1)

In de figuur hiernaast is het parallellogram OABC v
met 4(5, 0) en B(7, 3) getekend. Op zijde 4B is een
vierkant geplaatst met midden P.

rechtsom over 90°, dan krijg je de vector

B(7, 3)

M

De codrdinaten van P krijg je als volgt,
p =m + MA, waarbij het punt M het midden van
de zijde 4B is.

w-ta-5 13- G)-(2
= (8) () ) o1

- (6} 1B (7%
Dusp—(ll)+( i) (f) en P(7%, 3.
2 2

Rotaties en bewijzen
Hiernaast zie je het parallellogram OA4BC met y
vierkanten op drie zijden. Om bij deze figuur te

bewijzen dat PO = OR en PO L OR gaje als

volgt te werk.

p =m +MA, waarbij het punt M het midden van

de zijde AB is. R

N
2l

AG, ON/ "

555 - oo )

20 +3 b 50 :L(a+b+c)
Dus p = ( te )+(%a—%b) Na—-b+c)

-t =45} () {5 b)
I

-za+b -::L(a-i-b—c)
Op dezelfde manier krijg je ¢ = ( +C)eni Bl By
Dit ftf’_'—*—*—fa-k%bi%c OR=r—q= "2~
fgeelFO =g =p=| np 1, |SHOR=I=g=] g

Er geldt OR = PO, , dus PO = OR en PO L OR.

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren
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10.3 Vectoren en lijnen

a Teken de vectoren @ en b zoals hiernaast en teken in
dezeﬁguurO_C"=E+§3, @=E+E, OFE =a +2b,
OF=3-18,06=3-8 en OH =3 - 25.

b Wat kun je zeggen van de eindpunten van de in a
getekende vectoren?

O@*x

O
figuur 10.34

Theorie A De vectorvoorstelling van een lijn

In figuur 10.35 zijn de punten Sen R en de
vectoren OS =5 en OR = getekend. Qok zijn
de volgende vectoren en hun eindpunten
getckend: 5 — 137, 5 =7, 5 =37, 5 +37,5 + 7
ens + 157,

Al deze eindpunten liggen op de lijn / door §

die evenwijdig is met . Dat wil zeggen dat elk
punt P van [ voldoet aan OP =5 + ¢ - . Hierin

is ¢ cen willekeurig getal. Laat je ¢ alle waarden
aannemen, dan krijg je de hele lijn /. We noemen
I: OP =5+t - 7 cen vectorvoorstelling van de
lijn 7. De vector 5 is een steunvector van / en de
vector 7 is een richtingsvector van /.

Een steunvector van een lijn begint in de
oorsprong.

figuur 10.35

Elk punt P waarvoor geldt OP =5 + ¢ -  ligt op de
lijn / door het eindpunt van de steunvector 0S =5
en die evenwijdig is met de richtingsvector r.

I: OP =5 +1 - r heet een vectorvoorstelling van /.
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In figuur 10.36 is de lijn £ door de punten 4 en B
getekend.

Bovendlen is het punt C zo getekend, data +c¢=b.
Uita +c =5 volgt ¢ =
Omdat ¢ evenwijdig is met &, is ¢ een richtingsvector
van k en 1s dus ook b—a een richtingsvector van k.
Notatie: 7, = b-a.

—a

figuur 10.36

Een vectorvoorstelling van de lijn door de punten 4

enBis(':)=E+t-(3—E).

Voorbeeld

De lijn  gaat door de punten P(3, 4) en Q(5, 6).
a Stel een vectorvoorstelling op van /.

b Onderzoek of het punt 4(27, 28) op / ligt.

Uitwerking
a l() =p+i-(g-p)

p-la)n-7-()-(s

b x =27 geeft 3 +2=27
2t=24
=il
(=12 geeft y=4+12-2=28
Dus A4 ligt op 1.

PR

2

In de vitwerking van voorbeeld a is (g) een richtingsvector van lijn /.

Elke vector ¢ - (;) met ¢ # 0 is evenwijdig met de vector (3)

; 1 :
Daarom is [ (ﬁ) = (3) S5 (1) ook een vectorvoorstelling

4 De vectoren

[15)(3)
15 73
zijn evenwijdig.

10 A
Notatie: (1 5) (

van lijn /. Met de notatie (;) = (i) geven we aan dat de

2 1 N
vectoren (2) en (1) evenwijdig zijn.

2
=3

)

In de uvitwerking van voorbeeld b is gebruikt dat lijn /
ook te noteren is als x =3 + 2f A y = 4 + 21, We noemen
x=3+2t Ay=4+ 2t een parametervoorstelling van
de lijn /.

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren
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Zie het voorbeeld.

a Licht toe dat ook (x) = ) + (;) een vectorvoorstelling van / is.

V

b Licht toe dat ook (Ji) = ) T (_1) een vectorvoorstelling van /is.

-1
. (x\ (6 | ;

¢ Voor welke p is = it 1] een vectorvoorstelling van /7

Stel een vectorvoorstelling op van

a de lijn £ door de punten 4(2, 3) en B(-4, 2)

b de lijn / door de punten C(1, 0) en D(2, 3)
¢ de lijn m door de punten E(0, 3) en F(-4, 0),

oo -3 1)
Onderzoek van de punten 4(7, -7), B(-13, 15) en C(-33,7)
of ze op k liggen.

Teken in één figuur de lijnen

xy (1 A3 w2 {2
=B e (b G- 6)

x} (0 Ji X (1 (1
" (,v)_(s)” (2) e (») (2)”" (o)
Teken in één figuur de volgende lijnstukken.
{3 e
y 2 Al
() [
(i)z(_i)w-(;)/\lsvso

Gegeven zijn de punten A(-1, 2), B(3, 4) en C(-5, -2).

Stel een vectorvoorstelling op van

a de lijn £ door 4, evenwijdig met BC

b de lijn / door B en het midden M van het lijnstuk AC

¢ de lijn m door het midden NV van het lijnstuk 4B, evenwijdig met AC
d het lijnstuk BC.

@ Noordhoff Uitgevers bv
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Gegeven zijn de vectoren @, b, ¢ end die vanuit O de D,
hoekpunten van het parallellogram 4ABCD aanwijzen.

a Licht toe dat (f:) = %(E +¢)+t-(c—d)een
vectorvoorstelling is van de lijn door de middens )
van de zijden AD en BC. -

0 B

b Stel een vectorvoorstelling op van de lijn
* kdoor 4, die evenwijdig is met BD
* [ door B en het midden van de zijde CD
* m door het snijpunt van de diagonalen, die evenwijdig is met BC.
¢ Welke lijn heeft als vectorvoorstelling

I (ﬁ)=3+r-(25)

In: Cf)=‘5(3+3)+f-(3—3)

figuur 10.37

101 (’;)—a‘+:-(§3+§2—3)?

a Gegeven zijn de lijnen 4: (:) = (é) i (_13) enl: y=4x—28.

Om de codrdinaten van het snijpunt S van & en / te vinden, substitueer
jex=1—-3teny=2+(in y=4x— 28,
Toon aan dat r =-2 en bereken de codrdinaten van S.

b Bereken de codrdinaten van het snijpunt 7 van de lijnen

. C/‘):(g)mﬁ) enn: 2v— Sy=11.

Bereken de codrdinaten van het snijpunt van de lijnen.

o k(=)= ) ontze—ss-s

b m: (x)—(2)+u~(l)enn: 3x+4v=10
v -5 3 ’

a Gegevenisdelijnkix=4+2tAy=1-5z
7 x=4+2

Door bij het stelsel {1 —1-5
een vergelijking van &, Vermenigvuldig daartoe de bovenste
vergelijking van het stelsel met 5 en de onderste vergelijking met 2 en
tel de vergelijkingen vervolgens bij elkaar op.
Doe dat.

b Stel een vergelijking op vande lijn l: x=3 -t Ay=2+3¢.

¢ Stel een vergelijking op van de lijn m: x=3r— 1 Ay=5¢+ 1.

t ; i G b
’ de variabele ¢ te elimineren, krijg je
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Gegeven is de lijn &; y = 2x + 3. Je krijgt cen parametervoorstelling van &
B@* door x uit te drukken in 7 en dit te gebruiken om v uit te drukken in .
Zorg er wel voor dat x een lineaire functie van ¢ is.
Kies je x =4t dan krijg je y =8¢+ 3.
Licht dit toe.
Stel een parametervoorstelling op van &k waarbij x =7+ 5.
Stel een parametervoorstelling op van & waarbij x = -3¢+ 2.
Stel een parametervoorstelling op van &k waarbij v = 4¢,

a n oo

Stel een vergelijking op van de lijn ir x =4+ 5 Ay=3-21.
O@®%* p Stel een parametervoorstelling op van de lijn /: 3x — 2y = 6.
¢ Stel een vectorvoorstelling op van de lijn m: x =2 -9t Ay =2¢—1.

d Stel een parametervoorstelling op van de lijn #: (;f) = (:41) ik (;)

a De lijn k: 4x — 5y =-9 heeft parametervoorstelling
OO* x=5t+pay=4t+3.
Bereken p.
b Stelde formuleop vande lijn : x=2t—1Ay=-3t+5
in de vorm y =ax + b.

a Bercken de codrdinaten van het snijpunt S van de lijnen

O®*x
k: (x) = (4) +t (2) enl:x—2y=10.
V 5 3 ¥

b Het punt A(-3a + 1, 24a) ligt op de lijn m: CC) = (752) +u- (_3;1)
Bereken de codrdinaten van 4.

¢ Bereken voor welke g de lijn n,: x=2v+ g Ay =-v— 2q door het
punt (5, 2) gaat.

Gegevenzijn de lijnen &, ,: x=at—3Ay=>bt+lenl:2x+5y=c.
* Bereken mogelijke waarden van g, b en ¢ in het geval &, , en [,

a clkaar snijden in het punt (3, 4)
b samenvallen.

De lijn & heeft parametervoorstelling x=-t—3 Av=pt— 8 en
*
vectorvoorstelling (i) = (;) +ue (g)

Bereken pen g.
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Terugblik

De vectorvoorstelling van een lijn

De lijn £ in de figuur hiernaast gaat door het y
punt A(-1, 2) en is evenwijdig met de lijn door O e
en B(3, 1). A_—7
Een vectorvoorstelling van & is A: x) = (_1) +i- (3)
v 2 | 1 —— B
i | - (3 ) ]
Vankisa = 5 | een steunvector en b = 1] een b P
L <1 1 2 B
richtingsvector, | | ‘ |
Een steunvector begint in O.
Voor het opstellen van een vectorvoorstelling van y
de lijn / in de figuur hiernaast gebruik je
— = — A
z;(ﬁ)—a+r(b—a). 2 o
3 (-1 4 1 == 2]
Omdatb—aZ(l)—(z)Z(l)knjgje a -—"’",'; ;
-1 4 x
-2 T
v A2 vl | | [ ]

Merk op dat bijvoorbeeld ook (J;) = (i’) +t- (_14 )

een vectorvoorstelling van / is.

4 -4\ .. - . (4) A4
De vectoren (71) en ( | ) zijn evenwijdig, Notatie: (1) = ( 1 )
Om te controleren of het punt C(11, -2) op / ligt, gebruik je dat / te
noteren is met de parametervoorstelling x=-1+4fAy=2—1.
Uit2—t=-2volgtt=4. Maarr=4 geeftx=-1+ 16 =15 # 11,
dus C ligt nict op /.

Om een vergelijking van de lijn m met parametervoorstelling
x=3t+5Ay=2t+1 op te stellen, elimineer je de variabele 7.

x=3t+5‘ ‘ 2x=6r+10
v=2t+1|3 Jp=a+3
2x—=3y="7

Dus je krijgt m: 2x—3y=7.

Neem jex=3¢—11in 2x — 3y =7, dan krijg je 23t — 1) — 3y =7
Bt—~2~3y=1
By =~bi+ 5
y=2t—3

Dus ook x=37—1 Ay =2¢—3 is een parametervoorstelling van m.
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10.4 Vectoren en hoeken

Zie figuur 10.38 met de punten A(a, a ) en B(b,, b,).

a Licht toe dat |a =By,

b Licht toe dat 4B* = (b, —a,) + (b, — a,)* en herleid
dit fol 455 =g Xt a 2+ br+ b2~ 2nh. —2ah.,

WOk 3

2 2 2 e
a-+taSen ‘b

Alay, a y)

figuur 10.38

Theorie A De hoek tussen twee vectoren

Om de hoek ¢ tussen de vectoren a en b in

figuur 10.39 te berekenen, gebruik je de cosinusregel
in driehoek O4B.

Dit geeft AB>= \a\z + \b\z = ‘a‘ : \b\ - cos(g), dus
||+ 5] — 48

> Alay a,)

cos(p) =

2-[al-[3) :
Met wat je in opgave 44 hebt gevonden geeft dit figuur 10.39
g tas B+ P =gt =g = =2 b 24 b,
cos(p) = ' = T
2-a| - B
B 2ab,.+2ab, B ab,+apb,
2-al -] [a] -5l

De uitdrukking die in de teller staat heet het inwendig product kortweg
het inproduct, van de vectoren @ en b en wordt genoteerd als a - b.

-

Het inproduct van de vectoren a = (ﬁ‘) enb = (i‘) is
a-b=ab. +ap, ' '

ab + ayby
—— worden
b

Met behulp van het inproduct kan cos(g) = | ‘ ‘ ‘
4 -

—_ =

genoteerd als cos(gp) = %. Voorwaarde is dat a # (0) Ab# (0)

jal - 5] g ¢
In het vervolg van dit hoofdstuk vermelden we deze voorwaarde
niet meer.

De vector (0) heet de nulvector en wordt genoteerd als 0.

0
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Voor de hoek tussen de vectoren @ en b geldt cos(Z(a, b)) =

De berekening van de hoek tussen a = (?) enb = (_1)

in figuur 10.40 gaat als volgt.
la b=2--1+1-1=-1

2 |a|=27+ 12—\/_en\b\ ,/( 12 +12=2
3 cos(£(a, b)) = \f \f r

4 /(a,b)=108,4°

Je kunt vectoren gebruiken om de hoek tussen twee
snijdende lijnen te berekenen. Voor de berekening van
de hoek tussen de lijnen k en / met richtingsvectoren 7,
en 7, bereken je de hoek tussen 7, en 7,.

Omdat de hoek tussen 7, en 7, stomp kan zijn en de hoek
tussen & en / niet, is echter niet altijd

cos(Z(k, I)) = cos(L(F,, 7))

Omdat cos(180° — a) = —cos(a), geldt altijd

cos(£L(k, 1)) =|cos(£L(F,, 1))

Voor de hoek tussen twee snijdende lijnen £ en / geldt

d » > = ”J."'i‘
cos(Z(k, 1)) = |eos(£(F,. 7))| = AR
k ]

Afspraak

]
>

jal - |8
¥
1
. vl
#] a
=1 @ ‘i 2 i
\
figuur 10.40
K
N
>
2l |
B | T
=

figuur 10.41

Rond bij het berekenen van een hoek in graden af op één decimaal,

tenzij anders gevraagd.

De meetkundige betekenis van het inproduct
Uit cos(p) = _?‘;‘bg‘ volgta - b = \Z{\ : \5\ “cos(p). Inde
il

figuur hiernaast is cos(p) = dus OP = |5| - cos(p).

or
2|’

Hieruit volgt \Z\ -OP= \Z\ : \3\ * cos(p) en dit is juist

het inproduct van @ en b.Dusa - b is de lengte van a
keer de lengte van de projectic van b op a. Voor o

scherpe hocken ¢ geldt dat het inproduct de lengte is van de ene vector
keer de lengte van de projectie van de andere vector op de eerste vector.

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren
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Voorbeeld

5 43 [x\ (1 (2 fEy A A2
Gegeven zijn de lijnen m: (y)(3)+r (3) en n: (v) (71)+u (1)

Bereken Z(m, n),

) oo
B}

Dus Z(m, n) = 74,7°,

Uitwerking

cos(L(m, n)) =

. a Zie de theorie op de vorige bladzijde.

Bereken de hoek tussen de lijnen & en / in figuur 10.41.
b Zie het voorbeeld.
Bereken £(7,, I',).

Bereken het inproduct van de vectoren,
o i-()nt-( g
85" -6
=1 2
b (o)e“ ‘(4)
(5)en7-(3)
3)en )

_ ﬁ) *_(2\5)

~( \/§ enh=|" \/§

Bereken de hoek tussen de vectoren.

ol
- (yma-()
(o)
(ot
G ar -
N R R
e li-Gre (o -() o
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. Gegeven is de zeshoek O4BCDE in figuur 10.42.

@%

ne*
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Bereken de hock tussen de lijnen.

L -9+

’ m%iyzp)+t(i)e“mx=3“—2Ay=1ou+3

1

a Bercken /B,

b Bereken de hoek tussen de diagonalen AD en BE.

Gegeven zijn de punten A(1, 3), B(4, 2) en C(3, -2).
a Bereken de hoek tussen de lijnen AC en BC.

b Bercken ZABC.

Gegeven zijn de lijnen £ ,: G) = (2) +¢ (a)

)03

a Bereken de hoek tussen &, en /in het geval de

lijnen elkaar snijden in het punt S(3, -1).

b Bereken a in het geval b = | en de lijnen elkaar snijden
onder een hoek van 80°. Rond af op twee decimalen.

Gegeven zijn de vectoren a = (‘Z ) enb = (?))

y
8 D
i
5
/

i|sll
] \
5 B
5

X

(@) i 2 A 4 5
figuur 10.42

Bereken a - b en licht toe hoe hieruit volgt dat Z(a, b) = 90°.

In figuur 10.43 is de lijn &: 2x + 3y = 6 getekend.

Een richtingsvector van k is r, = (_32)

a Licht dit toe.

De vector 1, = @) staat loodrecht op de lijn k.
b Licht dit toe.

¢ Noem een vector die loodrecht staat op de lijn

I:5x—4y =3,

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren
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Theorie B Een normaalvector van een lijn

_,—»

Uit cos(£(a, b)) ‘_,‘ ‘“

a-5=0 geeft cos(é(a b)) 0, dus L(a b) 90°
Dat betekent dat a loodrecht staat op b, notatiea L b.
Dusa - b= 0 geeft a Lb.

Ook geldt het omgekeerde: @ L5 geefta - b =0.

== volgt

| a - b=0komt op hetzelfde neer als alb.

omia(()-(3)-0nf] ) oes
HECRAEN,

Tn opgave 54 heb je gezien dat de vector n = (‘;) loodrecht staat op de

da
b) loodrecht

staat op de lijn /; ax + by = c. Zie het bewijs in het informatief op de
volgende bladzijde.

lijn &: 2x + 3y = 6. In het algemeen geldt dat de vector (

Een vector dic loodrecht staat op cen lijn heet een normaalvector van
de lijn. Een normaalvector noteren we met n.

= ay . .
Dus n;= ( b) is een normaalvector van de lijn /: ax + by =c.

Een normaalvector van een lijn / is een vector die loodrecht op / staat.

- aj . v
De vector n,= (b) is een normaalvector van de lijn /: ax + by = c.

Voor het omzetten van vectorvoorstellingen naar vergelijkingen en
omgekeerd kun je gebruikmaken van normaalvectoren.
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Voorbeeld

Gegeven zijn de lijnen &: (;) = (2

4
A L dx— iy =,
3) t (s)enl 3x—T7y=8
a Stel een vergelijking op van k& in de vorm ax + by =c.
b Stel een vectorvoorstelling op van /.

Uitwerking
- . s
a 7=\s ,dus n, = )
Edx—dy=e| o & .. =
@, %) opk }6‘5 2— 3==2
Dus k: S5x —4y=-2,
e
Fgp L3S Je kunt voor de steunvector
> A e elk punt van / gebruiken,
55 1) epiksauss,= (1) ¢ Neem bij voorkeur een punt
s (i) _ (?) g (;) met gehele codrdinaten.

*e 5 X o 2 . 3 ' A = * 4
a Stel van de lijnen £: (v)—(_l)ﬂ ( 4) en /: (v) u (_7) een

vergelijking op in de vorm ax + by =c.
b Stel van de lijnen m: x — 2y =-3 en n: 4x + vy =0 een
vectorvoorstelling op.

Een normaalvector van een lijn

In de figuur hiernaast is & een lijn door de oorsprong, y

18 C) een richtingsvector van & en is (g) 1k (- ’-"] ()

Uit(a)J_k olt(")- x)=00fte el ax +by=0 x
b volgt{, W y=0. =]

Dus een vergelijking van & is ax + by =0.
a

b) staat loodrecht op /: ax + by =c.

Elke lijn [; ax + by = ¢ is evenwijdig met &, dus (
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a Stel een vergelijking op van de lijn / die evenwijdig is met de lijn
ufok 3 X 1 2 ;
k: ol +t 5)en die door het punt 4(4, 1) gaat.
b Stel cen vergelijking op van de lijn # die loodrecht staat op de lijn

m. (;C) = (3) +u- (;) en die door het punt B(5, -1) gaat.

a Stel een vectorvoorstelling op van de lijn / die evenwijdig is met

B®%* e lijn k: 2x — 3y = 10 en die door het punt 4(5, 2) gaat.
b Stel een vectorvoorstelling op van de lijn # die loodrecht staat op

de lijn m: 4x + 5y = 6 en die door het punt B(1, -3) gaat,

a Bereken de codrdinaten van het snijpunt S van de lijnen

D@ % x\ (3 1 xy {1 3
; (v)=(3)+,.(2) ok (vHs)”‘ ' (4)
b De lijn m gaat door de punten 4(-3, 5) en B(3, -1). De lijn n gaat
door het punt C(-4, -2) en staat loodrecht op de lijn p: -x + 5y =4.
Bereken de codrdinaten van het snijpunt 7 van m en n,

¢ Bereken de codrdinaten van het snijpunt U van de lijnen

q. C)—(g)ﬂ-t‘(_All)enr:x—Zw—4Ay—w—6.

a De lijn k: (f}) = (_32) +t- (i) snijdt de x-as in het punt 4.

Stel een vergelijking op van de lijn / door 4 die loodrecht op 4 staat.
b Gegeven zijn de punten B(2, 5) en C(-1, 4).
Stel een vectorvoorstelling op van de lijn » door de oorsprong die
evenwijdig is met de lijn m door B en C.
¢ Stel een vergelijking op van de lijn p door het punt D(-4, 7) die
loodrecht staat op de lijn g door de punten O en E(1, -4),

Oe*x

Bereken de hoek tussen de lijnen,
O@*x x\ (1 -4

a k| )= 3 +t 1 enl:2x—5v==6

b m:3x—Ty=8enmn:x+2y=3

c ppy=2x—Seng:y=-x+4

a Delijn £, ():) = (752) it (pz-fS) is evenwijdig met de lijn /, die

door de punten B(-1,-2) en C(p, 4) gaat.
Stel een vergelijking van /, op.
b Delijnm,: (p+3)x+(p— 1)y =-12 snijdt de lijn
(¥ = 2 N i -
P (y) (p B 4) +u (3 ° q) loodrecht in het punt D(-2, p — 4).
Bereken exact p en q.
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Gegeven is het parallellogram ABCD met hoekpunten
A(-2,0), B(-1,-4), C(3, lyen D(2, 5).
Een vectorvoorstelling van de lijn door B en D is

b))
)\S 3/
Het punt P ligt op de diagonaal BD.
— (-1
Er geldt CP = (3r Py 4).
a Licht dit toe.
b Bereken de cobrdinaten van P in het geval CP L BD.
¢ Bereken de codrdinaten van P in het geval CP = OP,

De lijn k: 4x + 3y =12 snijdt de x-as in het punt 4 en de

v-as in het punt B. Van de lijn / is C) = (_61) T (_23)

een vectorvoorstelling. Het punt P ligt op /. Zie de

figuur hiernaast.

a Bercken exact de codrdinaten van P in het geval
AP 1 BP,

b Bercken exact de codrdinaten van P in het geval
AP =BP.

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren
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Terugblik

De hoek tussen twee vectoren
- la - (b .
De hoek tussen de vectoren a = (a-’f) enb= ( b‘) bereken je met
[l B

cos(£(a, b)) = .Hierinis @ - b =a,b, +a,b, het inproduct

ARGl \ |
van de vectoren @ en

n?,
Bl_]a—( )enb ()krljgjecos(é(a o e SRR

NENCEEN: A
dit geeft Z(a, b) 98,1°.

In de figuur hiernaast is de lijn & met r,f a= (721) en de y
lijn / met 7, = b = (i) getekend. Voor de hoek tussen & —t s\ =]
I krijg je cos(Z(k, 1)) L it gt ) |
en / krijg je cos(Z(k, I)) = —= en dit geeft
g ) \/% g M -
Lk, D)= 81,9°, i A

Een normaalvector van een lijn

Isa-b=0danisa Lb en omgekeerd, als @ L5 danisa - b =0.
Een normaalvector van een lijn is een vector die loodrecht op de
lijn staat,

Een normaalvector van de lijn : ax + by = c is n,= (2)

Met behulp van normaalvectoren kun je een vectorvoorstelling van cen
lijn omzetten in een vergelijking, en omgekeerd. Je gebruikt daarbij dat

[5)+(2)

Bij het opstellen van een vergelijking van de lijn &: (J:) = (g) i (_;,L )

gebruik je dat 7, = (7_? ) en dus 7, = (Z) en dat het punt (5, 3) op k ligt.

Je krijgt k: 7Tx + 4y =47.
Bij het opstellen van een vectorvoorstelling van de lijn /: 4x — 3y = 10

gebruik je dat 7, = (j;) en dus 7, = (i) en dat het punt (1, -2) op / ligt.

e -(1 o )
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10.5 Vectoren bij snelheid en
versnelling

. . x(y=rFr—4¢
De baan van een punt P is gegeven door {v (=T

Hierin is ¢ de tijd.
Op t=01s P in het punt (0, -6).
a Licht dit toe.
b Vul de tabel in en teken de baan van P.
t | -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

X 0

¥y -6

¢ Bereken de vector die de verplaatsing geeft van P op het interval [2, 3].

Theorie A Snelheid bij bewegingen

De baan van een punt P wordt gegeven door de Y
bewegingsvergelijkingen {x(t) =54

wWH=r—-2
Hierin is ¢ de tijd.
In de figuur hiernaast zie je de baan van P.
De bewegingsvergelijkingen vormen de
parametervoorstelling van de baan van P. De baan
wordt daarom ook wel een parameterkromme
genoemd.
In het algemeen hebben bewegingsvergelijkingen de
x() =10
V() =g(n)
Bewegingsvergelijkingen worden ook wel met vectoren
genoteerd.

figuur 10.46

vorm

V(1)
genoteerd als 7(1). De plaatsvector is dus de vector die
vanuit O het punt P aanwijst.

De vector OP = (x(t)) heet de plaatsvector van P en wordt

Op het interval [z, ¢ + A] 1s het punt P verplaatst over de
vector (¢ + h) — #(t). Zie figuur 10.47.
Om de vector te vinden die de snelheid van P op het

2 . reth)—r@
tijdstip ¢ geeft, berekenen we ilm%T.
h—

At + h)

ol
figuur 10.47

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren © Noordhoff Uitgevers by



et o Cgig)‘(ﬁg) | 7o

h—0 h h—0 : h n ():
x(t+h)y—x(z
xRy =@\ _ A _(*@) = 7
rs0h\yE+h)y =y S Yt —y@ [ 1y
h

0
= (f
De vector v(z) = (x ( )) heet de snelheidsvector van P figuur 10.48

Vi)
en is een richtingsvector van de raaklijn aan de baan op het tijdstip . De
lengte van de snclheidsvector is de baansnelheid van P op het tijdstip ¢.
Bij de plaatsvector r(f)= (Tg;
; - (X0
de snelheidsvector v(®) =", . |
" (J" (f))

De baansnelheid van P is v(f) = |3(r)| = JX@O) + (')

) van een punt P hoort

In de figuur hiernaast beweegt een punt P over de
kromme door de punten 4, B en C.
In het punt B is de raaklijn verticaal, dus is

Vi) = (y’(ozg))‘ Dat wil zeggen x(15) =0 A v'(t5) £ 0.

In het punt C is de raaklijn horizontaal, dus is

S0 =("0)

figuur 10.49

Banen plotten met de GR

Op de GR kun je een parametervoorstelling invoeren en
de baan plotten. Je krijgt dan de parameterkromme. Om
zo’n kromme te plotten geef je behalve het venster ook
op tussen welke waarden ¢ zich bevindt. Bij de kromme
die gegeven is door x(£) = 522 — 4t A y(£) = £ — 2t neem
je bijvoorbeeld ¢ tussen -5 en 5, x tussen -10 en 10 en y
tussen -5 en 15. De variabele ¢ voer je in met dezeltde
toets als waarmee je de variabele x invoert.

Om met parametervoorstellingen te werken op de TI kies je in het mode-menu
in plaats van FUNCTIE voor PARAMETRISCH. Op de Casio kies je in het
Graph-menu bij TYPE voor Param. Op de HP kies je de app Parametrisch.

EXE]:Show coordinates

FI=(113) T (3)-AT 2T

.|
=6 \—d—tﬂt’ 3
X=-21.666668667 -1¥=356
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Voorbeeld
De beweging van een punt P wordt beschreven door de s

bewegingsvergelijkingen {

x(f)=50—4

W)=~

Bercken de codrdinaten van het punt van de baan
waarin de raaklijn evenwijdig met de x-as is.

Stel een vergelijking op van de lijn & die de baan raakt
in het punt met £ = 3.

¢ Bereken de minimale baansnelheid en de
bijbehorende 7. Rond af op drie decimalen. i {6
d De baan snijdt zichzelf voor  =-2 en voor t =4 in i mal
het punt (51, 8). | De hock waaronder de
Bereken de hoek ¢ waaronder dit gebeurt. Geef je baan zichzelf snijdt is
antwoord in graden en rond af op één decimaal. de hoek tussen de
raaklijnen van de
Uitwerking kromme in dat punt.
a x(f)=37 — 4t geeft x (1) =12 —

W=7 -2t geefty())=2t-2

Evenwijdig met de x-as, dus y (1) =0 Ax()) £ 0
2t—=2=0AF—4+#0
2A=2AL %4
=1 At#£2At#-2

Dus 7= 1 en dit geeft het punt (-3 %, -1).

Stel k: ax + by =c.

i) -lo—3)- (e ami-(5)
]"k (V (3) 6 2 4 duS h!k 5 H
kidx—5v=c ol e s T B

(=3 geeft het punt (-3, 3)} B SO

Dus k: 4x — 5y =-27.

W) = V(D) + (00 = (2 - 472 + 2 - 2)?

Voer in y, = \/(x Aiftl 0%

De optie minimum geeft x =1,7692... en vy = 1,7673...

De minimale baansnelheid is ongeveer 1,767 voor t = 1,769.

(-
o (330

A ey

O e

| |
Dus ¢ = 63,4°.
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x(f)=20— 4
W=t -2t
a Er zijn twee punten op de baan waarin de raaklijn evenwijdig is met
de y-as.
Bereken de codrdinaten van deze punten,
b De baan gaat door de oorsprong.
Stel een vergelijking op van de lijn / die de baan raakt in de oorsprong.

Zic het voorbeeld met de bewegingsvergelijkingen {
U@

Om te berekenen voor welke ¢ het punt P zowel naar links als omhoog
beweegt, los je de gecombineerde ongelijkheid # —4 <0 A 2¢—2>0 op.
¢ Licht dit toe.

d Los de gecombineerde ongelijkheid op.

De beweging van een punt P wordt beschreven Y
xH=£-2
W= —4¢
a Bereken de cotrdinaten van de punten van de
baan waarin de raaklijn evenwijdig met de
X-as is. X

b Bereken exact de snelheid van P op t=-1.

¢ Bereken exact voor welke ¢ het punt P zowel
naar rechts als omlaag beweegt.

d Toon aan dat de baan zichzelf snijdt in het
punt (2, 0) en bereken de hoek ¢ waaronder
dit gebeurt. Geet je antwoord in graden in
¢één decimaal.

ufok 3 . o
door de bewegingsvergelijkingen {

figuur 10.51

De beweging van een punt P wordt beschreven Al

x()=2t—3f

O =38 -2

De baan van P snijdt de y-as behalve in O ook in

de punten A en B. Zie figuur 10.52,

a Bercken exact de afstand tussen 4 en B.

b Bereken de codrdinaten van de punten waarin
de raaklijn evenwijdig is met de x-as of met o
de y-as.

¢ Bereken de baansnelheid in de oorsprong.

d Bereken in twee decimalen de minimale
baansnelheid. figuur 10.52

ufOF 3
door de bewegingsvergelijkingen {

In de figuur hiernaast zie je de baan van een
B@* bewegend punt P en de snelheidsvectoren op

de tijdstippen fen ¢ + A,

Neem de figuur over en teken de verschilvector

V(¢ + h) — v(1). Verplaats hiertoe v(z + h) naar P.

figuur 10.53
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Theorie B Versnelling bij bewegingen

In opgave 68 hell je te maken met een beweging waarvan de

snelheidsvector v(¢) verandert. De versnellingsvector a(f) is de

afgeleide van de snelheidsvector, dus

vt+ )=y [(x(\]_ [+ @)
h B [(.V’(f))] R (.‘/‘”(f))°

De baanversnelling a(f) is de afgeleide van de snelheid v(7).

Dus a(f) = v(1).

a(=v()= lim

x(r)
y(@®
xX7(0)
V(@)

Bij de plaatsvector )= ( ) van een punt P hoort de

versnellingsvector a(t) = ( ) en de baanversnelling a(?) = v(?).

In het informatief op de volgende bladzijde wordt bewezen dat voor de

V(1) - a()

baanversnelling ook geldt a()=————

(1)
Voorbeeld
De bewegingsvergelijkingen van cen punt P zijn gegeven door
x(H=r-1
y(O) =51 -2t

Bereken exact de baanversnelling op £ = 1.

Ulitwerking

= - ﬁ‘l — _ 2t

?‘(t) = (}Tfl _‘Zt) geeﬂ V(f) = ([3 _2) en

W)= @I+ (P —2P= AP+~ 4f +4=\[F-4F +4F +4en
alt) = v(1) = 1 (66 128+ 81) = 35— 67+ 4t

D — AP 4P+ P—AP+42+4

3-6+4 _L:l\/g

= T=avara 5 °

il Zie het voorbeeld. L
_— OREL0
Druk met behulp van de formule a(?) = T

de volgende bladzijde de baanversnelling uit in 7.

van het informatief op
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Een andere formule voor de baanversnelling

In de figuur hiernaast is zowel de
snelheidsvector als de versnellingsvector op
het tijdstip ¢ getekend. De versnellingsvector
a(f) is ontbonden in de onderling loodrechte
componenten a, (f) en a, (f). De lengte van de
vector a, (f) heeft invloed op de kromming van
de baan. De lengte van de vector a_b'(r) geeft de
grootte van de baanversnelling van het punt P.
In het geval a, (f) en v(¢) dezelfde richting hebben is de baanversnelling positief.
In het geval a, () en v(r) tegengestelde richting hebben is de baanversnelling
negatief.

In de figuur geldt cos(p) = C;((:)N. Samen met cos(gp) = %

(D) -a() V(@0 -a@
|;(t)| oftewel a,(1) 0

f v(0) - a(n)
De baanversnelling is dus ook te berekenen met de formule a(fy=——F—7—,

V(1)

geett dit

@@ Vo -ae

ao| ol -|aw)

dus |y (1)| =

Deze formule geldt ook voor ¢ > 90°.

De bewegingsvergelijkingen van een punt P zijn gegeven
door {x(t) —r-d
W= -3t
De baan snijdt de y-as in de punten 4 en B en de x-as in
de punten C en D, Zie figuur 10.54,
a Onderzoek in welke volgorde 4, B, C en D worden
doorlopen.
b Druk de baanversnelling uit in 7.
¢ Bereken exact de baansnelheid en de baanversnelling
inA.
d Bereken exact de baansnelheid in de punten waarin
de baanversnelling nul is, figuur 10.54
e Bereken in drie decimalen de minimale baansnelheid.
f Bercken exact de tijdstippen waarop de baansnelheid
gelijk is aan 2,
g De baan snijdt zichzelf in het punt D(-1, 0).
Toon dit aan en bereken de hoek ¢ waaronder dit gebeurt.
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ufok 3

ufok 3

De baan van een punt P is gegeven door de ¥

, . x(H=3P-2
bewegingsvergelijkingen {y(r) _ i_rz Y /

De baan snijdt de x-as in de punten 4 en B en de y-as

in de punten C en D. Zie figuur 10.55.

a Onderzoek in welke volgorde 4, B, C en D worden /
doorlopen. x

b Druk de baanversnelling uit in ¢. AQ./B

¢ Bereken in welk punt van de baan de #
versnellingsvector loodrecht staat op de figuur 10.55
snclheidsvector.

d Bercken exact de minimale baansnelheid.

e Toon aan dat P de x-as in het punt B met dezelfde
baansnelheid passeert als de y-as in het punt C.

t De lijn & raakt de baan in het punt £(-15, 23),
Stel een vergelijking op van k.

Zic opgave 71.

De lijn x = p snijdt de baan van P in de punten Q en R
waarbij de lengte van het lijnstuk OR gelijk is aan 4
en R boven QO ligt.

Bereken exact de codrdinaten van O en R,

Bij het onderdeel speerwerpen in de atletick

wordt na een aanloop een speer zover mogelijk

weggeworpen,

In deze opgave bekijken we het volgende model

van de baan van de punt van een speer.

{x(f) =05; 0 "

W) =-5F+15t+3

Hierbij zijn x(#) en »(¢} in meter en is ¢ de tijd in figuur 10.56

seconden,

x(f) en y(¢) geven de plaats van de punt van de speer ¢ seconden nadat

de speer de hand van de werper heeft verlaten.

a Bercken in m/s de baansnelheid waarmee de speer wordt
weggeworpen, Rond af op één decimaal.

b Bereken in graden nauwkeurig de hoek ¢ van de baan waaronder
de speer wordt weggeworpen.

¢ Wat is de maximale hoogte die de speer bereikt?

d Hoe ver van de afworplijn komt de speer neer? Neem aan dat de punt
van de speer twee meter voor de afworplijn is op het moment dat de
speer wordt losgelaten. Geef het antwoord in dm nauwkeurig.

e Bereken de versnellingsvector. Wat stelt deze versnellingsvector voor?
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De bewegingsvergelijkingen van een punt P zijn y

Oe+ soog [FO =374 <
gegeven door WO=£—4
De baan snijdt zichzelf in het punt S op de v-as, c D y=5

de x-as in de punten 4 en Bende lijn y=5 in

de punten C en D. Zie figuur 10.57.

a Toon aan dat de raaklijn aan de baan verticaal
isinAdenB. X

b Bereken exact de baansnelheid en de
baanversnelling in C.

¢ Bercken exact de codrdinaten van de punten
waarin de baansnelheid gelijk is aan 6%.

d De baanversnelling heeft voor ¢ > 0 een figuur 10.57
minimum,
Bereken dit minimum in drie decimalen,

e Bereken in graden nauwkeurig de hoek ¢
waaronder de baan zichzelf snijdt.

Het muizenprobleem

Het muizenprobleem is een probleem waarin drie of meer muizen vanuit de
hoekpunten van een regelmatige veelhoek vertrekken. De muizen lopen met gelijke
snelheid in de richting van hun naaste buur. Welke baan wordt daarbij gevolgd en
hoe groot is de afgelegde afstand tot ze bij elkaar komen?

Dit probleem werd voor het eerst geformuleerd door Edouard Lucas in 1877. Tn
1880 bewees Henri Brocard dat de banen logaritmische spiralen zijn.

Sinds het probleem in 1950 in het blad Historical Snapshots verscheen, zijn
verschillende varianten bestudeerd.

In de GeoGebra-figuur zie je een variant in beeld gebracht waarbij de muizen vanuit
de hoekpunten van een regelmatige zeshoek steeds per tijdseenheid 5% van de
afstand tot hun naaste buur afleggen.
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Terugblik

Plaatsvector en snelheidsvector
() =38 — 138

De bewegingsvergelijkingen St = % B ;_ 25 y

met ¢ de tijd geven de baan van een punt P.

In de figuur hiernaast is de baan getekend. De baan is :

een parameterkromme. /

De snelheidsvector v(7) is de afgeleide van de = o/ *
L ) = 2 _

plaatsvector r(1) = (;_ t33t_ L ;2_{ Zt)’ dus v(r) = ( t;_ ; 3[2). t=[1

De baansnelheid is de lengte van de snelheidsvector, dus
W)= V()| = B =307 + (B~ 127 =2/ - 87 + 62 + 41 + 4,

Om een vergelijking van de raaklijn / op te stellen in het punt
waarvoor ¢ = | bereken je x(1), (1) en v(1). Je krijgt x(1) =-1¢,

y(1)=-2en v(1)= (g)
Uit v(1) = (:i) volgt 11, = (_11).

Dusl:x—y=c
Invullen van (71%;2%) geeftc=1,dus i x—y=1.

De baansnelheid die bij /=1 hoort is
V(1)=\/2—8+6+4+4=\/§=2ﬁ_
Om de punten van de baan te vinden met een horizontale raaklijn los
jeop () =0Ax)£0.
Jekrijgt #—t-2=0A-3t#£0

(f+D(=2)=0Att—3)#£0

(t=-1vi=2)At#0At#3
Dus £ =-1 en £ =2 en dit geeft de punten (-12, 13) en (-33,-3).

Versnellingsvector en baanversnelling
De versnellingsvector a(f) is de afgeleide van de snelheidsvector, dus

bij de bewegingsvergelijkingen hierboven hoort a(r) = (é; : f)

De baanversnelling krijg je door de afgeleide van v te berekenen.

3 _ 2 S
WE) = 2P — 88 + 62 + 41 + 4 geeft a() = v/(1) = \/zj:— SK 6;61 : i -

De baanversnelling voor £ =3 is
4-27-12-9+6-3+2

a(3)= =

281 —-8:27+6:9+4-3+4
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Eindopdracht Een sangaku met
vier vierkanten

In de beginopdracht heb je een stelling bewezen die was uitgebeeld in
een sangaku met vijf vierkanten en een driehoek. Bij dat bewijs
gebruikte je veelvuldig gelijkvormige drichocken.
In deze eindopdracht ga je een stelling
bewijzen die wordt uitgebeeld in een
sangaku met vier vierkanten. Zie de figuur
hicrnaast. De sangaku werd in 1826 door
Ikeda Sadakazu opgehangen in een tempel
in Tokio en is lange tijd onopgelost
gebleven,
« Wat wordt er met de sangaku
uitgebeeld?

Je gaat het bewijs geven met behulp van s

vectoren. Gebruik daarbij de figuur
hiernaast met 4(a, 0), B(0, 0), C(c, 0) en =

G(p, 9) ) i K

Je kunt de vector ¢ op twee manieren

uitdrukken in a, ¢, p en/of g. ‘l

= Doe dat, toon vervolgens aan dat =
G(;¢, -34) en maak het bewijs af. D

A, 0) B(, 0) Clc, 0)
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Diagnostische toets

10.1 Vectoren

| Gegeven zijn de vectoren a= (3) enb = (?1).
Bereken de kentallen en de lengte van de volgende vectoren.
a c=a+2b b d=2a-3b c c=bh-1ia

" [»werkatan] Gegeven zijn de vectoren a,bentin figuur 10.58.
Teken de volgende vectoren.

a 2a-5h ba+b-¢ ¢ a—(b-¢)
figuur 10.58
1 [»werkatan] Gegeven zijn de vector @ _ende lijn k. Zie R k
figuur 10.59. Verder is gegeven dat b opk ligtenc =a +b. o
Teken mogelijke vectoren b en ¢ in het geval ﬁ
a b twee keer zo lang is als a .
b ¢ twee keer zo lang is als a. figuur 10.59

- [0 . .
@ De vector a = ( 4) wordt ontbonden in twee componenten die

liggen op de lijnen k: y=xen /: y=-
Bereken exact de lengte van deze componenten.

10.2 Vectoren en rotaties

Gegeven zijn de punten 4(4, 0) en B(8, 6). Van de rechthoek ABCD liggen
de punten C en D boven de x-as en is zijde 4B twee keer zo lang als zijde BC.
Bereken de codrdinaten van C en D.

| Gegeven is drichoek ABC met A(a, 0), B(b, 0) en C(c, d). y
Hierbij is b > a, ¢ > 0 end > 0. Op de zijden AC en BC
van drichoek ABC worden de naar buiten gerichte
vierkanten ACDF en BGHC geplaatst. Het punt M is het
midden van lijnstuk 4B. Zie figuur 10.60. F
Bewijs dat de lijnen CM en DH elkaar loodrecht snijden G
endat DH=2 - CM,

A, 0) ol Blb, 0)

10.3 Vectoren en lijnen figuur 10.60
" Gegeven zijn de punten A(6, 8), B(-4, 5) en C(1, -4).

Stel een vectorvoorstelling op van

a de lijn £ door B, evenwijdig met AC

b de lijn / door A4 en het midden M van het lijnstuk BC

c het lijnstuk AC.
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1| Bereken de codrdinaten van het snijpunt S van de lijnen

" a Stel een parametervoorstelling op van de lijn & G) = ( ) S (3)

k: ——(— )+t'(2)enl:2x—3v=22.
¥ 3 -1 :
2

b Stel een vectorvoorstelling op van de lijn /: 3x —y=6.
¢ Stel een vergelijking op van de lijn m: x =4 -2t Ay=6+3t.

4

a Hetpunt A(2p,3 —p)ligtopdelijn ks x=2+7rAv=3-21
Bereken de codrdinaten van 4.
; o -2
b Het punt B(6, 1) ligt op de lijn /: (;C) = (;) . ¢ ( | )
Bereken g.

10.4 Vectoren en hoeken

Gegeven zijn de punten 4(-2, 3), B(4, 4) en C(-3, -1).
a Bereken de hoek tussen de lijnen 4B en BC.

b Bercken ZBAC.

' a Stel een vergelijking op van de lijn £ door het punt (3, 4) die

evenwijdig is metde lijn : x=1-5t Ay =4+ 31,

b Stel cen vectorvoorstelling op van de lijn m door het punt (1, 1) die
loodrecht staat op de lijn n: 5x —y =-2.

c Stel een vergelijking op van de lijn p door het punt (-2, 3) die

i -1 4
loodrecht staat op de lijn 7: (i) = ( 1 ) il (ﬁl)-

=] Bercken de hock tussen de lijnen k: y=1x+3enlix=2+ray=1-3t.

10.5 Vectoren bij snelheid en versnelling
De bewegingsvergelijkingen van een punt P zijn gegeven y
x(fy=4r— 1>

soor {0 Ei

a Voor welke ¢ beweegt het punt P zowel naar rechts als
omhoog?

b Bercken de codrdinaten van de punten waarin de raaklijn
evenwijdig is met de x-as of met de y-as.

¢ Bereken de hoek ¢ waaronder de baan de positieve x-as /) o "
snijdt.
d Bercken exact de baansnelheid van P in het snijpunt met figuur 10.61

de positieve x-as.
e Bercken in twee decimalen de minimale snelheid van P,
Voor welke ¢ wordt deze bereikt?
f Inwelk punt is de versnelling evenwijdig met de x-as?
g Bereken exact de baanversnelling voor ¢ = 3.
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Integraalrekening

Wat leer je?

- Wat primitieve functies zijn en wat primitiveren is.

- Hoe je primitieve functies gebruikt om oppervlakten en inhouden te
berekenen.
Hoe je integralen numeriek berekent.
Integraalrekening gebruiken bij het opstellen van formules bij de inhouden
van bol en kegel.
Integralen gebruiken bij berekeningen met snelheid en versnelling.
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Beginopdracht Drinkwater in
stedelijk gebied

De figuur hiernaast gaat over het drinkwater dat V (muur)
het bedrijf Vitens op een dag in een stedelijk

gebied met 111005 inwoners gedurende die dag 1200
aan zijn klanten heeft geleverd.

Je ziet dat de volumestroom ¥ (in m*/uur) tussen
5 en 7 uur vrijwel lineair toeneemt. Om 5 uur is 500
F'=364 cn om 7 uur is ¥ =1228. Om te weten te

komen hoeveel drinkwater er tussen 5 en 7 uur is 600
geleverd, bereken je de oppervlakte onder dit
gedeelte van de grafick. Deze berekening is
1(364 +1228) - 2=1592 m’. 200
+ Licht deze berekening toe.

1000

400 [\,

0

t
0 4 8 12 16 20 24

Als je aanneemt dat de volumestroom ook tussen sidin uren

7 en 16 uur lineair verloopt, en je ook nog gebruikt
dat =975 om 16 uur, dan kun je hiermee berekenen
hoeveel drinkwater tussen 7 en 16 uur is geleverd.

* Bereken deze hoeveelheid.

Het verloop van de volumestroom tussen 0 en 5 uur kun je benaderen
door een tweedegraadsformule. Deze formule is V(z) = 1687 — 967 + 444,
Hierin is ¢ de tijd in uren met ¢ = 0 om 0 uur. Bij deze formule hoort een
oppervlakteformule waarmee je de oppervlakte tussen de parabool en de
t-as, en dus de hoeveelheid geleverd drinkwater tussen 0 en 5 uur, kunt
berekenen. Voor deze oppervlakteformule A(f) geldt dat A°(¢) = V(¢).
Deze oppervlakteformule is A(f) =27 — 487 + 444t,

* (Ga na dat inderdaad geldt dat 4(r) = V().

Om met de formule van A(f) de hoeveelheid geleverd drinkwater tussen
{=0en =25 te krijgen, bereken je A(5) — A4(0).
* Bereken deze hoeveelheid.

Ook de volumestroom tussen 16 en 24 uur is te benaderen door cen

tweedegraadsformule, Deze formule is V(1) =-20¢* + 740t — 5745.

Hierin is ¢ de tijd in uren met £ = 0 om 0 uur.

= Stel bij deze formule de oppervlakteformule A(7) op en bereken
hiermee de hoeveelheid geleverd drinkwater tussen £ = 16 en 1 = 24.

= Hoeveel liter drinkwater per persoon heeft Vitens deze dag in dit
gebied atgeleverd?
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Voorkennis Differentiaalrekening

Theorie A Regels voor het differentiéren

Je kent de volgende regels voor het differentiéren.
Sx)=a geeftf(x)=0

S(x)=ax" geeft f(x)=a - nx"!

fx)=c g(x) geett fx) =c - g'x)

fx)=e" geeft f(x)=¢*

Sx)=g" geeft [(x) =g" * In(g)

S1x) =In(x) geeft (x) :%

S(x) =*#log(x) geeft fx) = xlnl(g)

f{x) =sin(x) geeft (x) = cos(x)
S{x) = cos(x) geeft f(x) = -sin(x)

Jf{x) = tan(x) geeft /(x) = L

enf(x)=1+tan’(x)

cos?(x)
S(x) =f(x) + g(x) geeft s(x) =1"(x) + g'(x) (somregel)
v(x) =f(x) — g(x) geeft vi(x) =f1(x) — g'(x) (verschilregel)

px) =f(x) - glx) geeft p'(x) =f(x) - glx) +/(x) - g'(x)  (productregel)

q(x)= % geeft ¢'(x) = B r’(;(r; (;)t)(zx ) 2 (quotiéntregel)
Jx) = u(v(x)) geeft f1(x) =u'(v(x)) * v(x) (kettingregel)
Voorbeeld

Bereken de afgeleide en herleid zo ver mogelijk.
a f(x)=3cos(2x) + txsin(2x)
b f(x)=5x/x2+4
Uitwerking
a f(x)=7jcos(2x) + sxsin(2x) geeft
fl)y="1"-sin(2x) - 2+1 + sin(2x) + 2x * cos(2x) * 2
= f%sin(Zx) + %sin(Zx) + xcos(2x) = x cos(2x)
b f(x)=5xx?+4 geeft
2
=5 JETFa+5% - zﬁ-zps\/xfzw \/%
5P+ 4)+ 587 1042+ 20

S2+4 P +4
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Voorbeeld
Toon aan dat

a fix)= 1 _i - de afgeleide is van f{x) = x — In(1 + &)

5
4(2x +5)

b f(x)= de afgeleide is van f(x) = ———— + ,lTln(Zx +3).

(ZJC +5)°

Uitwerking
a f(x)=x—In(l + &) geeft

gpis _a e & lte—er 1

SOl s Ol 1™ e Tre

__ 5

b IO Ts)

+3In(2x +5) =3 (2x + 5)" + ;In(2x + 5) geeft

Hody =3 294l L 5 5 !
A A e Ty s R Torea )
=3 i s . W .. B

T2Qu+57 2Qx+57 22x+5¢ (x+5)

Bereken de afgeleide en herleid zo ver mogelijk.

a f(x)=4In’(x) - 3In(x) £ flo=x++2x—1

_ 10 - 3% _ 32‘+ 3
b D= a f(x)=
Bereken de afgeleide en herleid zo ver mogelijk.
a f(x)=xIn(x)—x d f(x)=x*In’(x) — x*In(x)
b f(x)=x4x—3 e f(x)=6xx*+1

_ e4x -5 ﬁ e2x -1
¢ M= 5a PO e e
Toon aan dat
a fx)= a +1 o de afgeleide is van f(x) =x+ I + = In(1 +¢%)
b f(x)= cos3(x) de afgeleide is van f(x) = sin{x) — 5 Lsin’(x)
€ ()= deafgeleide is van f(9) =x+2 - o din(x+2)
d f(x)= \/%de afgeleide is van f(x) = (0,2x*> — 0,4x + 1,2)/2x + 3.
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11.1 Primitieven en integralen

Gegeven is de functie f(x) = 3x°.

B®* Tn deze opgave zoeken we de functie g waarvoor geldt g’(x) = f(x)
en g(2) = 15.
Omdat g'(x) = f(x) is het functievoorschrift van g van de vorm
g =x3+c.
Licht dit toe en bereken c.

Theorie A Primitieve functies

In opgave 1 heb je de functie g opgespoord waarvoor geldt dat
g'(x)=3x*en g(2)= 15.

Een functic waarvoor geldt dat g’(x) = f(x) heet een primitieve functie
van f.

Een primitieve functie van f'wordt genoteerd met de hoofdletter F.

In opgave 1 heb je gevonden f(x) = 3x* geeft F(x)=x> + 7.

Maar ook F(x) =x" + 10 is een primitieve van f(x) = 3x%, immers
F(x)=x*+ 10 geeft F'(x) =3x* =f(x).

Tedere functie F waarvoor geldt F’ = f'is een primitieve functie van f,
ook wel kortweg cen primitieve van f genoemd.

De functie F is een primitieve van de functie fals F’ = f.

In het algemeen is F(x) = 5x° + ¢ met ¢ een constante een primitieve van
Fx)y=15x2

We zeggen dat F(x) = 5x* + ¢ de primitieven zijn van f(x) = 15x*. Hierin
is ¢ de integratieconstante.

Voorbeeld
Toon aan dat F(x) = xIn?(x) — 2x In(x) + 2x + 4 een primitieve is van

F(x) = In’(x).

Aanpaik
Bereken F(x) en laat zien dat F(x) = f{x).

Uitwerking | |
Fx)y=1-1I*x)+x-2In(x) - o 21n(x) —2x - ;+ 2

=1n%(x) + 21n(x) — 21n(x) — 2 + 2 = In?(x)
Dus F'(x) =f(x) oftewel F is een primitieve van f.
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Toon aan,
a F(x)=4(3x+4) is een primitieve van f(x) = 3x + 4)%.

+
b F(x)=x—In(x + 2) is een primitieve van f(x) = i = ;
-1 e .
€ F(x) ZiD P 1s een primitieve van f{x) @+ 17
Toon aan.

a F(x)=(*+1)%+ 1 is een primitieve van f{x) = 12x(x* + 1)°,
b Gix)= (%x - 3—1) e?* — 2 is een primitieve van g(x)=xe™,
2+ 21n(x)

¢ H(x)=In?(x) + 2In(x) + 3 is een primitieve van h(x) = e

e—-10 . oy s BED
Tor 4 is een primitieve van j(x) = o

e K(x)=sin*(x) is een primitieve van k(x) = 3 cos(x) — 3cos’(x).

d J(x)=

Toon aan dat F(x) = In{x + /x> — 1) een primitieve is van f{x) = I

a Van welke functie is F(x) = _l—xS een primitieve?

b Van welke functic is G(x) =5 ¢* ! een primiticve?
3&’
In(3)
d Van welke functie is K(x) = % sin(2x) een primiticve?

¢ Van welke functie is H(x) = een primitieve?

Theorie B Primitiveren

Het berekenen van primitieven heet primitiveren.
Omdat primitiveren het omgekeerde is van differentiéren, kun je
vermoeden dat een primitieve van de functie f(x) = x”, met n # -1,

de functie F(x)= X" s,

n+1

Om aan te tonen dat dit vermoeden juist is, ditferentieer je de functie F.

Fix)=

X" geeft F(x) = < (n+ 1x"=x" en dit is f(x).

n+1 n+1

Dus F(x) =

— x""1 is een primitieve van f(x} =x" met n #-1.

Hoofdstuk 11 Integraalrekening
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Op dezelfde manier toon je in opgave 6 de juistheid aan van de
primitieven in de kernzin hieronder.

f(x) = ax" geeft F(x)=a X"+ e met n#-1

n+1

X

F) = g* geeft Fx) = lf(g)
f(x)=e" geeft F(x)=e"+¢

+e

£ = < geeft F) = Inlx| + ¢
f(x) =In(x) geeft F(x)=xIn(x) —x+¢

1
f(x) = 2log(x) geeft F(x) = @)
Jx) = sin(x) geeft F(x) = -cos(x) + ¢
f(x) = cos(x) geeft F(x) =sin(x) + ¢

(xIn(x)—x)+c

primitiveren primitiveren
primitieve F functie f afgeleide f'
differentiéren differentiéren
Voorbeeld
Primitiveer,
a f(x)=10xx
i el
b gl ="
¢ h(x)=">log(3x)
Uitwerking
a f(x)=10x\x=10x" geeft F(x)=10 ixz% te=dx? Jx+e
2
6 + 2 +
b g(x)= % =¥ +2+7x? geeft

G(x)=;—x5+2x+7'% ’]+c=%x5+2x—%+c

¢ A(x) ="log(3x) =1log(3) +3log(x) = 1 +3log(x) geeft

H(x)=x+ (xIn(x)—x)+c

1
In(3)

Toon de juistheid aan van de primitieven in de kernzin hierboven.
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a Waarom geldt de regel f(x) = ax" geeft F(x)=a - i I Kl niet
L@% "
voorn=-17
b Geef de primitieven van f(x) = x".
c¢ Toon aan: als F een primitieve is van f, dan is @ + F ¢en primitieve
vana - f.
Primitiveer,
o a f(x)=6x> e f(x)=5-2¢
b f(x)=2x+5x £ f(x)=x%+sin(x)
x! ~ 2% g
€ fO="23 g f)="
d f(x)=10° h f(x)=x\x — 2cos(x)
Bereken de primitieven.
0@  a f(x)=x*—3x d f(x)=3"+x°
b f(x)=5¢" e f(x)=2In(x)
x'=6
€ fX)="3 f f(x)=In(2x)
Primitiveer,
BO* q f(x)=c""! d f(x) = In(x\x)
_8 — 2150l L
b ()= e /0= log[}]
2
¢ flo="2 £ /09=5 - log(2)

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door

® 1) =pyx+2pxyx
Voor welke p en g is F, (x)=(3x + q)x\/; een primitieve van f,?

Gegeven is de functie f{x) = 2x — 3,
D®%* q Bereken de primitieven van f.
b De grafiek van een primitieve van f gaat door het punt (1, 2).
Bereken deze primitieve.
¢ De grafick van cen primitieve van fraakt de x-as.
Bereken deze primitieve.

Gegeven is de functie f(x) = (x> — 1)%
B@®%* De grafick van een primitieve van f gaat door het punt (1, 7).
Bereken deze primitieve.

De primitieve met integratieconstante 0 van de functie f(x) =x?¢* is

©* van de vorm F(x) = (ax® + bx + c)e".
Bereken a, ben c,
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Gegeven is de functie f{(x) =ax+bmeta >0en y

DO* 5> 0. Voor p > 0 wordt het vlakdeel ¥, ingesloten
door de grafiek van f, de x-as, de v-as en de lijn
x=p. Zie figuur 11.1.

De oppervlakte 4 van V), is een functie van p. /-2 “““““ v
fo)
a Toon aan dat A(p) = sap*+ bp. = x
A ; ?
b Berecken A°(p). Wat valt op? figuur 11.1
Theorie C Integralen
De oppervlakte A(x) van het blauwe vlakdeel in y "
figuur 11.2 is een primitieve van f{x). Hiervoor tonen
we aan dat 4°(x) =f(x).
Alx+h)—Ax
Je weet A'(x) = i) G ()...(1) A
h—0 h
(@] | start x a4
figuur 11.2
In figuur 11.3 is de oppervlakte van het paarse vlakdeel y
gelijk aan A(x + k) — A(x). Voor kleine waarden van 4 is
het paarse vlakdeel te benaderen door een rechthock met
zijden & en f(x), dus voor kleine waarden van 4 is
Alx + h) — A(x) h
A(x +h) — Ax) =f(x) - h, oftewel f(x) = P g ol tart e
Alx+h)—Ax
Tokeijg jef) = i a0 SR
h—0 h
Uit (1) en (2) volgt A(x) =f(x), dus 4 is een primitieve van f.
De oppervlakte van het vlakdeel 7 in figuur 11.4 noteren
"
1 .
we als O(V) = [f(x)dx.
a v
b Ala)
Hierin is If (x) dx een bepaalde integraal. BT St = P
¢ figuur 11.4

b
I Jf(x)dx spreek je uit als ‘de integraal van atotb van fx d x’.
In figuur 11.4 is O(V) = A(b) — A(a).
Je weet dat 4 een primitieve van fis, dus A(x) = F(x) + c.
Hieruit volgt
b
Gl Jf(X) dx = A(b) — A(a) = (F(b) + ¢) — (F(a} + ¢) = F(b) — F(a).

a
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b
De formule I S(x)dx = F(b) — F(a) wordt de

hoofdstelling van de integraalrekening genoemd.
In deze formule is f(x) de integrand,

Merk op dat bij het berekenen van een integraal met behulp van een
primitieve de constante ¢ wegvalt. Neem dus bij zo’n berekening ¢ = 0,
Het is de gewoonte om F(b) — F(a) te noteren als [F(x)]j.

b

[feyax =[F)], = F) - F(a)

a
Het berekenen van een integraal heet integreren,

De oppervlakte van het vlakdeel V" dat boven de x-as y
ligt en wordt ingesloten door de grafiek van de functie f, f
dex-as en de lijnenx=aenx=hmeta<bh
b
is 0(V) = [f(x)dx. ol = b

a

Voorbeeld
Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de grafieck van y
de functie f(x) = 4 — x2, de positieve x-as en de y-as.
a Bereken exact de oppervlakte van V.
b De lijn x = p verdeelt V' in twee delen met

gelijke oppervlakte.

Bereken p. Rond af op twee decimalen.

[ 1T\

figuur 11.5
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Uitwerking
a f(x)=0geeft4—x*=0
x*=4
x=2vx=-2
3

2
O() = [4-)dv=[4x—{'] =8-1-8-0=53

P 0
; y
b ({(4—.x2)dx=2§ > Te— | De helft van 5% is 23. | &)
1 12 2
[4)( = §x3]0 =2=
4p—ip*-0=2} -“
I
4p—3pP=23
Voer iny, =4x—1x3 eny, = 2%, o) 5 X
De optie snijpunt geeft x = 0,69, / \
Dusp:0,69. X=p
Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek ¥
o van de functie 7(x) = 3x> — x en de x-as.

a Bercken algebraisch de oppervlakte van V.
b De lijn x = p verdeelt V in twee delen met
gelijke oppervlakte.
Bereken p. Rond af op twee decimalen.

Gegeven is de functie f{x) = sin(x) met domein [0, x].

O®* Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafick van fen
de x-as. Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafick
van £, de x-as en de lijnen x = 7 en x = p met p > 7.
Bereken exact voor welke waarde van p de oppervlakte
van W de helft is van de oppervlakte van V.

Gegeven is de functie f(x) = /x.
BO®* Het viakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van f;
de x-as en de lijn x = p.
a Neem p = 12 en bereken exact de oppervlakte van V.
b Bercken algebraisch voor welke waarde van p de
oppervlakte van F gelijk is aan 18,

Het vlakdeel ¥, wordt ingesloten door de grafiek van f, g T8

de x-as en de lijn x = 4.

Het vlakdeel W, wordt ingesloten door de grafick van f,

de x-as en de lijnen x=4 en x = p met p > 4.

¢ Bereken exact voor welke waarde van p geldt O(W,) = O(W,).
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Gegeven is de functie f{x) = ¢", y

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van f, de

x-as, de y-as en de lijn x=p met p > 0.

a Bercken exact voor welke waarde van p de oppervlakte
van V gelijk 1s aan 5,

Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafiek van f,

de x-as en de lijnen x=p en x =2p met p >0, /\/

b Bereken exact voor welke waarde van p de oppervlakte 0 x
van W twee keer zo groot is als de oppervlakte van V.

figuur 11.9

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek %
van de functie f(x) =In(x), de x-as en de lijnx=p
metp> 1.
a Neem p = e? en bereken exact de oppervlakte van V. 6]
b Bereken voor welke waarde van p de oppervlakte
van V gelijk is aan 10. Rond af op dric decimalen. x
figuur 11.10

Voor elke p > 0 is de functie f, gegeven door

£,(x) = psin’(x) met domein [0, x].

Een primitieve van f, is F,(x) = % pcos*(x) — pcos(x).

a Bewijs dat de formule van £, juist is.

b Bercken exact voor welke p de oppervlakte van het vlakdeel dat
wordt ingesloten door de grafiek van f, en de x-as gelijk is aan 4.
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Terugblik

Primitieve functies en primitiveren

Elke functic F waarvoor geldt F” =f'is cen primitieve functie van f,
Als F een primitieve van f'is, dan zijn alle functies F' + ¢ primitieven
van . Het getal ¢ heet de integratieconstante.

flx)= | Flx)= o= |Fx)y=

ax” a: n}- lx”“ +c¢ (n#-1) ||In(x) xln(x)—x+¢

g s f(;) e slog(x) |- (g) (eln(x)— %) +e

(573 e t+c sin(x) | —cos(x) +c¢

% ln\x\ tie cos(x) | sin(x)+c
f()f—j"x 20 e —geeftF(x) x2+x 7ln|x|+c

¢« g(x)=In(}x )gln(x%)=§ln(x) geeft G(x) = (xln(x) x)+c

o h(x)=e"+ ¢+ 3% geeft H(x)= e’f+ex+1 (3)

Oppervlakten
De oppervlakte van het vlakdeel ¥ in de figuur hiernaast i

b b f
is [ f(x)dv = [F(x)]" = F(b) - F(a). Hierin is [1toydx

a

een bepaalde integraal en is f{x) de integrand. 4

Bij fx) =

ende grenzen a = 2 en b = 4 krijg je of a b

X2

4 4
o) = jf(x)dx = j(x + 22 dr = [b2 - 2x 1], = [;—xz - 3]
2 2

=8-1-(2-1)=6%.

Om te berekenen voor welke p de lijn x = p het vlakdeel y X=p
V in twee delen met gelijke oppervlakte verdeelt, los je

p
de vergelijking [f(x)dx =3} op.

2

B a5 E e e v, | v,

Dit geeft |11 —34, dus 5p 2—-1)=3;. L

x oo x
Oplossen met de GR geeft p=3,13. & 2 4
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11.2 Opperviakten

Gegeven is de functie f(x) = (3x + 1)°.

De primitieven van f'zijn van de vorm F(x)=a(3x + 1)° +¢c.
a Toon aan dat F'(x) = 18a(3x + 1)°.

b Bereken a.

Theorie A Primitieven en de kettingregel

Bij het primitiveren kan de kettingregel een rol spelen.

Om de primitieve van de functie f{x) = \/m met integratieconstante 0
op te sporen, schrijf je f(x) = (4x — 1).

Een primitieve is van de vorm F{x)=a * (4x — 1)t

Fi(x)=a- 13(4x— 1): - 4= 6a\/4x — 1
F(x) =f(x), dus 6a = 1 oftewel a =+.

Dus F(x)=#(4x— 1)'s =g (4x— 1)\/4x— 1.

In plaats van te werk te gaan zoals hierboven, kun je ook de volgende
regel gebruiken.

De primitieven van f(ax + b) zijn %F(ax + b) + c.

De primitieven in de kernzin op bladzijde 101 kunnen met deze regel
algemener worden geformuleerd.
Zo krijg je bijvoorbeeld

* De primitieven van f(x) =e¢® ' zijn F(x) = %e‘“”’ e,
* De primitieven van f(x) = sin{ax + ) zijn F(x) = f%cos(ax b)) +e.
Zie verder opgave 24.

Voorbeeld
Primitiveer de functie f(x) = \/4x — 1.

Uitwerking
FX) = JAx—1 = (4x — 1) geeft

F@) =5 3ar— 1) +e=f@x— 1o —1+c
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Toon aan dat éF(ax + b) + ¢ primitieven zijn van f(ax + b),

Gebruik de regel

de primitieven van f(ax + b) zijn %F (ax+b)+c

voor het berekenen van de primitieven.
a f(x)=(ax+b)

b ) =g
¢ f)=——

Bereken de primitieven.

a flx)=2x-1)°

1
b I Garay
¢ f()=43-2

Primitiveer,

Sy =—
J)=2x+1)/2x+1
flo) =t

(x) =In(4x — 1)

BN o

Bereken de primitieven.
_ 3

b f(x)=(4x+3)/4x+3
¢ f(x)=2sin(3x+3im)
d f(x)=x2—InGx+1)

Bereken exact.
9

2 sin(x — én) dx

-]
e

Ln

Ell

Gegeven is de functie

F(x) =1 +2cos(3x — 21) met domein
[0, 4x].

Bereken exact de oppervlakte van het
vlakdeel ¥ dat wordt ingesloten door de
gratiek van f'en de x-as.

@ Noordhoff Uitgevers bv

d f(x)=In(ax+b)
e f{x)=2log(ax + b)
f f(x)=cos(ax+b)

a f()= Jfo

e f(x)=sin(2x+ %TE)

f f(x)=3cos(zx—¢m)

¢ f0=55

t f()=2%
g fl)=3"%
b f(x)="log(5x +3)

e f9=5

f f(x) = e4)r+l — e
g f{x)=5"log(3x+2)
h f(x)=3x—cos(3x+1)

I(zx +cos(3x))dx

-3
S Sy

T

fignur 11.11
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*

L@k

Gegeven is de functic f(x) = In(3x — 1),

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as en de

lijn x = 6.

Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafiek van £, de x-as en de
lilnenx =6 enx=p metp > 6.

Bereken voor welke p de oppervlakte van V gelijk is aan de oppervlakte
van W. Rond af op twee decimalen.

Gegeven is de functie f(x) =2e' :* en de lijnen k& x =—p en [: x = p met
p > 0. Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as, de
v-as en de lijn k. Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafiek van f,
de x-as, de y-as en de lijn /.

Bereken exact voor welke waarde van p de oppervlakte van V twee keer
7o groot is als de oppervlakte van .

Je weet f(x) = \J4x — 1 geeft F(x) =1 - 3(4x— D)= +c.
a Waarom kun je de hierbij gebruikte regel niet hanteren bij het zoeken

van de primitieven van g(x) = \/4x> — 1?
Voor het zoeken van de primitieven van g(x) = \/4x> — 1 zou je
misschien denken te kunnen uitgaan van G(x) = a(4x> — 1)'2.

b Licht toe dat je ook op deze manier geen primitieven van g kunt
vinden.

In figuur 11.12 wordt het vlakdeel ¥ ingesloten W
door de grafieken van de functies f'en g. \
Je gaat in deze opgave bewijzen dat

b

O() = [(f(x) — glx)) d.

a
b

b
Er geldt O(F) = [ f(x)dv — [g(x)dx,

a

a Licht dit toe. /

I
!
I
!
!
!
|
!
!
a

b b 0
Uit O(V) = j fx)dx— [ g(x)dx volgt

a

figuur 11.12

O(V)=F(b) — G(b) — (F(a) — G(a)), waarbij F
een primitieve van fis en G ¢en primitieve van g.
b Toon dit aan,

¢ Maak het bewijs af.

Hoofdstuk 11 Integraalrekening
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Theorie B Oppervlakte van een vlakdeel tussen grafieken

In opgave 33 heb je bewezen dat in figuur 11.12 geldt dat
b

OV =[(f(x) ~ g)dv.

I
|
|
|
|
| | |
. .. .
a b o] a
4

figuur 11.13 figuur 11.14

ot

b
Ook in figuur 11.13 geldt O(V) = j (f(x) — g(x))dx.

De oppervlakte tussen twee
grafieken is

b

I(bcwenste — onderste) dx.

a

Dit kun je inzien door de grafieken van fen g
beide ¢ omhoog te schuiven. Zie figuur 11.14.

o) = j(f(x)+c)dx j(g(x)+c)dx

b
= [ (x)+c—g(x)—c)dx=j(f(x)—g(x))dx

De oppervlakte van het vlakdeel }* dat wordt ¥
ingesloten door de lijnen x =a en x=b en de f
grafieken van de functies fen g met f(x) = g(x)

a A
b B b
op het interval [a, b], is O(}) = J (f(x) — g(x)) dx. %J
y

a

De oppervlakte van het vlakdeel ¥ in figuur 11.15 is

b b b
O() = [(0— () dr = [-F(x) dx = [ f(x) .

a /\ a a 0 = b X
: vV
De bovenste grafiek

is de lijn y = 0. figuur 11.15
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Voorbeeld

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiecken
van de functies f{x)=e" en g(x) =6 — e en de y-as.
Zie figuur 11.16,

Bereken exact de oppervlakte van V.

Uitwerking

[(x) = g(x) geeft e¥ =6 — e
e +er—6=0
Stel e=* =u.
w+u—6=0
u—2)ut+3)=0
u=2vu=-3
e =2ver=-3
Ix=In(2)
x=21n(2)

21n(2)

o= | (e)—fx)d
0

21n(2)
= [ 6-er—eddr=[x—2e~¢']
0

=121n(2) -2 -%—g—(o—z— 1)=121n(2)- 5

2In(2)
0

et = 2‘ [:e" = (e =22=4

L Zie de theorie op de vorige bladzijde.
u[OF 3

Toon aan dat ook in figuur 11,17 geldt dat
b
o) =[(f(x)~ gx)dv,
In figuur 11.18 is de grafick getekend van
8]

de functie f(x) = sin(x) met D,= [0, 2x].

Het vlakdeel ¥ ligt boven de x-as en wordt
ingesloten door de grafiek van f'en de x-as.
Het vlakdeel W ligt onder de x-as en wordt

figuur 11.16

lk moet

x=2In(2)
invullen bis e*x dus
ehx= gk-2In(2) =

ehi2= 2
[
=

A kan slimmer.

Inde
7 berekening erboven
staat toch al

o

/]

figuur 11.17

ingesloten door de grafiek van f'en de x-as.
a Bereken O(V) en O(W).
2n
b Bereken j f(x)dx. Licht de uitkomst toe.
0

figuur 11.18

112
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Gegeven zijn de functies f(x) = sin(x) en g(x) = cos(2x) y

B0®  met domein [0, 7). f
Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel ¥ dat v

wordt ingesloten door de grafieken van fen g, 5 \/ oo
g
figuur 11.19
Het vlakdeel ¥ in figuur 11.20 wordt ingesloten door de y
B@* orafick van y = x* en de lijn y = 2x. V= 2x

a Bereken algebraisch de oppervlakte van V.

b De lijn x = p verdeelt Vin twee delen met gelijke
oppervlakte.
Bereken p exact.

v

ye x

figuur 11.20

Gegeven is de functie f(x) =x* — 5x% + 6x + 1, y

D@®* Het vlakdeel ¥ ligt boven de lijn v = 1 en wordt
ingesloten door de lijn y = | en de grafiek van f.
Het vlakdeel W ligt onder de lijn y = 1 en wordt
ingesloten door de lijn y = 1 en de grafick van 1.
Bereken exact hoeveel keer zo groot de oppervlakte o
van V is als de oppervlakte van W7, \W

~+

X
Gegeven zijn de functies f(x) =x— 2\/.; en g(x) =-x, q
B@* Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de graficken figuur 11.21
van f'en g. Het vlakdeel W wordt ingesloten door de
grafick van f'en de x-as.
Bewijs dat de oppervlakte van I acht keer zo groot is
als de oppervlakte van V.

2+x+ r
Gegeven is de functie f(x) = w. \ /

ufok 3 i X
a Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de / W

grafiek van f'en de lijn y = —1%.
Bereken exact de oppervlakte van V. / I3) X
b Het vlakdeel W wordt ingesloten door de o

grafick van fende lijneny=x+1,x=1e¢n /V/ \ y=-13
x=pmetp>1.

Bereken exact voor welke p de oppervlakte
van W gelijk is aan 2, figuur 11.22
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De grafiek van de functie f{x) = 3%, de y-as en de lijn y = 9 sluiten
het vlakdeel ¥ in.

De lijn x = a verdeelt V" in twee delen met gelijke oppervlakte.
Bereken a. Rond af op twee decimalen,

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafieck y

van de functie f(x) = %, de x-as, de y-as en de

liijnen x =8 en y = 8.

De lijn x = a verdeelt V in de vlakdelen V| en V-,
waarbij O(V,) : O(F,) =2 : 1. Zie figuur 11.23.
Bereken exact de waarde van a.

x=a x=8
figuur 11.23

@)

De oppervlakte onder een kromme

De eerste die oppervlakten van vlakdelen met kromme B
grenslijnen berekende was Archimedes (287-212 v.C.).
Naast de bekende formule O = #? voor de oppervlakte
van een cirkel, bewees hij dat de oppervlakte van een
paraboolsegment gelijk is aan 3 keer de oppervlakte van
de grootste drichoek die nog net past in het segment.
Na Archimedes duurde het bijna 2000 jaar voordat er
nicuwe vorderingen werden gemaakt bij het berekenen
van de oppervlakten van vlakdelen met kromme
grenslijnen.

Het was Bonaventura Cavalieri die in 1635 een boek Archimedes bewees dat het
publiceerde waarin de cerste beginselen van de blauwe vlakdeel 5 keer zo
integraalrekening stonden. Braolis slsds epprvieie
Na Cavalieri kwam de ontwikkeling van de differentiaal- van drichock ABC.

en integraalrekening in een stroomversnelling,

Vooral Newton en Leibniz hebben hier vanaf ongeveer 1660 grote bijdragen aan
geleverd. Van steeds meer functies kon een primitieve exact worden berekend.
Tegenwoordig is het mogelijk om primitieve functies door de computer te laten
berekenen. De computer gebruikt hierbij eigenlijk een tabellenboek met primitieven.
En in het geval de primitieve door de computer nict gevonden kan worden, berekent
de computer de integraal door van een groot aantal hele smalle rechthoekjes de som
van de oppervlakten te bepalen. Ook je grafische rekenmachine rekent op deze
manier,

c
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Gegeven is de functie f(x) =3 — 2

alor x+2
De grafiek van f'snijdt de grafiek van /™ in de

punten A(a, a) en B(b, b). Het vlakdeel ¥V wordt
ingesloten door de graficken van fen /™,
Bereken exact de oppervlakte van V.

Gegeven is de functie f(x) = 2%, #
©* De lijn x = p snijdt de grafiek van fin het punt P.
De horizontale lijn door P snijdt de y-as in het
punt Q. Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de
lijn door P en Q, de v-as en de grafick van /. v
Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafiek
van f, de x-as, de y-as en de lijn x = p. Zie figuur 11.24.
Bereken voor welke p de oppervlakte van V' gelijk is
aan de oppervlakte van . Rond af op twee decimalen.

=

O

figuur 11.24

Voor elke p > 0 is de functie f, gegeven door y

)= b

Een primitieve van f, is F,(x) =-2p\/1 —x.

a Bewijs dit.

b Het vlakdeel ¥/, wordt ingesloten door de
grafieken van f; en f, de lijn x =g met ¢ <0
en de y-as. el V.

q
Bereken exact voor welke g de oppervlakte //
van V, gelijk is aan 12. -

x=q
figuur 11.25
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Gegeven is de functie f(x) = In(x). Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door
de grafiek van f; de x-as en de lijnen x = 2,/2 en x = p met p > 2,/2.
a Neem p= 4\/5 en bewijs dat de oppervlakte van ¥ gelijk is aan

V2 (7In(2) - 2).

Voor de lengte L van de gratiek van een functie ftussen
b

x=aenx = b bestaat de formule L = j JTH (@)Y dx.

In vraag b gebruik je deze formule om de lengte van de
gratiek van f{x) = In(x) tussen x = 2\/5 enx = p met figuur 11.26
p =45 te berekenen. Hierbij gebruik je ook dat de functic

1+yx*+1
G(x)= 2+ 1 - ln(f) een primitieve is van

Jx2i+1

de functie g(x)=

b Bereken exact de lengte L van de grafiek van y
f(x) =1In(x) tussen x = 2./2 en x=4,/5. Schrijf het
antwoord in de vorm a + In(b).

¢ Het vlakdeel # wordt ingesloten door de grafiek
van f; de x-as en de lijnen x =2,/2 en x =4,/5. o|/ | | x
Bercken de omtrek van W, Rond af op twee decimalen. Koy e d\E

figuur 11.27

()

In opgave 46 heb je gebruikt dat G(x) =x>*+1—1n

Vi +1

een primitieve is van g(x) = P

Bewijs dat deze primitieve juist is.

Hoofdstuk 11 Integraalrekening © Noordhoff Uitgevers by



Terugblik

Primitieven en de kettingregel.

Als F een primitieve is van f, dan is éF(ax + b) een primitieve van f(ax + b).

Deze regel geeft bijvoorbeeld dat Fix) = é((ax + b)In(ax + b) — (ax + b)) + ¢

de primitieven zijn van f(x) = In(ax + b).

Jx)= ﬁ = 6(2x — 3)* geeft
-1

F@)=6 3 5Qv=3) te= g5 +e

o g(x)=3\2x—1=3(2x— 1) geeft
Gx)=3-3-3Q2x—D)i+c=2x—J2x—L+c

o h(x)=5e""3 geeft H(x)=5 ;e 3 +c=17e% 2+

. k(x)=4x3_1geeﬂK(x)=3-51n\4x—1\+c=51n\4x—1\+c
23—.\' -5 23—x
. — ¢ 3—y — e =1 - =
I(x)=5"+2"""geeft L(x)=5"'-1 ln(2)+c n(2)

+ p(x)=2sin(15x — 1x) geeft

Px)y=2- % . fcos(léx— %:rr) e :flﬁcos(léx —%;rc) +e

Oppervlakte van een vlakdeel tussen grafieken
De oppervlakte van het vlakdeel " dat wordt ingesloten
door de lijnen x = a en x = b en de graficken van de
functies f'en g met f(x) > g(x) op het interval [a, b], 18

b
o) = [(f(x) ~ g))dx.

a

Het vlakdeel 7 van de figuur hiernaast wordt ingesloten
door de grafiek van de tunctie f{x) =6 — \/@ en de lijn
Ly=-x+6.

Oplossen van de vergelijking 6 — \/10x =-x + 6 geeft
x=0vx=10.

10 10

Dus O(V) = j (=x+ 6 — (6— /10x)) dx = j (\/10x — x) dx
0 0
10

10
0

= [ (10 —x)dv =[5 - 5100 5]
0

5+ 10x\/10x — %xz]:)o = [3x+/10x - %xz]:f}

=2-10-10-3- 102-0=165.

Il
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11.3 Inhouden

In figuur 11.28a wordt de grafick van de functie /' gewenteld om de x-as.
B@* B(x)is de inhoud van het blauwe lichaam dat zo ontstaat,

a b
figuur 11.28

In figuur 11.28b is de inhoud van het groene lichaam gelijk aan B(x + i) — B(x).
Als h~ 0, dan is f(x + &) = f(x) en is de inhoud van het groene lichaam te
benaderen door & * (f(x))* * h.

a Licht dit toe.

b Hoe volgt uit bovenstaande dat B(x) een primitieve is van 7 - (f(x))*?

Theorie A De inhoud van een omwentelingslichaam

. . , . B(x+h)— B(x)
Voor de inhoudsfunctie B in opgave 48 geldt B'(x) = ’hn% -,
h—

In figuur 11.28b is het groene lichaam te benaderen door een cilinder

met oppervlakte grondvlak & - (f(x))* en hoogte 4, dus

B(x+h) = Blx)=m - (f(x))* - h.

B(x+h)—B(x) _
h

(D

7+ (f(x))?%, dus

Hieruit volgt dat

B(x+h -8B
we (feop = im 2T g

Uit (1) en (2) volgt B'(x) == - (f(x))?, dus B(x) is een primitieve van « - (f(x))".

Als ¥ een vlakdeel is dat wordt ingesloten door de grafiek van de functie £,
de x-as en de lijnen x = a en x = b, dan is de inhoud van het
omwentelingslichaam dat ontstaat als V' wentelt om de x-as te noteren

b
met de integraal 7 j (f(x))2 dx.

a
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Het vlakdeel V' ligt boven de x-as en wordt ingesloten
door de grafiek van de functie f, de x-as en de lijnen

x=aenx=bmeta<bh.

De inhoud van het lictlaam L dat ontstaat als V wentelt
o

om de x-as is I(L) = n'j(f (x))* dx.

a

Voorbeeld

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek
van de functic f(x) =2 — \/x, de x-as en dc y-as.
Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als " wentelt om de x-as.

Uitwerking

fx)=0geeft2—\x=0
Jx=2
=

0 s ™o

figuur 11.29

4 q g
(D) =x[(2 - JxPde=x[@d 4|k +x)dr=x[(4 - 4 +0)dv
6 0

4

0
= TC[4X - —x‘ o éxz] =n[dx—3xx+ %xz]z

0

=4 4—— 4-2+1-#-0)=2%x

Gegeven is de functie f(x) =2 — \/E van het
voorbeeld.

Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafick
van f, de lijn y = x en de x-as. Zie figuur 11.30.
Bereken exact de inhoud van het lichaam K dat
ontstaat als W wentelt om de x-as.

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek

* van de functie g(x)=3 — \/J;, delijny =2xen

de x-as. Zie figuur 11.31,
Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als V" wentelt om de x-as.

@ Noordhoff Uitgevers bv
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y=2x

. S
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DO%* Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van f, de

O@*x

120

Gegeven is de functie f{x) =¢",

x-as, de y-as en de lijn x= 1.

Het vlakdeel W, wordt ingesloten door de grafick van f,
dex-asende lijnenx=1enx=pmetp>1,

Het lichaam K ontstaat als " wentelt om de x-as en het
lichaam L, ontstaat als /¥, wentelt om de x-as.

De inhoud van L, is ¢* keer zo groot als de inhoud van K.

a Bewijs dit.

b Bereken algebraisch voor welke p de inhoud van L,
tien keer zo groot is als de inhoud van K. Rond af op
drie decimalen,

Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de grafiek van
de functie f(x) =2 +%en delijneny=2,x=1enx=3.

Het lichaam L ontstaat door ¥ om de lijn y =2 te

wentelen,

Het vlakdeel ¥ wordt 2 omlaag geschoven. Hierdoor

ontstaat het vlakdeel .

Het vlakdeel W wordt ingesloten door de x-as, de

lijnen x = 1 en x = 3 en de grafiek van de functie g.

a Geef het functievoorschrift van g.

b Bereken exact de inhoud van het lichaam M dat
ontstaat als W wentelt om de x-as en licht toe dat
je hiermee ook de inhoud van L hebt berekend.

4

2—1"

a Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel " dat
wordt ingesloten door de grafiek van £, de x-as en de
lijnenx=1enx=35.

Gegeven is de functie f(x) =3 +

Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafiek van f

endelijnenx=1,x=5eny=3.

b Bereken exact de inhoud van het lichaam K dat
ontstaat als W wentelt om de lijn y =3,

Hoofdstuk 11 Integraalrekening
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figuur 11.32

\\ . e

x=1 x=3

x=p

Y

figuur 11.33

=1 X=5

figuur 11.34
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Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafick ¥
BO* van de functie /(x) = \/x — 2, de x-as en de lijn x = 8. ¢

De lijn x = a verdeelt ¥ in de vlakdelen ¥, en V. /

V, en V, wentelen om de x-as, zo ontstaan de

lichamen L, en L,.

Bereken exact voor welke @ de inhouden van L, v,

en L, gelijk zijn.

figuur 11.35

Het vlakdeel ¥, wordt ingesloten door de grafiek y

van de functie 7(x) = e *!, de x-as, de y-as en de f
lijnx=pmetp >0,

a Bereken p exact in het geval de oppervlakte
van V, gelijk is aan 2e.

b Het vlakdeel V, wentelt om de x-as. Zo
ontstaat het lichaam L. Vs
Bereken exact voor welke waarde van p de

inhoud van L, gelijk is aan 9me*. 5

jafok 3

figuur 11.36

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de y

B@* graficken van de functies f(x) = x en g(x) = 3x en
de lijnen x = | en x = 3. Het vlakdeel V" wentelt
om de x-as, zo ontstaat het lichaam L.

1
a Geef de inhoud van L.

3 3
Er geldt nj (fx)*dx=83menx [ (g(x)*dx=2Lm. /VJX
1

3
Jolien zegt /(1) =T j (f(x) — g(x))*dx en
1 x=1 x=3
3 figuur 11.37
Irma zegt I(L) = ﬂf((f () — (g(0))’)dr.
1
b Onderzock wie gelijk heeft.
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Theorie B Vlakdelen wentelen om de x-as
In figuur 11.38 zijn de vlakdelen U, ¥ en W getekend.

y F y ¥ f

—

A==
& = ———

(&) a b (0] a b 0
figuur 11.38

Het lichaam L ontstaat als U wentelt om de x-as, het lichaam M ontstaat
als ¥ wentelt om de x-as en het lichaam N ontstaat als /7 wentelt om de
x-as,

Om de inhoud van N te berekenen neem je het verschil van de inhouden
van L en M, dus

b b b
I(N) = (L) = I(M) = = (f())* dx = 7 [ (2x))*dx = =] ((/(x))* ~ (g(x))P) d.

a a

Het vlakdeel F'ligt boven de x-as en wordt ingesloten door

de grafieken van de functies fen g, waarbij f(x) = g(x), en

de lijnen x =a en x = b met ¢ <b.

De inhoud van het lichaam L dat ontstaat als }J” wentelt om
b

de x-as is I(L) = 7t [(f(¥))* = (¢(x))?) dx.

a

De inhoud van het lichaam dat ontstaat als het vlakdeel Y
in figuur 11.39 wentelt om de x-as is gelijk aan |

b 1 1
(260 = (F))ds. jﬁg

Je neemt de ‘buitenste’ inhoud figuur 11.39
min de ‘binnenste’ inhoud.

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafieken van y
B@® " de functies f(x) = \/x en g(x) = 5x.

Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat

als V' wentelt om de x-as.

/6‘ *
figuur 11.40

122  Hoofdstuk 11 Integraalrekening ® Noordhoff Uitgevers by



Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de y-as en de
miok 3 . ! w
@ gratieken van de functies f(x) = e en g(x) = 2e — &>*.
Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat
als V" wentelt om de x-as.

Gegeven is de functie f{x) = i. y

ne* . Xyx
Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van f

en de lijnen x =4 en v = 10. Zie figuur 11.42,

a Bercken exact de oppervlakte van V.

b Bercken exact de inhoud van het lichaam £ dat
ontstaat als V" wentelt om de x-as.

o}

figuur 11.42

In figuur 11.43 wordt het vlakdeel V ingesloten door de y
B@®%* grafick van de functic f(x) = 3\/;, de v-as en de lijn vy =6, / 3x

We vragen ons af wat de inhoud is van het lichaam L y=6

dat ontstaat als /" wentelt om de y-as. Vv

Volgens Sanne kun je de inhoud berekenen door de

grafiek van /™ te wentelen om de x-as.

a Laat zien dat /™(x) = ;x%, maak een schets en
bereken de integraal die Sanne bedoelt. Welke
grenzen heb je gebruikt?

A | S SN R

(@]
figuur 11.43

Volgens Jasmijn is het helemaal niet nodig om met de

inverse te werken. Je kunt, op soortgelijke manier als
b

bij wentelen om de x-as, gebruiken dat [(L) = :mjx2 dy.
a

Je moet dan wel eerst x* uitdrukken in v,

b Laat zien dat x* = §rp*.

¢ Welke grenzen a en b moet Jasmijn gebruiken?

d Laat zien dat het berekenen van de integraal van Jasmijn op

hetzelfde neerkomt als het berekenen van de integraal van Sanne,
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Theorie C Wentelen om de y-as

Het vlakdeel ¥ in figuur 11.44a wentelt %
om de y-as. Zo ontstaat het lichaam L in
b f

figuur 11.44b.
Om de inhoud van L te berekenen, ga je u
net zo te werk als bij het wentelen om de =
x-as. Je krijgt dus dat voor de o / ]
inhoudstunctie 7 geldt Y,
Iy +h)—I(y) =7+ x* - h en hieruit volgt a

b figuur 11.44

dat 7 gelijk is aan nsz dy.

a

Het vlakdeel V' ligt rechts van de y-as en wordt ingesloten

door de grafiek van de functie f, de y-as en de lijnen y=a

eny=bmeta<bh.

De inhoud van het lichaam L dat ontstaat als }" om de y-as
b

wentelt is I(L) = nsz dy.

a

Voorbeeld
Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek y
van de functie f(x) = \/x, de x-as en de lijn x = 4, .
Bereken exact de inhoud van het lichaam £ dat ontstaat e
als ¥ wentelt om de y-as.
1%
X
0
Aanpak i

Gebruik dat L een cilinder is waaruit een
omwentelingslichaam is weggelaten.

figuur 11.45

Uitwerking

Ji4)
I(L) = I(cilinder) — = j 2dy
0
y=1/x geeft x2 = 3%, dus
2
KLy=mn-4%-2 —chy“dy =327 — TE[%_VS]E =325 — ?r(%— 0) =25%1r
0
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Zic het voorbeeld.
B@* Je kunt de inhoud van het lichaam L ook berekenen zonder gebruik te
2
maken van /(cilinder). Je gebruikt dan /(L) =« (4% = ¥?)dv,
0
a Licht dit toe en laat zien dat je zo ook de juiste inhoud krijgt.

Sanne maakt de berekening door /™ te gebruiken en te wentelen om
de x-as.
b Geef de berekening die hierbij hoort.

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafick van y = \2x — 4, de
DO%* y-as, de y-as en de lijn y = 3.
a Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als V" wentelt

om de v-as.

b Bercken exact de inhoud van het lichaam M dat ontstaat als V wentelt
om de x-as.

Gegeven zijn de parabool y = x* en het punt P(p, g) op ¥

B@%* de parabool.

Het vlakdeel ¥, wordt ingesloten door de parabool, de

x-as en de lijnx = p. q Plp, q)

Het vlakdeel W, wordt ingesloten door de parabool, de

v-as ende lijn y =g.

a Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als #, om de y-as wentelt.

b Bij wenteling van ¥, om de x-as ontstaat het lichaam
L, en bij wenteling van ¥, om de y-as ontstaat het x
lichaam M,,.

Bereken exact voor welke p en g de inhouden van £,
en M, gelijk zijn. figuur 11.46

ha

\,
I
e

Gegeven is de functie f{x) = /2x + 6.
B®* Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafick van f; de x-as en de y-as.
Bereken exact de inhoud
a van het lichaam L dat ontstaat als ¥ om de x-as wentelt
b van het lichaam M dat ontstaat als ¥ om de y-as wentelt.

Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafiek van f'en de lijnen x =-3

eny=4,

¢ Bereken exact de inhoud van het lichaam N dat ontstaat als W wentelt
om de lijn x =-3.
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ufok 3

1 JOF 3

O@x

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafick ¥
van de functie f(x) = /x> + 4, de x-as en de f
lijnen x =-4 en x = 4.
a Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als / wentelt om de x-as.
b Welk probleem krijg je als je de oppervlakte Vv
van V exact wilt berekenen? . - : 7

figuur 11.47

Theorie D Integralen numeriek berekenen

Van sommige functies kun je geen primitieve berekenen. Je berekent dan
de integraal met een optie van de GR.

[» 6r] Neem de module Integreren door.

Voorbeeld
Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de y
gratieken van de functies f(x) =xe" en f
g(x)= x>+ 1 en de y-as. .
Bereken de oppervlakte van V. Rond af op
drie decimalen.
v
X
figuur 11.48
Uitwerking
Voer in y;=xe‘eny,= X2+ 1. HORM DRIJF AUTO REEEL RAD W
De optie snijpunt geeft x = 0,6296... %A
De optic inteeraal secft . 926296084003
p graal g [Seva-vidax
Bt . 023642057148,
0= [ (gbx)~f(x))dx=0364, .
0
Zic opgave 65.

Bereken de oppervlakte van V. Rond af op twee decimalen.

Gegeven is de functie f(x) = \/sin(x) met D= [0, x].

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van fen de x-as.
Onderzoek of de lijn y = %x het vlakdeel ¥ in twee delen met gelijke
oppervlakte verdeelt,
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ufok 3

Gegeven is de functie f(x) = 2 In(x) — In*(x).

a Bereken exact de nulpunten van f.

b Bereken exact de codrdinaten van de top van
de grafiek van f.

Een primitieve van fis
F(x) = 4xIn(x) — x In*(x) — 4x.
¢ Bewijs dat deze primitieve juist is.

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek

van f'en de x-as.

d Bercken exact de oppervlakte van V.

e Bercken de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als 7 om de x-as wentelt. Rond af op
drie decimalen.
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Terugblik

Inhoud van omwentelingslichamen

Door het vlakdeel F in de figuur hiernaast te wentelen o

om de x-as ontstaat het lichaam L.
b

De inhoud van L is /(L) = nj (f(x))dx. Jf* "

a

Het lichaam K ontstaat door het vlakdeel V7, ingesloten v x=8
door de grafick van de functic f(x) = 13/2x, de x-as en
de lijn x = §, te wentelen om de x-as. /wiuzv
8 8
l(foznju;— 2x)2dx=nj4§xdx=n[23;x2]f):144n "
0

0

Vlakdelen wentelen om de x-as
Door het vlakdeel U in de figuur hiernaast te¢ wentelen ¥
om de x-as ontstaat het lichaam M. De inhoud van M is Yy=3

8 8
M) =x[((13y20° — GxP)dv = [ (43x — fpa?) dr
] 0

00 e

=1r[2]—1x2*l3—6x3]i=481r. 0

Wentelen om de y-as

Door het vlakdeel U hierboven te wentelen om de y-as

ontstaat het lichaam N.

y Z%x geeft x = 1§y eny = 1%@ geeft 2x = (%y ? oftewel x = %y2.

Omdat de snijpunten van de graficken (0, 0) en (8, 6) zijn, krijg je
6 6

I(N)= ”I(( 132 - G2 dy = ﬂj $y2 - Syhdy =n [0 — 4%53,.5]2 =513m.
0 0

Integralen numeriek berekenen

In de figuur hiernaast zie je het vlakdeel 7 dat wordt 2

ingesloten door de grafieken van de functies

f(x)=cos’(x) en g(x) =xe™,

Om de oppervlakte van V te krijgen, bereken je eerst f

met de optie snijpunt de x-codrdinaten van de snijpunten v

en zet deze in de gecheugenplaatsen A en B. -

Dit geeft a =-0,5759... en b = 0,8348... & B &

Daarna gebruik je de optie integraal.
b )

Je krijgt O(V) = [(f(x) — g(x))dx = 0,892. o

a

..79:-5759069862

[Sevs-va)ax
i
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11.4 Toepassingen van integralen

De cirkel met middelpunt O en straal » heeft vergelijking x* + y? = r?
BO* ofiewel y* = 72 — x°. Bij wentelen van deze cirkel om de x-as ontstaat

een bol met straal .

Bewijs met integraalrekening dat de inhoud van deze bol 377 is.

Theorie A Inhoud van bol en kegel

In opgave 69 heb je met integraalrekening bewezen dat
de inhoud van cen bol met straal » gelijk is aan 5.

Door een bol met een (plat) vlak te snijden, ontstaan
twee bolsegmenten.

Snijd je een bol met twee evenwijdige vlakken, dan
ontstaan twee bolsegmenten en een bolschijf. Zie
figuur 11.50.

Met behulp van een integraal is een formule voor de
inhoud van een bolsegment en van een bolschijt op

te stellen. figuur 11.50
Voorbeeld
Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de cirkel y
P +3*=rende lijnen x=1renx=3r. —_
Stel de formule op van de inhoud van de bolschijf § die
ontstaat als V" om de x-as wentelt.
v
X
\) 4
L

figuur 11.51

Uitwerking

I(S)=m| y*dx

3F

KS)=n] (* ~ P dx =[x~ L]

2 .42 2_.2_ .2 :
PP ASIEETES ane et G- - o)

a3y 809 Lags 1 gy o 29
=grti— g Pl =i
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In figuur 11.52 zie je dat een kegel een y y = ax
omwentelingslichaam is.

De kegel ontstaat door het vlakdeel ¥ ingesloten
door de lijn y = ax, de x-as en de lijn x = 4 om de
x-as te wentelen, ! 3
Met behulp van integraalrekening is een formule 5
van de inhoud van deze kegel op te stellen.

h h
h
1= ﬂ.[(ax)zdx = njazxzdx = [%azxf*]o = 1na*h’ figuur 11.52
0 0

Uit x, = h volgt v, = ah, dus de straal r van de grondcirkel is ah.

L sops 1 . 293,
I=3ma*h®=3m - a*h h}l—;wrz-h
r=ah

Omdat 2 de oppervlakte is van het grondvlak G van de kegel, is
de formule ook te schrijven als /=1 Gh.

Voorbeeld
Het vlakdeel V, wordt ingesloten door de y
lijn y = 3x, de x-as endelijnenx=penx=6
met 0 < p < 6. Door ¥, te wentelen om de x-as
ontstaat de afgeknotte kegel K.
Bereken exact voor welke p de inhoud van K,

IR V,
gelijk 1s aan 24m. 2

X
Uitwerking
xX=p x=6

[
= j'T_"(3 x)tde = “J.9x2d’f n 32 ]6
p r
=z 6’ ~5pY) = 132~ 5p)
1, =24 geeft n(32 — 35p°) = 24n
3R2-5pi=24

figuur 11.53

a Zie het voorbeeld op bladzijde 129,
O®%*  Het vlakdeel W wordt ingesloten door de cirkel en de lijnen
x=jrenx=1r. Als W om de x-as wentelt ontstaat de bolschijf 7.
Bereken exact hoeveel keer zo groot de inhoud van bolschijf T'is als
de inhoud van bolschijf S.
b Zie het voorbeeld hierboven.
Bereken p met behulp van de formule van de inhoud van een kegel.
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Het vlakdeel ¥ ligt rechts van de lijn x =37 en wordt ingesloten door de
DO* cirkel x2+12 =2 en de lijn x=1r.

Stel de formule op van de inhoud van het bolsegment dat ontstaat als V'

om de x-as wentelt,

De bol B ontstaat als de cirkel c: x> +* = 36 y

B@* wentelt om de x-as. -
Het vlakdeel ¥, wordt ingesloten door ¢ en de .
lijnen x =-3 en x = p met p > -3. Zie figuur 11.54. v

De bolschijf S, ontstaat als ¥, om de x-as wentelt.
Stel de formule op van de inhoud van S, en bereken 3l ol Io 5
hiermee voor welke p de inhoud van S, gelijk is aan de
helft van de inhoud van B. Rond af op twee decimalen.

——

figuur 11.54

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de cirkel y
B@% (: 2 +y? =25, de x-as en de lijn k die de cirkel \

raakt in het punt 4(3, 4). Zie tiguur 11.55. A3, 4)

Door V te wentelen om de x-as ontstaat het

lichaam L. f v

Bereken exact de inhoud van L. !/ = \ X

figuur 11.55

In figuur 11.56 is van een voorwerp de snelheid v vin m/s
BO* in m/s uitgezet tegen de tijd ¢ in seconden. L

a Bereken de gemiddelde snelheid gedurende de
eerste zes seconden. Hoeveel meter wordt
gedurende deze zes seconden afgelegd?

b Licht toe: de oppervlakte van drichoek O4B
geeft de afgelegde afstand gedurende de eerste A
zes seconden. 0 6 15

¢ Bercken de afgelegde afstand op het interval tid in seconden
[0, 15]. figuur 11.56
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Theorie B Afgelegde afstand, snelheid en versnelling

Bij een tijd-afstandformule is de formule van de snelheid v de afgeleide
van s, Dus s(t) = wW(1).

Hieruit volgt dat s een primitieve is van v en dat de afgelegde afstand
gedurende een tijdsinterval gelijk is aan de bijbehorende oppervlakte
onder de grafick van v.

In figuur 11.57 is van een voorwerp de snelheid v vin m/s

in m/s uitgezet tegen de tijd ¢ in seconden. [

4
Met de integraal jv(r) dt bereken je de afgelegde
1

afstand op het interval [1, 4].

Is gegeven dat v(r)=-17£+2¢+ 1, dan krijg je
4 tijd in seconden
J‘(*%tszzij 1)dr = [,é_t3+r2+t]é:: figuur 11.57

1

(+ B+ +4)— (L B+12+1) =71

Dus de afgelegde afstand is 75 meter.

Bij de formule v(z) = f%rz + 2t + 1 hoort de formule van de afgelegde
afstand s(f) =—3 2+ 2+t +c.
Is bijvoorbeeld gegeven dat s(1) = 5, dan is hiermee ¢ te berckenen.

Merk op dat je voor het berekenen van de afgelegde afstand op een
tijdsinterval de integratieconstante ¢ niet hoeft te weten. Voor het
berekenen van de afgelegde afstand op een tijdsinterval kun je dus ook
¢ =0 nemen.

Is de formule van de snelheid v van een voorwerp bekend, dan krijg je de
formule van de versnelling a door de afgeleide van v te nemen. Dus

a(t) = v'(t) = s"(¢). Hieruit volgt dat v een primitieve is van a en dat de
toename van de snelheid gedurende een tijdsinterval gelijk is aan de
bijbehorende oppervlakte onder de grafiek van a.

Is gegeven a(r) =t + e’ met ¢ in seconden en @ in m/s?, dan is

() = %tz +e' +¢,. Is verder gegeven dat v(0)=0,danis 0+ 1 +¢, =0,
dus ¢, =-1, zodat de formule van de snelheid wordt v(r) = %tz il
Primitiveren hiervan geeft de formule van de afgelegde afstand, dus
sit)=2f+e'—t+c,

Met het extra gegeven dat s(0) =0 krijgje0+1-0+¢,=0,dus c, =-1.
Dus de formule van de afgelegde afstand is s() = £+ ¢’ — ¢ — 1.

De afgelegde afstand gedurende de vijfde seconde is te berekenen met
s(5)—s(d) =3 5+ -5-1- (£ +e&*—4— 1)~ 102,98 meter.
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Voorbeeld

Een voorwerp met een snelheid van 4 m/s ondergaat vanat =0
gedurende 10 seconden een versnelling. De versnelling neemt tussen
t=0en ¢ =10 lincair af van 5 m/s” tot 0 m/s”,

Bereken exact hoeveel meter gedurende deze 10 seconden wordt
afgelegd.

Uitwerking

Stel a(t) = mt + n.
_a(l0)—a(0) 0-5 |

m= = =

10-0 10

a(fy=-3t+n en a(0) =5 geeft a(t)=-3¢+5

a(ty=-1t+5 en w(0) =4 geeft v(r) = -1~ + 5t +4

W)y =-52+5¢t+4 en5(0) = 0 geeft s(t) =-55£ + 252 + 4t
De afgelegde afstand gedurende deze 10 seconden is
s(10)=-15 - 10° +25 - 107+ 4 - 10 = 2065 meter.

In het voorbeeld is genomen s(0) = 0.
B@®* Krijg je een ander antwoord als je een andere waarde voor s(0) neemt?
Licht toe.

Een voorwerp met een snelheid van I m/s ondergaat vanaf =0

o gedurende 20 seconden een versnelling. De versnelling neemt tussen
=0 en ¢ =20 lincair toe van 0 m/s” tot 5 m/s”.
Bereken exact hoeveel meter gedurende deze 20 seconden wordt
afgelegd.

Een voorwerp in rust ondergaat vanaf ¢ = 0 gedurende 6 seconden een
B@  versnelling die gegeven is door a(f) = - + 6. Hierin is @ in m/s en ¢ in

seconden met 0 <7< 6.

a Bercken algebraisch de snelheid op 7= 6.

b Bercken algebraisch de afgelegde afstand gedurende deze 6 seconden,

Na ¢ = 6 verandert de snelheid niet meer.
¢ Bereken algebraisch hoeveel meter in totaal is afgelegd op = 10,
d Bereken voor welke ¢ in totaal 500 meter is afgelegd.

Bij een botsproef rijdt cen auto met cen snelheid van 54 km/uur tegen
B®* cen betonblok. Door de kreukelzone van de auto en het gebruik van de

veiligheidsgordel en een airbag is de remweg van de bestuurder 75 cm.

Neem aan dat tijdens de botsing de versnelling constant is.

a Bereken algebraisch hoe lang de botsing duurt.

b Bercken in m/s? de versnelling tijdens de botsing. Hoeveel keer zo
groot als de versnelling van de zwaartekracht g is dit? Neem
g=10m/s2,
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In figuur 11.58 is de snelheid van een auto in m/s vinm/s

uitgezet tegen de tijd in seconden. Gedurende de ~ 20f————————"—==
eerste 10 seconden trekt de auto op vanuit
stilstand. Bij dit gedeelte van de grafick hoort
de formule v()=-0,2/2 + 4¢. Vanaf = 10 remt de 5|
auto af. De auto komt tot stilstand op ¢ = 15. Bij
het tweede gedeelte van de grafick hoort de
formule v(r) = 0,82 — 241 + 180.

t

a Bereken algebraisch de totale afstand die de o 5 10 15
auto gedurende deze 15 seconden aflegt. Ttk secqnten
b Met behulp van het antwoord van vraag a is figuur 11.58

de gemiddelde snclheid van de auto gedurende
de 15 seconden te berekenen.
Er zijn twee tijdstippen waarop de snelheid van de auto gelijk is
aan deze gemiddelde snelheid.
Bereken deze tijdstippen. Rond af op twee decimalen.

¢ Bereken na hoeveel seconden de auto 100 meter heeft afgelegd.
Geef het antwoord in één decimaal,

Een parachutiste opent op 800 meter hoogte haar parachute. Daardoor

ondergaat zij een versnelling (vertraging) die gegeven wordt door de

formule a(r) =-4¢ ™", Hierin is  de tijd in seconden met 7 = 0 op het

moment dat de parachute wordt geopend en @ de versnelling in m/s?.

Op ¢ =3 is haar snelheid 32 m/s.

a Bercken de snelheid van de parachutiste op het moment dat de
parachute wordt geopend.

b Met welke snelheid komt de parachutiste op de grond?
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. De Saturnus V-raket die de Apollo naar

k' de maan bracht, bestond uit drie trappen.
De eerste trap had een hoogte van
42 meter, een diameter van 10 meter en
een stuwkracht van maar liefst 35 miljoen
newton.
Van de tweede trap was de hoogte
25 meter en was de stuwkracht 5,2 miljoen
newton.
Deze twee trappen gaven de Apollo een
enorme versnelling. Zie figuur 11,59,

a (m/s?)
40 1

30

20 -

10

2% trap 38 trap

O 100 200 300 400 500 600 700
tijd in seconden

figuur 11.59

De eerste trap werkt 170 seconden en wordt dan elke seconde 12 000 kg

lichter. De formule die bij de versnelling gedurende deze 170 seconden

hoort is a(f) = 5¢%°2 met  in seconden en @ in m/s?.

De tweede trap werkt tussen £ = 170 en ¢ = 560. De formule die bij dit

gedeelte van de grafiek hoort is a(r) = 400045¢ ~170),

a Bereken in km/uur de snelheid van de Apollo na 170 seconden.
Hoeveel kilometer heeft de Apollo dan afgelegd?

b Bereken de snelheid en de afgelegde afstand van de Apollo op ¢ = 560.
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Terugblik

Inhoud van bol en kegel
Door de cirkel x* + 1? = r? te wentelen om de x-as %
ontstaat een bol met straal .

Met integraalrekening is bewezen dat de inhoud van de
bol gelijk is aan 5.

Door het vlakdeel ingesloten door de cirkel, de y-as

en de lijn x =37 te wentelen om de x-as ontstaat een I 5] -
bolschijf. | T
De inhoud van deze bolschijf is N 4

2 ~Al

ir i ;

nj Vdx = ’th (P —xHdy=n[rix - ;—f]i; =23,
0 0

i

h ‘ _

en de lijn x = / te wentelen om de x-as ontstaat een kegel 6‘ < - o

Door het vlakdeel ingesloten door de lijn y = -x, de x-as

met straal grondcirkel » en hoogte /. De formule van de
inhoud van deze kegel krijg je met een integraal.
h

5 h 5 rz h 2
ol W -0
0 0

Afstand, snelheid en versnelling

Voor de afgelegde afstand s, de snelheid v en de versnelling a geldt
a(t) =v({t)=s"(1).

Dus v is een primiticve van @ en s is een primitieve van v,

Is gegeven a(f) = 5¢™", dan krijg je v(£) = 50! +¢,.

Is verder gegeven dat v(0) = 10, dan is 50e° + ¢, = 10, dus ¢, =-40.
w(t) = 50e%1 — 40 geeft s(r) = 5001 — 40z + ¢,

Is s(0) = 0 dan geldt 500¢° — 0 + ¢, =0, dus ¢, =-500.

Dit geeft s(f) = 500 ™' — 407 — 500.
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Eindopdracht Drinkwater in
landelijk gebied

De figuur hieronder gaat over het drinkwater dat het bedrijf Vitens op
een dag in een landelijk gebied met 34232 inwoners gedurende die dag
aan zijn klanten heeft geleverd.

V (mafuur)

600

500

400

300

200

100

t
o] -+ 8 12 16 20 24
tiid in uren

Je ziet dat de volumestroom ¥ (in m?/uur) tussen 8 en 15 uur vrijwel
lineair verloopt. Tussen O en 8 uur is het verloop van de volumestroom te
benaderen door een tweedegraadsformule. Dit is ook het geval tussen 15

en 24 yur,
Met de gegevens in de tabel hiernaast kun je een formule

opstellen van het lineaire verband tussen § en 15 uur, en L

van de kwadratische verbanden die gelden tussen 0 en 0 250

8 uur en tussen 15 en 24 uur. 3 | 115 (minimum)
In de tabel is ¢ de tijd in uren met £ =0 om QO uur en is ¥ 8 490

de volumestroom in m*/uur. Neem ook in de formules de 15 440

tijd ¢ in uren met £ =0 om O uur, 19 | 600 (maximum)
* Stel deze formules op en bereken hiermee op 24 350

algebraische wijze hoeveel liter drinkwater per
persoon Vitens deze dag in dit gebied heeft geleverd.
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| Gegeven zijn de functies f(x) =

Diagnostische toets

11.1 Primitieven en integralen
Toon aan,

a F(x)=x’e" is een primitieve van f(x) = (x> + 3x%)e".
2

b G(x)= ;-xz —x+2In(x + 1) is een primitieve van g(x) = 2

x+1°
' Primitiveer.
o f= 2"; 6 § =6 e f(¥)="log(dx)
b f(x)=3 2" d f(x)=In(x%) £ ()= 3sin(x) + 2cos(x)

Gegeven is de functie f(x) = 4x — In(x).
De gratiek van een primitieve van f gaat door het punt (1, 7).
Bereken deze primitieve.

Het vlakdeel V wordt ingesloten door de grafiek van y
de functie f(x) = pree de x-as, de y-as en de lijn x =2, \

a Bereken algebraisch de oppervlakte van V.
b De lijn x =p verdeelt V' in twee delen met gelijke

oppervlakte. ¢
Bercken exact de waarde van p, v T
X
o
x=2
11.2 Oppervlakten figuur 11.60

. Bereken de primitieven.

10
Bx—1y

b f(x)=(5x+2y f5x+2 d f()=8-22" f(x)=2x6+5

a f(x)=Q2x+6)+ ¢ flx)=4eX*3 e f(x)=In(2x+3)

x2;4 en g(x)=-x+9. y

a Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de graticken \
vanfeng.
Bereken exact de oppervlakte van V.

b Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van 1 g
endelijnenx=1,x=pmetp>1leny=x.
Bereken exact voor welke waarde van p de oppervlakte o

van W gelijk is aan 3. /\

figuur 11.61
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11.3 Inhouden

Gegeven is de functie f{x) = (2x + 1)3/2x + L. v
Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as @

en de y-as. Het vlakdeel W, wordt ingesloten door de grafick
van f, de x-as, de y-as en de lijn x=p met p> 0,

Het lichaam K ontstaat als 7 wentelt om de x-as, het lichaam L,
ontstaat als /¥, wentelt om de x-as. De inhoud van L, is 624 keer
zo groot als de inhoud van K.

Bereken algebraisch de waarde van p. W,
N A

Gegeven is de functie f(x) = (2x — 6)%. 0 x

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as x=p

en de y-as.

1 3 fi 11.62
Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als e

wentelt om de y-as.

Gegeven is de functie f(x) = e*. Vis het vlakdeel dat wordt ingesloten
door de grafiek van f, de x-as, de y-as en de lijnx =1,

Bereken algebraisch de inhoud L van het lichaam dat ontstaat als ¥
wentelt om de lijn y = e. Rond af op twee decimalen.

Gegeven is de functie f(x) = x* sin(x) met D= [0, x].
Bereken de oppervlakte van het vlakdeel 7" dat wordt ingesloten door

de grafiek van f'en de x-as. Rond af op drie decimalen.

11.4 Toepassingen van integralen

Gegeven is de cirkel x> + y* =5, Op de cirkel ligt het punt v

A(1, 2). Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door het lijnstuk O4, Al1:2)
de cirkel en de x-as. /
Bereken algebraisch de inhoud van het lichaam L dat ontstaat ¥

als ¥ wentelt om de x-as. Rond af op twee decimalen. !j x
Een raket wordt verticaal gelanceerd. Omdat door verbranding

van de brandstof de massa van de raket voortdurend afneemt,
wordt de versnelling bij gelijkblijvende stuwkracht steeds groter.
Neem aan dat de versnelling gedurende de eerste 60 seconden na

de lancering gelijkmatig toeneemt van 8 m/s* tot 68 m/s?.
a Bereken exact welke hoogte de raket bereikt in deze 60 seconden.

figuur 11.63

Op 1 = 60 wordt de raketmotor uitgeschakeld. Vanaf dat moment werkt
alleen de zwaartekracht van de aarde op de raket, Neem aan

dat de raket geen wrijving ondervindt en dat g = 10 m/s’.

b Bereken exact de maximale hoogte van de raket,
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Goniometrische
formules

Wat leer je?

- Goniometrische formules gebruiken bij het oplossen van goniometrische
vergelijkingen, bij herleidingen, bij het aantonen van symmetrie en bij
primitiveren.

Werken met bewegingsvergelijkingen bij eenparige cirkelbewegingen.

De begrippen trillingstijd en frequentie hanteren bij harmonische trillingen.
Berekenen van lengten, hoeken en snelheden bij bewegingsvergelijkingen
met goniometrische functies.

Rekenen aan banen van meebewegende punten.
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Beginopdracht Een achtbaan

In de figuur hieronder is in een assenstelsel het eerste gedeelte van een
achtbaan getekend. Dit gedeelte is opgebouwd uit vier stukken, die elk
kunnen worden beschreven met een formule van de vorm
h=a+ bsin(c(x — d)). Hierin zijn x en 4 in meters.

h
50
40}

30}

O | 1 | 1 | | 1 | 1 | 1 B¢
0] 25 B0 75 100 125 160 175 200 225 250 275 300 325

Voor stuk I geldt de formule /4 =45 + 45sin(0,005%(x — 100)) met

0 <x < 100. De formule van II geldt voor 100 <x < 145.

Dit stuk sluit bij x = 100 zonder knik aan bij I, dus voor x = 100 zijn

zowel de functiewaarden als de afgeleiden aan elkaar gelijk. Verder gaat

1I dalend door de evenwichtsstand in het punt (125, 24).

Uit deze gegevens volgt data =24, b=-22,8, c=0,079 end = 125.

Hierbij is b afgerond op één decimaal en ¢ op drie decimalen.

 Laat met berekeningen zien hoe je aan de waarden van b en ¢ kunt
komen.

* Voor welke waarde van x wordt door IT de grootste hoogte bereikt?
Rond af op gehelen.

Afgerond op gehelen wordt de kleinste hoogte van 1l bereikt voor

x = 145. We nemen aan dat de kleinste hoogte, dus een hoogte van

1,2 meter, wordt bereikt voor precies x = 145,

De formule van 111 geldt voor 145 < x <225, Dit stuk sluit bij x = 145
zonder knik aan bij Il en bereikt voor x = 225 de grootste hoogte, waar de
baan horizontaal is. Deze hoogte is gelijk aan de grootste hoogte van I

« Stel de formule op van /& voor 145 <x <225,

Stuk IV sluit bij x = 225 zonder knik aan bij III en daalt in 100 meter
naar het laagste punt, waar de baan weer horizontaal is. Het laagste punt
van IV ligt op een hoogte van 2 meter.
» Stel de formule op die bij IV hoort.
« Bij IT is de maximale helling groter dan bij TV,

Bereken hoeveel keer zo groot.

Hoofdstuk 12 Goniometrische formules
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Voorkennis Goniometrische
formules herleiden

Theorie A Formules aantonen met de eenheidscirkel

In figuur 12.1 zie je de eenheidscirkel met het punt 4 y

waarvan de draaiingshoek « is.

De draaiingshoek van het punt B is -a en de

draaiingshock van het punt C is « + 7. N

Omdat yz=-v, is sin(-a) = -sin{a) a |
xp =X, is cos(-a) = cos(a) o 11~
Ye=-y issin(a+m)=-sine) N7 | N\ !

. & B

Xo=-x, 18 cos(a + ) =-cos(a).

Je hebt geleerd dat deze formules worden genoteerd als

sin(-4) = -sin{4) -sin(A4) = sin(4 + )

cos(-A) = cos(4) -cos(A) = cos(A + m). figuur 12.1

Hiermee geven we aan dat je voor A elke vitdrukking x4 = cos(a) en y, = sin(a)

kunt invullen. Zo is bijvoorbeeld

~sin(x — +m) = sin(-x + 1) en ook -sin(4) = sin(-4)

-sin{x — %n) = sin(x + ?—,n). -sin(A) = sin(4 + )

a Toon de volgende formules aan met de eenheidscirkel en noteer deze
formules met de letter A.
sin(a + $7) = cos(a)
cos(a + S1) =-sin(a)
b De formule sin(4) =-cos(4 + 37) is 0ok te noteren als
sin(A) = cos(A4 — %1:).
Toon dit aan.

Gebruik de eenheidscirkel om y uit te drulkken in sin{a) of cos(«).

a y=sin(a—1in) e v=sintn—a)
b v=cos(a—317) f v=cosGn—a)
c y:sin(a+1%ﬂ) g y:sin(lén—a)
d v=cos(a+ lin) h y=cos(lin—a)
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Theorie B Formules herleiden

De formule y =-cos(x + jq;rc) is te herleiden tot een formule van de
vorm y = sin(x + a).
Stap 1 Zorg dat je de min kwijt raakt.

Gebruik de formule -cos(4) = cos(4 + 7).

Je krijgt —cos(x + f—ln) =cos(x + lﬁn).
Stap 2 Maak van de cosinus ¢en sinus,

Gebruik de formule cos(4) = sin(4 + 7).

Je krijgt cos(x + lﬁ;rc) = sin(x + I%ﬂ).
De formule y =-cos(x + 37) is dus te herleiden tot de formule
y=sin(x+ 12m).

Omdat geldt dat sin(4 + 27) = sin(4), kun je ook schrijven

sin(x + 1%’1{) = sin(x — $70).

Hiermee is v = —cos(x + ;) herleid tot y = sin(x — 7).

Je kunt ook de stappen | en 2 verwisselen. Ga na dat je dan hetzelfde
resultaat krijgt.

a Herleid de formule y = sin(2x — 5 7) tot een formule ; ~ 1
van de vorm y = cos(ax + b). ’ ) = casid o)

b Herleid de formule y =-sin(3x — ;7) tot een formule cos(4) = sin(4 +3 )
van de vorm y = cos(ax + b).

¢ Herleid de formule y = cos(%x T }qat) tot een formule
van de vorm y = sin(ax + b).

d Herleid de formule y =-cos(2(x — £ 7)) tot cen formule
van de vorm y = sin(ax + b).
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12.1 Goniometrische formules bij
vergelijkingen en herleidingen

Gegeven is de vergelijking sin(2x) + sin(x) = 0.

B@* Met de formule -sin(4) = sin(4 + 7) is de vergelijking te herleiden tot
sin(2x) = sin(x + ).
a Licht dit toe.

Gegeven is de vergelijking 2 sin*(x) = 3 cos(x).

Met de formule sin*(4) + cos?(4) = 1 is de vergelijking te herleiden tot
2 cos?(x) +3cos(x) —2=0.

b Licht dit toe.

Theorie A Goniometrische vergelijkingen

Je kent de volgende formules.

sin(-4) =-sin(A) cos(-A) = cos(4) sin(A) + cos*(4) =1
~sin(d) =sin(4 +m) | -cos(d)=cos(d+tm) | . _ sin(4)
sin(d)=cos(d—ix) |cos(d)=sin(d+iny [P Cost)

Deze formules gebruik je soms bij het oplossen van vergelijkingen. Zo is
de vergelijking sin(2x) + sin(x) = 0 met behulp van de formule

-sin(A4) = sin(4 + x) te herleiden tot sin(2x) = sin(x + x). Daarna kun je
een algemene regel voor het oplossen van goniometrische vergelijkingen
gebruiken.

sin(A)=sin(B) geeft A=B+k -2nvA=n—B+k 2zn
cos(A)=cos(B) geeft A=B+k-2nvA=-B+k-2n
tan(4) = tan(B) geeft A=B+k-=x

Bij het algebraisch oplossen van de vergelijking 2 sin?(x) = 3 cos(x)
gebruik je de formule sin?(A) + cos*(4) = 1 om 2 sin’*(x) uit te drukken
in cos(x).

Uit sin®(4) + cos?(4) = 1 volgt sin’(4) = 1 — cos*(4).

Dus 2sin’(x) = 2(1 — cos*(x)) = 2 — 2 cos’(x).

Zie verder het voorbeeld op de volgende bladzijde.
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Voorbeeld

Los exact op.

a 2sin*(x) =3 cos(x)

b sin(3x) =3 - cos(3x)

Uitwerking

a 2sin*(x) =3 cos(x)
2(1 — cos’(x)) = 3 cos(x)
2 — 2 cos?(x) = 3cos(x)
2cos?(x) +3cos(x)—2=0
Stel cos(x) = u,

20+ 3u—2=0
D=3-4.2-2=25

-3+5 -3—5
u=— =%vu=T=—2

cos(x)ZQ—vcos(x):f?.
x=im+k-2nvx=-in+k-2n

b sin(3x)= \/5 - cos(3x)

sin(3x)
cos(3x) V3
tan(3x) = /3

1
x=gnt+k-'m

=L . L
E=gaet ke 31

In voorbeeld a is gebruikgemaakt van het volgende.

De vergelijkingen sin(4) = C en cos(4) = C

met C=-3y/3,-3v2.-3,3.5v2. 53 los

je op door uit de exacte-waarden-cirkel één
oplossing B af te lezen.
Daarna gebruik je

* sin(4) = C geeft
A=B+k-2nvA=n—B+k 2n

* cos{4) = C geeft
A=B+k-2nvA=-B+k-2n

figuur 12.2 De exacte-waarden-cirkel,

In het voorbeeld op de volgende bladzijde wordt de vergelijking
sin(2x — +m) =-cos(x + ;) eerst herleid tot de vorm sin(4) = sin(B).

Hoofdstuk 12 Goniometrische formules
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Voorbeeld
Bereken exact de oplossingen in [0, 27] van sin(2x — %;rc) =-cos(x + %ﬂ').

Uitwerking
sin(2x — $m) =-cos(x + 1 7) ~cos(4) = cos(4 + )
sin(2x — 1) = cos(x + 1im) cos(4) = sin(4 + im)

sin(2x — fm) =sin(x + 127)
x—gm=x+1n+k-2nv2—in=n—(x+13m)+k-2n
x=2é7r+k-2ﬂv2x—%n=1r—x—1%ﬂ+k-2n
x=2tn+k-2nvix=-in+k-2n
x=2n+k-2nvx=-in+k-in

xin[0,2n] geeft x=tnvx=invx=Iinvx=13xn

Zie het voorbeeld hierboven.
B@* Los de vergelijking sin(2x — $1) = -cos(x + $7) op door deze te herleiden
tot de vorm cos(4) = cos(B).

Bereken exact de oplossingen in [0, 27t].
[0}

a sin(x+37) = cos(2x) ¢ sin(x) + scos(x) = 1
b sin(3x) =-cos(x) d sin(lgx) + \/5 : cos(%x) =0
: Bereken algebraisch de oplossingen in [0, 3].
0@ | a cos(2nr) = sin(3mr) b sin(;mr) =-cos(nr)

Bereken exact de oplossingen
O@* a in [0, 21] van 2sin’(x) + cos?(x) + cos(x) =0
b in [0, 27] van sin(2x — %1{) = fcos(lxx)
¢ in [0, 10] van cos(zmt) = -sin(mr)
d in [0, 10] van cos(3mx) = /3 * sin(G 7).

: Welke van de volgende vergelijkingen zijn
B@* algebraisch op te lossen? Geef bij deze
vergelijkingen de eerste stap van de uitwerking,.
a 2sin(x) =sin(x)
b sin{2x) = sin(x)
¢ 2sin(x) = cos(x)
d 2sin(x)=sin(x + ;—:rc)

Niet elke goniometrische
vergelijking is algebraisch
op te lossen.
Gratisch-numeriek oplossen
kan altijd.

sin(2x) = sin(x + 1)
f Ssin(x) = sin(5x)
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Gegeven zijn de functies f(x) = sin(x) en g(x) =-cos(2x), beide met
domein [0, 2x].

a Schets de grafieken van f'en g in één figuur.

b Bercken exact de oplossingen van f(x) =-1./2.

¢ Bercken exact de oplossingen van g(x) =1.

d Los exact op f(x) < g(x).

Gegeven zijn de functies f(x) = sin(2x — +7) en y
g(x) =-cos(x — é—:rc), beide met domein [0, 2x].
De vlakdelen ¥ en W worden ingesloten door X
de graficken van fen g. Zie de figuur hicrnaast. e W &“
Bereken exact hoeveel keer zo groot de

oppervlakte is van het vlakdeel 7 als de figuur 12.3

oppervlakte van het vlakdeel 7.

Zie opgave 8.
De lijn y = 1 verdeelt het vlakdeel ¥ in twee delen.
Bereken exact de oppervlakte van het kleinste van deze delen,

Zie figuur 12.4 met de eenheidscirkel, het punt A met y
draaiingshoek « en het punt B met draaiingshoek £. A
. ~~. a-bh .
Gebruik de regel cos(Z(a, b)) = W om te bewijzen
al: B
0
dat cos(a — ) = cos(a) cos(f) + sin(a) sin(f). = 92 —x
figuur 12.4

Theorie B Verschil-, som- en verdubbelingsformules

In opgave 10 heb je bewezen dat

cos(a — ) = cos(a) cos(f) + sin(a) sin(f).
Dit noteren we als volgt:

cos(t — u) = cos(t) cos(u) + sin(f) sin(u).

Dit is een van de verschilformules.

Voor ¢ en u kun je elke uitdrukking invullen.

Verschilformules

cos(f — u) = cos(f) cos(u) + sin(r)sin(u)
sin(z — u) = sin(f) cos(u) — cos(f) sin(u)
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In opgave 11 leid je beide somformules en de verschilformule
van de sinus af.

Somformules
cos(? + u) = cos(f) cos(u) — sin(r)sin(u)
sin(? + ) = sin(r) cos(#) + cos(?) sin(u)

Uit de somformules volgen de vier verdubbelingsformules.
Deze leid je af in opgave 12.

Verdubbelingsformules
sin(2A4) = 2sin(A4) cos(A)
cos(24) = cos*(4) — sin’(4)
c0s(24) =2 cos?(4) — 1
c08(24) =1 — 2sin?(A4)

De verdubbelingsformules
staan evenals de som- en
verschilformules op het
voorblad van het Centraal
Examen,

De verdubbelingsformules heb je soms nodig bij
het oplossen van goniometrische vergelijkingen.

Bij de vergelijking 4 sin(x)cos(x) = \/3 gebruik je dat
2 sin(x) cos(x) = sin(2x).

Dit geeft 2sin(2x) = /3.

Dus sin(2x) =1./3, enzovoort,

Bij de vergelijking sin’(2x) = cos(4x) + 2 gebruik cos(24) =1 —2sin’*(4)

je 2sin?(2x) = 1 — cos(4x). 2sin’(4) = 1 — cos(24)
Dit geeft % = %cos(4x) =cos(4x) + 2 dus
~13cos(4x) = 13 25in%(2x) = 1 — cos(4x)
enzovoort.
a Leid de somformule voor de cosinus af uit de ¥
O®*  verschilformule voor de cosinus door u te vervangen ]
door —u,
b Leid de somformule voor de sinus af uit de
somformule voor de cosinus door u te vervangen ¥
door u — 3w en te gebruiken dat sin(u —37) =-cos(u). e e |1

¢ Leid de verschilformule voor de sinus af uit de
somformule voor de sinus.

-1

figuur 12.5
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a Leid de eerste twee verdubbelingsformules
af uit de somformules door te nemen ¢t = 4 en
u=A.

b Lecid de andere twee verdubbelingsformules

| cos?(A) + sin’(4) = 1, dus
cos*(4)=1—sin*(4) en
sin*(4) = 1 — cos*(4).

af door cos(24) = cos’(A) — sin*(4) te herleiden.

a Herleid de formule cos(24) =2cos*(4) — | tot cos?(4) =1 + L cos(24).
b Herleid de formule cos(24) =1 — 2sin*(4) tot sin’(4) =1 — Lcos(24).

Bewijs.

a sin(x —37) = 5/2(sin(x) — cos(x))
b sin(5;m) =3(/6—2)

¢ sin(x+ Jﬂr) = %ﬁ(sin(x} + cos(x))

d sin(fm) =3(/6+\2)
a Bewijs dat cos(%n):i\/g-i-%ﬁ.

b Bewijs dat sin(s7) = \/3 — 11/2.

Herleid tot de vorm sin(ax) of cos(ax).
cos(4x) cos(x) + sin(4x) sin(x)
sin( 13.x) cos(x) — cos(15x) sin(x)

(]

cos(%x) cos(1 ,%x) - sin(%x) sin(1 l;x)

sin(15x) cos(13x) + cos(15x)sin(15x)

Herleid sin(x)(sin(4x) — sin(2x)) + cos(x)(cos(4x) + cos(2x))
tot de vorm a cos(bx).

Bereken exact de oplossingen.
a 2sin(x)cos(x)=sin(x—1)
b cos?(2x) = cos(4x) + %
sin%(3x) = cos(x) + 15
(sin(x) + cos(x))? = 13

B M

De grafiek van y = sin*(x) + cos(2x) is een sinusoide.

a Schets de grafick en stel hierbij een formule op van de vorm
v=a+ bcos(cx).

b Bewijs dat de in a opgestelde formule juist is door de formule
v =sin*(x) + cos(2x) te herleiden.

Bewijs dat sin(3x) = 3sin(x) — 4 sin’(x). Gebruik sin(3x) = sin(2x + x) en
de somformule voor de sinus.

Hoofdstuk 12 Goniometrische formules © Noordhoff Uitgevers by



a Herleid de formule y = 1 — cos(x) — sin’(3x) tot de vorm
O@% =4+ bcos(cx).
b Bewijs dat cos(3x) =4 cos’(x) — 3 cos(x).

Om bij -sin(2x) het minteken voor de sinus weg te werken, kun je de
BO* formule -sin(4) = sin(4 + 1) gebruiken.

Je krijgt -sin(2x) = sin(2x + 1).

Welke formule kun je gebruiken om

a bij —cos(2x) het minteken weg te werken

b sin(2x) om te zetten in een vorm waarin geen sinus meer voorkomt

¢ bij sin?(2x) het kwadraat weg te werken

d bij cos?(3x) het kwadraat weg te werken

e cos(4x) om te zetten in een vorm met een sinus?

Ptolemaeus

Claudius Ptolemaeus (85-165) werd geboren in Egypte. Het
belangrijkste werk van Ptolemacus is de Almagest, het
grootste astronomische meesterwerk uit de oudheid. De
Almagest heett zijn actualiteit nooit verloren. Hij bevat veel
goniometrische formules. Enkele voorbeelden hiervan zijn de
formules sin?(x) + cos?(x) =1 en

sin(x + ) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(v).

Een aantal formules uit de Almagest is door Ptolemacus zelf
ontwikkeld. Opvallend is overigens dat de formule

sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) pas in het jaar 980 voor het eerst
opduikt in het werk van de Arabier Abu-1-Wafa.

Andere bekende geschriften van Ptolemaeus zijn Planisphaericum en
Geographia waarin hij bijvoorbeeld de geografische begrippen lengte
en breedte heeft beschreven.

Ptolemacus overleed in 165 in Alexandrié.
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Terugblik

Herleiden en oplossen
Staat cen goniometrische vergelijking niet in de vorm sin(4) = sin(8) of
cos(4) = cos(B), dan kun je soms met goniometrische formules de
vergelijking tot zo’n vorm herleiden.
Bij het exact oplossen van de vergelijking sin(4x) = -cos(x) gebruik je de
formules cos(4) = sin(4 + %;rc) en —sin(4) = sin(4 + w).
Je krijgt sin(4x) = -cos(x)
sin(4x) = -sin{x + %n)
sin(4x) = sin(x + 13m)
4y=x+ 1%7['1'](‘27[\/4)6:1{—)(— 1%n+k'2n
3x=lin+k-2nv5x=-in+k 2x
x:é-it-ﬁ-k ° %T[Vx:*]l—oif['f'k‘ %T[
Je kunt ook toewerken naar cos(4) = cos(B).
Je krijgt sin(4x) =-cos(x)
cos(4x — 21) = cos(x + )
4x—%1r:x+:rc+k‘2;rcv4x—;-1t:*x—7t+k‘2;rc
3x=1in+k-2nv5x=-tn+k-2x

=1 l =_L 2
X=3Rthk - 5AVX=-[gRT Lk 3T

Formules en herleiden

Som- en verschilformules Verdubbelingsformules

cos(t + u) = cos(r) cos(u) — sin(f) sin(u) |sin(24) = 2 sin(4) cos(4)
sin(z + u) = sin(r) cos(u) + cos(f) sin(u) |cos(24) = cos*(4) — sin*(4)
cos(f — u) = cos(?) cos(u) + sin(r) sin(u) | cos(24) =2 cos*(4) — 1
sin(7 — u) = sin(f) cos(u) — cos(f) sin(u) |cos(24)=1—2sin*(4)

Deze formules kun je gebruiken om goniometrische formules te
herleiden en goniometrische vergelijkingen op te lossen.
Zo is y = cos(2x) — 3 sin’(x) te herleiden tot de vorm y = a + b cos(cx).
y=cos(2x)—3 slinz(lx) cos 24)= 1 — 2sim%(A)
=€0s(2x) = 3(3 ~ 7008(2x)) 25in%(4) = 1 — cos(24)
= cos(2x) — 13 + 13cos(2x) sin’(4) = 3 — $cos(24)
=-13+25cos(2x)
De vergelijking cos(2x) = 2sin’(x) is op te lossen door 2 sin(x) te
vervangen door 1 — cos(2x).
Je krijgt cos(2x) =1 — cos(2x)
2cos(2x)=1
cos(2x) = l:
=3tk 2mv2x=—3n+k-2x
x=tn+k-mvx=-in+k-x
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12.2 Goniometrische formules
bij symmetrie en primitiveren

Gegeven is het punt A(x,, v,). y

Door A4 te spiegelen in de v-as krijg je het punt B B iy B i+
en door 4 te spiegelen in de oorsprong krijg je N
het punt C. o
Druk de codrdinaten van B en Cuitinx, eny,.

figuur 12.6

Theorie A Lijn- en puntsymmetrie

De grafick van de functie f'in de figuur hiernaast 1
is lijnsymmetrisch in de lijn x = a. Dat wil i
zeggen dat voor elke p geldt f(a — p) =f(a + p). | I
We gaan er hierbij vanuit dat@ — p en a + p tot T T
het domein van f'behoren, ! +'

De grafiek van een functie f'is lijnsymmetrisch
in de lijn x = a als voor elke p geldt figuur 12.7

fla=p)=fla+p).

Een bijzonder geval van lijnsymmetrie is symmetrie in de y-as,
oftewel symmetrie in de lijn x =0.
Dan geldt voor elke p dat f(-p) = f( p).

De grafiek van de functie fin de figuur hiernaast is
puntsymmetrisch in het punt (a, b). Dat wil
zeggen dat voor elke p geldt
fla—p)—b=>b—f(a+p) oftewel
Ma—p)+flatp)=2b.

We gaan er hierbij vanuit data — p en a + p tot

het domein van f behoren.

a-p0O a atp

figuur 12.8

De grafiek van een functie fis puntsymmetrisch
in het punt (a, b) als voor elke p geldt
fla=p)+fla+p)=2b.

Een bijzonder geval van puntsymmetrie is puntsymmetrie in O.
Dan geldt voor elke p dat f(-p) + f(p) = 0.
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Voorbeeld

Gegeven is de functie f{x) = sin(x) — cos(x) + 1;—. ¥
a Bewijs dat de grafiek van f'symmetrisch is in £
de lijn x=3m.
b Bewijs dat de grafick van fsymmetrisch is in - . . i

het punt A(;, 13).

; ; figuur 12.9
Uitwerking =

a fGm—p)=sinGn—p)—cosGm—p)+ 13
= sin(37) cos(p) — cos(Gm) sin(p) — (cos(37) cos(p) + sin(Gm) sin( p)) + 13
=32 cos(p) = -3y/2 * sin(p) = (-3y/2 * cos(p) + 32 * sin(p)) + 13
=§ 2 cos(p)+§ 2 sin(p)+§ D cos(p)—% 2 - sin(p) + 1%
=4/2 - cos(p) + 1%
fGm+p)=sinGm+p) — cosGm +p) + 15
= sin(%ﬂ) cos(p) + cos(i—:rc) sin(p) — (COS(%?I’) cos(p) — sin(%n) sin(p)) + 1%
=3V2 " cos(p) =342 * sin(p) = (32 - cos(p) = 32 - sin(p)) + 13
=112 - cos(p) — 12 - sin(p) + 52 - cos(p) + 52 - sin(p) + 15
=42 ' cos(p)+ 1%
Er geldt fGn— p)=/(Gr+ p), dus de grafick van fis symmetrisch
in de lijn x =3m.
b fGn—p)+fGn+p)
= sin(37 — p) — cos(zm — p) + 13 + sinGGw + p) — cosGGm + p) + 13
= sin(37) cos(p) — cos(3m)sin(p) — (cos(37) cos(p) + sin(3m)sin( p)) + 13
+ sin(gm) cos(p) + cos(zm)sin( p) — (cos(Gm) cos(p) — sin(Gm) sin(p)) + 13
= 2sin(3m) cos(p) — 2 cos(zm) cos( p) + 3
=222 cos(p)—2 12 - cos(p) +3=3
Er geldt f (ﬁn —p)tfi (l;s-r +p) =2y, dus de grafick van f'is symmetrisch
in het punt A(;m, 13).

In het voorbeeld zijn fGr — p), fGr+p), fGr—p) en fGT+ p)
uitgewerkt met de som- en verschilformules.

Krijg je te maken met bijvoorbeeld f(x — p) en f(x + p), dan is het
handiger gebruik te maken van de symmetrie in de eenheidscirkel.
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Bij het bewijs dat de grafick van de functie
g(x) = sin’(x) — cos(x) symmetrisch is in de lijn x =,
krijg je g(r — p) = sin’(n — p) — cos(n — p)

= sin(p) —-cos(p)

= sin’(p) + cos(p)

en g(n + p) =sin’(n + p) — cos(n + p)
= (-sin(p))* —-cos(p)
=sin’(p) + cos(p)
Er geldt g(n — p) =g(n + p), dus de grafiek van
g(x) = sin?(x) — cos(x) is symmetrisch in de lijn x =m.

Zie het voorbeeld,
B®%* a Licht toe hoe het kan dat de uitwerking van voorbeeld

b korter is dan de uitwerking van voorbeeld a.

b Gerrit gebruikt bij de uitwerking van het voorbeeld
niet de som- en verschilformules. Bij voorbeeld b
gebruikt hij de figuur hiernaast, waaruit hij
bijvoorbeeld afleest dat sin(iﬂ —-p)= cos("pr +p).
Geef de vitwerking van voorbeeld b die hierbij hoort.

a Bewijs dat de grafiek van de functie f{x) = xcos(x)
. symmetrisch is in de oorsprong.
b Bewijs dat de grafick van de functie g(x) =xsin(x)
symmetrisch is in de y-as.

¥
A oo
p
‘ X
O 1
figuur 12.10
sin(m — p) = sin(p) en
cos(m— p) =-cos(p)
¥
P
X

figuur 12.11
sin(m +p) =-sin(p) en
cos(m + p) = —cos(p)

figuur 12.12
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Gegeven is de functie f(x) = cos*(x) sin(x).

Bewijs dat de grafiek van /'
a symmetrisch is in O
b symmetrisch is in de lijn x = 3.

Bewijs dat de grafick van de functic
F(x) = cos(x) + sin(x) + 1

a symmetrisch is in de lijn x ==

b symmetrisch is in het punt A(%n, 1).

Onderzock of de grafick van de functie

F(x) =sin(x) + /3 - cos(x) symmetrisch
is in de lijn x = 7.

Gegeven is de functie f(x) = sin’(x).

a Isy= %sin3(x) een primitieve van /7 Licht toe.
b Gebruik de formule cos(24) = 1 —2sin*(4) om

sin?(x) in cos(2x) uit te drukken,
¢ Bercken de primitieven van f.

figuur 12.13

=

X
\._/O| ~—

figuur 12.14

NN/

figuur 12.15

Theorie B Verdubbelingsformules en primitiveren

Van goniometrische functies die niet van de vorm y = @ + bsin(c(x — d))
of y =a + bcos(c(x — d)) zijn, is het meestal niet eenvoudig de
primitieven te vinden. Soms zijn deze functies met behulp van een
verdubbelingsformule te herleiden tot een vorm die je wel kunt

primitiveren.

Voorbeeld
Primitiveer de functie f(x) = cos*(4x).

Uitwerking
£(x) = cos*(4x) = 5 + 5cos(8x)
Flx)= ;—x + 11—6 sin(8x) + ¢

Hoofdstuk 12 Goniometrische formules

cos(24) =2cos*(4) — 1
2c0s%(4) =1+ cos(24)
| cos*(4) =3+ 5¢0s(24)
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Primitiveer,

a f(x)=cos*(x)

b g(x)=sin’(3x)

¢ h(x)=sin(;x)cos(zx)

Bereken exact.
a j $in(2x) cos(2x) dx

0
T

b [ (2 Fsin’(x)dx

T

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van de
functie f{x) = sin(2x) met domein [0, %n] en de x-as,
Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat

ontstaat als V" wentelt om de x-as.

Gegeven is de functie

f(x) = sin?(x)} + sin(x) +£ met domein
[0, 2x].

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de

grafick van f'en de x-as. Zie figuur 12.16.

Bereken exact de oppervlakte van V.

In figuur 12.17 is de grafick getekend
van de functie f{x) = 2 sin*(x) + sin(x) — 1
met domein [0, 2x].

a Bercken exact het bereik van f,

b Bereken exact de oppervlakte van V.

y
£
V\/\?\j
O| T 2nx

figuur 12.16

Y

figuur 12.17

Voor elke p > 0 is de functie f, gegeven door f,(x) = psin(5x) cos(3x)

met domein [0, 137].

Het vlakdeel ¥, wordt ingesloten door de grafiek van f, en de x-as.
Bereken exact voor welke p de oppervlakte van V), gelijk is aan 10.
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Terugblik

Lijn- en puntsymmetrie

De grafick van cen functie fis

+ lijnsymmetrisch in de lijn x = a als f{(a — p) =f(a + p) voor elke p
+ puntsymmetrisch in (a, b) als f(a — p) + f{a + p) = 2b voor elke p.

Je toont als volgt aan dat de grafiek van de functie f{x) = cos(x) — sin{x)
symmetrisch is in A(}T ., 0).
fGn=p)+fGn+p)
= cos(";:rc —)e— sin(]—lﬂ =y cos(}—l:rc +p)-— sin(}—gr +p)
= cos(ll-;rc) cos(p) + sin(}-ls'r) sin(p) — (sin(ﬁn) cos(p) — cos(in) sin( p))
+ cos(37) cos(p) — sin(Gm) sin( p) — (sin(3m) cos( p) + cos(3x) sin( p))
= 3V/2 * cos(p) + 332 - sin(p) = (532 - cos(p) ~ 12 - sin(p))
+ 332+ cos(p) — 332 * sin(p) — (532 - cos(p) + 312 - sin(p))
= /2 sin(p) — /2 - sin(p) =0
fGr=p)+fGr+p)=0=2y,
Dus de grafiek van fis symmetrisch in A 7, 0).

Verdubbelingsformules en primitiveren

Door gebruik te maken van verdubbelingsformules kun je soms het
functievoorschrift van een functie /' zo herleiden, dat je de primitieven

van fkunt vinden.

Zo gebruik je bij het primitiveren van de functie f{x) =4 sinz(léx) de
formule cos(24) = 1 — 2sin*(4) oftewel sin%(4) =1 — 2cos(24) met 4 = 11x.

Bij het exact berekenen van de oppervlakte van y
het vlakdeel ¥V in de figuur hiernaast krijg je

o L
flx) = 4 sin“(17x)

o) = [ /() dx
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12.3 Eenparige cirkelbewegingen
en harmonische trillingen

Over de eenheidscirkel beweegt het punt P met constante %
B@* snelheid. Op tijdstip 1 = 0 met ¢ in seconden bevindt P
zich in het punt (1, 0). De bewegingsvergelijkingen van P
.. Jxp(t) = cos(?)
“n {.vp(t)— sin()
Na hoeveel seconden is P voor het eerst weer in het punt 0 o]
(1, 0)?

figuur 12.18

Theorie A Eenparige cirkelbewegingen

De punten P en O bewegen met constante snelheid over de
eenheidscirkel.

xp(f) = cos(r)
vp(t) = sin(7)

() = cos(157)
Yolt) = sin(l% r)

Voor P gelden de bewegingsvergelijkingen {

en voor O gelden de bewegingsvergelijkingen {

Hierbij is 7 de tijd in seconden.

Je hebt te maken met eenparige cirkelbewegingen.

De draairichting is positief en Q beweegt 1% keer zo snel als P.
De omlooptijd van P is 2x seconden en de omlooptijd van Q is

T _4
T = 37 seconden.
2

Opt= é—;rc is P in het punt (cos(é;rc), sin('git)) = (1:\/1 %) en v
is O in het punt (cos(l% : éﬂ.’), sin(l% : é:rc)) =
(cosGm), sinGm) = (2, 7/2). .
De afstand tussen P en Q op £ =<7 is AL
PO=\Gy2- 3P+ G2 -7 o 1
N

Afgerond op twee decimalen is dit 0,26, figuur 12.19
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Voorbeeld
Van de punten P en ( zijn de bewegingsvergelijkingen
{xp(r) =cos(n) {xg(t) = cos(131)

yp(0) =sin(?) ™ |y () =sin(150)

Voor de afstand tussen P en Q geldt PO = /2 — Zcos(% f).
Bewijs dit.

met ¢ de tijd in seconden.

Uitwerking
PQO* = (cos(151) — cos(1)) + (sin(15£) — sin(z))?
= cos*(131) — 2 cos(15 1) cos(r) + cos(r) + sin?(157) — 2 sin(137) sin(t) + sin’(z)
=2 — 2(cos(13#) cos(r) + sin( 11 £) sin(r))
=2-2cos(13¢— )
=2-2cos(31)

Dus PO = /2 — 2 cos(+ ).

Zie het voorbeeld.
a Welke goniometrische formules zijn in de nitwerking gebruikt?

b Bereken met de formule PO =+/2 -2 cos(;-t) de afstand tussen
PenQopt= érr. Geef het antwoord in twee decimalen,

¢ Bereken exact voor welke ¢ in [0, 4x] de afstand tussen P en O
gelijk is aan 1.

d Bereken voor welke ¢ in [0, 4x] de afstand tussen P en Q groter
is dan 15. Rond af op twee decimalen,

Van de punten 4 en B zijn de bewegingsvergelijkingen
{xA(t) =cos(2) {xB(t) =3cos(f)
v, (1) =sin(2¢) V(1) =3 sin(t)
a Bercken exact de afstand tussen 4 en B op £ =37
b Beredencer dat de minimale afstand tussen 4 en B gelijk is aan 2 en
dat de maximale afstand gelijk is aan 4. Voor welke waarden van ¢
worden deze afstanden bereikt?

Voor de afstand tussen 4 en B geldt 4B =/10 — 6 cos(¢).

¢ Bewijs dit.

d Bereken exact voor welke ¢ de afstand tussen 4 en B gelijk is aan \ﬁ i

e Bereken voor welke ¢ de afstand tussen 4 en B kleiner is dan 3. Rond
zo nodig af op twee decimalen.

met 7 de tijd in seconden en 0 <7 < 2m.

Hoofdstuk 12 Goniometrische formules © Noordhoff Uitgevers by



Gegeven zijn de bewegingsvergelijkingen van opgave 38.
O@* a Bereken exact de lengte van het deel van de baan van 4 dat boven de
lijn y = 1/2 ligt.
De parabool y = %xz snijdt de baan van 4 in de punten P en O en de baan
van B in de punten R en S.
b Bereken exact de codrdinaten van P en Q.
¢ Bercken de codrdinaten van R en S, Rond af op drie decimalen,

De baan van punt P is gegeven door de bewegingsvergelijkingen
0e* {xp(t) =2cos(t)
vp(t) =2sin(t)
a Bereken de codrdinaten van de snijpunten van de baan van P met de
lijn y = x + 1. Rond af op twee decimalen.
b Bercken exact de lengte van het deel van de baan dat rechts van de
lijn x =1 ligt.

met ¢ in seconden,

De baan van punt Q is gegeven door de bewegingsvergelijkingen
{xQ(r) = cos(2r)
V() =sin(20)
Voor de afstand tussen de punten P en Q geldt PO =+/5 —4cos(?).
¢ Bewijs dit.
d Bereken hoeveel seconden per rondgang van P de afstand
tussen P en O groter is dan 13, Rond af op twee decimalen.

met 7 in seconden.

Voor 0 <t < 2w zijn er twee situaties waarbij het lijnstuk v

PQ verticaal is. In figuur 12.20 is een van deze situaties

getekend.

e Bereken voor deze situatie de waarde van ¢. Rond af op
drie decimalen,

f Tecken de situatie voor de anderc waarde van £, Licht je
tekening toe.

S
J

figuur 12.20

Het punt P doorloopt met constante snelheid de cirkel
BO* met middelpunt (0, 0) en straal 3. De draairichting is

positief.

De bewegingsvergelijkingen van P zijn xp(f) = 3 cos(3 )

en yp(7) = 3 sin(3mf), waarbij 7 de tijd in seconden is.

y
/

Tegelijk met het punt P beweegt P’over de y-as. 3 ! 3 "
-3

Hierbij staat PP’ loodrecht op de y-as.
Geef de formule van yp.,

figuur 12.21
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Theorie B Harmonische trillingen

Het punt P doorloopt de cirkel in figuur 12.22. Hierbij y
voert de projectie P* van P op de y-as een trilling uit. r
Doorloopt het punt P de cirkel met constante snelheid, P
dan voert het punt P’ een harmonische trilling uit. In
plaats van harmonische trilling zegt men ook wel
harmonische beweging.

Bij een eenparige cirkelbeweging van een punt P
hoort een harmonische trilling van de projectie P’

van P op de y-as. ’

figuur 12.22 PP’ y-as, dus P’
De formule die de harmonische trilling van P’ beschrijft ~ is de projectic van P op de y-as.
is gelijk aan de formule van y .. Bij een trilling spreckt
men niet van omlooptijd, maar van trillingstijd. Bij een harmonische
trilling is de trillingstijd dus gelijk aan de omlooptijd van de
bijbehorende eenparige cirkelbeweging. Zo is bij de harmonische trilling
dic gegeven is door 1 = 3sin(37f) met 7 in seconden de trillingstijd 5
seconden. De frequentie in hertz (Hz) is het aantal trillingen per
seconde, dus de frequentie is % Hz. De amplitude bij deze trilling is 3.
In plaats van amplitude spreckt men bij trillingen ook wel over
maximale uitwijking.

Bij een harmonische trilling met amplitude b en

frequentie /' waarbij op 7= 0 de evenwichtsstand u= bsin(2xfi)

stijgend wordt gepasseerd, hoort een formule van u=>b sin(%r)
de vorm u = bsin(cf) met ¢ = 2nfen ¢ de tijd in
seconden.
i wae 1 2n
De trillingstijd is 7= e seconden.
Voorbeeld

Het punt P voert een harmonische trilling uit die beschreven wordt door
u = 6sin(10xr). Hierin is « in cm en ¢ in seconden.

a Bercken de frequentie van P,

b Hoeveel meter legt P af in één minuut?

Uitwerking
a De frequentie is %= 5 Hz.
b Per trilling is de afgelegde atstand 4 - 6 =24 cm.
Er zijn 5 trillingen per seconde, dus per minuut zijn er
60 + 5 =300 trillingen.,
De afgelegde afstand in &én minuut is 300 - 24 = 7200 cm =72 m.
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Het punt P voert cen harmonische trilling uit dic beschreven wordt door
DO* ;= 5sin(50ms). Hierin is u in cm en ¢ in seconden.

a Bereken de frequentie van P.

b Hoeveel km legt P af in ¢én kwartier?

Het punt P voert een harmonische trilling uit met amplitude 10 en
B@3* frequentie 3 hertz. Op ¢ = 0 wordt de evenwichtsstand stijgend

gepasseerd.

Stel de formule die deze trilling beschrijft op in de vorm u = bsin(ct).

In figuur 12.23 zie je cen schematische tekening van een slinger. P
B®* Het punt 4 beweegt tijdens de slingerbeweging over boog BC van

de cirkel met middelpunt P en straal P4 = .

Een uurwerk heeft een slinger met lengte /= 1,00 m.

De (slinger)hoek BPC is 10°. ",

a Bereken in vier decimalen de lengte van de boog BC. Ak

b Bereken in vier decimalen de lengte van het lijnstuk BC. o

Je ziet dat bij dit uurwerk de lengte van de boog BC vrijwel gelijk is A&
aan de lengte van het lijnstuk BC. De slingerbeweging van het punt AR
A mag daarom benaderd worden door een harmonische trilling van po o
het punt 4” langs het lijnstuk BC. | !

Men kan aantonen dat de trillingstijd T wordt gegeven door de ! \

| i
| |

formule T =21r\/z. I \
g |

Hierbij is g de versnelling die wordt veroorzaakt door de 1 t
zwaartekracht. Neem g = 9,81 m/s”, i |
Neem aan dat de harmonische trilling beschreven wordt door [ ;
u = bsin{ct) met 1 in meter en ¢ in seconden. j '
¢ Bercken in twee decimalen de waarden van b en c. ' |
d ledere keer dat de slinger door de evenwichtsstand gaat, geeft f \
de klok een tik. ' |
Hoeveel tikken geeft de klok per seconde? ' L

3 |
=T WSS o o M 7
A
figuur 12.23

x(f) = bcos(cr)

De bewegingsvergelijkingen van het punt P zijn {y (= Brcinfel)

Wiok 3
De projectie van P op de x-as is P”.
a Licht toe dat P” een harmonische trilling uitvoert. Welke formule
hoort bij deze trilling?
b Licht de volgende bewering toe.
De projectic van P op de lijn ¥ = x voert een harmonische trilling uit.
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Terugblik

Eenparige cirkelbeweging

Bij het punt P horen de bewegingsvergelijkingen

{x,,(r) = 4cos(31)
vplt) = 4sinG1)

Het punt P doorloopt de cirkel met middelpunt G(0, 0) en straal 4 in

positieve draairichting. Op ¢ = 0 is P in het punt (4, 0) en de omlooptijd

met ¢ de tijd in seconden.

is 22—75 = 37 seconden.
3
Het punt Q doorloopt in positieve draairichting de eenheidscirkel,
is op =0 in het punt (1, 0) en de omlooptijd is 7 seconden.
Dus bij O horen de bewegingsvergelijkingen (
{xQ(t) = cos(31) ==3
Yolt) =sin(37)

Je kunt als volgt bewijzen dat voor de afstand tussen P en O

geldt PQ = /17 — 8 cos(251).
PQ* = (cos(3t) — 4cos(31))? + (sin(3r) — 4sin(3 1))
= cos(3t) — 8 cos(3t) cos(5t) + 16 cos’(3 1) + sin?(37) — 8 sin(31)sin(3£) + 16sin?(37)
=1+ 16 — 8(cos(3f) cos(3 1) + sin(37) sin( 1))
=17 -8cos(3t—31)
=17 -8cos(231)

Dus PQ = /17 — 8cos(251)

Aan de formule van PO kun je zien dat de afstand tussen P en O varicert

tussen /17 —8=/9=3 en /17 + 8 = \/25 = 5, maar dit kun je ook

beredeneren zonder gebruik te maken van de formule van PQ.
Om te berekenen voor welke 7 de afstand tussen P en Q gelijk is aan 4,

los je de vergelijking /17 — 8 cos(Z%t) =4 op.

Harmonische trilling
Bij de eenparige cirkelbeweging van het punt P beschreven door

{x(z‘) =10 cos(};m)

V(1) = 10sin(§r)

harmonische trilling uit die beschreven wordt door v = 10sin(3 ).

voert de projectie P’ van P op de y-as een

Is t in seconden, dan is de trillingstijd 7= l2_7c: 8 seconden en de
T

4
frequentic /' = § hertz.
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12.4 Bewegingsvergelijkingen met
goniometrische formules

De baan van een punt P is gegeven door de vy

x(1) =sin(r) c
V(1) = sin(41) 1r

MFOF 3 . L
bewegingsvergelijkingen
met 0 <7<2m.

De baan snijdt de x-as behalve in de oorsprong,
(-1, 0) en (1, 0) ook in de punten 4 en B. Zie

figuur 12.24. X
-1 A 0 B 1
a Bereken x, en x, exact.
b Afgerond op twee decimalen is de x-codrdinaat
van de top C gelijk aan 0,38,
Bereken x in drie decimalen. Ly
figuur 12.24

Theorie A Lengten, hoeken en snelheden

In deze paragraaf krijg je tc maken met bewegingsvergelijkingen waarbij
x en y functies zijn met een sinus of een cosinus en waarbij geen
eenparige cirkelbeweging hoort. Neem je de parameter ¢ in IR, dan wordt
de baan oncindig vaak doorlopen. Daarom nemen we ¢ vaak in een
beperkt interval, bijvoorbeeld in [0, 2x].
Zo wordt de baan in opgave 46 in [0, 2rt] één keer doorlopen. Neem je ¢
in [0, 47] dan wordt de baan twee keer doorlopen.

. [ x(£)=sin(2¢)
Hogntje {v(:) = sin(87)
12.24 ook twee keer doorlopen.

met ¢ in [0, 2x], dan wordt de baan in figuur

Bewegingsvergelijkingen en de GR

Op bladzijde 83 heb je kunnen lezen hoe je de baan i |

van een parameterkromme kunt plotten op de GR. Ook LTERRAL) LaxEstal)
de krommen in deze paragraaf kun je plotten met de
instelling voor parametervoorstellingen.

Om de kromme die gegeven is door

x(f) =sin(r) en )(7) = sin(4¢) te plotten neem je ¢ tussen

0 en 27 met stapgrootte bijvoorbeeld 0,05, enx en v Iz -
bijvoorbeeld tussen -1,5 en 1,5,

Neem je ¢ tussen O en 4, dan zie je dat de baan twee keer wordt doorlopen.
Neem je ¢ tussen 0 en w, dan wordt de helft van de baan doorlopen.
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Voorbeeld

De baan van een punt P is gegeven door
x(1) =sin(21)
v(t) =sin(f)
De punten 4 en B zijn snijpunten van de baan met de
lijn y = x. Zie figuur 12.25.

{

a
b
c

met 0 <r<2m.

Bereken exact de lengte van het lijnstuk 4B.
Bercken exact de baansnelheid van P in B.
Bereken de hoek ¢ die de baan in B maakt met de
lijn y = x. Geef het antwoord in graden en rond af figuur 12.25
op één decimaal,

Uitwerking

x =sin(27) en y = sin(¢) substitueren in y = x geeft
sin(f) = sin(2¢)

t=2t+k-2nvi=n—2t+k-2n
~t=k-2nv3t=n+k 2n

t=k-2nvi=sn+k-in

tin[0, 2x] geeftt=0vi=1invi=nvi=13nvi=2x
t=0,t=ment=2x geven de oorsprong.
x(3m) = sinG ) =1./3 en x(13m) = sin(33m) = -1/3

Dus A(-3y3,-5y/3) en BG\/3, 7/3).
AB =GB+ 53R+ 3B+ 53 = (3P~ (V3 =3+ 3= 6

x(£) = sin(2¢) geeft x(1) = 2 cos(27)
¥(t) = sin(r) geeft y'(r) = cos(r)
De baansnelheid in B is

vim) = 2 cosGm) + (cosGm)? = |2 - 57 + &Y
= e+ P =\1=13

~ 1 _(¥Gm) _ (2c0sGm) _ (-1 5 1
560~ (1ii) (ot )~ 1) - ()

vGm/ \eosGm) ) \j

ettt
cos(g) = &= = dus ¢ = 71,6°.

VEDR+ @ - VT E 2 \2f

Zie het voorbeeld.

De lijn v =-x + 1 snijdt de baan van P behalve in het punt (0, 1) ook
in het punt S.

Bereken de codrdinaten van S. Rond af op drie decimalen.

Bercken exact de baansnelheid van P in de oorsprong.

Bereken de hoek ¢ die de baan in de oorsprong maakt met de x-as.
Geef het antwoord in graden en rond af op één decimaal.
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In figuur 12.26 zie je nog eens de baan van het punt P 1%

D@®* van het voorbeeld. De baan snijdt de lijn y =1 in de 1
punten C en D. (_ w
a Bercken exact de lengte van het lijnstuk CD. y=3
b Bereken exact de baansnelheid van P in D. = —

¢ Bereken in graden in één decimaal de hoek « die de
baan in D maakt met de lijn y = 1.
d Bercken in graden in ¢én decimaal de hoek S
waaronder de baan zichzelf snijdt in de oorsprong. figuur 12.26

— De baan van een punt P is gegeven door %
X [ x(f) = sin(2f
{y(r) = sin(33 RSk i, A :
Zie de baan in figuur 12.27. In het punt 4 is de B c
raaklijn horizontaal en in het punt B is de raaklijn
verticaal. In het punt C snijdt de baan zichzelf.
a Bereken exact de codrdinaten van 4 en B. - ' 53
b De lijn y = x snijdt de baan van P behalve in de
00rsprong nog in vier punten.
Bereken exact van deze punten de bijbehorende
waarden van . =
¢ Toon aan dat C de codrdinaten (3, 1/2) heeft.
d Bereken exact de baansnelheid waarmee P
voor het eerst in C is.
e Bercken in graden nauwkeurig de hock ¢
waaronder de baan zichzelf snijdt in de oorsprong.

figuur 12.27

De baan van een punt P is gegeven door y
Oe* {x(t) =sin(t — £ )
v(t) =sin(21)
De baan is getekend in figuur 12.28. In punt 4
is de raaklijn verticaal.
a Bereken exact de codrdinaten van A.
b Delijn x= % snijdt de baan in de punten B 1 ' x
en C.
Bereken exact de lengte van het lijnstuk BC.
¢ Bereken exact de ~~waarden van de snijpunten
van de baan met de lijn y = x. -
d De baan snijdt zichzelf in het punt (0, 3,/3).
Bereken de hoek waaronder dit gebeurt.
e Bereken exact de baansnelheid van P op t=1m.

met ¢ in [0, 27].

figuur 12.28
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De baan van een punt P is gegeven door

y
— {x(t) =sn()  e0<r<on

(1) =sin(t + 37) 1L
Zie figuur 12.29. De snijpunten van de baan met de y-as 5 /7
zijn 4, B, Cen D, é/ﬁ
a Bereken exact de codrdinaten van 4, B, C en D. - 1' 5 1 X
De lijn x = -5 snijdt de baan in de punten £, F, G en H. Q\ <
b Bercken exact de lengte van het lijnstuk EH. H ﬁ‘]‘%
¢ Bereken in graden nauwkeurig de hoek ¢ die de baan gl

in B met de y-as maakt. figuur 12.29
d Bercken exact de baansnelheid van P in E.
Zie opgave 51.
©* Op = a bevindt P zich in het punt 7 en op ¢ = a + m in het punt U.
Er geldt TU = ‘2 sin{a + ;—,TE)‘.
a Bewijs dit.
b Bereken exact voor welke a geldt TU = 1.

De baan van een punt P is gegeven door

0@ * x(f) =sin(z + }T;rc)
{y(t) =gy = DHO=IZ IR y
a Vul de tabel in. 1k

1 3 1
tam |37 |1zx®

=
>

VvV

De baan is getekend in figuur 12.30.
Bij de grafick hoort een formule van de vorm y = px* +q.
b Welke waarden van p en g volgen uit de figuur? figuur 12.30

Theorie B Formules bij parametervoorstellingen

In opgave 53 heb je de formule y = 2x> — 1 gevonden. Om te bewijzen
dat elk punt van de kromme met parametervoorstelling
{x(t) = sin(t + in)

y(1) =sin(21)
x=sin(f + f—ln) en y = sin(2f) in y =2x% — 1 en laat je zien dat dit een
Juiste bewering geeft.

Omdat x(r) = sin(f + f;rc) geldt -1 <x < 1, dus je krijgt maar een gedeelte
van de parabool.

op de parabool y = 2x? — 1 ligt, substitueer je
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x(f) =sin(t +

1
Im)
HO)=sinig2e) hoort de

Voorbeeld
Bij de grafiek met parametervoorstelling {

formule y=2x*— 1 met-1<x<1.

Bewijs dit.

Uitwerking

Substitutic van x = sin(z + ;7) en y = sin(27) in v = 2x2 — 1 geeft

sin(26) = 2(sin(t + ;m))> — 1 cos(24) = 1 — 2sin*(4) dus 2sin’*(4) — 1 =-cos(24)
sin(2) = -cos(2(t + ;7))

sin(2f) =-cos(2 + 37) -cos(4) = cos(4 + )
sin(2¢) = cos(2¢ + 13m) cos(4) = sin(4 + 5 7)
sin(27) = sin(2¢ + 27) sin(4 + 2m) = sin(4)

sin(2/) = sin(2f)

Dit klopt voor elke ¢.
x=sin(z + ;1)
-1 <sin(f+3m) < 1

Bij de parametervoorstelling hoort de
formule y =2x>— 1 met-1<x <1,

De baan van een bewegend punt P dat beschreven wordt y

door {x(t) =sin(t+17) |
]
v=2x?—1 waarvoor-1<x<1. \ ‘ /

i) =sin(29) is dat deel van de parabool B
Neem je ¢ op R dan doorloopt P voortdurend de parabool ‘ \ /
|

A

tussen A(-1, 1) en B(1, 1). = \ o/ — X

In deze punten keert de richting waarin P beweegt om,

daarom heten deze punten keerpunten.

In keerpunten hebben de formules voor x en y uit de |
parametervoorstelling beide cen extreme waarde.

fignur 12.31

X x = sin(t + j;rc)

Y

Z

I
I
S 8] T 2n LR 4
\i/ S, x en y hebben beide een
‘ "l extreem voor
I = Lo sl syol]
. el —=iE [ =gl =10,
: v = sin(2t) 2 i Qe i
|

A

-t |
!
1

figuur 12.32
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x(f) =sin(t — in)
v(1) =sin(2r)
hoort de formule y =-2x*+ 1 met -1 <x < 1.

Bewijs dit,

Bij de grafiek met parametervoorstelling {

In figuur 12.33 is de kromme K getekend die gegeven is door v
{x(t) = 2sin(?)

(1) = sin(2 — m) %
a Bereken de codrdinaten van de keerpunten van K. 0 / x
b Welke formule hoort vermoedelijk bij K? \}%

Bewijs je vermoeden.

figuur 12.33
x(2) = sin(?)
y(t) =sin(2¢)
Bij de baan van P hoort de formule 3? =4x> —4x* met -1 <x < 1.
Bewijs dit.

De baan van een punt P is gegeven door {

In figuur 12.34 is de kromme K getekend die gegeven is door %
{x(f) = sin(r)
y(t) =sin(37) K
a Bereken de cotrdinaten van de keerpunten van K.
b Bewijs dat alle punten van K op de grafick van 5
v=23x—4x° liggen. 4 \

figuur 12.34

De baan van een punt P wordt beschreven door de y
bewegingsvergelijkingen x(¢) = 2 cos(#) en ¥(¢) = cos(3/).

Zie figuur 12.35. N /
Bij de baan van P hoort een formule van de vorm / 0 M s

v=ax'+bxmetc<x<d,

Bereken a, b, cend en ijs dat formule juist is.
ercken a, b, c en d en bewijs dat deze formule ju figuur 12,35

De baan van een punt P is gegeven door

{xp(r) = 2sin(f)
vp(f) =2sin(2f)

Het lijnstuk OP is cen zijde van cen vierkant. In figuur

12.36 zijn twee van deze vierkanten getckend.

Het punt S is het midden van zo’n vierkant.

Als P zijn baan beschrijft, verandert S mee.

We vragen ons af wat de bewegingsvergelijkingen van S

zijn. Er geldt 5 = %E + %EL

Licht dit toe.

metQ <r<m.

figuur 12.36
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Theorie C Bewegingsvergelijkingen van
meebewegende punten

In opgave 59 beschrijft het punt S een baan die athangt van de baan van
het punt P. Om de bewegingsvergelijkingen van de baan van § te vinden,
gebruik je een rotatie van een vector over 90°. Zie het voorbeeld.

Voorbeeld
De baan van een punt P is gegeven door %
{xp(r) = 2sin(f)
vp(t) =2sin(21)
Het lijnstuk OP is de zijde van cen vierkant zoals in de
figuur hiernaast. e p
Het punt S is het midden van dit vierkant.
De baan van S snijdt de y-as één keer.
Stel de bewegingsvergelijkingen van S op en bereken 5
hiermee exact de codrdinaten van dit snijpunt.

met0<r<m.

figuur 12.37

Uitwerking
5S=3p T3P

. {2sin(®) - (-2sin20)
_(2 sin(2t‘)) Beltpy ( 2sin(?) )

- _1{ 2sin(z) \ 1{-2sin(27) _ (sin(z) — sin(2¢)
- i(z sin(zt)) ¥ 5( 2 sin(?) ) (sin(zz) + sin(t))

x4(f) = sin(r) — sin(2r)
() = sin(2¢) + sin(r)
Snijden met de y-as geeft sin(f) — sin(2) =0
sin(f) = sin(2¢)
=2tk 2nvi=n—2t+k:2xn
“t=k-2nv3t=mn+k- 2n
t=k-2nvi=in+k-in

De bewegingsvergelijkingen van S zijn {

tin (0, m) geeft 1 =1x
ys(Gm) =sinGm) +sinGm) =3y3 + 33 =3
Dus (0, \/3).
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Zie het voorbeeld.

Nu wordt het vierkant aan de andere kant van het
lijnstuk OP geplaatst zoals in figuur 12.38.

Het punt 7 is het midden van het vierkant dat zo
ontstaat,

Stel de bewegingsvergelijkingen op van T.

In figuur 12.39 zie je nog eens de baan van het

punt P van het voorbeeld. Verder is het punt

A(2, 0) getekend. Ook zie je een vierkant waarvan

AP een zijde is.

Het punt Q is het midden van het vierkant dat zo

ontstaat,

a Stel de bewegingsvergelijkingen op van Q.

b In figuur 12.39 is ook het hoekpunt R van het
vierkant getekend. De baan van R snijdt de lijn
v =1 twee keer.
Bereken exact de codrdinaten van de
snijpunten.

De baan van een punt P is gegeven door
xp(f) = 2sin(f)
{.vp(r) =2sin(t — 3m)
Verder is gegeven het punt 4(4, 0).
Het lijnstuk PO met PO = AP staat loodrecht op
AP zoals in figuur 12.40 is getekend.
Als het punt P zijn baan beschrijft, beweegt het
punt O mee. De bewegingsvergelijkingen van O
ol {xQ(t) = 2sin(r) +2 sinr - )
Yolt) =2sin(z — ym) — 2sin(z) + 4
a Bewijs dit.
b Onderzoek of het laagste punt van de baan van
O hoger ligt dan het hoogste punt van de baan
van P,

met 0 <¢<2x,

Hoofdstuk 12 Goniometrische formules
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figuur 12.38
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P
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figuur 12.39
y
Q
vl X
A4, 0)

( V

fignur 12.40
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- De baan van een punt P is gegeven door %
De*x {xp(r) =4cos()
vp(f) = 6sin(r)
In figuur 12.41 zie je de baan van P.
Het lijnstuk AP met A(4, 0) is de zijde van een
vierkant zoals in de figuur is getekend.
Het punt S is het midden van dit vierkant. x
. i .. 0 A4, 0)
De bewegingsvergelijkingen van S zijn
{xs(t) =2+ 3sin(7) + 2 cos(?)
v{t) =2+ 3sin(f) — 2 cos(?)
a Bewijs dit.

met 0 <7 <2 p

Bij de baan van P hoort de formule
0x? + 4% = 144.
b Bewijs dit.
¢ De banen van P en S snijden elkaar behalve in het punt 4(4, 0) ook in
het punt B.
Bereken de codrdinaten van B. Rond af op twee decimalen.

figuur 12.41

De baan van een punt P is gegeven door y
Oo* {xp(r) = 25sin(2¢)

I L
; met;n<r<1;m.
vp(f)=2sin(t+3m) AT =4

In figuur 12.42 zie jc de baan van P.
Het lijnstuk OP is de zijde van een vierkant zoals
in de figuur getekend. Het punt O is het midden

van dit vierkant, 0
Als P zijn baan beschrijft verandert O mee.
De baan van Q snijdt de lijn y =-x in het punt 4.

Bereken exact de codrdinaten van 4.

figuur 12.42

P
Q
Zie opgave 64, y
* Tn figuur 12.43 zijn de banen van P en Q y=x
getekend, samen met de lijn y = -x.
Onderzoek of de banen van P en Q elkaar raken /
op de lijn y = -x, \

figuur 12.43
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Terugblik

Lengten, hoeken en snelheden
In de figuur hiernaast zie je de baan van een punt P die %

gegeven is door {x(r) — sin(47) met 0 <7<2x. 1

V(1) = sin(t)
De snijpunten van de baan met de lijn y =1 zijn 4 en B, A ;Z By=

Om exact de lengte van het lijnstuk 4B te berekenen los je , ,

=

op qin(t)=£ Ditgeeftt=er+k' 2nvt=§ﬂ+k‘2ﬂ.
Omdat x(;7) = sin(37) = 1/3 en xCx) = sin(337w) =-3/3 is

A(-3y3,7) en B33, 5 z) dus 4B = /3.

Om de hoek « te berekenen waaronder de baan de lijn y =1
snijdt in het punt 4, bereken je de richtingscoéfficiént van de
raaklijn & in A. Omdat x'(#) = 4 cos(4¢) en y'(r) = cos(?) is

_1 \f

7= () (1) - () 2)- () s e

tan(a) = ;/3 geeft a = 23,4°

Om de snelheid te berekenen waarmee P de lijn y = % in A passeert,
bereken je v(% ).

Je krijgt vEm) = (G + GEm) = (22 + 53 =10,

3

Meebewegende punten
In de figuur hiernaast is de baan van een punt P met y

; o x,(£) = sin(?)
bewegingsvergelijkingen < ¥ etekend.
vepingogliingn {07200 & 40, 2)

Verder zie je het punt 4(0, 2) en een vierkant waarvan 4P
een zijde is. Het punt Q is het midden van dit vierkant.
Als P zijn baan beschrijft, beweegt O mee. ’
Om de bewegingsvergelijkingen van Q te vinden bedenk / : -

jedatq =a +3AP +14P,. Omdat 5 x
v i, ( sin(z) ) s L 7P, = (écos@t)+l)‘

cos(2) — 2 L sin(f)

Zo krijg je

(0) % ( Lsin(r) ) & (; cos(2f) + 1) _ (1 +Lsin(r) - ;—cos(ilr))
2} \icos(21) -1 Lsin(r) 1 +1sin(r) + 5 cos(20)/"

Dus de bewegingsvergelijkingen van O zijn

{xQ(t) =1 +1sin(7) — $cos(2)

yo(t) =1+ 3sin(f) + 5cos(21)

Q|
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Eindopdracht Looping in achtbaan

In de figuur hiernaast is het vooraanzicht van een
looping van een achtbaan getekend. In de figuur zijn
x en y in meters en is 7 de tijd in seconden.
Een treintje doet acht seconden over de looping. Op
t=0en ¢ =8 is het treintje (in het vooraanzicht) in het
punt (0, 4).
Op t=2 en op ¢t = 6 is het treintje in de punten waar
de baan verticaal is. Deze punten hebben
x-codrdinaten 15 en-15.
Op ¢ =4 wordt het hoogste punt bereikt.
Dit punt ligt op een hoogte van 50 meter.
De baan van het treintje kan worden beschreven door
bewegingsvergelijkingen van de vorm x(¢) = bsin(ct)
en y(f)=p +gsin(rf) met 0 <r <8,
» Geef exacte waarden van b, ¢, p, g en r.
» Bereken in gehele km/uur de snelheid van het treintje
opt=0,opt=2enopt=4.
» Bereken de baanversnelling op 1= 7.
Worden de personen in het treintje op ¢ =7 tegen de rugleuning
aangeduwd of worden ze door de veiligheidsbeugels op hun plaats
gehouden? Licht toe.

De Dragon Khan in het Spaanse pretpark Port Aventura Park heeft acht

inversies (dat is waar het treintje op de kop hangt). Zie de foto hieronder.

= Teken zelf een looping op roosterpapier, stel hierbij
bewegingsvergelijkingen op en bereken hierbij enkele snelheden.
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Diagnostische toets

12.1 Goniometrische formules bij vergelijkingen en herleidingen
| a Bercken exact de oplossingen van sin(3x — fqn) = ¢os(2x) in [0, 7],

b Bereken exact de oplossingen van 2 cos?(2x) + sin(2x) =1 in [0, 2.

¢ Bereken algebraisch de oplossingen van cos(37t) = -sin(+ ) in [0, 10].

 Herleid tot de vorm sin(ax) of cos(ax).
a sin(%x) cos(l%x) + cos(%x) sin(li—x)
b sin(3x)sin(5x) + cos(3x) cos(5x)
¢ 2sin(3x)cos(3x)
d 2cos’(5x)—1

| Bereken exact de oplossingen.
a sin(x + 1) = 2sin(2x) cos(2x)
b sin?(2x) + ;= cos(4x)

| Herleid de formule y = sin*(2x) + 2 cos*(2x) + 3 cos(4x) tot de vorm
y=a+ bcos(cx).

12.2 Goniometrische formules bij symmetrie en primitiveren
- a Bewijs dat de grafiek van de functie f(x) = sin(2x) + cos(x)
symmetrisch is in het punt (I%n, 0).
b Bewijs dat de grafick van de functic f(x) = 2sin’(x) cos(x)
symmetrisch is in de lijn x =

" Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van de functie
Sf(x) =2sin(x) met domein [0, 7] en de x-as.
Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als J wentelt
om de x-as.

| Gegeven is de functic f(x) = 1 — 2 cos*(x) — cos(x) met domein [0, 7).
Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel /" dat wordt ingesloten
door de grafiek van f'en de x-as.
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12.3 Eenparige cirkelbewegingen en harmonische trillingen

. Vande punten 4 en B zijn de bewegingsvergelijkingen

{xA(z‘) =2cos(31) N {xg(t) =3cos(2/)

v () =2sin(3r)  Lyy(t)=3sin(2t)

met ¢ de tijd in seconden en 0 <t <4

a Geef de maximale en de minimale afstand tussen 4 en B. Voor welke
waarden van ¢ worden deze afstanden bereikt?

Voor de atstand tussen 4 en B geldt AB=/13—12 cos(l% )

b Bewijs dit.
¢ Bercken exact voor welke ¢ de afstand tussen A en B gelijk is aan /7.

| Het punt P voert een harmonische trilling uit met amplitude 5 dm en

frequentie 4 hertz. Op ¢ = 0 wordt de evenwichtsstand stijgend
gepasseerd,

a Stel de formule op die deze trilling beschrijtt in de vorm u = bsin(et).
b Hoeveel km legt het punt P af in één uur?

12.4 Bewegingsvergelijkingen met goniometrische formules

| De baan van een punt P is gegeven door

met0<r< lé-n.

{xp(r) = sin(37)

vp(f) = cos(2t — +7)

De baan snijdt de lijn y = -1/3 in de punten 4 en B en
heett de keerpunten C en D. Zie figuur 12.44,

o]

a Bercken exact de lengte van lijnstuk 4B.
b Bereken de codrdinaten van de keerpunten van de
baan. A

¢ Bercken in graden de hock ¢ waaronder de baan
zichzelf op de y-as snijdt.

d Bereken exact de baansnelheid in het snijpunt met de
negatieve v-as.

figuur 12.44

Het lijnstuk OP is de zijde van een vierkant OPQOR zoals

in de figuur hiernaast.

e Stel de bewegingsvergelijkingen op van Q en bereken
exact voor welke ¢ de baan van Q de positieve x-as

snijdt.

figuur 12.45
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Primitieven berekenen met de substitutiemethode en met partieel integreren.
Wat cyclometrische functies zijn.

Hoe je met behulp van breuksplitsen primitieven kunt berekenen.

Hoe je de oppervlakte berekent van een vlakdeel dat wordt ingesloten door
een parameterkromme.







Beginopdracht De glaskunstenaar

Bij glasblazen worden glazen voorwerpen
gemaakt door lucht te blazen in
roodgloeiend vloeibaar gemaakt glas. Het
is een moeilijke techniek waarvoor je veel
geduld en aanleg moet hebben. Je hebt er
ook een speciale opleiding voor nodig.

Er zijn kunstenaars die prachtige
voorwerpen maken met behulp van
glasblazen,

De bekendste hedendaagse glaskunstenaar
is Dale Chihuly (http://www.chihuly.com).
Chihuly heeft een voorliefde voor vormen uit

de natuur en plaatst zijn kunstwerken vaak in een
natuurlijke omgeving.

Bekend zijn ook zijn manden waarvoor hij inspiratie
opdeced bij de indianen.

We bekijken in deze opdracht zo’n mand van glas. y
Het vooraanzicht van dit kunstwerk is een kromme die s 3l
kan worden beschreven met de formules x(7) = 2 sin(xz)
en y,(f) = pt* metx eny in dm, p > 0 en -2<t<2 Het
vooraanzicht is symmetrisch in de y-as. In de figuur
hicrnaast zie je het vooraanzicht voor p = 4. Het
vlakdeel dat ingesloten wordt door de kromme en de
lijn die door de bovenkanten gaat noemen we V.
Het is mogelijk x uvit te drukken in y. Voor p = 4 krijg je voor het
deel van de kromme dat rechts van de y-as zit x =2 sin(%ar\/_;:).
Voor p =4 is de oppervlakte van ¥ bij benadering gelijk aan 9,0 dm?.
+ Berecken deze oppervlakte in dm? waarbij je afrondt op twee
decimalen,

Voor p =4 is de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als " om de y-as
wentelt bij benadering gelijk aan 23,9 dm?.
+ Bereken deze inhoud in dm® waarbij je afrondt op twee decimalen.

De kunstenaar wil p zodanig kiezen dat de inhoud 50 dm? is.
+ Laat met berekeningen zien dat p dan tussen 8 en 9 moet liggen en
geef de waarde van p in één decimaal,
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pnmltleven

s Afgeleiden en

Theorie A Regels voor het differentiéren

Sx)=ax" geeft f(x)=a - nx"!
Sx)=c - glx) geeft f(x) =c - g'(x)
flx)=¢" geeft f(x)=¢"
S(x)=g" geeft f(x)=g"  In(g)
£ = In(x) geeft /() =~
= el
1) = log(x) geeft ') =
f{x) =sin(x) geeft (x) = cos(x)
f{x) = cos(x) geeft f(x) =-sin(x)
[f{x) = tan(x) geeft /(x) = c0512 = en f1(x) =1+ tan*(x)
s(xX)=f(x) + g(x) geeft s'(x) =f(x) + g'(x) (somregel)
wx) =f(x) — g(x) geeft v(x) =7"(x) — g'(x) (verschilregel)
px) =/(x) - g(x) geeft p'(x) =f"x) - gx) + f(x) * g'(x)  (productregel)
1 < (x) —t(x) - n';
q(x)= % geeft g'(x) = nex) (2 (x))(zx) ') (quotiéntregel)
Jx) = u(v(x)) geeft f1(x) =u'(W(x)) * v(x) (kettingregel)
Differenticer.
a fix)= \16x+ d f(x)=2%""1
b flx)= =5 e f(x)=sin(x*—x)
¢ f(x)= ln(x" +2x) f f(x)=tan(4x — 1m)
Bereken de afgeleide.
. . 2¢+1
a f(x)=e"sin(2x) d f(x)= 3
ln(x)
b fx)= e f(x)=2xtan(x)
¢ fx)= gxz In(x) t f(v)= j%
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Theorie B Regels voor het primitiveren

flx)=ax" geeft F(x)=a - ¥ l+emetn#-1

n+1
Jix)y=c*geeft F(x)=c"+c
flx)=g" geeft F(x) = %+c

fx)= % geeft F(x) = ln|x| + ¢
f(x) =1n(x) geeft F(x)=xIn(x) —x +¢

£(x) =#log(x) geeft F(x) = m;g)

f(x) = sin(x) geeft F(x)=-cos(x) + ¢
f(x) = cos(x) geeft F(x) =sin(x) + ¢

(xIn(x)—x)+c

De primitieven van f{ax + b) zijn %F(ax +b)+c,

Primitiveer,
a f(x)=x*+sin(x) d flx)= ln(%)
.5
2

b =15 = e FUii=6"lop(3%)

¢ f)=4-3 -2
| Primitiveer.

ol el
a f(x) 3’3] d f{x) 2\/m
b ST e (=G>

¢ Jlo)=dsin(m) f f(x)=4In(x—1)

Bereken exact.

a ]nsin(lx)dx c ji‘IOIn(‘\‘/;)dx
I ;

b I——ldx d j.6e%x‘3dx
1 0
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ufok 3

(.1 De substitutiemethode

Gegeven is de functie f(x) = sin(x? + x).

a Toon aan dat /(x) = (2x + 1) cos(x* + x).

b Licht toe dat G(x) = sin(x* + x) + 3 een primitieve is van
g(x) = (2x + 1) cos(x* +x).

Theorie A Primitiveren en de kettingregel

De afgeleide van de functie f(x) = (x> + x)° bereken je

met de kettingregel.

Je krijgt £(x) = 5(x2 + x)*(2x + 1).

Om de kettingregel te kunnen gebruiken bij het
primitiveren van g(x) = 5(x* + x)*(2x + 1) gaan we
omgekeerd te werk en noteren dit als volgt.

j 5(x2 + x)*2x + 1) dx = j 502 +x)*d(x2 +x) = j5(v(x))4dv(x)

=(vx)’+e=x+x)Y +ec
In dit hoofdstuk gebruiken we u in plaats van v(x).
De notatie wordt dan
[56e2 +x)H2x + 1) dr = [3(22 + ) d( +x) = [Sut du

=@ to= T X T

| ()= (2 + %) = (X))’

met v(x) =x>+x.

d(x* +x) - o : ‘
Omdat @ 2x + 1 is in de herleiding gebruikt dat S(x) wordt ook
dfix
(2x + 1)dx gelijk is aan d(x* + x). genoteerd als gi ).
R ; ; o 4/(x)
In de berekening hierboven is het integraalteken zonder Sl = & dus
grenzen gebruikt. Zo’n integraal heet een onbepaalde " _
integraal. J1Bde=dity),

Een integraal met grenzen heet een bepaalde integraal.

De functie g is geprimitiveerd met de substitutiemethode.
‘Substitueren’ betekent zoals je weet “vervangen door’.

Bij de functie g is x* + x vervangen door u en daarmee lukte
het primitiveren,

Is u een functie van x dan geldt

J.f(”) ‘u'dx= J.f(u)du = F(u) + c.
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Voorbeeld
a Primitiveer f(x) = 6x(x* + 1)°.
10x°

N

b Primitiveer g(x) =

Aanpak
dix>+1) . _

a Merk op dat T 2x. Schrijf daarom 6x als 3 - 2x.
dixt+7 N .

b Merk op dat T 4x*. Schrijf daarom 10x* als 275 - 4x°.

Uitwerking
a F) = [6x(+ 1°dx = [3+ (2 +1)° - 2xdv = [3(2 + 1°d(3 + 1)
= [3du=tub+c=1(2+ 1) +c

L - jzl; P T A= IZ%(x“ + 7y Ed(x* + 7)

b 6= [
= [2uidu=5w+c=5u+c=5F+T+c

Zic het voorbeeld.
a Waarom lukt het primitiveren van f(x) = 6x(x> + 1)° wel op deze
manier en het primitiveren van A(x) = 6x(x* + 1)° niet?

10x3
X7

b Waarom lukt het primitiveren van g(x) = wel op deze manier

-y 10x* .
en het primitiveren van A(x) = niet?
Jxt+x
e 10x° +a
¢ Voor welke waarde van a lukt het primitiveren van /(x) = ———=?

et x

In de vitwerking van voorbeeld b staat 4x° dx = d(x* + 7). En zo is
bijvoorbeeld sin(x) dx = d(-cos(x) + 2).

Vul in.

a 3x?dy=d(... +5)

b ..dx=d(x*-3)

¢ cos(2x)dx=d(... + m)

(-5

..dx=dlIn(x)
(5-2x)dx=d(... +5)
..dx = d3 sin(4x)

=" m

Primitiveer,
a f(x)=26(3 + 47

b g(x)=6x\x’+1

h(x) = 6x(x* — 1)*
J(x) =3x*sin(x* — 1)

a m
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Primitiveer,

DE* i S ~
a f(x)=x(3x"—4) ¢ flx)= 3x_+2
b f(x)=2xx-3 d f(x)=xln(x>+1)
Primitiveer,

— f()—@ € h(x)=x\5-x
b g(x)=xe* d )= \/%

Het vlakdeel v wordt ingesloten door de grafiek van de functie
® f(x)= ,0 3x - e , de x-as en de lijn x =p.

Het lichaam L, ontstaat als ¥, wentelt om de x-as.

Bereken exdct voor welke p de inhoud van Z,, gelijk is aan 33T,

Schrijt het antwoord in de vorm p = \/In(a).

Gegeven is de functie f{x) = tan(x).
OO* Om de functie f'te primitiveren, noteren we deze als

Jx) = Cos(x)  sin(x).
a Licht toe dat deze notatie juist is.
. 4 el
b Licht toe dat Itan(x) dx = Icos ™ dcos(x).

Theorie B Toepassingen van de substitutiemethode
sin(x)

cos(x)

Om de functie f(x) = tan(x) te primitiveren, gebruik je tan(x) =
en de substitutiemethode.

Fo) = jtdn(x)dx | sin(x) dx= <

cos(x) cos(x)

+ —sin(x) dx

dcos(x) = I i du= —ln‘ u‘ +c= —ln‘cos(x)‘ +c

- J cos( )
| £(x) = tan(x) geeft F(x) =-In|cos(x)| + ¢
Qok de functie g(x) = sin’(x) is te primitiveren met de substitutiemethode.

Hiertoe herleid je sin®(x) tot (cos?(x) — 1) - —sin(x).
G(x) = [ sin3(x) dx = [ sin(x) * sin(x)dx = j—(l — cos?(x)) * ~sin(x) dx

I(cosz(x) — 1)dcos(x) = I(uz ~Ddu=td-u+e

=Lcos’(x) — cos(x) + ¢
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In het voorbeeld hieronder wordt Icos3(x)dx met de substitutiemethode
in

berekend. De grenzen £ en 57 horen bij de variabele x.

Nadat is overgestapt op de variabele u = sin(x) moeten de grenzen van u

bij de integraal worden genoteerd.

Omdat sin(7) =3 en sin(;7) = 3/2 horen bij u de grenzen  en 34/2.

In de tussenstap met j(l — sin’(x))dsin(x) schrijven we bij de integraal

de grenzen x = +7 en x =+7. Dat is korter dan bij de grenzen te noteren
sin(x) =3 en sin(x) = 3/2.

Voorbeeld
Bereken exact.

ol—
H

tan(3x)dx

a
—

- O

f flax+bydx = [%F(ax 5 b)]j ]

P

b | cos’(x)dx

T

o=

Uitwerking

a T[tan(?ax) dv=[-}1n| cos(3x)|]i" = ~11n|cos(3m)| + +1n|cos(0)|
' =-{In(}) +5In(1) =-5In(2 1) + 0 =In(2)

b ]Icos3(x) dx = Tcosz(x) - cos(x)dx = Tn(l — sin*(x))dsin(x)

“ 8 .

op R L U Ul 13 M NER R CNE S CR NOR

1
3

=1 Al N T T S B e 1
_22 382\5 2+38 122 24

Bereken exact.

a Jtan(Zx)dx b |sin’(x)dx c I
0

0

g

=
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ne*

Ok 3

o*

Primitiveer,
a f(x)=cos(x)—
b g(x)=sin’(x)

cos(x)
sin’(x)

Bereken exact.

2 In%(x)

= [

r
b ;[xln(x)dx
lxz
- dv
c !elt

Om Ix\fx + 4 dx te berekenen met de substitutiemethode stel je \/x +4 =u.
0
a Licht toe dat bij x = 0 hoort «# = 2 en bereken de waarde van u die bij
x =5 hoort.
b Licht toe dat uit \/x +4 =u volgt x = u*> — 4 en dat '[x\/x +4dx

hiermee te schrijven is als J‘(u2 =4y ud(® — 4).
¢ Toon aan dat [(u* —4) - ud(* — 4) = [(2u* ~ 8) du.
5

d Bercken exact jx\/m dx.
0

3
a Bercken exact jx\/x + 1 dx met behulp van de substitutie \x+ 1 =u,
0

7
b Bercken exact j \/Sng dx met behulp van de substitutic \\x+9 =1u.
0 X T °
. . 2 + In(x)
Gegeven is de functic f(x) = —

a Bercken exact de oppervlakte van het
vlakdeel ¥ dat ingesloten wordt door de
grafick van f, de x-as en de lijn x = ¢.

b De oppervlakte van het vlakdeel dat
ingesloten wordt door de grafiek van f,
de x-as en de lijnen x = 1 en x = p met
p>11s gelijk aan 6. figuur K.1
Bereken exact de waarde van p,

(o}
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41n’(x)
X

cn

. Gegeven zijn de functies f(x) =

1
gl =1
a Los cxact op f{x) < g(x).

b Bereken exact de oppervlakte van het
vlakdeel ¥ dat wordt ingesloten door de

graficken van fen g.

3¢

X +4

 a Bereken exact voor welke p de
vergelijking f(x) = p precies dric
oplossingen heeft.

b De oppervlakte van het vlakdeel dat
wordt ingesloten door de grafiek van £,
de x-as en de lijn x=p met p > 0 is
gelijk aan 2.

Bereken exact de waarde van p,

| Gegeven is de functie f(x) =
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Is u een functie van x dan geldt If(u) cu'de= jf(u) du=F(u)+c.

De integraal zonder grenzen die hierin is gebruikt heet een onbepaalde
integraal.

Met de substitutiemethode (de omgekeerde kettingregel) kun je
primitieven vinden van de functie f(x) = 4x./x* + | omdat

[axdv=[2d(2 +1).

Het primitiveren gaat als volgt.

F(x):j4x\/szldx=I2\/.md(x2+ Ti= [2\/Edu= jzu%du
=2~ %u‘%+c=§u\/;+c=;-l(x2+ l)ﬁ+c

Met de substitutiemethode is bewezen dat
f(x) = tan(x) geeft F(x) = -In|cos(x)| + .

Bij het primitiveren van de functie f(x) = tan(%x) gebruik je bovendien
de regel f(ax + b) geeft éF(ax +b)+ec.
Dus f(x) = tan(;x) geeft F(x) =-2In|cos(3x)| + c.

R 1
De integralen | sin®(x) - cos(x)dx en Ixz In(x* + 1) dx bereken je exact met
0 0
de substitutiemethode.
Bij [ sin'(x) - cos(x)dr krijg je
0

x =0 en u=sin(x)
geeftu=0

1

x=in =L =i
j sin*(x)dsin(x) = Iu“du = [%uj]l =% -1 —% -0 =;-. Esnelu=smy
x=0

. H geeftu=1

1
Bij [+ In(x* + 1) dx krijg je

0
1 x=1
'H (B + 1) - 3x2dx = j MG + Dd + 1) = x=0enu=x*+1
0 x=0 geettu=1
2
Hln(u)du:[g(uln(u)—u)]f: x=lenu=x+1
1 geettu =12

2In(2)—2)—1(1 - In(1)— 1) =3In(2) - 1.
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.2 Partieel integreren

In deze opgave ontdek je wat cen primiticve is van de functic
O@* j(x)=(2x+3)cos(x).
Bekijk daartoe de functie k(x) = (2x + 3)sin(x).
Er geldt £(x) = 2sin(x) + (2x + 3) cos(x).
a Toon dit aan en licht toe dat hieruit volgt dat de functie & geen
primitieve is van de functie /.

Uit £'(x) = 2sin(x) + (2x + 3} cos(x) volgt (2x + 3) cos(x) = £(x) — 2 sin(x)
en dit geeft j(zx +3)cos(x) dx = (2x + 3) sin(x) — jz sin(x)dx.

b Licht dit toe.
¢ Primitiveer A(x) = (2x + 3) cos(x).

Theorie A Primitiveren en de productregel

Uit de productregel voor het differentiéren

[/(0) * g@))' =) - gx) + /(x) - g'(x) volgt
[L7) - g0)dv = [ 1) - gy de + [ £(x) - g(x) v
S@) - g() = [ /() - g de + [ () - g(x)de
[100) - gy de=7(0) - g(0) = [ 1) - gy dx

[ 1) dg(x) =) - g(x) — [ex) df ()

I[f (x) - g()]"dx = f(x)  g(x)

| [7@de =1 - 20~ ety

De regel hierboven pas je toe bij integralen van de vorm
[ 100 - g .

Tekrijgt [/ g'de=[fdg=/" g~ [gdf=/ g~ [ /"dx.
Je ziet dat cerst cen van de factoren wordt geprimitiveerd.
Hierboven is dat gedaan door g’dx te vervangen door dg.

Daarom heet deze methode partieel primitiveren of
partieel integreren.
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Gebruik je de regel van de vorige bladzijde voor het partieel integreren
bij de functie A(x) = (2x + 3) cos(x) dan krijg je

H(x)= j (2x + 3)cos(x) dx = [ (2x + 3)dsin(x)
| S a— N, e N, !

i g'dx 7 dg
= (2x + 3)sin(x) — j sin(x)d(2x + 3)
Rl A e —
! g g df
= (2x + 3)sin(x) — j sin(x) - 2dx = (2x + 3)sin(x) + 2 cos(x) + c.
N N~ —_—— N~
f E £ frdx

Het primitiveren van A(x) = (2x + 3) cos(x) lukt met partieel integreren
omdat de primitieve van y = cos(x) niet moeilijker is dan v = cos(x) zelf,
terwijl de afgeleide van y = 2x + 3 simpeler is dan y = 2x + 3.

Bij het partieel integreren krijg je te maken met het product van de
primitieve van y = cos(x) en de afgeleide van y = 2x + 3, dus met

v =2sin(x) en deze functie is eenvoudig te primitiveren.

Werkschema: partieel integreren

1 Noem de functic om cerst te primitiveren g” en de andere functie f,
2 Herleid I £+ g’dx tot J fdg.

3 Gebruik j fdg=/fz— jgdf= fo— [ g f'dx.

4 Bereken fg — jg - frdx.

Partieel primitiveren lukt niet altijd.

Tijdens het primitiveren kun je het vermoeden krijgen dat je de verkeerde
functie g’ hebt genoemd. Begin dan opnieuw met de andere functie.

Voorbeeld
(X)
Berek
ereken I . \f
Uitwerking
1 1
)C\/_ N S —
E'd\’ Vi dg
1 1 2 1n(x )
~ () -2} - [2tdin) =D ¢ ot Ly
e e (S A \/_;Tc X
f g g df
2In 1 2 In J
- (X)+.(2“x_lsdx:7 (X)*4x'5+c
Vx Vx

_ 2In(x) - 4

=

TG
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In het voorbeeld hieronder zie je hoe je een bepaalde integraal noteert die
met partieel integreren wordt berekend. Je ziet dat eerst de onbepaalde
integraal wordt berekend en dat daarna de grenzen worden ingevuld.

Voorbeeld

Bereken exact jx sin(x) dx.
Uitwerking
jx sin(x)dx = jx d(-cos(x)) = -xcos(x) — [ ~cos(x) dx = -xcos(x) + sin(x) + ¢

Dus Ixmn(x)dx = [-xcos(x) + sin(x)]i =m0+ 1—(in 33+ =3+5m/3.

m\;

a Zie het eerste voorbeeld.

O@*x . Lo In(x)
Bewijs met partieel integreren dat ‘[T dx = 2\/; (In(x) - 2)+c.
X
b Zie het tweede voorbeeld.
Onderzoek of het primitiveren van s(x) = x sin(x) ook lukt als je eerst
de factor x primitiveert.
¢ Bereken met behulp van partieel integreren de primitieven van
Sx) = In(x).
Primitiveer.
O@% q f(x)=xc> ¢ f(x)=xIn(x)
b f(x)=2xcos(x) d f(x)=x’In(x)+3
Bereken exact.
MIOF 3 1 n
a [2rerldx b [ (3v+1)sin(x)dx
0 0
In figuur K.4 is de grafick van de functic y

BO* f(x)=x2In(x) getekend.
a Bereken exact de codrdinaten van de top 4.
b Bercken exact de oppervlakte van het
vlakdeel V' dat wordt ingesloten door de
grafiek van f; de x-as en de lijn x =e.

fignur K.4
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MIOk 3

ufoF 3

In(x)
52
a Bereken exact het bereik van f.
b Bercken exact de oppervlakte van het viakdeel ¥ dat wordt
ingesloten door de grafick van f; de x-as en de lijnx =e.

Gegeven is de functic f{x) =

s d ]
Gegeven.isideiuneue, /i) =x"e Merk op dat de constante ¢ in
a Toon aan dat Ixz ¢ dx=x%¢"— _[Zx e“dr. opgave 23b een andere is dan de
. . . constante ¢ in opgave 23c.
=ZneF— 2t .
B Lenthiridn I sk e We gebruiken gemalkshalve de
¢ Licht toe dat uit a en b volgt dat de primitieven | letter ¢ voor elke constante.
van fzijn F(x)= (x> — 2x + 2)e* +c.

Theorie B Herhaald partieel integreren

In opgave 23 heb je gezien dat je een primitieve van de functie
f(x)=x¢" kunt vinden door twee keer partieel te integreren. Na één

keer partieel integreren kreeg je sz File=xrer — jzx e*dx en het
berekenen van j2x e*dx leverde JZx e'dr=2xe"*—2e" +ec.
Dus '[xle‘dx =x%e¢* — 2xe" + 2¢" + ¢ en dit geeft de primitieven
Fx)=(x*-2x+2)e*+ec.
Om de functie g(x) = ¢"sin(x) te primitiveren pas je ook twee keer
partieel integreren toe,
[evsin() dv = [e*d(-cos(x))

=-¢“cos(x) — j—cos(x) de*

= -g'cos(x) + je‘cos(x)dx

=-¢“cos(x) + je'd sin(x)

=-e*cos(x) + e sin(x) — jsin(x) de*

=-¢"cos(x) + e*sin(x) — je*sin(x)dx

= ¢*sin(x) —e*cos(x) — je" sin(x) dx
Dus Ie*sin(x) dx = e"sin(x) — e*cos(x) — Je* sin(x)dx.
Hieruit volgt Zje‘ sin(x) dx = e¢'sin(x) — ¢"cos(x) oftewel

Iex sin(x)dx = %ex sin(x) — %e‘ cos(x).

Dus de primitieven van g(x) = ¢*sin(x) zijn

G(x) =3 e (sin(x) — cos(x)) + c.

Je ziet dat twee keer partieel integreren niet direct een primitieve
oplevert, maar wel een vorm waaruit een primitieve is af te leiden,
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Voorbeeld

Gegeven is de functie f(x) = x* sin(x) met D= [0, x].
Zie figuur K.5.

Bereken exact de oppervlakte van het vliakdeel I dat
wordt ingesloten door de grafiek van f'en de x-as.

Uitwerking
sz sin(x)dx = sz d(-cos(x)) = x* * —cos(x) + jcos(x) dx?

= —x2cos(x) + J‘zx cos(x)dx e e

=-x?cos(x) + j?.x dsin(x)

= —x2cos(x) + 2xsin(x) — j sin(x)d2x

= -x2 cos(x) + 2xsin(x) — j 2sin(x) dx

= -x?cos(x) + 2x sin(x) + 2 cos(x) + ¢
o)= Ix2sin(x) dr = [-x2cos(x) + 2xsin(x) + 2 cos() 7

0
=-q2--1+2n-0+2--1-(0+0+2)=n2—4

............. I 2 sin(x) dx, dus

figuur K.5

IZx cos(x)dx is
eenvoudiger dan

doorgaan met
partieel integreren.

In de theorie is berekend dat F(x) = (x*> — 2x + 2) ¢* een primitieve is van

f(x)=x"¢". Dit is een voorbeeld van de algemene regel

F(x) = (ax?+ bx + c) e’ is een primitieve van f{x) = (ax> + px + g) .
a Bewijs deze regel door de afgeleide te nemen van /7 en druk p en g uit

ing,benc.

b Bereken met deze regel de primitieven van f(x) = (4x> — 5x + 6) e,

a Zic de theoric met Je‘ sin(x) dx.

Primitiveer g(x) = e“sin(x) door eerst e' te primitiveren.

b Zie het voorbeeld.

Controleer de primitieve van f'met behulp van differentiéren,

Primitiveer,

a f(x)= x> cos(x)
b g(x)=e"cos(x)
¢ h(x)=e*sin(x)
d k(x)=In*(x)

Hoofdstuk K Voortgezette integraalrekening
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| Bercken exact.
nex

"1 Gegeven is de functic f(x) = (2x + x — 1)e". y
OO®* Zie figuur K.6.
a Bereken exact de extreme waarden van f. f
b Bercken exact de oppervlakte van het
vlakdeel ¥ dat wordt ingesloten door de

grafiek van f'en de x-as. /\
X
\Y

figuur K.6

= , , In?(x)
- Gegeven is de functic f(x) = ’ y
i X

* Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de
gratiek van f, de x-as en de lijn x = e.
Bereken exact f
a de oppervlakte van V -
b de inhoud van het lichaam L dat ontstaat V
als 7 om de x-as wentelt. o)

figuur K.7
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Partieel integreren (de omgekeerde productregel) kun je gebruiken
om een primitieve te zoeken van de functie f(x) * g7x). Je herleidt

j f(x) - g'(x)dx tot j f{x)dg(x) en gebruikt de productregel in de vorm
[rde=rg—[edf.

Daarna herleid je fg — jgdf tot de vorm fg — jg - 17 dx.

Bij het primitiveren van A(x) = 4xe’ krijg je

H(x)= I4x eXdr= I%xd e =3x:e¥— je”d%x =3xe¥— I;—‘ e*dx

A a3 b — &3 -
=oxet—s e re=se3x— 1)+

Om de oppervlakte van het vlakdeel ¥ in de figuur
hiernaast exact te berekenen, pas je twee keer partieel
integreren toe.

[ ~erae=[—Bder= l—P)er—~ [dii—aty=
(1 —xZ)ewjzxede:(l *xz)e‘+j2xde”:

(1-)e* + 2xe"~ [erd2r = (1 — 2 + 2x)e ~ [2e7dv =
(1l =+ Hye—dc+e—~x'+25— ljer+c
1
o) :j(l —x¥efde=[(-x>+2x— l)e-‘]jl =0--4¢’! :g
=i
Ook de primitieven van f(x) = e¢*cos(2x) bereken je met herhaald partieel
integreren.

jex cos(2x)dx = Icos(lx) de¥=cos(2x) - e — je-‘d cos(2x)
= e*cos(2x) — [e* - ~2sin(2x) dx = e*cos(2x) + [2e*sin(2x) dx
= e'cos(2v) + [2sin(2v)de”
= " cos(2x) + 2sin(2v) - ¢* — [¢*d 2sin(2x)
= e*cos(2x) + 2 e*sin(2x) — Je* - 4cos(2x)dx
= ¢*cos(2x) + 2 ¢*sin(2x) — 4je‘cos(2x) dx
Uit Je-'cos(Zx) dx = e*cos(2x) + 2 e*sin(2x) — 4 j e* cos(2x)dx volgt
SJe-‘cos(Zx) dx = e¥cos(2x) + 2 e¥sin(2x).
Dus F(x) =1e"cos(2x) + 2¢*sin(2x) + ¢ = Fe(cos(2x) + 2 sin(2x)) +¢.
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O@x

(.2 Cyclometrische functies

1
x2+1

1
In deze opgave ga je _[ dx exact berekenen.
0

Stel x = tan(7) met fézrc << lj?r.
Vul in.

1 =..
[—dv= [ ——dtan() ZIW (tanX(t) + 1) dt
0 =

Theorie A De functie f(x) = arctan(x)

In figuur K.8 is de grafiek van de functie g(x) = tan(x)
met D, = (—%n, ;—n) getekend.

Omdat op het interval (*é-:rc, %ﬂ'} elke functiewaarde

maar één keer voorkomt, heett de functie g(x) = tan(x)
met D, = {-§7, 57) een inverse functic g™,

Deze inverse functie noteren we als

f(x) = g™(x) = arctan(x). Spreek uit arctangens x.

De functie f{x) = arctan(x) is een cyclometrische functie.
De grafick van fis in figuur K.9 getekend.

Je hebt met een functie
te maken als bij elke x
uit het domein van de
functie precies &én
functiewaarde hoort.

Yy Y
i T
[ [
| I
[ [
[ [
: : ———————————--—-———-——::y:571
: L Il 1 /Y'—"
[ [ -‘
I I
4 + X X
: : <2 = 1 2
i i 1
i [ Fo——dm——qm—— - ——————y =%
[ [
| I
I I
[ [
[ [
X==5T = %TL
figuur K.8 De functie g(x) = tan(x) met fignur K.9 De functie f{x) = arctan(x) heeft
D= (3w, $m) heeft cen inverse. D,=RenB,= (-3m, im).
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Je kunt de grafick van f(x) = arctan(x) plotten door
in te voeren y, = tan '(x). In figuur K.10 is x tussen Vi=tan“io
-5 en 5 eny tussen -2 en 2 gekozen. ]/’,
K=0 Y=o
figuur K.10

De functie f(x) = arctan(x) is de inverse functie van de
functie g(x) = tan(x) met D, = (—%n, f;_ >
Ergeldt D,=Ren B,=(-jm, ;7).

De arctangensfunctie gebruiken we om de functie f{(x) = 241

te primitiveren.
1
2+1

Substitutie van x = tan(f) in '[ dtan(?),

dtan()
Omdat
dr

1
dx geeft I—tan2 D1

= tan’(f) + | vervangen we d tan() door (tan’(z) + 1)dz.
tan2(7) + 1

Je Lrijgt | dtan(t)zjmdt=jldt=t+c.

1
x*+1

1
tan®(r) + 1

Uit x = tan(?) volgt ¢ = arctan(x) en dus I dx = arctan(x) + c.

1
FoT] geeft F(x) = arctan(x) + ¢

fx)=

2(x) = arctan(x) geeft g'(x) = 2]

Arcus en cyclometrisch

Arc in de cyclometrische functie arctangens komt van het y
Latijnse woord arcus, dat boog betekent. 1
Het gebruik van het begrip boog is als volgt te verklaren.

Op de eenheidscirkel hoort bij een hoek van ¢ radialen een t
boog met lengte ¢. A

Is -37 < £ <17 en stel je tan(7) = a, dan is 7 de boog (arcus) %) 1
waarvan de tangens a is, dus ¢ = arctan(a).

Het woord cyclometrisch komt van het Grickse woord
kuklos, dat cirkel betekent, en metrein, dat meten betekent.
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Voorbeeld

a Bereken exact arctan(3/3).

b Los algebraisch op arctan(x) = ;— 3. Rond af op drie decimalen.
¢ Differenticer f(x) = arctan(x? + 1).

h3
1

d Bereken exact d[ @R+ dx.
Uitwerking
a arctan(ﬁ\/g)Z%n tan(%n):§ 3 en*l:n<%:rc<%n
b arctan(x) = %ﬁ

= tan(%\/g) G = arctan(x) dus x= tan([) ]

x=0,651
¢ f{x)=arctan(x* + 1) geeft

s 1 - S

T Ty R U T s e

L3

i 1 13
¢ | @1 dr = [jarctan(4)[\"" = jarctan(,/3) - jarctan(0) =3 - 1~ 0 =15

U510 @ Waarom is arctan(3\/3) niet gelijk aan 13, terwijl tan(1gm) =5/3?
e b Waarom is x = tan(\/g) geen oplossing van de vergelijking
arctan(x) = /37
¢ Zie de uitwerking van voorbeeld d.
Licht de factor  in de primitieve toe.

Vul de tabel in en leer hem uit het hoofd,
|| || o [1] 1 |

arctan(x)l | | ‘ | én ’ |

OR 3

Los algebraisch op. Rond zo nodig af op drie decimalen.
o a arctan(x) =1w

arctan(x —2) =- };n
arctan(x? — 1) =17
arctan(x) = %7[

arctan(x) = /2

arctan(x> — 1) =1

= P QA N
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(OF.

L@k

Differenticer.

a f(x)=2 arctan(é—x)
b g(x)=arctan(x — 2)
¢ A(x) = arctan(x?)

Bereken exact.

a Los de vergelijking arctan(2x — 1) = é—n exact op.

b Los de vergelijking arctan(137 + \/x) = \/2 algebraisch op. Rond af op
twee decimalen.

¢ Differentieer f(x) = arctan(2x” + 1).

10
25x2 + 1 A

3

1

sV
d Berecken exact J

I

Gegeven is de functie f{x) = Sad

Om de primitieven van fte berekenen, schrijf je f'in de vorm f{x) =

a Bercken a en b,
b Primitiveer /.

Theorie B De arctangensfunctie en primitiveren

Om de functie f(x) = 951 2 te primitiveren, gebruik je

I v 1+ N du = arctan(u) + ¢ cn cen primitieve van f(ax + b) is éF (ax + b).
(A 6 —L  dr=6-2- 3

F(x)*j9x2+4 cbcfjgxhr | dxfjﬁ e dx=6 % - arctan(5x) + ¢

= darctan(13x) + ¢

Hoofdstuk K Voortgezette integraalrekening
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Voorbeeld

2
6
Bereken exact { g dx.

Aanpak
Gebruik kwadraatafsplitsen om x> — 4x + 8 te schrijven als (x —2)* + 4.

Uitwerking
2 2 2 2 1
6 B 6 B 6 B 13
J-x2*4x+8dx J.(x~2)2~4+8dx_j(x*2)2+4dx J’(x~2)2 g
0 0 0 iy S SR
4
: 1% : 1% 1 1 2
=|-7—7——F—dr=|7—"7—dx=|152 - arctan(zx — 1
it
5 +1 0

= [3arctantx — 1)]; = 3arctan(0) - 3arctan(-1)=3 - 03 - ~fx =3=

Primitiveer,

a flx)=

ne

5
32x2+2

4
b= Tg
5
X2+6x+10
-
x2+4x+5

¢ h(x)=

d jix)=

| Bereken exact.

-]
=
o
+
(V8]

—— Ot O —

b x4+1dx
5
¢ 3x2~6x+18dx
ﬁarctan(x)
db'. x+1
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.11 Bereken exact.
oex

1
2 1
‘ £4x2+9 ‘ £4x2—4x+2dx
Hn(3) By
e sin(x)
b 6( ez~‘+1dx d !cosz(x)Jrldx
11| Gegeven is de functie f(x) = L. y
ne* ¥ =B+ 17

a Bereken exact het maximum van f.

b Bercken exact de oppervlakte van het vlakdeel V'
dat ingesloten wordt door de grafiek van f, de x-as
endelijnenx=4enx=>5. f

¢ Het vlakdeel W, wordt ingesloten door de grafick
van f, de x-as en de lijnen x =4 enx = p met p > 4,

Bereken exact de waarde van p in het geval dat _—-

X
o(w,) = 10. o
figuur K.11
-+ Het vlakdeel ¥, wordt ingesloten door de gratiek y
*
van de functie f(x) = Mﬁ, de x-as en de lijnen ;
x=lenx=pmetp>1. '
Bereken exact voor welke p de oppervlakte van V),
gelijk is aan w. v
P —
X
6]
x=1 X=p
figuur K.12

1
V1 —x2

Stel x = sin(7) met ~37 < ¢ < ;7 en vul in.

L 1 dx:T‘m 1

Vi—2 ! JT=sin’()

In deze opgave ga je I dx exact berckenen.
0

ne*

dsin(?)

S S—

- cos(r)ds

C
j Jeos*(r)

— J.:co;(t) cos(Ddi= [ 1dr=[..]=...
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Theorie C De functie f(x) = arcsin(x)

De functie g(x) = sin(x) met domein [f%n, %n] heeft een inverse.
Dit is de cyclometrische functie y = arcsin(x).

Y ¥
2R
1r Q gin\f
il Lo & ] 1 X
_1 3

g

fignur K.13 g(x) = sin(x) figuur K.14 g"¥(x) = arcsin(x) heeft

met domein [—%n, %n]. domein [—-1, 1] en bereik [—%n, %n].

De functie f(x) = aresin(x) is de inverse van de functie g(x) = sin(x)
met D, = [f%n, %n].
Er geldt D,=[-1,1] en B,= [-3m, 5].

We gebruiken een arcsinus om de functie f{x) =

1

te primitiveren.

1
L=l

Substitutie van x = sin(¢) in j m dx geeft
T | e | i I
J J1=sin’(p) Jeos(0) |cos(r)|

Neem je -3m << 57, dan is cos(f) > 0 en dus is \cos(t)\ = cos(?).
zmcrijgjejhdpjldxzwc.
Tt

Omdat x = sin(¢) en —%7: <t<5mis ¢ = arcsin(x) en dus

I L dx = arcsin(x) + c.

e

f)=—

V1=

= geeft F(x) = arcsin(x) + ¢

2(x) = aresin(x) geeft g'(x) =

11 2

b=
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Voorbeeld

©
Bereken exact J =dx .
a4
Uitwerking
V3 3 V|
I L 5 dx=j’;ldx=j+dx= [t-2- arcsin(;—x)]lVﬁ
pV4—x 12y —ga 1 y1-Gx)
= arcsin(3+/3) — arcsin(}) = 3w — m=&7
E Vul de tabel in.
s |- Ao [ [ B
arcsin(x) | | | | | | | | ‘
© 11| Los algebraisch op. Rond zo nodig af op drie decimalen.
o a arcsin(x) =57

arcsin(x) = fén
arcsin(x) =2
Jarcsin(x —\/3) ==

a n o

_| Bereken exact.
Wiy

a I—\/1_—9xzdx

L
3

'/ Bercken met behulp van partieel integreren de primitieven.
L @% q f(x)=arctan(x)
b g(x) = arcsin(x)
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Primitiveer,
JOF 3 arcsin(x)

AN
1

b B -

. . X
A4 Gegeven is de functie f{x) \/ﬂ
a Bereken exact het domein van f'en schets de grafick van f.
b Los exact op f(x) < %x.
¢ Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel 7 dat wordt ingesloten
door de grafiek van £, de x-as en de lijn x = £/10.

De functie f(x) = arccos(x)

Kies je bij de functie g(x) = cos(x) als domein D, = [0, x], dan heeft deze functie
een inverse. Dit is de cyclometrische functie f(x) = arccos(x).

¥ 5

nk

X

-1 O 1

2(x) = cos(x) met domein [0, «]. £™(x) = arccos(x) heeft domein [—1, 1]
en bereik [0, n].

De functie f{x) = arccos(x) is de inverse van g(x) = cos(x) met domein D, =[0, x].
Er geldt D,=[-1, 1] en B,= [0, n].
x =sin(p) geeft p = arcsin(x)

1 5
' arccos(x) =27 — arcsin(x
x =sin(p) = cos(zm — p) geeft 5w —p= axccos(x)} () =3 ()

1
-2

Hieruit volgt f(x) = arccos(x) geeft f(x) = en

glx)= ﬁ geeft G(x) = -arccos(x) + c.
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Terugblik

Cyclometrische functies

De functies f(x) = arctan(x) en g(x) = arcsin(x) zijn cyclometrische
functies.

Het zijn de inverse functies van

+ y=tan(x) met domein (-37, 17)

» vy =sin(x) met domein [f%:rr, %:rc].

In de figuren hieronder zie je de grafieken van f'en g.

Vi 3
———————————————————————— y=3n i
1
f g,
X X
2 - 1 B -1 1
-1
———————————————————————— y=-3n -t
Sf(x) = arctan(x) 2(x) = arcsin(x)
D,=RenB,= {-}n, jm) D,=[-1,1]enB,= [-$m, 3]

Cyclometrische functies en primitieven

De primitieven van f{(x) = zijn F(x) = arctan(x) + ¢

x2+1

zijn de primitieven G(x) = arcsin(x) + c.

1
en van g(x)=
AN

Bij het primitiveren van f(x) =

10
e krijg je
8 25

e k] _J‘_x2+1dx=.“(%x)z+1

F(x) = j dx = Sarctan(3x) + c.

s
x2+8x+17 JgJe
_ 10 _ 10
G(x)_.[x2+8x+17 ~I(x+4)2+1

Bij het primitiveren van g(x) =

dx = 10arctan(x + 4) + c.

2 G 10 e
Bij het primitiveren van i(x) = ———= krijg je
2 =

H(x)zj - dx:'[S L. deI 2 dx = 10arcsin(tx) + c.

V25— V1 — 522 V1-Gx?
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MOk J

. Breuksplitsen

_ 2x+ 1
2+1’g() 2+1 N
a Bereken van f'en van g de primitieve met integratieconstante 0.

b Licht toe dat A(x) =f(x) + g(x) en geet de primitieven van /.

Gegeven zijn de functies f(x) = en h(x)=

Gegeven is de functie f{x) = 2;:15.

a De functie is te schrijven als f(x) = % + xi—l

Licht toe dat deze splitsing correct is, maar dat f hiermee niet te

primitiveren is.
3
x+1
Licht toe dat deze splitsing correct is en dat fhiermee wel te
primitiveren is.

b De functie is ook te schrijven als f(x) =2 +

Theorie A Staartdelingen

L 2x+1_ 2x 1
In opgave 50 heb je gezien dat %] 2l PeT

Door de breuk Zx L op te splitsen in twee delen die elk afzonderlijk te

2x+1
x2+17

primitiveren zijn, heb je de primitieven gevonden van A(x) =

Deze methode wordt breuksplitsen genoemd.

In opgave 51 heb je te maken met een gebroken functie waarvan de
noemer een lineaire functie is. Om dit soort functies te kunnen
primitiveren, splits je de breuk met een staartdeling.
+
Bij de functie f(x) = 15 gaat dit als volgt.
x+1/2x+5\2 et 2x

......... >2xt2 e
3

3
Dus f(x) = 2+T1

De primiticven van fzijn F(x) =2x +3njx+ 1| +c.
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2x2+5x+ 1

Om de primitieven van de functie g(x) = ]

te berekenen,

gebruik je ook een staartdeling.
s 1o/ + Sl \%x+3

..................... > 2x2+2x_ 242
3x+1 N S :2x
3x+3 =
2T

Dus g(x)=2x+3— en dit geeft G(x) =2 +3x — 21nlx + 1| + c.

x5
Een polynoom of veelterm is van de vorm

ax’ta,. x lta, x%t  taxdtaxta, meta, 0.
De graad van de polynoom is n. De getallen

a,d, |, a, o -0, a ena, heten de coéfficiénten van

de polynoom.

24— T +4x+ 11 is
een polynoom van graad
4 en de coéfficiént van
met p(x) een x5

. _ px)
Elke functie van de vorm f(x) = =+ b

polynoom en a # 0 is met behulp van een staartdeling te

schrijven in de vorm f{x) = g(x) + met g(x) een polynoom en k&

ax+b
een constante. Nadat de functie tot deze vorm is herleid, vind je de

primitieven. De primitieven zijn F(x) = Q(x) + gln|ax + b| ople

Voorbeeld

x+ 8x
p— dx.

4
Bereken exact I
1

Uitwerking
26— 1/x7+8x\3x+45

(%x+4}7+2x_1)dx=[}Tx2+4JTx+2;§1nZx— !

=4+17+25In(7) — (G + 45+ 2¢In(1)) = 165 + 25 In(7)
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ufor 3

O@kx

Primitiveer,

@ =35 EL
b= 4 0=

Bereken exact.
3 2

JEETe e R

dx

-4
3_4xen (x):ﬁx—l
2x+1 8T T oy

6 2
b Bercken exact I Z;x — ?x

a Primitiveer f(x) =

dx.

O+x

x+1°

De lijn k raakt de grafiek van f'in de oorsprong en

snijdt de grafiek van fin het punt 4.

a Bereken exact de codrdinaten van A.

b Bercken exact de oppervlakte van het vlakdeel
V" dat wordt ingesloten door de grafiek van f, de
x-as en de lijn x =2.

Gegeven is de functie f{x) =

figuur K.15

Zie het informatief hieronder.
Primitiveer met behulp van uitdelen,

3x+ 1 4x
g f(x):x+1 b g(x):lx—l

Uitdelen in plaats van staartdelen

De breuk 2xx:15 is ook te splitsen met behulp van uitdelen,

Zorg ervoor dat in de teller de vorm A(x + 1) + B komt. Je ziet dat 4 =2

en je krijgt 2(x + 1) + 3.
2x+tS5 2x+t1)+3 3
x+1 x+1 B x+1

Dus
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Bx—1 2x— 1

- @.;* Gegeven zijn de functies f(x) = s —-. g(x)= Pidcid en
h(x)= Praro3 Hieronder zie je de bijbehorende grafieken.
y ¥ y
a |
L  ———— 5 UI
f h
T X e X

figuur K.16
a Verklaar het opmerkelijke verschil tussen de drie graficken.

Bij het primitiveren van deze functies horen verschillende aanpakken.
We bekijken eerst de functie /.

De noemer van f(x) is te schrijven als (x + 2)* + 1.

b Licht dit toe.

Het functievoorschrift van fis te schrijven als

2x+4 c
- +
f(x) Ztdrts  Erdxth oftewel als
2x+4 é

= -+ !
S= E aevs T2
Deze twee breuken zijn te primitiveren,
¢ Licht dit toe.

We bekijken nu de functie g.
De noemer van g(x) is te schrijven als (x + 2).
a b
= 3
x+2  (x+2)

Het functievoorschrift van g is te schrijven als g(x) =

Deze twee breuken zijn te primitiveren.
d Licht dit toe.

We bekijken ten slotte de functie 4.

De noemer van A(x) is te ontbinden in (x + 1)(x + 3),

Het functievoorschrift van £ is hiermee te schrijven als
a b

M= aT e

Deze twee breuken zijn te primitiveren,

e Licht dit toe.
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p(x)

Theorie B Primitieven van f(x) = e BX e

Elke functie f met een functievoorschrift van de vorm

T hrijf i
“een polynoom gedeeld door een tweedegraadsfunctic’ is SRR Cetpecr 1 g

p(x) vorm x2 + b.x = c, duS
te herleiden tot de vorm f{x) = < —— door teller en Ty
X 24314
. ; +3x+4
noemer te delen door de coéfficiént van x* uit de noemer. 2xl 5
Met behulp van breuksplitsen is het functievoorschrift 3X° =X
Ix) +1ix+2
" . ron " 5
van fte schrijven in de vorm f(x) = g(x) Prix o met

g(x) een polynoom en /(x) een lineaire functie,
Om f'te primitiveren moeten we dus onderzoeken hoe functies van de

vorm g(x) = zijn te primitiveren. Hierbij is de discriminant
g 1] p )

xt+bx+c
D = b* — 4c¢ van de noemer van belang.
We onderscheiden drie situaties: D <0,D=0en D > 0.

Ix) 3
x2+bx+cmetb 4c <0
" " ; o
De noemer is tejihrqven ndevom (x=p)f+qmetg>0. 2% +4 is de afgeleide
e R+dr+s knjgjf ...................................................... van x2+4x+ 5,
i 2x—1 _2x+4=5  2x+4 5
# 4+ 24det+5 Prdx+sS Ftdo+S
2x+4 _ 1 5 e
«[x2+4x+5 _jx2+4.x+5d(x +4x+5) ln‘x +4x+5‘+c,
5 _ 5 _
.[x2+4x+5"]"’I(,1c+2)2+1dx*s“ma“(”z)J”:2

Dus F(x) = In|x? + 4x + 5| + Sarctan(x + 2) + c.

11 Lmetb2—4c=0
x2+bx+ec
De noemer is te schrijven in de vorm (x — p)*,
o s
Bl]g(x) 2+4x+4k'rl.]g]e
-1 -1 _2x+2)-5_ 2 5 3 ymn
g = PHax+4 (x+2 x+27  x+2 (x+2P x+2 x+2)
EF2F (2P (x+2)
en dit geeft G(x) =21In|x + 2|+ 5(x +2) ' + ¢ = 21n‘x+2‘+Tz+c
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m &metlﬂ —4¢>0
x2+bx+c

De noemer is te ontbinden

Bl_] h(x)= m k]‘l_]g Jje

25— a b a(x+3)+b(x+1) ax+3a+bx+b

M= Tt 2=l 3+8 G=ll=3) &+
_(atbx+3at+bh
Gt DE+3)

Zo krijg je het stelsel {3 +bb— 2 S en dit geefta=-13 en h=31,

1 1
_ "l 2
D =T ed

en dit geeft H(x) = -131n|x + 1| + 35In|x + 3| +c.

Voorbeeld s
%7 3x+5
Bereken exact!x ot 4
Uitwerking
al—dx+4d ) 2 —Bx+5\1
¥ -4x+4
x+1
2l =3k 5 x+1 X213 o) 3
DusZ =22 X1 g4 =1+ %
a4 x> —4x+4 e~ x—2¥ 2P
= +%+ Be—2r-
T2 =3x+5 p 1 5
{x = =:4[(1++3(x 2)) =[x+l -2|-3(-2)"];

5
=[x+]n‘x—2‘—n] =5+In(3)—1-(4+In(2)-2
il 4

= 15+ 1In(3) — In(2) = 13 + In(13)

Dediscriminantvan y= x2+ bx+ ¢

D<0 D=0
\//=x2+bx+c \/yx2+bx+c \ /
y—x-+br+c
! (P, g)
B * . 0) *
y=@—-pPt+qmetg>0 y=(x-p)} .w(x d)(x —e)
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Zie de theorie en het voorbeeld.

Jufok 3 . ) p(x) B i
In de theorie staat dat een functie f(x) = 7———— te schrijven is in de
x*+bx+c
@
vorm f(x) = g(x) A et

Geef van het voorbeeld p(x), g(x), I(x), b en c.

Primitiveer,
ne X +x _x2—6x+8 _ X
a f(x)gxz_‘_l b f(x)gx2—6x+9 c f(x)7x2+2x_3
_ Primitiveer.
ue X +x X +x 23+ 1
0 f)=5 b /W5 € W=
Bereken exact.
(ufo} 2 8 2
X3 % 4x—8
" !x2+4dx b (»[x2+4x+4 £x2*4x—5dx
4 Bereken exact,
* 1 1 2
*+1 Hree] o
“!fﬂdx b£x2+2x+ldx c(j;x2+4x+3dx
l:‘l@* De functie f{x) = 2o 5; " is op twee manieren te primitiveren.
' 1 Met breuksplitsen,
1T Met de substitutiemethode.
Werk beide manieren uit en ga na dat de primitieven die je vindt op
hetzelfde neerkomen.
. . 10x+5
Ae Gegeven 1s de functie f(x) = T p— y

a Bercken exact het bereik van f,

b Bercken exact de oppervlakte van het vlakdeel
V" dat wordt ingesloten door de grafiek van f, de
x-as ende lijnenx=1enx=3. f

_ :

figuur K.17
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D@x

214

x*+4

% # gre’

a Bereken exact de extreme waarden van f.

b Los exact op f(x) <4.

¢ Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel 7 dat wordt ingesloten
door de grafiek van £, de x-as, de y-as en de lijn x = 6.

Gegeven is de functic f{x) =

Gegeven is de functie f(x) = ri—l
Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van f; de x-as en de

lijn x = 3.

a Bereken exact de oppervlakte van V.

b Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als V" om de
x-as wentelt.

Gegeven is de functie f(x) = In(x> + 1).

a Er zijn twee lijnen met richtingscoéfficiént 3 die de grafiek van f
raken.
Bereken exact de codrdinaten van de raakpunten.

b Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel 7 dat wordt ingesloten
door de grafiek van f'en de lijn y = In(2).

Ontbinden met de abc-formule of kwadraatafsplitsen

Bijx’+2x—4=0isD=22-4-1--4=20>0.
De oplossingen van de vergelijking zijn

-2+420 -2+245
x= 2\/_= 2\/_=—1+\/§enx=—l—\/§.

Daarom is x* + 2x — 4 te ontbinden in (x + 1 — \/5)(x + 1 + /5).

Elke tweedegraadsfunctie met D > 0 is ook met behulp van
kwadraatafsplitsen te ontbinden,

Zois 2 +2x—4=(x+1P-5=(x+1+5)x+1-./5).
Herken in de laatste stap het merkwaardige product
a*—b>=(a+ b)a—b).
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Terugblik

Staartdelen
a3 td, @, | st g by it a, LD cen
polynoom van graad ».
Elke functie f die het quotiént is van twee polynomen waarbij de graad
van de teller groter dan of gelijk is aan de graad van de noemer, is met
q(x)
Hx)
waarbij p(x) en g(x) polynomen zijn en de graad van g(x) kleiner is dan
de graad van r(x).

behulp van een staartdeling te herleiden tot de vorm f(x) = p(x) + ——

I s - i il Lt 4 Rat—1
Bij f(x) = E i gecftde i
, 2c+5 A
. S B
staartdeling f(x) =x 1+x2+2x+1. x2=2x—1
Zogk 5

3}
)

p(x) I :
== - b met p(x) een polynoomena# 0

Primitieven van f(x) =

2 23
Bij f(x) = % geeft de staartdeling f(x) =$x + 15— = _T_ 5

Dus F(x) =22+ 13x — 131n|2x + 3| +c.

- ; I(x) o .
Primitieven van f(x) = ”7)“ met I(x) een lineaire functie
Xt 82 E

We onderscheiden voor de discriminant D van de noemer drie gevallen.
x+4  3x+6)+1  5(2x+6) 1

I D<0 f(x)=x2+6x+10*x2+6x+10 —x2+6x+10+(x*3)2+1

Dus F(x) = $Injx? + 6x + 10| + arctan(x + 3) + c.
Zeks  GelS OwrltE 2 3

I D=0 f(x)_x2+2x+l (x+1)2 (x+1)2 x+1+(x+1)2
2 -2
+1+3(x+1)
Dus F(x)=2In|x+ 1| =3+ 1)"! +c—21n\x+1\—T1+c
6x+14 _  -6x+14
M D>0 /=5 53 (x—D)(x+3)

_a b _ak+3)+b-1) | Faitim
x=1 x+3  (x-D@x+3) 3a—b=14
(@+bx+3a-b 2 8 4“28
— == —_ a= —
(r—Dx+3) x—1 x+3 a+b—~6}2+?8 6
Dus F(x)=2ln|x— 1| - 8 In[x+ 3| +c.
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(.5 Integralen bij parameterkrommen

b
Je weet j f(x)dx = F(b) — F(a).

a

b a
a Bewijs dat jf(x) dx = *I f(x)dx.
a b

>

45

Fl)dy + j fx)dx= [ (x)dx.

b a

b Bewijs dat

SR —

In figuur K. 18 is de baan van punt P getekend bij de y

_ . x(O)=-12+2
bewegingsvergelijkingen

$=0
y(O)=-3£+2 e
De baan snijdt de x-as voor =2 in het punt B en de v-as
v

voor ¢ =0 in het punt 4 en voor ¢ =4 in het punt C, P}
Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de baan en de y-as.

Xp Xg

Er geldt O(F) = [ ydv— [ vdx.
L K =2 P2
a Licht toe dat hieruit volgt dat O(V) = I ydx — I vdx
t=0 t=4
en gebruik de regels van opgave 68 om O(F) te f/ t=4
=4
herleiden tot O(V) = J vdx. figuur K.18
t=0

t=4

(22 +2)d(-37 +20).
0

b Uit vraag a volgt O(V) =

t

[ S—

Bereken O(V).
4
¢ Laat met een berekening zien dat O(}) =
t

hetzelfde antwoord geeft als bij vraag b.

0
xdy

—

4

Theorie A Oppervlakten en inhouden bij parameterkrommen

In opgave 69 heb je gezien dat de oppervlakte van het vlakdeel V" dat
ingesloten wordt door de parameterkromme en de y-as kan worden
=4
berekend met de integraal I vdx.
=0
Hierbij zijn de regels gebruikt, die je in opgave 68 hebt bewezen.
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J’.}y dx= -jfy dx
r; ‘.I) )
J: dx+j rdx Il dx

a b a

Zoals je weet, werk je bij een integraal van de vorm!ydx altijd
“van links naar rechts’ en bij een integraal van de vorm!xdy altijd

‘van beneden naar boven’.
Kies de waarden van ¢ bij de integraal zo, dat deze richtingen kloppen.

Een integraal Iydx is dan positiet' als ¥ = 0 en negatief als y < 0.

En cen integraal jx dy is dan positief als x = 0 en negatief als x < 0.

Voorbeeld
, x(f)=3£ -2
De kromme K is gegeven door 1 y
) =z"—
Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door K, de /
t=-2

positieve x-as en de positieve v-as. Zie figuur K.19,
Bereken exact de oppervlakte van V.
=2 4

4
74
Bedenk dat O() = | ydv— [ ydx en herleid Pl

= X
- o e OQ—/ =4
deze vorm tot één integraal.

Aanpaik

”t—.u

=2
Uitwerking figuur K.19
(=2 =4 =3 - -
O)= [ ydx— [ yde= | vdr f = j
=0 (~0 ~0 = =
t=-2 -2
= [ dé-2ddi-2)= J(ztz 20) - tde = I 7 —27)dr
=4 4
=[8r =22 =t 2 -t 2p -G 4 -1 8
=2+‘3—6—32+%=18

: Zie het voorbeeld. =4
O®* g Gebruik de regels bovenaan deze bladzijde om aan te tonen dat j xdy

ook de oppervlakte van ¥ oplevert. =

b Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als het
gedeelte van V dat zich links van de y-as bevindt wentelt om de y-as.
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—R
/| De kromme K is gegeven door {;gg _ ; _ ?t y
Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door K en de /
v-as, Zie figuur K.20,
Bereken exact de oppervlakte van V.

v
K
~—— X
figuur K.20
; x(t)=-#+21

De kromme X is gegeven door {y(t) =1p-22/+2 p

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door K, K

de negatieve x-as en de positieve y-as. -

Zie figuur K.21.
Bereken exact de oppervlakte van V.

figuur K.21

218  Hoofdstuk K Voortgezette integraalrekening ® Noordhoff Uitgevers by



Mok 3

In figuur K.22 is een kromme K getckend die zichzelf
snijdt voor t = ¢, en t = t,. Zo wordt het vlakdeel V'
ingesloten. Dit vlakdeel wordt in negatieve richting
omlopen.
We vragen ons af hoe we de oppervlakte van /" kunnen
berekenen.
a Licht toe dat
t=t, t=
o) = j ydy - j
t=t t=

b Licht toe dat

£ t=t,
ydx en herleid dit tot j ydx.

t t=¢

=t =t t=1
o) = J xdy - j xdy en herleid dit tot j xdy.

t=t, t=t, t=t,

In figuur K.23 is een kromme getekend die het viakdeel
W insluit. W wordt in positieve richting omlopen.

t=t, t=t,
c¢ Beredenecer dat O(W) = I ydx en dat O(W) = I xdy.
t

=1 =

0]
figuur K.22

Y

(o}

figuur K.23

Theorie B Oppervlakten eninhouden van omsloten viakdelen

In opgave 73 heb je onderzocht hoe je de oppervlakte
kunt berekenen van een door een kromme omsloten
vlakdeel V. De grenzen van de integraal waarmee je de
oppervlakte berekent, zijn de f~waarden die bij het punt
horen waar de kromme zichzelf snijdt.

Zijn deze waarden t=a en ¢ = b met a < b, dan geldt voor
de oppervlakte V'

* als Vin negatieve richting wordt omlopen dan geldt

=b t—a
o) = [ ydxof O() = [ xdv.
t—a t=>b
* als V in positieve richting wordt omlopen dan geldt
f=a t=b
oy = j ydx of O(V) = j xdy.
=] t=a

Omdat je dus altijd kunt kiezen tussenJ.x dv enj vdx neem

je de integraal die het eenvoudigst te berekenen is,
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ufok 3

Voorbeeld
x(=3t-7 i y

wn=r-4 B, Bt
een vlakdeel Vin, Zie figuur K.24. 0 *

Bereken exact de oppervlakte van V.

De kromme K die gegeven is door {

Aanpak v

Omdat Ix dv eenvoudiger is dan jy dx kies je Ix dy.

Bereken de grenzen ¢, en ¢, van de integraal en onderzoek  figuur K.24
t=t, t=t,

of je .[ xdy of j xdy moet hebben.

Uitwerking

x(H)=0geeft3t—£=0 . %
1(3—1)=0
t=0ver=3

t=0vt=y3vi=-\3
t =0 geeft (0, -4).
= \/§ ent= ,\/g geven (0, -1).
t=1 geeft (2, -3).
Dus ¥V wordt in positieve richting omlopen.

5 e e B
oy= [ xdv=[ Gt-£)d@-4)=[ @3t—p)-2di=] (62 ~2r)ds
=3 =3 -3 -3

=[p -3 =2 333932333 9V3)
=63 8\5+6/5-\F =413

xH=~F£-1
Wiy=4t—p 4
De kromme is symmetrisch in de x-as.
Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door K. K
Zie figuur K.25.
a Bereken exact de oppervlakte van V., v
b Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat

ontstaat als 7 wentelt om de x-as. 0

De kromme K is gegeven door {

figuur K.25
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nex

'/ De kromme K is gegeven door{
©*

| In figuur K.26 zie je de kromme

. {x(t) =-+ 6t

) =37 + 28
Bereken exact de oppervlakte van het door K
omsloten viakdeel V.

(¢) =2sin(?)

(2) = sin(21)

met 0 <7< 2x. De kromme is symmetrisch in de

x-as en in de y-as, K sluit twee vlakdelen in, Zie

figuur K.27.

a Bereken exact de totale oppervlakte van deze
vlakdelen.

b Bercken exact de inhoud van het lichaam £ dat
ontstaat als deze vlakdelen wentelen om de
X-as.

De kromme X is gegeven door ﬁ

x(fy=2sin(r)

w0y =57

met-mn<t<m.

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door K.

Zie figuur K.28.

Bereken exact

a de oppervlakte van V'

b de inhoud van het lichaam £ dat ontstaat als
om de y-as wentelt.

@ Noordhoff Uitgevers bv
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4
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figuur K.26
y
K
X
figuur K.27
Yy
K
v
X
(0]
figuur K.28
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Terugblik

Oppervlakte bij parameterkrommen

. . Jx()= -4~ +3¢
In de figuur hiernaast is de kromme K: {y () =2t £

y
met ¢ > 0 getekend. t=o / Vv
X
W

Verder zie je de vlakdelen Fen W,
=1
Er geldt O(V) = J xdy, want V zit rechts van de y-as.
t=0 =1
Verder geldt O(W) = —j xdy, want W zit links van de y-as.

=3 t:SN

=il t

Je krijgt
t=3 %)

OV + W)= [ (t3—4t2+3t)d(2r—rz)=j(t3—4t2+3t)(2—21)dt
=0

e 0

3

3
= [2rt+ 108 = 142 + 60y dr = [-36 = 246 — 430 + 32, = 675,
0

Oppervlakte bij omsloten vlakdelen

o Jx(=F-4r+3t y
In de figuur hiernaast is de kromme K {v(t)z?;r—tz - -
getekend. .
K sluit het vlakdeel ¥ in,
Omdat ¥ in positieve richting wordt omlopen, bereken je i=3 A
X
=3
(V) met de integraal j xdy. Ps
t=0
=3 =3 3
O)= [ xdv= [ (#~47+30d3t~£)= (7~ 47 + 303 - 20) dt
=0 =0 0

3
- j(—2t4+ 117 - 182 + 9 dt = [f§r5+2§ﬁ—6t3+4%r2]3=4%

0
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Mand van glas

In de beginopdracht heb je met numericke integralen y
gerckend aan een mand van glas waarvan het 3 5
. o 0 . “E2 :s\t =5
vooraanzicht een kromme is die beschreven kan worden o \
met de formules x(¢) = 2sin(mz) en y,(r) = pr* met x en y /
in dm, p > 0 en -2 < ¢ <2, Hiernaast zie je nog cens het i
vooraanzicht voor p = 4. \

In de beginopdracht heb je met een numericke integraal 2
berekend dat voor p = 4 de oppervlakte van het vlakdeel
V ongeveer gelijk is aan 9,0 dm?. Hierbij is ¥ het
vlakdeel dat wordt ingesloten door de kromme en de lijn
door de bovenkanten van de kromme,

« Bercken exact voor p =4 de oppervlakte van V.

Er geldt

2t
[4sin*(at)dpi2 =2 - % - sin(2ms) - % - cos(2n)
+ Bewijs dit.

In de beginopdracht heb je met een numericke integraal
berekend dat voor p =4 de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als V" wentelt om de y-as ongeveer gelijk is aan
23,9 dm’.

* Bercken exact voor p =4 de inhoud van L.

In de beginopdracht heb je met numerieke integralen
berekend dat voor p = 8,4 de inhoud van het lichaam L
gelijk is aan 50 dm’,

* Bercken deze waarde van p in drie decimalen.
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Diagnostische toets

K.1De substitutiemethode
Primitiveer,

a f(x)=3xyx*+2 b f(x)=3x’cos(x’+2) ¢ f(x)=(4x+6)In(x*+3x)

Bereken exact.

a f—\/@dx

X

in 3
b Icos(x) sin’(x)dx c J'xzﬁ_’: ] dx
0 1

Gegeven is de functie f(x) = -2xsin(x*) met y
domein [0, \]2—:rc].

De grafick van f'en de x-as sluiten twee vlakdelen in.

Zie figuur K.29.

Bewijs dat de oppervlakten van deze vlakdelen gelijk

zijn. o \f/ ver

figuur K.29

K.2 Partieel integreren
Primitiveer.

a f(x)=4xsin(2x) b g(x)=x’In(x)
| Gegeven is de functie f(x) = (2x —x?)e".

a Bereken exact de extreme waarden van f.

b Bereken exact de oppervlakte van het vliakdeel V dat

wordt ingesloten door de grafick van f'en de x-as.
figuur K.30

 Primitiveer.

a f(x)=4x’sin(2x) b g(x)=evsin(2x)

224

K.3 Cyclometrische functies
Bereken exact.

. zjﬁ 4 . j 32
¢ Xt 1x+1
2 1 2
1 arctan”(x)
b »l[xz—2x+2dx : x»+1
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; ; 1
Gegeven is de functie f(x) = b gy y
a Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel ¥ dat A v=3
wordt ingesloten door de grafick van fende lijny=1. ——_ ——
b Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafick van f, @
de x-as en de lijnen x =2 en x = p met p > 2 waarbij figuur K.31
O(W) =3

Bereken exact de waarde van p,

Primitiveer.
1 5xt

a f(x)=ﬁ b g(x)= [ — 10

K.4 Breuksplitsen
Bereken exact.

. jl-3x+4

x+4

X—x+1

3
dx b j—dx
1

x+1
-1

x2—3x
x+1°
a Bereken exact de extreme waarden van f.
b Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel V dat
wordt ingesloten door de grafiek van f'en de x-as.

Gegeven is de functie f{x) =

Primitiveer,
. Px+3 X +4x 6
. f(x)_x2—6x+10 N g(x)_x2—4x+4 £ h(x)_xz—l

.5 Integralen bij parameterkrommen
In figuur K.32 zie je de kromme K: {x(t) i %
' () =6 -4~ + 3t

die zichzelf snijdt op de x-as. !

a Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel ¥ dat
wordt ingesloten door de kromme en de y-as.

b Bercken exact de oppervlakte van het vlakdeel 7 dat
wordt omsloten door de kromme.

"

figuur K.32
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Gemengde opgaven

9 Exponentiéle en logaritmische functies

Gegeven zijn de functies f(x) =2 —*log(x + 1) en

g(x) =>log(5 —x).

a Los exact op f(x) > g(x).

b De grafiecken van f'en g snijden van de lijn y =3 het ; g
lijnstuk 4B en van de lijn x =2 het lijnstuk CD af.
Onderzoek algebraisch of 4B meer dan drie keer zo
lang is als CD.

<

X

¢ Op de grafiek van fligt het punt P waarin de raaklijn a /

evenwijdig is met de lijn y =-x. ]

[ —1n(3
Bewijs dat x, = 1n(3§ ) figuur G.1
| Los algebraisch op.
a 4losl) =93 +loglx) ¢ Slogi(x+2)=6+log(x +2)+7
b Slog(2x + 1) =*log(25) d 2 - log(2x —3) +ilog2x+1)=2
Bereken exact de oplossingen,
a In’(x)+1=211In(x) d In(4x)—In(x+4)=1
e.{ _ 2 _ _

b =2 e Inf(x—2)=4
¢ In(G3x+2)=1 f 3e¥+2=5¢"

a Een hoeveelheid neemt jaarlijks met 9,6% toe.
Bereken de verdubbelingstijd in maanden nauwkeurig.
b Een hoeveelheid neemt per dag met 17% af.
Bereken de halveringstijd in uren nauwkeurig.
¢ Een hoeveelheid verdubbelt elke maand.
Hoeveel procent is de toename per dag?
d De halveringstijd van een hoeveclheid is 8,3 dagen.
Na hoeveel dagen is er nog 1% over?

Gegeven zijn de functies f(x) =3 - 2% en g(x) =6 * (3)". 4
a Los exact op f(x) < g(x).
b Bewijs dat de functie A(x) =f(x) + g(x) een minimum p
heeft voor x =3.
g
0 X

figuur G.2
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Differenticer.

a fx)=xe!

b g(x)=In%*(x) + In(x?)
¢ A(x)="2log(x*—x?)
d j(x) = In(In(2x))

Gegeven zijn de functies f(x) =e* ! en g(x) = In(x?).
a Welke vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as levert bij de
grafiek van f'dezelfde beeldtiguur op als de translatie (2, 0)?

b Welke translatie levert bij de grafiek van g dezelfde beeldfiguur
op als de vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met 3?

Gegeven is de functie f(x) = (x — 3)*e". y

a Bereken exact de codrdinaten van de toppen van de f
grafick van f.

b Bereken exact de x-codrdinaten van de buigpunten van
de grafiek van f. A /

¢ De lijn v = p snijdt de grafick van links naar rechts in c
de punten 4, B en C. Zie figuur G.3.
Bereken voor welke p de afstand tussen 4 en B gelijk
is aan 3. Rond af op twee decimalen.

figuur G.3

Voor elke p is gegeven de functie f,(x) =x* - In(x),

a Bereken exact de extreme waarde van f,.

b Bercken algebraisch de x-codrdinaat van het buigpunt
van de grafiek van £,

¢ Bereken exact voor welke waarde van p de y-coGrdinaat
van de top van de grafiek van f, gelijk is aan %e.

Gegeven zijn de functies f(x) = In(4x) en g(x) = ]n(i)
a De graficken van fen g snijden elkaar in het punt 4. De raaklijnen
van de grafiecken van f'en g in 4 snijden van de y-as cen lijnstuk af.
Bereken algebraisch de lengte van dit lijnstuk.
b In de figuur hiernaast is PORS een vierkant. De punten  y
Pen QO liggen op de x-as, het punt R ligt op de grafick
van f'en het punt S ligt op de grafick van g,
Bereken de x-codrdinaat van P in drie decimalen.

A

figuur G.4
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a Herleid de formule p = 10¢ 3" tot de vorm £ = In(ap”).
b Herleid de formule y =3 ln(%) +21n(5x) tot de vorm x = ae”.

¢ Druk x uit in y bij de formule y = ¢* + ¢! + ¢7"2 + ¢" en bewijs dat

het antwoord te herleiden is tot x = ln(;__ 11 y).

10 Meetkunde met vectoren

Gegeven zijn het punt 4(1, 3) en de lijnen £: (i) = (71) TP ( 5 ) &t

0 -1
[:3x+ 2y =10.
a Bereken de codrdinaten van het snijpunt S van & en /.
b Stel een vergelijking op van de lijn m door 4 die k loodrecht snijdt.
¢ Bereken de hoek tussen ken /.
d Het punt P ligt zo op k dat de lijn AP evenwijdig is met /.
Bereken exact de cobrdinaten van P.

Gegeven zijn de lijnen &; (i) = (;) f:f & (_32 ), Lx+3y=12en

mx=2u—6Ay=-5ut+4

a Bereken de hoek tussen & en m,

b Bereken de codrdinaten van het snijpunt S van & en m,

c Stel een vergelijking op van de lijn # door de oorsprong die loodrecht
staat op m.

d Bercken de codrdinaten van het snijpunt 7 van & met de lijn p door
A(6, 8) die loodrecht staat op /.

Gegeven is de vector a dic een hock van 60° maakt met de
lijn k. Zic ﬁguur G.5. Verder is gegeven dat vector b op k
ligtendatc =a —b.

a Teken mogelijke vectoren b en c in het geval |a | | |c|

b Teken mogehjke vectoren b en ¢ in het geval
-3 5l

¢ Bewijs dat |¢|=/3 - |a|of [¢|= /7 - || in het geval figuur G.5
B|=2-[a]
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De punten 4(0, 1) en B(3, 0) zijn hoekpunten van het
vierkant 4BCD. Op de zijde CD is de naar buiten gerichte
gelijkbenige rechthoekige drichoek CED geplaatst.
Verder is I het midden van DE. Zie figuur G.6.
a Bercken de codrdinaten van .
b De lijn CF snijdt de y-as in het punt G.

Bewijs dat CG = 5.

Gegeven is drichoek ABC met A(a, 0), B(b, 0) en C(c, d).
Op de zijden AC en BC worden de naar buiten gerichte
vierkanten ACDE en BFGC geplaatst.
a Het punt M is het midden van het lijnstuk £F.

Druk de codrdinaten van M uit in a en b,

De punten P en Q zijn de middens van de vierkanten

ACDE en BFGC. Het punt N is het midden van het

lijnstuk 4B.

b Bewijs dat drichoek PON een gelijkbenige
rechthockige drichock is.

De punten A(a, 0) en D(0, d) zijn hoeckpunten van het
vierkant ABCD. Hierbij is @ > 0 en d > 0. Op de diagonaal
AC wordt het vierkant APQC geplaatst, Zie figuur G.9,
Bereken a en d in het geval

a P hetpunt (10, -1)is

b P opde lijn x+y =6 en Q op de parabool y =12 ligt.

Gegeven zijn de punten 4(-1, 5), B(2, -1), C(5, 8) en

D(99, -195).

a Onderzoek of het punt D op de lijn 4B ligt.

b Bereken de codrdinaten van het snijpunt S van de
lijn BC en de lijn & door 4 loodrecht op BC.

¢ Bercken de coordinaten van de punten P waarvoor
geldt AP = BP en ZAPB=9(°.

d Voor welke waarden van p en ¢ is (i) = ( pé) +- (g)

cen vectorvoorstelling van de lijn BC?

@ Noordhoff Uitgevers bv
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Gegeven zijn de punten A(0, 16) en B(8, 0) en het vierkant v
ABCD. Zie figuur G.10. Verder is gegeven het punt
P(22, 12).
a Toon aan dat P op de zijde CD ligt. A
b Het punt Q ligt op de lijn 4P waarbij DQ loodrecht op

AP staat.

Bereken exact de codrdinaten van Q.

o B

figuur G.10

De bewegingsvergelijkingen van een punt P zijn gegeven y
F-— {x(t) =£ -4
Wy=1r'—48 + 47

Zie figuur G.11.

a Bereken de cotrdinaten van de punten waarin de
raaklijn evenwijdig is met de x-as of met de y-as.

b Voor welke ¢ beweegt het punt P zowel naar links als
omhoog?

¢ Bereken exact de baansnelheid van P op het moment = x
dat P door het punt (-3, 9) gaat.

d Bercken in twee decimalen de minimale baansnelheid  figuur G.11
van P. Voor welke ¢t wordt deze minimale snelheid
bereikt?

e Bereken exact voor welke 7 de versnellingsvector
evenwijdig is met de lijn y = x.

De bewegingsvergelijkingen van cen punt P zijn gegeven vy

x(N=-C+32-2
door {v(t)—zl—l \
Zie figuur G.12.

a Bereken algebraisch de codrdinaten van de snijpunten
van de baan van P met de x-as en met de v-as. —_—
b Bereken exact voor welke 7 de raaklijn aan de baan van
P evenwijdig is met de x-as of met de y-as. figuur G.12
¢ Bercken exact de codrdinaten van de punten van de
baan van P waarin de raaklijn evenwijdig is met de
lyjn k: y=2x+3,
d Bereken exact de baansnelheid van P in het punt (-6, 8).

e Bereken exact de baanversnelling van P in het punt (-3, -3).
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11 Integraalrekening

Toon aan.
N - a1
a Flx)=x+ ]n(x ™ 1) is een primitieve van f(x) = 21
+ +
b F(x) :xln(; — }) +In(x*> — 1) is een primitieve van f(x) = ln(ﬁ — })

€ F(x)=-x’cos(x) + 3x%sin(x) + 6x cos(x) — 6sin(x) is een primitieve
van f(x) = x7 sin(x).

d F(x)=(6x*—2x —4)y/x— 1 is een primitieve van f(x) = 15xx — 1.

Primitiveer,

a f(x)=7"-log(5x) ¢ f(x)=10In(2x —4) e f(x)=(*+3)
, x*—6x2x + 8x

b fx)=e ! d f(0) =3 1 [(x)=3sin(4v)

Primitiveer.

a f(x)=,6x+3 ¢ f(xX)=B3x—6)2 e f(x)=10%"3

b S0 =5 i f@-@st 1 =S

Een primitieve van de functie f(x) = (x*> + 1) e is van

de vorm F(x) = (ax’ + bx +c)e".

Bereken a, benc. %

Het vlakdeel ¥ ligt rechts van de y-as en wordt ingesloten
door de grafick van de functie f(x) =x* — 3x en de lijn
y=pxmet p>0.

Bereken algebraisch voor welke waarde van p de WPy
oppervlakte van J gelijk is aan 9. f

7
X
figuur G.13
Gegeven is de rechthoek ABCD met A(0, p), B(5, p), y
C(5, 2) en D(0, 2). Zie figuur G.14. De grafiek van de D &
functic f(x) =2x— 1+ verdeelt de rechthoek in f
x+1 A B
twee delen met gelijke oppervlakte. = X
Bereken exact de waarde van p. figuor G.14
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Een wielrenner moet bij cen snelheid van 54 km/uur plotseling remmen
voor een auto. Neem aan dat de versnelling tijdens het remmen constant is.
Op t=0 is de wielrenner op 40 meter afstand van de auto en begint hij te
remmen,

a Bercken de versnelling van de wielrenner in m/s? in het geval de
wielrenner na 40 meter tot stilstand komt.

b De auto rijdt met een snelheid van 6 km/uur in dezelfde richting als de
wielrenner. Om niet tijdens het remmen ten val te komen mag de
versnelling van de wielrenner niet kleiner zijn dan -2,5 m/s”.
Onderzoek algebraisch ot de wielrenner op tijd voor de auto kan
stoppen.

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van de functie %

f(x)=3"+1, de x-as, de y-as en de lijn x = 1. Zie figuur G.15. /

a Bereken exact de oppervlakte van V.

b Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als J’
wentelt om de x-as.

¢ Bercken de inhoud van het lichaam M dat ontstaat als V'

wentelt om de y-as, Rond af op twee decimalen. /
v
X
0
x=1
figuur G.15

Gegeven is de cirkel c: x* + )7 = 2. Bij wentelen van ¢ om de x-as ontstaat

de bol B.

a Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door ¢ en de lijnen x=3ren x =37,
Druk de inhoud van de bolschijf die ontstaat als ¥ om de x-as wentelt
uit in 7,

b Het vlakdeel # wordt ingesloten door ¢ en de lijnen x =-pr en x = pr
metQ<p<l.

Bereken voor welke waarde van p de inhoud van het lichaam dat
ontstaat als # om de x-as wentelt gelijk is aan de helft van de inhoud
van B. Rond af op twee decimalen.

Gegeven is de cirkel ¢; x> + 3% =25,

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door ¢ en de lijnen y =3 eny =4.
Bij wentelen van ¥ om de x-as ontstaat het lichaam L.

Bereken exact de inhoud van L.
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Gegeven zijn de functies f(x) =¢* en g(x)=¢™.

a Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de gratiek van f, \
de grafick van gen de lijn v = e.
Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als I wentelt om de lijn v =e¢. B
6]
figuur G.16
b Het vlakdeel /7 in figuur G.17 wordt ingesloten door %
de graticken van f'en g, de lijnen x=-1, x= % en de \
x-as.
4 ¥
Bewijs dat de lijn x = 11'1(e n 3> het vlakdeel 7 in twee
delen met gelijke oppervlakte verdeelt.
X
x=-1 X= %
figuur G.17
12 Goniometrische formules
Los exact op.
a sin(x+5m)=-cos(x —37) ¢ cos(x+3m) - cos(x) =12
b 2sin(x)cos(x) =cos(x+ é:rc) d /3 -sin(2x) + cos(2x) =1

Primitiveer,

a f(x)=(2-sin(x))’

b g(x)=sin(3x) cos(%x) + cos(3x) sin(%x)
¢ h(x)=4cos*(x) — cos’(2x)

Gegeven is de functie f{x) = sin(x) — cos(x) + \/5

a Bewijs dat de grafick van f de x-as raakt,

b Bewijs dat de grafick van fpuntsymmetrisch is in A5, \/2).

¢ Bewijs datde lijn x = %7: een symmetrieas is van de grafiek van £,

Het punt P beweegt over cen cirkel. De bewegingsvergelijkingen van P
zijn {ﬁg _ Z:?rf((:rf)) meta>0enb >0,
a Druk de baansnelheid v(¢) van P uitin a en b,
b Bewijs dat de snclheidsvector v(f) en de versnellingsvector a(7) in
ieder punt van de cirkel loodrecht op elkaar staan.
¢ Gegevenis v(f)=10en ‘E(r)‘ =35,
Bereken de straal van de cirkel.
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Gegeven zijn de functies f(x) = 2 cos?(x) + sin(2x) en y

2(x) = 2sin(2x), beide met domein [0, x]. f

In figuur G.18 zie je de grafieken van fen g. g

a Toon aan dat het functievoorschrift van / geschreven
kan worden als f(x) = cos(2x) + sin(2x) + 1 en bereken

exact het bereik van f. o 3
b Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de graticken van
feng.
Bereken exact de oppervlakte van V. figuur G.18
¢ De lijn x = p snijdt de x-as in het punt 4, de grafiek van
JSin het punt B en de grafiek van g in het punt C waarbij
C het midden is van het lijnstuk 45,
Toon aan dat tan(p) = %

De punten P en Q voeren ieder vanaf ¢ = 0 een harmonische trilling uit.

De trillingen worden beschreven door de formules u, = 25 sin(8nf) en

ugy=40sin(6nr). Hierin is « in mm en 7 in seconden.

a Welk punt legt de grootste afstand per minuut af? Hoe groot is het
verschil?

b Voor welke waarde van ¢ beginnen P en Q voor de tweede keer
tegelijk aan een nieuwe trilling?

¢ Bereken het eerste tijdstip waarop de afstand tussen P en O gelijk is
aan 30 mm, Rond af op drie decimalen,

Gegeven is de functie f(x) = 2sin’(x) + sin(x) met y
domein [0, 2x].
a Bereken exact de oppervlakte van het grootste vlakdeel f
dat wordt ingesloten door de grafiek van f'en de x-as.
b Bereken algebraisch voor welke p de vergelijking
f(x)=p precies vier oplossingen heeft, /\ L
¢ De grafiek van f'snijdt van de lijn y =p met p > 0 een ol en
lijnstuk met lengte 37 af. figuur G.19
Bewijs dat de grafiek van fop het interval [0, ]
symmetrisch is en bereken exact de waarde van p.

x(f) = sin(r) + cos(r)
w(t)=1+2sin(2t + 1)
De baan van P kan ook geschreven worden in de vorm y = ax® + b.
a Bercken exactacn b.

b Bercken exact de codrdinaten van de keerpunten van de baan,

De baan van een punt P is gegeven door {

234  Gemengdeopgaven ® Noordhoff Uitgevers by




xp(t) =4 cos(51)
vp(t) = 4sin(51)

met ¢ de tijd in seconden en 0 <7 < 27

Van de punten P en Q zijn de bewegingsvergelijkingen {

on {xQ(t) =5cos(31)

Yolt) = 5sin(31)

a Geef de maximale en de minimale afstand tussen P en Q. Voor welke
waarden van ¢ worden deze afstanden bereikt?

Voor de afstand tussen P en Q geldt PO = /1 + 80sin*(7).

b Bewijs dit.

¢ Bereken exact voor welke ¢ de afstand tussen P en O gelijk is
aan /41

d Bercken voor welke 7 het lijnstuk PQ voor de eerste keer evenwijdig
is met de y-as. Rond af op twee decimalen.

x(f) =cos(21)
¥(f) = cos(31)
met 7 in [0, t]. De baan van P is symmetrisch in de x-as.
Zie figuur G.20.
a Bereken in graden de hoek ¢ waaronder de baan van P
zichzelf snijdt op de x-as.
b Stel een vergelijking op van de raaklijn £ aan de baan x
in het snijpunt van de baan met de positieve y-as.
¢ Bereken exact de baansnelheid waarmee P de
negatieve x-as passeert.
d De lijn x = p snijdt de baan in de punten 4 en B
waarbij 4B = 1.
Bercken de waarden van p. Rond af op twee decimalen.

De baan van een punt P is gegeven door

figuur G.20

De baan van een punt P is gegeven door

= =% .
{fg _ ;Egzgt) ) met ¢ in [-1, 37].
Zie figuur G.21.
a Bercken in graden in één decimaal de hock ¢ = x
waaronder de baan van P de positieve x-as snijdt.
b Bereken exact de baansnelheid waarmee P de positieve / \
X-as passcert.

! ; fi 21

¢ Bewijs dat de baan van P een deel van een parabool is. ke
v
Het lijnstuk OP is cen zijde van het vierkant OPOR zoals Q
in figuur G.22. R
d Stel de bewegingsvergelijkingen op van Q.
e Bereken de oppervlakte van OPOR op het moment dat P’
O de v-as passeert. Rond af op twee decimalen. / 0 \ X
figuur G.22
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K Voortgezette integraalrekening

Primitiveer.
%+
a f(x)_x2—4x+8
b f(x)=3x>sin(x’)
f(x) = cos(x) + 3/1 + sin(x)
d f(x)=(2x +4)cos(2x)
V16 —x?
2x+4

N == — |

L 2T
g /) 2+ 6x-+8

m

-y

Gegeven is de functie f{x) = 4sin*(x) cos(x) met domein

[0, 2m].

a Toon met behulp van differentiéren aan dat de grafick ‘
van f de x-as raakt, y -

b Stel algebraisch de formule op van de raaklijn £ van de V

grafiek van f'in het punt 4 met x, = l:n. 0 W

¢ Vis het gebied dat wordt ingesloten door de grafiek -1
Bereken exact de oppervlakte van V. figuur G.23

van fen de x-as tussen x =0 en x = 37. Zie figuur G.23.

Gegeven is de functic f{x) =

a2 —=A

a Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel V" dat wordt ingesloten
door de grafiek van f, de y-as en de lijn y =3,

b Bﬂeken exact voor welke waarde van p met p > 2 geldt
P

j fx)dx=In(2).

r

x*+ 10x
2+1

a Bercken exact de codrdinaten van de toppen van de grafiek van f,

b Stel algebraisch de formule op van de raaklijn £ van de grafick van
in het punt 4 met x, = 1.

¢ Voor welke waarden van p heeft de vergelijking f{x) = p precies één
oplossing?

d Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel 7 dat wordt ingesloten
door de grafiek van f, de x-as en de lijn x = 3.

Gegeven is de functie f{x) =
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Gegeven is de functie f(x) = (2x* +x — 1)e".
a Bereken exact de codrdinaten van de toppen van de grafiek van f.

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van f'en de x-as.

b Bereken exact de oppervlakte van V.

¢ De lijn x = p verdeelt ¥ in twee delen met gelijke oppervlakte.
Bereken p in drie decimalen.

Bereken de primitieven van f(x) = x*In{x),

b Bereken de primitieven van f{x) = xIn(x?).

¢ Leid een algemene formule af voor de primitieven van de functies
[0 =x"In{x) met n #-1,

d Leid een algemene formule af voor de primitieven van de functies

Jul(X) = x1n(x™).

Gegeven zijn de functies f,(x) = 2 In*(x) — 2p In(x) met p £0.

a Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel dat wordt ingesloten
door de grafiek van f, en de x-as.

b Bercken algebraisch voor welke waarde van p de oppervlakte van het
vlakdeel dat wordt ingesloten door de grafiek van f, en de x-as gelijk
is aan 8.

Gegeven is de functie f{x) =x +e¢™,

a Bereken algebraisch het bereik van f.

b Bereken exact voor welke waarde van p de oppervlakte van het
vlakdeel ¥, dat wordt ingesloten door de grafiek van f; de x-as en de
lijnen x = p en x =-p gelijk is aan 6.

¢ Bereken exact de inhoud van het lichaam dat ontstaat als het vlakdeel
W dat wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as, de y-as en de
lijn x =-1 wentelt om de x-as.

a Bereken de primitieven van de functie f(x) = s i I door teller en
noemer te vermenigvuldigen met ¢,
s , In(sin(x))
b Bereken de primitieven van de functie f(x) = Tz(x) met behulp

van particel integreren.
¢ Bereken de primitieven van de functie f(x) = x+/2x + 1 met behulp
van de substitutie \2x+ 1 =u.
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WN=r-4

v(ty=tln(t+4)

K snijdt zichzelf op de lijn x = 1.

a Toon dit aan,

b Bereken de oppervlakte van het door K omsloten
vlakdeel. Rond af op twee decimalen.

De kromme K is gegeven door {

x(ty = 4sin(r)

»(t) =4sin(f) — 2sin(21)

Vis het rechtervlakdeel dat wordt omsloten door K. Zie

figuur G.25.

a Bereken exact de oppervlakte van V.

b Bereken de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als 7
wentelt om de x-as. Rond af op twee decimalen.

De kromme K is gegeven door{

Gemengde opgaven

t=-2
figuur G.24

figuur G.25
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Overzicht GR-modules

Module

Berekeningen op het basisscherm

+ Eenvoudige berekeningen met onder andere mintekens,
haakjes en tussenstappen

* De toets Ans en fouten verbeteren

+ Breuken invoeren, vermenigvuldigen en delen

* Decimaal getal omzetten in breuk

vwo B deel 1
hoofdstuk 1
bladzijde 14

Formules, grafieken en tabellen vwo B deel 1

+ Formules invoeren en grafieken plotten hoofdstuk 1

« Functiewaarden berekenen op het grafickenscherm en op het bladzijde 42

basisscherm

¢ Tabellen maken en de tabelinstelling veranderen

Toppen en snijpunten vwo B deel 1

« Toppen en snijpunten van graficken hoofdstuk 1

+ Berekenen van nulpunten bladzijde 42

Helling vwo B deel 1

¢+ De richtingscoétficiént van een raaklijn hoofdstuk 2
bladzijde 66

Het gebruik van Ans en lettergeheugens vwo B deel 1

* De toets Ans hoofdstuk 3

* Het gebruik van lettergeheugens

bladzijde 100

Integreren
* Integralen berekenen op het basisscherm
* Integralen berekenen op het grafickenscherm

vwo B deel 3
hoofdstuk 11
bladzijde 126

Allerlei
+ Specificke mogelijkheden van het merk/type GR
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Overzicht routes

9 Exponentiéle en logaritmische functies

9.1 Rekenregels voor logaritmen

opgave 1234|567 |8|9]|10]|11]12
1 basis
® midden
* uitdagend
13|14 |15(16(17(18(19(20(21 (2223
9.2 Exponentiéle en logaritmische formules
opgave 24125|26|27|28|29|30 31|32
01 basis
@®© midden
* uitdagend
33(34(35]36|37|38|39|40 |41 (42|43 |44
9.3 Het grondtal e
opgave 45146 |47 |48 |49 |50 |51 (5253
01 basis
® midden
* uitdagend
54 |55(56|57|58|59|60|61|62|63|64|65

Overzicht routes
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9.4 De natuurlijke logaritme

opgave 666768697071 |72
L1 basis
® midden
* uitdagend
73|74 7576|7778 7980 |81|82(83|84 (85|86
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10 Meetkunde met vectoren

10.1 Vectoren

opgave

10

11

12

L1 basis

® midden

* uitdagend

10.2 Vectoren

en

rota

ties

opgave

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

L1 basis

® midden

* uitdagend

10.3 Vectoren

en

lijnen

opgave

2

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

4142 |43

L1 basis

® midden

* uitdagend

10.4 Vectoren en

hoeken

opgave

44

45

46

47

48

49

50

51

52

£ basis

® midden

* uitdagend

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

10.5 Vectoren bij

snelhei

d en versnelli

opgave

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

L1 basis

® midden

* uitdagend

Overzicht routes
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11 Integraalrekening

11.1 Primitieven en integralen

opgave

1

2

3

4

5

10

11

12

13

14

L1 basis

® midden

* uitdagend

11.2 Oppervlakten

15

16

17

18

19

20

21

opgave

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

L1 basis

® midden

* uitdagend

11.3 Inhouden

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

opgave

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

£ basis

® midden

* uitdagend

60

61

62

63

64

65

66

67

68

11.4 Toepassingen van integralen

opgave

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

L1 basis

® midden

* uitdagend
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12 Goniometrische formules

12.1 Goniometrische formules bij vergelijkingen en herleidingen

opgave 1 3|14|5|6|7|8]|9
£ basis
® midden
* uitdagend

10 12|13(14]15(16(17|18|19|20|21 |22
12.2 Goniometris formules bij symmetrie en primitiveren
opgave 23 25(26(27128(|29|30|31|32|33|34|35
L1 basis
® midden
* uitdagend
12.3 Eenparige cirkelbewegingen en harmonische trillingen
opgave 36 38139 (4041|4243 (44|45
LI basis
® midden
* uitdagend
12.4 Bewegingsvergelijkingen met goniometrische formules
opgave 46 48 149 | 50|51 |52 |53 |54 |55|56|57|58
1 basis
® midden
* uitdagend

59 61 [62|63|64|65

Overzicht routes
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K Voortgezette integraalrekening

K.1 De substitutiemethode

opgave 11234567 |8[9(10(11]12|13[14(15|16
1 basis

® midden
* uitdagend

K.2 Partieel integreren
opgave 1711819 (2021|2223 |24 |25[26|27|28|29
1 basis

® midden
* uitdagend

K.3 Cyclometrische functies
opgave 3031 (32133(34|35(36(37|38|39|40|41 |42
1 basis

® midden
* uitdagend

43 (44 (45|46 47|48 |49

K.4 Breuksplitsen
opgave 50|51(52|53|54|55]|56
01 basis

© midden
* uitdagend

57|58(59|60|61|62|63|64|65|66|67

K.5 Integralen bij parameterkrommen
opgave 6869|7071 (727374757677
L1 basis

® midden
* uitdagend
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Trefwoordenregister

A
amplitude van trilling /62
arccosinusfunctie 203
arcsinusfunctie 203
arctangensfunctie /98
arcus en
cyclometrisch 798
Aubel, Henricus Hubertus
van 65

B

baansnelheid 83

baanversnelling 86, 87

bepaalde integraal 103,
183

bewegingsvergelijkingen &2

bolschijf 7129

bolsegment /29

breuksplitsen 207

C

coé&fficiénten van
polynoom 208

cyclometrische functie 797

D
definitic van logaritme 10
discriminant van

v=xt+bx+c 212
E
e 29
eenparige
cirkelbeweging 759
e-macht 30

Euler, Leonhard 35
exponentieel verval 19
exponentiéle athame 79
exponentiéle groei /9

F
frequentie 162

Trefwoordenregister

G

gelijke vectoren 53
graad van polynoom 208
groeifactor 79
groeipercentage /9

H
halveringstijd 23
Hamilton, William
Rowan 58
harmonische
beweging 162
harmonische trilling 162
hoek tussen lijnen 74
hoek tussen vectoren 74
hoofdstelling van de
integraalrekening 104

I

inhoud bol 729
inhoud kegel 730
inproduct 73
integraal /03
integrand 704
integratieconstante 99
integreren /04
inwendig product 73

K

keerpunt /69

kental 53
kop-staartconstructie 54

L

lengte van vector 53

lijnsymmetrisch 753

In 37

logaritmische
vergelijking 13

M

maximale vitwijking /62

meetkundige betekenis van
inproduct 74

muizenprobleem &9

N

Napier, John 16

natuurlijke logaritme 37

normaalvector van lijn
77,78

nulvector 73

0

omlooptijd 759

omwentelingslichaam //8

onbepaalde integraal 183

onderling loodrechte
componenten 56

ontbinden in
componenten 55

ontbinden met de
abe-formule of
kwadraatafsplitsen 274

oppervlakte onder een
kromme /74

overgaan op ander
grondtal 75

P

parallellogram-
constructie 54

parameterkromme &2

parametervoorstelling van
baan &2

parametervoorstelling van
lijn 68

partieel integreren 190

partieel primitiveren 190

plaatsvector 82

plotten van baan 83
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polynoom 208
primitieve 99
primitieve functie 99
primitiveren /00
Ptolemacus 75/
puntsymmetrisch 153

R

rekenregels voor
logaritmen 10

richting van vector 53

richtingsvector van lijn 67

rotaties 60
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S

snelheidsvector &3
somformules /49
somvector 54
staartdeling 207

stelling van Van Aubel 63
steunvector van lijn 67
substitutiemethode /83

T

tegengestelde vectoren 54
trilling 762

trillingstijd 162

U
uitdelen in plaats van
staartdelen 209

v
vector 53
vectormeetkunde 58

vectorvoorstelling van lijn 67

veelterm 208
verdubbelingsformules 749
verdubbelingstijd 23
verschilformules 748
versnellingsvector 86

W

wentelen om de x-as 122
wentelen om de y-as 124

Trefwoordenregister
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Bij dit boek hoort een digitale leeromgeving.
Als je de opdrachten online maakt, zie je direct wat er al goed gaat. Je krijgt
daarbij handige tips, zodat je het de volgende keer beter doet.

Op basis van je resultaten krijg je bovendien opdrachten op jouw niveau. Dus
wat moeilijker als het goed gaat of met meer hulp als je dat nodig hebt.
Met de oefentoetsen kun je je voorbereiden op het proefwerk.

Als je meer uitleg nodig hebt, zijn er ook nog handige uitlegvideo’s.
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