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Voorwoord

Aan de docent,

Het boek vwo B deel 1

Samen met de delen 2, 3 en 4 van vwo wiskunde B bevat dit boek de
leerstof van het programma vwo wiskunde B, zoals dat met ingang van
2015 1s vastgesteld.

De totale studielast voor het vak vwo wiskunde B 1s 600 uur. De delen
1, 2, 3 en 4 bevatten samen 17 hoofdstukken.

De vier hoofdstukken van dit boek hebben elk een studielast van
ongeveer 30 uur.

In hoofdstuk 1 komen enkele aspecten van de subdomeinen B1 (Formules
en functies), B3 (Functies en grafieken) en B5 (Vergelijkingen en
ongelijkheden) aan de orde. In hoofdstuk 2 worden gedeelten van de
subdomeinen C1 (Afgeleide functies) en C2 (Technieken voor
differentiéren) behandeld. Het subdomein E1 (Meetkundige
vaardigheden) komt in hoofdstuk 3 aan bod. In hoofdstuk 4 is de focus
gericht op de subdomeinen B4 (Inverse functies) en BS5.

De actief lerende leerling

In deze 13¢ editie tweede fase zijn er nieuwe elementen in de leerboeken
opgenomen die het actieve leren van de leerlingen ondersteunen en
stimuleren.

Elke paragraaf begint met een opsomming van de kennis en vaardigheden
die aan bod komen. Hiermee wordt enerzijds een vervolg gegeven aan de
onderbouwboeken, waarin er aan het begin van elke paragraaf een
opsomming van de leerdoelen staat. Anderzijds vindt aansluiting plaats
bij de parate kennis en vaardigheden uit de syllabus.

Met de Kennis- en vaardighedencheck (KVC) aan het eind van een
paragraaf kunnen leerlingen controleren of ze de kennis en vaardigheden
van de paragraaf beheersen. Met de Kennis- en vaardighedentest (KVT)
aan het eind van het hoofdstuk kunnen leerlingen controleren of ze de
kennis en vaardigheden van het hoofdstuk beheersen. De antwoorden van
de KVC'’s staan direct onder de opgaven en de antwoorden van de KVT’s
zijn achter in het boek te vinden. De leerling krijgt zo de mogelijkheid
om snel te controleren of de kennis en vaardigheden worden beheerst.
De productieve vaardigheden uit de syllabus komen vooral aan bod in de
afsluitende opgaven en in de Gemengde opgaven. Het is belangrijk dat
leerlingen beseffen dat deze opgaven het beoogde eindniveau hebben.
Daarom zijn de Gemengde opgaven in deze editie direct achter de KVT
geplaatst.
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Een andere vernieuwing in deze editie is het regelmatig terug laten keren
van onderwerpen uit eerdere hoofdstukken of paragrafen, ook wel bekend
als gespreid en gevarieerd oefenen. Uit onderzoek blijkt dat leerlingen
daarmee beter leren onderscheiden en herkennen wanneer zij welke
aanpak kunnen gebruiken en dat daarmee de stof beter beklijft. Zie voor
verdere details de handleiding.

Naast de nieuwe elementen heeft de Voorkennis een andere plek
gekregen. Voorkennis is nu te vinden aan het begin van een
(sub)paragraaf waar het activeren ervan wenselijk is.

Drie leerroutes

Net als in de 12° editie wordt er in deze editie gewerkt met drie
leerroutes: de basisroute, de middenroute en de uitdagende route. De
theorie is voor alle routes gelijk. Bij de opgaven zijn de routes
aangegeven met symbolen. Door te werken met deze routes maken
leerlingen niet alle aangeboden opgaven. De routes zijn zo samengesteld,
dat alle leerlingen ongeveer in hetzelfde tempo het hoofdstuk
doorwerken. Nieuwe theorie kan dus klassikaal aan de orde komen.

In de basisroute ligt veel nadruk op het inslijpen van basisvaardigheden.
In de middenroute worden enkele gewone opgaven overgeslagen en in
plaats hiervan maken de leerlingen opgaven die dieper op de stof ingaan.
De uitdagende route is voor de leerlingen die de basisstof snel oppikken.
Deze leerlingen maken nog minder gewone opgaven. Zo komt er tijd vrij
om aan uitdagende opgaven te werken.

De docent kan bepalen in welke route een leerling start, of het aan de
leerling zelf overlaten. In geval van twijfel is het verstandig de leerling in
de middenroute te laten beginnen. Het is van belang om regelmatig te
monitoren of de gekozen route de juiste is.

De digitale leeromgeving van Getal & Ruimte

Bij sommige gedeeltes van het boek kunnen opgaven ook digitaal
worden gemaakt. Daarbij krijgt de leerling zoveel mogelijk gepaste
feedback. Tevens kan de leerling in de digitale omgeving uitwerkingen
bekijken.

In het docentenmateriaal staan studiewijzers die een indicatie geven van
de hoeveelheid leerstof die per week kan worden doorgewerkt. Verder
zijn bij elk hoofdstuk toetsopgaven opgenomen. In het online materiaal
voor de leerlingen staat bij elk hoofdstuk een oefentoets.

Zoals altijd stellen we op- en aanmerkingen van gebruikers zeer op prijs.

voorjaar 2024
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V1

o1
MYOR 3

MYOR 3

R3
MYOR 5

A4

MYOR 3

ES
MIOE 3

Legenda

Voorkennisopgave

Een opgave over een onderwerp uit
de onderbouw of uit een voorgaand
hoofdstuk.

Oriénterende opgave
Een opgave waarmee je je oriénteert
op de theorie erna.

Gewone opgave

Een opgave waarmee je oefent met
wat er in de theorie aan bod is
geweest.

Reflectie-opgave

Een opgave waarmee je terugkijkt op
een voorgaand probleem, of waarmee
je op een andere manier naar
voorgaande stof kijkt.

Afsluitende opgave
Een opgave waarmee je oefent op het
beoogde beheersingsniveau.

Extra opgave
Een opgave die je extra uitdaagt.

[] Kennis- en vaardighedencheck

Je controleert of je de kennis en/of
vaardigheid beheerst door de
bijbehorende opgave te maken.

Checkopgave

Een opgave waarmee je controleert of
je de kennis en/of vaardigheid goed
beheerst.

Route-aanduiding
Een opgave van de basisroute.

Een opgave van de middenroute.

Een opgave van de uitdagende route.

NB: De symbolen van de route-
aanduiding kunnen in combinaties
voorkomen.

Opgaven zonder routeaanduiding
In de Kennis- en vaardighedentest en
in de Gemengde opgaven hebben
opgaven geen routeaanduiding.

(»er] Verwijzing naar een module
over het gebruik van de grafische
rekenmachine. Zie ook het overzicht
van de modules achter in dit boek.

(»werkeLAD] Verwijzing naar een
werkblad achter in dit boek.
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Functies en grafieken

Elke parabool van de vorm y = -x2 + bx gaat door de
oorsprong, waarbij de hoek waaronder de parabool door
de oorsprong gaat afhangt van b. De toppen van al deze
parabolen liggen op een parabool.

Welke formule hoort bij deze parabool?
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V1

V2
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1.1 Lineaire verbanden

Kennis en vaardigheden

e Je kent de eigenschappen van een lineair verband.

e Je kunt de formule van een lijn opstellen bij een gegeven punt en richtingscoéfficiént.
e Je kunt de formule van een lijn opstellen bij twee gegeven punten.

e Je kunt de formule van een lineair verband opstellen bij een praktische situatie.

Voorkennis Lineaire vergelijkingen oplossen

Gebruik bij het oplossen van lineaire vergelijkingen het volgende
werkschema.

Werkschema: lineaire vergelijkingen oplossen

1 Werk de haakjes en de breuken weg.

2 Herleid beide leden.

3 Zorg ervoor dat in het linkerlid alleen een term met x overblijft
en in het rechterlid alleen een getal.

4 Deel beide leden door het getal dat voor x staat.

Z0 gaat het oplossen van de vergelijking 2(x — 1) —x = 3x + 4 als volgt.
2x—1)—x=3x+4 Werk de haakjes weg.

2x—2-x=3x+4 Herleid beide leden.

x—2=3x+4 Links en rechts 3x aftrekken en 2 optellen.
-2x=6 Deel beide leden door -2.

x=-3

In welke stap bij het oplossen van de vergelijking 2x — ;— = %x +3
zit een fout?

2x— % = %x +3

30— 12 10+ 45 2510 |

20x = 46 ) o i
x= 213—0 Jstap
A stap 1 B stap 2 C stap 3 D geen fout

In de vergelijking 3 (x — 4) =1(2x + 5) staan zowel haakjes als breuken.
Je kunt de vergelijking oplossen door eerst de haakjes weg te werken en
dan de breuken, maar het kan ook andersom.

Geef een uitwerking volgens beide manieren. Krijg je inderdaad beide
keren de oplossing x = 13%?

Hoofdstuk 1 Functies en grafieken © Noordhoff Uitgevers bv
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MYOR 5

Los op.
aldSx—2=3x+6

b4-5x—-1)=32x+1)
c 3x—08=24x+1.,6
d 10-3x+1)=5x—-(2x—-1)

d2x—1)=13x-2
%x— 1 Z%x+2
tx—15=25x-3
Fx=1)=3(01-5

T Q@ = 0

Gegeven zijn vier lineaire formules en de bijbehorende grafieken.
Zock bij elke formule de juiste grafiek.

a y=ix+j b y=-ix+3 ¢ y=ix+: d y=-ix+;
Y Y Y Y
| 2 2 ~4
= “ 2 /// ' \\\S\X
O 2 / @) 1
- / [
1 o 1| 2‘ X -0 1| % X 1
I 1l I Y

Theorie A Formules vande vormy =ax + b

De algemene vorm van een lineaire formule is y = ax + b.

Er bestaat een lineair verband tussen x en y. We zeggen ook wel:
y is een lineaire functie van x.

De bijbehorende grafiek is een rechte lijn.

De richtingscoéfticiént is a en het snijpunt met de y-as is (0, b).
In plaats van richtingscoéfficiént zeggen we ook wel helling.

Van de lijn /: y = 3x + 4 1s de richtingscoéfficiént 3.
Notatie: rc, = 3.

De lijn m: y = 3x — 2 1s evenwijdig met /, want deze lijnen
hebben dezelfde richtingscoéfficiént.

rc; = 3 betekent:
1 naar rechts en
3 omhoog.

Is a =0, dan heb je met een constant verband te maken.
Van de lijn n: y =5 1s de richtingscoéfficiént 0.
Dus de lijn 7 is een horizontale lijn.

n:y=>5 oftewel
n.y=0x+3.

Bij y =ax + b is y een lineaire functie van x.
De bijbehorende grafiek is een rechte lijn.
Van deze lijn is a de richtingscoéfficiént en
(0, b) het snijpunt met de y-as.

© Noordhoff Uitgevers bv 1.1 Lineaire verbanden
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Voorbeeld

a De lijn k&: y = ax + 13 gaat door het punt A(4, -7).
Bereken a.

b De lijn m gaat door het punt B(-2, 9) en is evenwijdig met de lijn
l:y=-3x+8.
Stel de formule op van m.

Uitwerking
a y=ax+13 }
4a+13=-7
door A(4,-7) dg=-20
a=-5

b my=ax+b
m// 1, dus a=rc, =r1c,=-3.
y=-3x+b } _
3:--2+b=9
door B(-2, 9) 6+bh=9
b=3
Dus m: y=-3x + 3.

a De lijn k gaat door het punt 4(-2, 3) en rc, =-2.
Stel de formule op van £.

b De lijn / gaat door het punt B(-5, 21) en is evenwijdig met de lijn
m:y=4x—6.
Stel de formule op van /.

De lijn p gaat door het punt C(-18, 30) en is evenwijdig met de lijn

q:y=-3x.

a Stel de formule op van p.

b Bereken de coordinaten van het snijpunt van p met de x-as, en de
coordinaten van het snijpunt van p met de y-as.

a De lijn k gaat door het punt 4(4, 3) en is evenwijdig met de lijn
Ly=-3x+1.
Stel de formule op van £.

b De lijn m: y = ax + 3 gaat door het punt B(-4, 2).

Bereken a.

¢ Delijnn:y= Z%x + b snijdt de x-as in hetzelfde punt als de lijn
p.y= —l%x + 6.
Bereken b.

Hoofdstuk 1 Functies en grafieken
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MIOR 5

A7
MJOF S

A8
©*

A9
MYOR 5

De punten B(3, 5) en C(0, 3) zijn hoekpunten van y
trapezium OABC. De punten 4 en B liggen op een

horizontale lijn. Zie de figuur hiernaast.

Bereken de lengte van zijde AB. ¢

Gegeven zijn de lijnen k: y = %x +2,y=ax—4

enm.y=-2x+b. o)
a Voor welke b ligt het punt P(-8, 0) op m?
b Voor welke a en b zijn [ en m evenwijdig en ligt
het punt Q(10, 7) op m?
¢ Voor welke @ en b gaan alle drie de lijnen door het punt R(8, 6)?
d Voor welke @ en b snijden &, / en m elkaar in hetzelfde punt op de
x-as?

Gegeven zijn de lijnen k: y=ax + 1 en [: y=2ax — 2a.

Voor elke waarde van a gaat k door het punt 4 en / door het punt B.

a Bereken de coordinaten van 4 en B.

b Voor welke a snijden & en / elkaar in het punt C met x-coordinaat 10?
Wat is de y-coordinaat van C?

Gegeven zijn de lijnen £: y = %x +15, Ly= —%x + 8% en

m:y= %x -

Het snijpunt van &k en / is A en het snijpunt van / en m is B.
Bereken de lengte van het lijnstuk AB. Rond af op één decimaal.

Het water in een recreatieplas heeft op 1 mei een temperatuur van 8 °C.

Daarna warmt het water elke week op met 1,4°C.

a Stel de formule op van de temperatuur 7 in °C van het water in de
recreatieplas als functie van de tijd # in dagen. Neem 7= 0 op | meli.

Op 15 juli is de temperatuur van het water 23 °C en dat blijft zo tot

1 september. Vanaf 1 september neemt de temperatuur af met 2,4 °C per

maand.

b Stel de formule op van de temperatuur 7 in °C van het water ¢ dagen
na 1 september en bereken hiermee hoeveel dagen na 1 september de
temperatuur weer 8 °C is. Neem aan dat elke maand 30 dagen telt.

Ciad B

© Noordhoff Uitgevers bv

1.1 Lineaire verbanden 11



010 De lijn / gaat door de punten A(2, 1) en B(6, 4).
BD@%x Zie de figuur hiernaast.

Vul in.

Voor de lijn / geldt:
ga je 4 naar rechts, dan ga je 3 omhoog, dus

ga je 1 naar rechts, dan ga je ... omhoog.

Dusre,= ...

b Ergeldtdatx,—x,=6—-2=4.
Vul in. ©
VBT VAT s

¢ Hoekun je metx; —x,eny,—y, de
richtingscoétficiént van / berekenen?

Theorie B Een lijn door twee gegeven punten

1
1
1
1
1
A1
1
1
1
1
034"-----

xp 18 de x-coodrdinaat
van het punt P.
¥p 1s de y-coordinaat
van het punt P.

Bij de opgaven die hierna komen, heb je regelmatig je rekenmachine
nodig. We gaan ervan uit dat je over een grafische rekenmachine (GR)
beschikt. Je kunt hiermee leren werken door af en toe een module uit

de handleiding GR door te nemen. Deze handleiding vind je in de

digitale leeromgeving van Getal & Ruimte.

[»GR] Neem de module Berekeningen op het basisscherm door.

Zijn van een lijn twee punten gegeven, dan is de richtingscoéfficiént
te berekenen. Daarbij gebruiken we de notatie x, voor de x-coordinaat
van A en y, voor de y-coordinaat van A. Evenzo gebruiken we x en y,.

Van een lijn / waarvan de codrdinaten van twee
punten bekend zijn, is de richtingscoéfficiént als
volgt te berekenen.

Voor de lijn / in de figuur hiernaast geldt:

ga je x; — x, naar rechts, dan ga je y, —y, omhoog,

dus ga je 1 naar rechts, dan ga je Y5 — A omhoog.

Xp— Xy
Y= V4
Xp—X4

Dus rc, =

12 Hoofdstuk 1 Functies en grafieken
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Voor y, —y, schrijven we Ay, dus Ay =y, —y,.

Voor x; — x, schrijven we Ax, dus Ax =x, —x,.

A is de Griekse hoofdletter D. Je spreekt A uit als delta.
D is de eerste letter van differentie, dat verschil betekent.

De richtingscoéfficiént van de lijn door

A —
de punten A4 en B is U yA.
Ax xp—x,

Voorbeeld

Stel de formule op van lijn / door de punten P(2, -1) en Q(6, 5).

Uitwerking
y=ax+b
a:A_y:ﬂzll

Afc 6-2 2
y=15x+b}1l-2+b=—1

- 2
door P(2,-1) b1
b=-4

Dusl:y=1ix—4.

Bij praktische situaties worden vaak andere letters dan
x en y gebruikt.

In de formule N = at + b 1s N een lineaire functie van ¢.
We zeggen ook wel dat N is uitgedrukt in ¢.

Z1jn bij twee waarden van ¢ de bijbehorende waarden
van N gegeven, dan kun je de formule van N als functie
van ¢ opstellen.

_verticale toename

c= :
horizontale toename

Is N een lineaire functie van ¢, danis N=ar + b

maa=éﬂ
At°

Byy=ax+bis
* y een functie van x
* y uitgedrukt in x.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Voorbeeld

Een auto begint te remmen, waarbij de snelheid lineair afneemt.
Na 2 seconden is de snelheid 90 km/u en na 5 seconden is de
snelheid 45 km/u.

Druk de snelheid v in km/u uit in de tijd  in seconden, met =0
op het moment dat de auto begint met remmen.

Uitwerking ‘ Av
v=at+b< ‘Bijv=at+bh00rta=A—t.
bijrzzhoortv=90}a:g:45—90:_15
bij =5 hoort v=45 At 5-2
;’;;1;’:390}—15 2+5=90

-30+5=90

b=120

Dus v=-15¢+ 120.

R11 Zie het voorbeeld op de vorige bladzijde.
D@* a Inhet voorbeeld is Ay =y, — y, genomen.
Wat krijg je als je Ay = yp — y, neemt?
Welke Ax hoort daarbij? Krijg je zo ook rc; = 1;12—?
b In het voorbeeld is het punt P(2, -1) gebruikt om b te berekenen.
Krijg je ook b =-4 als je het punt Q(6, 5) gebruikt?

R12 In het voorbeeld hierboven is v uitgedrukt in .
D@%* Stel de formule van ¢ op als functie van v.

13 a Stel de formule op van lijn / door de punten A(-1, 1) en B(1, 4).
® b Kis een lineaire functie van m.
Voorm=51s K=10envoorm=121s K=115.
Druk K uit in m.
c Stel de formule op van lijn k£ door de punten C(-3, 5) en D(2, 0).
d Er bestaat een lineair verband tussen F en R.
Voor R=3001is F=15en voor R=138is FF =42,
Schrijf R als functie van F.
e In een assenstelsel met een horizontale n-as en een verticale g-as
is de lijn door de punten (6, 35) en (10, 49) getekend.
Stel de formule op van deze lijn.

14 Hoofdstuk 1 Functies en grafieken © Noordhoff Uitgevers bv



14 a Lijn k gaat door de punten A(8, 8) en B(20, 11) en lijn /
OEx gaat door de punten (2, 14) en D(50, -10).
Stel van k en van [ de formule op en bereken de coordinaten
van het snijpunt £ van deze lijnen.
b Tussen M en N bestaat een lineair verband.
Voor M=51s N=62 en voor M =20 1is N = 86.
Druk N uit in M en druk M uit in N.

A15 Hiernaast is in een assenstelsel rechthoek OABC y
L®3% metzijden 6 en 4 getekend. De punten D, E en F clo4, E B
zijn middens van de zijden.
De lijnen DE en BF snijden elkaar in punt S. De
lijn A4S snijdt de y-as in punt 7.
Bereken de coordinaten van 7.

o) H = ft A6.0)

A16 Tijdens een pandemie is het aantal toegediende doses vaccin per
D@®* 100 inwoners tussen | januari en 1 juli van een jaar lineair toegenomen.

Op 31 januari waren er 15 doses per 100 inwoners toegediend en op

1 mei waren dat er 75.

a Stel de formule op van het aantal toegediende doses per
100 inwoners N als functie van de tijd 7 in dagen, met 7 =1 op
1 januari. Gebruik dat =121 bij 1 mei hoort.

b Op welke dag is het aantal doses per 100 inwoners voor het eerst
meer dan 85?

A17 Onderzoek of elke lijn door de punten A(p, p + 1) en B(2p, p + 2) met
% p # 0 de negatieve x-as snijdt.

© Noordhoff Uitgevers bv 1.1 Lineaire verbanden 15
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Met de kennis- en vaardighedencheck kun je controleren of je de kennis en

vaardigheden van de paragraaf kent en beheerst. Achter elke kennis of vaardigheid

wordt verwezen naar de bijbehorende checkopgave en theorie.

Maak de checkopgave en controleer je antwoord. De antwoorden staan onder de
opgaven. Heb je het antwoord niet goed of twijfel je hoe je de uitwerking moet
noteren, bekijk dan het uitwerkingenboek en bestudeer zo nodig nogmaals de
aangegeven theorie.

Kennis- en vaardighedencheck

[ ] Ik ken de eigenschappen van een lineair verband.

[ ] Ik kan de formule van een lijn opstellen bij een gegeven punt en
richtingscoéfficiént.

[ ] Ik kan de formule van een lijn opstellen bij twee gegeven punten.

[ ] Ik kan de formule van een lineair verband opstellen bij een praktische situatie.
Gegeven zijnde lijnen k: y=ax+ 2, y=-2x+3enm:y=4x + b.

a Voor welke a zijn £ en / evenwijdig?

b Voor welke b hebben & en m hetzelfde snijpunt met de y-as?
¢ Voor welke @ en b hebben k, [ en m hetzelfde snijpunt met de x-as?

De lijn / gaat door het punt A(-6, 3) en is evenwijdig met de lijn
kiy=25x+4.
Stel de formule op van /.

Stel de formule op van lijn m door de punten P(4, 17) en Q(24, 2).

Tijdens een vlucht van een Airbus A320 is er na 250 km vliegen 11 ton

kerosine in de brandstoftanks aanwezig, 1200 km verder is dat nog 7,4 ton.
Er bestaat een lineair verband tussen de aanwezige hoeveelheid kerosine &

in ton en de vluchtafstand 7 in km.
Stel de formule op van £ als functie van V.

» OPGAVE C1
THEORIE A
» OPGAVE C2
THEORIE A

» OPGAVE C3
THEORIE B

» OPGAVE C4
THEORIE B

Antwoorden
Cl aa=-2
b b=2

c a=-l3enbh=-6
c2 Ly=25x+18
C3 m:y=-3x+20
Ca k=-0,003V+11,75

Hoofdstuk 1 Functies en grafieken
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1.2 Tweedegraadsvergelijkingen en
tweedegraadsfuncties

Kennis en vaardigheden

e Je kunt verschillende typen tweedegraadsvergelijkingen algebraisch oplossen.
e Je kunt de nulpunten van een tweedegraadsfunctie algebraisch berekenen.

e Je kunt de extreme waarde van een tweedegraadsfunctie berekenen met

behulp van de formule x,,, = o

De vergelijkingen x* + 7x — 8 = 0 en x* + 7x = 0 zijn op te lossen met
ontbinden in factoren en daarna de regel ‘4 - B=0geeft A=0v B=0’
te gebruiken.

a Welke ontbinding van het linkerlid van x?> + 7x — 8 = 0 is juist?
Ax+1)x—8)=0 Cx—-Dx—8)=0
B(x-—Dx+8)=0 Dx—1)(x—7)=0

b Maroua lost de vergelijking x*> + 7x = 0 op door het linkerlid te
ontbinden in x(x + 7).

Welke oplossingen krijgt Maroua?

De kwadratische vergelijkingen hieronder zijn te verdelen in vier
verschillende typen. Elk type kan op een andere manier opgelost
worden. Van elk type zijn er twee.

Zoek de vergelijkingen van hetzelfde type bij elkaar.

1 4x%=9x 5x2+8=9
2 4x2—15x=5x—24 6 4x*=9
33— 10x=8x+15 7 x2+8x=9x
4 3x2=8—x* 8 x2+9x=38

Theorie A Typen tweedegraadsvergelijkingen

De algemene vorm van een kwadratische vergelijking, oftewel
tweedegraadsvergelijking is ax? + bx + ¢ = 0 met a # 0. Bij het
oplossen van tweedegraadsvergelijkingen kun je gebruikmaken
van het schema op de volgende bladzijde. Hierbij wordt
onderscheid gemaakt tussen vergelijkingen met twee en met
drie termen. Bij tweedegraads vergelijkingen met drie termen
gebruik je soms de abe-formule.

Bij de abc-formule 1s aan de discriminant D De abc-formule

te zien hoeveel oplossingen er zijn: ax? + bx + ¢ =0 met a # 0 geeft
» voor D > 0 zijn er twee oplossingen b+ \/5 h— \/5

» voor D =0 is er één oplossing X=X T T

» voor D <0 is er geen oplossing. met D = b2 — 4ac

© Noordhoff Uitgevers bv 1.2 Tweedegraadsvergelijkingen en tweedegraadsfuncties
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Het oplossen van tweedegraadsvergelijkingen

twee termen

ax’ +bx=0
Aanpak: breng x buiten haakjes.
¢ 5x2—-T7x=0
x(5x—=T7)=0
x=0vix=7
x=0vx=1§
¢ 3x=x?
3x—x*=0
x3-x)=0
x=0vx=3

ax*+c=0
Aanpak: herleid tot de vorm x? = getal.
« 3x-30=0

3x2=30

x*=10

x=+/10 vx=-/10
« 4> +40=0

4x? =-40

x*=-10

geen oplossing

drie termen

ax’+bx+c=0
en het linkerlid is te ontbinden.

Aanpak: gebruik de product-som-methode.

e xX2—6x—-7=0
x+Dx—-7)=0
x=-1vx=7

o 2x2=2x+12
2x2—-2x—12=0
X—-x—6=0

(x+2)(x—3)=0
x=-2vx=3

ax*+bx+c=0

en het linkerlid is niet te ontbinden.

Aanpak: gebruik de abc-formule.

e 2x2—5x—-7=0
D=(-5)%-4-2--7=81,dus D=9

SR TVA LI

e X2+ 7x+2=0
D=72-4-1-2=41

48 -7- A
"3 V¥ T3

2

X

X

Het stap voor stap oplossen van een vergelijking, zoals in het schema
hierboven is gedaan, heet algebraisch oplossen. Bij de opdracht los
algebraisch op kan gevraagd worden om de oplossingen te benaderen.
De opdracht bereken exact de oplossingen betekent dat je langs
algebraische weg de oplossingen berekent en deze niet benadert.

Je laat dus oplossingen als x = \/§ en x = % staan.

. _18 _2-V36
Oplossingen alsx—ﬁ enx=—j,
Dusro 181 2736 _2-6_
us x =5 =1y enx 1 4

12— 6+/7

Bijx=Tkrijgjex=2—\ﬁ.

Hoofdstuk 1 Functies en grafieken
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Door bij de oplossing x = 7 eenzo groot Breng een zo groot mogelijke
mogelijke factor voor het wortelteken te brengen, ]f;ci‘goz/%ozr E%V‘;?lﬂfitfken'
L. 8-48 8-43 J48=212.
krijgje x = = .
7 7
Voorbeeld
Bereken exact de oplossingen.
a 2x+1)=25 c 3x*—6=3x
b 4x’=6x—2 d x’-3=4x
Uitwerking
a 2x+1)7=25 c Ix*-6=3x
2x+1=5v2x+1=-5 3x-3x—-6=0
2x=4v2x=-6 ¥-x—-2=0
x=2vx=-3 x+DHx—2)=0
x=-1lvx=2
b 4x*=6x—2 d x>—3=4x
4x2—6x+2=0 ¥?—4x-3=0
2x2—3x+1=0 D=(4P2-4-1--3=28 dus/D=2./7
D=(-3P-4-2-1=1,dus D=1 4+27 4-27
_3+1 _3-1 x= vX=
X==7= —1vx——4 =3 2 2
x=2+ \ﬁvx =2- \ﬁ

Zie het voorbeeld.
a Volgens Julia kun je in voorbeeld b de vergelijking 2x* —3x + 1 =0
ook oplossen door 2x? — 3x + 1 te ontbinden in factoren.
Welke ontbinding bedoelt Julia?
4427 4-27
VX

b In voorbeeld d wordt de oplossing x = 3 7

vereenvoudigd tot x =2+ /7 vx=2—/7.
Licht deze vereenvoudiging toe.

Bereken exact de oplossingen.

a 3x>—6x=24 d3x2—2x—6=0 Gebruik de abc-formule
b 3x’—6x=-3(x—6) e x>—3x=5(x—3) alleen als het niet anders
c 2x>—3x=2 f 2x?—5x=3x kan.

Bereken exact de oplossingen.
a 6—x*=-2 c 3(x+2)P+5=80 e 2x—1y +5=1
b 2x*’=9x+5 dj(x—37-3=5 f 8—3(4x—-5)°=5

© Noordhoff Uitgevers bv 1.2 Tweedegraadsvergelijkingen en tweedegraadsfuncties 19
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Bereken exact de oplossingen.
a (x+3)>=16x
b 2x+3)Y2=-16

c 2(x +3)*=-4x
d (2x+3)4-x)=9

Bereken exact de oplossingen.
a 2x?—13x=3(x—10)
b 3x*+2x+7=T7(x+1)

¢ 100(x2—1)=525
d 2(x—3)2=3x-10

In deze opgave ga je de abc-formule bewijzen.
Ga uit van ax*>+ bx + ¢ =0.
a Deel alle termen door a.
Welke vergelijjking krijg je?
b De vergelijking van vraag a komt op hetzelfde

bY b ¢
neer als (x + Za) T up T, 0.
Laat zien dat dit klopt.

¢ Maak het bewijs af.

e (4x+3)?=36
£ 4(x+ 3= dy

e 5(4x—1)(6x—5)=0
f 1(2x—3)2-3=1

Bewijzen (dat)

Bij bewijzen geef je een
redenering en/of exacte
berekening waaruit de juistheid
van het gestelde blijkt.

Uit de uitwerking moet blijken
welke stappen zijn gezet.

Gegeven zijn de functies f(x) =2x — 4 en g(x) =- ,];x +b.
Bereken exact voor welke waarden van b de top van de grafiek
van de functie A(x) = f(x) - g(x) op de grafiek van g ligt.

Gegeven is de functie f(x) = x> + 2x — 8.
a Los de vergelijking f(x) = 0 op.

b Welke informatie over de grafiek van f'heb je nu?

Gegeven is de functie f(x) = ax> + bx meta#0en b # 0.

De grafiek van f'snijdt de x-as in de oorsprong en in het punt A(- g, 0).

a Toon dit aan.

Uit het bovenstaande volgt dat voor de top van de
grafiek van f'geldt dat x,, = —%‘
b Licht dit toe.

Door de grafiek van f'te verschuiven, ontstaat de
grafiek van de functie g(x) = ax? + bx + c.

c Welke verschuiving is dit?

d Licht toe dat uit het bovenstaande volgt dat

ook voor de grafiek van g geldt dat x,,, = b

Hoofdstuk 1 Functies en grafieken

Aantonen dat

Bij aantonen geef je een
redenering en/of berekening
waaruit de juistheid van het
gestelde blijkt.

Uit de uitwerking moet blijken
welke stappen zijn gezet.
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Theorie B Nulpunten en extreme waarden

De algemene vorm van een kwadratische functie, oftewel
tweedegraadsfunctie is f(x) = ax? + bx + c met a # 0.
De bijbehorende grafiek is een parabool. Voor a > 0 is

de grafiek een dalparabool en voor a < 0 is de grafiek
een bergparabool.

Hiernaast zie je de grafieck van de functie y

f(x) =x%— 2x — 3. De grafiek snijdt de x-as in de punten

(-1, 0) en (3, 0). Dat betekent dat /(-1) =f(3) = 0. De \ 4 f/

getallen -1 en 3 heten de nulpunten van de functie f. \ 3 /
2

Een nulpunt van een functie fis een x-waarde
waarvoor geldt f(x) = 0.

X
Om de nulpunten van de functie f(x) =x> —2x — 3 te N ] 12
berekenen, los je de vergelijking f(x) = 0 op. Je krijgt /
xX2—=2x—-3=0
(x+1Dx—=3)=0 -3

x=-1lvx=3
Dus de nulpunten zijn -1 en 3.

In de figuur zie je dat de top van de grafiek van fhet punt (1, -4) is.
Je kunt de coordinaten van de top berekenen met de regel hieronder.

Van de grafiek van de tweedegraadsfunctie f(x) = ax* + bx + ¢

. __ b . _
IS Xiop =5 Verder is y,,, = f(x,,)-

Bij f(x) = 2 — 2x — 3 krijg je x, == ->2—=1 en

2a 21
Vop=f)=12=2-1-3=-4.

Omdat -4 de kleinste functiewaarde is van f zeggen we: het minimum
van f1s —4. Notatie: min. is f(1) = -4. Bij een bergparabool is er sprake
van een maximum. Maxima en minima heten extreme waarden of
kortweg extremen.

Als er naar een extreme waarde wordt gevraagd, geef je aan of het een
minimum of een maximum is en voor welke waarde van x dit minimum
of dit maximum bereikt wordt.

© Noordhoff Uitgevers bv 1.2 Tweedegraadsvergelijkingen en tweedegraadsfuncties 21
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Voorbeeld

a Bereken exact de nulpunten van de functie f(x) = —%xz —x+3.
b Bereken de extreme waarde van de functie g(x) =-0,6x> +2,4x — 1.

Uitwerking

a f(x)=0geeft-3x2—x+3=0
x*+3x—9=0
D=3%—4-1--9=45 dus \\D=3\/5

—3+3\f S 3[

X =

-3+ 3( —3 3( Een nulpunt is geen punt
Dus de nulpunten zijn maar een getal

=2 geeft y,,, =8(2)=-0,6 - 22+2,4-2-1=14

B Yiop = 2-—06

a=-0,6, dus a <0, dus bergparabool en max. is g(2) =1 /]\4

Een maximum is een grootste functiewaarde, dus het maximum is de y-coordinaat. ’

a Bereken exact de nulpunten van de functie f(x) = x*> + 5x + 2.
b Bereken van de grafiek van de functie g(x) =-x*>+3x + 4 de
coordinaten van de snijpunten met de x-as.

a Bereken de extreme waarde van de functie f(x) = x*> —4x + 1.
b Bereken de coordinaten van de top van de grafiek van de functie
g(x) =2x? + 6x + 3.

a Bereken exact de nulpunten van de functie f(x) = 2x* + 8x + 3.

b Bereken exact de coordinaten van de snijpunten van de grafiek
van de functie g(x) = -2x* + 4x + 14 met de x-as.

c Bereken de coordinaten van de top van de grafiek van de functie
h(x) = 4x* + 14x.

d Bereken de extreme waarde van de functie &(x) = -0,3x> + 6x — 2.

a De top van de grafiek van de functie f(x) = 0,15x% — 1,2x + 5 ligt
opdelijn k: y =3x+ b.
Bereken b.

b De top van de grafiek van de functie g(x) = —%x"- + 6x + ¢ ligt op
de lijn /: y = 13x + 4.
Bereken de extreme waarde van g.

Hoofdstuk 1 Functies en grafieken © Noordhoff Uitgevers bv



A33 De top van de grafick van de functie f(x) = —%x"- + bx + 5 ligt
@  rechts van de y-as. Het maximum van f'is 7.
Bereken exact de nulpunten van f.

A34 De functie f(x) = ax* + bx + ¢ heeft de nulpunten -3 en 5 en een
¥ maximum van 6.
Bereken a, b en c.

E35 a Alle toppen van de parabolen y = ax” + 4x liggen op een lijn.
* Stel de formule op van deze lijn.
b Alle toppen van de parabolen y = ax> — 3x liggen op een lijn.
Stel de formule op van deze lijn.
c Alle toppen van de parabolen y = ax? + bx liggen op een lijn
met een formule van de vorm y = px, waarbij p van b athangt.
Druk p uit in b.

Kennis- en vaardighedencheck

[ ] Ik kan verschillende typen tweedegraadsvergelijkingen algebraisch oplossen.  » oPGAVE c5

THEORIE A
[] Ik kan de nulpunten van een tweedegraadsfunctie algebraisch berekenen. » OPGAVE C6
THEORIE B
[ ] Ik kan de extreme waarde van een tweedegraadsfunctie berekenen met » OPGAVE C7
THEORIE B

behulp van de formule x,,, = 5

Bereken exact de oplossingen.

a x>+2x=24 e Bx+2)3x—-4)=0
b x(x—4)=21 f x?+4="6x

c 6x?=7x g (2x—-Ddx-1)=3
d 432+ 35 =24y h (5x+ 1) =49

Bereken exact de nulpunten van de functie f(x) = -x* + 6x — 2.

Bereken de extreme waarde van de functie g(x) =-0,3x> + 1,2x + 4.

Antwoorden

C5 ax=4vx=-6 e x=-}vx=11
bx=-3vx=7 f x=3+-\5vx=3—\ﬁ
c x=0vx=Ig g x=1lvx=-3
d x=3jvx=21 h x=1ivx=-13

c6 3+7en3—7

C7 max.1s g(2)=5,2
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1.3 Werken met parameters

Kennis en vaardigheden

e Je kunt een functie met een parameter zien als een verzameling functies.

e Je kunt bij een tweedegraadsfunctie met een parameter de discriminant
gebruiken bij berekeningen over extreme waarden.

e Je kunt bij een tweedegraadsvergelijking met een parameter de discriminant
gebruiken bij het berekenen van het aantal oplossingen.

e Je kunt bij een tweedegraadsfunctie met een parameter de parameter
berekenen bij een gegeven extreme waarde.

Voorkennis Lineaire ongelijkheden oplossen

De ongelijkheid 4x — 2 < 6x + 5 1s een voorbeeld van een lineaire
ongelijkheid. Deze ongelijkheid los je net zo op als de vergelijking
4x—2=6x+3.
Jekrijgt4x —2<6x+5  Links en rechts 6x aftrekken en 2 optellen.
“2x <7 Deel beide leden door -2.
x>-31
Je ziet dat bij de laatste stap het teken < is omgeklapt in het teken >.
Je klapt het ongelijkheidsteken alleen om als je beide leden door een
negatief getal deelt of met een negatief getal vermenigvuldigt.

Gebruik bij het oplossen van lineaire ongelijkheden het volgende
werkschema.

Werkschema: lineaire ongelijkheden oplossen

1 Werk de haakjes en de breuken weg.

2 Herleid beide leden.

3 Zorg ervoor dat in het linkerlid alleen een term met x overblijft
en in het rechterlid alleen een getal.

4 Deel beide leden door het getal dat voor x staat.
Als dit getal negatief is, dan klap je het ongelijkheidsteken om.

Zo gaat het oplossen van de ongelijkheid 5(x + 2) > 9x — 2(x — 6) als volgt.
S(x+2)>9% —2(x—6)

5x+10>9x —2x+ 12

S5x+10>7x+12

2x>2 Deel door -2, dus klap > om in <.

x<-1
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V4 | In welke stap bij het oplossen van de ongelijkheid 2(3 — 5x) <3 —4(x — 2)

V5

036
MJOF 3

037
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zit een fout?

23-5x)<3-4(x—2)
6— 10x<3—4x+8 gzzpé
6~ 10x < 11 —4x P
)stap?;
-6x <5 tap 4
x<—% )sap
A stap 1 C stap 3
B stap 2 D stap 4
Los op.
adx+5<6x—3 Ix+10>7x

e
b 3x+1<7x+5 f
c S(x—1)<Tx—1 g
d23x—1)<5-(2-9%) h

x+6>2—%x
B3@x—-1)>2—-(x—1)
2x—1)-3(x—-2)>6

Gegeven zijn de ongelijkheden I: x> <9 en II: x> > 9 en de volgende

acht uitspraken over x.

A x<3 E
B x>3 F
C x<-3 G
Dx>-3 H

-3<x<3
-3<x>3
-3>x<3
x<-3vx>3

a Bij welke twee uitspraken 1s de wiskundige notatie niet juist?
b Welke uitspraak over x is de oplossing van ongelijkheid 1?
¢ Welke uitspraak over x is de oplossing van ongelijkheid 11?

Gegeven is de functie f(x) = -x*> + 6x + p.
a Neem p =1 en bereken de coordinaten van de top van de grafiek

van de functie die je krijgt.

b Neem p =-9 en toon aan dat de top van de grafiek van de functie

die je krijgt op de x-as ligt.

¢ Druk de discriminant van y = -x*> + 6x + p uit in p.

Theorie A Discriminant met een parameter

Omdat je bij f(x) = x> + 4x + p voor elke waarde van
p een andere functie krijgt, heb je met oneindig veel
functies te maken. In dit functievoorschrift heet p

een parameter.
We schrijven in het vervolg f(x)

Zo krijg je voor p = 2 de functie f5(x) = x>+ 4x + 2,

voor p = 8 de functie f(x) =x* +

p =-5 de functie f5(x) =x* + 4x —

Een parameter is een
hulpvariabele. De parameter p
helpt je als het ware oneindig
veel functies kort te noteren.
Parameter spreek je uit met de
klemtoon op de tweede
lettergreep.

=x?+4x +p.

4x + 8 en voor
5.

Bovenaan de volgende bladzijde zie je de

grafieken van deze drie functies.

© Noordhoff Uitgevers bv
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De ligging van de grafiek van f,(x) = x>+ 4x + p ten y

opzichte van de x-as hangt af van p. Je kunt je bijvoorbeeld \ l
afvragen voor welke waarden van p de grafiek geen \ . 8 /
snijpunt met de x-as heeft. Daartoe kijk je naar de k :
vergelijking x* + 4x + p = 0. Als deze vergelijking twee \ \ \ . /
oplossingen heeft, dan heeft de grafiek van f, twee \ f, /
snijpunten met de x-as. Dus dan geldt voor de discriminant \ 2 /
D=b*—4acdat D> 0. X
De ligging van de parabool y = ax? + bx + ¢ ten opzichte h \_4k2 i / i
van de x-as hangt dus af van de discriminant. \ , /
\fﬁ _ /
\J

De grafiek van y = ax? + bx + ¢ meta > 0

D>0 D=0 D <0
twee snijpunten één snijpunt geen snijpunt
met de x-as (raakpunt) met de x-as met de x-as
X X X

De grafiek van f,(x) = x% + 4x + p heeft geen snijpunt
met de x-as als D < 0.

A2 At 1k o
Omdat D=4%—4-1-p=16—4pkrijgje 16 = 4p <0 Deel door -4, dus

-4p <-16
p>4 klap het teken < om.

Dus de grafiek van f (x) = x? + 4x + p heeft voor p > 4
geen snijpunt met de x-as.

In het voorbeeld op de volgende bladzijde wordt de
ongelijkheid p? > 36 opgelost. Deze ongelijkheid heeft
als oplossing p <-6 v p > 6. Zie de schets hiernaast.
Bij het oplossen van ongelijkheden als p* > 36, x*> < 25
en ¢> > 63 mag je de schets weglaten.

Dus je mag in één keer opschrijven

x2 <25 geeft-5<x<5en

¢*> 63 geeft g <-23 v g > 21
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Voorbeeld

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door f (x) = x>+ px+9.
Bereken exact voor welke p de functie £, een negatief minimum heeft.

Uitwerking
Zie de schets van de grafiek van f, hiernaast. f
Er moet gelden D > 0. } )
=2—4-1-9=p2— p=—36>0
D=p*—4-1-9=p 36p2>36

p<-6vp>6

Maak een schema zoals op de vorige bladzijde, maar nu
voor bergparabolen.

Voor elke waarde van p, g en r zijn gegeven de functies
S(x)=2x"+2x+p, g (x) =2x* + gx + 2 en h(x) = rx* + 2x + 2.
Voor elke p, g en r krijg je voor f,, g, en h, een andere grafiek.
a Welke figuur hieronder hoort bij de grafieken van f,?
b Welke figuur hieronder hoort bij de grafieken van g, ?
c Welke figuur hieronder hoort bij de grafieken van 4,?

y y y

N A

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door f,(x) = —%xz —Sx+p.
Bereken exact voor welke p

a de top van de grafiek van f, op de x-as ligt

b het maximum van f, kleiner is dan 0.

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door f(x) = 2x% = 6x + p.
Bereken exact voor welke p

a de grafiek van f, de x-as raakt

b f, een negatief minimum heeft.
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Voor elke waarde van p 1s de functie f, gegeven door f(x) = 3x% + px + 3.
Bereken exact voor welke p

a de top van de grafiek van f, op de x-as ligt

b f, een positief minimum heeft.

Voor elke waarde van p is gegeven de vergelijking x> + px + 4 = 0.
a Neem p = 7 en bereken exact de oplossingen van de vergelijking.
b Neem p = 2. Hoeveel oplossingen heeft de vergelijking?

¢ Bereken voor welke p de vergelijking ¢én oplossing heeft.

Theorie B Vergelijkingen met een parameter

Met behulp van de parameter p worden met x> — 5x + p = 0 oneindig
veel vergelijkingen met de variabele x genoteerd.

Neem je p =4, dan krijg je x> — 5x + 4 =0.

Oplossen geeft (x — 1)(x —4) = 0 en hieruit volgtx =1 v x=4.
Neem je p = 7, dan krijg je x> — 5x + 7 = 0. Deze vergelijking heeft
geen oplossing, want D = (-5)>—=4-1-7=-3<0.

Met de discriminant D = b* — 4ac van de vergelijking x> — 5x +p =10
bereken je voor welke p de vergelijking twee, één of geen oplossing
heeft. Je krijgt D= (-5)>—-4-1-p=25—-4p.

D >0 geeft 25 —4p > 0, dus -4p > -25 oftewel p < 6}1.

Dus voor p < 6}1 zijn er twee oplossingen.

D=0 geeftp= 6%, dus voor p = 6}7 is er één oplossing.

D <0 geeftp> 6%, dus voor p > 6}7 1s er geen oplossing.

Voorbeeld

Bereken exact voor welke p de vergelijking px® + 3x + 1 =0 twee
oplossingen heeft.

Aanpak
Onderscheid de situaties p =0 en p # 0.

Uitwerking
p = 0 geeft de vergelijking 3x + 1 = 0 en deze vergelijking heeft één
oplossing.

= 2 — . . — —
%:;2 ieigtsgn Sn al;1 Dp> 01 ’ 4P} D=l
p & ’ -4p >-9
p<2;

Dus twee oplossingen voor p < 2}1 Ap#0.

Hoofdstuk 1 Functies en grafieken

A betekent ‘en’.
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R44 Zie het voorbeeld.
D% a Waarom wordt onderscheid gemaakt tussen de situaties p =0
en p #0?
b Voor welke p heeft de vergelijking één oplossing?

45 a Bereken exact voor welke p de vergelijking
e » x?>—7Tx+p =0 twee oplossingen heeft
« x*+ px+25=0 twee oplossingen heeft
« x*>+px+4 =0 geen oplossing heeft.
b Toon aan dat de vergelijking -2x? + px + 3 = 0 voor elke p
twee oplossingen heeft.

46 Bereken exact voor welke p de vergelijking
LI®% a px’+ 5x+2 =0 twee oplossingen heeft
b px?—3x—4 =0 twee oplossingen heeft.

47 a Van de vergelijking x> + 2x + p =01is x = 1 een oplossing.
IOk 3 Bereken exact p en de andere oplossing.
b Van de vergelijking px?> — 11x + 10 = 0 is x = 2 een oplossing.
Bereken exact p en de andere oplossing.

A48 Bereken exact voor welke p de vergelijking
D®%* a 2x’>+x+p=0 geen oplossing heeft
b px>+x+p =0 twee oplossingen heeft
c 2x*+ px+1 =0 twee oplossingen heeft.

A49 a De vergelijking px? + 6x + 9 = 0 heeft één oplossing.
D% Bereken exact p en de bijbehorende oplossing.
b De vergelijking x> + px + 1 = 0 heeft één oplossing.
Bereken exact p en de bijbehorende oplossing.

A50 Bercken exact voor welke p de vergelijking
% (p?— 14)x? + px + 2 = 0 twee oplossingen heeft.

051 Gegeven zijn de functies f,(x) = 4x> + px + 5. y

HO¥ 5, geldtx,, =-gpeny,,=-1gp° +5.

a Toon dit aan.
b Toon met een berekening aan dat y,,, niet
gelijk kan zijn aan 6.
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Theorie C Extremen met een parameter

In opgave 51 heb je gezien dat bij de functies f,(x) = 4x? + px + 5 geldt
YViop="16 Lp? +5. Als gegeven is dat het minimum van J, gelijk 1s aan 1,
dan geldt dus —Epz + 5=1. Hiermee is p te berekenen

Je krl]gt—ﬁpz +5=1

_%p2:_4
pr =64
p=8vp=-8

Voorbeeld

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door £ (x) = 2x% + px + 3.
Bereken exact voor welke p het minimum gelijk is aan 1.

Uitwerking

=—Zp

LS

P
xtop 2 2 4}7 S
ytop _.];)(_Zp)
=2 (-3pP+p -ip+3

=2 fep? =P +3 —— i =D P

=P P+ 3
:_%p2+3
Het minimum is 1 geeft -gp? +3 =1
_%p2__2
p*=16
p=4vp=-4

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door f(x) = 232+ px— 1.

Bereken exact voor welke p
a het maximum 7 1s
b de grafiek van f, de x-as raakt.

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door f,(x) = x%+ px + 3.
Bereken exact voor welke p

a de top van de grafiek van f, op de lijn y =x + 1 ligt

b f, een negatieve extreme waarde heeft.

Hoofdstuk 1 Functies en grafieken
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AB4 Van de functie f,(x) = px*+ 6x + 1 is de extreme waarde -2.
D@* a Bereken exact de waarde van p.
b Is de extreme waarde een maximum of een minimum? Licht toe.

AS5 Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door
@% [(x)=-3x>+px+p’—6.
a Bereken exact voor welke p de functie f, een negatief maximum heeft.
b Bereken exact voor welke p de y-codrdinaat van de top van de grafiek
van f, groter is dan 18.

AS56 De top van de grafiek vanf, (x)= %xz + px + g ligt op de parabool
 y=x>+x+1.
Bereken exact voor welke p en g het minimum van £, gelijk is aan 7.

57 Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door f,(x) = px?+4x = 3.
B@% Je kunt nagaan dat voor de x-codrdinaat van de top van de grafieken van f,

geldt dat x = 2 )
p

a Licht toe dat uit x = —% volgt p= —% .

2 . :
Door p = -~ te substitueren in de formule van £, | y y=2x-3

dus in y = px* + 4x — 3, vind je de formule voor de
y-coordinaat van de top. Je krijgt y = 2x — 3. 4
b Toon dit aan. P

\
In de figuur hiernaast zie je de grafiek van f, voor \ L1 \ x
enkele waarden van p en de lijn y = 2x — 3. ‘\4 “\2 l(
Je ziet dat de toppen van de getekende graficken J\f (1 .
van f, op de lijn y = 2x — 3 liggen. \ \
¢ Neem een andere waarde voor p dan in de figuur \\
hiernaast en laat met een berekening zien dat de \
top van de bijbehorende parabool op de lijn \
y=2x—13 ligt. 71

58 In de figuur hiernaast zie je voor enkele waarden van %
D% p de grafiek van de functie f,(x) = -x* + px + p. Alle

toppen van de grafieken van f, liggen op een parabool.

Deze parabool is ook getekend.

Om de formule van deze parabool op te stellen,

substitueer je p = 2x in de formule van f.

a Laat zien hoe je aan p = 2x komt.

b Stel de formule op van de parabool waarop alle
toppen van de grafieken van de functies
£(x) =-x*+ px + p liggen. Klopt dit met de figuur
hiernaast?

2
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a Bewijs dat alle toppen van de graficken van de functies
J(x) =px* — 6x + 5 op de lijn y = -3x + 5 liggen.
b Bewijs dat alle toppen van de graficken van de functies
J(x) =-x+ px — 6 op de parabool y = x* — 6 liggen.
c Alle toppen van de grafieken van de functies f,(x) = %xz +px+2p
liggen op een parabool.
Stel de formule op van deze parabool.
d Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door
S(x) = px* + 6x + p.
Stel de formule op van de kromme waarop alle toppen van de
grafieken van f, liggen.

Voor alle waarden van p en g is de functie f, , gegeven door

JpfX) = px*+qx+5.

a De grafiek van de functie f, | gaat voor alle p en g door het punt 4.
Geef de coordinaten van 4.

b Voor p =2 krijg je f; ,(x) = 2x* + gx + 5.
Bereken exact voor welke g de vergelijking f; ,(x) = 0 geen oplossing
heeft.

¢ Bereken exact voor welke p de top van de grafiek van f, , onder de
x-as ligt.

d De extreme waarde van f,  1s 3.
Druk p uitin g.

e Voor welke p liggen alle toppen van de grafieken van f, . op de
parabool y = 1x2 + 5?

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door f,(x) = x> = 2px +Tp.

Alle grafieken van f, gaan door het punt 4.
Bewijs dat het punt 4 de top van de parabool is waarop alle toppen van
de grafieken van de functies f, liggen.

Hoofdstuk 1 Functies en grafieken
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Kennis- en vaardighedencheck

[ ] Ik kan een functie met een parameter zien als een verzameling functies.

[ ] Ik kan bij een tweedegraadsfunctie met een parameter de discriminant
gebruiken bij berekeningen over extreme waarden.

[ ] Ik kan bij een tweedegraadsvergelijking met een parameter de discriminant
gebruiken bij het berekenen van het aantal oplossingen.

[ ] Ik kan bij een tweedegraadsfunctie met een parameter de parameter
berekenen bij een gegeven extreme waarde.

Voor elke waarde van p, g en r met  # 0 zijn gegeven de functies
SHx)=2x+3x+p, g (x)=2x*+ gx+4enh(x)=rx*+3x+4.
Geef aan welke van onderstaande zes uitspraken waar zijn

a voor alle grafieken van f,

b voor alle graficken van g,

c voor alle grafieken van #,.

I  De grafieken hebben allemaal dezelfde snijpunten met de x-as.
II De graficken hebben allemaal hetzelfde snijpunt met de y-as.
[II De x-coordinaat van de top is bij alle grafieken hetzelfde.

IV De y-coordinaat van de top is bij alle grafieken hetzelfde.

V' De top is bij alle graficken een hoogste punt.

VI De top is bij alle grafieken een laagste punt.

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door f(x) = - %xz + px —

Bereken exact voor welke p
a de top van de grafiek van f, op de x-as ligt
b f, een positief maximum heeft.

Bereken exact voor welke p de vergelijking
a 3x?+ 2x + p =0 geen oplossing heeft

b 4x?+ px + 6 =0 twee oplossingen heeft
¢ px?+ 3x+p =0 twee oplossingen heeft.

» OPGAVE C8
THEORIE A

» OPGAVE C9
THEORIE B

» OPGAVE C10
THEORIE C

» OPGAVE C11
THEORIE D

12.

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door f,(x) = ixz +px+5.

Bereken exact voor welke p het minimum gelijk is aan -4.

Antwoorden

C8 a Illen VI Cl0a p>1
b Ilen VI b p<-4/6vp>46
cll c —1%<p<1%/\pi0

C9 ap=4vp=-4 Clip=3vp=-3
bp<-4vp>4

© Noordhoff Uitgevers bv
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1.4 Absolute waarden

Kennis en vaardigheden

e Je kent het begrip absolute waarde en kunt berekeningen maken met
absolute-waardefuncties.

e Je kunt de coordinaten van knikpunten en toppen van grafieken van
absolute-waardefuncties berekenen.

Voor de functie f geldt:
f(x)Z%x—2 alsx>4en
fx)=—3x+2alsx<4.
Teken de grafiek van f.

Theorie A De absolute-waardefunctie

De functie /' van opgave 62 is te noteren als f(x) = |%x -2|.
Hierbij zijn absolute-waardestrepen om 3x — 2 gezet.

De absolute waarde van een getal is de afstand van dat afstand 5 afstand 5
getal tot 0 op de getallenlijn. Dus de absolute waarde S
van 5 is gelijk aan 5 en de absolute waarde van -5 is -5 0 5

gelijk aan 5. Notatie: |5| =5 en |-5|=5.

x| is de absolute waarde van x.
x| is de afstand van het getal x tot 0 op de getallenlijn.
x| = {x als x>0

xalsx<0

Voor de absolute-waardefunctie f(x) = |x — 3| geldt dus
s fx)=x—3alsx—3>0,dusalsx>3

s fx)=-(x—3)=-x+3alsx<3. v
f
_Jx—-3alsx>3 3
Dqu(x) - {_x +3alsx<3 L, A\\ +/Q>
¥ v
Hiermee is het functievoorschrift van f gesplitst in twee 1 G
delen. De grafiek van fbestaat uit twee halve lijnen, zie Ol R e wl
de figuur hiernaast. De grafiek heeft een knik bij x = 3. ST S

De coordinaten van het knikpunt zijn (3, 0), want f(3) = 0.

In het algemeen vind je de x-coordinaat van het knikpunt door het
gedeelte tussen de absolute-waardestrepen gelijk te stellen aan nul.
Zo krijg je bij de functie f(x) = x + 5 — |2x — 3| in het voorbeeld de
x-codrdinaat van het knikpunt door de vergelijking 2x —3 =0 op te
lossen.

Hoofdstuk 1 Functies en grafieken © Noordhoff Uitgevers bv
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Voorbeeld

Gegeven zijn de functies f(x) =x +5 — | 2x — 3| en g(x) =x — 2.

De grafieken van f'en g snijden elkaar in de punten 4 en B.

Zie de figuur hiernaast.

a Bereken de codrdinaten van het knikpunt van de grafiek
van f.

b Splits het functievoorschrift van fin twee delen.

¢ Bercken de coordinaten van 4 en B.

Uitwerking
a Knik als 2x—3=0, dusals x= 13 .
f(13) =15+ 5 — 0 = 63, dus het knikpunt is (13, 63).

b |2x—3| = 2x—3als2x—320,dusals2x23oftewelle%
g -2x+3alsx<1j

f) = X+5—(2x—3)=x+5-2x+3=-x+8alsx> 13
X+5—(2x+3)=x+5+2x—3=3x+2alsx<1;

c punt4:3x+2=x—-2 punt B: -x+8=x—2
2x=-4 -2x=-10
x=-2 x=3

g(-2)=-4, dus A(-2, -4). 2(5)=3, dus B(5, 3).

Zie het voorbeeld.

x+8alsx>13

Dilan noteert het functievoorschrift als f(x) = {3x +2alsy< 1L
=12

—x+8alsx>1%

Rebin noteert het functi hrift als =
ebin noteert het functievoorschr fx) {3x+2 als x < 1%

Eén van hen heeft gelijk. Wie? Licht toe.

Gegeven zijn de functies f(x) = 2x +4 — [3x — 2| en g(x) = x — 3.
De grafieken van fen g snijden elkaar in de punten 4 en B. Zie
de figuur hiernaast.

a Bereken de coodrdinaten van het knikpunt van de grafiek van f.
b Splits het functievoorschrift van f'in twee delen.

c Bereken de coordinaten van 4 en B.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Gegeven is de functie f(x) = 2x — 12 + |3x — §|.
De grafiek van f'bestaat uit de twee halve lijnen I en II, die de
x-as snijden in de punten A4 en B. Zie de figuur hiernaast.
a Bereken de coordinaten van het knikpunt van de grafiek van f.
b Splits het functievoorschrift van f'in twee delen.
¢ De lijn k gaat door 4 en is evenwijdig met II, de lijn / gaat
door B en is evenwijdig met I.
Bereken de coordinaten van het snijpunt S van k en /.

De grafieken van de functies f(x) =x + 3 — \I%x —6|en
g(x) =1x — 8 + |3x — 18] snijden elkaar in de punten 4 en B.
Zie de figuur hiernaast.
a De lijn £ gaat door de knikpunten van de grafieken.
Stel de formule op van «.
b Bereken de coordinaten van 4 en B.

Gegeven zijn de functies f(x) =3x — 12 + |4x — 10| en

g(x) =-3x +1x + 12. Het knikpunt van de grafiek van fis 4,
de top van de grafick van g is B en de snijpunten van de
grafieken zijn C en D. Zie de figuur hiernaast.

a Bereken |y, -y,

b Bereken de coordinaten van C en D.

Voor elke waarde van a is de functie f, gegeven door

fi(x)=ax—3+|3x+6|

Athankelijk van de waarde van a heeft de grafiek van f, wel of

geen laagste punt. De grafiek van f; heeft bijvoorbeeld wel een

laagste punt, maar de grafiek van £} niet. Zie de figuur hiernaast.

a Bereken exact voor welke a de grafiek van f, een laagste punt
heeft.

Verder is gegeven de functie g(x) =x+3 — \2éx -5|.

b De lijn k£ gaat door de knikpunten van de grafieken van f, en g.

Bereken exact voor welke « lijn k& evenwijdig is met de lijn
[Ly=3x—-2.

Hiernaast zie je de grafiek van de functie f(x) = |x> — 6x]|.

De grafiek heeft knikpunten O en A4 en top 7.

De y-coordinaat van 7'1s 9.

a Toon dit aan.

b Hoe kun je met behulp van de figuur laten zien dat de
vergelijking | x> — 6x| = 8 vier oplossingen heeft?

¢ Hoeveel oplossingen heeft de vergelijking |x? — 6x| = 9?
En de vergelijking |x*> — 6x| = 10?

Hoofdstuk 1 Functies en grafieken
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Theorie B Knikken en toppen bij absolute-waardefuncties

In de figuur hiernaast zie je de grafiek van de functie y
f(x)=(4—3x) - |x — 1|. De grafiek heeft knikpunt 4 .
en top 7.

De x-coordinaat van A krijg je door de vergelijking
x—1=0op te lossen. Je krijgt x = 1. Dit geeft

f()=(@-1-1)-0=0,dus A(1, 0). oA \ X

Je ziet dat de top T'rechts van A4 ligt. En omdat
|x—1|=x— 1 voor x > 1, geldt voor het gedeelte van
de grafick waar de top ligt het functievoorschrift
f@)=(4=3x)x — ) =35 + d3x — 4.

1

2 —_—

>

Dus x,=- 4% en yTzf(4%) = 6%, dus de top 1s T(4§, 6%),

Voorbeeld

De grafiek van de functie f(x) = [x?> — 9| — 2x heeft y
knikpunten 4 en B en top 7. Zie de figuur hiernaast. T f
a Bereken exact de codrdinaten van 4, Ben 7.
b Hoeveel oplossingen heeft de vergelijking f(x) = 1?

Licht toe.

0 X
Uitwerking
a Knikkenalsx2—9=0 .

x?=9

x=3vx=-3
f3)=0-2-3=-6enf(-3)=0-2--3=6
Dus A(-3, 6) en B(3, -6).
Top voor -3 <x <3 en daar is [x> — 9| = x? +9,
dus daar geldt f(x) = x>+ 9 —2x=-x>—2x +9.

xp=— g =-leny,=f-)=-(-1?-2--1+9=10
Dus 7(-1, 10).

b De lijn y =1 ligt tussen de twee knikken, dus snijdt de grafiek van f
twee keer. Dus de vergelijking f(x) = 1 heeft twee oplossingen.

Zie het voorbeeld.

a Laat met een berekening zien dat |x> — 9| = -x? + 9 voor -3 <x < 3.

b Hoeveel oplossingen heeft de vergelijking f(x) = 6?7 En de vergelijking
f(x) =107 En de vergelijking f(x) = 14? Licht toe.

© Noordhoff Uitgevers bv 1.4 Absolute waarden 37



71
oe

MIOR 5

MIOR 3

A74
MIOR 5

38

De grafiek van de functie f(x) = |x> — 4| + x heeft

knikpunten 4 en B en top 7. Zie de figuur hiernaast.

a Bereken exact de codrdinaten van 4, Ben 7.

b Hoeveel oplossingen heeft de vergelijking f(x) = 8?
Licht dit toe en bereken exact deze oplossingen.

¢ Bereken exact de nulpunten van f.

De grafiek van de functie f(x) = (x + 1) - | 51 — 3x]|

heeft knikpunt A4 en top 7. Zie de figuur hiernaast.

a Bercken exact de coordinaten van 4 en 7.

b Bereken exact de x-codrdinaten van de snijpunten
van de grafiek van fmet de lijn y=9.

De grafiek van de functie f(x) = [3x* — 8| — 2x + 1 heeft
knikpunten 4 en B en top 7. Zie de figuur hiernaast.

De lijn & gaat door T en is evenwijdig met de lijn / door
AenB.

Lijn £ snijdt de grafieck van f van links naar rechts in de
punten P, T, O en R.

Bereken exact de codrdinaten van Q.

De grafiek van de functie f(x) = |9 — x?| + x + 3 heeft

knikpunten 4 en B en top 7. Zie de figuur hiernaast.

We bekijken de vergelijking f(x) = p.

a Bereken exact voor welke p de vergelijking f(x) =p
vier oplossingen heeft.

b Er zijn twee waarden van p waarvoor de vergelijjking
f(x) = p drie oplossingen heeft.
Geef deze waarden van p en bereken exact voor de
kleinste waarde van p de oplossingen van de

vergelijking f(x) =p.

Hoofdstuk 1 Functies en grafieken
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A75 Voor elke p is gegeven de functie f,(x) = (x —2) - [x + p|. y
@* In de figuur hiernaast zie je de grafieken van de functies
f; enf ¢ met de toppen 4 en 5.
a Bereken exact de coordinaten van 4 en B.
b Bereken exact voor welke p de x-codrdinaat van de top
van de grafiek van f, gelijk is aan 4.
c Bereken exact voor welke p de y-coordinaat van de top

van de grafiek van f, gelijk is aan -9. O
d Voor p > -2 liggen de toppen van de graficken van f, fa

op een bergparabool.

Stel de formule op van deze bergparabool.

Kennis- en vaardighedencheck

[ ] Ik ken het begrip absolute waarde en kan berekeningen maken met » OPGAVE C12

absolute-waardefuncties.

THEORIE A

[ ] Ik kan de cooérdinaten van knikpunten en toppen van grafieken van » OPGAVE C13

absolute-waardefuncties berekenen.

Gegeven zijn de functies f(x) =x + 3 — |1 — 2x| en g(x) = 2x — 2. y

De grafieken van f'en g snijden elkaar in de punten 4 en B. Zie de /)(9
B

figuur hiernaast. /

THEORIE B

van f.
b Splits het functievoorschrift van fin twee delen. A
¢ Bereken exact de coordinaten van 4 en B.

a Bereken exact de coordinaten van het knikpunt van de grafick / \X
f

De grafiek van de functie f(x) = |x> — 9| — 2x — 1 heeft y

a Bereken exact de codrdinaten van 4, Ben 7.
b Hoeveel oplossingen heeft de vergelijking f(x) = 5? Licht toe. A
¢ Bereken exact de nulpunten van f.

. } i T
knikpunten 4 en B en top 7. Zie de figuur hiernaast. \/\

Antwoorden

Ci2a (3,33 C13 a A(-3,5), B(3,-7) en T(-1, 9)

3x+2alsx b drie

b fx) ={—x+4 als x

<
> *
¢ A(-4,-10)en B(2,2) c 2enl+./11

1| — 1 | —

© Noordhoff Uitgevers bv
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1.5 Grafisch-numeriek oplossen

Kennis en vaardigheden

e Je kunt met de GR nulpunten van functies, coordinaten van toppen van
grafieken en codrdinaten van snijpunten van grafieken berekenen.

e Je kunt met behulp van schetsen van grafieken ongelijkheden oplossen.

076 In de figuur hiernaast is de grafiek van de functie y

D®*k f(x)=x*—5x>+5x>+ 5x — 6 getekend. ‘ /f
a Lees de nulpunten van faf uit de figuur.

b Geef de oplossingen van de vergelijking

xt =5 +5x2 +5x—6=0. \ -2 /

077 In de figuur hiernaast zijn de grafieken van de y
D®* functies f(x) =3x°> —2x* —4x + 8 en \

g(x) =-1x3 + 2x2 — 8 getekend.

a Lees de x-coordinaten van de snijpunten van
de graficken af uit de figuur.

b Geef de oplossingen van de vergelijking
I -2 —4x+8=-3x+2x2 - 8. )

Theorie A Toppen en snijpunten met de GR

Op de GR kun je grafieken van functies plotten en
vervolgens nulpunten en x-coordinaten van snijpunten
berekenen. Deze x-coordinaten zijn oplossingen van een
vergelijking.

Het oplossen van een vergelijking op de GR met behulp
van grafieken heet grafisch-numeriek oplossen.

Aan de vraagstelling is te zien of je algebraisch te werk
moet gaan of dat het grafisch-numerick mag.

Plotten is het tekenen
van de grafiek op het
scherm van de GR.
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Bij het oplossen van vergelijkingen kun je met drie soorten
opdrachten te maken krijgen.
* Bij de opdracht ‘Bereken algebraisch ...” moet je
de vergelijking stap voor stap oplossen. Je mag geen
gebruik maken van de specifieke opties van de
grafische rekenmachine. De oplossingen moet je soms
benaderen.
 Bij de opdracht ‘Bereken exact ...” moet je algebraisch
te werk gaan en mag je de oplossingen niet benaderen.
* Bij de opdracht ‘Bereken ...” of ‘Los op ...’ mag je de werkwijze
zelf kiezen. Het is daarbij toegestaan om grafisch-numeriek te
werk te gaan. Je krijgt dan meestal benaderingen van oplossingen.

Het is raadzaam je
antwoorden wel te
controleren met de
opties van de GR.

[»6R] Neem de module Grafieken, toppen en snijpunten door.

Bij het gebruik van de GR vermeld je de formules die je invoert,
noteer je de gebruikte optie en beantwoord je de gestelde vraag.

Voorbeeld

Gegeven is de functie f(x) = %x3 =5 = akeaR 2l

Rond in deze opgave de antwoorden af op twee decimalen.
a Bereken de nulpunten van f.

b Bereken de extreme waarden van f.

c Losopf(x)=x—2.

Uitwerking

a Invoeren van de formule van f'en gebruiken van
de optie nulpunt geeft x =-2,694..., x = 0,664...
enx=15,029...
Dus de nulpunten zijn -2,69, 0,66 en 5,03. /

77-2 -1 8 2 3 4
-4

N x=-2.694116 f(x)=8

b Gebruiken van de optie maximum geeft
x=-1,236...eny=15,786...
Dus max. 1s f(-1,24) = 5,79.
Gebruiken van de optie minimum geeft /
x=3236...eny=-9,120... A 1
Dus min. is f(3,24) = -9,12.
¢ Invoeren van de formule y = x — 2 en gebruiken S —— £(x)=5, Tesa83
van de optie snijpunt geeft de oplossingen
x=~-3,19,x~0,89 en x =~ 5,30.

Uttdrukkingen

s
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oe

79
oe

MIOR 5

81
MIOR 5

82

MIOR 5

A83
0O %

AB4

085
WIOR 5
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Rond in deze opgave zo nodig af op twee decimalen.

a Bereken de nulpunten van de functie f(x) = x* — 4x> + 3.

b Gegeven is de functie g(x) = 0,4x> + 2x> + x — 2.
Losopg(x)=x+2.

Bereken van de volgende functies de extreme waarden.
Rond zo nodig af op twee decimalen.

a f(x)=02x*—x*—x?+8x+2

b g(x)=-15x% + 3x2 + 40x — 28

Gegeven is de functie f(x) = -3x° — 5x> + Sx + 4.

Rond in deze opgave de antwoorden af op twee decimalen.
a Bereken de nulpunten van f.

b Bereken de extreme waarden van f.

c Losopf(x)=-x+3.

Bereken exact de oplossingen.

ax>-5x=0 e 2x—1)3x+6)=0
b x2—5c=14 £ (2x—1)3x+6)=9x
c x>—-5=14 g 3x2x—-1)=6

d x>—5=14x h 3x2x—1)=6—-9x

Los op. Rond af op twee decimalen.
a |x*=9%x|=5
b [x*—9x|=x+5

Los op. Rond zo nodig af op twee decimalen.
a 0.5x  —5x2+20=0
b [x*-x*+x-5=x+3

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door

f(x)=px>+ (p+ Dx + 5p7

a Bereken voor welke p de grafiek van f, de x-as raakt.
Rond af op twee decimalen.

b Bereken voor welke p het minimum van f, gelijk is
aan 10. Rond af op twee decimalen.

Op het GR-scherm hiernaast zijn de grafieken van

f(x) =-x>+ 6x en g(x) = x + 4 geplot.

a Los de vergelijking -x*> + 6x = x + 4 op.

b Voor welke waarden van x ligt de grafiek van f
boven de grafiek van g?

Hoofdstuk 1 Functies en grafieken
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Theorie B Ongelijkheden oplossen

In opgave 85 heb je gekeken voor welke waarden van x
de grafiek van f(x) = -x> + 6x boven die van g(x) = x + 4 ligt.
Daarmee heb je de ongelijkheid -x* + 6x > x + 4 opgelost.

De oplossing van de ongelijkheid x* < x + 2 is uit de y

figuur hiernaast af te lezen. Je kijkt voor welke waarden f
van x de grafiek van f(x) = x? onder die van g(x) =x + 2
ligt.

Op de x-as lees je af x*> <x + 2 geeft -1 <x < 2.

T

x ligt tussen -1 en 2. ’

O —

NQ————— ==

(@]

—

Ook kun je aflezen dat x> > x + 2 geeft x <-1 v x>2. /

Op de x-as is aangegeven waar

J(x) <g(x) 1s.

Bij het oplossen van de ongelijkheid f(x) < g(x) heb je de oplossingen
van de vergelijking f(x) = g(x) en een schets van de grafieken van fen g
nodig. Nadat je de vergelijking hebt opgelost, lees je uit de schets af
voor welke waarden van x de grafiek van fonder die van g ligt.

Bij het oplossen van een ongelijkheid lees je het antwoord
af op de x-as.

Bij f(x) < g(x) kijk je voor welke waarden van x de grafiek
van f onder die van g ligt.

Bij f(x) > g(x) kijk je voor welke waarden van x de grafiek
van f boven die van g ligt.

Ook bij het oplossen van ongelijkheden kun je aan de vraagstelling
zien of je algebraisch te werk moet gaan of dat je de grafisch-numerieke
aanpak mag kiezen.

Gebruik bij het oplossen van ongelijkheden het volgende werkschema.

Werkschema: het oplossen van de ongelijkheden f(x) < g(x) en f(x) > g(x)
1 Los de vergelijking f(x) = g(x) op.

2 Schets de grafieken van f'en g. Gebruik zo nodig de GR.

3 Lees uit de schets de oplossing af.
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Voorbeeld

Los op x* — 2x? < 3x — 4. Rond zo nodig af op twee decimalen.

Uitwerking y

Los op x* — 2x* = 3x — 4. L

Invoeren van de formules y=x> - 2x>eny =3x—4 y=xtox

en gebruiken van de optie snijpunt geeft |

x=-1,561...,x=1lenx=2,561.. :

Zie de schets hiernaast. =128 ] s X

B 22 <3x—4geeftx<-156 v 1<x<256 © |
y=3x-4

a Los op x* —3x < 1. Rond af op twee decimalen.

b Bereken exact de oplossing van x> — 3x > 9.

¢ Los op 2x> — 5x — 10> 0. Rond af op twee decimalen.
d Bereken exact de oplossing van 2x*> — 5x — 2 < 0.

Los op. Rond in het antwoord zo nodig af op twee decimalen.
a 0, —2x2+8x+10>-x+15 b [x}—10x] <2x+8

Voor elke p is de functie £, gegeven door f,(x) = px* + (p + 2)x + 0,3p.

Bereken voor welke p de functie f, een negatief minimum heeft. Rond
zo nodig af op twee decimalen.

\% x

Grafieken van f,(x) = px* + (p + 2)x + 0,3p? voor enkele waarden van p.
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Kennis- en vaardighedencheck

[ ] Ik kan met de GR nulpunten van functies, codrdinaten van toppen van
grafieken en coordinaten van snijpunten van grafieken berekenen.

[ ] Ik kan met behulp van schetsen van grafieken ongelijkheden oplossen.

Gegeven is de functie f(x) = 0,2x° — 2x> + 4x + 3.
Rond in deze opgave zo nodig af op twee decimalen.
a Bereken de nulpunten van f.

b Berecken de extreme waarden van f.

c Losopf(x)=3.

a Los opx* —3x>x?— 1. Rond af op twee decimalen.
b Bereken exact de oplossing van 2x? +x < 2x + 3.

» OPGAVE C14
THEORIE A

» OPGAVE C15
THEORIE B

Antwoorden
Cl1l4 a -0,58; 3,92 en 6,66
b max.is f(1,23)= 5,27 en
min. 1s f(5,44) =-2,23
c x=0vx=276vx=T724
Ci5a -1,48<x<0,31vx>217
b-1<x<l;

© Noordhoff Uitgevers bv
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Kennis- en vaardighedentest

1.1 Lineaire verbanden
1 a De lijn k gaat door het punt A(1, 6) en is evenwijdig met de lijn
y=4x+1.
Stel de formule op van £.
b De lijn m: y = ax — 3 gaat door het punt B(8, 1).
Bereken a.
¢ Stel de formule op van lijn # door de punten C(1, 5) en D(3, -1).

2 N s een lineaire functie van 7.
Voor t=21s N=100 en voor t =5 1s N = 160.
a Schrijf N als functie van ¢.
b Druk 7 uitin N.
¢ Bereken ¢ voor N = 440.

1.2 Tweedegraadsvergelijkingen en tweedegraadsfuncties
3 Bereken exact de oplossingen.

a 5x?=3x

b 2x*+12x=14

c 2x—4)yY=144

d 3x?=18x+30

e 3’ —6x=2

f (2x+1)2=3x(x+1)—x

4 Gegeven is de functie f(x) = 0,45x*> — 1,8x — 5.4.
a Bereken exact de nulpunten van f.
b De top van de grafiek van fligt op de lijn k: y = 2x + b.
Bereken exact de waarde van b.

1.3 Werken met parameters
5 Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door
Sx)=dx* +px+ 1.
a Voor elke p gaat de grafiek van £, door het punt 4.
Geef de coordinaten van A.

Bereken exact voor welke p
b de grafiek van f, de x-as raakt
c f,een negatief minimum heeft.

6 Bercken exact voor welke p de vergelijking
a 2x?+4x + p =0 geen oplossing heeft
b 3x?+ px + 12 =0 één oplossing heeft
c px>+2x+5 =0 twee oplossingen heeft.
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Voor elke waarde van p 1s de functie f, gegeven door

L) =x*+px+ 1.
Bereken exact voor welke p het minimum gelijk is aan -3.

Voor elke waarde van p is de functie f/, gegeven door

S (x) =x*+2px + p.

Stel de formule op van de kromme waarop alle toppen van
de grafieken van f, liggen.

1.4 Absolute waarden

De grafieken van de functies f(x) =2x +4 — [3x — 6| en
g(x) =1+ |x — 3| snijden elkaar in de punten 4 en B. Zie
de figuur hiernaast.

De lijn k gaat door 4 en B en snijdt de x-as in het punt P.
De lijn / gaat door de knikpunten van de grafieken en snijdt
de x-as in het punt Q.

Bereken exact |x, — x,)|-

De grafiek van de functie f(x) =x - | 10 — 21 x| heeft

knikpunt 4 en top 7. Zie de figuur hiernaast.

a Bereken exact voor welke p de vergelijking f(x) = p één
oplossing heeft.

b De horizontale lijn / door T snijdt de grafiek van f ook
nog in het punt 5.
Bereken exact de x-coordinaat van B.

1.5 Grafisch-numeriek oplossen
Gegeven is de functie f(x) = £x° — 2x? + 3x + 2.
Rond in deze opgave af op twee decimalen.

a Bereken de nulpunten van f.

b Bereken de extreme waarden van f.

¢ Losop f(x)=2x—3.

Los op. Rond af op twee decimalen.

a x2+5x<x3+2xr—6x+1
b [x—3x|<-ix+2

© Noordhoff Uitgevers bv
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Gemengde opgaven

1 Gegevenzijnde lijnenk: y=ax+benl y=-3x+2b.
a Voor welke a en b snijden k en [ elkaar in het punt A(-1, 2)?
b Bereken de coordinaten van het snijpunt S van k£ en / in het geval & de
x-as snijdt in het punt B(2, 0) en / de y-as snijdt in het punt C(0, 4).
c Voor welke a en b zijn k en / evenwijdig en 1s de afstand tussen de
snijpunten P en Q van k en / met de x-as gelijk aan 27

2 a Bereken exact de x-coordinaten van de snijpunten van de grafiek

van f(x) = 2x* — 14x + 20 met de x-as.

Los de vergelijking x* + x> — 8x + 4 = 0 op. Rond zo nodig af op

twee decimalen.

Los de ongelijkheid %(2 — 3x)> =9 > 11 exact op.

Bereken exact de nulpunten van de functie g(x) = 3(2x — 1)(x + 4).
Bereken exact de oplossingen van %(Bx +1)?=-4x + %

Los de ongelijkheid |4x — x2| < %x + 2 op. Rond af op twee decimalen.
Bereken exact de coordinaten van de snijpunten van de grafiek van

de functie A(x) =2x>—5xende lijn k: y =2x + 4.

o

Q@ o a0

3 Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door f (x) = ixz —px+9.
a Bereken exact voor welke p de functie f, een negatief minimum heeft.
b Bereken exact voor welke p de top van de grafiek van f, op de lijn
k:y=-3x+2ligt.
¢ Eris een kromme waarop alle toppen van de grafieken van f, liggen.
Stel de formule op van deze kromme.

4 Voor elke waarde van a zijn de functies f, en g, gegeven door
fix)=3x>—axen g, (x) = ax — 6.
Bereken exact voor welke a
a de top van de grafiek van f, op de grafiek van g, ligt
b het snijpunt van de grafiek van g, met de x-as op de grafiek van f ligt
¢ de graficken van £, en g, geen gemeenschappelijke punten hebben.

5 Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door
J(x) = (px + 2)(px = 6).
a De grafiek van f; snijdt de x-as in de punten 4 en B met x, <x, en de
liyn k2 y =9 in de punten C en D met x < x,.
Bereken exact de oppervlakte van vierhoek ABDC.
b Toon algebraisch aan dat voor elke p # 0 de top van de grafiek van f,
op de lijn /: y =-16 ligt.
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Gegeven is de functie f(x) = 3x° + 3x> — 7.

a Bereken de extreme waarden van f.

b Bereken voor welke a het knikpunt van de grafiek van
g,(x) =3x +|2x — a| op de grafiek van fligt. Rond af op
twee decimalen.

De grafieken van de functies f(x) = 5 — [13x — 3| en y

g(x) =x — 1 +|2x — 3| snijden elkaar in de punten 4 en B.

Zie de figuur hiernaast.

a Bereken exact de coordinaten van 4 en B.

b De lijn y = 3 snijdt de gratieken van f'en g van links naar
rechts in de punten P, O, Ren §.

Onderzoek algebraisch welke van de lijnstukken PQ, OR of yaxe,
RS de kleinste lengte heeft.

De grafiek van de functie f(x) = |4 — 2x?| + 2x heeft knikpunten
A en Bentop T. Zie de figuur hiernaast.

a Bereken exact de coordinaten van 4, Ben 7.

b Voor welke p heeft de vergelijking f(x) = p drie oplossingen?
¢ Bereken exact de nulpunten van f.

Voor elke waarde van a en b met a # 0 zijn de functies f, en g, \/ 0 X

gegeven door f,(x) = ax* — 6ax en g, ,(x) = |ax — 1| + b.
Bereken exact voor welke a en b de top van de grafick van £,
samenvalt met het knikpunt van de grafiek van g ;.

Voor elke waarde van a is de functie f, gegeven door f,(x) = |ax® —x + 1.
a De grafiek van /1 snijdt de lijn &: y = 1 van links naar rechts
in de punten A, Bf CenD.
Bereken exact de lengte van het lijnstuk BD.
b Bereken exact voor welke waarden van a de grafiek van £, geen
knikken heeft.

Gegeven is de functie f(x) = 3x* — 5x° + 3x2 + 24x — 10.

De grafiek van f heeft van links naar rechts de toppen 4, B en C.

a Bereken de coordinaten van 4, B en C.

b Voor welke p heeft de vergelijking f(x) = p drie oplossingen?

¢ De lijn £ gaat door B en C. Behalve in B en C snijdt k de grafiek
van f'ook nog in de punten D en £ met x, < x;.
Bereken de coodrdinaten van D en E. Rond af op twee decimalen.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Kennis en vaardigheden

e Je kuntin een grafiek de verschillende soorten van stijgen en dalen herkennen en de
bijbehorende intervallen noteren.

e Je kunt bij een tijd-afstandgrafiek een gemiddelde snelheid op een tijdsinterval berekenen.

e Je kunt bij een grafiek een differentiequotiént berekenen.

e Je kunt bij een functievoorschrift een differentiequotiént berekenen.

e Je kunt bij een tijd-afstandformule met een differentiequotiént de snelheid op een tijdstip
benaderen.

Gegeven zijn de functies f(x) = /10x en g(x) = %xz.
a Schets de grafieken van f'en g in één figuur.

Voor x > 0 zijn beide grafieken stijgend.
De ene grafiek is toenemend stijgend en de andere is afnemend stijgend.
b Welke van de twee is afnemend stijgend?

Theorie A Soorten van stijgen en dalen

De grafiek in de figuur hieronder is stijgend voor x < 3 en voor x > 6
en dalend voor 3 <x <6.
y

10 1 2 3 4 5 6 7 8 9

In plaats van: de grafiek is stijgend voor x <3 en voor x > 6
schrijven we ook wel: de grafiek is stijgend op de intervallen (<, 3) en (6, —).

En in plaats van: de grafiek is dalend voor 3 <x <6
schrijven we ook wel: de grafiek is dalend op het interval (3, 6).

Een interval is een deel van de getallenlijn.

Tot het open interval (3, 6) behoren alle getallen die tussen 3 en 6
liggen. De grenzen 3 en 6 behoren niet tot het interval.

Behalve open intervallen zijn er ook gesloten intervallen.

Tot het gesloten interval [3, 6] behoren ook de getallen 3 en 6.
Voor de getallen x van het interval [3, 6] geldt dus 3 <x <6.
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In de figuur op de vorige bladzijde zijn de volgende soorten van
stijgen en dalen te herkennen:

» afnemend stijgend op (<, 3)

« toenemend dalend op {3, 4)

 afnemend dalend op (4, 6)

+ toenemend stijgend op (6, —).

Bij het noteren van de verschillende soorten van stijgen en dalen
gebruiken we open intervallen.

We noemen (<, 3) ‘het open interval min oneindig drie’

en (6, —) noemen we ‘het open interval zes oneindig’.

In het schema hieronder staan de zes soorten van stijgen en dalen.

Soorten van stijgen en dalen

/

constante stijging toenemende stijging afnemende stijging
constante daling toenemende daling afnemende daling
Afspraak

Op de vraag op welke intervallen een grafiek stijgend/dalend is,
noem je de grootst mogelijke intervallen.

Zie de figuur in de theorie op de vorige bladzijde.
a Hafid zegt dat de grafiek stijgend is op het interval («<—, 3] en dalend is
op het interval [3, 6].
Waarom kan dit niet kloppen?
b Bij x =4 is een overgang van toenemend dalend naar afnemend dalend.
Van de onderstaande uitspraken is er slechts één juist. Welke?
I x=4 behoort tot het interval waarop de grafiek toenemend dalend is.
IT x =4 behoort tot het interval waarop de grafiek afnemend dalend is.
III x = 4 behoort zowel tot het interval waarop de grafiek toenemend dalend
is als tot het interval waarop de grafiek athemend dalend is.
IV x = 4 behoort niet tot het interval waarop de grafiek toenemend dalend is
en ook niet tot het interval waarop de grafiek afnemend dalend is.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Welke soorten van stijgen en dalen kun je y

in de figuur hiernaast herkennen? Geef de [
bijbehorende intervallen. A \\
/ A\ VAR
-4 | -2/]0 2
\ /1,
\
\ 4
De grafiek hiernaast gaat over de snelheid van vin km/uur
een fietser tijdens een tocht door een glooiend 0 N
landschap. \\
a Welke soorten van stijgen en dalen kun je in < \
de figuur herkennen? Geef de bijbehorende 20 N\
intervallen. : : N~
b Na hoeveel minuten heeft de fietser 10
waarschijnlijk te maken met de steilste
helling? Licht toe. t

O 1 2 3 4 5 6 7 8 9

tijd in minuten

In de figuur hiernaast is van een motorrijder s afstand in meters
de afgelegde afstand in meters uitgezet —/
tegen de tijd ¢ in seconden.
Bereken de gemiddelde snelheid in m/s van 80 ///
de motorrijder gedurende de eerste vijf ]
seconden. 40
.
" ,
0 1 2 3 4 5

tijd in seconden

Theorie B Gemiddelde snelheid en differentiequotiént

In de figuur hiernaast zie je een tijd-afstandgrafiek. sinkm
De gemiddelde snelheid op het interval [2, 6] is .
afgelegde afstand A5 8§-3 5 A
== =2 - _ - : 6 A
it Al 6.2 4 1,25 km per minuut. ) l// =15
2 LA “Ar= 1]
In een tijd-afstandgrafiek is de afgelegde afstand s 0 :ls ‘Jl E') 5 t
uitgezet tegen de tijd z. e e
De gemiddelde snelheid is i—:
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In de figuur hiernaast is het aantal inwoners van een
plaats uitgezet tegen de tijd. Je ziet dat tussen 1990 en
2000 het aantal inwoners is toegenomen van 14 000 tot
16 800. De gemiddelde verandering in deze periode is
AN _ 2800

A7 10 280 mmwoners per jaar.

% is de gemiddelde verandering van N

per tijdseenheid.

Zie de figuur hiernaast.
Op[2,6]isAx=6—-2=4enAy=3—-1=2.
De gemiddelde verandering is A_y 2 0.5
g M & Ax 4 T
Ay

Ax heet het differentiequotiént van y op [2, 6].

A
Het differentiequotiént A—i op [2, 6] is de

richtingscoéfficiént van de lijn AB hiernaast.

Het woord differentiequotiént kun je als volgt begrijpen.

Ax is een deling, dus een quotiént.

» Onder en boven de breukstreep staan verschillen
en een ander woord voor verschil is differentie.

N

16800 [
16000

14000

12000

10000

/

e

$

197

0’80

‘90 '00 10

Ay =21

AXx

O

1 2 3 4 5 6 7

Het differentiequotiént van y op [x , xg] is
* de gemiddelde verandering van y op |x, xz|
* de richtingscoéfficiént (ook wel de helling)
van de lijn AB
. Ay Y= V4
Ax  xz—x,

© Noordhoff Uitgevers bv

2.1 Snelheden

55



MIOR 5

MIOR 5

ne

A9
MIOR 5

Al10
MJOF S

56

Zie de tijd-afstandgrafiek hiernaast. s inkm

a Hoe zie je dat de snelheid niet constant is?

b Bereken de gemiddelde snelheid in km/u op 15 T /
[20, 40] en op [30, 60].

c Eris een p # 20 waarbij de gemiddelde /
snelheid op [0, p] gelijk is aan die op [0, 20]. 10 /
Voor welke p is dat het geval?

d Op [0, g] 1s de gemiddelde snelheid 5 /
maximaal. /

Geef de waarde van ¢ en bereken deze
maximale gemiddelde snelheid in km/u. 0

10 20 30 40 50 60 70

tijd in minuten

a Gegeven is een tijd-afstandgrafiek die afnemend stijgend is.
Wat kun je zeggen van de gemiddelde snelheid op [0, 7]
als je ¢ steeds groter neemt?

b Gegeven is de formule s = 52 — 0,3£. Hierin is s de
afgelegde afstand in meters na ¢ seconden met 0 <7 < 10.
Voor welke p < 10 is de gemiddelde snelheid op [0, p]
even groot als op [0, 10]? Rond af op één decimaal. y

Zie de figuur hiernaast.

a Bereken de gemiddelde verandering van y op [0, 4].
b Bereken het differentiequotiént van y op [2, 6].

c Voor welke p is het differentiequotiént van y op [0, p]

N W ks O
—
L

gelijk aan 0,6? \
d Licht toe dat er drie waarden van ¢ zijn waarvoor het 1
differentiequotiént van y op [1, ¢g] gelijk is aan }1. N
O 1 2 3 4 5
Zie de figuur hiernaast. y
a Bereken de gemiddelde verandering van y op [2, 8].
b Bereken het differentiequotiént van y op [4, 12]. 25
¢ Hoeveel waarden van p zijn er waarvoor het 20 -
differentiequotiént van y op [2, p] gelijk is aan 0,5? 15 /
Licht toe.
d Voor welke g is het differentiequotiént van y op [0, g]  1© \
gelijk aan -1? 5
Bij de grafiek van een functie fmet x op [0, 10] en © 2 4 6 8 10
f(0) = -3 hoort de volgende tabel.
interval | 10.17] 11,31 | 13.61 | 6. 10]
differentiequotiént | 4 | 2 | -2 | -1

Teken een mogelijke grafiek van . Waarom zijn er
meerdere mogelijkheden?
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A11 Van een grafick is het volgende bekend:
% < de grafiek gaat door het punt (0, 2)

* op [0, 2] is het differentiequotiént }1
» op [0, 5] is het differentiequotiént é

» op [1, 3] is het differentiequotiént 1%

* op[l,5]i

a Teken een mogelijke grafiek.

Bereken het differentiequotiént op [3, 5].

c Is het mogelijk dat het differentiequotiént
op [1, 4] gelijk is aan 13? Licht toe.

is het differentiequotiént 1.

o

012 Gegeven is de functie f(x) = x> —4x + I.
B®* a Bereken /(1) en f(5) en gebruik dit om het
differentiequotiént van f(x) op [1, 5] te berekenen.
b Bereken het differentiequotiént van f(x) op [0, 4].

Theorie C Differentiequotiént bij een functievoorschrift

Weet je van een functie het voorschrift, dan kun je daarmee
differentiequotiénten berekenen. Je hebt de grafiek dan niet nodig.
Zo is bij de functie f(x) = x? het differentiequotiént van f(x) op [-3, 1]
Ay f)-fC3)_1-(3° _-8_

gelijk aan — Ax =3 1 1 -2.
Het differentiequotiént van f(x) op [a, b] is gelijk aan
Ay _f(b)—f(a)
Ax b—a °
X

Voorbeeld
Gegeven is de functie f(x) = -3x° + 5x — 2.
Bereken het differentiequotiént van f(x) op [1, 4]. [ —
Uitwerking 5

Ay fA-f_2-25
Op [l 4)is x =" 3

Xy ¥=2
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13 Gegeven is de functie f(x) = —}rx-” + 5x — 2 van het voorbeeld op de
LD@%* vorige bladzijde.
a Bereken de gemiddelde verandering van f(x) op [-2, 6].
b Op de grafiek van fliggen de punten 4 en B met x, =-2 en x; = 6.
Stel de formule op van de lijn £ door 4 en B.

14 Gegeven is de functie f(x) = 0,4x* — 2x* + x>+ 6x — 5. y
B®  a Bereken de gemiddelde verandering van f(x) op [-1, 1].
b Bereken het differentiequotiént van f(x) op [-2, 2]. f
¢ Op de grafiek van fliggen de punten 4 en B metx, =0
enx, = 3.
Bereken de helling van de lijn 4B. 0 X
d De lijn y = 2x snijdt de grafiek van /'in de punten C en D. /
Wat weet je van de helling van de lijn CD?

A15 Gegeven is de functie f(x) =x* — 3x + 5. y
D@®* a Bereken de gemiddelde verandering van f(x) op [1, 3]. f
b Bereken het differentiequotiént van f(x) op [-2, 4].
¢ Op de grafiek van fliggen de punten 4 en B
metx, =-3enxz=1.
Stel de formule op van de lijn / door 4 en B. / 5 X

d Voor welke p is het differentiequotiént van f(x) op [-2, p]
gelijk aan 47

A16 Gegeven de functie f(x) = ax? + 4x — 3.
% Het differentiequotiént van f(x) op [1, 4] is gelijk aan 2.
Bereken het differentiequotiént van f(x) op [0, 1].

017 Voor een optrekkende motor is de afgelegde
L@k afstand s gegeven door de formule s = £ + ¢.
Hierin is s in meters en ¢ de tijd in seconden.

a Bereken in m/s de gemiddelde snelheid
op [2, 3].

b Bereken de gemiddelde snelheden op de
intervallen [2; 2,5], [2; 2,1], [2; 2,01] en
[2;2,001].

¢ Invraag b is de gemiddelde snelheid berekend op een steeds kleiner
interval [2; 2 + Af]. Achtereenvolgens was At gelijk aan 0,5, 0,1, 0,01
en 0,001.

Welk vermoeden krijg je over de gemiddelde snelheid als je Az nog
kleiner kiest? Controleer je vermoeden voor Az = 0,0001.
d Welke snelheid denk je dat de motor heeft op 7 = 2?
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Theorie D Snelheid op één moment

Je hebt geleerd hoe je de gemiddelde snelheid berekent op een gegeven
tijdsinterval. Maar hoe krijg je de snelheid op één moment, bijvoorbeeld
opt=47?

Je krijgt een benadering van de snelheid op =4 door de gemiddelde
snelheid op een heel klein interval [4, ...], bijvoorbeeld op [4; 4,01] of
op [4; 4,001] te berekenen.

Bij de tijd-afstandformule s = 13 met s in meters en ¢ in seconden is
de gemiddelde snelheid op [4; 4,01] gelijk aan

As 3o40r-}-8
At 0,01

~ 24,060 m/s.

Enop [4: 40011 is 222 0L =2 ® 1 o6 aw
nop [4 4.001]1s %0 =""0501 men >

Je krijgt het vermoeden dat de snelheid op 7 =4 gelijk is aan 24 m/s.

Bij een tijd-afstandformule benader je de snelheid op het
tijdstip # = @ met het differentiequotiént op |a, a + Af]
met bijvoorbeeld A7 = 0,01 of A= 0,001.

Voorbeeld

Gegeven is de formule s = 2 + /¢ + 1. Hierin is s de afgelegde
afstand in meters na ¢ seconden.

Benader in m/s de snelheid op t = 5. Neem Az = 0,01 en rond af
op twee decimalen.

Uitwerking ST T Ve
2+4501+1—-(2++5+1
Op [5; 5,01] 1s i—jz 0 01( ) 2+5.01+1-(2+5+1)
5 0.01

=0,204... 0.2040391643
De snelheid op 7 =5 is bij benadering 0,20 m/s.

R18 Zie het voorbeeld.
LI®%k Laat zien dat de snelheid op 7 = 23 de helft is van de snelheid op ¢ = 5.
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19 De afgelegde afstand van een optrekkende auto wordt voor de eerste vijf
B®  seconden gegeven door de formule s = 3,5/, Hierin is s de afgelegde
afstand in meters na 7 seconden.
Roel beweert dat de auto na 4 seconden een snelheid heeft van meer
dan 100 km/u.
Onderzoek of Roel gelijk heeft. Neem Ar=0,01.

20 Gegeven is de formule s = 8 — S Hierin 1s s de afgelegde afstand in

r+2°
(MIOF 3
meters na ¢ seconden.

Benader in m/s de snelheid op = 2. Neem Az = 0,01 en rond af op twee
decimalen.

A21 Gegeven is de formule s = 10/47+ 1 — 10. Hierin is s de afgelegde afstand
LI@% in meters na ¢ seconden.
Neem in deze opgave A7 = 0,01 en rond af op twee decimalen.
Onderzoek of de snelheid op ¢ = 10 gelijk is aan het gemiddelde van de
snelheden op =0 en ¢ = 20.

Kennis- en vaardighedencheck

[ ] Ik kan in een grafiek de verschillende soorten van stijgen en dalen herkennen  » opeaAvE c1

- - THEORIE A
en de bijbehorende intervallen noteren.

[ ] Ik kan bij een tijd-afstandgrafiek een gemiddelde snelheid op een tijdsinterval » oPGAVE c2

berekenen. THEORIE B
[ ] Ik kan bij een grafiek een differentiequotiént berekenen. » OPGAVE C3
THEORIE B
[ ] Ik kan bij een functievoorschrift een differentiequotiént berekenen. » OPGAVE C4
THEORIE C
[ ] Ik kan bij een tijd-afstandformule met een differentiequotiént de snelheid op » OPGAVE C5
een tijdstip benaderen. THEORIED
Welke verschillende soorten van stijgen en dalen y
kun je in de figuur hiernaast herkennen? Geef de
bijbehorende intervallen. 4 \
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De tijd-afstandgrafiek hiernaast hoort
bij de 100 meter sprint van een atleet.
a Bereken de gemiddelde snelheid in

- /|
km/u over de eerste vier seconden 80 4

en over de laatste twee seconden

van de sprint. 60 //

b Bereken de gemiddelde snelheid in

km/u op [5, 8] 40 /

c Op [0, p]is de gemiddelde snelheid
maximaal.
Geef de waarde van p en bereken de
maximale gemiddelde snelheid in
km/u.

20

Zie de figuur hiernaast.

a Bereken de gemiddelde verandering
vany op [2, 6].

b Bereken het differentiequotiént van y
op [4, 8].

c Voor welke p is het differentiequotiént
van y op [5, p] gelijk aan —1%‘?

Gegeven is de functie f(x) = x* — 4x> + x + 5.

a Bereken het differentiequotiént van f(x)
op [0, 3].

b Bereken de gemiddelde verandering van
J(x)op[-3,1].

¢ Op de grafiek van fliggen de punten 4
en Bmetx, =-4enx;=4.
Bereken de helling van de lijn AB.

Gegeven is de formule s = 0,47. Hierin is s

S in meters

t

O 2 4 6 8 10
tijd in seconden

de afgelegde afstand in meters na ¢ seconden.

Benader in m/s de snelheid op 7 = 3. Neem
At=0,01 en rond af op twee decimalen.

Antwoorden

C1 afnemend stijgend op (<, -1)
toenemend dalend op (-1, 1)
constant stijgend op (1, 3)

afnemend stijgend op (3, 5)
toenemend dalend op (5, 7)
afnemend dalend op (7, —)

C2 a 18 km/uen 29 km/u b 41 km/u ¢ p=10en 30 km/u
C3 a 1} b -3 cp=38
C4 a -2 b 16 c 17

C5 2,40 m/s

© Noordhoff Uitgevers bv
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Kennis en vaardigheden

e Je kuntin een punt van een grafiek de helling bepalen met behulp van een raaklijn.

e Je kunt de hellinggrafiek schetsen als de grafiek van een functie gegeven is.

e Je kunt een mogelijke grafiek van een functie schetsen als de hellinggrafiek gegeven is.

Gegeven is de formule s = -2 + 107 met 7 op

[0, 5]. Hierin is s de afgelegde afstand in

meters na ¢ seconden.

a Bereken in m/s de gemiddelde snelheid op
achtereenvolgens [2, 5], [2, 4], [2, 3] en
[2;2,5].

Hiernaast is de bijbehorende grafiek getekend.
Ook zijn de lijnen AB,, AB,, AByen AB,
getekend met A(2, 16), B,(5, 25), B,(4, 24),
By(3,21) en B,(2,5; 18,75).

b Bij welke van deze lijnen komt de
richtingscoéfficiént het dichtst in de buurt
van de richtingscoéfficiént van de lijn £ die
de grafiek raakt in 4?

25

20

15

10

Theorie A Snelheid en richtingscoéfficiént

Hiernaast zie je een tijd-afstandgrafiek. Door de

gemiddelde snelheden op de steeds kleinere

intervallen [a, b,], [a, b,], [a, b;], ... te berekenen,

krijg je een steeds betere benadering van de
snelheid op 1 =a.

De gemiddelde snelheden zijn gelijk aan de
richtingscoéfficiénten van de lijnen 4B, 4AB,,
AB,, ... Hoe dichter B bij 4 komt te liggen, des
te meer zal de lijn 4B lijken op de lijn & die de
grafiek in 4 raakt. De lijn £ is de raaklijn aan
de grafiek in 4. De snelheid op ¢ = a is dus de
richtingscoé&fficiént van de raaklijn van de
grafiek in 4.

%]

/.
&
r

A

—

S

raaklijn k

In een tijd-afstandgrafiek is de snelheid op =«
gelijk aan de richtingscoéfficiént van de raaklijn

aan de grafiek in het bijbehorende punt.

Hoofdstuk 2 De afgeleide functie

1
|
|
|
|
|
|
a

© Noordhoff Uitgevers bv



Hiernaast is de raaklijn &k aan de grafiek van fin het y

punt A(x,, y,) getekend.

Op dezelfde manier als bij een tijd-afstandgrafiek is de

richtingscoé&fficiént van de raaklijn gelijk aan de snelheid

waarmee f(x) verandert voor x = x,.

In plaats van:  de richtingscoéfficiént van de raaklijn
in het punt 4

zeggen we ook: de helling van de grafiek in 4.

De richtingscoéfficiént van de raaklijn in A is
e de helling van de grafiek in A
* de snelheid waarmee y verandert voor x = x .

Voorbeeld
Bepaal met behulp van de figuur hiernaast de S afstand in meters
snelheid op ¢ = 1. Geef het antwoord in m/s en /
rond af op één decimaal. /
3 ) /
Aanpak -
Teken de raaklijn & in het punt met =1, lees 2
een geschikte A7 en As af en bereken rc,. /
1
Uitwerking
S afstand in meters "
,/ ~ / 0 1 ? ’ tijd in ieconden
; T |1/
) 4 | |
= Voor As neem je het verschil
2 A 5 van de s-codrdinaten van twee
v punten op de raaklijn en dus
] niet op de grafiek. Je moet
immers de rc van de raaklijn
, hebben.
o 1 2 3 4
tijd in seconden
As 1,7
=3, "3 0,566...

De snelheid op =1 is ongeveer 0,6 m/s.
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In de figuren hieronder is ingezoomd op de grafiek van f(7) = %t-”.

) I 7/4 ] L é 7] M

0

|
] |
! | |
| | |
. 20 - 29 ,
2 4 6 35 4 45 39 4 4,1

Hoe meer je inzoomt, hoe meer de grafiek op een rechte lijn gaat lijken.
De helling van deze lijn geeft de snelheid op 7 = 4.
Zoom je in op de grafiek bij # = 3, dan geeft de helling de snelheid op 7= 3.

23 Hieronder zie je een tijd-afstandgrafiek.
LO@®* a Inhet punt 4 is de raaklijn aan de grafiek getekend.

Bepaal met behulp van de figuur de snelheid op 1= 7.

b Bepaal met behulp van de figuur de snelheid op = 2.
Geef het antwoord in km/u en rond af op één decimaal.

¢ Neemt de snelheid gedurende de eerste vier uur toe of af?
Hoe zie je dat aan de grafiek?

d Voor welke 7 schat je dat de snelheid minimaal is? Licht toe.

S afstand in km

70

60 7

. /

40

30 /

20

t

O 1 2 3 4 5 6 7 8

tijd in uren
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Galileo Galilet (1564-1642) was de eerste die
baanbrekend werk verrichtte met onderzoek op het
gebied van snelheid en versnelling. Hierdoor konden
later Newton (1642-1727) en Leibniz (1646-1716) hun
theorie van de differentiaalrekening ontwikkelen. Bij
zijn onderzoek kampte Galilei met het probleem dat
er geen eenheid bestond voor snelheid. Volgens de
verhoudingsleer van Euclides kon men slechts een
verhouding tussen twee grootheden bepalen als deze
soortgelijk zijn. Galilei kon dus wel een afstand door
een afstand delen, maar niet bijvoorbeeld een afstand
door een tijd. Ook nam men aan dat de valsnelheid
constant was. Galilei bedacht enkele vernuftige
proeven. De benodigde instrumenten maakte hij
voornamelijk zelf.

d

Galilei toonde aan dat de valsnelheid niet constant is. Hij liet van
verschillende hoogtes een balletje op een deflector vallen. De deflector die
op een tafel stond, zorgde ervoor dat de verticale snelheid werd omgebogen
in een horizontale snelheid. Het balletje viel daarna 828 punten naar beneden
(Galilei werkte met punten: 1 punt = 0,9 mm). Bij het loslaten van het
balletje op een hoogte van 300 punten boven de tafel kwam het balletje

800 punten ver. Hij berekende dat de horizontale afstanden bij de hoogtes
600, 800 en 1000 punten gelijk moesten zijn aan 1131, 1306 en 1460 punten.
De resultaten van zijn experimenten waren hiermee in overeenstemming.
Galilei ontdekte dat de formule afstand = ¢ - \/hoogte past bij dit experiment.

il e i 4 il e 200 em e S0 i drm s i e % ~462.

Dit geeft de volgende formule: afstand = 46,2 - \/hoogte.

Deze formule klopt met de andere gevonden waarden.

In een briefwisseling met de Italiaanse wetenschapper Sarpi (1552-1623)
schrijft Galilei dat uit dit resultaat volgt dat de valsnelheid evenredig is met
de tijd dat het balletje valt, oftewel v=—c - t.
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(»werksLap] Hiernaast zie je de grafiek van de functie f. y

a Bepaal met behulp van de figuur de snelheid waarmee

y verandert voor x = 0 en voor x = 1. Rond zo nodig af

op één decimaal. 1
b In hoeveel punten van de grafiek van f'is de helling

gelijk aan de gemiddelde verandering van y op [0, 4]? 1 /Z 3 4 \ )
Licht toe. IR
c Op de grafiek van fligt het punt 4 waarin de helling -2

maximaal 1s.

Stel de formule op van de raaklijn £ in 4. Rond zo
nodig af op één decimaal.

In de figuur hieronder zie je de grafiek van de functie /- Op de grafiek
liggen de punten 4 en B metx, =-3 enx,;=-2.In 4 en B zijn de
raaklijnen & en / aan de grafiek getekend. Je kunt nagaan datrc, =6

enrc,=2,5.
a Vul de tabel verder in.
x| 2ffofi|2]3]4

helling|6|2,5‘ ‘ | ‘ ‘ |

b Teken in een nieuwe figuur de punten die uit de tabel volgen en teken
door deze punten een vloeiende kromme.

c De in vraag b getekende kromme snijdt de x-as in twee punten.
Bij welke bijzondere punten van de grafiek van fhoren deze
snijpunten?

d Tussen de twee toppen van de grafiek van f'is de grafiek van f'dalend.
Hoe zie je dit terug in de getekende kromme van vraag b?

Y

=
T —
—
wW
-

\
N,
e —

\§w
Ee)
I~

—~—_|

>

/
/|

Hoofdstuk 2 De afgeleide functie

>

© Noordhoff Uitgevers bv



Theorie B Hellinggrafieken schetsen

Bij een gegeven grafieck van een functie fkun je bij elke x de helling
van de grafiek in het bijbehorende punt vinden. Zo ontstaat de
hellinggrafiek van f.

Uit een gegeven grafiek van f'kun je bijzonderheden van de

hellinggrafiek afleiden.

» Bij een dalend deel van de grafiek van fis de helling in elk punt van
dat deel negatief, dus de hellinggrafiek ligt dan onder de x-as.

» In een top van de grafiek van f'is de helling nu/, dus de hellinggrafiek
snijdt dan de x-as.

 Bij een stijgend deel van de grafiek van f'is de helling in elk punt van
dat deel positief, dus de hellinggrafiek ligt dan boven de x-as.

Bekijk in de figuur hiernaast hoe de y
hellinggrafiek samenhangt met de grafiek van f.
Je ziet dat de toppen 4 en C de snijpunten c
} o A&
opleveren van de hellinggrafiek met de x-as. %, ) | Jor
Tussen A4 en C stijgt de grafiek van £, dus daar N /B | .
ligt de hellinggrafiek boven de x-as. \,/O/ : : N
In het punt B is de helling maximaal. Dit geeft Al | |
het hoogste punt van de hellinggrafiek. | I |
| helling | |
|
I
[ | '
i pOSiU@f i
V/\ X
k. \&-

hellinggrafiek van f

De hellinggrafiek van fhangt samen met
de grafiek van f.

Het verband tussen de grafiek van fen de hellinggrafiek van f

* grafiek van fis stijgend hoort bij hellinggrafiek boven de x-as
» grafiek van fis dalend  hoort bij hellinggrafiek onder de x-as
» grafiek van fheeft top  hoort bij hellinggrafiek snijdt de x-as

© Noordhoff Uitgevers bv 2.2 Raaklijnen en hellinggrafieken
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Voorbeeld

Zie de figuur hiernaast met de grafiek van de functie f. y
Schets de hellinggrafiek van f. \
f
Aanpak \/\/
grafiek van / | hellinggrafiek van f

(e, 2) dalend onder de x-as o 2 5 8 g

x=2 top snijdt de x-as

(2,5) stijgend boven de x-as

x=5 top snijdt de x-as

(5, 8) dalend onder de x-as

x=28 top snijdt de x-as

(8, =) stijgend boven de x-as

Teken cerst de punten waar de hellinggrafiek de x-as snijdt.

Uitwerking
y

\

?

x

Met stippellijnen geef je de

helling samenhang tussen de grafieken aan.

O
e _a—ol-
L a— OV]—
i__*_m -

)

~
(

R26 Zie het voorbeeld.
OD®% a Op(2,5)gaat de grafiek van fover van toenemend stijgend
naar afnemend stijgend.
Hoe zie je dit terug in de hellinggrafiek van f?
b Op (5, 8) heeft de hellinggrafiek van f een laagste punt.
Hoe zie je dit terug in de grafiek van f?
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27 Hieronder zie je graficken van de functies fen g.

BI®@* a Schets onder de grafiek van f b Schets onder de grafiek van g
de hellinggrafiek van f. de hellinggrafiek van g.
Y Y
f g

e A

helling helling

R28 Hicronder staan vier gegevens over functies.
B®%* A De grafick van de functie is toenemend stijgend.
B De grafiek van de functie is afhemend dalend.
C De grafiek van de functie heeft een hoogste punt.
D De grafiek van de functie gaat over van toenemend dalend in
afnemend dalend.

Zoek bij elke beschreven grafiek hierboven de juiste uitspraak
hieronder over de bijbehorende hellinggrafiek.

I De hellinggrafiek gaat dalend door de x-as.

II De hellinggrafiek ligt onder de x-as en is stijgend.

III De hellinggrafiek heeft een negatief minimum.

IV De hellinggrafiek ligt boven de x-as en is stijgend.

© Noordhoff Uitgevers bv 2.2 Raaklijnen en hellinggrafieken 69



29 Hiernaast is de hellinggrafiek van de functie f getekend. helling

D@®* a Vul de volgende tabel in. Vul in de middelste kolom
in: snijdt de x-as, onder de x-as of boven de x-as ' 2
en in de rechterkolom: dalend, stijgend of top. 1 /
hellinggrafiek van f* | grafiek van f /3 2 ‘1_C1) 2 3
(. 3) [
x=-3
y
-3,0)
x=0
0,2 I I
0.2 3 2 10| 1 2 3
x=2
2, =)
b Schets onder de hellinggrafiek van f'een mogelijke
grafiek van f.
30 a Hieronder zie je de hellinggrafiek b Hieronder zie je de grafiek van
ne van de functie f. de functie g.
Schets onder de hellinggrafiek Schets onder de grafiek van g
een mogelijke grafiek van f. de hellinggrafiek van g.
helling y
g
@) \\_// X X
Y helling
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A31 Hicronder zie je de graficken van de functies fen g.

B@®* a Schets onder de grafiek van f b Schets onder de grafiek van g
de hellinggrafiek van f. de hellinggrafiek van g.
Y Y

\

g
9) X ) \ X
helling helling
9) x 0 X

Hieronder zie je dezelfde grafieken, maar nu zijn dit de hellinggrafieken van
de functies 4 en k.

¢ Schets onder de hellinggrafiek d Schets onder de hellinggrafiek van k&
van & een mogelijke grafiek van 4. een mogelijke grafiek van £.
helling helling

\
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A32
IOk S

72

Gegeven zijn de functies f(x) = 3> — 4x + 5 en g(x) = ;x> —4x — 5.
a Schets de grafieken van f'en g en de hellinggrafieken van f'en g.
b De hellinggrafiek van f'is ook de hellinggrafiek van een functie A.
De grafiek van 4 gaat door het punt 4(3, 4).
Stel het functievoorschrift van 4 op.

Kennis- en vaardighedencheck

[ ] Ik kan in een punt van een grafiek de helling bepalen met behulp van een
raaklijn.

[ ] Ik kan de hellinggrafiek schetsen als de grafiek van een functie gegeven is.

[ ] Ik kan een mogelijke grafiek van een functie schetsen als de hellinggrafiek
gegeven is.

Hieronder zie je een tijd-afstandgrafiek.

a Bepaal met behulp van de figuur de snelheid in m/s op £ =2
en op t = 7. Rond af op één decimaal.

b Voor welke 7 schat je dat de snelheid maximaal is? Licht toe.

S afstand in meters

40

35 v

. /
: /

20

15 /
10

O 1 2 3 4 5 6 7 8
tijd in seconden

Hoofdstuk 2 De afgeleide functie

» OPGAVE Cé6
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» OPGAVE C7a
THEORIE B

» OPGAVE C7b
OPGAVE 32
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Hieronder zie je de grafiek van de functie f'en de hellinggrafiek van de

functie g.
a Schets onder de grafiek van f b Schets onder de hellinggrafiek
de hellinggrafiek van f. van g een mogelijke grafiek van g.
Y helling
f
| NDZ
helling y
0 X
0 X
Antwoorden
C6 a 3,3 m/sen3,8m/s
b =4
daar is sprake van de sterkste stijging
C7
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Kennis en vaardigheden
e Je kunt de definitie van de afgeleide gebruiken.
e Je kent de volgende regels voor het differentiéren:
f(x) = ageeftf'(x) =0
f(x) = ax geeft f'(x) = a
f(x) = x" geeft f'(x) =nx"~lvoorn=2,3,4, ..
f(x) = ¢ * g(x) geeft f(x) =c * g'(x)
s(x) = f(x) + g(x) geeft s'(x) = f'(x) + g'(x)
e Je kunt algebraisch voor elke x de helling van de grafiek in het bijbehorende
punt berekenen.
e Je kunt algebraisch de x-coordinaat van een punt berekenen waarin de

helling van de grafiek gegeven is.

033 Hiernaast zie je de grafiek van de functie y
D®% f(x)=-3x2+33x— 1 en de raaklijn & aan /k
de grafiek van f'in het punt 4(2, 4). o A
a Bepaal rc; met behulp van de figuur. 4
b Bereken het differentiequotiént van f(x) 3
op [2; 2,001]. Rond af op één decimaal. —2] /
c Welke conclusie kun je trekken uit de —1
antwoorden van de vragen a en b? 7 /
°f 13234

74

Theorie A Limiet

In de figuur hieronder zie je de grafiek van een functie f'en het punt 4
met x-codrdinaat 3 op de grafiek van . Om de helling van de grafiek van
f1n A te vinden, kijken we naar het differentiequotiént van f(x) op het

interval [3, 3 + 4], dus naar i_“z :f(33++h2[ :J;(?’) :f(3 + h}: _f(3).

Neem je op het interval [3, 3 + /] de waarde van A heel klein, dan geeft

JB+h)—f(3)
h

een goede benadering van de richtingscoéfficiént van

de raaklijn aan de grafiek van fin A.

Hoofdstuk 2 De afgeleide functie
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R34
MIOR 3

35
MOk 3

A36
OE*x

037
0O®x

JB+h)—f0) . .
De grenswaarde van 7 voor A naar 0 Lim is de afkorting van
f3+h) -f(3) limiet. Het Latijnse limes

betekent grens.

noteren we als lim
h—0 h

Uitspraak: limiet voor 4 naar 0 van ...

De helling van de grafiek van f(x) = 2x? in het punt 4
met x, = 3 krijg je met behulp van een limiet als volgt.

CfB+h—-f(3) . 2B3+hP?-2-37
lim = lim =
h—0 h h—0 h

20+6h+h*)—18 18+ 12h+2K2—18

m = lim -
h—0 h h—0 h
_ 12h+2k* . h(12+2h)
m————=lim———

| =lm(12+2h)=12
hl—>0 h h—0 h hl—rﬁ)( 4

Dus de helling van de grafiek van fin het punt 4 1s 12.

Zie de theorie hierboven.
. . +2h?
a Waarom kun je niet 4 = 0 nemen bij %?

b Licht de stap lim(12 + 2A4) = 12 toe.
h—0

Gegeven is de functie f(x) = 13x2.
Bereken met behulp van een limiet de helling van de grafiek van f
in het punt 4 met x, = 4.

Gegeven is de functie f(x) = -3x°.
Bereken met behulp van een limiet de richtingscoéfficiént van de
raaklijn aan de grafiek van f'in het punt 4 metx, =5.

Gegeven is de functie f(x) = 3x.
a De hellinggrafiek van f'is een horizontale lijn.
Licht dit toe en geef de formule van de hellinggrafiek van f.

S+ h) —fx)
h

b Bereken Iim en verklaar het resultaat.

h—0

Gegeven is de functie g(x) = 4.

. . gx+h)—glx)
¢ Geef de uitkomst van ]}m% 7 . Licht je antwoord toe.
_)
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Theorie B De afgeleide functie

Bij de grafiek van een functie fhoort een hellinggrafiek. En zo hoort
bij een functie f'een hellingfunctie. In plaats van hellingfunctie wordt

meestal de naam afgeleide functie, kortweg afgeleide gebruikt.
De afgeleide van f'wordt genoteerd als /. <

{ Spreek f” uit

De afgeleide van een functie f geeft voor elke x

* de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek
van f'in het bijbehorende punt

* de helling van de grafiek van fin het bijbehorende punt.

y y y
T
. | fx+hF-————-
Che e o+ h) = 10 fox+ ) | = -
09 == -~ | 09 A~~~ | ) -
7 : A" |
AL 4 /1
Ol x x+h* Ol x x+h X Ol x

Om de formule van de afgeleide
Jx+h)—f(x)
p :

bereken je lim
h—0

[ te vinden,

‘ als faccent.

fix + h) — f(x)

|

|

h |
|
|
|
|

X+h

De afgeleide is de limiet

van het differentiequotiént.

DEFINITIE VAN DE AFGELEIDE

De afgeleide f’ van een functie fis f'(x) =

Voorbeeld

lim &M )
h—0 h

Toon met behulp van de definitie van de afgeleide aan dat

f(x) = 0,5x* geeft f'(x) = x.

Uitwerking

0,5(x + h)* —0,5x2

+h)—
. }}i_%f(x )~/) g%

h

0,5(x* +2xh + h*) = 0,5x*

0,5x2 +xh + 0,5h%> — 0,5x>

- jm h Jim h
h+05K  h(x+05h)
i PO BEE OO e+ 05h) =
h—0 h h—0 h h—0

38 Toon met behulp van de definitie van de afgeleide aan dat
B®*k f(x)=1,5x geeft f'(x) = 3x.

76
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A39
MIOR 3

40
MIOR 3

41
MIOR 3

42
MIOE 3

MIOE S

Gegeven is de functie f(x) = 0,3x7.

a Bereken f'(x) met behulp van de definitie van de afgeleide
en bereken hiermee /7(6).

b Bereken voor welke waarde van x de helling van de grafiek
van f'gelijk is aan 6.

Bewijs met behulp van de definitie van de afgeleide dat
a f(x)=axgeeft f'(x)=a

b f(x)=ageeftf'(x)=0

c f(x)=x? geeft f'(x) = 2x.

Er geldt (x + h)* = x> + 3x%h + 3xh?> + I,
a Toon dit aan.
b Bewijs met behulp van de definitie van de afgeleide dat

f(x) =x3 geeft f1(x) = 3x2.

In deze opgave ga je de volgende regel bewijzen:
J(x)=c - g(x) geeft ['(x) = ¢ - g'(x).

Vul in.

f(x)=c - g(x) geeft

+h)— gx+th)—c-
- ]}i_r)%f(x ) ) jim CRL R

:ill—r}}l h h—0 h

In deze opgave ga je de somregel bewijzen:
s(x) = flx) + glx) geeft 5'(x) = f'(x) + g'(x).

Vul 1n.
. s(x+h)—s(x)
s(x) = f(x) + g(x) geeft s'(x) = ,}g% 7

_ i S+ h)+glx+h)— (f(x) +g(x))
= 1um

h—0 h

St h)rgxth)y— -
= lim

h—0 h

C fx+h)y—  Agx+h)y—
= lim

h—0 h

hl—l;%( h h

—1‘ SJx+h)—fx)  glx+h)—gx)
m + lim
h—0 h h—0 h
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044 a Uit de regels f(x) = ¢ - g(x) geeft f'(x) =c - g'(x) en
L@k  f(x)=x? geeft f'(x) = 2x volgt dat h(x) = 10x? geeft A'(x) = 20x.
Licht dit toe.
b De afgeleide van A(x) = 5x> + 6x + 4 is A'(x) = 10x + 6.
Uit welke regels volgt dit?

Theorie C Differentiéren

In opgave 40c heb je bewezen dat f(x) = x* geeft /"(x) = 2x.
In opgave 41 heb je bewezen dat f(x) = x* geeft /'(x) = 3x2.
Het berekenen van de afgeleide van f(x) = x* gaat als volgt.
Hierbij gebruiken we dat (x + A)* = x* + 4x3h + 6x*h* + 4xh* + h*.

_ W
S(x)=x* geeft f'(x) = F}i_%f(x+ hh) AC)) :’}%W#

x+4x3h + 6x2h% + Axhd + it —x*

—_ 1‘
hl—tﬁ) h
_ . AP+ 6x7h? + Axk + i
= lim
h—0 h
_ h(4x3 + 6x2h + dxh* + 1)
= [im
h—0 h
= lim(4x> + 6x%h + 4xh? + h?) = 4x°
h—0

Door op deze manier door te gaan, kun je bewijzen dat
f(x) =x" geeft f'(x) = nx" "' geldt voorn=2, 3, 4, ...

Het berekenen van de afgeleide heet differentiéren.

REGELS VOOR HET DIFFERENTIEREN

f(x)=a geeft f'(x)=0

f(x) =ax geeft f'(x)=a

f(x) =x" geeft f'(x) =nx""'voorn=2,3,4, ..

Jx)=c - g(x) geeft f'(x) = c - g'(x)

s(x) = f(x) + g(x) geeft s'(x) = f'(x) + g'(x) somregel

De laatste twee regels heb je in de opgaven 42 en 43 bewezen.
In opgave 44 heb je gezien dat je A(x) = 10x? kunt differentiéren
door de derde en de vierde regel te combineren.

Voor de afgeleide van f(x) = 6x° + 5x> — 6x + 8 oude exponent ervoor
bereken je term voor term de afgeleide. f(x) = 4x3 geeft f'(x) =4 - 3x?
Dus f'(x)=6 - 5x*+5-2x— 6 =30x*+ 10x — 6. ~_ ~

nieuwe exponent 1 minder
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In het voorbeeld wordt bij onderdeel ¢ de

- S
afgeleide van A(x) = 3px> — 5x + p berekend. h(x)=3px"5x+p

Hierbij 1s p een constante. Daarom is de %Udgoexﬁ%”e”et pis een
. .. rvoor, nieuw
afgeleide van 3px° gelijk aan 3p - 5x* = 15px* exponent 1 cgn?tggtg, dous
c 0 .. . argelelae I1s
en is de afgeleide van p gelijk aan 0. minder 9

h(x)=3p-5x*-5

Voorbeeld

Differentieer.

a f(x)=-5x"+2x*—x-9
b g(x)=(3x*—1)(5x*+2)
c h(x)=3px’—5x+p

d k(t)=atf> —4£ +3t-2

Uitwerking

a f(x)=-5x"+2x* —x — 9 geeft f"(x) = -35x6 + 8x* — 1

b g(x)=(3x*— 1)(5x* + 2) = 15x® + 6x* — 5x> — 2 geeft g'(x) = 90x° + 24x3 — 10x
¢ h(x)=3px>— 5x +p geeft h'(x) = 15px* — 5

d k(t)=ar =42 + 31— 2 geeft K'(t) = 3ar* — 8t + 3

R45 Uit welke regels voor het differentiéren volgt de verschilregel
D% v(x)=/(x)—gx) geeft v(x) =f'(x) — g'(x)?

46 Bereken de afgeleide.
| a f(x)=5x0-3x"+2x -7
b g(x)=(3x+6)>—8
c h(x)=5(x—-37+52x—1)
d k(g)=1+3qg—3¢*— 5aq’

A47 Differentieer.

BI®% a f(x)=(3x— 1)(x*+5x%) d k(x)=5p-3(x*-x)(x+1)
b g(x) = (333 — 1)? e (1) = (56 — (36 + 1)
c h(x)=(5x-3)3x—2) f m(q)=1-3q*—2)?

48 Gegeven is de functie f(x) = -5x3> + x? + x + 5.
BD®% De formule van de hellinggrafiek is y =-1 %xz +2x+ 1.
a Licht dit toe.
b Bereken met de formule van de hellinggrafiek de helling voor x = 4.
¢ Bereken algebraisch voor welke x de helling van de grafiek van f
gelijk is aan -1.
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A49 Gegeven is de functie f(x) = 2x(x* — 1) — 3(x* — 1).
B®* a Bereken algebraisch de helling voor x = -1.
b Bereken algebraisch voor welke x de helling van de grafiek van f
gelijk 1s aan 2%‘

AS50 a De helling van de grafiek van f(x) = ax* — 3x? + 2ax in het punt 4
DOk met x, = 2 1s gelijk aan 5.
Bereken a.
b De lijn k met rc, = I raakt de grafiek van g(x) = ;22 + bx + 5 in het
punt B met x; = 6.

Bereken b.
¢ De helling van de grafiek van A(x) = px* — 2x*> + 4 in het punt A(1, q)
is gelijk aan 8.
Bereken p en g.
-1 , 3
A51 Gegeven is dat A(x) = 1 geeft A'(x) = G+ I
OF 3
Bereken de afgeleide van de functie &(x) = 3x " g

Johannes Hudde (1628-1704) was een veelzijdig man
met grote belangstelling voor wiskunde, natuurkunde,
techniek en sterrenkunde. Het grootste deel van zijn
leven was hij burgemeester van Amsterdam.

Bekend 1s Huddes methode om toppen te bepalen van
grafieken van functies met gehele machten van x,
zoals bijvoorbeeld f(x) = 2x* — 6x + 5. De door hem
bedachte methode wordt de regel van Hudde
genoemd.

Hudde gebruikte hierbij onbewust de afgeleide van
dit soort functies. Het toepassen van zijn regel op de
functie f(x) = 2x* — 6x + 5 leidt tot het oplossen van
de vergelijking 6x* — 6 = 0, dus tot het oplossen van
f'(x) = 0. De oplossingen x =-1 enx =1 zijn de
x-coordinaten van de toppen van de grafiek van f.
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Kennis- en vaardighedencheck

[ ] Ik kan de definitie van de afgeleide gebruiken.

[] Ik ken de volgende regels voor het differentiéren:
f(x) = a geeftf'(x) =0
f(x) = ax geeft f'(x) = a
f(x) = x" geeft f'(x) =nx" "tvoorn =2, 3,4, ..
f(x) = c * g(x) geeft f'(x) =c * g'(x)
s(x) =f(x) + g(x) geeft s'(x) = f'(x) + g'(x)

[] Ik kan algebraisch voor elke x de helling van de grafiek in het bijbehorende

punt berekenen.

[ ] Ik kan algebraisch de x-coérdinaat van een punt berekenen waarin de helling

van de grafiek gegeven is.

Toon met behulp van de definitie van de afgeleide aan dat
f(x) =0,1x? geeft /'(x) = 0,2x.

Bereken de afgeleide.
a f(x)=5x*—3x"+2x c h(x)=3(2x*+1)?
b g(f)=-38+652—12 d k(n)=an’ —2n3 + 6an

Gegeven is de functie f(x) = §x° + x2 — dx — 7.

a Bercken algebraisch de helling voor x = -3.

b Bereken algebraisch voor welke x de helling van de grafiek
van f'gelijk is aan 4.

» OPGAVE C8
THEORIE A,B

» OPGAVE C9
THEORIE C

» OPGAVE C10a
OPGAVE 48

» OPGAVE C10b
OPGAVE 48

Antwoorden
C8 =
C9 a f(x)=20x3—9x>+2 c A'(x)=T2x>+36x7
b g'(f)=-1*+13¢ d k'(n)=5an*— 6n* + 6a
Cl0a -1

bx=0vx=-2
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2.3 Limiet en afgeleide 81



052
MIOR 3

82

Kennis en vaardigheden
e Je kunt bij het berekenen van de afgeleide gebruikmaken van de productregel.
e Je kunt bij het berekenen van de afgeleide gebruikmaken van de quotiéntregel.

Gegeven zijn de functies f(x) = x2, g(x) = 3x — 7 en p(x) = f(x) - g(x).
a Bereken p'(x), f'(x) en g'(x).

b Onderzoek of p'(x) =f"(x) - g'(x).

¢ Laat zien dat p'(x) =/"(x) * g(x) + f(x) - g'(x).

Theorie A De productregel

Het product van de functies f'en g is de functie p(x) = f(x) - g(x).
Om de functie p te differentiéren, gebruik je de productregel.

P(x) =f(x) - g(x) geeft p'(x) = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x) )

/]\

‘ afgeleide eerste maal tweede plus eerste maal afgeleide tweede ]

In het voorbeeld wordt de afgeleide van de functie

f(x) = (x* — 4)(x* + 2x + 3) met de productregel berekend.

Bij deze functie kun je /” ook berekenen door eerst de haakjes
weg te werken. Later kom je echter functies tegen waarbij dit niet
mogelijk is. Het gebruik van de productregel is dan noodzakelijk.
In het voorbeeld komt de notatie [x*> — 4]’ voor. Hiermee wordt de
afgeleide van x* — 4 bedoeld. Dus [x* — 4] = 2x.

Voorbeeld

Bereken met de productregel de afgeleide van
f(x) = (x2 — 4)(x* +2x + 3).

Aanpak

De productregel geett

f(x)=[x*=4] - P +2x+3)+ (x> —4) - [x*+2x+3].  [x}+2x + 3] betekent de
afgeleide van x* + 2x + 3.

Uitwerking Dus [x* + 2x + 3]’ = 3x% + 2.

f(x) = (x* = H(x> + 2x + 3) geeft

f(x) = 2x(x* + 2x + 3) + (x> — 4)(3x* + 2)
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53 Bercken met de productregel de afgeleide van de volgende functies.
B@* Laat in het antwoord de haakjes staan.
a f(x)=(2-3x)2 + 7x) c h(x)=(x?—3x)(x* + x> +x)
b g(x)=(2x—5) d k(x)=(3x*—4)

54 Je weet \/x - \/x = x. Hieruit volgt [\/x]" - x + x - [\x]'= 1.
a Licht dit toe en bereken de afgeleide van f(x) = \/)_C
b Bereken op dezelfde manier de afgeleide van g(x) = \/2x — 1

en van h(x) = x> —x.

*

X

AS5  Gegeven is dat f(x) = \x* + 5 geeft f'(x) = —=
D@ % "

+5
Bereken exact de helling van de grafiek van de functie

g(x) = (2x — 1)y/x*+ 5 voor x = 2.

E56 a De functie p(x) =f(x) - g(x) - A(x) 1s te schrijven
* als p(x) = k(x) - h(x) waarbij k(x) =f(x) - g(x).
Toon door herhaald gebruik van de productregel
aan dat p = fgh geeft p’' = f'gh + fg'h + fgh'.
b De functie p is het product van de functies f, g, &
en &, dus p(x) =f(x) - g(x) * h(x) * k(x).
Geef de formule van p'.

De productregel in het kort is
Lf-gl'=fg+/ &

Bij het bewijs van de productregel gebruik je de definitie van de afgeleide.
p(x) =f(x) - g(x) geeft

St h) gl +h) —fx) - g(x)

p'(x) = lim
=0 2 eraf erbij
_ limf (x+h) -gxth)—fx) gx+h)+fx) gxt+h)—flx) gx)
h—0 h
_ Jxt+h)-gx+h)—fx)-gx+h)  flx) gxth)—[x)-gx)
= lim + lim
h—0 h h—0 h
L EE LWy 85T 8
h—0 h h—0 h
_ :}E%f(x + hz /) limg(x-+ ) + lim f(x) }}i_%g(x - "2 —8k)

=/ (x) - glx) +/(x) - g'(x)

© Noordhoff Uitgevers bv 2.4 De productregel en de quotiéntregel 83



057
0E*

84

: : Kx)
Gegeven is de functie g(x) = n(x)
Je kunt deze functie differentiéren door de productregel te gebruiken.
Daartoe vermenigvuldig je het linker- en rechterlid met n(x).
Zo krijg je g(x) - n(x) = t(x).
a Difterenticer beide leden van g(x) - n(x) = #(x).

'(x) —q(x) - n'(x)‘

b Toon aan dat uit vraag a volgt ¢'(x) =

n(x)
| O O Rt COREAE) o

¢ Substitueer g(x) = () ng'(x)= n(x) en herleid dit tot

0 n(x) - t'(x) — 1x) - n'(x)

X) = :
1 (n())?
Theorie B De quotiéntregel
Het quotiént van de functies #(x) =2x> + 1 en
¢ 2

n(x) =3x + 5 is de functie g(x) = n((i)) = %;; : 51 :

Om de afgeleide van g te berekenen, gebruik je de
quotiéntregel. Deze regel heb je in opgave 57 bewezen.

n(x) - £(x) —4(x) - n'(x) De quotiéntregel in het

£(x)
q(x) = ) geeft ¢'(x) =

2 ’ P gt
(n(x)) kort is [L] _nt 2m ‘
n n
Om de quotiéntregel makkelijk te kunnen onthouden,
kun je hem als volgt schrijven.

[ 13 ]’ _n-at—t-an _natmin tan | n - at betekent noemer maal afgeleide teller.
n n® n® ' ‘ t - an betekent teller maal afgeleide noemer.
n 14 t
R s =

o _2x2+1 - CBxt+5) -2+ 1] -2+ 1) - [Bx+ 5]

us g(x) = 3y 15 5°€ tg'(x)= Gx ¥ 5y —

—_
nl
(Bx+5)-4x—(2x"+1)-3  1262+20x—6x2—3 _ 6x+20x—3
(Bx +5)* T (Bx+5)* (3x +5)*

Werk alleen in de teller de haakjes weg. ’
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Voorbeeld

Difterentieer.

_ 3 _2x+1
af(x)_2x2+1 bg(x)_3x_1
Uitwerking

3 22+ 1)-0-3-4x 12y
a f(x) - 2x2 +1 geeft f(x) - (2x2 + 1)2 - (2x2 4 1)2
b o0 = 2L geett ,(x)=(3x— D-2-@x+1D-3 6x-2-6x-3__ -5

W) =3, B8 (Gx— 1)2 Gx—12  (Bx—1)

Difterentieer.

_x—2 X _3=xr
af(x)_x+5 cf(x)_2x2+l ef(x)_x_z +x

2 x—2 _ .2
bf(x)_Zx—l df(x)_3_x2 f /) =x x+4

) 3 y
Gegeven 1s dat f(x) = /6x geeft f'(x) = —.
g f(x)=\J6x geeft f(x) = e
Bereken exact de helling van de grafiek van de functie 5 X
(x)= 3x— 1 voor x =7
g \/a 6°
Kennis- en vaardighedencheck
[ ] Ik kan bij het berekenen van de afgeleide gebruikmaken van de productregel.  » oPGAVE c11
THEORIE A
[ ] Ik kan bij het berekenen van de afgeleide gebruikmaken van de quotiéntregel. » OPGAVE c12
THEORIE B

Bereken met de productregel de afgeleide van de functie
f(x) = (x* + x)(2x* — x). Laat in het antwoord de haakjes staan.

2

Differentieer de functie f(x) = 23; 2+_x1'

Antwoorden

C11 f"(x) = (2x + 1)(2x2 —x) + (x*> + x)(4x — 1)
oo 22 =2x—1

C12f(x) - (2x2 _ 1)2

© Noordhoff Uitgevers bv 2.4 De productregel en de quotiéntregel 85



060
WIOR 3

86

Kennis en vaardigheden

e Je kunt de formule opstellen van een raaklijn in een punt waarvan de x-codrdinaat is gegeven.
e Je kunt de formule opstellen van een raaklijn waarvan de richtingscoéfficiént is gegeven.

e Je kunt bij tijd-afstandformules algebraisch snelheden berekenen.

Op de grafiek van f(x) = x? — 3x — 1 ligt het punt 4 metx, = 4.
a Bereken f'(x), /'(4) en f(4).

b Floris wil y, weten. Is dat f"(4) of f(4)?

c Bastiaan wil de helling in 4 weten. Is dat /'(4) of f(4)?

Theorie A Raaklijn en afgeleide

Raakt de lijn k de grafiek van een functie fin het punt A y
met x-codrdinaat a, dan is de richtingscoéfficiént van &
gelijk aan f"(a). Dus rc, = f'(a).

Door vervolgens te gebruiken dat A(x ,, y,) = A(a, f(a))
behalve op de grafiek van fook op & ligt, kun je de
formule van k opstellen.

raaklijn k

Op de grafiek van de functie f(x) =-3x% + 2x + 3 ligt het y
punt 4 met x, = 4. Zie de figuur hiernaast.

Je krijgt y, door f(4) te berekenen.
f(4)=3, dus A(4, 3).

5

4

3
Met f'(4) krijg je de richtingscoéfficiént van de raaklijn & /
inA. 1

—_1l "(v) = — /
Jx)=-3x+2x+ 3 geeft f'(x) =-x + 2, /L1o 5 5\ X

dusre,=f(4)=-4+2=-2. 3
k:y=-2x+b DAt p=3 / | |f\
door A(4, 3) B Lijn & raakt de grafiek van fin 4.
-8+bH=3 a "
b — 1 1 Y4 _f(4) enrc, —f (4)

Dus k: y=-2x + 11.

Je hebt op deze manier algebraisch de formule van de raaklijn opgesteld.
We zeggen ook dat je de formule van de raaklijn langs algebraische weg
hebt opgesteld.

Hoofdstuk 2 De afgeleide functie © Noordhoff Uitgevers bv



Voorbeeld

Gegeven is de functie f(x) = 3x3 — 4x + 3.
Op de grafiek van fligt het punt P met x, = -2.
Stel langs algebraische weg de formule op van de raaklijn £ in P.

Uitwerking
f(x) =533 — 4x + 3 geeft f'(x) = 13x% — 4
k:y=ax+b
a=f(-2)=2 | /(D)= 15 (-2 -
y=2x+b o+ b=T
f(-2)=17, dus P(-2,7) 4+b -

b=11

Dus k:y=2x+ 11.

61 a Op de grafiek van de functie f(x) = ;x> — 2x2 + 2 ligt het punt 4
neE metx, =4.

Stel langs algebraische weg de formule op van de raaklijn £ in A4.

b Op de grafiek van de functie g(x) = 2x> — 6x ligt het punt B(-1, 8).
Stel algebraisch de formule op van de raaklijn / in B.

c De grafiek van de functie A(x) = }—sz — 2x snijdt de x-as behalve in
de oorsprong ook nog in het punt P.
Stel langs algebraische weg de formule op van de raaklijn m in P.

x2—4 y

2x+5°

a De grafiek van f'snijdt de x-as in de punten
A(-2,0)en B(2, 0).

’ )

Stel langs algebraische weg de formules op = X
van de raaklijnen ken /in 4 en B. o

b De grafiek van f'snijdt de y-as in het punt C.
Stel algebraisch de formule op van de raaklijn

minC. /\

-5

-4

De grafiek van f'snijdt de y-as in het punt 4 en de x-as in het
punt B(23, 0).

Onderzoek algebraisch of de raaklijn k£ in 4 de grafiek in B snijdt.

62 Gegeven is de functie f(x) =
MOk 3

AB3 Gegeven is de functie f(x) = 2§
uJOR 3 X
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Om na te gaan of je de helling in een punt van de grafiek juist berekend hebt,
kun je de GR gebruiken. De GR heeft namelijk een optie om bij een gegeven
functie de helling voor een willekeurige x te berekenen. Hieronder staat hoe je
bij de verschillende typen deze optie kunt gebruiken. Daarbij gaan we ervan uit
dat je een grafiek hebt geplot op het grafiekenscherm. Op de schermen hieronder
is de grafiek van de functie f(x) = %x3 — 2x? + 5 geplot en is de helling berekend
voor x = -1. Deze helling is 5.

Bij de Casio zet je in het SET-UP-menu Derivative (B_EXET:Show coordinates
op ON. Op deze manier krijg je met Trace telkens
na het invoeren van een x-waarde niet alleen de k

1]
y-waarde, maar ook de helling. Ve \a/ ;
dY/dX=
=71

9 ¥=2.666666667

£y

X

Bij de HP kies je Menu, Fcn en Helling. Na het
invoeren van x-waardes krijg je telkens de
bijbehorende helling totdat je Annuleer kiest.

i

LA

Helling: 5
Bi1j de NumWorks kies je in de Toolbox voor
Afgeleiden en zet je Eerste afgeleide waarde aan. Mite® Assen Nevigeren Bershan
Na het invoeren van een x-waarde krijg je dan
telkens niet alleen de y-waarde, maar ook de
helling. - /n‘ \/ )
\__X==1 f(x)=2 666666667 ' (x)=5
Bij de TI kies je in het calc-menu de optie dy/dx. NORH ORLIF AUTO REEEL RAD KN 0
Na het invoeren van een x-waarde krijg je de helling. :
Om bij een andere x-waarde de helling te krijgen, /
kies je weer de optie dy/dx.

Let op dat deze optie enkel ter controle gebruikt
mag worden en niet een onderdeel mag zijn van drodues. 0000003
de genoteerde uitwerking.

444444

\>

Gegeven is de functie f(x) = (x> = 4)(x + 1).
a De lijn £ raakt de grafiek van /'in het punt 4 met x, = -3.
Stel algebraisch de formule van & op.
b De grafiek van f'snijdt de y-as in het punt B.
Stel langs algebraische weg de formule op van de raaklijn / in B.
¢ De grafiek van f'snijdt de x-as in drie punten. Het snijpunt met
de positieve x-coordinaat is C.
Stel algebraisch de formule op van de raaklijn m in C.
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Voor elke a # 0 is gegeven de functie f(x) = x> + ax? + a’x
en het punt 4 met x, = a op de grafiek van /- De lijn & raakt
de grafiek van fin 4 en snijdt de y-as in het punt 5.

Druk y, uit in a.

In de figuur hiernaast zie je de grafiek van de functie y

f(x) =x*—2x — 5 en een aantal evenwijdige lijnen met

richtingscoéfficiént 4.

Eén van de lijnen raakt de grafiek van fin het punt 4.

Je gaat van deze lijn de formule opstellen. .
/] /

~h

De formule van de raaklijn in 4 is van de vorm o
y=4x+b.
a Licht dit toe.
b Licht toe dat f'(x,) = 4 en bereken x , met behulp
van deze vergelijking.
c Bereken y,.
d Gebruik de coordinaten van 4 om b te berekenen
en schrijf de formule van de raaklijn in 4 op.

Theorie B Raaklijn met gegeven richtingscoéfficiént

In de figuur hiernaast zie je de grafiek van de functie y

f(x) = 3x3 — x> — x, de lijn k die de grafiek van fraakt in K

het punt 4 en de lijn / die de grafiek van fraakt in het f
punt B. De lijnen & en / hebben richtingscoéfticiént 2.

Om de formules van & en / op te stellen, gebruik je / .
dat f(x,) =2 en f'(xz) = 2. Om x, en x; te berekenen, 2 ©
los je dus de vergelijking f"(x) =2 op.
Algebraisch gaat dat als volgt.
fx)=31x3—x?—x geeft f'(x) =x2 — 2x — 1
flx)=2geeftx>—2x—1=2 I
xX*=2x-3=0
(x+1Dx—3)=0
x=-lvx=3
x,=-1endit geefty,=f(-1)=-% en A(-1, -3).
Dit geeft de lijn k- y = 2x + 1%.
xz =3 en dit geeft vy, = f(3) =-3 en B(3, -3).
Dit geeft de lyn /: y =2x—9.
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Op de vorige bladzijde zijn alle berekeningen gedaan zonder gebruik
te maken van speciale opties van de GR. Op deze manier zijn langs
algebraische weg de formules van de raaklijnen opgesteld.

Wordt gevraagd om een formule van een raaklijn op te stellen met
behulp van de afgeleide of met behulp van differentiéren, dan bereken
je in elk geval de afgeleide. Daarna mag je bijvoorbeeld wel een
vergelijking met de GR oplossen door gebruik te maken van de optie
snijpunt. Zie het voorbeeld.

Voorbeeld
Gegeven is de functie f(x) = i 2. / Y
x+2
De lijnen & en / met richtingscoéfficiént -1 raken \ .
de grafiek van f'in de punten 4 en B. Zie de figuur - .
hiernaast. e
Stel met behulp van de afgeleide de formules K \
van k en [ op.
A
Uitwerking
2
fx)= );+22 geeft \
x+2) - =2)-1 2x2+4x—x2+2
SO 0w G2y
_x2+4Ax+2
S (x+2y

Los op f'(x) =-1.
Invoeren van de formule van /" en y =-1 en gebruiken

van de optie snijpunt geeft x =-3 en x =-1.

kry=-=x+b }
T a1 3+b=-7
J(=3)=-7, dus A(-3,-7) 3 =7

b=-10
Dus k: y=-x—10.
Ly=—=x+b }
e . (11 +b=-1
f(-1)=-1,dus B(-1,-1) 1+ h="1

b=-2
Dus/l:y=-x—2.
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a Gegeven is de functie f(x) = x> + 2x + 3.
De lijn £ met richtingscoéfficiént 4 raakt de grafiek van f.
Stel algebraisch de formule van k op.

b Gegeven is de functie g(x) = x> + 53 — 10x + 6.
De lijnen / en m zijn evenwijdig met de lijn n: y = -4x + 2
en raken de grafiek van g in de punten A4 en B.
Stel langs algebraische weg de formules van / en m op.

2x + 1

x—1°

De lijnen & en / met richtingscoétficiént —% raken de grafiek van f
in de punten 4 en B.

Stel met behulp van differentiéren de formules van & en / op.

Gegeven is de functie f(x) =

Gegeven is de functie f(x) = 3x° —x2 — 1.
a Op de grafiek van f'ligt het punt 4 met x, = -3.
Stel langs algebraische weg de formule op van de raaklijn & in 4.
b De lijnen / en m zijn evenwijdig met de lijn n: y = 3x + 6 en raken
de grafiek van f'in de punten B en C.
Stel algebraisch de formules van / en m op.
¢ In de punten D en E van de grafiek van fis de helling gelijk aan 8.
Stel langs algebraische weg de formule op van de lijn p door D en E.
d Delijng: y=-2x+ % snijdt de grafiek van fin het punt F.
De lijn r raakt de grafiek van fin F.
Stel met behulp van differentiéren de formule van » op.

x*-3

2—-x’

a De lijnen £ en / met richtingscoéfficiént 3 raken de grafiek van fin
de punten 4 en B.
Stel met behulp van de afgeleide de formules van &k en / op.

b Stel langs algebraische weg de formule op van de raaklijn m in het
snijpunt C van de grafiek van f'met de y-as.

¢ De grafiek van fheeft twee horizontale raaklijnen.
Bereken met behulp van de afgeleide de afstand tussen deze twee
horizontale raaklijnen.

Gegeven 1s de functie f(x) =

a Bereken exact voor welke waarden van p de grafiek van
f(x) = x> + px* + 2x — 3 twee raaklijnen met richtingscoéfficiént -1
heeft.

b Bereken exact voor welke waarden van p de grafiek van
g,(x) = px* + 4x* — 4x twee raaklijnen met richtingscoéfficiént -6 heeft.
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A72 Gegeven is de functie f(x) = ax* + bx.
% a Voor welke a en b raakt de lijn &£ met richtingscoéfficiént 3 de grafiek
van fin het punt 4(2, 4)?
b Voor welke a en b is het differentiequotiént van f(x) op [0, 2] gelijk
aan 4 en op [1, 3] gelijk aan 57

073 Gegeven is de formule s = -7 2 + 3/2. Hierin is s de De afgeleide van
L@% afgelegde afstand in meters na ¢ seconden met 0 < ¢ < 10. s noteer je als s'.
Bereken de snelheid waarmee s verandert voor 1 = 6 en
licht toe dat deze snelheid wordt uitgedrukt in m/s.

Theorie C Snelheid en afgeleide

Je hebt geleerd dat de snelheid waarmee f(x) verandert
voor x = a gelijk 1s aan de richtingscoétficiént van de
raaklijn in het punt (a, f(a)). En deze richtingscoétficiént,
dus de snelheid, is /"(a).

Je berekent een snelheid dus met de afgeleide.

f'(a) is de snelheid waarmee f(x) verandert voor x = a.

We gaan dit toepassen op een tijd-afstandformule.

Is de afgelegde afstand s in meters na ¢ seconden gegeven
door de formule s = 2#* + 4¢, dan is de formule van de
snelheid s = 47 + 4.

Het is gebruikelijk de snelheid aan te geven met v.

Dus bij s =2 + 4tis v=4t + 4.

Op t =5 is de snelheid gelijk aanv=4 -+ 5+ 4 =24 m/s.

74 Een auto trekt op. Gedurende de eerste zes seconden is de afgelegde
] afstand s in meters te berekenen met de formule s = 0,8¢%. Hierbij is ¢

de tijd in seconden. Na zes seconden verandert de snelheid niet meer.

a Bereken algebraisch met hoeveel procent de snelheid toeneemt
tussent=3 ent=4.

b Bereken algebraisch na hoeveel seconden de snelheid gelijk is aan
30 km/u. Rond af op twee decimalen.

¢ Hoeveel meter legt de auto in de eerste tien seconden af?
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75 Een keeper schopt een bal vanuit zijn handen verticaal omhoog. De
LI®% hoogte / in meters is te berekenen met de formule 4 = -5+ 281+ 0,6.

Hierbij is ¢ de tijd in seconden.

a Hoeveel seconden duurt het voordat de bal op de grond komt? Rond af
op één decimaal.

b Bercken met behulp van de afgeleide de snelheid waarmee de bal op de
grond komt. Geef het antwoord in gehele km/u.

c Wat weet je van de snelheid van de bal als deze het hoogste punt heeft
bereikt? Na hoeveel seconden is dat het geval?

A76 Gegeven is de formule s = —% £ + 5¢2. Hierin is s de afgelegde afstand in
B®  meters naz seconden met 0 <z <9.
Bewijs dat er op het interval [0, 9] twee tijdstippen zijn waarop de
snelheid gelijk is aan de gemiddelde snelheid op [0, 9].

A77 Een auto rijdt weg. Gedurende de eerste vijf seconden wordt de afgelegde
% afstand s in meters gegeven door de formule s = a(12¢> — £). Hierin is ¢ in
seconden en g een constant getal.
Na vijf seconden verandert de snelheid niet meer.
Het blijkt dat er in de eerste tien seconden 200 meter wordt afgelegd.
Bereken algebraisch de waarde van a.

A78 Bij een onderzoek naar de

@* hartslagfrequentie van sporters wordt bij
een test een zware inspanning geleverd.
Het blijkt dat de hartslag direct begint te
stijgen, en na het verrichten van de
inspanning begint te dalen. In deze
opgave gaat het over een zware
inspanning die anderhalve minuut duurt.
Voor een atleet die aan het onderzoek
meedoet geldt de formule

~135¢+50
atleet 0,3t2 +1

en ¢ de tijd in minuten vanaf het begin van de zware inspanning.
Voor een wielrenner die meedoet blijkt te gelden dat

Fwielrenner: 172 ’ Fatleet'

We vragen ons af met welke snelheid de hartslagfrequentie van de

wielrenner toeneemt op het moment dat zijn hartslag gelijk is aan de

maximale hartslag van de atleet.

Bereken met de afgeleide deze snelheid. Geef je antwoord in slagen per

minuut per seconde en rond af op twee decimalen. Gebruik dat bij deze

test de maximale hartslag anderhalve minuut na aanvang van de test

optreedt.

. Hierin is ' de hartslagfrequentie in slagen per minuut
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Kennis- en vaardighedencheck

[ ] Ik kan de formule opstellen van een raaklijn in een punt waarvan de
x-coordinaat is gegeven.

[ ] Ik kan de formule opstellen van een raaklijn waarvan de richtingscoéfficiént
is gegeven.

[ ] Ik kan bij tijd-afstandformules algebraisch snelheden berekenen.

Gegeven is de functie f(x) = x> + 5x + 3.
Stel langs algebraische weg de formule op van de lijn k£ die de gratiek
van fraakt in het punt 4 met x, = 4.

a Gegeven is de functie f(x) = §x3 —3x + 2. De lijnen k£ en / met
richtingscoétficiént 6 raken de grafiek van fin de punten 4 en B.
Stel algebraisch de formules van & en [ op.

b Gegeven is de functie g(x) = ﬁ De lijnen m en n met

richtingscoéfficiént -4 raken de grafiek van g in de punten C' en D.
Stel met behulp van differentiéren de formules van m en n op.

Gegeven is de formule s = 1,272 + 0,8¢. Hierin is s de afgelegde afstand
in meters na ¢ seconden met 0 <7< 3. Na drie seconden verandert de
snelheid niet meer.

Bereken algebraisch hoeveel meter in de eerste tien seconden wordt
afgelegd.

» OPGAVE C13
THEORIE A

» OPGAVE C14
THEORIE B

» OPGAVE C15
THEORIE C

Antwoorden

C13 Lk y=-3x+19

Claa kiy=6x+20enl.y=6x—16
b my=-4x+lenny=-4x+9

C15 69,2 m

Hoofdstuk 2 De afgeleide functie
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In de differentiaalrekening, waarmee je in dit hoofdstuk kennis
hebt gemaakt, bestudeert men veranderingen van functies.
Daarbij spelen begrippen als snelheid, helling van een grafiek
en raaklijn van een grafiek een grote rol.

Het heeft lang geduurd voor men het begrip snelheid wist te
doorgronden.

De beroemde geleerden Isaac Newton (1642-1727) en Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) hebben onafhankelijk van elkaar
de differentiaalrekening ontwikkeld.

Newton geldt als de grootste en invloedrijkste wetenschapper
aller tijden. In zijn belangrijkste werk, de ‘Principia
Mathematica’ uit 1687, zet hij de wiskundige beginselen van
de natuurwetenschappen uiteen. Hij verklaart in dit boek hoe
het zonnestelsel in elkaar zit en legt er de wetten van de
zwaartekracht en de bewegingsleer (mechanica) in vast.
Newton werd geboren op 25 december 1642 in Lincolnshire
in Engeland. Zijn vader stierf al voor zijn geboorte. Zijn

moeder liet hem over aan de zorgen van zijn grootmoeder. acns Newlon g

e

Al vroeg werd duidelijk dat hij voor het werk thuis op de Newton
boerderij ongeschikt was. Hij had er geen belangstelling

voor en verdiepte zich geheel in lezen en knutselen.

Newton schreef in 1671 een verhandeling over raaklijnen,

maar deze werd pas negen jaar na zijn dood gepubliceerd.

Leibniz wordt gezien als een van de meest invloedrijke
figuren in de westerse cultuur. Behalve aan wiskunde
leverde hij ook belangrijke bijdragen aan filosofie, fysica,
geologie, rechten, geschiedenis en geneeskunde. Hij was
actief als politicus en raadsheer aan het hof van Hannover
bij hertog Johann Friedrich. Hij ontwierp nieuwe soorten
rijtuigen en drainagesystemen voor de mijnen in de Harz.
Ook bedacht hij een manier om fosfor te produceren en
was hij de uitvinder van de eerste rekenmachine die in 3 ™ =
staat was op te tellen, af te trekken, te vermenigvuldigen Waw&efm Saabc
en te delen. In 1684 publiceerde hij het eerste artikel over i Ty e Lo age b
de differentiaalrekening. Veel van de huidige notaties in de ~ Leibniz

wiskunde zijn van hem afkomstig.

- ——

De vraag wie de ontdekker is van de differentiaalrekening
heeft heel wat twistgesprekken opgeleverd. Terwijl de
Engelsen Newton als de ontdekker beschouwden, ging
men er in Duitsland vanuit dat dit Leibniz was. Deze vete
heeft zelfs bijna een oorlog veroorzaakt tussen Engeland
en Duitsland.

2.5 Afgeleide, raaklijn en snelheid



Kennis- en vaardighedentest

2.1 Snelheden

1 Zie de figuur hiernaast. y
a Welke soorten van stijgen en dalen \ 10
kun je in de figuur herkennen? Geef
de bijbehorende intervallen. \ 8
b Bereken de gemiddelde verandering \ 6
vanyop [1, 4]. \4
¢ Bereken het differentiequotiént van y % /’ ‘\
4 %%E’ﬂ 3 RV \E 3 4 5\6 7 8 b |
veel waarden van p zijn er 2
waarvoor het differentiequotiént van y ) /
op [0, p] gelijk is aan 1? Licht toe. & N \ //
-8
10 \u/

2 Gegeven is de functie f(x) = 3x3 — x2 — 2x.
a Bereken de gemiddelde verandering van f(x) op [1, 4].
b Bereken het differentiequotiént van f(x) op [-1, 1].
c Op de grafiek van fliggen de punten 4 en B met x, =-2 en x5 = 3.
Stel de formule op van de lijn / door 4 en B.

3 Gegeven is de tijd-afstandgrafiek in de figuur s afstand in km

hiernaast.

a Bereken de gemiddelde snelheid in km/u 9 ]
op[L, 9]. 8

b Eris een interval [1, p] waarop de 7 //
gemiddelde snelheid gelijk is aan die op het 6 /
interval [0, 9]. 5
Voor welke p is dat het geval? 4

) w0 alf

Bij de grafiek hoort de formule s = 10 — PR 5 /

¢ Benader in km/u de snelheid op = 1. Neem 1 I
At=0,01 en rond af op gehelen.

o

12 3 4 5 6 7 8 9
tijd in minuten
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2.2 Raaklijnen en hellinggrafieken

4 [»werkeLapo] Zie de tijd-afstandgrafiek hiernaast. s afstand in meters
a Bepaal met behulp van de figuur de snelheid /
opt=1enopt=6. Rond af op gehele m/s. 70 /
b Voor welke ¢ schat je dat de snelheid minimaal 60 //
1s? Hoe groot is deze minimale snelheid in 50 /
gehele m/s? 40 ,/
30 /
//
20 -
10 /
o 2 4 6 ‘

tijd in seconden

5 a Hieronder zie je de grafiek van b De grafiek van fis de hellinggrafiek
de functie f. van de functie g.
Schets onder de grafiek van f Schets hieronder een mogelijke
de hellinggrafiek van f. grafiek van g.
Yy helling

/\X /\x

helling y
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11

12
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2.3 Limiet en afgeleide
Toon met behulp van de definitie van de afgeleide aan dat
f(x) = 5x* geeft f"(x) = 10x.

Bereken de afgeleide.
a f(x)=06x>—13x>+7 c h(x)=x(2x—1)?
b g(p)=4p’+p*>—11p+20 d k(x) = 3x* + 2x%(x — a) + 642

Gegeven is de functie f(x) = ¢x> — 2x2 + 4x + 5.

a Bereken algebraisch de helling van de grafiek van f'voor x = 3.

b Bereken algebraisch voor welke x de helling van de grafiek van f
gelijk is aan -2.

De helling van de grafiek van f(x) = %xz + 3px + 1 in het punt 4
met x, = 2 1s gelijk aan p.
Bereken p.

2.4 De productregel en de quotiéntregel

Bereken met de productregel de afgeleide. Laat in het antwoord de
haakjes staan.

a f(x)= - D(x>+Tx+2)

b g(x)=(x*+2x+ 1)

Differentieer.
_2x-3 Xt 5, 3
@ /=5 bW a €M)=

2.5 Afgeleide, raaklijn en snelheid
10x

X2+ 1

a Stel langs algebraische weg de formule op van de lijn & die de
grafiek van fraakt in het punt 4 met x, = 3.

b De lijnen / en m met richtingscoéfficiént 4‘5l raken de grafiek
van f'in de punten B en C.
Stel met behulp van differentiéren de formules van / en m op.

Gegeven 1s de functie f(x) =

Gegeven is de formule s = -3 3 + 472 Hierin is s de afgelegde

afstand in meters na ¢ seconden met 0 <7< 12.

a Bereken algebraisch met hoeveel procent de snelheid toeneemt
tussenf=4ent=28§.

b Bereken algebraisch na hoeveel seconden de snelheid gelijk is
aan 108 km/u.

¢ Na twaalf seconden verandert de snelheid niet meer.
Bereken hoeveel meter wordt afgelegd in de eerste minuut.

Hoofdstuk 2 De afgeleide functie Noordhoff Uitgevers bv



Gemengde opgaven

1 [»werksLap] Zie de figuur hiernaast. y

a Welke soorten van stijgen en dalen kun je // AN
herkennen? Geef de bijbehorende intervallen.

b Voor welke p is de gemiddelde verandering
van y op [p, 10] gelijk aan 1? 10 /

¢ Geef het kleinste interval [a, b] met a en b
gehele getallen waarop het
differentiequotiént van y gelijk is aan 0.

d In de punten 4 en B van de grafiek is de
helling gelijk aan 2.
Geef de coordinaten van 4 en B.

e Onderzoek of er een punt op de grafiek ligt
waarin de helling gelijk is aan 6.

11

©
~

- N W s~ 00O N

]
x

12 3 4 6 6 7 8 9

2 Van de functie f(x) = ax> + bx + ¢ is
* op [0, 4] het differentiequotiént gelijk aan 2
* op [2, 3] het differentiequotiént gelijk aan 4.
a Bereken het differentiequotiént van f(x) op [1, 5].
b Voor welke waarde van c is het differentiequotiént op [0, c]
gelijk aan ¢?
3 Gegeven is dat f(x) = \x* + 3 geeft f'(x) = \/2x_+3
X
a Bereken exact de helling van de grafiek van de functie
g(x)=2x+1)yx*+3 in het punt 4 metx, = 1.

b Bewijs dat de helling van de grafiek van de functie A(x) =

2x+1

Jxi+3

in het punt B met x, = 1 gelijk is aan %

. . o 4
4 Gegeven is de functie f(x) =x — 2 + i3

a De grafiek van f'snijdt de y-as in het punt 4.
Stel langs algebraische weg de formule op van de raaklijn £ in 4.
b Delijny= 3% snijdt de grafiek van flinks van de y-as in het punt 5.
Stel met behulp van de afgeleide de formule op van de raaklijn / in B.
¢ Er zijn twee punten op de grafiek van f waarin de raaklijn evenwijdig
is met de lijn m: y=-3x + 1.
Bereken met behulp van de afgeleide de codrdinaten van deze punten.

Noordhoff Uitgevers bv Gemengde opgaven 929



. . x2=2x+p
5 Voor elke p is gegeven de functie f,(x) = 1
2 _
a Bereken voor welke p de afgeleide gelijk is aan f,'(x) = (J; - 12;;_

b Bereken voor welke p de helling van de grafiek van f, in het punt 4
met x, = 3 gelijk is aan }1

c Bereken met behulp van differentiéren voor welke x de raaklijn aan
de grafiek van f; evenwijdig is met de lijn & y =-3x + 6.

6 Hieronder zie je de grafiek van de functie f.

a Schets onder de grafiek van f b De grafiek van f'is de hellinggrafiek
de hellinggrafiek van f. van de functie g.
Schets hieronder een mogelijke
grafick van g.
y helling

N N

helling Y

Het functievoorschrift van fis f(x) = 0,1x*(2x + 7)(x — 3).

De grafiek van f'snijdt de x-as rechts van de y-as in het punt 4.

c Stel langs algebraische weg de formule op van de lijn & die de
grafiek van fraakt in 4.

d Bereken met behulp van de afgeleide voor welke waarden van x
de helling van de grafiek van f'gelijk is aan 1. Rond af op twee
decimalen.
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7 Hicronder zie je de grafick van de functie f.

a Schets onder de grafiek van f b De grafiek van f'is de hellinggrafiek
de hellinggrafiek van f. van de functie g.
Schets hieronder een mogelijke
grafiek van g.
Y helling
f
/\ X /\ X
helling y
0 X o) X
2x—1

Het functievoorschrift van fis f(x) = 211

De grafiek van f'snijdt de x-as in het punt 4 en de y-as in het punt B.

¢ Onderzoek met behulp van differentiéren of de lijn die de grafiek
van fraakt in B door A gaat.

d Bereken met behulp van de afgeleide voor welke waarden van x
de raaklijnen aan de grafiek van f evenwijdig zijn met de lijn
k:y= %x + 1. Rond zo nodig af op twee decimalen.

8 Gegeven is de functie f(x) = (x> — 9)(x + p). Op de grafiek van fligt
het punt 4 met x, =-2. De raaklijn £ in 4 is evenwijdig met de lijn
[: y="Tx— 5. De lijn k snijdt de grafiek van f'in het punt B.
Bereken de coordinaten van B.

9 Een motor trekt op. Gedurende de eerste acht seconden is de afgelegde

afstand s in meters te berekenen met de formule s = 0,067 + 1,2/ met

t de t1jd in seconden. Na acht seconden verandert de snelheid niet meer.

a Bereken algebraisch met hoeveel procent de snelheid toeneemt tussen
t=4ent=06.

b Bercken algebraisch na hoeveel seconden de snelheid gelijk is aan
90 km/u. Rond af op één decimaal.

c Na hoeveel seconden heeft de motor 300 meter afgelegd? Rond af op
¢én decimaal.

© Noordhoff Uitgevers bv Gemengde opgaven 101
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Meetkunde

Bram zit in het Millennium Wheel in Londen. Hij vraagt zich af
hoe hoog de Big Ben is, die hij aan de overkant van de rivier
de Theems ziet. Vanuit het Millenium W heel heeft hij daartoe
twee hoeken gemeten. Zie de figuur hieronder.

Hoe kun je met deze gegevens de hoogte van de Big Ben
berekenen?




V1

V2

104

3.1 Berekeningen in driehoeken

Kennis en vaardigheden
e Je kunt hoeken en lijnstukken berekenen met sinus, cosinus en tangens.
e Je kunt lijnstukken berekenen met de stelling van Pythagoras en met gelijkvormigheid.
e Je kent de volgende meetkundige stellingen:
- De stelling en de omgekeerde stelling van Thales.
- De stelling van een raaklijn aan een cirkel.
- De stelling van de raaklijn in een raakpunt van twee cirkels.
- De stelling van twee raaklijnen aan een cirkel vanuit een punt.

Zie de rechthoekige drichoek ABC hiernaast.

C
Gebruik je de sinus, de cosinus, de tangens of de
stelling van Pythagoras om £A4 te berekenen? 5

A
6
C
/O\
55°

B

Zie de rechthoekige drichoek ABC hiernaast.
Gebruik je de sinus, de cosinus, de tangens of de
stelling van Pythagoras om 4B te bereckenen?

A

B

Voorkennis Hoeken en lijnstukken berekenen

- : : . Overstaande
BIJ hoekberekenlr.lge.:n in rech-thoekl ge y, B
drichoeken gebruik je de goniometrische Onthoud... 505
verhoudingen sinus, cosinus en tangens. CAS Cos < Aanliggende

TOA ~ Schuine
\ Tan = Overstaande
~ Aanliggende

Sinus, cosinus en tangens

_ overstaande rechthoekszijde van Z4 B¢ N
sin(£A) = - = = 0§
schuine zijde AC 83
aanliggende rechthoekszijde van Z4  4pB S g
cos(£LA) = —— = 82
schuine zijde AC £

overstaande rechthoekszijde vanZ4 BC A . B

tan(éA) = =~ rechth%i?«lfzﬁ}gg(f;n ZA

~ aanliggende rechthoekszijde van/4  AB

De schuine zijde zit altyjd
tegenover de rechte hoek.
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V3

V4

Om de GR te kunnen gebruiken bij hoekberekeningen
stel je deze in op graden. Dit gaat als volgt:

Casio Set up » Angle » Deg
HP Settings » Hoekmaat » Graden
NumWorks  Instellingen » Hoekmaat » Graden
TI Mode » Graden
Voorbeeld
a Zie hiernaast. D 9 F
Bereken £A4 en ZD. ©
5
A 3
A 5 B E
b Zie hiernaast. M R
Bereken LM en PQ. Rond af op één . .
decimaal.
(232 . plot o

Rond bij het berekenen van
een hoek af op één decimaal.

Uitwerking Can e
BC 3 cos-! (5_!_9)26-56505118
a tan(£4)=——5 == geeft £4 =26,6° 56.2510114
AB 6 N
_DE_5 o
cos(£LD) = DE-0 geeft D ~ 56,3

b sin(£ZK)= Il%—% geeft sin(32°) = %, dus LM = 8sin(32°) = 4,2.

5 5
PO

cos(£LP)= PR

E geeft cos(64°) = dus PO =

mz 114.

Zie hiernaast.
Bereken £A, ZD en ZI.

Zie hiernaast.
Bereken AC, DF en GH.
Rond af op één decimaal.

© Noordhoff Uitgevers bv 3.1 Berekeningen in driehoeken
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01 Van de rechthoekige drichoek ABC hiernaast is
OE@*k AB=6en £LBAC =30° Op 4B ligt het punt D
met ZBDC = 40°.
We vragen ons af wat de lengte van BD is.
Om BD met een goniometrische verhouding te
berekenen in ABCD heb je BC of CD nodig.
a Licht toe dat je BC kunt berekenen in AABC
en bereken BC. Rond af op drie decimalen.
b Welke goniometrische verhouding gebruik je
vervolgens in ABCD om BD te berekenen?
¢ Bereken BD. Rond af op twee decimalen.

Theorie A Goniometrische berekeningen

Met de goniometrische verhoudingen sinus, cosinus en
tangens zijn hoeken en lijnstukken te berekenen.
Gebruik je bij berekeningen met de GR tussenresultaten,
rond dan de tussenresultaten niet af maar gebruik Ans en
lettergeheugens van de GR. A B

[»GR] Neem de module Het gebruik van Ans en BC

sin(£A) = ic

cos(Z£A) = j—g

lettergeheugens door.

Afspraak

Rond bij het berekenen van een hoek af op één decimaal. tan(£4) = %

Om in de rechthoekige driehoek ABC hiernaast C
ZACE te berekenen, ga je als volgt te werk.
» Bereken eerst BC in AABC.
: BC : 10
sin(35°) = 10° dus BC =10sin(35°).
» Bereken daarna ZBEC in ABCE. 7
BC 10 Si]fl(35°) A [ B
= = 5
tan(£ZBEC) RE 5 geeft E
ZBEC=4892..°

* Bereken eerst ZAEC en daarna ZACE in AAEC.

ZAEC = 180° — ZBEC = 180° — 48.92..° = 131,07...° LoD S0y cenrsasei

In AAEC is ZACE = 180° —35° — 131,07..° ~ 13,9°. il 1.147152873

tan! (Ans)
48.92057571

O
[DEL-LNEIDEL-ALL
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2
]

3
DO*x

4

De*x

Voorbeeld

Gegeven is de figuur hiernaast.
Bereken welk gedeelte BD van AB is. Rond af op
twee decimalen.

Uitwerking

In AABC is tan(30°) = %, dus BC = AB tan(30°).

In ABDC is tan(50°) = % dus BD = %.
. ABtan(30°)

Hieruit volgt dat BD = “an(50°) =AB-0,4844...

Dus BD = 0,484B.

In de figuur hiernaast is ABCD een rechthoek.
Bereken ZBMC.

Gegeven is de figuur hiernaast.
Bereken ZACD.

Gegeven is de figuur hiernaast.
Bereken ZBMC.

© Noordhoff Uitgevers bv
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%0° 50° o
A D B
D C
4
[SiY 5
A ™ M
C
10
5
110°
A D B
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A5
MIOR 3

A6
OF 5

V5

108

In de figuur hiernaast is ABCD een rechthoek. D E C
Ergeldt DE: CE=1 :p.
Bereken p. Rond af op twee decimalen.

Gegeven is AABC hiernaast met £B = 90°. C
Het punt M is het midden van AB en het punt N is het

midden van BM. Verder is gegeven dat ZBCN = 25°.

Bereken LZACM. 25°

Zie de figuur hiernaast. C
a Welke hoek in ACDE is gelijk aan £B in AABC?

En welke hoek in ACDE is gelijk aan ZC in AABC? E
b Vul in.

AABC oA

-

Voorkennis Gelijkvormige driehoeken

Twee driehoeken zijn gelijkvormig als ze twee paar
gelijke hoeken hebben.

In de figuur hiernaast is C
ZA in AADE gelijk aan Z£4 in AABC én
ZE in AADE gelijk aan ZB in AABC.
Dus AADE is gelijkvormig met AACB.
Notatie: AADE co AACB. A ) B
Y
Let op de volgorde bij de letters in AADE co AACB.

De overeenkomstige hoeken zijn met pijlen aangegeven.

Met de overeenkomstige zijden maak je een verhoudingstabel.
Hierin staan de overeenkomstige zijden onder elkaar.

AD‘DE‘AE
AC | BC| 4B

J

Uit AADE co AACB volgt dus de verhoudingstabel

Om gelijkvormigheid van driehoeken aan te tonen, zoek je dus naar
gelijke hoeken. Gebruik daarbij de volgende eigenschappen.
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V7

overstaande hoeken Z-hoeken F-hoeken

Bij snijdende lijnen zijn Bij evenwijdige lijnen Bij evenwijdige lijnen
overstaande hoeken gelijk. | horen gelijke Z-hoeken. horen gelijke F-hoeken.
o
X Q

Na het aantonen van gelijkvormigheid kun je met de daaruit volgende
verhoudingstabel onbekende zijden berekenen. Zie het voorbeeld.

Voorbeeld

Gegeven is de figuur hiernaast. C
Bereken exact AC en DE.

Uitwerking 4

ZCAB= ZDAE
AABCEaAAEDalmmkan}AABC*UAAED

AB | BC | AC 6 | AC
AE | DE|AD © DE |
84 5-6

— — g2 29
AC= 5 =65 en DE 2

eeft 8‘
5 |

=

4

:3%

Gegeven is de figuur hiernaast.
Bereken exact 4B en DE.

Gegeven is de figuur hiernaast.
Bereken exact CD en CE.
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Gegeven is de figuur hiernaast. C
Bereken exact BC, DE en CE.

E

5

AT D 8 B
Zie de figuur hiernaast met de gelijkvormige driehoeken
ABCen AED.
Uit AABC o AAED volgt de verhoudingstabel AB | AC

E | AD

Waarom lukt het niet AD te berekenen met AD = AaLBAE? A
Theorie B Berekeningen met gelijkvormigheid
In opgave 7 lukte het niet om 4D te berekenen met AD = Aa;BAE.

Door de lengte van AD gelijk te stellen aan x en AC uit te drukken in x,
lukt het wel om AD te berekenen.
Stel AD = x, dan is AC = x + 2.

) ) 8 [x+ 2%
Dit geeft de verhoudingstabel 5
X

en hieruit volgt 8x = 5(x + 2%)

8x=5x+121
3x =123
x=4é—,

Dus 4D = 4¢.

In de opgaven hiervoor was het nodig eerst gelijkvormigheid aan te
tonen bij het berekenen van lijnstukken. In het vervolg mag je
gelijkvormigheid gebruiken zonder het eerst aan te tonen.

Afspraak
Je mag gelijkvormige driehoeken gebruiken zonder de gelijkvormigheid
eerst aan te tonen.

7o mag je in het voorbeeld op de volgende bladzijde direct opschrijven
dat AABC o APQC.
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Voorbeeld

Gegeven is de figuur hiernaast. C
Bereken exact AC. /
Aanpak P Hq
Bereken eerst BC met behulp van de gelijkvormige driehoeken =
ABC en PQC. Bij het invullen van de verhoudingstabel zijn er
twee onbekende zijden. Stel daarom de ene zijde gelijk aan x en ‘
druk de andere zijde uit in x.
Bereken vervolgens AC met de stelling van Pythagoras in AABC. A = —5
Uitwerking AB | BC Om CQ te berekenen, heb je slechts
AABC oo APQC geeft een deel van de verhoudingstabel
PO CQ
AB | AC | BC nodig
Stel CO =x, dan is BC=x + 4. PQl CP‘CQ '
+
> | geeft Sx =2(x + 4)
2 2 5x=2x+8
3x=8
_n2
X = 2§
Dus CQ =23 en BC=63.
De stelling van Pythagoras in AABC geeft AC = /5% + (63)* = 83.
Zie het voorbeeld.
a Licht toe dat AABC o APQC. M
b Bij het berekenen van 4C met de stelling van Pythagoras is
de berekening kort genoteerd met AC = /5% + (63)2 = 8. 17
Bereken op dezelfde korte manier KM in de figuur
hiernaast. K 15 L
Gegeven is de figuur hiernaast. D
Bereken exact AB en AD.
E
20
12,5
.
A B 6 C
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Gegeven is de figuur hiernaast.
Bereken exact DS.

Gegeven is de figuur hiernaast.
Bereken exact BS.

Gegeven is de figuur hiernaast.
a Onderzoek met een berekening welke van
de volgende beweringen waar is.
I  ZACB<90°
I ZACB=90°
Il £ACB > 90°

C
E 16
S
A 8 D 12 B
C
15
D E
5 S
A 5 B

b Berecken exact welk gedeelte AS van AE is.

Gegeven is de figuur hiernaast.

R4
Bereken exact ST. Y
16
P 17 15 Q

In figuur a hiernaast is de cirkel met middelpunt M en
middellijn AB getekend. Het punt C ligt op de cirkel.
In deze opgave ga je bewijzen dat LACB = 90°.

Zie figuur b.

a Licht toe dat Z4 + ZB + £C, = 180°.

b Licht toe dat £4=2C,en ZB= ZC,.

c Licht toe hoe uit a en b volgt dat LZACB = £C,, = 90°.

Hoofdstuk 3 Meetkunde
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Theorie C Stellingen en definities

Bij wiskunde B krijg je vaak te maken met de opdracht ‘bewijs’.
Bij de opdracht ‘bewijs’ geef je een redenering en/of exacte
berekening waaruit de juistheid van het gestelde blijkt.

Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet.

Het gestelde controleren door middel van een of meer voorbeelden
is niet voldoende. Andersom is het geven van één tegenvoorbeeld
genoeg om de bewering tegen te spreken.

In opgave 14 heb je de stelling van Thales bewezen.
In opgave 15 ga je de omgekeerde stelling van Thales bewijzen.

Stelling van Thales

Een drichoek waarvan een zijde de middellijn van de C
omgeschreven cirkel van de driehoek is, is rechthoekig. m
Omgekeerde stelling van Thales A M B
Van een rechthoekige driehoek is het midden van de schuine U

zijde het middelpunt van de omgeschreven cirkel van de driehoek.

In opgave 16 bewijs je de stelling van een raaklijn aan een cirkel.
Daarom geven we eerst de definitie van een raaklijn aan een cirkel.

Raaklijn aan een cirkel

Definitie  Een raaklijn aan een cirkel is een lijn die é¢én punt
met de cirkel gemeenschappelijk heeft.

Stelling Een raaklijn aan een cirkel staat loodrecht op de
verbindingslijn van het middelpunt van de cirkel
en het raakpunt.

Met behulp van de bovenstaande stelling zijn andere stellingen over
raaklijnen aan cirkels te bewijzen. Zie de opgaven 17 en 18.
Daarbij gebruik je ook het begrip de afstand van een punt tot een lijn.

De afstand van een punt tot een lijn P
Definitie  De afstand (kortste verbinding) van een punt

tot een lijn is de lengte van het verbindingslijnstuk

vanuit dat punt loodrecht op die lijn.

Raaklijn in een raakpunt van twee cirkels

Stelling  De raaklijn in het gemeenschappelijke raakpunt van
twee elkaar rakende cirkels staat loodrecht op de
verbindingslijn van de middelpunten.
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Twee raaklijnen aan een cirkel vanuit een punt
Stelling  Als vanuit een punt twee raaklijnen aan een

) . A
cirkel getrokken worden, dan zijn de afstanden
van dat punt tot de twee raakpunten gelijk. P
Nadat je de stellingen hebt bewezen, mag je ze in de B

opgaven zonder toelichting gebruiken.

Een definitie is een afspraak en een stelling is een eigenschap of bewering die
bewezen kan worden. Bij een bewijs mag je uitgaan van wat bekend is. Dat wil
zeggen dat je definities en eerder bewezen stellingen mag gebruiken. Zo heb je bij
het bewijs van de stelling van Thales in opgave 14 gebruikt dat de som van de
hoeken van een drichoek 180° is (stelling hoekensom driehoek) en dat in een
gelijkbenige drichoek de hoeken tegenover de even lange zijden even groot zijn
(stelling gelijkbenige drichoek). Om deze stelling over de gelijkbenige driehoek te
bewijzen, ga je uit van de volgende definitie: Een gelijkbenige drichoek is een
driehoek met (minstens) twee even lange zijden (definitie gelijkbenige drichoek).

15 In deze opgave ga je de omgekeerde stelling van Thales bewijzen.
D@* Omgekeerde stelling van Thales:
Van een rechthoekige driehoek is het midden van de schuine zijde
het middelpunt van de omgeschreven cirkel van de driehoek.

In de figuur hiernaast is de rechthoekige drichoek ABC
getekend. Verder is M het midden van AB en MN | BC.

a Toon aan dat BN = CN. Gebruik dat AABC co AMBN.
b Toon met de stelling van Pythagoras aan dat BM = CM.
¢ Maak het bewijs af.

Thales van Milete (ca. 624-547 v.Chr.) leefde in Milete, een

plaats in het huidige Turkije. Men veronderstelt dat Thales de

grondlegger is van een logische opbouw in de meetkunde en

dat hij, naast de naar hem vernoemde stelling, de volgende

stellingen ontdekte.

» Een cirkel wordt in twee gelijke delen verdeeld door elke
middellijn.

» Een gelijkbenige drichoek heeft gelijke basishoeken.

« Bij snijdende lijnen zijn overstaande hoeken gelijk.

» Twee drichoeken zijn gelijk als ze twee hoeken en een zijde gelijk hebben.

Verder is hij waarschijnlijk de eerste die gebruikmaakte van gelijkvormige

driehoeken.
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In deze opgave ga je de stelling van een raaklijn aan een cirkel bewijzen.
Stelling raaklijn aan een cirkel:

Een raaklijn aan een cirkel staat loodrecht op de verbindingslijn
van het middelpunt van de cirkel en het raakpunt.

In de figuur hiernaast zie je een cirkel met middelpunt M en
een lijn / die de cirkel raakt in een punt 4. Verder is een punt P /
dat niet samenvalt met A op / getekend.
Uit de definitie van de raaklijn aan een cirkel volgt dat P
MP > MA. A
a Licht dit toe.
b Hoe volgt nu uit de definitie van de afstand van een punt
tot een lijn dat MA L [?

In de figuur hiernaast is het punt 4 het gemeenschappelijke
raakpunt van de cirkels met middelpunten M en N. De
gemeenschappelijke raaklijn is /.

Bewijs dat MN L /.

In de figuur hiernaast zijn vanuit het punt 4 de

raaklijnen & en / aan de cirkel met middelpunt M getekend.
De raakpunten zijn P en Q.

Gebruik de stelling van Pythagoras om te bewijzen dat
AP=AQ.

Hiernaast zie je de cirkel met middelpunt M, middellijn 4B C

en straal 3. Op de cirkel liggen de punten C en D waarbij

AC=4en BD=CD.

Bereken exact BD. Gebruik dat in ABCD het punt M op de a
hoogtelijn door D ligt. M

Gegeven is de cirkel ¢ in de figuur hiernaast met
middelpunt M en straal 5. De lijn & raakt ¢ in het punt A4,
de lijn / raakt ¢ in het punt B en & en / snijden elkaar in
het punt P waarbij AP = 10.

De lijn m door A en M snijdt / in het punt C.

Bereken de lengte van het lijnstuk BC. Rond af op twee
decimalen.
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Gegeven is de figuur hiernaast. D

116

In de figuur hiernaast zie je cirkel ¢, met middelpunt M/
en straal 3 en cirkel ¢, met middelpunt N en straal 5.

De lijn k raakt ¢, in 4 en ¢, in B. Het gemeenschappelijke
raakpunt van ¢, en ¢, is P en de gemeenschappelijke
raaklijn in P is [.

De lijnen k en / snijden elkaar in het punt Q.

Bereken exact PQ.

Kennis- en vaardighedencheck

[ ] Ik kan hoeken en lijnstukken berekenen met sinus, cosinus en tangens.

[ ] Ik kan lijnstukken berekenen met de stelling van Pythagoras en met

gelijkvormigheid.

[ ] Ik ken de volgende meetkundige stellingen:
- De stelling en de omgekeerde stelling van Thales.
- De stelling van een raaklijn aan een cirkel.
- De stelling van de raaklijn in een raakpunt van twee cirkels.
- De stelling van twee raaklijnen aan een cirkel vanuit een punt.

Gegeven is de figuur hiernaast.
Bereken ZBAM.

» OPGAVE C1
THEORIE A

» OPGAVE C2
THEORIE B

» OPGAVE C3
THEORIE C

Bereken exact AL.

C
7 E

5
A B

Hoofdstuk 3 Meetkunde
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b In de figuur hiernaast is zijde R7 van ARST een
middellijn van cirkel c, en ligt S op c,.
Hoe groot is £8?

a In de figuur hiernaast is een gedeelte van een F
cirkel ¢, met middellijn DE getekend. £
Ligt het punt F binnen, buiten of op ¢,?
D Cy
T
R

c In de figuur hiernaast raakt lijn £ cirkel c; met

C
middelpunt A£; in het punt 4. y
Hoe groot 1s de hoek tussen &k en AM,?
A
K
d In de figuur hiernaast raakt lijn / de cirkels ¢, /
en ¢; met middelpunten M, en M. N
Hoe groot is de hoek tussen / en M ,M;? \
4

e In de figuur hiernaast gaan de lijnen m en n door
punt P en raken cirkel ¢, in de punten B en C.
Is BP langer dan, korter dan of even lang als CP?

Antwoorden
C1 228° c2 735 C3 a opg,
b 90°
c 90°
d 90°
e even lang
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3.2 Lengte, omtrek en opperviakte

Kennis en vaardigheden
Je kunt de formule voor de oppervlakte van een driehoek, parallellogram en

trapezium gebruiken.

Je kunt de formule voor de oppervlakte en de omtrek van een cirkel gebruiken.

Je kunt de formule O(AABC) = ;— - AB - AC - sin(£A) gebruiken.

Je kunt de zijde x hoogte-methode gebruiken.

In de figuur hiernaast zie je het trapezium 4ABCD met
hoogte A.
Bewijs dat O(4BCD) = (4B + CD) - h.

Hiernaast is een cirkel met middelpunt M getekend.
De punten 4 en B liggen op de cirkel en LAMB = 70°.
Welk deel van de cirkel is de rode boog AB?

Hiernaast is een cirkel met middelpunt M en straal 5
getekend. De punten P en Q liggen op de cirkel en
ZPMQ = o°.

Druk de lengte van de rode boog PQ uit in a. Gebruik
dat omtrek cirkel = 2mr.

Hiernaast is een cirkel met middelpunt M en straal 6
getekend. De punten 4 en B liggen op de cirkel en
ZAMB =70°. De cirkelsector AMB is met blauw
aangegeven.

Bereken exact de oppervlakte van deze sector. Gebruik
dat oppervlakte cirkel = 7.

Hiernaast is een cirkel met middelpunt M en straal 6
getekend. De punten 4 en B liggen op de cirkel en
ZAMB =70°. Een cirkelsegment is blauw gekleurd.
Bereken de oppervlakte van dit segment. Rond af op
twee decimalen.

Hoofdstuk 3 Meetkunde
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Theorie A Oppervlakte van viakke figuren

Bij het berekenen van de oppervlakte van vlakke figuren gebruik je de
oppervlakteformules van de basisfiguren driehoek, parallellogram,
trapezium en cirkel.

b
h h h
m i
0 § ) omtrek cirkel = 2mr
O =1bh O=bh  O=Xa+bh O=n?
Voorbeeld
In AABC hiernaast is punt B het middelpunt van de cirkel C

met straal 4.
Bereken de oppervlakte van het blauwe gebied. Rond af op
twee decimalen.

Uitwerking
Zie de schets hiernaast.

In ABCD is sin(50°) = C7—D dus CD = 75sin(50°).

O(blauwe gebied) = O(AABC) — O(cirkelsector)
—l. .74 on_ 90 o 4
5+ 6 7s1m(50°) 360 © 4-=9 11

Zie het voorbeeld.
Bereken de omtrek van het blauwe gebied. Rond af op twee decimalen.

In het trapezium ABCD hiernaast is punt A4 het middelpunt D 3 C
van de cirkel met straal 4D = 4.
a Bereken de oppervlakte het trapezium. Rond af op twee
decimalen.
b Bereken de oppervlakte van het blauwe gebied. Rond af o~
op twee decimalen. A 1 B
c Bereken de omtrek van het blauwe gebied. Rond af op
twee decimalen.
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Zie de drichoeken hieronder.

Rond in deze opgave af op één decimaal.

a Bereken de oppervlakte van AABC.

b Bereken de oppervlakte van AKLM.

c De oppervlakte van APQR is 20.
Bereken de hoeken van de drichoek.

C M R
8 8

65°
A 5 B K L P = Q
In de figuur hiernaast is M het middelpunt van de C
omgeschreven cirkel van AABC.
a Bereken exact de oppervlakte van het blauwe gebied. 5
b Bereken de oppervlakte en de omtrek van het segment

dat wordt ingesloten door zijde 4B en boog 4B. Rond M

af op twee decimalen.

In de figuur hiernaast is M het middelpunt van de cirkel
door de punten 4, B, Cen D.

De totale oppervlakte van de blauwe segmenten is groter
dan de totale oppervlakte van de gele segmenten.
Bereken exact het verschil tussen deze oppervlaktes.

Gegeven is het trapezium ABCD hiernaast met
AB=2CD. Punt P is het midden van diagonaal AC en
punt @ is het midden van diagonaal BD, waardoor de
hoogte van trapezium ABQP de helft is van de hoogte
van trapezium ABCD.

Bereken exact welk deel de oppervlakte van ABQOP is
van de oppervlakte van ABCD.

Druk de oppervlakte van A4BC hiernaast uit in
AB, AC en sin(£A).

Hoofdstuk 3 Meetkunde
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032 Zie de figuur hiernaast met AABC en de hoogtelijnen C
BE*x ADenCE.
a Druk de oppervlakte van AABC uit in AB en CE. D
b Druk de oppervlakte van AABC uit in BC en AD.
c Licht toe dat uit de vragen a en b volgt dat
AB - CE=BC - AD.

Theorie B Lengte en opperviakte

In opgave 31 heb je gezien dat de oppervlakte van een
driehoek gelijk is aan een half keer de ene zijde keer de
andere zijde keer de sinus van de ingesloten hoek.

O(AABC)=13+ AB - AC - sin(£A) c

A B

Met deze formule is bijvoorbeeld de oppervlakte van

een regelmatige vijthoek te berekenen waarvan de straal D
van de omgeschreven cirkel gelijk is aan 6.

Zie de figuur hiernaast.

Bereken eerst ZAMB. Je krijgt ZAMB = 3650 =72°. g .
Dus O(AABM) =% - AM - BM - sin(£AMB) M

=366 sin(72°) 6

= 185in(72°)
En O(4BCDE) =5 - 18sin(72°) = 85.6. A8

In opgave 32 heb je gezien dat bij de figuur van de
opgave geldt dat AB - CE=BC - AD.

We zeggen kortweg ‘zijde x hoogte = zijde x hoogte’
en spreken daarom van de zijde X hoogte-methode.

DE ZIJDE x HOOGTE-METHODE

Voor driehoeken geldt:
ene zijde x bijbehorende hoogte = andere zijde x bijbehorende hoogte.
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Je gebruikt de zijde x hoogte-methode om in de figuur C

hiernaast de lengte van AD te berekenen. Bereken eerst

BC met de stelling van Pythagoras in AABC. D

Je krijgt BC = /8% + 6 = 10.

De zijde x hoogte-methode in AABC geeft

BC-AD=A4B - AC

10-4D=8-6 p .
8:6 4 8

AD = 0 - 4z

Voorbeeld

Zie de figuur hiernaast met rechthoek ABCD. D 5 E1l ¢
Bereken exact de lengte van BF.

Aanpak 4
BF is in AABE de hoogte bij zijde AE. Teken dus
AABE en gebruik hierin de zijde x hoogte-methode.

Uitwerking
Zie de figuur hiernaast. D 5 E1 ¢
AE = \[#2+52=./41
De zijde x hoogte-methode in AABE geeft
AE-BF=AB - EG 4
VAl -BF=6-4

6-4_ 24

BF=>—=="2= L
N : .

R33 a Zie de theorie op de vorige bladzijde.
@ % Bereken de oppervlakte van vierhoek ABCM. Rond af
op één decimaal.
b Zie het voorbeeld hierboven.
In AABF is FH de hoogte die bij zijde 4B hoort.
Bereken de lengte van #H. Rond af op één decimaal.

34 Gegeven is een regelmatige zevenhoek waarvan de straal van
B®  de omgeschreven cirkel gelijk is aan 7.
a Neem » =3 en bereken de oppervlakte van de zevenhoek.
Rond af op één decimaal.
b Bereken voor welke waarde van » de oppervlakte van de
zevenhoek gelijk is aan 100. Rond af op drie decimalen.
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Een regelmatige negenhoek heeft oppervlakte 144.

Bereken de omtrek van de negenhoek. Rond af op één decimaal.

Zie de figuur hiernaast met het rechthoekig
trapezium ABCD.
Bereken exact BE.

Zie de figuur hiernaast met het parallellogram ABCD.
De oppervlakte van het parallellogram is 32.
Bereken exact BE.

Zie de zeshoek ABCDEF in de figuur hiernaast
met AM=BM = CM =DM =EM =FM=4.
Bereken de oppervlakte van de zeshoek. Rond
af op twee decimalen.

Gegeven is de figuur hiernaast met AP = 10, BP =11,
CP=12,DP=13 EP=14, FP=15,GP=16¢n
HP=17.

De oppervlakte van het blauwe gebied is 500.
Bereken ZAPB.
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Kennis- en vaardighedencheck

[] Ik kan de formule voor de oppervlakte van een driehoek, parallellogram en » OPGAVE C4,C5a

trapezium gebruiken.

THEORIE A

[ ] Ik kan de formule voor de oppervlakte en de omtrek van een cirkel gebruiken. » OPGAVE c5bc

[ ] Ik kan de formule O(AABC) =;— - AB - AC - sin(£A) gebruiken.

[ ] Ik kan de zijde x hoogte-methode gebruiken.

Gegeven is de figuur hiernaast met trapezium ABCD.

De oppervlakte van het trapezium is 14.
Bereken de oppervlakte van vierhoek DEFG.

Van het parallellogram ABCD hiernaast is punt A het

middelpunt van de cirkel met straal 3.

a Bereken de oppervlakte van het parallellogram.
Rond af op twee decimalen.

b Bereken de oppervlakte van het blauwe gebied.
Rond af op twee decimalen.

¢ Bereken de omtrek van het blauwe gebied. Rond
af op twee decimalen.

Zie de figuur hiernaast.
Bereken de oppervlakte van vierhoek ABCD. Rond
af op twee decimalen.

Zie de figuur hiernaast met het rechthoekig trapezium 4ABCD.

Bereken exact DE.

THEORIE A

» OPGAVE C6
THEORIE B

» OPGAVE C7
THEORIE B

D C
/
60°
3 I 2 B
D
70°
5 C
A T B
D
5
.
C
3
A =8

Antwoorden

ca 4 C5 a 1732 ce 20,66
b 12,61
c 15,14

Hoofdstuk 3 Meetkunde
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3.3 Vergelijkingen in de meetkunde

Kennis en vaardigheden

e Je kunt vergelijkingen oplossen waarin wortels voorkomen en je kunt de oplossingen van
deze vergelijkingen herleiden.

e Je kunt gebruiken dat de zijden van een gelijkbenige rechthoekige driehoek zich verhouden
als1:1:/2.

¢ Je kunt gebruiken dat de zijden van een rechthoekige driehoek waarvan de scherpe hoeken
30° en 60° zijn, zich verhouden als 1: 2 : /3.

e Je kunt bij de bijzondere rechthoekige driehoeken een lijnstuk berekenen door een lijnstuk
x te stellen.

e Je kunt met de stelling van Pythagoras een lijnstuk berekenen door een lijnstuk x te stellen.

Voorkennis Wortels herleiden

Voor het vermenigvuldigen en delen van wortels gelden de volgende regels.
A \JB=\/ABvoor A=0AB>0

VA_ [4

——=5z voor4=0AB>0

VB \B

Dusﬁ-ﬁ=men%=\m.

4 ) .
—— 1s te herleiden tot een vorm zonder wortelteken in de noemer.

NG

Je Vermenigvuldigt daartoe de teller en de noemer met \/§ :
4 5_45_, L5

\f NNE

Bij +/ 125 kun je de breuk onder het wortelteken
wegwerken. Je krijgt

Een som en een verschil van gelijksoortige wortels kun je herleiden.

Dus 2+/5 + 74/5=9+/5 en 842 — 9\/2 =-/2. Maar /2 + /5 kun je

niet herleiden, want \/5 en \/5 zijn niet gelijksoortig.

Het lijkt erop dat \/2 + /32 niet herleid kan worden. Maar door bij /32
een zo groot mogelijke factor voor het wortelteken te brengen, zie je dat

het wel lukt. Je krijgt 2 +/32=2+/16 - 2=\2+42=52.

Je krijgt —

EEEER

, dus ook

SRS
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Vv9 Herleid.

a 3.6+66 e 3! i 3+53 -5
b 3:10 f /8+./18 Y
6414
614 g & « o177
2\7 52 V3
d /510 h 2 I \2+4/90
040 8 is te herleiden tot de vorm a + b\/E. Je gebruikt daarbij
MIOF 3 2

het merkwaardige product (4 + B)(A — B) = A*> — B*. Je krijgt
28 28 A2 2842 28(4 \F)

SHI 442 4-\2 1672 S22 =sm22
Herleid tot de vorm a + by/c.
14 R . 2
3442 V5+43 V2+45
4 .12 L2
V3-1 V342 242-6

Theorie A Vergelijkingen met wortels

De vergelijking x+/2 + 2x = 8 is een lineaire vergelijking waarin wortels
voorkomen. Hoe je deze vergelijking exact oplost, zie je hieronder. Bij
het herleiden van de oplossing tot de vorm a + b\/E wordt, net als in
opgave 40, het merkwaardig product (4 + B)(4 — B) = A> — B? gebruikt.

x\/i +2x=8 Breng x buiten haakjes.

x(\2+2)=8
I 8 V2-2_8(y2-2)
"2 iez iz 2.4 H29m8-a

Ook de vergelijking x+/2 — 3 = \/6 is een lineaire vergelijking. Bij het
exact oplossen van deze vergelijking laat je de term met x in het linkerlid
staan en zorg je ervoor dat de overige termen in het rechterlid komen.

x\2-3=./6
x\2=3+./6

3+V6_3+V6 V2 _3\2+\12_ 3\f+2\f
TR e

3\F+2\E 3\5 2(
- =32+ \3= 152+ 3
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41
0oe

42
0oe

A43
MIOR 3

Ad4

045
MIOR 3

Los exact op. Herleid je antwoord.

a x\/5+2=./10 b 3xy2++/10=0 c 7-x/3=42

Los exact op. Herleid je antwoord.

a 4x—2x3=./6 b x\/5+xy2=410 c 2x\2-10=x3

Los exact op. Herleid je antwoord.

a 2x\/6-6=4./6 c 3\2+x2=410

b x\3+6=2x d 3x\2-2x=6

Zie de cirkel met middellijn AB en middelpunt M hiernaast.

De punten C en D liggen op de cirkel, waarbij AC = 4./5 en
AD =3BD. Verder is gegeven dat de oppervlakte van AABC
gelijk is aan 20.

Bereken exact AD.

Gegeven is de gelijkzijdige drichoek ABC hiernaast met zijde 2a. C
a Toon aan dat CD = a./3.
b Gegeven is CD =7+/3.

Bereken de lengte van AC. 2a 2a

Theorie B Bijzondere rechthoekige driehoeken

Hiernaast is de gelijkbenige rechthoekige drichoek ABC met C

rechthoekszijden a getekend.

In AABC is AC? = AB*+ BC? o
AC*=a? + a? a
AC? =24?

AC=\2d2=a\2 Ao a

De lengten van de zijden van AABC zijn dus a, a en a\ﬁ.
In een gelijkbenige rechthoekige driehoek is de verhouding
van de zijden dus 1 : 1 : /2.

De zijden van een gelijkbenige rechthoekige driehoek
verhouden zich als 1 : 1 : /2.
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In opgave 45 heb je ontdekt dat de zijden van een halve
gelijkzijdige drichoek de lengten a, 2a en a+/3 hebben.

De verhouding van de zijden is dus 1 : 2 : /3.

De zijden van een rechthoekige driechoek

waarvan de scherpe hoeken 30° en 60° zijn,

verhouden zich als 1 : 2 : /3.

60°

30°

In AABC hiernaast is AC = 12. AABC 1s een

1:1:/2-driehoek, dus

1212 N2 122

AB —5

V2222

/]\

= 64/2.

Van AB naar AC keer /2,

dus van AC naar AB
gedeeld door /2.

(2)

(1)

(1)

In APQR hiernaast is PO = 12. APQR is een

1:2:/3-driehoek, dus

12 12 V3 12\3
O GE T

/]\

45°

45°

-

=4\3en PR=2"4./3=8./3. 30°

Van QR naar PQ keer \ﬁ ,

dus van PQ naar OR
gedeeld door /3.

46 Zie hiernaast.

oe

128

Bereken exact AC, DE, KL

en PQ.

Hoofdstuk 3 Meetkunde

45° 30°
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47 In de regelmatige zeshoek ABCDEF hiernaast met
D@* zijde 8 wordt de regelmatige zeshoek KLMNOP
getekend. Hierbij zijn K, L, M, N, O en P de middens
van de zijden van ABCDEF..
Bereken exact de oppervlakte van het blauwe gebied.

A48 Bewijs dat de oppervlakte van A4ABC hiernaast C
OO* gelijk is aan 9/3 +9.

30° 45°

A49 Zie de figuur hiernaast.
% a Bewijs met deze figuur dat sin(15°) = i(\@ - ﬁ).
b Bereken de exacte waarde van cos(15°).

50 Gegeven is AABC hier linksonder.
O®%k C

C
30° 45° 30° 45°
D X

A 0 B A

B

We willen de oppervlakte van A4BC exact berekenen.
Daartoe tekenen we de hoogtelijn CD en stellen BD = x.
Zie de figuur hier rechtsboven.

a Licht toe dat AD = x+/3.

Uit het bovenstaande volgt x+/3 +x = 10.
b Licht dit toe en los de vergelijking exact op.
¢ Schrijf de oppervlakte van AABC in de vorm a + b\/c.
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51
MJOF S

52
oe

AB3
MJOF 3

A54
MIOR 5

A55

130

Bewijs dat de oppervlakte van AABC hiernaast gelijk is
aan 108 — 36+/3.

Van het vierkant ABCD met zijde 6 hiernaast worden
bij de hoekpunten driechoeken weggelaten zodat een
regelmatige achthoek ontstaat.

Bereken exact de zijde van de achthoek.

Schrijf het antwoord in de vorm a + by/c.

Gegeven is de gelijkzijdige driechoek ABC met zijde 8
hiernaast. In de drichoek past precies het vierkant PORS.
Bewijs dat PQ = 16./3 — 24.

De ingeschreven cirkel van de gelijkbenige rechthoekige
drichoek 4BC hiernaast heeft straal 1.
Bewijs dat de omtrek van A4BC gelijk is aan 6 + 44/2.

Van vierhoek ABCD hiernaast is AB =4 en

ZA = 2C=90° De diagonaal AC verdeelt £4 en
ZCzo,dat LZCAD=2- ZBAC en LACB = ZACD.
Bewijs dat de omtrek van de vierhoek gelijk is aan

8 +242+2/6.

Hoofdstuk 3 Meetkunde

6
A\ /5
c
S R
A P Q B
8
C
m
-
1
AU B
D
~—,C
X
A T B
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056 In de figuur hiernaast is de gelijkbenige drichoek ABC

BD®% met AC = B(C getekend, waarvan de hoogte CD gelijk
is aan AB. Verder is de omgeschreven cirkel van deze
driehoek getekend. De straal van deze cirkel is 6.
We vragen ons af wat de lengte van 4B is.
a Noem het middelpunt van de cirkel M, stel DM = x

en licht toe dat hieruit volgt dat 4D = 1x + 3.

b Gebruik de stelling van Pythagoras in AADM en

toon aan dat je de vergelijking l,lgx"- +3x—-27=0 A D B
krijgt. \_/

c Los de vergelijking van vraag b exact op en bereken De hoogte CD is gelijk aan AB.

de lengte van 4AB.

Theorie C Vergelijkingen en de stelling van Pythagoras

Hiernaast zie je nogmaals de figuur van opgave 56 met
daarin het middelpunt M van de omgeschreven cirkel
van AABC en het lijnstuk AM. In opgave 56 i1s DM = x
gesteld om 4B te berekenen.

Je kunt ook bijvoorbeeld 4D = x stellen. Dan is

CD = AB =2x, dus DM = 2x — 6. De stelling van
Pythagoras in AADM geeft dan

x*+(2x — 6)* =67

x2+4x2—24x+36=36 A 5 B
5x2 = 24x =0 \_/

x(5x —24)=0 De hoogte CD is gelijk aan AB.

x=0v5x=24

x=0vx=43

DusAD =45 enAB=2-4:=93

Je ziet dat deze uitwerking eenvoudiger is dan wat je in opgave 56
hebt gedaan. In het algemeen is het raadzaam om na te gaan welk
lijnstuk je x stelt voor een zo eenvoudig mogelijke uitwerking.

57 Hiernaast is de gelijjkbenige drichoek 4BC met zijn
B®  omgeschreven cirkel met straal 6 getekend. Verder is
de hoogte CD getekend, waarbij geldt dat CD = I%AB.
Bereken exact 4B.

=
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58
MIOR 3

59
WIOR S

A60

0oe

A6l
OF 5

AB2

132

In de figuur hiernaast is ABCD een rechthoek.
Bereken exact AP.

Gegeven is vierkant ABCD met zijde 11. Binnen het
vierkant ligt het punt P op afstand 3 van 4B en op
afstand 2 van 4D.

Bereken exact de straal van de cirkel die door P gaat
en de zijden BC en CD raakt.

Gegeven zijn de concentrische cirkels in de figuur
hiernaast met middelpunt M en stralen van 10 en 20.
In het gebied tussen de cirkels past precies een
rechthoek waarvan de lengte 4 keer de breedte is.
Bereken algebraisch hoeveel procent van het gebied
tussen de cirkels de rechthoek in beslag neemt.

Uit een vierkant met zijde 2 worden twee kwartcirkels

met straal 1 weggelaten zoals in de figuur hiernaast.
Bereken exact de straal van de grootste cirkel die nog
op het overgebleven stuk past.

In het vierkant ABCD met zijde 5 hiernaast zijn
twee kwartcirkels met straal 5 getekend. Van het

vierkant EFGH liggen de punten £ en F op de zijde AB
en de punten G en H op de kwartcirkels. De kleine cirkel

raakt de zijde GH en de beide kwartcirkels.
Bereken exact de zijde van het vierkant EFGH en de
straal » van de kleine cirkel.

Hoofdstuk 3 Meetkunde

C
Q

13 B

C
-5
|
31
|
!

11 B

10 =
M

——B
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Kennis- en vaardighedencheck

[] Ik kan vergelijkingen oplossen waarin wortels voorkomen en ik kan de » OPGAVE C8
oplossingen van deze vergelijkingen herleiden. THEORIE A

[ ] Ik kan gebruiken dat de zijden van een gelijkbenige rechthoekige driechoek » OPGAVE C9
THEORIE B

zich verhouden als 1: 1 : /2.

[] Ik kan gebruiken dat de zijden van een rechthoekige driehoek waarvan de » OPGAVE C9
scherpe hoeken 30° en 60° zijn, zich verhoudenals 1:2: \5 THEORIE B

[ ] Ik kan bij de bijzondere rechthoekige driehoeken een lijnstuk berekenen door ®» OPGAVE C9

- THEORIE B
een lijnstuk x te stellen.

[ ] Ik kan met de stelling van Pythagoras een lijnstuk berekenen door een » OPGAVE C10

lijnstuk x te stellen. THEORIE C

Los exact op.
a 6-x2= 10

b %x\/fzx—2

Bereken exact de oppervlakte van A4ABC hiernaast. C

10

In het vierkant ABCD hiernaast is een
kwartcirkel getekend met middelpunt B en
straal BC. Het punt P op de kwartcirkel heeft
afstand 1 tot CD en afstand 8 tot AD.
Bereken exact de lengte van de zijde van het
vierkant.

Antwoorden

C8 a x=32-./5
b x=4+22

co 75-25\3

C10 13
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063
MIOF S

134

3.4 De sinusregel en de cosinusregel

Kennis en vaardigheden

e Je kunt met de sinusregel hoeken en lijnstukken berekenen.

e Je kunt met de cosinusregel hoeken en lijnstukken berekenen.

e Je weet in welke situatie je de sinusregel kunt gebruiken en in welke situatie de cosinusregel.

Gegeven is AABC hiernaast. C
Om AC te berekenen, kun je gebruikmaken van de
hoogtelijn AD, dat is de lijn door 4 loodrecht op BC.

Bereken AC. Rond af op twee decimalen. 35° 64°
10

Theorie A De sinusregel in scherphoekige driehoeken

In opgave 63 heb je in A4ABC de lengte van de zijde 4C berekend. Dit deed
je door een hoogtelijn te tekenen en dan gebruik te maken van de twee
rechthoekige driehoeken die ontstaan. Deze omslachtige manier was nodig
omdat AABC niet gelijkbenig of rechthoekig is. De berekening wordt een
stuk eenvoudiger door gebruik te maken van de sinusregel.

De sinusregel geldt in elke driehoek.

In opgave 66 bewijs je de sinusregel voor scherphoekige driehoeken.

In de sinusregel hieronder is de zijde tegenover £A4 aangegeven met de
letter @ en £A 1s aangegeven met a. De hoeken B en C geven we aan met
S en y en de zijden tegenover deze hoeken zijn aangegeven met b en c.

In elke driehoek ABC geldt de sinusregel C
o alfa
A — b B béta
. T . T . . a
sin(e) sin(f) sin(y) e
A B
C

Voorbeeld
Gegeven is APQOR hiernaast. R

Bereken QR. Rond af op één decimaal.

Uitwerking

ZR=180° —48° - 76°=56°
12 48° 76°

Sin(48°)  sin(56°) &
_ 12sin(48°) 10.8
~ sin(56°) T

De sinusregel geeft
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64 Gegeven is AABC hiernaast. C
] Bereken AB en AC. Rond af op één decimaal.

6,8

AB65 Bereken de omtrek van AABC hiernaast. Rond af C
LD@* op twee decimalen.

66 In deze opgave ga je de sinusregel bewijzen voor
L@* scherphoekige drichoeken.

Zie hiernaast AABC met hierin de hoogtelijn CD. 2
a Licht toe dat CD = b sin(a) en CD = a sin( ).

a b AL
sin(a))  sin(f)’
Zie hiernaast nogmaals AABC met hierin de C
hoogtelijn AE.
¢ Licht toe dat AE = ¢ sin( ) en AE = b sin(y). b

b ¢ E
sin(f)  sin(y)’ p
e Hoe volgt uit de vragen b en d de sinusregel? c

b Licht toe dat uit vraag a volgt

d Licht toe dat uit vraag ¢ volgt

067 Hicronder is twee keer een gedeelte van een AABC getekend
OD@%* met A8 =4 cmen £A4 =40°. Er zijn twee driehoeken mogelijk
met BC =3 cm.
a Teken deze twee drichoeken. Gebruik een passer.
b Gebruik de sinusregel om aan te tonen dat sin(£C) = 0,857...
Welke £C vind je hiermee met de GR?

40° 40°
4 cm 4 cm
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068 Hicrnaast is de stomphoekige drichoek ABC getekend.
D@%* a Lichttoe dat CD = bsin(180° — a).
b Licht toe dat CD = asin(f).
c Licht toe dat uit de vragen a en b volgt
a b
sin(180° —a)  sin(f)’

Theorie B De sinusregel in stomphoekige driehoeken
a b

sin(180° — @)  sin(f)’

In hoofdstuk 8 leer je dat sin(180° — &) = sin(a).

In opgave 68 heb je gezien dat

a __b
sin(a) sin(f)

Hiermee krijg je in de stomphoekige driechoek ABC dat

b _ ¢
sin(f) sin(y)’
geldt de sinusregel ook in stomphoekige driehoeken.

En omdat in AABC ook geldt dat

Uit de regel sin(180° — &) = sin(a) volgt bijvoorbeeld ’
sin(170°) = sin(10°) en sin(95°) = sin(85°). sin(170)
Op het GR-scherm hiernaast zie je dat de GR rekent el 9173648771
volgens deze regel. e 0.1736481777.
Zoek je omgekeerd de hoek a waarvoor geldt . 0.9961946981
sin(a) = 0,1736... dan geeft de GR de scherpe hoek, | ... 0.9961946981.
dus a = 10°. ° ’
Voorbeeld
Gegeven is AABC hiernaast met £C > 90°. C
Bereken ZC. 4
Uitwerking A 259 ™\ p
De sinusregel geeft . ’
8¢ 8¢ in(25°) ~ sin(Z0)
, 8sin(25°)
sin(£C) = a1 0,845...

De GR geett een hoek van 57,69...°.
Dus ZC=180°—57,69...° = 122 3°.
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69
]

70
OE*x

71
0e

72
MIOR 5

Gegeven is AKLM hiernaast. M
Bereken KL en KM. Rond af op één decimaal.

5,3

K 20 110 A

Hieronder is twee keer een gedeelte van een AABC getekend met

AB =5 cmen ZB=47°. Er zijn twee drichoeken mogelijk met

AC=4cm.

a Teken deze twee drichoeken. Gebruik een passer.

b Bereken voor A4ABC met de scherpe hoek C de hoeken 4 en C
en de zijde BC. Rond af op één decimaal.

¢ Bereken voor AABC met de stompe hoek C de hoeken A en C
en de zijde BC. Rond af op één decimaal.

A 5cm B A 5cm

Van AABCis ZB=46°, BC=10en AC=8.

a Bereken beide mogelijkheden voor £A4.

b Bereken beide mogelijkheden voor 4B. Rond af op €én decimaal.

¢ Judith wil een driehoek tekenen met £B =46°, BC=10en AC=17.
Laat met een tekening zien dat dit niet mogelijk is.

Bij de gegevens £4 = 30° en AC = 6 hangt het C
van de lengte van BC af hoeveel drichoeken er

mogelijk zijn. 6

Wat weet je van de lengte van BC als

a er geen drichoek ABC mogelijk is A 30°

b er precies één drichoek ABC mogelijk is

c er twee drichoeken ABC mogelijk zijn?
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A73 Van AABCis £A=52°, AC =8 en BC=7. Er zijn twee drichoeken
Be* ABC mogelijk bij deze gegevens. We noemen ze AAB,C en AAB,C.
Bereken B, B,. Rond af op twee decimalen.

A74 Bereken de omtrek van AABC hiernaast. Rond
D@* af op één decimaal.

A75 Gegeven is de figuur hiernaast.
@®* Bercken AC. Rond af op twee decimalen.

076 Zie AABC en APQR hieronder.
BD®* a Waarom kun je Z4 niet met de sinusregel berekenen?
b Waarom kun je OR niet met de sinusregel berekenen?

R
C
5 4 5
50°
A S B P 5 Q
077 Hiemaast zie je AABC met de zijden a, b en ¢ en de C

BO®* hoogtelijn CD. Er is AD = x gesteld, dus BD = ¢ — x.
a Licht toe dat x2 + A% = b2.
b Licht toe dat a®> = ¢ — 2¢cx + x2 + h2.

. . b a
c Licht toe dat uit de vragen a en b volgt g
a’>=b*+ c? - 2cx.
d Licht toe dat x = hcos(a). g
. . ]
e Licht toe dat uit de vragen ¢ en d volgt AT p o B

|
a? = b+ ¢ — 2bccos(). ; -
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Theorie C De cosinusregel

In opgave 77 heb je een van de drie versies van de cosinusregel
bewezen. Het bewijs van de andere versies gaat net zo.

In elke driehoek ABC geldt de cosinusregel C

a* = b* + ¢* — 2bc cos(a) .
b* = a* + ¢* — 2ac cos(f) .
c?=a? + b* - 2ab cos(y). A B

Je kunt met de cosinusregel een zijde van een driehoek
berekenen als de twee andere zijden en de ingesloten hoek
bekend zijn. Zo krijg je in AABC hiernaast
BC?=6>+52—2"6"-5"cos(40°) en dit geeft BC = 3,88. 40°

In opgave 78 geef je het bewijs van de cosinusregel voor
stomphoekige driehoeken.

Je gebruikt daarbij dat cos(180° — o) = -cos(a).

In hoofdstuk 8 wordt deze regel toegelicht.

Omdat de cosinus van een scherpe hoek positief is, volgt uit
deze regel dat de cosinus van een stompe hoek negatief is.

In tegenstelling tot bij de sinus geeft de GR bij de cosinus altijd
de hoek die je zoekt. Zo krijg je bij cos(a) =-0,6 dat o = 126,9°.

In de situatie dat van een driehoek drie zijden bekend zijn, gebruik
je de cosinusregel om een hoek te berekenen. Zie het voorbeeld.

Voorbeeld

Gegeven is AABC met AB=6, AC=5en BC = 10.
Bereken £A.

Uitwerking

Zie de schets hiernaast. C

De cosinusregel geeft 10> =62 +52—-2-6-5-cos(£LA)
100 =61 — 60 cos(£LA) =
60cos(£LA) =-39

A
cos(£LA)=- %

ZA4 =130,5°
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OE*x

A83
MJOF S

140

Zie de stomphoekige drichoek ABC hiernaast.
a Licht toe dat x> + 22 =b? en a®> = ¢ + 2cx + x> + 2.
b Licht toe dat uit vraag a volgt dat a*> = b* + ¢ + 2cx.
c Licht toe dat x = bcos(180° — a).
d Bewijs dat de cosinusregel ook geldt voor
stomphoekige driehoeken. Gebruik dat
cos(180° — a) = -cos(a).

a Van AABCis AC=4,BC=6en £LC=60°.
Bereken 4B. Rond af op twee decimalen.

b Van ADEF1s DE=T7, DF=6¢en EF =5.
Bereken de hoeken van ADEF.

¢ Van AGHI i1s GH=4, HI=3 en ZH = 150°.
Bereken GI. Rond af op twee decimalen.

d Gegevenis APORmet PO=5, QR=4en PR=17.
Bereken de hoeken van APQOR.

a Wat moet van een driehoek bekend zijn om met de sinusregel
 een zijde te berekenen
» een hoek te berekenen?

b Er zijn twee gevallen bij gegevens van een drichoek waarbij je
de cosinusregel kunt gebruiken.
Welke twee gevallen zijn dat en wat kun je in elk van deze gevallen
berekenen?

Bereken in één decimaal in de figuren hieronder de onbekende zijden.

>
uy)
b
wy)
>
wy)
o >
Ny

Van parallellogram ABCD is AB = 10. De lengte van

diagonaal AC is 14 en de lengte van diagonaal BD is 9.

a Bereken BC. Rond af op één decimaal.

b Bereken de oppervlakte van ABCD. Rond af op één
decimaal.

Gegeven is de figuur hiernaast.
Bereken exact AC.
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A84 Zie AABC hiernaast. C
®@% De lengte van AC is 2 meer dan de lengte van BC.
Bereken BC en AC. Rond af op drie decimalen.

40°
A 2 B
Kennis- en vaardighedencheck
[] Ik kan met de sinusregel hoeken en lijnstukken berekenen. » OPGAVE C11
THEORIE A,B
[ ] Ik kan met de cosinusregel hoeken en lijnstukken berekenen. » OPGAVE C12
THEORIE C
[ ] Ik weet in welke situatie ik de sinusregel kan gebruiken en in welke situatie » OPGAVE C13
OPGAVE 80

de cosinusregel.

Gegeven is de figuur hiernaast.
Bereken 4B. Rond af op twee decimalen.

Gegeven is APOR met ZP=42° PR=10en QR=17.
Met deze gegevens zijn er twee drichoeken mogelijk:
APQ\R en APQ,R. Zie de figuur hiernaast.

Bereken ZPRQ,.

Van AABCi1s £A=115°, AB=3en AC =2.
Bereken BC. Rond af op twee decimalen.
Van AABCis AB=3,AC=2en BC=4.
Bereken £A.

Van AABCis AB=8,AC=6en £4 =140°.
Bereken BC. Rond af op één decimaal.

b Van AABCis AC=6,BC=13, Z4>90° en £B = 25°.
Bereken ZC.
¢ Van AABCis AB=8,AC=6en BC=13.
Bereken £A.
Antwoorden
Clla 4,74 Ci2a 425 Ci3a 132
b 30,9° b 104,5° b 41,3°
c 136,0°
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Kennis- en vaardighedentest

3.1 Berekeningen in driehoeken
1 Gegeven is de figuur hiernaast.

Bereken ZCAM.

2 In de figuur hiernaast is ABCD een rechthoek. D C

Bereken CE.
23
S

4 E

2

A B

3 Cirkel ¢, met middelpunt M en straal 5 raakt in
de figuur hiernaast cirkel ¢, met middelpunt N en
straal 3. De halve lijn £ vanuit punt P raakt ¢, in
het punt 4 en ¢, in het punt B. De halve lijn /
vanuit punt P raakt ¢, in het punt C en c, in het
punt D.

Bereken exact de lengte van 4AP.

3.2 Lengte, omtrek en oppervlakte
4 Hiernaast zie je AABC. De cirkel met

middelpunt 4 gaat door hoekpunt C en

door het midden M van 4B.

a Bereken de oppervlakte van het blauwe
gebied. Rond af op twee decimalen.

b Bereken de omtrek van het blauwe gebied.
Rond af op twee decimalen.
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10

11

12

Gegeven is de regelmatige vijfhoek ABCDE hiernaast met E
zijn omgeschreven cirkel met middelpunt M en straal r.
a Neem » =4 en bereken de oppervlakte van
vierhoek 4BCM. Rond af op één decimaal.
b Bereken voor welke waarde van r de oppervlakte van A
het blauwe gebied gelijk is aan 10. Rond af op twee
decimalen. C

3.3 Vergelijkingen in de meetkunde
Los exact op. Herleid je antwoord.

a x\y3+4= \/6

b 2x\/3+3x-12=0

c 2\2+x/6=13

Gegeven is het trapezium ABCD hiernaast. D__C
De oppervlakte van het trapezium is 36.

Bereken exact de lengte van 4B.
30° 60°

Gegeven 1s vierkant ABCD hiernaast. In het vierkant 1s D C
een kwartcirkel getekend met middelpunt B en straal BC. 6
Het punt P op de kwartcirkel heeft afstand 6 tot CD en
afstand 3 tot AD.

Bereken exact de oppervlakte van het vierkant.

o\ T

3.4 De sinusregel en de cosinusregel
Van AABCis £ZA=40°, ZB=155°en BC=6.
Bereken de oppervlakte van A4ABC. Rond af op twee decimalen.

Van AABC 1s ZA =50° en AB = 10.

a Neem BC = 8,5 en bereken beide mogelijkheden voor ZB5.

b Wat weet je van de lengte van BC als er precies één
driechoek mogelijk 1s? Rond zo nodig af op twee decimalen.

Van APQOR 1s PO =4, PR=5 en OR = 6. Het punt M is het
midden van QOR.
Bereken ZPMR.

Van parallellogram ABCD is AB =15 en AD = 8. Verder is BD = 10.

Bereken de oppervlakte van het parallellogram. Rond af op twee
decimalen.
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Gemengde opgaven

Gegeven is de figuur hiernaast. De lengte van BD
1s 2 meer dan de lengte van AD.
Bereken AB en CD. Rond af op twee decimalen.

Gegeven is de figuur hiernaast.
Bereken CD.

In de figuur hiernaast is ABCD een rechthoekig
trapezium.

a Bereken CE.

b Bewijs dat AADS gelijkbenig is.

Gegeven is het trapezium ABCD hiernaast.
Bereken exact de oppervlakte van het trapezium.

Gegeven i1s de figuur hiernaast. De oppervlakte
van AADE is gelijk aan de oppervlakte van
vierhoek BCED.

Bereken CE.

Hiernaast zie je het trapezium ABCD. De cirkel

met middelpunt C gaat door hoekpunt B.

a Bereken de oppervlakte van het blauwe gebied.
Rond af op twee decimalen.

b Berecken de omtrek van het gele gebied. Rond
af op twee decimalen.

Hoofdstuk 3 Meetkunde

B
E
3
X 6
A B
D 15 C
10 S
E
A ) B
D 3 C
. 11
A — B
C
E
5
A 5 Do B
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11

Gegeven is vierhoek ABCD hiernaast. D ¢
Bereken CD. Rond af op twee decimalen.

In de figuur hiernaast is ABCD een vierkant. De
hoekpunten B en D zijn de middelpunten van de
cirkels met straal 1. De cirkels met de middelpunten
A en C raken elkaar en raken de cirkels met straal 1.
Bereken exact de straal van de cirkels met de
middelpunten 4 en C.

Cirkel ¢, met middelpunt M snijdt cirkel c,
met middelpunt N, waarbij MN = 4.

De lijn k raakt ¢, in punt C en ¢, in punt D.
De lijn / raakt ¢, in punt £ en ¢, in punt F.

S'is het snijpunt van k en /.

Cirkel ¢, heeft middelpunt P en raakt ¢, &

en [. Zie de figuur hiernaast.

Bereken exact de straal van c;.

S

Het lijnstuk 4B is een middellijn van cirkel ¢,. Het
middelpunt M van cirkel ¢, ligt op ¢,. Cirkel ¢, gaat
door 4 en B.

Bewijs dat de oppervlakte van het groene gebied
gelijk 1s aan de oppervlakte van AABM.

Gegeven is de figuur hiernaast. C
Bereken exact AD.

Deze opgave is niet exact
op te lossen met de sinus- 15 13
en de cosinusregel.
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Vergelijkingen en
herleidingen

Een motorboot vaart over de lJssel met de stroom mee van
Arnhem naar Zwolle. Op een zeker moment is 42% van de

afstand afgelegd. Vanaf dat punt kost het evenveel tijd om
door te varen naar Zwolle, als om terug te varen naar Arnhem.
Neem aan dat gedurende deze tocht de snelheid van de boot
ten opzichte van het water 25 km/u is en de stroomsnelheid
van het water constant is.

Wat is de stroomsnelheid van het water?




4.1 Stelsels vergelijkingen

Kennis en vaardigheden
e Je kunt een stelsel oplossen door eliminatie.
e Je kunt een stelsel oplossen door substitutie.

Voorkennis Lineaire vergelijkingen met twee variabelen en stelsels

De algemene vorm van een lineaire vergelijking met de
variabelen x en y 1s ax + by = c¢. De bijbehorende grafiek
is een lijn.

Om de lijn &: 2x + 3y = 12 te tekenen, maak je een tabel y
met twee punten, bijvoorbeeld

x|ole

4]
De getallenparen (x, ) = (0, 4) en (x, y) = (6, 0) zijn [
oplossingen van de vergelijking 2x + 3y = 12.

Je kunt bij de vergelijking 2x + 3y = 12 de variabele y vrijmaken.
2x +3y=12

Jy=-2x+12

y=-3x+4

Hieruit volgt dat:

IC, = —% en k snijdt de y-as in het punt (0, 4).

Met y = —%x + 4 1s y uitgedrukt in x.
We zeggen ook: y is als functie van x geschreven.

In de figuur hiernaast zijn de lijnen /: 2x + y =3 en y
m: x — 2y = 4 getekend.
Het punt (2, -1) is het snijpunt van deze lijnen. 3
Het getallenpaar (x, y) = (2, -1) is zowel een oplossing )
van 2x +y =3 als van x — 2y = 4. We zeggen dat
(x, ¥) =(2, -1) de oplossing is van het stelsel m

2x +y =3 0 4 =

x—2y=4 L

—

/\N
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V2

V3

V4

Het oplossen van een stelsel vergelijkingen gaat in vier stappen.

1 Maak bij een van de twee vergelijkingen x of y vrij.

2 Substitueer de vrijgemaakte variabele in de andere vergelijking en los
de verkregen vergelijking op.

Je hebt nu een van de variabelen berekend.

Gebruik het antwoord van stap 2 om de andere variabele te berekenen.
4 Schrijf de oplossing van het stelsel op.

(U8}

Voorbeeld
: {2x +y=3
Bereken exact de oplossing van het stelsel _
x—2y=4
Uitwerking
Uit 2x + y =3 volgt y = -2x + 3.
y=-2x+3enx—2y=4geeftx—2(-2x+3)=4
x+4x—6=4
5x=10
x=2
x=2geefty=-2-2+3=-1
Dus (x,y) = (2, -1).

Gegeven zijnde lijnen /: 3x—y=6,m:x+y=1,n:x—y=0
enp:x+2y=4.

a Teken deze lijnen in één figuur.

b Geef van elk van de lijnen de richtingscoéfficiént.

Gegeven is de lijn [: 4x — 3y =24.

a Bereken de coordinaten van de snijpunten van / met de assen.

b Het getallenpaar (x, y) = (16, p) is een oplossing van de
vergelijking 4x — 3y =24,
Bereken p.

c Voor welke g 1s (x, ¥) = (¢, 48) een oplossing van de
vergelijking 4x — 3y =247

Bereken exact de oplossingen.

o {3x+y=7 b {4x—3y=10 . {x—6y=l

x—4y=11 x+2y:—3

Bereken exact de coordinaten van het snijpunt S van de lijnen
k:2x—3y=12enl:x+ 5y =5.
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=+ =
Gegeven is het stelsel{7x 4y=2

S5x+4y=11

Je kunt de vergelijkingen van het stelsel van elkaar aftrekken.
Welke vergelijking krijg je?

A2x=9 C2x+8 =9

B 2x=-9 D 2x+8 =-9

Theorie A Elimineren door optellen of aftrekken

In de voorkennis van deze paragraaf heb je stelsels
vergelijkingen opgelost met behulp van elimineren door
substitutie.

Je maakt bij een van de vergelijkingen een van de
variabelen vrij en substitueert de vrijgemaakte variabele
in de andere vergelijking.

Er is nog een manier om een stelsel van twee lineaire
vergelijkingen op te lossen. Deze manier heet elimineren
door optellen of aftrekken.

Elimineren betekent
wegwerken.

. 3x+y=15
Bij het stelsel {x =

elkaar af, want dan valt de y weg.
{3x +y=15
x+ty= T

2x =8 H y 1s geélimineerd.
x=4

x=4denx+y=Tgeeftd+y=7, dusy=3.

De oplossing van het stelsel is (x, y) = (4, 3).

Dat je de vergelijjkingen 3x +y=15enx+y=7

van elkaar af mag trekken, wordt verduidelijkt in —_ "

de figuur hiernaast. — ~—

trek je de vergelijkingen van

— X+
Bij het stelsel {;;C ir jj: ; : | tel je de eraf S i
vergelijkingen op, want dan wordt y geélimineerd. \
2x &
Tx+4y= 1 | o

{ S5x—4y=11

12x =12
x=1
x=lenTx+4y=1geeft7-1+4y=1 enditgeefty=—1%.
Dus (x, ») = (1, —1%) is de oplossing van het stelsel.

Merk opdatx=1en 5x —4y =11 ook y = —1% geeft.

+ Weer 1n evenwicht, want links en rechts
is hetzelfde eraf gehaald, wantx +y =7.
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Voorbeeld

Bereken exact de oplossing van het stelsel {g B g ; 35
Uitwerking
{2x —3y=-5
2x—5=3
2y=-8 H 3y —-5y=-3y+5y=2 |
y=-4
y=-4geeft2x—3--4=-5
2x+12=-5
2x=-17
x= —8%

Dus (x, ) = (—8%, -4).

2x—3y=15

x—3y=-2

Hoe kun je hier een van de variabelen elimineren? Door
de vergelijkingen van elkaar af te trekken of door de
vergelijkingen bij elkaar op te tellen? Licht toe.
x+3y=7

2x—3y=28

Hoe kun je hier een van de variabelen elimineren? Door
de vergelijkingen van elkaar af te trekken of door de
vergelijkingen bij elkaar op te tellen? Licht toe.

a Gegeven is het stelsel {

b Gegeven is het stelsel {

Bereken exact de oplossingen.

a S5x—4y=-8
x+4y=-12

b 2x+y=17
2x+3y=-1
x—3y=-8
2x+3y=-1

De figuur hiernaast is opgebouwd uit vijf gelijkbenige
driehoeken. De omtrek van één zo’n driehoek is 14 en

de omtrek van de figuur is 30. Y
Bereken exact de lengtes van de zijden van de

gelijkbenige driehoeken. X

© Noordhoff Uitgevers bv 4.1 Stelsels vergelijkingen
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A5 Bercken exact de oplossing van het volgende stelsel.
@*% |at+th=12
atc=13
b+c=15

x+2y=5

Ix—y=1

a Tel de vergelijkingen van het stelsel bij elkaar op.
Is nu een van de variabelen geélimineerd?

b Trek de vergelijkingen van het stelsel van elkaar af.
Is nu een van de variabelen geélimineerd?

06 Gegeven is het stelsel {
MJOR 3

Je kunt de variabele y elimineren door eerst de tweede vergelijking
met 2 te vermenigvuldigen. Je krijgt dan de vergelijking 6x — 2y = 2.
c Los hiermee het stelsel exact op.

Theorie B Elimineren door optellen of aftrekken na vermenigvuldigen

Ix—4y=7
2x+3y=16
geen van de variabelen weg. Maar als je de eerste vergelijking met 2
vermenigvuldigt en de tweede vergelijking met 3, dan staat in beide
vergelijkingen 6x. En dan wordt bij aftrekken de variabele x wel
geélimineerd. Je krijgt

3x—4y=7 |2 6x— 8y= 14
{2x+ 3y=16 |3‘ geeft {6x+ oy= 48

T -17y=-34

‘ Tussen de verticale strepen staan de getallen waarmee vermenigvuldigd is.

Bij het stelsel { valt zowel bij optellen als bij aftrekken

Je kunt bij dit stelsel ook y elimineren. Daartoe vermenigvuldig je de
eerste vergelijking met 3 en de tweede met 4. Dan krijg je

3x—4y=7 |3 Ox—12y=21
{2x+3y=16 ‘4 geeﬂ{ Sx+12y=64
17x =85

Ga bij het oplossen van een stelsel eerst na welke variabele je het beste
kunt elimineren. Doe het zo, dat je zo weinig mogelijk rekenwerk krijgt.
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Voorbeeld

2x+8y=5

Bereken exact de oplossing van het stelsel {Sx _2y=4

‘ Het is niet nodig met 2 en 8 te vermenigvuldigen.

Je kunt volstaan met een vermenigvuldiging met 1 en 4.

Uitwerking \L

2x+8y=5 |1 2x+8y= 5
{3x—2§=4 ‘4‘geeft {12x—8y= 16
4x =21
xZI%
x=15 geeft2- 13+ 8y=5
3+8y=5
8y=2
y=3

Dus (x,) = (13, })-

Bereken exact de oplossingen.

a 3x+5y=-7 b x—2y=3
2x+3y=-4 3x—y=19
Bereken exact de oplossingen.
S5x+2y=69 b 2x—5y=-19
“ x+3y=-7 Sx+4y=35

Bereken exact de coordinaten van het snijpunt van de lijnen.

a k:3x—2y=-12enl. x+4y=38
b p:2x+5y=26engqg:3x—2y=1

In deze opgave stellen a en b getallen voor.

In de volgende r1j getallen zit een regelmaat.
a,b,at+b,a+2b,2a+3b,3a+5b, ..

Het zevende getal van de r1j 1s 34 en het achtste getal 55.
Bereken exact a en b.
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4x+5y=17
3x—2y=7
0,8x+0,2y=1
0,3x—0,3y=1.,5
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y=ax+b
bx +ay=-22
Bereken exact a en b.

Al11 Het stelsel { heeft als oplossing (x, y) = (5, 4).

MYOR 5

12 De parabool y = x* + bx + ¢ gaat door de punten (1, -2) en (2, 3).
neEx .. . b+c=-3
Hieruit volgt het stelsel {2 btc=-1
a Toon dit aan.

b Stel langs algebraische weg de formule op van de parabool.

13 a De parabool y = ax? + bx gaat door de punten (1, 5) en (2, 14).
ne Stel langs algebraische weg de formule op van de parabool.
b De parabool y = ax? + ¢ gaat door de punten (1, 8) en (2, 17).
Stel langs algebraische weg de formule op van de parabool.

14 De parabool y =x* + px + ¢ snijdt de lijn y = 2px — ¢ in het punt (2, -1).
D®* a Bereken exactpen g.
b Bereken exact de coordinaten van het andere snijpunt van de parabool
en de lijn.

A15 De parabool y = ax? + bx + ¢ snijdt de y-as in het punt (0, 4) en gaat door
LI@%k de punten (-2,-10) en (3, 5).
Bereken exact de coordinaten van de snijpunten met de x-as.

A16 Gegeven zijn de functie f(x) = ax® + bx + ¢, de lijn k: y = x + 4 en de lijn
¥ [:y=-2x+19. De lijn k raakt de grafiek van fin het punt (2, 6) en de
lijn / raakt de grafiek van f'in het punt (8, 3).
Bereken exact a, b en c.

2+ 2 —
017 Gegeven is het stelsel {x y=3

x+y=3
S (OE a Licht toe dat je het stelsel niet kunt oplossen met behulp van

elimineren door optellen of aftrekken.
b Het is wel mogelijk het stelsel op te lossen met behulp van
elimineren door substitutie.
Als je y elimineert, welke vergelijking krijg je dan?
A2x*—=3x+4=0
Bx2-3x+2=0
CxX>+3x+2=0
D2x*+3x+4=0
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Theorie C Elimineren door substitutie

2412 =
Het stelsel {x y =10 kun je niet oplossen met behulp van

2x+y=1
elimineren door optellen of aftrekken, maar wel met behulp van
elimineren door substitutie.

Uit2x+y=1volgty=-2x+ 1.

Substitutie van y = -2x + 1 in x> + ) = 10 geeft x* + (-2x + 1)* =10
en deze vergelijking is op te lossen.

Voorbeeld
Bereken exact de oplossingen van het stelsel 4 x4
g sy x+2y=2
Uitwerking
x+2x2—8=2

232 +x—-10=0
D=12-4-2--10=81,dus\/D=9
_—l+9: :—1—9:_ 1
x= 1 2vx 1 23

x=2geefty=22-4=0
x=-2;3 geefty= (257 —4=2;
Dus (x,3) = (2, 0) v (x, ) = (23, 23).

x2+y2=10
2x+y=1

Bereken exact de oplossingen van dit stelsel.
y=x2—-4
x+2y=2

Harrie lost dit stelsel op met behulp van elimineren
door optellen of aftrekken.

Vind je dit handig? Licht toe.

R18 a In de theorie staat het stelsel {
MIOE S

b In het voorbeeld staat het stelsel {

19 Bercken exact de oplossingen.
ne {y =x>—18

x+y=2

— 2
y=x-—3
> {x—y=—3

x> +y?=25
3x+y=35
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A20 Bercken exact de oplossingen.
D% (x—3)>+y>=8
9 \ox+ y=4
xy =20
2x—y=3

c xy=15
dx+y=16

A21 a Delijny =ax + b snijdt de lijn y = (¢> — 4)x + 2b in het punt (-1, -1).
MO S Bereken exact a en b.

b De lijn y = ax + b snijdt de parabool y = ax? + 2bx — 3 in het punt (4, 5).

Bereken exact a en b.
A22 Van een ruit met oppervlakte 120 is de som van de lengtes van de

% diagonalen gelijk aan 34.
Bereken exact de lengte van de zijde van de ruit.

Kennis- en vaardighedencheck

[ ] Ik kan een stelsel oplossen door eliminatie.

[ ] Ik kan een stelsel oplossen door substitutie.

) 3x—5y=18
Bereken exact de oplossing van het stelsel {x ~3y=14
xy=28
Ix+y=14

Bereken exact de oplossingen van het stelsel {

» OPGAVE C1
THEORIE A,B

» OPGAVE C2
THEORIE C

Antwoorden
Cl (x,y)=(-4,-6)
c2 (x,»)=4,2)v(xy) =G 12)
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023
MIOFR 3

024
O®%k

4.2 Hogeregraadsvergelijkingen

Kennis en vaardigheden
e Je kunt de vergelijking x" = p voor gehele waarden van n met n > 1 algebraisch oplossen.
¢ Je kunt hogeregraadsvergelijkingen algebraisch oplossen met ontbinden in factoren
en de abc-formule.
e Je kunt hogeregraadsongelijkheden algebraisch oplossen waarbij je een schets van
grafieken gebruikt.
e Je kunt absolute-waardevergelijkingen algebraisch oplossen.

Hiernaast zijn de grafieken van f(x) = x? y y

en g(x) = x* geschetst. .
a Hoeveel oplossingen heeft de

vergelijking x* = 10?7 En x*> =-10?

X X
b Hoeveel oplossingen heeft de © ©
vergelijking x* = 10? En x* =-10?

De oplossing van de vergelijking x> = 243 is 5
x =3, want 3° = 243. Om de exacte oplossing
van dit soort vergelijkingen direct te kunnen 1
opschrijven, is de tabel hiernaast van belang.
Je ziet dat in de kolom waar x° boven staat,
243 al is ingevuld.

Vul de tabel verder in en leer hem uit het
hoofd, zodat je de getallen voortaan herkent
als macht.

243

N B W

Theorie A De vergelijking x" = p

De vergelijking x> = 5 is een voorbeeld van een tweedegraadsvergelijking.
Er zijn ook hogeregraadsvergelijkingen, bijvoorbeeld x> = 20 en x* = 20.

De oplossingen van x> = 5 zijn x = \/5 en x =-/5. Je weet dat (\/5)* =5,
daarom heet \/5 ook wel de tweedemachtswortel van 5.

De oplossing van de derdegraadsvergelijking x* = 20

noteer je als x = J20. Dus (3/20)* = 20. g :

J20 is de derdemachtswortel van 20. T f i
- _ - _ 3 - x

De oplossing van x* = -20 is x = y-20. !

Dus (3/-20)° =-20. ?

Derdemachtswortels, vierdemachtswortels, ... zijn Ay v
voorbeelden van hogeremachtswortels. één oplossing N
/1

——y=-20 @5
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Van de vergelijking x* =20 1s x = {‘/% een oplossing.
In de figuur hiernaast zie je dat ook x = —\4/% een y=x 9
oplossing is. A / .

: . y=20
De oplossingen van x* = 20 zijn dus x = 20 en

x =420, want (320)* = 20 en (- 420)* = 20. 5o O 50 (7

De vergelijking x* = -20 heeft geen oplossing, want £ = 20

wee oplossingen

de lijn y = -20 snijdt de grafiek van y = x* niet. t
ﬁ 4
| RN

De oplossingen van x" = p voor gehele waarden
van n met n > 1 Voor Jp schrijven we \/p.

n oneven x"=p geeft x = (7[;

nevenenp>0 x"=p geeft x=Upvx=-Jp
nevenenp<J0 x" = p heeft geen oplossing

Bij het exact berekenen van de oplossingen van een vergelijking
laat je wortels als /30, V-3 en /100 staan.
Wortels die mooi uitkomen, herleid je. Daarbij gebruik je de 8 — %x3 =40

tabel van opgave 24. Zo krijg je bij het exact oplossen van de _La—
vergelijking 8 — %x"‘ = 40 als oplossing x = -4. Zie hiernaast. =64
Om een hogeremachtswortel te benaderen, zoals in voorbeeld b, Zia
gebruik je de GR.

Casio Gebruik de toets €.

HP Gebruik de toets €.

NumWorks  Gebruik de optie & uit de Toolbox.

TI Gebruik de optie & uit het FUNC-menu.

Voorbeeld

a Bereken exact de oplossingen van 5x* + 8 = 43.
b Bereken algebraisch de oplossingen van 2(x — 3)*+ 7= 17.
Rond af op twee decimalen.

Uitwerking

a 5x*+8=43 b 2(x—3)+7=17
5x¢ =135 20x—-3)* =10
xt=17 (x—=3)*=5
x=vx=-37 x-3=¥Bvx-3=-Y5

x=3+HBvx=3-I5
x=~450vx~=1,50
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25

26
MIOR 5

A27
MIOR 5

A28
MIOF 3

A29
O®%k

A30
OF 3

031
MIOR 5

032
MIOR 5

Bereken exact de oplossingen.

a 5x3=135 d 5x*—-1=9

b 1-3x=97 e 8x*+2=1

c ;x8+3=10 f 5x6+7=97

Bereken algebraisch de oplossingen. Rond zo nodig af op twee
decimalen.

a 5x*-3=17 c 3(4x—-5)y=15

b 4x’—5=1367 d 13-2(1-x)*=1

Bereken exact de oplossingen.

a ;X +60=6 c s(4x—1y5+3=19

b 100 —3x*=55 d 25(1-2x)°—6=14
Hiernaast zie je de grafiek van de functie f(x) = %x“ — 15x. y

a Bereken exact de helling van de grafiek voor x = \5
b Bereken exact voor welke x de helling van de grafiek gelijk
is aan -5.

Gegeven zijn de functies f,(x) = px° — 3x met p > 0. X
Er zijn twee punten op de grafiek van f, waarin de
richtingscoéfficiént van de raaklijn gelijk is aan 1.
Druk de x-coordinaten van deze punten uit in p.

Gegeven is de vergelijking 2x* + 4a = a*> + 4.

a Beschouw de gegeven vergelijking als een vergelijking in x
en druk de oplossingen uit in a.

b Beschouw de gegeven vergelijking als een vergelijking in a
en druk de oplossingen uit in x.

Gegeven is de vergelijking x* — x* — 6x = 0.

Het linkerlid van de vergelijking is te ontbinden in drie factoren
door eerst een factor x buiten haakjes te brengen.

a Ontbind het linkerlid van de vergelijking in drie factoren.

b Geef de oplossingen van de vergelijking x* — x> — 6x = 0.

Gegeven is de vergelijking x* — x> — 6 =0.
Stel je x> = u, dan krijg je > —u—6=0.
a Licht dit toe.

De vergelijking u?> — u — 6 = 0 heeft de oplossingen u =-2 en u = 3.

b Toon dit aan.

¢ Licht toe dat de vergelijking x* — x> — 6 = 0 de oplossingen x = /3
en x = /3 heeft.

© Noordhoff Uitgevers bv 4.2 Hogeregraadsvergelijkingen 159



Theorie B Hogeregraadsvergelijkingen exact oplossen

De derdegraadsvergelijking x* — x> — 2x = 0 is exact op
te lossen door x buiten haakjes te brengen. Je krijgt
X-x*-2x=0

x(x*—=x-2)=0

xx+1)x—2)=0

x=0vx=-lvx=2

Ook de vergelijking x* — x> — 2 = 0 is exact op te lossen.
Je gebruikt de substitutie x> = u. Je krijgt
w-u—-2=0 |x2=u,dusx4=(x2)2=u2. ’
u+1)u—-2)=0
u=-1lvu=2
2=-1vxt=2

x=42vx= —\/5 H Bedenk dat x*> = -1 geen oplossing heeft. ’

Voorbeeld

Bereken exact de oplossingen.

a x*—3x>+2x=0 b x*=3x2+2=0

Uitwerking

ax’—-3x>+2x=0 b x*-3x>+2=0
x(x*=3x+2)=0 Stel x> = u.
x(x—1)(x—2)=0 wW—=3u+2=0
x=0vx=1lvx=2 u—1u—-2)=0

u=1lvu=2
X=1vx*=2
x=1vx=—1vx=\ﬁvx=—ﬁ

Soms krijg je na substitutie een vergelijking die niet eenvoudig is op
te lossen met ontbinden in factoren. Dan gebruik je de abc-formule.
Zo krijg je bij de vergelijking 2x* — 13x? + 20 = 0 na substitutie van
x> = u de vergelijking 2u? — 13u +20=0.

De abc-formule geeft u =4 v u =21,

Dusx?=4vx?=23 enditgeeftx=2vx=-2vx= \/2_%vx=—\/2_%
oftewel x =2 v x=-2 vx =310 v x =-1/10.
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33

34
MIOR 3

A35
MIOR 5

A36
MIOR 5

A37
MIOR 5

A38
OF 3

39
MIOR 5

A40
MIOR 3

Bereken exact de oplossingen.
axP—5x*+6x=0 c x*—8x?-9=0
b x*— 5x*=6x d x*—13x>+36=0

Bereken exact de oplossingen.
ax*=10x>+9=0 c x*+16=10x?
b x3=4x>+12x d x*+25x = 10x?

Bereken exact de oplossingen.
a 4x*+ 153 = 53x? c 4x®+35=24x3
b 4x*+21x*>=148 d 4’ + 7x? = 36x

Gegeven is de functie f(x) = x* — x3 — 1x* + 2x.
a De lijn y = 2x heeft behalve de oorsprong ook de punten
A en B gemeenschappelijk met de grafiek van f.
Bereken exact de x-coordinaten van 4 en B.
b Bereken exact de helling van de grafiek van fvoor x = ﬁ
c Bereken exact voor welke x de helling van de grafiek van f
gelijk 1s aan 2.

Zie de grafiek van de functie f(x) = ﬁ)ﬁ - %x3 hiernaast.
De grafiek snijdt de x-as behalve in de oorsprong ook in de
punten 4 en B.

Bereken exact

a de coordinaten van 4 en B

b de helling van de grafiek voor x =3

c voor welke x de helling van de grafiek gelijk is aan 0

d voor welke x de helling van de grafiek gelijk is aan ‘51.

Van een rechthoek met oppervlakte 90 is de lengte van een
diagonaal 15.
Bereken exact de lengtes van de zijden.

Hiernaast zijn de grafieken van de functies f(x) = x* en

g(x) = 2x? + 3 geschetst.

a Los de vergelijking f(x) = g(x) exact op.

b Geef de exacte oplossing van de ongelijkheid x* < 2x* + 3.

Los exact op.

a x>>2x*+ 8x
b x*+9<7x

© Noordhoff Uitgevers bv
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041 Gegeven is de vergelijking [4x — 5/ = 9.
OD@* Licht toe dat zowel x=-1 als x = 3% een oplossing is.

Theorie C Absolute-waardevergelijkingen

De absolute-waardevergelijking |x| = 6 heeft als oplossing
xX=6vx=-6.

De vergelijking |3x — 1| = 8 los je exact op door te gebruiken
3x —1=8v3x—1=-8. Zie voorbeeld a.

Voorbeeld

Bereken exact de oplossingen.

a[3x-1/=8 b [1-x)=8

Uitwerking

a[3x—-1/=8 b1l-x>=8vi1-x*=-8
3x—1=8v3x—-1=-8 xr=T7v-x>=-9
3x=9v3x=-7 x?=-7Tvx*=9
x=3vx=-2; x=3vx=-3

42 Bereken exact de oplossingen.
0 a|[2x—1|=8 c [2x2-5[=11

b |x2-3|=1 d [5-x=11

A43 Bercken exact de oplossingen.
BE* a |2x*-5[=15 c [x*—5x|=6

b [2x3-5[=15 d [8x—x=12

Ad44 1os de ongelijkheid |x* — 5x?| < 6 exact op.
®k
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Kennis- en vaardighedencheck

[ ] Ik kan de vergelijking x" = p voor gehele waarden vann metn> 1
algebraisch oplossen.

[ ] Ik kan hogeregraadsvergelijkingen algebraisch oplossen met ontbinden
in factoren en de abc-formule.

[ ] Ik kan hogeregraadsongelijkheden algebraisch oplossen waarbij ik een
schets van grafieken gebruik.

[ ] Ik kan absolute-waardevergelijkingen algebraisch oplossen.
Bereken exact de oplossingen.

a3x’+7=19 c 3x—-1D*+7=19
b2x*+17=1 d 2x0+17=1

Bereken exact de oplossingen.
a x>+ 10x = 7x? c x*+3x*=54

b x*+10="7x? d 3x*>4x2-9

Bereken exact de oplossingen.

» OPGAVE C3
THEORIE A

» OPGAVE C4abc
THEORIE B

» OPGAVE C4d
OPGAVE 39

» OPGAVE C5
THEORIE C

a|l-x=3 b [x?—10x| =24
Antwoorden
C3 a x=4
b x=-2
c x=1+Javx=1-{4
d geen oplossing
C4 ax=0vx=2vx=S5
b x=\2vx=-2vx=\5vx=-5
c x=\6vx=-6
d x<-3v-/3<x<\3vx>3
C5 a x=-2vx=J4
bx=-2vx=12vx=4vx=6
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4.3 Regels voor het oplossen van
vergelijkingen

Kennis en vaardigheden

e Je kunt vergelijkingen van de vorm AB = 0, A%? = B2, AB = AC en AB = A algebraisch oplossen.
¢ Je kunt wortelvergelijkingen algebraisch oplossen.

e Je kunt gebroken vergelijkingen algebraisch oplossen.

045 Gegeven is de vergelijking Sx(x? — 4) = 15(x> — 4).
D®* a Werk de haakjes weg en licht toe dat dit geen goede aanpak is om

de vergelijking op te lossen.

b Volgens Maud is x = 2 een oplossing.
Ben je het daarmee eens? Licht toe.

¢ Klaas deelt het linker- en het rechterlid door x*> — 4 en lost dus de
vergelijking 5x =15 op.
Geef commentaar.

Theorie A Vergelijkingen van de vorm AB =0,A2=B%2, AB=ACen AB=A

Bij het oplossen van de vergelijking (x> — 1)(2x> — 10) =0
gebruik je de volgende regel.

AB=0geeft A=0vB=0

Dus je krijgt (x> — 1)(2x*> = 10) =0
¥-1=0v2x’-10=0
=1vx*=5
x=1lvx=-lvx=\5vx=-5

Bij het oplossen van de vergelijking (2x? — 10)? = x?

o A*=B?
gebruik je de volgende regel. PoB=0
A’=B*geeft A=Bv A=-B A-B)4+B)=0
. .o — — 4+ —
Dus je krijgt jzgvg\;iﬂ? L
(2x* — 10)? =x?
2x>—10=x v2x2—10=—x
2x>—x—-10=0 v2x2+x—10=0
D=(-1*-4-2--10=81,dus\/D=9 D=1>-4-2--10=81,dus \/D=9
- - -1+ -1-
x=—149=2%vx=—149=—2 VX= 14 922\/36:_14 9:‘2%
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Bij het oplossen van de vergelijking x*(2x> — 10) = 4(2x*> — 10) mag je
niet beginnen met beide leden te delen door 2x* — 10, want 2x> — 10 zou
gelijk aan nul kunnen zijn. Je hebt te maken met een vergelijking van de
vorm AB = AC en bij het oplossen gebruik je de volgende regel.

AB=AC geeft A=0v B=C AB=AC

Het oplossen van de vergelijking x2(2x% — 10) = 4(2x2 — 10) AB=AC=0

gaat dus als volgt. j(f 0 VCI)S’_—OC= 0

x2(2x* — 10) = 4(2x* — 10) A=0vB=C

2x2-10=0vx*=4

2x*=10vx=2vx=-2

X¥=5vx=2vx=-2

x=+Svx=-\Svx=2vx=-2

Neem je C =1 inde regel ‘AB=AC geeft A=0v B=C",

dan krijg je de volgende regel.

AB=Ageeft A=0vB=1 AB = A

Bij het oplossen van de vergelijking x*(x — 1) = x? AB—A4=0

krijg je x2(x — 1) = x2 AB-1)=0
*=0vx—-1=1 A=0vB-1=0
x=0vx=2 A=0vB=1

Ga bij het oplossen van vergelijkingen na of
je een van de volgende regels kunt gebruiken.

AB=0geeft A=0vB=0
A*=B?geeft A=Bv A=-B
AB=AC geeft A=0v B=C
AB=A geeft A=0vB=1

Voorbeeld

Bereken exact de oplossingen van (2x — 1)> = 2x — 1.

Uitwerking

2x—1y =2x—1
2x—1D2x—1y>=2x—1
2x—1=0v(2x—-1) =1
2x=1v2x—1=1v2x—-1=-1
x=%v2x=2v2x=0

I
x=5vx=1vx=0
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R46
MIOR 3

47
0@ *

A48
MIOE 3

049
MOk 3

166

a Zie de theorie op de vorige bladzijde.
Welke oplossingen mis je als je bij de vergelijking
x%(2x? — 10) = 4(2x* — 10) begint met beide leden te delen door 2x*> — 10?
b Zie het voorbeeld op de vorige bladzijde.
Welke regel uit het rode kader boven het voorbeeld wordt gebruikt bij
het oplossen van de vergelijking?

Bereken exact de oplossingen.
a (dx—172=0Bx—-2)

b (3x?—5)?=4x?

c (x¥*—4x)(x*—8)=0

d X*(x—=3)=8(x—3)

e B3x—2*=3x-2

f 2x(x*—4)=6(x—2)

Gegeven is de functie f(x) = 5 (3x + 4)(x — 2)°. y

a Bereken het minimum van /. Rond af op één decimaal. f
b Bereken exact de nulpunten van f.

c De lijn k&: y = 3x + 4 snijdt de grafiek van fin de

punten 4 en B. 0 X
Bereken exact de codrdinaten van 4 en B. /

d Bereken exact de coordinaten van de snijpunten van de
grafiek van f met de parabool y = (3x + 4)(2x — 4).

a Gegeven is de vergelijking \/2x — 5= 3.

Licht toe dat hieruit volgt 2x — 5 =9 en los deze vergelijking op.
b Gegeven is de vergelijking /2x — 5 =-3.

Licht toe dat deze vergelijking geen oplossing heeft.

Theorie B Wortelvergelijkingen

De vergeljjking /2x — 3 =5 is een voorbeeld van een wortelvergelijking.
Bij het algebraisch oplossen van de vergelijjking \/2x—3 =5

ga je als volgt te werk.

V2x—3 =5 Kwadrateer het linker- en rechterlid.

2x—3=25
2x =28
x=14

Bij de vergelijking x + \/;c = 12 verdwijnt het wortelteken niet als je het
linker- en rechterlid kwadrateert. Zorg er daarom voor dat in het
linkerlid alleen +/x komt te staan. Dit noemen we het isoleren van de
wortelvorm. Je krijgt \f =12 — x. Nu verdwijnt het wortelteken wel als
je het linker- en rechterlid kwadrateert. Zie de volgende bladzijde.

Hoofdstuk 4 Vergelijkingen en herleidingen © Noordhoff Uitgevers bv



X+ x=12

Jx=12-x

Kwadrateren geeft x = (12 — x)?
x =144 — 24x + x?
x2—25x+144=0
(x—9(x—16)=0

x=9vx=16
De getallen 9 en 16 zijn echter niet beide een oplossing Vervang je in een
van de oorspronkelijke vergelijking x + \/;c =12. vergelijking de variabele
Invullen van x = 9 in de vergelijking x + \f =12 door een getal en klopt
geeft 9 + \/§ = 12 en dit klopt. het, dan zeggen we dat
Invullen van x = 16 in de vergelijking x + x = 12 het getal voldoet aan de
geeft 16 + /16 = 12 en dit klopt niet. vergelijking. Het getal is
Daarom is x = 9 de enige oplossing die voldoet. dus een oplossing van de

vergelijking.

Vul je een getal in en
klopt het niet, dan
zeggen we dat het getal
niet aan de vergelijking
voldoet.

Door bij een wortelvergelijking te kwadrateren, ontstaat
er een nieuwe vergelijking. Oplossingen van deze
nieuwe vergelijking voldoen mogelijk niet aan de
oorspronkelijke vergelijking. Controleer daarom of de
oplossingen van de nieuwe vergelijking voldoen aan de
oorspronkelijke vergelijking.

Het algebraisch oplossen van wortelvergelijkingen
gaat in drie stappen: isoleren, kwadrateren en controleren.

Werkschema: wortelvergelijkingen algebraisch oplossen

1 Isoleer de wortelvorm, dus zet de wortelvorm apart.

2 Kwadrateer het linker- en rechterlid en los de verkregen vergelijking op.

3 Controleer of de oplossingen van de gekwadrateerde vergelijking voldoen
aan de oorspronkelijke vergelijking.

Voorbeeld
Bereken exact de oplossingen van 4,/2x — 1 =x + 3.

Uitwerking

42x—1=x+3

kwadrateren geeft 16(2x — 1) = (x + 3)?
32x—16=x*+6x+9
x2—=26x+25=0
(x—D)(x—25)=0
x=1vx=25
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Voorbeeld
Bereken exact de oplossingen van x — \/x + 1 =5.

Uitwerking

xX—yx+1=5

x—5=x+1

kwadrateren geeft (x — 5)*=x + 1
*—10x+25=x+1
x*—1lx+24=0
x—=3)x—8)=0
x=3vx=2_8

x = 3 voldoet niet, dus x = 8.

R50 Zie het voorbeeld hierboven.
B1®* Controleer dat x = 3 niet voldoet en x = 8 wel.

51 Bercken exact de oplossingen.
8] a x=+5x+14 c 5\/J_c=x

b 3x=+/8x+20 d 3x=18+72

52 Bercken exact de oplossingen.
[® a 4-3x=2 c 2x—5yx=3
b 5/x—2x=0 d 5-2x=3

AB3 Bercken exact de oplossingen.
BO* a 2x++x=10 c 10—xJx=2

b x+26—5x=6 d 3+\7+x=3x—4

A54 De vergelijking x — \/E = 12 1s exact op te lossen met isoleren,
% kwadrateren en controleren.

Maar de vergelijking is ook op te lossen met de substitutie \/x = .

a Gebruik de substitutie \/x = « om de vergelijking x — \/x = 12
exact op te lossen.

b Gebruik de substitutie x\/x = « om de vergelijking
x> — 9xy/x + 8 = 0 exact op te lossen.

¢ Los exact op x° + 10 = 7x2\/x.
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. . X _x+t4 : x |x+4
Bij de vergelijking S hoort de verhoudingstabel 5
X

a Licht toe dat uit deze verhoudingstabel volgt x> — 2x — 8 = 0.
b Bereken x.

Theorie C Gebroken vergelijkingen

. xt+2

De vergelijking Tt 1l xi3
de variabele in de noemer van een breuk voorkomt. Je kunt deze
vergelijking algebraisch oplossen met kruislings vermenigvuldigen.
x+2 6

x+1 x+3

(x+2)(x+3)=6(x+1)

X+5x+6=6x+6

x*-x=0

x(x—1)=0

x=0vx=1

is een gebroken vergelijking, omdat

Je krijgt

Ook de vergelijking ;T? = 0 is een gebroken vergelijking.

Omdat de breuk nul is als de teller nul is, krijg je x + 3 =0,
dus de oplossing van deze vergelijking is x = -3.

. . 2x—4 x+3 .. .
Bij de vergelijking PR de noemers gelijk.
Daarom krijg je een oplossing als ook de tellers aan elkaar

gelijk zijn. Dus 2x — 4 =x + 3 en dit geeft x = 7.

+3 +3 9=O lkanniet
Bij de vergelijking 2’; e i 7 7iin de tellers gelijk. 1 0
0 . 0
. 0 —kanniet =0
Als deze tellers gelijk zijn aan 0 staat er e 0 10

Een breuk is nul als de
teller nul is en de
noemer niet.

en dit levert een oplossing. Deze oplossing is x = -3.
Maar ook als de noemers gelijk zijn heb je een oplossing.
Dit geeft2x —4=x+1, dusx=5.

Je kunt bij het oplossen van gebroken vergelijkingen x-waarden vinden
die geen oplossing zijn van de oorspronkelijke vergelijking omdat ze een
noemer nul maken. Daarom moet je bij gebroken vergelijkingen
controleren of de gevonden waarden van x voldoen. Dit doe je door voor
de gevonden waarden van x te controleren of er geen noemer nul wordt.
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170

REGELS VOOR HET ALGEBRAISCH OPLOSSEN VAN GEBROKEN VERGELIJKINGEN
%20 geeft A=0AB+0
A
E=C geeft A=BCABF0
4_C _
Z = geeft AD=BCAB+0AD+0
A4_C _
B B geeft A=CAB+#0
A A
= geeft( A=0vB=D)AB#0AD#0
B D
Voorbeeld
Bereken exact de oplossingen.
6x>—12 21
= — ) -0 bx—l_x—l
Uitwerking
ox>—12 x* 1
= -0 l:'x—l_x—l
6x>—12=0 x*=1
6x> =12 x=1lvx=-
x2=2 x =1 voldoet niet, dus x =-1.

x=2vx=-2

Z1e het voorbeeld.

a Bij het oplossen van de vergelijking van voorbeeld a wordt gebruikt

B
echter alleen 6x2— 12 =0 en niet x2 — 3 # 0.

Ga na dat de noemer niet nul is door x = /2 en x = -/2 in te vullen

in de noemer.

b Welke regel uit het rode kader boven het voorbeeld wordt gebruikt
bij het oplossen van de vergelijking van voorbeeld b? Waarom

voldoet x = 1 niet?

Hoofdstuk 4 Vergelijkingen en herleidingen

4_ 0 geeft 4 =0 A B# 0. In de tweede regel van de uitwerking staat
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A59
MIOR 5

A60
MIOR 5

A6l

Kruislings vermenigvuldigen bij 2 f

Invullen van x = 0 in de oorspronkelijke vergelijking geeft

= fo . geeft 5(x% +x) =2(x* — 2x)

2 Sx2 + 5x = 2x2 — 4x

3x2+9x=0

3x(x+3)=0

x=0vx=-3
5.2

0 0" dit klopt niet.

Door het kruislings vermenigvuldigen is een oplossing ingevoerd.

Bereken exact de oplossingen.

x+3 10
=— c
x—1 x
5x2—15
215 =0 d
Bereken exact de oplossingen.
o -4 _x*—4 c
2x+5 x+4
x2—4_ 1
b =3 d

Bereken exact de oplossingen.

3x+4 _x+18

x—1 X

x*+2x—8
x*—8

Cc

b 0 d

3x2—x= 2x2
-1 x*-1
2 _

X 3+1=3
x2—3=x—1
x2+1 x*+1
3x2—-10
x?+1 ~2

x3—8=x3—8
x2+2 x+8
3x+1:3x+5
2x—1 2x+1

Bereken exact de x-coordinaten van de punten op de grafiek van

de functie f(x)= 219

gelijk is aan 3.

Voor a # 0 en b # 0 is gegeven de functie f(x) = B

De helling van de grafiek van fin het punt 4(3, 5) is —1%.
Bereken exact de waarden van a en b.
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Aan een meer liggen de havens 4 en B. Een vrachtschip vertrekt om
9:00 uur uit 4 op weg naar B. Om 13:00 vertrekt uit B een motorboot

op weg naar 4. De schepen varen elk met een constante snelheid langs
dezelfde route. Om 15:00 uur passeren de schepen elkaar. De motorboot
arriveert in 4 een uur nadat het vrachtschip in B is aangekomen.

We vragen ons af hoe laat het vrachtschip in B is aangekomen.

Als de schepen elkaar bij punt P passeren en ¢ de tijd in uren is die het
vrachtschip erover doet om van P naar B te varen, dan geldt AP =6 - v,
en AP = (¢t+ 1) - v,. Hierin is v, de snelheid van het vrachtschip en v, de
snelheid van de motorboot, beide in km/u.

Druk v, uit in 7 en v, en bereken hoe laat het vrachtschip in B 1s aangekomen.

Kennis- en vaardighedencheck

[] Ik kan vergelijkingen van de vorm AB =0, A?=B?, AB=ACen AB=A » OPGAVE C6
algebraisch oplossen. THEORIE A

[] Ik kan wortelvergelijkingen algebraisch oplossen. » OPGAVE C7
THEORIE B

[ ] Ik kan gebroken vergelijkingen algebraisch oplossen. » OPGAVE C8
THEORIE C

Bereken exact de oplossingen.
a (X-x)x*-1)=0 c X*(x*—x)=9(x*—x)
b (x*—x)?=x*—-1)? d xX*(x*—x)=x*—x

Bereken exact de oplossingen.

a x=2\x+3 b 2x—\x=21

Bereken exact de oplossingen.

o x2—2x:0 d 2x—1_x+1
x:—4 x2—-4 x*—4
x2—2x =4 x4

b x*—4 =2 € T x+l

c 2x __X
x—2 x—4

Antwoorden

C6 ax=0vx=1lvx=-1 c x=0vx=1lvx=3vx=-3

bx=1vx=-3 d x=0vx=1vx=-1

C7 ax=6 b x=12;

C8 ax=0 d geen oplossing

bx=-4 e x=2vx=-2vx=1
c x=0vx=6
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4.4 Formules met breuken herleiden

Kennis en vaardigheden

e Je kunt breuken optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en delen.
e Je kunt breuken vereenvoudigen.

e Je kunt bij breuken de noemer uitdelen.

., 3x 2x —4 L,
a Herleid T + 1 tot één breuk.

x+1 3

b Herleid > 3 tot één breuk en werk de haakjes weg.

¢ Linda heeft (% herleid tot x2.
)

Licht deze herleiding toe. Voor welke x is de herleiding niet juist?

Theorie A Optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en delen

Om breuken op te tellen of af te trekken, maak je ze eerst gelijknamig.
Zois

2 x _ 2x+2) xx—1)
x—1 x+2 (x-DE+2) x-DE+2)
2x+2)—x(x—1) 2x+4-x*+x  3x+4—x Werk in tellers haakjes
x—DEx+2)  (x-Dx+2) (x-1x+2) weg. In noemers mag je

Breuken vermenigvuldig je volgens de regel ze laten staan

breuk x breuk = teller x teller .

noemer X noemer
x=2 x+3_(=2)x*+3) x2+x-6
x—1 5 S5(x—1) Sx—1)°

Dus

Delen door een breuk is hetzelfde als vermenigvuldigen
met het omgekeerde van die breuk.

Dus dx  _ 4y - T A 4x(x —2) _ 4P —8x Werk bij het herleiden
RV Tx+l x+1 x+1 - van breukvormen altijd
x—2 breuken in tellers en

nocmers weg.

Maar let op. Bij moet gelden datx #2 A x #-1.

4x
=)
x—2

2 __
Daarom moet dit ook gelden bij 43; n 18x
-
We schrijven e AN el voor x # 2.

(x+1) x+1
x—2

Ga bij het herleiden van breuken na of er voorwaarden gelden.
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65
MYOR 5

A66
MIOR 3

174

Voorbeeld

a Herleid het rechterlid van de formule y =x — 2xx_ 11 tot één breuk.

x+5

(=)

b Herleid de formule y =

Uitwerking
o 21 x(x— ) 2x—1_ x*-x—2x+1_x*-3x+1
@Y x—1 x—1 x—1 x—1
_ x+5 _ 20 _2x(x+5) 2+ 10x
b y= =(x+5) =1 o1 <=1 voor x # 0

(=)

Zie de theorie op de vorige bladzijde.
o geldendatx #2 Ax #-17?

(5)

b Waarom staat bij het eindantwoord

a Waarom moet bij

4x* — 8x
+1
voorwaarde x # 2, maar niet de voorwaarde x # -1?

wel de

+1 x+12
-3 —4

=

a Herleid het rechterlid van de formule y = tot één breuk.

2x?
G2
x—1

¢ Herleid het rechterlid van de formule y = % —x? tot één breuk.

=
=

b Herleid de formule y=

d Herleid het rechterlid van de formule y = . f 1 (x T i 1) tot één breuk.

2
G+1)
x+1

Gegeven zijn de functies f(x) = xifl en g(x) = . f T

e Herleid de formule y=(x—1) -

Bereken exact de oplossingen.
a f(x)=g)

b f(x)-g(x)=6

c f(x) —gx)=7

Hoofdstuk 4 Vergelijkingen en herleidingen
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2 +3 ax+1
> s te herleiden tot de vorm y=

a De formule y =

x+4 cx+d
Welke getallen zijn a, ¢ en d?
2 —6x+
b De formule y = x6+5 is te herleiden tot y=x—6+ )57
Licht dit toe.
_ 3x : _
¢ Sedar heeft de formule y = iy herleid tot y = il

Licht deze herleiding toe. Voor welke x is de herleiding niet juist?

Theorie B Vereenvoudigen en uitdelen

y 2

Om de formule y = x+z

teller weg. Je vermenigvuldigt daartoe de teller en de noemer van het

2 2)
_£ (3=-%)-
X X ( X x_3x—2

x+4 (x+4) x  x(x+4)

te vereenvoudigen, werk je de breuk )2—6 in de

rechterlid met x. Dus y =

xX+5x—6

Bij de formule y = — kun je x uitdelen.
2 4 — 2

Je keijgt y=2 226 _x 5% _6_, 5 6

X X X X x

2 1 —

Je mag in één keer schrijven y = x’fc—xé =x+5- g

2+9x+20 . :
De formule y = % is te vereenvoudigen door teller en noemer

van het rechterlid te ontbinden in factoren en vervolgens teller en
noemer te delen door dezelfde factor.

x¥+9x+20 x+Hx+5) x+5
-x-20 (x+4)x-5) x-5

Je krijgt y = voor x # -4.

© Noordhoff Uitgevers bv 4.4 Formules met breuken herleiden
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Voorbeeld

Herleid.
a N= 500 _ ¥ +4x?+3x
4b+& Y P2 -3y
3b
Uitwerking
500 500 - 3b 15006 7506
a N= = = = voor b # 0
10 10 1262+10 6b*+5
4b+3b (4b+3b> 3b

BHAx2+3x x(F+4x+3) x(x+1D)E+3) x+1

R68 a Zie de theorie op de vorige bladzijde.

DEx . - x? +9x +20 x+5
Bij de herleiding van y = Zox_20 tot y = -
voorwaarde ‘voor x # -4’ toegevoegd.

Waarom is de toevoeging ‘voor x # 5’ niet nodig?
b Zie voorbeeld a hierboven.

Waarom is de toevoeging ‘voor b # 0’ nodig?
¢ Zie voorbeeld b hierboven.

Waarom is de toevoeging ‘voor x # 0 A x # -3’ nodig?

is de

R69 In voorbeeld b op bladzijde 174 1s de formule y = XT herleid door

5
x—1
O* ()
gebruik te maken van de regel ‘delen door een breuk is hetzelfde als
vermenigvuldigen met het omgekeerde van die breuk’.

Je kunt de formule ook herleiden op de manier van voorbeeld a hierboven.
Herleid de formule zoals in voorbeeld a. Welke manier heeft je voorkeur?

X+

70 a Herleid de formule y = Ll.
ne Y
b Deel x uit bij de formule y = 5";&
xX—x—-12

c Herleid de formule y = Zit o
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MYOR 5

MIOR 5

A73
MIOR 5

A74
MFOR 5

A75
OF 5

612+ 12t + 1500
3t )
= 11x2+30x
X +x*=30x

3
10+x—1

_ax+b
3 totdevorrny—chrd‘

x—1

a Deel 3¢ uit bij de formule K =

b Herleid de formule y =

c Herleid de formule y =
6 —

Herleid. Gebruik een merkwaardig product. e e

4 _ 4 2
o y=" c y=tE A2 +24B+ B> = (4 + BY
X o A2—24B+ B*=(4 - B)?
_ 2x°—32x _x=9x? A2=B*=(4+ B)(4 - B)
by= x1—4 dvy x?—3x
(50)
2x

a Herleid de formule y = 1

b Herleid het rechterlid van de formule O = — p tot één breuk.

5
+ -
p 2p
. 6p*—3p—1
¢ Deel 2p uit bij de formule N= T
) XX+ 10x2+9x
d Herleid de formule y = T
_ 2 _
e Herleid de formule y = %
. dp-1 _ 3x
Gegeven zijn de formules N = p 3 enp=_""¢
: 0 3x . 4p—1] : _ax+b
a Substitueer p = 15 n N= 213 en herleid tot de vorm N = ot d

b Bereken exact voor welke x geldt dat N=9.

a De lijn £ snijdt de parabool y = x? in de punten P en Q met x, = p, Xo=4q
enp<gq.
Stel de formule op van k.

b Op de grafick van f(x) = x* liggen de punten 4 en Bmetx,=a,xz;=bena <b.
De formule van de lijn / door 4 en B 1s
y=(a’+ a*b + ab* + b*)x — ab(a* + ab + b?).
Bewijs dit.
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A76 Rob is met vakantie in de Provence. Op een dag beklimt hij op zijn
% racefiets vanaf de camping de Mont Ventoux. Nadat Rob op de top is

aangekomen, rust hij even uit, reset zijn fietscomputer en rijdt zo snel
mogelijk weer naar beneden. De beklimming doet Rob met een
gemiddelde snelheid van 12 km/u en bij de afdaling is zijn gemiddelde
snelheid 48 km/u. Rob vraagt zich af wat de gemiddelde snelheid v
gedurende de heen- en terugreis samen is.
Stel de afstand van de camping tot de top is d km. De tijd ¢ in uren voor

- oo d . d
de heen- en terugreis samen is dan ¢ = 2 + 18
a Licht dit toe.
b De gemiddelde snelheid is 5= —2—

+

12 748
Toon dit aan en bereken de gemiddelde snelheid van Rob in km/u.
Bij de gemiddelde snelheid heb je te maken met het harmonisch gemiddelde.

Het harmonisch gemiddelde /# van de getallen aen b is h = Ll

1
ath
¢ Herleid de formule van # zo, dat de breuken in de noemer verdwijnen.

Het harmonisch gemiddelde van de getallen a, bencis h =7

1 1-
a+b+c

d Het harmonisch gemiddelde van a, 2a en 3a is pa.
Bereken exact de waarde van p.

Het harmonisch gemiddelde h van de getallen a en b 1s het omgekeerde van
het rekenkundig gemiddelde van 1 en 1 dus h= 12—1

a b g

Het harmonisch gemiddelde wordt ook vaak gebruikt bij het vervangen van
parallel geschakelde weerstanden in een stroomkring door één weerstand.
Het kwadratisch gemiddelde van een serie getallen is de wortel uit het
rekenkundig gemiddelde van de kwadraten van de getallen.
In de statistiek komt het kwadratisch gemiddelde tevoorschijn
bij de standaardafwijking en in de elektrotechniek bij het
effectieve vermogen.

Het meetkundig gemiddelde van n getallen is de

n® machtswortel van het product van de getallen.

In de meetkunde heb je met het meetkundig gemiddelde

van twee getallen te maken bij de lengte van een

raaklijnstuk aan een cirkel.
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Kennis- en vaardighedencheck

[] Ik kan breuken optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en delen.
[] Ik kan breuken vereenvoudigen.

[ ] Ik kan bij breuken de noemer uitdelen.

a Herleid het rechterlid van de formule y = xi—l — % tot ¢én breuk.
x—2

b Herleid de formule y = (

X )
x+1

» OPGAVE C9
THEORIE A

» OPGAVE C10
THEORIE B

» OPGAVE C11
THEORIE B

: B X _ax*+bx
a Herleid de formuley—3_ 5 tot de vorm y = ~id
x+2
: x*+9x+8
b Herl fi ley=>"""7"">5.
erleid de formule y EanE—
3 242 4
Deel 4t uit bij de formule N = 2—2>,
Antwoorden
_ x—2 o x*-x-2 B
C9 a y_x—(x+l) b yET voor x # -1
_6x?+12x x+
Cloa y="3"7 voorx#-2 b b voor x # -8
15 3.9
C11N—§t2—4—t+4—t

© Noordhoff Uitgevers bv
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4.5 Inverse functies

Kennis en vaardigheden

e Je kunt variabelen vrijmaken bij gebroken formules.

¢ Je weet wanneer een functie een inverse heeft.

e Je kunt van een gebroken lineaire functie het functievoorschrift van de inverse opstellen.

077 Toon aan dat de formule x = 2 op hetzelfde neerkomt als y = Z‘
N®% 4 !

Theorie A Variabele vrijmaken bij een gebroken formule

Bij de formule y = % kun je de variabele x vrijmaken zodat x is

uitgedrukt in y, oftewel x als functie van y is geschreven. Dit gaat als volgt.
y= xE—3 Vermenigvuldig beide leden met x — 3.

yx—3)=2

xy—3y=2  Alleen termen met x in het linkerlid.

xy=3y+2  Deel doory.

3y+2
y

Op de tweede regel van de uitwerking is de voorwaarde ‘voor x # 3’ niet vermeld.
In opgave 78 ontdek je waarom in dit soort situaties voorwaarden overbodig zijn.

X =

Voorbeeld

Maak x vrij bij de formule y =4 + x%

Uitwerking

X
x—5
yx—35)=4(x—5)+x
xy—5y=4x—-20+x
xy—5y=5x-20
xy—5x=5y—20
x(y—5)=5-20
_5y—=20

y—35

y=4+ Vermenigvuldig alle termen met x — 5.

X
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R78 In de theorie op de vorige bladzijde wordt x vrijgemaakt bij de formule

. 2 ..
S(OE y= L. Bij de formule y = —— mag je niet x = 3 nemen.
x—3 x—3
) L 3y+2
Na het vrijmaken krijg je x = :
Onderzoek of in deze formule x = 3 mogelijk is.
i - Maak x vrij.
. 79 a Gegeven is de formule y Py oy bl
aE Schrijf x als functie van y.
Druk x uit in . e St o g

b Gegeven is de formule y = xx_S Joepie!

Schrijf x als functie van y.

¢ Maak x vrij bij de formule y = ; : %
d Druk x uit in y bij de formule y = 320 — %
ceq e +
80 a Maak x vrij bij de formule y = 3;_ 42 .
IO S 15
b Druk x uit in y bij de formule y =20 — MERE

¢ Schrijf x als functie van y bij de formule y = L + E +4.

x 2x
. +
AB81 a Gegeven is de formule y = ‘;x n 14.
MIOF 3 1
Bereken a als na het vrijmaken van x geldt x = )?3 - 1.
. -
b Gegeven is de formule y =2 — 3;6_ lb.
-3
Bereken b als na het vrijmaken van x geldt x = i}Tl
. -
A82 Gegeven is de formule y = ax b.
3x+ec
© % 1
Bereken a, b en ¢ als na het vrijmaken van x geldt x =2 — I
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083 a Hiemaast is de grafieck van k: y = %x + 1 gespiegeld

MIOR 5

182

inde lijn y = x.
Stel bij het spiegelbeeld / de formule op.

b Maak x vrij bij y = %x + 1 en vergelijk het resultaat
met de formule van /. Wat valt je op?

Theorie B Functie en inverse functie

Je hebt met een functie van x naar y te maken als bij
elke waarde van x hoogstens één waarde van y hoort.
De functie f(x) = ;-x + 2 1s hiervan een voorbeeld.

Hiernaast is de grafiek van f'gespiegeld in de lijn y = x.
Bij de functie fhoort bij elke waarde van y één waarde
van x. Hierdoor hoort bij het spiegelbeeld van de
grafiek van f'bij elke waarde van x één waarde van y en
1s dit spiegelbeeld ook de grafiek van een functie van x
naar y. We zeggen dat de functie f'een inverse heeft. De
inverse functie van een functie f noteren we met £,

Hiernaast is de grafiek van de functie 4(x) = (x — 2)?
gespiegeld in de lijn y = x. Bij de functie A horen bij
elke waarde van y > 0 twee waardes van x. Hierdoor
horen bij het spiegelbeeld van de grafiek van 4 bij elke
waarde van x > 0 twee waardes van y en is dit
spiegelbeeld dus niet de grafiek van een functie van x
naar y. De functie / heeft dus geen inverse.

Functies f en g met de eigenschap dat hun grafieken
elkaars spiegelbeeld zijn in de lijn y = x zijn elkaars
inverse. Notatie: g = fi™ en f= g™,

Om het functievoorschrift van de inverse van de functie

f(x)= %x + 2 op te stellen, kun je als volgt te werk gaan.

Verwissel in y = %x + 2 de variabelen x en y en maak bij
de verkregen vorm de variabele y vrij.
Verwisselen van x en y in y = %x + 2 geeftx = %y +2.

Vervolgens y vrijmaken geeft % y=x—2,dusy=2x—4.

Dus de inverse van f(x) = 3x + 2 is fi"(x) = 2x — 4.

Hoofdstuk 4 Vergelijkingen en herleidingen

/ I
5 /\\/l/
4
3 // k
2
X
- 3 4 5
-1
v
B
nv
—3
1
X
4 5 6
| | | |
v
1
)
i [
4 /
. 4/
—2
—1
23 e
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In de rest van deze paragraaf krijg je te maken met gebroken

. : +b
lineaire functies. Dat zijn functies van de vorm f(x) = ?;C "
metc#0en =+ < Bij een gebroken lineaire functie hoort bij

b d
elke waarde van y één waarde van x. Dus een gebroken lineaire
functie heeft een inverse.

Voorbeeld

Bewijs dat de functie g(x) = S de inverse 1s van de functie
3

SO =571

Uitwerking

Voor fgeldt y=5— i , dus voor £V geldt x =5 — i.

y+1

x= 5—%geeftx(y+l)=5(y+1)—3
xy+x=5+5-3

xy—5y=2—-x
y(x—5)=2-x
:2—x
Y x—35
Dus fin¥(x) = i :;C en er geldt inderdaad dat g(x) =/ "™(x).

R84 Zie de theorie hierboven.

20 a Licht toe dat f(x) = b geen gebroken lineaire functie is als ¢ = 0.

+
+d
b(zx+1)

dGx+1)
Licht toe dat hieruit volgt dat ' geen gebroken lineaire functie is als

=<
7

b f(x)= +cbi kan geschreven worden als f(x) =

a
b

R85 Toon aan dat de functie f(x) =5 —
LD@%* lineaire functie 1s.

3 1 uit het voorbeeld een gebroken
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A90
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A91
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Stel het functievoorschrift op van de inverse van de volgende functies.
2x

af(x)=x+3 c hx)=5x—4
x+3 3x—1
b 8= d A=

X .. ) )
de inverse is van de functie

a Bewijs dat de functie g(x) =

4 x—3
f0 =375
b Bewijs dat de functie k(x) =5+ HLI de inverse is van de functie
h(x) = S—x
x—6

Onderzoek of de inverse van elke gebroken lineaire functie ook een
gebroken lineaire functie is.
: ) ax—2
Gegeven is de functie f(x) = 55
Bereken exact voor welke a

a de functie g(x) =2 % + xi—Z de inverse is van [

b de grafiek van f'geen gemeenschappelijk punt heeft met de lijn y = x.

3x—2

2x+ 17

Op de grafiek van /™™ ligt het punt A4 met x, = 2. De lijn k raakt de
grafiek van /" in 4.

Stel op algebraische wijze de formule op van £.

Gegeven is de functie f(x) =

ax+b
x+2
De lijnen / en m zijn evenwijdig met k en raken de grafiek van /™ in de
punten B en C.

Stel op algebraische wijze de formule op van de lijn n door B en C.

De lijn k£ met rc, = 2 raakt de grafiek van f(x) = in het punt A(-4, 6).
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Kennis- en vaardighedencheck

[] Ik kan variabelen vrijmaken bij gebroken formules.
[ ] Ik weet wanneer een functie een inverse heeft.

[ ]Ik kan van een gebroken lineaire functie het functievoorschrift van de inverse

opstellen.
a Maak x vrij bij de formule y = 21
x vrij bij ule y =377
b Druk x uit in y bij de formule y =5 — x-Alr-—l

¢ Schrijf x als functie van y bij de formule y = é - %+ 3.

Welke van de volgende functies hebben geen inverse? Licht toe.

- Jx)=5

» OPGAVE C12
THEORIE A

» OPGAVE C13
THEORIE B

» OPGAVE C14
THEORIE B

e gx)=3x+2
o h(x)=x2
. kx)=x3
_2x—3
0= x+2
a Stel het functievoorschrift op van de inverse van de functie
_ 3x+15
Jx)= 4x—1"
b Bewijs dat de functie g(x) = % — 2 de inverse 1s van de
: _3x+12
functie A(x) = PR
Antwoorden
_y—1 =y ~ -l
Cl2 a x—3y_2 b x—y_5 c x_—2y—6
C13 fenh
*
ey - X115
Clda [™x)=7—3 b =

© Noordhoff Uitgevers bv
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Kennis- en vaardighedentest

4.1 Stelsels vergelijkingen
1 Bereken exact de oplossingen.

2x—3y=7 4x + 5y =27 c 2x+3y=7
? V4x+3y=23 2x+3y=25 Sx—2y=8

2 Bercken exact de coordinaten van het snijpunt S van de lijnen
k:3x—2y=14enl: 2x + 5y =3.

3 De parabool y = ax? + bx gaat door de punten (-6, 18) en (30, -450).
Stel langs algebraische weg de formule op van de parabool.

4 Bercken exact de oplossingen.

a (x—4)y+y*=5 b xy=-6
3x—-y=7 x+4y=2

5 De figuur hiernaast is opgebouwd uit twee gelijkzijdige
drichoeken en een rechthoek. De oppervlakte van de P
rechthoek is 22 en de omtrek van de figuur is 27.
Bereken exact de grootst mogelijke omtrek van de I
rechthoek.

4.2 Hogeregraadsvergelijkingen
6 Bercken exact de oplossingen.

a 33 +5=86 c s(x+2)=5
b 2x*+19=35 d 100 —(2x +1)°>=68
7 Bereken algebraisch de oplossingen. Rond af op twee decimalen.
a 5x*-6=9 b 2x+4) =10
8 Bereken exact de oplossingen.
a x> =x>+20x c X*+xt=42
bxt—-6x+5=0 d 5x*+1<6x?

9 Bereken exact de oplossingen.
a [2x*—5/=49 b [x>—15x| =54

4.3 Regels voor het oplossen van vergelijkingen
10 Bereken exact de oplossingen.

a (>-6)(x*—2x)=0 c x(x*-1)=4(x*-1)

b 2x*—1)7=(6x+1) d (X -9%)(x*-3)=x-9%
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11 Bercken exact de oplossingen.

a 3x+5+1=5 c x=x+6
b 3x=5x+4 d 2x+3x=2

12 Bercken exact de oplossingen.

2x2—6:0 c 2x—1_ 4x+1
2x+4 x+1 5x—-1
2 _ 2_ 2 _
b X 9=x 9 d x5 6
3x—1 x-5 x*—-8 x*-8

4.4 Formules met breuken herleiden

13 a Herleid het rechterlid van de formule y=2x — x—1 tot ¢én breuk.

x—2
b Herleid het rechterlid van de formule y = % (2 - x%) tot één breuk.
14 a Herleid y= 2x;— I :
(x2 - 1)
2,
oo x+1 _ax+b
b Herleid y= —4 — x tot de vorm y o d
x+1
15 Deel uit.
3 6p*—3p+4
o N= 4x° — 50 b B= P~ op
2x 3p
16 Herleid.
o _x*—5x+4 b _x'—16
YT ax+3 YUY —ax
4.5 Inverse functies
e _2x—3
17 a Maak x vrij bij de formule y = 15
b Druk x uit in y bij de formule y =3 +x2_x1.

18 Stel het functievoorschrift op van de inverse van de volgende functies.

a fl) =2~ b g =2-—>,
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Gemengde opgaven

1 a De grafiek van de functie f(x) = \/px + ¢ gaat door de punten
A(-2,2) en B(8, 3).
Bereken exact de waarden van p en g.
b De grafiek van de functie g(x) = ax* + bx?> + ¢ gaat door de punten
C(-1, 24), D(0, 18) en E(2, 30).
Bereken exact de nulpunten van g.

2 In een kassa zitten biljetten van 5, 10 en 20 euro.
De biljetten van 5 en 10 euro zijn samen 180 euro waard.
De biljetten van 5 en 20 euro zijn samen 230 euro waard.
De biljetten van 10 en 20 euro zijn samen 270 euro waard.
Hoeveel biljetten van 5 euro zitten er in de kassa?

3 Bereken exact de oplossingen.

a 17-(2x-1y=1

3 V2x+1

f 2x+5 x+2

b (2x2—1)2=x2 g 6>+ 10x? - \Jx—464=0
x=3 _ (2x— 12+ @By—1?=73
- 70 h{x+5y=17

d V> +2x+x=6 i [xt =322 <2

e 2x—3)(2-3)+3=2x j x—1)y'-5Qx—12+4=0

4 Van een rechthoek is de oppervlakte 160.
Bereken exact de lengtes van de zijden als
a de omtrek van de rechthoek 623 is
b de lengte van een diagonaal van de rechthoek 20 is.

5 Herleid de volgende formules.
a

a’+1 _xt = _ 2a (a—l_a+2)

a b= Sa by x—1 ¢ K_a+2 2a a?

6 Gegeven zijn de functies f(x) = ax? + 6x* en g(x) = -ax® + bx.
a Voor b =-6 hebben de grafieken van f'en g voor x = %
evenwijdige raaklijnen.
Bereken exact de nulpunten van g.
b De graficken van fen g snijden elkaar in de punten O(0, 0),
A(1,5)en B.
Bereken exact de coordinaten van B.
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10

, +
a Gegeven is de functie f(x)= 3xx_ 21.
Bereken exact de oplossing van f™(x) = 3.
. . +
b Gegeven is de functie g(x) = 3x — 22x'

- 1
Los exact op g™ (x)=——.
p g™(x) 200)

. . B 5
¢ Voor elke a 1s gegeven de functie A(x) =3 + yta
Bereken exact voor welke a geldt dat 2™ (x) = A(x).
: : _2x—1
d Gegeven is de functie k(x) = M

Bereken exact de codrdinaten van de punten van de grafiek
van k™ waarin de helling van de grafiek van &™ gelijk is aan 5.

Voor elke waarde van p is gegeven de functie f,(x) = 2x* — px’ — 8x.
a Er zijn twee punten op de grafiek van f; waarin de
richtingscoéfficiént van de raaklijn gelijk is aan 2.
Bereken exact de coordinaten van deze punten.
b De lijn &2 y = -8x snijdt de grafiek van f, behalve in
de oorsprong ook nog in de punten 4 en 5.
Bereken exact voor welke p geldt dat |x, —x,| = 8.

In de figuur hiernaast zie je de graficken van de functies y
f(x)=2x—3)? /3 —2xeng(x)=1/3 - 2x.
a Bereken exact de nulpunten van f.
b De grafieken van f'en g hebben drie punten 9
gemeenschappelijk.
Bereken exact de coordinaten van deze punten.
¢ Bereken exact voor welke p de grafiek van g en de
lijn k: y = p — x één punt gemeenschappelijk hebben.

X

xr

a De lijn k: y =-3 snijdt de grafiek van fin de punten 4 en B.
Bereken exact de lengte van het lijnstuk 4B.

b Deliyn/ly= gx - % snijdt de grafiek van f'in de punten C, D
en Emetx,<xp<xg.
Bereken exact |y — yp).

Gegeven 1s de functie f(x) =
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Werkbladen

24 y
blz 66
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4 s afstand in meters

blz 97 /
70

40 /
30 /

10 A

O 2 4 6
tijd in seconden

S afstand in meters

. /

60 /

40 /

30 /

20 /

O 2 4 6
tijd in seconden
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4 S afstand in meters

blz 97 /
70

60

. /

; /

30 /

20 ,/
10 //
o 2 2 6 t
tijd in seconden
1 y y
ahh T
blz 99 i / \ 10 / \
11 11
10 10
9 / 9 /
8 / 8 /
. / . /
6 / B /
5 5
4 4
A / A /
) o\
1 1
O 1 2 3 4526789 O 1 2 3456 789
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Antwoorden Kennis- en vaardighedentests

Hoofdstuk 1 Hoofdstuk 2
1 aky=4x+2 1 a (<, 1)afnemend dalend
b a=% (1, 2) toenemend stijgend
c ny=-3x+8 (2, 4) afnemend stijgend
(4, 6) toenemend dalend
2 a N=20t+60 (6, 7%) afnemend dalend
b IZ%N -3 (7%, —) toenemend stijgend
c t=19 b 3
c -
3 ax=0vx= % d drie
bx=1vx=-7 *
c x=8vx=-4
d x= 3+\/_9vx 3-/19 2 a 3%
e —1+ I5vx=1- %\/7 b -1}
2
fa=- c Ly=3x—-3
4 : f:eflfl 5 3 a 30 km/u
> b p=4
5 a A0, 1) c 149 km/u
bp=4vp=-4 4 a 9m/sen 14 m/s
c p<-4vp>4 b /=3
6 ap>2 3 m/s
bp=12vp=-12
c p<%/\p%0 5 a,b=x
6 =

7 p=4vp=-4

7 a f(x)=1,8x>—26x
-2 .
§y=x b g(p)=12p"+2p—11
5 7. c h(x)=12x*—8x+1
7 d K(x)=7x*—4ax
10 a p<0enp>10 1
B 8 a 33
11 a -0,50,2,54 en 7,96 _
9 p=-1

b max. 1s f(0,86) = 3,23
min. 1s f(5,81) = -8,86

U = 2(+2
c x=-128 x=213enx=9,16 10 a f'(x)=3x*(x*+7x+2)+

(B3 - 1)(2x+7)

! — 2 3
12 a -3,89<x<0,09vx>2280 b g'(x)=23x*+2)(x*+2x+ 1)

-2, 11 <x<0,65v 146 x<1,89

o
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7 Hoofdstuk 4

o S5y 1 a (xy)=051)
Lo 20+ 43 b (x,y)=(2,7)
b &M=y ¢ (=21
v 3
¢ M= 2Ty 2 s4,-1)
12 a ky=-tx+52% 3 y=-3x*—5x
b Ly=4ix—13
my=dix+ 13 4 a (x,y)=(2,-12\/(x,y)=(3,2)
' : . b (x,y)=(4,13)Vv(x,y)=(6,-1)
13 a 333% & ol
b na 6 en na 10 seconden 2
c 1440 m &l o =3
= 3
Hoofdstuk 3 :§=2/17vx=—2l
1 /CAM=~18.8° 12 2
d X=3
_al
W CE=3; 7 a x=132vx=-132
3 APZS\/E b x2—0,92
4 o 528 8 a x=0vx=-4vx=5
b 13,72 bx=1vx=35
& o 152 c x=Jd6vx=-J6
b r=3,62 d-l<x<-\tvl<x<i
— _1l
6 :;:%_lif 9 ax=3vx=\3/—2_2
bx=3vx=18vx=6vx=9
¢ x= 6 1h02
7 AB=6+43 10 a x= 6vx=—\/6vx20vx=2
b x=13+3/13vx=13-513v
8 225 x=0vx=-3
c x=1lvx=-lvx=4
9 2285 d x=0vx=3vx=-3v

x=2vx=-2
10 a LB=657°en ZB~=1473°
b BC=7,66vBC=>10
11 /PMR =102,8°

12 73,96
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:2x3+x2—2x—1
X
voorx# 1l Ax#-1

— x —
Y=3,+4 voor x # -1
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16

17

18

N=2x2—2—5
X

B=2p—1+

|
w

y:

4

3p

voor x # 1

VOOr X #2 AXF# -2

_Sy+3

X

<

X=——_2

SIS
(V8]

™=

g ()=

Sx+1
x+2

dx—11
x—2
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Overzicht GR-modules

Module

Berekeningen op het basisscherm vwo B deel 1

 eenvoudige berekeningen met onder andere mintekens, hoofdstuk 1
haakjes en tussenstappen bladzijde 12

« de toets Ans, en fouten verbeteren
 breuken invoeren, vermenigvuldigen en delen
» decimaal getal omzetten in een breuk

Grafieken, toppen en snijpunten vwo B deel 1

+ formules invoeren en graficken plotten hoofdstuk 1

» functiewaarden berekenen op het grafickenscherm en op het bladzijde 41
basisscherm

+ tabellen maken en de tabelinstelling veranderen
* toppen en snijpunten van grafieken
* berekenen van nulpunten

Het gebruik van Ans en lettergeheugens vwo B deel 1
 de toets Ans hoofdstuk 3

* het gebruik van lettergeheugens bladzijde 106
Allerlei

+ specificke mogelijkheden van het merk/type GR
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Trefwoordenregister

A
aantonen dat 20
abc-formule 17
absolute waarde 34
absolute-waardefunctie 34
knikken en toppen bij
een — 37
absolute-waardestrepen 34
absolute-
waardevergelijking /62
afgeleide 76
— functie 76
afnemend dalend 53
afnemend stijgend 53
afstand van een punt tot een
liyn 113
algebraisch oplossen /8

B

bereken exact de oplossing
18

bergparabool 2/

bewijs /13

bewijzen (dat) 20

bijzondere rechthoekige
drichoeken /27

breuken herleiden /73,
175

C
constant verband 9
cosinusregel 739

D
dalend 52
afnemend — 53
toenemend — 53
dalparabool 2/
definitie /73, 114
— van de afgeleide 76
differentiaalrekening 95
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differentiequotiént 55
— bij een
functievoorschrift 57
differentiéren 78
discriminant /7
— met een parameter 25

E
elimineren
— door optellen of
aftrekken /50, 152
— door substitutie 749,
150, 155
evenwijdig 9
extreem 2/
extreme waarde 2/
extremen met een
parameter 28

F
factor voor wortelteken
brengen /9
formule van een
— lijn opstellen /2
— raaklijn opstellen 86,
89
functie
— met een parameter 25
—vanxnaary 182
functievoorschrift 25

G
Galilei, Galileo 65
gebroken
— lineaire functies 783
— vergelijking 769
gelijkvormige drichoeken
108
gemiddelde
— snelheid 54
— verandering 55

gesloten interval 52

goniometrische
verhoudingen 104

grafisch-numeriek
oplossen 40

H

harmonisch gemiddelde
178

helling 9, 55

— berekenen met de GR 88

— van de grafiek 63
hellingfunctie 76
hellinggrafiek 67
hogeregraadsvergelijking

157,160
hogeremachtswortel /57
horizontale lijn 9
Hudde, Johannes 80

|
interval 52
gesloten — 52
open — 52
inverse /82
— functie 182
1soleren 166

K

knik 34

knikpunt 34

kruislings
vermenigvuldigen /69

kwadratisch gemiddelde
178

kwadratische
— functie 2/
— vergelijking /7
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L

lengte x stellen 1/0

Leibniz, Gottfried Wilhelm
95

lijn door twee gegeven
punten /2

limiet 75

lineair verband 9

lineaire
— functie van x 9
— ongelijkheid 24
— vergelijjking &8, 126
— vergelijking met twee

variabelen /48

M

maximum 2/

meetkundig gemiddelde
178

merkwaardig product /26

minimum 2/

N
Newton, Isaac 95
nulpunt 2/

(0]
omgekeerde stelling van
Thales 173
ongelijkheid
lineaire — 24
— oplossen 43
open interval 52
oplossing benaderen /8
oplossing invoeren 171
oppervlakte van vlakke
figuren 119

Trefwoordenregister

P

parabool 2/

parameter 25
discriminant met een —
25
extreme met een — 30
functie met een — 25
vergelijking met een —
28

plotten 40

productregel &2
bewijs van de — §3

Q
quotiéntregel 84

R

raaklijn 62
formule van een —
opstellen 86, 89

richtingscoéfficiént 9, 13,
55

S
Sarpi 65
sinusregel 134, 136
snelheid op één moment
62
— benaderen 59
somregel 78
stelling 113, 114
—van Thales /13
— raaklijn aan een cirkel
113
— raaklijn in een raakpunt
van twee cirkels /73
— twee raaklijnen aan een
cirkel vanuit een punt
114
stijgend 52
afnemend — 53
toenemend — 53
substitueren 3/

T
Thales van Milete 114
Thales

(omgekeerde) stelling

van — /13
tijd-afstandformule 59
tijd-afstandgrafiek 54
toenemend dalend 53
toenemend stijgend 53
tweedegraadsfunctie 2/
tweedegraadsvergelijking

17
tweedemachtswortel /57

U
uitdelen /75
uitdrukken in 73

A\
variabele vrijmaken /48,
180
vergelijking
lineaire — &
— met een parameter 28
tweedegraads— /7
verschilregel 79
voldoen 767

wW
wortels herleiden 125
wortelvergelijking /66

X
Xiop 21

z

zijde x hoogte-methode
121
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