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9 Exponentiéle en logaritmische functies

9.1 Groeifactoren en groeipercentages

Bladzijde 8
V1| a 2log(64)="2log(2%) =6 d Slog(1) =5log((3)°) =0
b llog(3) =log(37) =-3 e ‘log(y) ="log((5)}) =3
¢ %log(6V6) = Slog(6'7) = 11 f Slog(3v3) =3log(32- 37) =3log(3 17) = - 11
V2| a Slog(x)=5 d Zlog(3x +4)=-2
x=3"=243 3x+4=(3)"
b 2log3x+7)=4 3x+4=4
3x+7=2* 3x=0
Ix+7=16 x=0
3x=9 e 3+2log(5-13x)=0
x=3 Zlog(5 — 13x) =-3
¢ 5+Slogx+3)=7 5_11x23_3
Slog(x +3)=2 ]
x+3=52 5—15x=§
x+3=25 ~1ix=-41
x=22 x=31
f 4-2-3log(x)=3
2 log(x) =1
“log(x) =3
1 3%=7 geeft x =3log(7)
Bladzijde 9
2 31=90 5+23x=25
3-3¥=90 23 =20
3 =30 (23y°=20
x=3log(30) 8% =20
x = 8log(20)
3 a 3¥-5=7 d 4+3"1=25
*=12 =21
x =3log(12) x+1="3log(21)
b 2 1=15 x=-1+3log21)
x —1="2log(15) e 14-253=2
x=1+"2log(15) 2x*+3=12
c 1+2°=15 x +3 =2log(12)
=14 x=-3+2log(12)
x =2log(14) f 7+42%=12
42x =5
2x = *log(5)
x=7" *log(5)
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V3

\Z

a 5+273=20 c
2x=3=15
x—3="2log(15)
x=3+2log(15)

b 7+3-5%*tl=67
3,52x+1:60
52x+1:20 d
2x + 1 =1log(20)
2x = -1+ 3log(20)
x=-1+1-5log(20)

T+p-3¥1=57
p.3—1.3x:50
1p-37=50
3e_ 150

P 150
x=3lo (—)
B P

=3
x =">log(10) p=15

Bladzijde 10

a N=87-1,05

b =4 geeft N=87-1,05*~106

c t=9geeft N=87" 1,052=134,9...

3¥+24+ 37 =600
32.3%+ 3= 600
93"+ 3" =600
10 - 3*= 600
3¥=60

x =3log(60)
21+2x:4x+ 6
222 =(22y + 6
2.2 D=6
2% =6

2x = 2log(6)
x=73- *log(6)

t=10 geeft N=87-1,0519=141,71...

141,71... —13496... =7
N neemt in het tiende jaar met 7 toe.

N=725-0,87"
t=5 geeft N=725-0,87°= 361

T Q

c t=7geeft N=725-0,87"=273,50...
t=8 geeft N=725-0,878=237,95..

273,50... —237,95... = 36

N neemt in het achtste jaar met 36 af.

a Jaarlijkse toename van 5%, dus de vermenigvuldigingsfactor per jaar is 1,05.

Het bedrag op 1 januari 2026 is 1000 - 1,05 = 1050 euro.
Het bedrag op 1 januari 2027 is 1000 - 1,052 = 1102,50 euro.

b g=105

¢ Het bedrag op 1 januari 2030 is 1000 - 1,05° = 1276,28 euro.

procentuele toename = 1000

Bladzijde 12
a Skwartier — 1’12
Guur = 1,124= 1,574
De toename 1s 57,4% per uur.

b gkwartier:l’12 .
= 1,125~ 1,038

85 minuten

1276,28 — 1000

- 100% = 27,6%

De procentuele toename per vijf minuten is 3,8%.

€ Skwartier — 1’12
gsuur— 1,1220= 9,65

De toename is 865% per vijf uur.
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11

12

13

a Gy = 1.3

gWeek 1,37=6,27

Het groeipercentage per week is 527%.
b 8dag ~ 1.3

Saur=1 3 ~ 1,045

Het groeipercentage per vier uur is 4,5%.

a g = 0,84
Gueek = 0,847 = 0,295
b g dag = 0, 84
guur 0, 847 = 0,993
De hoeveelheid neemt met 0,7% per uur af.
a gy = 02805
Skwartier 0 8054 O 947
De afname is 5,3% per kwartier.
b =1,086

gjaar 2s
825 jaar = 1,086" = 7,87
De toename is 687% per 25 jaar.

Bladzijde 13
a De hoeveelheid N neemt in 10 — 3 =7 uur toe van 1600 tot 4100, dus g7 . Tégg =2,5625.
Quu = 2,56257=1,1438...

= . t
b N=b-1,1438... }b-1,1438...3=1600

1600 1070

T 1,1438..3
Dus opt=01s N=1070.
De formule 1s N =1070 - 1,144".

t=3enN=1600

a N=bH-g
1250
S6uur ~ 150 = 8 333...
Suur = 8,333...6 =1,4238...

N=b-14238..1 )
z=2enN=150}b 14213580 150
~ 74

1,4238..2
Dus N=74 - 1,424".
b H=b-g'
0,47
83 dagen 0 60 = 0 7833...
aag = 0,7833..7=0,9218...

H=b"-0 9218...’}
_ o b+09218..5=0,60
t=5en H=0,60 0.60
~0,90

T 092185
Dus H = 0,90 - 0,922

g4dagen 31 03548

Sang = 0,3548...3 =0,7718...
60 uur =53 dag = 2,5 dag
31

Na 60 d lakte van de wond o=~ = 35 mm’
a 60 uur was de oppervlakte van de wond 7= mm
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15

16

17

18

Los op 17,32 - 1,027 = 34,64.

Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft 1 =26,01...

Na 26 jaar is het aantal inwoners verdubbeld.
Los op 12,53 - 1,027*=25,06.

Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft # =26,01...

Na 26 jaar is het aantal inwoners verdubbeld.

Bladzijde 14

jaar = 1,131

1,1317=2

T="1Blog(2)=5,630...

De verdubbelingstijd is 5 jaar en 0,630... - 12 ~ 8 maanden.
Eweek — 0,915

0,9157=1

7="095]0g(3) = 7,802...

De halveringstijd is 7 weken en 0,802... - 7 = 6 dagen.

Zjaar = 1,032

1,0327=2

T="1932]0g(2)=22,0...

De verdubbelingstijd is 22 jaar.

10 jaar = 1,062

1,0627=2

T="1002]9g(2)=11,522...

De verdubbelingstijd is 11,522... - 10 jaar = 115 jaar.

Bladzijde 15

a

b

C

&2s jaar :12
ioar = 25~ 1,028
Het groeipercentage per jaar is 2,8%.
1
828 jaar ~ 2
1
8inar = (1) 0,976
Strontium-90 neemt per jaar met 2,4% af.

glO uur = %
Guur = (3)=10,9330...
0.9330..7=0.1

T="09330-10g(0,1) = 33,219...
Na 33 uur en 0,219... - 60 = 13 minuten is 10% van de beginhoeveelheid over.

Alternatieve uitwerking

g10uwr = %

(3)'=0.1

T= %log(O,l) =3.3219..., met T in tientallen uren.

Dus na 33 uur en 0,219... - 60 = 13 minuten is 10% van de beginhoeveelheid over.

8dag = 0,917

0,9177=1

T=09"0g(3)=79..

De halveringstijd is 8 dagen.

8dag = 0,917

0,9177=0,1

T="%10g(0,1) =26,5...

Na 27 dagen is nog 10% van de beginhoeveelheid over.
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19 a 0,9998797=1

7= 09998D)0g(1) = 57281 ..
De halveringstijd is 5730 jaar.

b 1=3000 geeft N=12,5-0,99987930%0 =8 69. ..
De radioactiviteit is 8,7 cpm.

c 0,999879'=0,773
t = 099987910g(0,773) = 2127,7...
In 2006 was de Romeinse soldaat 2006 + 217 = 2223 jaar geleden gesneuveld.
Het meetresultaat geeft een afwijking van 2223 —2127,7... = 95 jaar.

Bladzijde 16
/ Ci]a 32=10

x —2="3log(10)
x=2+3log(10)

b 3-5%=18
57=6
2x = log(6)
x=1+5log(6)

c 15-6"1=8
6xt1=7
x +1="5log(7)
x=-1+"0log(7)

@ Q  Sywartier — l>032

Guur = 1,0324~ 1,134

De toename is 13,4% per uur.
b Sdag = 0,2351

Suur = 0,235~ 0,941

De athame is 5,9% per uur.

@ a &jaar — 1’153
1,1537=2
T="1153]0g(2) = 4,868...
De verdubbelingstijd is 4 jaar en 0,868... - 12 ~ 10 maanden.
b g4,=0327
03277=1
T="03270g(3) = 0,620...
0,620... - 24 =14,882...
De halveringstijd is 14 uur en 0,882... - 60 = 53 minuten.

c gleaar =12

Gjaar = 210 1,072
Het groeipercentage per jaar is 7,2%.
d gour= %
8aag = (3)* = 0,0625
De hoeveelheid neemt met 93,8% per dag af.

9.2 Rekenregels voor logaritmen

Bladzijde 17
20 2log(x) =y oftewel y = &log(x) substitueren in x = g geeft x = g“1°8™)_ dus g*log® = x_

Bladzijde 18

21 y=Zlog(804x) = 2log(4 - 201x) = Zlog(4) + 2log(201x) = 2 + 2log(201x)
Dus y =2 + 2log(201x).
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22

23

24

25

26

27

28 y= Zlog(x) xa t.0.v. de x-as y=a- zlog(x) xbto.v. dey-as >y=aqa- ZlOg(%X) =q- leg(E)

-~ 0 QO 06 T Q

Q - 0 O N T Q

o 06 T 2

-h

%log(6) + 2log(10) = log(60)
3log(30) — *log(6) = *log(5)

2 - Slog(3) + 51 l:51 32y + 51 1251 9) + 5] 1251 41
0g(3) +°log(z) = °log(3”) + log(z) = *log(9) + °log(z) = log(47)
1log(15) — 4 - 7log(3) = log(15) — slog(3*) =2log(15) — *log(81) = *log(%)
-2 - 4log(6) + *log(12) = “log(672) + *log(12) = “log(s5) + “log(12) = *log(3)

log(50) — 2 - log(5) = log(50) — 10g(52) = log(50) — log(25) = log(2)

v =1og(600x) = log(100 - 6x) = log(100) + log(6x) =2 + log(6x)

Dus y =2 + log(6x).

¥ =2log(24x) = 2log(8 - 3x) = 2log(8) + 2log(3x) = 3 + 2log(3x)

Dus y = 3 + 2log(3x).

y =4+ 3log(54x) = 4 +3log(27 - 2x) = 4 +3log(27) + *log(2x) = 4 + 3 + 3log(2x) = 7 + 3log(2x)
Dus y = 7 + 3log(2x).

4 +2log(3) = 2log(2*) + %log(3) = 2log(16) + 2log(3) = log(48)

2 —log(5) = log(102) — log(5) = log(100) — log(5) = log(20)

3 —2log(10) =>log((3)*) — log(10) = *log(§) — :log(10) = log(gp)

%log(12) —3log(9) = 2log(12) — 2 = 2log(12) — %log(2?) = %log(12) — %log(4) = *log(3)

% - 3log(16) + %log(S) = 3log(16%) —3 =3log(4) —3log(33) = 3log(4) — 3log(27) = 3log(%)
log(500) —3log(125) = log(500) — 3 = log(500) — log(103) = log(500) — log(1000) = 10g(%)

Slog(a)
g =4 = g#l0g(5), dus %log(a) — €log(b) = Elog (%)

4] — 8log(b) — [
g og(a) — clog(b) or) b g

g
gP Flog(a) = (g*log(@)p = gp = g¥logl@”) dus p - Slog(a) = Slog(al).

Zlog(a) + 3 - 2log(h) = Ylog(a) + 2log(h3) = 2log(ab’)
5
5 - 3log(a) — 2 - 3log(b) = 3log(a®) — 3log(h?) = 3log (Z—z
2 +3log(a) = log(5?) + log(a) = 3log(25) + log(a) = >log(25a)
2 —3log(a) = 3log(3?) — 3log(a) = 3log(9) — 3log(a) = 3log (%)
®log(a) — 1 = %log(a) — log(6) = ®log (%) =6log(ta)
2 - Slog(b) + 1 - Slog(a) = Slog(h?) + Slog(a?) = Slog(b?) + Slog(Va) = Slog(h? - Va)
y=2+73log(1250x) = 2 + log(625 - 2x) = 2 + log(625) + log(2x) = 2 + 4 + log(2x) = 6 + log(2x)
Dus y = 6 + >log(2x).
3 =1og(1600x) — 1 = log(100 - 16x) — 1 = log(100) + log(16x) — 1 = 2 + log(16x) — 1 = 1 + log(16x)
Dus y =1 + log(16x).

y=7+2log(1600x) = 7 + 2log(64 - 25x) = 7 + 2log(64) + *log(25x) = 7 + 6 + 2log(25x) = 13 + 2log(25x)
Dus y = 13 + Zlog(25x).

b

Er geldt a - 2log (%) = a - (Clog(x) — 2log(h)) = -a - 2log(h) + a - 2log(x).

g(x) =-alog(b) +a
g(r) =5+ 10 -2log(x)

2
1og(X)}a =10 en-10 - 2log(b) =-5
2log(h) = 3
b=21=42

Dusa=10enb=+2.
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29 a Uit p - 8log(a) = 8log(a”) volgt 2 - log(x) = log(x?).

30

Bladzijde 19

Dus uit 2 - log(x) = log(x + 2) volgt log(x?) = log(x + 2).

b x2=x+2
x2—x-2=0
e+ 1)(x—2)=0
x=-lvx=2

¢ x=-1 voldoet niet aan de vergelijking 2 - log(x) = log(x + 2) omdat

2 - log(-1) # log(-1 + 2), want log(-1) bestaat niet.

x =2 voldoet aan de vergelijking 2 - log(x) = log(x + 2), want 2 - log(2) = log(4).

a Zog(x+3) =3 +2log(x)
Zlog(x + 3) = 2log(2%) + Zog(x)
Zlog(x + 3) = 2log(8) + 2log(x)
log(x + 3) = 2log(8x)
x+3=28x
-Ix=-3
x=3

b 3log(2x)=1+3log(x + 1)
3log(2x) = 3log(3) + 3log(x + 1)
3log(2x) =3log(B(x + 1))
3log(2x) = 3log(3x + 3)
2x=3x+3
-x=3
x=-3
x =-3 voldoet niet, dus de
vergelijking heeft geen oplossingen.

Bladzijde 20

31 a 2-’logx)+1=">log(5x—2)

10

log(x?) + 3log(3) = 3log(5x — 2)
3log(3x?) = 3log(5x — 2)
3x2=5x-2
3x2—5x+2=0
D=(-52-4-3-2=1,dusVD =1
x= S5+1 =1 = 5-1 -2

6 6 3

b 3log(x+4)+1=2"3log(x—2)

*log(x + 4) + *log(3) = *log((x — 2)?)
Slog(B(x + 4)) =3log(x? — 4x + 4)
Slog(3x + 12) =3log(x* — 4x + 4)
3Ax+12=x2—4x+4
X—=T7x—8=0
(x+1)(x—8)=0
x=-1vx=8
x =-1 voldoet niet, dus x = 8.

Hoofdstuk 9

C

tlog(2x — 1) =2 +zlog(x +2)
“log(2x — 1) = *log((3)?) +log(x +2)
2log(2x — 1) =zlog(}) + 2log(x + 2)
Tlog(2x — 1) =2log(5(x +2))
“log(2x — 1) ==log(§x +3)
2x—1= ix + %
Bx=11

_6
x=3
Jlog(x +2) = 1 —log(x)
Slog(x + 2) =>log(3) — *log(x)
Slog(x +2)= 3log(%)
x+2=é

X

x2+2x=3
x2+2x—-3=0
(x—1)x+3)=0
x=1vx=-3
x =-3 voldoet niet, dus x = 1.

2log(2x) — 2log(x + 3) = 2log(x) —2

2 2_x) —2 _2 2
log(x 3 log(x) — “log(24)

x = 0 voldoet niet, dus x = 5.
3log(x) =2 —3log(x — 1)
3log(x) = 3log(3%) — 3log(x — 1)

3log(x) = 3log (x—Ll)
9

x x—1

x2—x=9

x2—x—-9=0

D=(-12-4-1--9=37
1+\/ﬁvx_1—\/ﬁ

2
Sl AT v x=Lo 13T
%—% 37 voldoet niet, dusx=%+%x/ﬁ.
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32 a “log(8 ')=2x b ‘log(vx*—10)=1+"log(vx
oo ) slog (12 ~10) = 1 +log(+%)
8;3_)2—: 12_2x22x log(v? ~ 10) =3log(3) + *log(Vx)
g3x)—3 PP Slog(vx2 - 10) =3log(3vx)
3x—3=2x Va2 =10 =3vx
x=3 x2—10=9x
x2—=9x—10=0

x+1)x—-10)=0
x=-1vx=10
x =-1 voldoet niet, dus x = 10.

a 2-3log(5) +3log(2) = 3log(5%) + 3log(2) = 3log(25) + 3log(2) = 3log(50)
b ©log(40) — 3 - ®log(2) = ®log(40) — log(2?) = log(40) — log(8) = ®log(5)
¢ 1+2-log(3)=log(10) + log(3) = log(10) + log(9) = log(90)

d Zlog(56) —3log(27) = 2log(56) — 3 = 2log(56) — *log(23) = 2log(56) — Zlog(8) = 2log(7)

7/ C5) a y=3+5log(500x) =3 + Slog(125 - 4x) = 3 + Slog(125) + Slog(4x) = 3 + 3 + Slog(4x) = 6 + *log(4x)
Dus y = 6 + >log(4x).
b y=8-"3log(810x) =8 — 3log(81 - 10x) = 8 — 3log(81) — 3log(10x) = 8 — 4 — 3log(10x) = 4 — 3log(10x)
Dus y =4 —3log(10x).

a 3log(x — 5)=3log(4x) - 2 b 2-log(x)— 1 =log(3x + 40)
Slog(x — 5) = 3log(4x) — 3log(32) log(x?2) — log(10) = log(3x + 40)
2
3log(x — 5) =3log (%x) log (31c_0> = log(3x + 40)
Y -
9 T5=3w+40
Ox — 45 =4x 2
Sy = 45 x*=30x+ 400

x2—=30x—400=0
(x+10)(x—40)=0
x=-10vx=40

x =-10 voldoet niet, dus x = 40.

x=9

9.3 Overgaan op ander grondtal

Bladzijde 21
33 a plle@=g¢g
( pl’log(g))glog(a) — gglog(a)
ploe®) - flogla) = ¢
b p’ log(g) - #log(a) = p’ log(a)
Plog(g) - #log(a) =Flog(a)

7l
foa) s
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Bladzijde 22
34 “log(x) = log(x —2)
“log(x —2)

“og(2)
4 _
Hog(x) = —log()f 2)
2

Ylog(x) =2 - *log(x — 2)
4log(x) = “log((x — 2)%)
x=(x—2)?
x=x2—4x+4
x2=5x+4=0
x—Dx—-4)=0
x=1vx=4
x =1 voldoet niet, dus x = 4.

Yog(x) =

35 a 3log(3x—5)+ilogx—1)=0 c 2 Tlog(3x + 5) = slog(3x + 5)
log(3x — 5) —3log(x—1)=0 slog3x+5)=0v2x=1
3log(3x — 5) =3log(x — 1) 3x+5=1vx=1
3x-5=x-1 3x=—4vx=%
2x=4

=1l =1
x=-l3vx=3

x=2
b Slog(3x)+2 - Hog(x) = 0 d Zlog(x)= “zlog(x +20)
Slog(3x) + Hlog(x?) = 0 2 og(r) = B0+ 20)
Slog(3x) — Slog(x2) = 0 i *log(4)
5 =5 2 log(x + 20
3§)i(i§) 1Og(x ) Zlog(x) = —g( 7 )
x2-3x=0 2 - 2log(x) = Zlog(x + 20)
x(x—3)=0 Zlog(x2) = Zlog(x + 20)
x=0vx=3 x2=x+20
x = 0 voldoet niet, dus x = 3. x2—x-20=0
x+4)Ex-5=0
x=-4vx=5
x =-4 voldoet niet, dus x = 5.
36 a -2- %log(x) =2+20g(3 —x) ¢ 4x-*og2x—1)+3-*og2x—1)=0
2 - 2og(x) = 2log(22) + 2log(3 — x) (4x+3) - “log(2x — 1) =0
2log(x?) = %log(4(3 — x)) 4x+3=0v4og2x—1)=0
x2=4(3—-x) dx=-3v2x—1=1
x2=12—4x x=-3v2x=2
x2+4x-12=0 x=-3vx=1

x—2)(x+6)=0

xX=2vx=-6

x =-6 voldoet niet, dus x = 2.
b ‘log(2x) =3log(x — 4)

xX= —% voldoet niet, dusx = 1.

d x2-Slog(2x+1)+9 - slog(2x+ 1)=0
x2+Slog(2x+1)—9 - Slog(2x + 1) =0
(x2—9) - Slog(2x + 1) =0

3
082) 51 ot 4) x2—9=0vSlogx+1)=0
3
log(9) X2=9v2+1=1
Slog(2x = =_ =
3t N ey
3log(2x) =2 - 3log(x — 4) x = -3 voldoet niet, dusx = 0 v x = 3.
Slog(2x) = *log((x — 4)*)
2x = (x —4)?
2x=x>—8x+16
X=10x+16=0
(x—2)(x—8)=0

x=2vx=8
x =2 voldoet niet, dus x = 8.

12 Hoofdstuk 9 © Noordhoff Uitgevers bv



37

38

39

40

3log2(x) = 2 - 3log(x) + 15
Stel 3log(x) = u.
u?=2u+15
u?—2u—15=0
(u+3)u—-5)=0
u=-3vu=>5

Slog(x) =-3 v 3log(x) =5
x=33=Fvx=35=243

a 2log(x)=3—2 - log(x)
Zlog%(x) =3 +2 - 2log(x)
Stel Zlog(x) = u.
u?=3+2u
w?=2u-3=0
w+D(u—3)=0
u=-1lvu=3
Zlog(x) =-1 v Zlog(x) =3
x=21=lyx=23=38

Bladzijde 23

a 4¥=2%72-3
(22)x=22.2x_3
QX =4.2%—3
(22 =4-2-3

b Stel 2*=u.
wr=4u-3
wr—4u+3=0
wu—1w-3)=0
u=1lvu=3
rT=1v2¥=3
x=0vx="log(3)

a ¥=5-3"-6
(3%F=5-3"-6
(3*)?=5-3"-6
Stel 3* = u.
u>=5u—=6
ur-5u+6=0
w—2)u—-3)=0
u=2vu=3
F=2v3=3
x=3log2)vx=1

b 4=2+42
(22 =2+42
(22 =2+42
Stel 2% = u.
u2=u+42
w—u—42=0
u+6)u—7)=0
u=-6vu=7
X=-6v2=17
x =2log(7)

© Noordhoff Uitgevers bv

3log?(x) = 6 - °log(x)
3log(x)
3log(9)
3log(x
3og(x) = 6 - g( )
3log?(x) — 3 - 3log(x) =0
Stel 3log(x) = u.
u?=3u=0

uwu—3)=0
u=0vu=3

3log(x) =0 v 3log(x) =3
x=1vx=33=27

3log*(x) =6+

o +2=3"1

(3 +2=3-3
(32 +2=3-3
Stel 3 = u.
u>+2=3u
w>—3u+2=0
u—1DHm—-2)=0
u=lvu=2
F¥=1v3=2
x=0vx="1log(2)
2x=24_22x—1
2x=24_2—1.22x
=241 (2%
Stel 2¥ = u.
u=24—%u2
%u2+u—24=0
wr+2u—48=0
u—6)u+8)=0
u=6vu=-8
X=6v2r=-8
x =2log(6)

Exponentiéle en logaritmische functies
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41 a 5 '+57 =4

5x.5—1+52x.5-1:4

%.5x+%.(5)c)2:4

Stel 5= u.
tu+iut=4
w+u—-20=0
u—4)wu+5)=0
u=4vu=-5
5=4v5¥=-5
x =>log(4)

b §1og2(x +2) =3 2log(x +2)=0
2log(x +2) + 3 - 2log(x +2) =0

Stel tlog(x +2) = u.

wr+3u=0
uwu+3)=0
u=0vu=-3

tlog(x +2) =0 v zlog(x +2) =-3
x+t2=1vx+2=

x=-1lvx=6

42 a ¥+2-(3)*2=9

8

FH2- (5 (62 =9

3¥+18-3%=9
(3*)?+18=9: 3"
Stel 3% = u.
u?+18=9u

w2 —9u+18=0
wu—3)u—-6)=0
u=3vu==6
3F¥=3v3*=6

x=1vx=3log(6)

x—1="2log(y)
x=1+"2log(y)

Bladzijde 24

44 a (=1+"2%0g(0,2N)

t="2log(2) + %log(0,2N)

t=210og(0,4N)
_ log(0,4N)

log(2)

t~3,32+10g(0,4N)

Dus #=3,32 - log(0,4N).
t=1+2log(0,2N)
t=1+2log(0,2) + *log(N)
t=1+20g(0,2) +

0g(0,2) Tog(2)
t=~-132+1,58 - 3log(N)

3log(N)

Dus t=-1,32+ 1,58 - 3log(N).

c x=64-8”
x =64 - (3oe®)y
x~64- (31,893)y
x~64 - 3189y

Dus x = 64 - 31893

14 Hoofdstuk 9

c 2=6-5-(5F

2X=6-5-2%
("2 =6-27—5
Stel 2 = u.
ur=6u->5
ur—6u+5=0
(= T)(u—5)=0
u=1lvu=5
W=1v2*=5
x=0vx="log(5)

Slog?(x) + 3 - Slog(x) +2=0
Slog?(x) — 3 - Slog(x) +2=10

Stel *log(x) = u.
wr—=3u+2=0
(w—1)u—2)=0
u=lvu=2

Slog(x) =1 v 3log(x) = 2
x=5vx=25

Zlog(2*—4)=2x—4
2x_4:22x—4
2x_4:22x.2-4
2x_4:1_16.(2x)2
Stel 2¥ = u.
u—4=%u2
u?—16u+64=0
u—28)*=0
u=3_8

2r=8

x=3
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45 a N=50-3%"3
50-3%*3=N
3243 =0,02N
2¢+ 3 =310g(0,02N)
2t =-3 +3log(0,02) + 3log(N)
t=-13+1310g(0,02) +3 - log(N)
t=-328+0,5" 3log(N)
Dus t=-328+0.5 - 3log(N).
b y= 20 -23x—1
20 - 23 -1 =y
23x—1= 2_10y

3x-1= 210g(%y)
x=1+ 2log(%y)

3x = 2log(2) + log(57)
3x = 2log(75)

x =7 2log(75y)

Dus x =1 - 2log(15).

46 a ’log(4t—1)=5N+3
4g—1=25N*3
4e=1+ @25V 23
4r=1+8-32N
4=1+8 - (10BN
4= 1+8-(10LHV
t3+2-1015V
Dus t=5+2- 1015V,

Bladzijde 25

c y=3-logx)—5

3-logx)=y+5

log(x) =3y +3

x=107%5= 10 - 105 = 46,42 - 10°3%
Dus x = 46,42 - 10033,
K=1-1%3log(2v)

1-3log2v) =1-K

3log(2v) =2 — 2K

2y=32"2K

v:%. 32. 3—2K:%.9 . (3—2)1(:4%.(%)1(
Dusv =43 (5)X.

M=14-134N"3

14-13%W-3=M

1’34N—3 = ﬁM

4N -3 = log(35M)

4N =3 + L3log(1) + 13log(M)

log(M)

log(1,3)

3+ Vlog(sp)  log(M)

T2 T leg(13)

N=-1,76+2,19 - log(M)

Dus N=-1,76 +2,19 - log(M).

4N =3+ log() +

47 a Voorf, geldty =2log(4* "+ 1), dus voor £, geldt x = 2log(4” * ¢+ 1).
x=2log(4” "9+ 1) geeft 47+ +1=2%
4rra=2x¥—1
y+a="1og2*— 1)
y="*1og(2*—1)—a
Dus £,™(x) = *log(2* — 1) — a = g (x).
b fi(x) =2log(4* + 1) en gy(x) = *log(2* — 1)
¥4 =1o(0) = log(4° + 1) =2log(2) = 1
v =y, geeft Ylog2*— 1) =1
2X—1=4
2¥=35
2¥ =35 geeft 4% = (2¥)2 = 52 =25, dus y = 2log(25 + 1) = 2log(26).
BC=y.—yg="log(26) — 1 =2log(26) — *log(2) = *log(13)
¢ fo(x)="log# "2+ 1)eng ,(x) = *log(2* — 1) + 2
RS =g o(p) —f5(p) = *log(2? — 1) +2 — 2log(4? "2 + 1)
Invoeren van de formule en gebruiken van de optie maximum geeft dat RS
maximaal 1,86 1s voor x = 1,62.

© Noordhoff Uitgevers bv Exponentiéle en logaritmische functies 15



48 [ (x)=x geeft 2log(4* "¢+ 1)=x
geray]=0x
45404 1 =¥
49 (22— 2%+ 1=0
Stel 2¥ =u.
44y’ —u+1=0
D=(-1)2-4-49-1=1-4-4¢
Raken, dus D=0 geeft1 —4-49=0
4a=1
a=-1
Dus voor a = -1 hebben de grafieken van f, en g, ¢én punt gemeenschappelijk met de lijn y = x.

49 a f(x)=g,(x) geeft 2og(x) = Zlog(xvx) + a
2log(x) = 2log(x7) + a
2log(x) = 13 - 2log(x) + a

2+ Zlog(x) = ~a
2

log(x) =-2a
x=22= (2—2)a — (%)a
f)=logt)\

2log(x) =2a
Dus S((3), -2a).
b UitdB=4eny,=0volgtyz,=4vy,=-4.
2,(x) = 0 geeft 2log(xyx) +a=0
2og(x"7) = -a
15 - 2log(x) = -a
2log(x) =-3a

f@)=log)\ | _ >
log(x) =-3af 783
Dus—%a=4v—%a=—4enditgeefta=—6 va=6.
¢ De grafiek van g, snijdt de y-as in (0, 64), dus de grafiek van g, snijdt de x-as in (64, 0).
2,(64) = 0 geeft 2log(64V64) +a =0
a=-2log(64 - 8)
a=-2log(512)
a=-2log(2°)
a=-9
Dus g_o(x) = 2log(xvx) — 9.
Voor g_y geldt y = 2log(xvx) — 9, dus voor g_o™ geldt x = 2log(yy/y) — 9.
x = 2log(yy/y) — 9 geeft 2log(yyy) =x+9
2log(y'T)=x+9
13- 2log(y)=x+9
2log(y) =3x+6
y= 2%): +6
Dus g o™(x) = 256,
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Bladzijde 26
50 Zlog(N)=-1,8+0.3 - 3log(?)
0,3 - 3log(f) = 1,8 + 2log(N)
1
3 —fp— .2
log(t) =6 + 0.3 log(N)
£ = 36+05 - 2log(V)

6. 2= Jlog(N)
t=3%- 303 T

=136 (33logl(N))og+10g(z>
t=136- Nos e
1=729 - N>

Dus ¢ =729 - N3-28,

¢/ C7) a log(x) =*log(x+ 12)
2log(x + 12)
Zlog(4)
log(x + 12
%log(x) = Tlogx+12) 5 )
2 - 2log(x) = 2log(x + 12)
Zlog(x?) = 2log(x + 12)
x2=x+12
x2-x—-12=0
(x+3)x—4)=0
x=-3vx=4
x =-3 voldoet niet, dus x = 4.

a Slog2(x) =1log(x) + 2
Stel *log(x) = u.
ul=u+2
w-u—2=0
u+Hw—-2)=0
u=-lvu=2
Slog(x) =-1 v log(x) =2
x=5vx=25

b 3*=18-3%"!
3x:18_32x.3—1
leg_%.(3x)2
Stel 3* = u.
u=18—%u2
w+3u—54=0
wu=—06)u+t9)=0
u=6vu=-9
F=6v3=-9
x =3log(6)

a N=10-2%"!
10-231=N
23-1=0IN
3t— 1 =2log(0,1N)
3t=1+2log(0,1N)
3t=1+2log(0,1) + 2log(N)

log(N)
log(2)

1 +2log(0,1)  log(N)
TR T3 02)
t~-0,774+ 1,107 - log(N)
Dus t=-0,774 + 1,107 - log(N).

2log(x) =

3t=1+"2log(0,1) +

© Noordhoff Uitgevers bv

b 3log(2x) +2 -3log(x —4)=0

3log(2x) —2 - log(x —4)=0
3log(2x) = log((x — 4)?)

2x = (x — 4)?
2x=x2-8x+16
x2—=10x+16=0
x=-2)x—8)=0
x=2vx=38

x = 2 voldoet niet, dus x = 8.

log2(x) + 3 - wlog(x) +2 =0
log(x) — 3 - log(x) +2 =0
Stel log(x) = u.
u?=3u+2=0
u—Dw—-2)=0
u=1lvu=2

log(x) =1 v log(x) =2
x=10vx=100
4°+8=6-2"

Q¥ +8=6-2%
(2x)2+8:6.2x
Stel 2¥ = u.

u?+8=6u
u?—6u+8=0
u—-2)(u—-4)=0
u=2vu=4

=2 v2¥=4
x=1vx=2

b y=2-1-3log(2x)

3+ 2log(2v) =2~y
3log(2x) =4 -2y
=34

x=% 3432
x=403- ()

X =403+ (10e)y’

X =403 1070954

Dus x = 405 - 1070954

Exponentiéle en logaritmische functies
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51

52

53

54

18

9.4 Het grondtal e

Bladzijde 27

oo Jath)—f(x) o xth_x
a fx)=lim h B S
b 221 06956
0,01 ~ >
20,001 _ |
0,001 ~0,6934
200001 _ 1
0.0001 ~0,6932
a~0,693
d k(x)=3" geeft
k(x + h) — k +h_
Ko = lim D TR I
h—0 h h—0 h h—=0
30,0001 -1
K(x)=b-3metb= ~ 1,099

0,0001

Bladzijde 28
a f
T o

Auto Assen © Navigeren Bereken

b Omdat voor & = 0 de exponent 1 niet bestaat.

h
c h | ¥
0,01 2,7048
0,001 2,7169

0,0001 | 2,7181
0,00001 | 2,7183

d g=2718

Bladzijde 29

h

h

a Deregel ‘4B =AC geett A=0 v B= (" is gebruikt.
b Omdat e*> 0 voor elke x, geeft e* = 0 geen oplossing.

c 3xe*=10¢"
3xe¥—10e" =0
e (3x—-10)=0
e*=0v3x—-10=0
3x=10
x=3%

2e2—e2=¢2
4e—ve=3e
5¢2-3e3=15¢°
Leé:3e4

4¢?

e5x ce¥ = e6x
e¥-el=¢e"t2
5¢r—3e"=2¢"
e+ =e"2+e
eXe"+ 1) =e¥+ef
(e +1)2=e+2e"+1

Q N6 T Qo

h.—t:m *o

Hoofdstuk 9

20 h—x
e

h—0

3x.3h_3x_ )
—— = lim

h—0

221

M—1

h

3-3h-1)

h—0

h

h

2X
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55

56

57

58

k (e3x+ 3)2 =¥+ 6e3*+9

2x _
6e—e":6e,c_l
e’

Bladzijde 30

a (2+3e)P=4+12e7+9¢
b (ef+e¥)2=e+2+e X
-4 (F+2)(e-2)
e +2 e +2

a 2x+4)e'=0
2x+4=0ve'=0
2x=-4
x=-2

b xZe'=3xe"
e"=0vx2=3x
x=0vx=3

c xlet=¢*
e=0vxZ=
x=1lvx=-1

a e+ e =2e°

2e¥=12¢b

e =¢f

x=6

eSx

e’

e4x:el

4x=1

X=7

c 2xef+e" =0
e'2x+1)=0
e=0v2x+1=0

=€

er+e3:(e+1)ex+l
eX+ed=(e+1)e" e
eX+ed=(e?+e)ef
() —(e2+e)ef+e3=0
Stel e* = u.
ul—(+eyut+e’=0
w—e)u—e»)=0
u=evu=e
ef=eve=¢’
x=1lvx=2

© Noordhoff Uitgevers bv

e —e¥=0
e =¢*
3x=x
x=0
e*—1=0
e4x:

dx =0
x=0

e’ -ef=e¢f
ezx=e6
2x=06
x=3

et 2—ye=0
ex+2:£
ex+2:e%
x+2=%

x=—1%
ef+3=2e*+2
e +3e¥=2+2¢"
()2 +e-2=0
Stel ¥ =u.
w+u—2=0
u—1Dm+2)=0
u=1lvu=-2
ef=1ve'=-2
x=0

e+ 1=2¢e
)P -2e¥+1=0

Stel e3* = u.
ur—=2u+1=0
w=172=0
u=1

er=1

3x=0

x=0

Exponentiéle en logaritmische functies
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59 g(x)=2e" geeftg'(x)=2¢"
h(x) = ezx geeft h'(x)=e? - 2=2e*

k(x)=——e"‘geeftk(x)—ex =X ==
l(x)=\/§=65xgeeftl’(x)=e5x- _%% 1\/—

Bladzijde 32
60 a Invoorbeeld ¢ zijn de productregel en de kettingregel gebruikt.
In voorbeeld d zijn de quotiéntregel en de kettingregel gebruikt.
b e 3x2—x3-e 2x  eX(3x2—2x%)  3x2-2xt
f (x) (exz)z exz K exz exz
_ x3 _ .3 52
c flx) —?—x -e geeft

) —y2 —x2 —y2
fSx)=3xre¥ +xP-e 2x=3x2- e 2t e =

1

3x2 2x* 3x2—2x*
R

Dus ja, je krijgt hetzelfde antwoord.

61 a f(x)=e"+2geeftf'(x)=¢"
b f(x)=2e"+%=2e"+x‘1geeftf’(x)=2e"—x‘2=2e"—%
X
c fix)=xe'+4geeftf'(x)=1-e"+x-e"=(x+1)e"

X & _e"-l—x-ex_l—x
d f)=3 eeelt /0 =— =
e f(x)=(2x—4)e"geeftf’(x)=2-ex+(2x—4) e'=(2x—2)e"
(x—l)-Ze"—Ze)"l 2xet—2e"—2e" (2x 4)e*
£ /00 =25 geeft /() =

(1) (=1 (=1

62 a f(x)=e""Tgeeftf(x)=e" T - 2x+1)=2x+1)er" ¥
b f(x)=x?+2e¥ geeftf'(x) =2x+2e¥ - 3=2x+ 6>
c fx) —xe"z geeft ['(x)=1-e" +x-e" - 2x= (2 + 1)e”

eX— 1
d f(x)— geeft
, 2 2 1--1-2e 12y 2xe ! —der ! (2x—4)er!
f(x)= 4 - 3 - 3
x X x
e f(x)=3xeX lgeeftf'(x)=3-e* 1 +3x-eX 1. 2=(6x+3)e* !
. - ezx o _(ezx+1).ezx.z_ezx.ezx.2_264x+2ezx_2e4x_ 262"
f(x)_EZx 1 geeft ['(x) = (er+ 1)2 h (er+ 1)2 B (e2x+ 1)2
63 a f(x)=x°geeftf(x)=ex®"!
2x
b f(x)=ve* —e? geeft f'(x) = e )=
2Ve™ —e2 e> —¢?
B oft C(ex+2)-1-(x+e)re ex+2-ex—e* 2-¢
€ S0 =gy el S )= (ex +2)2 T (@ +2Pf (ext2y
2;2— — -2 Y =_g — 3. A==
d f(x) 1) e(ex 1)~ geeft f'(x) e(ex 1)°-e 17

64 a f(x)=-xc"geeftf'(x)=-1-e"+-x-e'=(x—1)¢e"
f'(x)=0 geeft (-x — 1)e*=0
x—1=0ve=0
x=1
x=-1

max.is f(-1)=¢ ==
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b f(x)=(x—1)e geeftf"(x)=-1-e"+(-x—1)-e"=(x—2)e"

S"(x)=0 geeft (-x—2)e*=0

x—2=0ve'=0

-x=2

x=-2

2 2 - . .. 2

f(-2)=2¢e*= o dus de codrdinaten van het buigpunt zijn (—2, §>
k:y=ax+bmeta=f’(—2)=(2—1)e‘2=é

1
=—=x+b
y o2

1
=
door (—2, é) ?2 ©

65 a f(x)=0geeft(x2—3)e*=0
x2=3=0ve'=0
x2=3
x=v3vx=-/3
De nulpunten zijn v/3 en -+/3.
b f(x)=(x2—3)e" geeft f/(x) = 2x - &+ (x2 —3) - e* = (x2 + 2x — 3)e*
1) = 0 geeft (x2 + 2x— 3)e =0
x2+2x—-3=0ve=0
(x—1)x+3)=0
x=1vx=-3
max. is f(-3) = (9 — 3)e? =§ enmin. is f(1)=(1 —3)e! =-2¢
€ f/(x)=(x2+ 2x— 3)e* geeft f7(x) = (2x +2) - ¥ + (x2 + 2 — 3) - & = (x2 + 4y — 1)&*
() = 0 geeft (x2 + 4x — 1) e =0
WHax—1=0ve =0
D=4-4-1--1=20, dus VD =2V5
4425 4-25
T2 VYT
x=-2+v5vx=-2-+5

De x-coordinaten van de buigpunten zijn -2 +v/5 en -2 — /5.

X

Bladzijde 33
_ 1 _ o
66 a f(x)=g(x) geeft TR =e™
e—x—3:e2x
-x—3=2x
-3x=3
x=-1

f(—1)=§, dus S(lé)
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67

22

1

b f(x):ex+3=e"‘_3geeftf’(x):e—x—3,_1:_e_x_3
kiy:ax+bmeta=f’(—1):_e—2:_L2
e
1
=-—=x+b
y 2 | B
-—-1+b=—
1 2 2
door §(-1,—=
e’ 1,1
62 _ez
b=0
Dus & gaat door de oorsprong.
g(x) = e geeft g'(x) = ¥ - 2 =2
liy=ax+bmeta=g’(—1):26—2:£2
e
y=%x+b
© 1
(3 ltb=5
doorS(—l,—z) e2 1 e
e
62 e2
3
b:_
2

2 3
Dusl:y==x+—=.
Y e e?

y=0geeft%x+%=0

e e

2.3

e? e?

_3.¢_ 1

x= 2 3" 13
DusxA=—l%.

ZQZM: 2a _ aa

rCAB Ax 2_1 [§ (5

rc,p =6 geeft 262 —e? =6
2-(e)?—e"-6=0
Stel e* = u.
2u~u—6=0
uz—%u—3=0
(u+13)w=2)=0
u=—1%vu=2

e“=—1%ve“=2

e?=2geefty, =e*=2eny,=2e¥=2-(e?)?=2-22=8.
Si(x) =xe™ geeftf/(x) =1 -e*+x-e* a=(l+ax)e”

1,/ (p) =0 geeft (1 +ap)e?” =0
l+ap=0ve?#=0
ap=-1

1

Py

J'(x)=(1+ax)e™ geeftf (x)=a-e®+ (1 +ax)-e™-a=(2+ax)ae™

£(q) =0 geeft (2 +ag)ae =0

2+aq=0va=0 (voldoet niet) v e =0

ag=-2
__2
q a

Dus g =2p.

Hoofdstuk 9
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68 a f(x)=xe ™ geeft/(x)=1 e +x e -x=(1-x2)e ¥
F1(x)=0 geeft (1 —x?)e ™ =0
1—x2=0\/e‘%x2:0
x2=1
x=1lvx=-1

_1 1 1
=f(-1 :_l.e = =
yA f( ) e% \/g
| 1
? e Ve
SRS W W 0
P e Ve e Ve

Dusc=i
© _1.2
b y=ax+bmeta=f(p)=(1-p?e?
=(]1 —p2 -2 + N .
y=>-p )e_lpz x+b (=)t s b= petr’
door P(p, pe™>") gt 3 oLy 1
pe P —pe P +h=pe?F
b=p3e_%p2
Dusy=(1-pYe ™ x+pie s’
y=0geeft (1 -pe ™ -x+pie>" =0
(1 _Pz)e_%p2 cx= -p3e'%1”2
_pSC-%pz

(1=phe

1
gocft x' = (p?-1)-3p*—p>-2p 3p*-3p>—2p* pi-3p?
1 (p*— 17 (p* =17 (p* =1y

p=0vp?=3
p=0vp=vV3vp=-V3
Er geldt dat p > xj oftewel p > 1, dus p=+3.

(3 _3v3
W3 -1 371

69 1 (x)=xe™ geeft[/(x)=1"e* +x-e® - 3ax?= (1 +3ax?)e™’
£(2)=0geeft (1+3a-2%e* 2 =0
(1+24a)e8@ =0
1+24a=0ved=0
24a=-1
1 a= _i L3
a=-3; geeft f 1(x) =xe "
Zie de figuur hiernaast.
De extreme waarde voor x = 2 is een maximum.

De minimale waarde van de x-coordinaat van Q is x =

= 15V3.
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Bladzijde 34

a 5e*—3e*=2¢
b 2e°-5e2=10e’
15
c 15e — 310
5’
d e2): . e3x265x
e ex(62x+e):e3x+ex+1
f (e*-5)2=e—10e+25
e3x:ex—1
3x=x—1
2x=-
_ 1
X="3
b x2e*=4e¢"
e=0vx2i=4

x=2vx=-2

c e +5e3=6
(€3x)2+5€3x—6:0
Stel e3* = u.
ur+5u—-6=0
u—Du+6)=0
u=lvu=-6
e¥=1veX=-6
3x=0
x=0

/C12] a f(x)=x2e" geeft ['(x) = 2x - e¥ +x2 - ¥ = (x2 + 2x) e
b :x_3 P :e"-3x2—x3-ex:3x2—x3
JSx) o Bee J'(x) = -

c f(x)=2e" 1 geeft f(x)=2e"*1 - 2x=4dye "]

9.5 De natuurlijke logaritme

Bladzijde 35 »
70 a f(x)=2"geeft/™(x) = *log(x)
b g(x)=e¢" geeft g™ (x) = ‘log(x)

Bladzijde 36
In(e)=1
In(eve) = In(e') = 11
L\ D ety = -
1n(e) =Iln(e")=-1
In(1)=0
3In(e -3/e) =3In(e) =3 11=4
In?(e’)=32=9
el + e2In(7) =7 4 oI(7) = 7 + 49 = 56
@) = In(s) = 57 = /5
eln(10) . gln(3) = 10 - 3 =30

71

T Q

- JQ 0 Qo 0N
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72

74

75

5e* =60

e =12
3x=1In(12)
x=3In(12) ~ 0,828

b

4 +In(3) = In(e*) + In(3) = In(3¢*)
1 +In(10) =In(e) + In(10) = In(10¢)

- O QN6 T Q

e +1n(2) = In(e®) + In(2) = In(2 €°)

In(x)=-1 c

x=¢'!
4 In(x)
In(x) =
I~

1
e
2

o= |l

xIn(x + 1)=4In(x + 1)
In(x+1)=0vx*=4
x+1l=1vx=2vx=-2
x=0vx=2vx=-2

x =-2 voldoet niet, dusx =0 v x=2.

In?(x) — In(x) = 0
In(x)(In(x) —1)=0
In(x)=0vInx)=1
x=1lvx=e

c 4el73=20

el —3x = 5

1 —3x=1In(5)
-3x=-1+In(5)

x= % - %ln(S)

In(x) = 2In(x) =3=0
Stel In(x) = u.
w—=2u-3=0
u+Hu—-3)=0
u=-lvu=3
In(x)=-1vIn(x)=3

1

x=el==vx=¢
e

e =100
2= In(100)

= /In(100) v x = -4/In(100)

= =

© Noordhoff Uitgevers bv

6+ed*2=10 c
eO,S)c +2 — 4

0,5x +2 =1In(4)

0,5x=-2+1In(4)
x=-4+2In(4)=-1,227

21n(3) + In(4) = In(32) + In(4) = In(9) + In(4) = In(36)
In(20) — 3In(2) = In(20) — In(23) = In(20) — In(8) = In(22)

11 21n(6) = In(e?) + In(6?) = In(v/e) + In(36) = In(36ve)

In(3x)=3
3x=¢’

x=1¢3
In(-x+2)=-2
x+2=¢? f

_x:_2+_

3

ezl =10
50e*~1=3
e 1=0,06

2x — 1 =1In(0,06)
2x =1+ 1n(0,06)
x =1+1In(0,06) ~-0,907

In*(x) = 3

In(x) = % v In(x) = —%
x=e%=\/gvx=e'%=
In(x)=1+In(5)

In(x) = In(e) + In(5)

In(x) = In(5e)
x=>5e

€

f 2In(x)=In(2) + In(x + 4)
In(x?) = In(2(x + 4))

x2=2x+8
x2—2x—8=0
x+2)x—4)=0
x=-2vx=4

x =-2 voldoet niet, dus x = 4.

2e¥—6e>=0
2e¥(e*-3)=0
e¥=0ve=3
x=1In(3)

ln@ hi i’) = n(2)

mzz
x—1
2x—2=x+3
x=5

i ev—g8=2e¥
(ezx)z —8=2¢2
Stel e* = .
u?—8=2u
u?—2u—-8=0
u+2)(u—4)=0
u=-2vu=4
eX=-2veX=4
2x =In(4)
x=11In(4) = In(2)

In(x + 3) - In(x — 1) = In(2)

25
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76

77

78

79

80

26

Bladzijde 37
a G=100 geeft F=16(0,6 +In(100)) = &3
De hartslagfrequentie is 83 slagen per minuut.
b F =78 geeft 16(0,6 +In(G)) =78
0,6 +1In(G) =4,875
In(G)=4275
G= e4,275 ~72
Dus het hiermee corresponderende gewicht is 72 kg.
c F=16(0,6+1In(G))
16(0,6 +In(G))=F
0,6 +In(G) =1xF
In(G) =15F - 0,6
G = etk =06
G = et . 06
G=¢06. (eﬁ)F
G = 0,549 - 1,064
Dus G = 0,549 - 1,0647.

a 2¥= (eln(Z))x = e11‘1(2) <X
b f(x)=2"=¢e"® *geeft f"(x) = e"@ ¥ - In(2) =2* - In(2)

a el =x geeft [eh®]'=x’
et [In(x)]’ = 1
eln(x) . f’(x) =1
b e fi(x) =1
x-flx)=1
S =1
, I 1 111
c  h(x) ="“log(x)= 1n(2) 1n(2) - In(x) geeft 4'(x) = n2) T *In(2)

Bladzijde 38
a f(x) = In(ax) geeft f"(x) =

b f(x)=In(2x) geeft f'(x) =

g(x) = In(xv2) geeft g'(x) = —

><|~§|_‘
= |—

-1
nx"

nxn—lz =
x-xn—1

c f(x)=In(x") geeft f'(x) =
d f(x)=In(x?) geeft f'(x) =
gx)=In (%) =In(x"") geeft g'(x) = _x—l

h(x) = In(vx) = In(x2) geeft h'(x) =

e ><=|H
=3

1
2x
a f(x)=3%"2geeftf'(x)=3%"2-In(3) - 4

() x._l_(l—m(x))-l:_l_1+1n(x)

_In(y) -2

— In(x X
b flx )— geeft /(x) = 3 3

X X

¢ flx)="log(4x — 1) geeft f'(x) = x— } i) 4T 41‘) In(2)

d f(x)=xIn(x3) geeft f'(x)=1 - In(x3) + x - % =In(x3)+3

Hoofdstuk 9
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81

82

83

|
In(3x) T S A B MYE )

e f(x)= r geeft f(x) = — ) 2
f /()= In(e +x) geeft /1) = —+ (2x+ 1) = i’; :

a f(x)=In(2")=xIn(2) geeft /'(x) = In(2)

b f(x)="log(x* + 1) geeft f'(x) = 2+ 11 )In(2) 2= (x2 +21); In(2)

¢ f(x) = xInd(x) geeft f/(x) = 1 - In(x) + x - 21n(x) - % — In2(x) + 2 In(x)

X

1
4x1n(3) In(3)
e f(x)=(2x—1) 2 geeftf'(x) =22+ (2x— 1)- 2" - In(2) = (2xIn(2) + 2 — In(2)) - 2
2 In(4x)

x

d f(x)=x?3log(4x) geeft f'(x) = 2x - 3log(4dx) + x2 - -4 =2x - 3log(4x) +

f f(x) = In’(4x) geeft f'(x) = 2 In(4x) - %:

Bladzijde 39
a x'= (eln(x))n = el In(x)
b /(x) =" geeft /'(x) = ") - [nIn(x)]' =" - 2
c e .szn .ﬁ:n 'ﬁz}’lx"_l
X x
Er is geen gebruik gemaakt van enige beperking voor 7, dus de regel geldt ook voor elke
niet-gehele n van R.

) ln(x)'l—x'% In(x) - 1
a f(x) - 1n(x) geeft f l(x) = 1n2(x) - 11’12(.76)

k:y=ax+bmeta-f’(%> =-1

ln(l)—l
_\e -1-1

1 1
f'(‘) = = =-2,dusa=3.
© 1n2<1> -1y ’
e
y=3x+b
1 1
PR 1l 1
f(l): ; —iz—l,dusz‘l(l,—l> e T
¢ 1n<l> ! 11
¢ b=
__3
b=
Dus £: =lx—i
Y=o
_ 13
y =0 geeft 3x e 0
-3
27 2e
3
y=2
e
3
Dusx3=€

© Noordhoff Uitgevers bv Exponentiéle en logaritmische functies
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In(x) — 1

1n2(x)
In(x) — 1 =-61n3(x)
Stel In(x) = u.
u—1=-6u>
6ul+u—1=0
D=12-4-6--1=25dusVD =5
I o BT L S

12 3

In(x) =% v In(x) =-3%

b f'(x) =-6 geeft

12 2

L -1
xX=¢evx=e¢:?

ol

f(e%) = eT = 3e%, dus raakpunt (e%, 3e%) =@{e, 3 ye).
3

f(e'%) =§ =-2¢77, dus raakpunt (e'% —2e'%) = (L —i)
_% > > A\/g) JE -

84 a f(x)=2%-2%geeftf(x) =22 In(2)-2—2%-In(2) = (2% - 2 - 2%)In(2) = (2% " | = 2%)In(2)
f(x) =0 geeft 2%+ = 29In(2) =0
221 —r=
22x +1 = 2x
2x+1=x
x=-1
min. is f(-1)=22 -2 =3 3=~ dus B,= [-3, ).
b f/(x)=(Q>*1-2%)In(2) geeft f"(x) = (22" - In(2) - 2 — 2¥ - In(2)) In(2) = (22 * 2 — 2) In?(2)
F(x) =0 geeft (22172 - 2%)In2(2)= 0
222 x =)
22x +2 — 2x
2x+2=x
x=-2
f(2)=24-22=L-1=_3 qusbuigpunt (-2, - ).

85 a Voorf, geldty =e™*, dus voor J;i“" geldtx=¢?.
x =e? geeft -py = In(x)
1
=-—In(x
y=-3 ()

- 1
Dus f,"™(x) = —;1n(x) =g,(x).
Dus de functies f, en g, zijn elkaars inverse.
b De lijn y =x is de gemeenschappelijke raaklijn, dus in het raakpunt geldt f,(x) = g,(x) = x A/, (x) = g,(x) = 1.
Jp(x) =ePrgeeft f(x) =-per*
_1 ) = -1
gyx) = » In(x) geeft g(x) o
Jy(x)=1geeft-pePr=1
! —_— — L = = -
gy(x) =1 geeft o 1, dus px=-1.
e PX =
pe 1} -p e1 =1

px=-1 |

Pt
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86

87

Bladzijde 40
_ 2x
a fx)= 1n<2x - 1) geeft

1

Lo 1 (2x+1)-2-2x-2 2x+1 4x+2—-4x 2(2x+1)
fa(x)‘( 2x ) Qx+12  2x  (2x+1)2  2x(2x+1)2 x(2x+1)

2x+1
re, =3, dus /,'(x) =3
-
x(2x+1)
x2x+1)=3
2%2+x-3=0
D=12-4-2--3=25dusyYD=5
-1+5 -1-5
x= 7 =1vx=T=—1%
x= —1% voldoet niet, dus x = 1.

)= 1n<2 2 1) ~ In(2), dus A(1, In3)).

ax
2x+ 1

ay ay

x—ln<2y+l) geeft 2y+1—ex
ay=2y+1)e*
ay =2ye*+e*
ay —2ye*=¢e*
ya—2e)=¢"

e
a—2¢*

[USYIS

ay
2y +1

b Voorf, geldty = 111( ) dus voor ™ geldt x = ln(

y:

Dus f,™(x) = e;ex
a—

Dus voor a =3 1s g(x) = 3

e .
de inverse van f,.
— e a

1

a f(x)=1 geeft InGo) =1
|In(x)| = 1
In(x)=1v In(x)=-1

— - —1_1
X=€EeVvX=¢€ =—
€

1
X4 <X, dusxA=E enxz=e.

_JIn(x)alsx>1
InGo) = {—ln(x) als0<x<1

Lo
@ In"'(x) alsx> 1
=y
“Tn(r) =-In"'(x)als0<x <1
_ 1 1
-In"%(x) T T alsx>1
S = R
In2(x)- —=———als0<x <1
x  xln’(x)

e \e
, 1 1 1
rc;=f"(e) =~ -

e-lnz(e):_e-lzz e

Ic,-rc;=e- —% =-1, dus k en / staan loodrecht op elkaar.

wor(e) s 1n12<1) L (1—1)2 h
€

© Noordhoff Uitgevers bv
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b

88 a

89 a

k:y=ax+bmeta=e

y=ex+b 1
doorA(%, 1) 6‘3”’21
b=0

Dus k: y =ex.

l:y=ax+bmeta=—%

1
= —— +b
TN —l-e+b=1
door B(e, 1)) ©

b=2

Dus l:y=—%x+2.

k snijden met / geeft ex = —%x +2

ex+lx=2
e

2
(e +1)x=2
e
2e
e?+1

. 2e coftv=c- 2e _ 2¢? dus S Je  2e?
ez+lg N e2+1 e2+1 e2+17e2+1)°

X =

f(x) =1 geeft e1112(x) +2In() -3 =
In?(x) +2In(x) =3 =0
Stel In(x) = u.

wr+2u-3=0
u—1Dm+3)=0
u=1lvu=-

In(x)=1vIn(x)=-3
r=evr=et=i
e3

f(x) <1 geeft %Sxie
e

2In(x) + 2)

fx)= elnz(x) +21In(x) -3 geeft /'(x) = elnz(x) +2In(x)-3 . <2 In(x) - % + %) - elnz(x) +2In(x) -3 . ( .

21n(x) +2> L

[7(x) = 0 geeft e’ +2In(x) -3 ( -

2In(x)+2

~ -
21n(x)+2 =0
In(x) =-1
x=¢l

min. is f(e”!) = e *2-71-3=¢ =é, dus B,= [?, —>>.

Sf(x) = x¥ = (W) = ¥ geeft f'(x) = eI - (1 In(x) +x - %) =(In(x) + 1) - x*

&)= X7 = (eMW)F = 7@ = " () geeft
_ (—pln(X) +£) _ (p —pln(X)) L

=

' — -1 =2 '1.1 =
gy (x) =e’ n(x) <px In(x) + px x) x 2 2 2

In het raakpunt 4 geldt f(x) = g,(x) A ['(x) = g,'(x).
f(x) = g,(x) geeft x* = x*

x=

2,2

p=
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2_.2

£100) = g,/(x) met p = x2 geeft (In(x) + 1) - x* = (%) X
201 —

(ln(x) + 1) . xx — (%) . xx

Inx)+1=1-1In(x) vx*=0

2In(x)=0

x=1
Dusp=12=1.
ky=ax+bmeta=f(1)=(n1)+1)-11=1
y=x+b Ltho1

S =1L dusA(, DS

Dus k: y=ux.
N.B. Van de vergelijking x* = x7isx =1 ook een oplossing. Deze oplossing is hierboven
ook gevonden.

Bladzijde 41
/C13]) a In¥e)=2°=8
In(ve) = In(e?) =3
et + e =7+3=10
e3 In(2) ., e]n(S) = eln(23) +5=8-5=40

N T

b 2 In(3)+ In(6) = In(32) + In(6) = In(9) + In(6) = In(54)

a s _ln(3):1n(65)—1n(3)=1n<%5> ~ Indie?)
/c15)

a ¢¥=15 b exf3=7
3x =1In(15) 2x+3=1In(7)
x =1In(15)~ 0,903 2x=-3+1In(7)

x=-13+1In(7)=-0,527

a x2In(x) = 4In(x)
In(x)=0vx*=4
x=lvx=2vx=-2
x=-2voldoet niet, dusx=1vx=2.

b 2In(x)+ In(9)=2
In(x2) + In(9) =2
In(9x2) =2
9x? = €2
x2=je?
x= %ev xX=- %e
x =-%e voldoet niet, dus x = fe.

¢ In*(x)+In(x)—6=0
Stel In(x) = u.
w+u—-6=0
u=2)u+3)=0
u=2vu=-3
In(x) =2 v In(x) =-3

1
= 2 = -3 [ p—
x=e’vx=e >

% Q% +1)- 27 In(2)—27- 2%+ In(2) (2% +25—22)-In(2) 2%-In(2)

= ft 77 = — —
Let1) a f) =57 geeltf ) 25+ 1) 25+ 1) @5+ 1)
b g(x)=x2- In(2x) geeft g'(x) = 2x - In(2x) + x2 - % =2xIn(2x) +x
1 2x

> 5 1 — COy =
¢ h(x)=“log(x* + 4) geeft A'(x) (x2+4) - In(2) 2x (x*+4)In(2)
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Kennis- en vaardighedentest

Bladzijde 42
1 a 4 1=25

x — 1 ="1og(25)
x=1+"%log(25)

b 2+5%=17
52 =15
2x =3log(15)
x=1-5log(15)

2 a gy, =11
Gweek = 1,17%1,949

¢ 3+5-2% =68

5231 =65
Pr1=13

3x — 1 ="2log(13)
3x=1+2log(13)
x=1+1-2log(13)
234 0x+1=50
23.2v+2-2v=50
§2%+2:25=50
10 2% =50
27=5

x =2log(5)

Het groeipercentage per week is 94,9%.

b gg,=11 1
g3 = 1,137 1,032

Het groeipercentage per 8 uur is 3,2%.

Gjaar = 0,64 1
Zimaand = 0,642~ 0,963

De athame is 3,7% per maand.

Sjoar = 0,64
85 joar = 0,64°= 0,107

De athame is 89,3% per 5 jaar.

4 a 8Smaand — 1’002
1,0027=2
T'=1002]0g(2) = 346,920...

De verdubbelingstijd is 346,920... : 12 =29 jaar.

b Bweek — 058
1
0,8T= 7
T="8log(}) =3,106...

De halveringstijd is 3 weken en 0,106... - 7= 1 dag.

C Zi6ur :12
guur = 2% = 1,019...
1,019./=5
t=101910g(5) = 83,589...

Na 84 uur is de hoeveelheid vijf keer zoveel.

5 a 4+ 2log(a)+log(100) =4 +2log(a) + 2 = 6 + 2log(a) = 2log(2°) + 2log(a) = *log(64) + log(a) = *log(64a)

b 2 —3log(6a) ="3log(3%) — 3log(6a) = 3log(9) — 3log(6a) = 3log<%) = 3log(

6 a y=4+3log(36x)=4+3log(9 - 4x) =4 +3log(9) + 3log(4x) = 4 + 2 + 3log(4x) = 6 + Jlog(4x)

Dus y = 6 + 3log(4x).

b y=5-1log(500x) =5 —1log(100 - 5x) = 5 — log(100) — log(5x) =5 — 2 — log(5x) = 3 — log(5x)

Dus y =3 — log(5x).
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7' a “log(12x+2)=2+4log(x— 1)
4og(12x + 2) =*log(4?) + “log(x — 1)
4og(12x +2) =*log(16(x — 1))
“log(12x +2) =*log(16x — 16)
12x+2=16x—16
-dx=-18
X =4%

8 a 3log(2x—1)+3log(x +2)=0
3log(2x — 1) = 3log(x +2) =0
log(2x — 1) =3log(x +2)
2x—1=x+2
x=3

b 2log(2x — 1) ="*log(x)
Zlog(x)
*log(4)

2

Zlog(2x — 1) = log(x)

2 - 2log(2x — 1) = 2log(x)

Zlog((2x — 1)?) = 2log(x)

2x—1)Y=x

4x2—4x+1=x
4x2—-5x+1=0

D=(-52—4-4-1=9 dusVD =3

= 5+3 =lvy= 5-3 =1

8 8 4

x =1 voldoet niet, dus x = 1.

Zlog(2x — 1) =

X

9 a 4—2r"4=80
(22)F—2%-24=80
(2% —16 -2 =80
Stel 2 =u.

u?— 16u =80
u?—16u—80=0
u+4)(u—20)=0
u=-4vu=20
2X=-4v2¥=20
x = 2log(20)

10 a y=4-log3x+12)—1
4-log(3x+12)=y+1
log(3x +12) = 0,25y + 0,25
3x + 12 = 1002+ 025
3x + 12 =109 . 102
3x =-12+ (1092%)y . 100-25
x=-4+7%-10025 . (10025
x=-4+0,59-1,78
Dusx=-4+0,59-1,78.

Bladzijde 43
11 a ¢fQe¥+ed)=2eM+e" "3
e3x_ex_ 2x
—— =1

c (e¥—52=e"—-10e¥*+25
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b 2-3log(x+1)=">log(2x + 14)

Slog((x + 1)?) = 3log(2x + 14)
(x+1)2=2x+14
X2+2x+1=2x+14

x2=13

x=v13 vx=-y/13

x=-/13 voldoet niet, dus x = V13,

log2(x) + Tlog(x) =2
log?(x) —log(x) =2

Stel log(x) = u.
w—u=2
w—u—-2=0
u+1)u-2)=0
u=-lvu=2

log(x) =-1 v log(x) =2
x=15vx=100

2log?(x) — 4 - 2log(x) =0
Zlog?(x) + 4 - 2log(x) = 0
Stel 2log(x) = u.
u>+4u=0

uu+4)=0
u=0vu=-4

Zlog(x) = 0 v 2log(x) = -4
x=1vx=%

5-6-(31=5
55—-6-5¥=5
(Sx)2_6:5.5x
Stel 5* = u.
u>—6=>5u
w—5u—6=0
u+ru—-6)=0
u=-1vu==6
5=-1v5=6
x =>log(6)

b p=50-12%"2

50-12%*2=p
1,252 =0,02p
5q +2 ="2log(0,02p)
5g + 2 =1210g(0,02) + log(p)
log(p)
log(1,2)
log(p)
Slog(12)

5q =-2+ log(0,02) +

g=-0,4+0,2 - 2og(0,02) +

q=-4,69+2,53 - log(p)
Dus g =-4,69 + 2,53 - log(p).
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12 a 3xef—e'=0 b > ! —{e2=0 c e¥+3e'=4

Bx—1e'=0 elx—lzi/? (e")?+3e*—4=0

3x-1=0ve'=0 JERSR Stel e¥ = u.

3x=1 =2 w?+3u—4=0

x=3 2 (u—1)(u+4)=0
_5 3 u=lvu=-4
¥ F=1ve=-4

x=0
13 a f(x)=2e" —3x? geeft f"(x) =2&* — 6x
b x2+1 f g e 2x—(x2+1)-ef -x2+2x—1
J@) = geeft /() = .

€ J(x) =+ Der geeftf(x) = 2x - ¥+ (x? + 1) - 7= (x7 + 2x + 1) e
d f(x)=\/ﬁgeeftf’(x)=;.zex: e e

2y2¢e* VZeX_ 2e*

e f(x) =x22' g1 geeftf’(x)2=2x~ e 1 +)262 el 2 =(2x2 + 2x)eX !
f fx)=e" "% geeftf(x)=e" "% 2x=2xe" *°

_ 1
_zex

14 a f(x)=@x2—x+1)e‘geeftf'(x)=2x—1)- e+ x> —x+1)-e"= x> +x)e
f'(x) =0 geeft (x> +x)e*=0
X+x=0ve =0
x(x+1)=0
x=0vx=-1

max. is f(-1) :% en min. is f(0) =1

b f(x)=2+x)efgeeft f"(x)=Qx+ 1) e+ (x2+x)-e"=(x2+3x+1)e
() = 0 geeft (x2 +3x + 1)e¥ =0
¥2+3x+1=0ve=0
D=31—4-1-1=5
_3+V5 0 3-45
T2 VT
x=—1%+% 5vx=—1%—% 5

X

15 a 4+In(3)=In(e*) + In(3) = In(3e*
b In(10)— 41In(2) = In(10) — In(2*) = In(10) — In(16) = In(3)

16 a 2¢7=16
e¥=38
5x = In(8)
x=1In(8)
b In’(5x)=16
In(5x) =4 v In(5x) =-4
Sx=e*vS5x=e*
x=tetvx= #
¢ 2In’(x) —In(x)=0
In(x)(2In(x) — 1)=0
In(x)=0v2Inx)=1
x=1vin(x)=1
x=1lvx=e=+e
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170 a f(0) =24 geeftf(x) = 25 *-In(2) - 3
b f(x)=x-3"geeftf'(x)=1-3+x-3"-In(3)=(1 +xIn(3)) - 3*
\ Iy
¢ f()=In(x-3x) = In*) = 1 n(x) geeft /') = = = 5=

2
2In(x) —3 x';—(21n(x)—3)-1 2-2In(x)+3 5-2In(x)
d f(x) T geeft f'(x) = > = - - .
X X X
_ _ v 1 e 5
e f(x)=">log(5x — 6) geeft /"(x) = Gr—6)1n0) 5 EEGINE)
oy — 1 __6x 2
f f(x)=In(3x>+3) geeft /() =35 3 '6x_3x2i3_x2f1

18" a f(x)=xIn(x) - ix geeftf’(x)=1-1n(x)+x-%—%=1n(x)+1—%=ln(x)+%

£'(x)=0 geeft In(x) + =10
In(x) = —%

1
Ve
1 1 1 1 1 11
(7o) e wei(e )
b f(x)=0 geeft xIn(x) —1x=0
x(In(x) -3 =0
x =0 (voldoet niet) v In(x) = %
x=ei=+e

ky=ax+bmeta=f(Ve)=1+1=1
y=x+b

door B(x/g, O)};Fe::l/’g: 0

Dusk:y=x—\/g.

1
x=e:z2=

Gemengde opgaven

Bladzijde 44
1 a g, =109
1,0967=2
T="1969g(2) =7,561...
De verdubbelingstijd is 7 jaar en 0,561... - 12 = 7 maanden.
b g4,=0,83
0,837=3
7="8og(3) =3,720...
De halveringstijd is 3 dagen en 0,720... - 24 = 17 uren.
C Zweek — 12
Qo =27 1,104
De toename is 10,4% per dag.
1
d 883 dagen ~ 2
Zaag = (355 =0,919...
0,919..7=0,01
T=0919-10g(0,01) =55,1...
Na 55 dagen is er nog 1% over.
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2 o fix)=gx)geeft3-27=4+4-(3y
3.2¥=4+4-27%
3.22%=4.2"+4
3-(292-4-27-4=0
Stel 2% =u.
3u?—4u—4=0
D=(-42—-4-3--4=64,dus YD =8
+ —
2x=2v2r=-2
x=1
fix)<g(x)geeftx<1
b f(x)=9geeft3-2=9 g(x)=9geeft4+4'(%)"=9
) 4-Gr=s
v loe®) dr=1j

x =2log(13)

u=

AB =log(3) - *log(13) = 2log(3) + log(1}) = log(33)
c yc=g0)=4+4=8
flx)=8geeft 3-2*=8
_ A2
2x=22
2"=2%invullenbijy=4+4-(%)"oftewely=4+4-%geeftyE=4+4°é=5%.
3
DE=8-55=23
d h(x)=f(x)+g(x)=3-2x+4+4~(%)"=3-2x+4+4~2”‘geeft
h(x)=3-2%-1n(2) +4-2%-1n(2)- -1 = (32— 4-2%)In(2)

V3
h'(1 —2log(v3)) = h'(log(2) — 2log(v/3)) = h’(zlog (i> ) = (3 24 —) In(2) = (2v/3 - 2V3)In(2) =0
y V3 V3 2

X
O

Dus A(x) =f(x) + g(x) heeft een minimum voor x = 1 — 2log(\/§ ).

3 a f(x)=0geeft2—>logx+1)=0 g(x)=0geeft%1og(5—x)=0
Slog(x+1)=2 5-x=1
x+1=32 x=4
x+1=9
x=38

Dus AB=8—-4=4.

b f(x)=1geeft2—3log(x+1)=1 g(x)=1geeft%1og(5—x)=l
Slog(x+ 1) =1 5-x=1
x+1=3 x=42
x=2

CD=45-2=23% 1 1
f(2)=2-"3log(3) =2 - 1 =1 en g(2) =log(3) = log((5) ) =-1
EF=1--1=2

23

Dus CD is 5" 15 keer zo lang als EF.
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c x+1>0geeftx>-1,dus D = -1, =).
f(x) = g(x) geeft 2 — 3log(x + 1) = 3log(5 — x)
log(s) + *log(x + 1) = Tlog(5 —x)
“log(3(xr + 1)) =3log(5 — x)

se+1)=5-x
x+1=45-9x
10x =44
x=4%

f(x) > g(x) geeft-1 <x <43

d f(x)=2—log(x + 1) geeft f(x) = ~——

(x+1)In(3)

’(l—ln(3)):_ 1 o 1 o
In(3) 1-1n(3) 1 —In(3) +In(3) B
() (S ) ey
1 —1In(3)
DusxP=W.

~3t=-1+In(1gp)
t=2-2In(s5p)
t=In(e?) + In((Fp)2)
t=In(e?) + In(100p72)
t=In(100e2p2)

Bladzijde 45

5 a f(x)=(x—3)e" =(x>—6x+9)e* geeft f'(x) = (2x —

k:y=ax+bmeta-f'(0)=-1

a- f(0)=-1geefta-3=-1,dusa=-1.
y=-%x+b p—9

£(0)=9, dus 4(0, 9)

Dus k:y=—%x+9.

y=0geeft—%x+9=0

I S—
3x=-9

x=27
Dus x, =27.

b f(x)=0 geeft (x> —4x +3)e*=0
x—4x+3=0ve =0
x—Dx-3)=0
x=1vx=3

f(H=(1-3)el=4eenf(3)=(3-3)%e3=0
De toppen zijn (1, 4e) en (3, 0).

Ay 0-—4e
y—wc+bmeta—Ax— 311 =-2e
{l;;%fx;)b “2etb=de

’ b=6e
Dus y- = 6e.
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b y=3 ln(%) +21In(5x)

y=3(In(2) — In(x)) + 2(In(5) + In(x))
y=31In(2) — 3In(x) + 2In(5) + 2In(x)
v =1In(23) + In(5%) — In(x)

In(x) =In(23 - 5%)—y

In(x) = In(200) + In(e™)

In(x) = In(200 &™)

x=200e”

6)- & + (32— 6x +9) - & = (x2 — dx + 3)&¥

Exponentiéle en logaritmische functies
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38

C f(x)=(x2—dx+3)er geeft f'(x) = (2x —4) - e + (x2 —dx + 3) - e¥ = (x2 = 2x — 1) &'

F(x)=0 geeft (x2 = 2x - 1)e¥=0
x2-2x—1=0ve'=0
D=(-22)—4-1--1=8,dus VD =22

2+2¢2 2-2V2
X = VX=
2 2
x=1+/2vx=1-+2

xp<xp dusxz=1++v2enx,=1-+2.

Dusx; —xp=1++v2—(1-+2)=2y2.

d f(x)=g(x) geeft (x2 - 6x + 9)e* = Jgxe*
ex=0vx2—6x+9=%x
10x2— 61x+90=0
D=(-612-4-10-90= 121, dus VD =11

:6124;)11 S3iyas 612—011 !
Xp<Xg, dusxF=2%enxG= 3%.
Dus xG—xF=3%—2%= 11—10.
e xp=2} geefly,=g2h) =15~ 25 = e

Los op (x — 3)%e* = iezé,

Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft
x=-2,173...vx=25vx=3330..

FH=25--2173..=4,673...

FI=3330..—2,5=0,830...

Het lijnstuk FH i 4,673...
etlyns 50830

~ 5,63 keer zo lang als het lijnstuk F/.

a f(x) = g(x) geeft In(4x) = In (i)

x= —% voldoet niet, dus x = %
f(3)=1n(2), dus A(3, In(2)).
f(x) = In(4x) geeft f'(x) = %
y=ax+bmeta=f’(%)=2

y= 2x+b 1 =
2:-3+b=In(2
door A(3, In(2)) b :2111(2) - 1( )

De lijn y = 2x + In(2) — 1 snijdt de y-as in (0, In(2) — 1).

gx) = 1“(%) =In(x"!) =-In(x) geeft g'(x) = —%

y=ax+bmeta=_g'(3)=-2

y=-2x+b 1 _
-2-1+b=1n(2
door A(4, In(2)) b=12n(2)+1 (2)

De lijn y =-2x + In(2) + 1 snijdt de y-as in (0, In(2) + 1).
De gevraagde lengte is In(2) + 1 — (In(2) — 1) = 2.

Hoofdstuk 9
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b /() =prAS@) =p
S =p geeft 1=

fx)=pxmetp=— geeft In(4x)=1

dx=e
x=le
Dusp=%=%enk:y—§x
7€

gx)=gx+2Ag'(x)=q
, 1
g(X)=qgeeft—;=q

glx) = qx+2metq——— geeft ln(i) =-14+2
(1)
X
x
_1
r==
e
DuSq:‘L=-eenl:y=—ex+2.

(@)
e
k snijden met / geeft %x =-ex+2

ix+ex=2
e

4+ ¢

x=2

2e
YT s
4 2 8
e

2+4 2+4

x= geeft y =
e

o . . 2e 8
Dus de coordinaten van het snijpunt van & en / zijn (62 Ay 4) .

c Stelxp=p. )
PS= =In(—
g(p) (p> 1

PQRS is een vierkant, dus PQ = PS=1n (—)
4 Xp=p+ ln(

)
)

S =

Xp=PD

Xp= p+ln( )geeftQR f<p+ln ]% >=1n<4<p+ln(

PQORS is een vierkant, dus PS = QR
(4( p+ 1n ) )

Invoeren van de bijbehorende formules en gebrulken van de optie snijpunt geeft p = 0,1065...
Dus xp=0,107.

S |-
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7 a f,(x)=x2-In(x) geeftf,'(x)=-2x73 In(x) +x72 - p

40

1_2I0) 1 2ln@+1

x3 x3 x3
fo'(x)=0 geeft -2In(x) +1=0

“21n(x) =-1

In(x) =3

x=el=yo

—1.lzl
2 e

b fi(x) =x3 In(x) geeft f;'(x) = 3x2 - In(x) + x> - %= 3x2 - In(x) + x?

. ! 1
max. is f(e?) = (e2) 2-1=¢

S3(x) =3x% - In(x) + x? geeft f;"(x) = 6x - In(x) + 3x? - % + 2x = 6x In(x) + 5x

S3"(x) =0 geeft 6xIn(x) + Sx =0
x(6In(x) +5)=0
x=0v6ln(x)=-5
x=0v1n(x)=5—%
x=0vx=es .

x =0 voldoet niet, dus de x-codrdinaat van het buigpunt van de grafiek van f; is x =¢¢.

¢ f,(x) =xP - In(x) geeft £,(x) = pxP ! - In(x) +x7 - % =pxP~1-In(x) +xP !

4690 gect psr~ - Ine) + 371 =0
x? (pln(x)+1)=0
x=0vpn(x)=-1

x=0v1n(x)=—l
x=0vx=e'}’

) 1
x =0 voldoet niet, dus x = ¢

1 1 1 1 1
er)= epp~——:e‘1-——:——
Ler)=(7) > b e
_1 |
ytop_gegeeft_p_e_ge
_1l_¢
pe 3
pe?=-3
__3
=5
d f/(x)=pxP~1-In(x) +xP "' =x7"1 (pln(x) + 1) geeft
5@ =(p—1xP~2- (pln(x) + 1) +x7 ! '§=(p— 1)xP~2- (pln(x) + 1) + pxP ~2

=xP"H(p*- In(x) —pln(x) +2p— 1)
£,"(€%) =0 geeft 2P~ 2(p?In(e?) — pln(e?) +2p— 1) =0
p*In(e?) —pln(e?)+2p—1=0
2p2=2p+2p—1=0
2p?=
pr=3

p=12vp=-12
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10 Meetkunde met vectoren

10.1 Vectoren en rotaties

Bladzijde 48
a De wandeling van 4 naar B is -3 in de x-richting en 4 in de y-richting
en kan dus worden aangegeven met (_j)
b Inde x-richting: 5 +-3=2.
In de y-richting: 2 + 4 = 6.

Bladzijde 51

a fal=|[*) =y = v
b [5l= (\/‘E) = W3R+ (6P =19 =3

c ld= (2)‘=x/m=\/f=5
a fl-|(y3) - deosroar - o35 -03
= e=2-()-(]

Izl=‘(§)‘=W=M=2m
¢ F-oo-[g)=(if)

70 e as - i
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5 a

V1 | Zie de schets hiernaast. C
De cosinusregel geeft BC?=92+62—2-9 -6 - cos(105°) = 144,952...

BC=4/144952... = 12,04

6

105°

A 9 B

V2 Zie de schets hiernaast. R
. 5 3
= 5
De sinusregel geeft Sn(Z0)  sin(25%) 3
5sin(25° 05°
sin(£Q) = % P Q

De GR geeft een hoek van 44,778...°, dus £Q =44778...°.
ZR=180°—-25°—-44778..°=110,221..°
3 PO
sin(25°)  sin(110,221...°)
3sin(110,221...°)
= - S ~ 6,66
sin(25°)

De sinusregel geeft
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Bladzijde 53

De grootte van de krachtcomponent langs de helling is 'y = 750 sin(25°) = 317 newton.
De grootte van de krachtcomponent loodrecht op de helling is £ = 750 cos(25°) =~ 680 newton.

8 Zie de figuur hiernaast. S
In AOBSis BS=|al=3 en
ZOSB = Z40S8 = 110° (Z-hoeken).
De cosinusregel in AOBS geeft B
BP=42+32-2-4-3-cos(110°) =33208...
B~ 5,76 3 5

9 Zie de figuur hiernaast.
In AOBV 1s LZOVB = ZAOV = 30° (Z-hoeken) en
ZOBV=180°—30°—40°=110°.

. . 12 Bl
De sinusregel in AOBV geett Sn(110°)  5in(30°) _ sin(40°)
[ 2SE0) oy 125009
S ST 5 BT I D B

10 a De cirkel met middelpunt A4 en straal 5 cm geeft de punten B, en B,, de vectoren 51 en 32
en de vectoren ¢, and ¢,.
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3 5
sin(£B;) sin(110°)

b De sinusregel in AOAB, geeft

sin(£B,) =

/B, =3432..°
ZOAB, =180° — 110° — 34,32..°=35,67...°

5

_ 3sin(110°)

De sinusregel in AOAB, geeft

R 5sin(35,67...°)
Dus ‘bl‘ = 0B, :W
LBy =4B;=3432.°
ZLOAB,=180°—70° —34,32..°=75,67..°

OB, 5

~ 3,10 cm.

sin(35,67..°)  sin(110°)°

De sinusregel in AOAB, geeft

5sin(75,67...°)

Dus |5, = 0B, =——— 709

~ 5,16 cm.

Bladzijde 56

11 Zie de figuur hieronder.

44

6

De sinusregel in AOAB, geeft Sin(ZB)) = Sin(150°)
) 45in(150°)
sin(£B,) =~ %6
ZB,=1947.°
ZOAB, =180°—150°—19,47..°=10,52...°
0B, 6
sin(10,52...°)  sin(150°)
- 65sin(10,52...°)
Dus ‘bl‘ = OBI = W
4B, =/B;=19,47.°
ZOAB, =180°—30° —19,47..°=130,52...°
OB, 6
sin(130,52...°)  sin(30°)°
65sin(130,52...°)
sin(30°)

De sinusregel in AOAB, geeft

~2,19 cm.

De sinusregel in AOAB, geeft

Dus|b,|= OB, = ~9,12 cm.

Hoofdstuk 10

sin(75,67..°) _ sin(70°)
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12

13

14

15

16

17

_— — — e
b OA+AB=0B,dusAB=0B —0A4 =b-
_— — —

OM OA+AM

o n

o akz(z)eno—/ff(—z)

-3 3
_)

b OBR=<_6;)

Bladzijde 58

—_— — — = —> 4 -5

OD=0M+MD=OM+MAR=(3)+(2):

Dus D(-1, 5).

—

— — — —

a OB=0A4 +AB =04 +AD

CERN N
6/ \2

. — 4

D1tgeeft03—(2)+(3)

—_— S — = —
b ON=0B + BN = OB + BMy

=

W

o P w

) dus B(9, 5).

m-ii-1a-h-+-({)-()-+

1
93
( 1) dus N(9%, 81).

o 9\ (3
Dit geeft ON =|_|+{ 7,
5 33

Bladzijde 59

83

|

—
), dus ADg = (

g

-1

)

7

|

|

—_— N 1,7 - - — —_— — —_— —
ON=7i=1(b+d)metd =0D = OM + MD = OM + MAy

m=ﬁ=%(a+5)=l-((g)+()> (§)-=(5)

, dus MA = (_1

o1-2-3-)-{)- (o
(35

M is het midden van zijde 4B.
—_— — — —
OC=0M+MC=0M+MA,
- — 1,~ - 1 2

OM=m=3(a+b)=3-|,/*

wi-a-=(i)- ()

1
Dit geeft oC = ( 1)+ (212)

© Noordhoff Uitgevers bv

Dit geeft
Dus N(53, 53

¥
)

3

)):%'(g) (2

RN 2
l),dusMAL (
2

2
53

( 1), dus C(51, 13).
I3

1
2
1
2
1

|
}

B)-+00-(2)

\/

~OM=04+AM =04 + 4B =a+ip-a)=a+1b-ta=1a+1p=

3.

B(4, 5)

A2, Q)

Meetkunde met vectoren
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19

20

_— s s = = = == = =
OQ =04 +A4B +BP + PO =0A + AB +3BC +34B =04 + 13
BC=iD=d-i=())-3)=(7)en B =10, =}
TARTaTaT ) o) T g ) AP TAPRT
1
— (3 14)1(—3 (3) s (N (73
= +1=- + = = + + =
o (0)13334 0/ \4 15) \si
71 - 78 -1\ (62
o7 =05+ =]+ 7)- §+(11): ;
53 53 3 63
Bladzijde 60
- — 1,—~ -
OM=m=5(a+c)
—_— — — — =
OC=0D +DC =0D + DA,

1
1 a d 1 a+d> yatad
==. + ==
OM =3 ((0) <a+d)) 2 <a+d (2a+%d
Dus MGa+1d ta+1a).
Voor alle waarden van a en d geldt x,,= y,,, dus M ligt op de lijn y = x.

M is het midden van zijde 4B.
—_— = — = —
OC =0M + MC = OM + MA;,

(<o>+<f:>> égam 3]

1,41 2 la+ip+2
D1tgeeft0C=(2 +2b)+(1 1 )= L1 , dus
2 3a=3b) \ja-3b+2

Cla+ib+2,ia-1p+2)

b y=-xgeeft5a—3b+2=-(Ga+3b+2)

Ja—3b+2=-3a—3b-2
a=-4

Bladzijde 61

/D) o | -vErer-vo

46

B=‘( )‘ VP + 4 =420 =25

o comeien (1)+(2-)+(2)-()

2=3a+2%5=3'(_13)+2%‘(_42):(_39)+<13):(_12)

Hoofdstuk 10

=l
+

w—
Al

), dus O(73, 53).

), dus R(63, 63).

3L
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@ a Zie de figuur hiernaast. y
|a,| = 6c0s(33°) = 5,03 ] :
|| = 6sin(33°) = 3,27 ;
3 a
33° R
9] e

b Zie de figuur hiernaast.
In AOAS is ZOSA = ZBOS = 50° (Z-hoeken) en
ZOAS = 180°—70° — 50° = 60°.

. : 4 a3l
De sinusregel in AOAS geeft Sin(60°) ~ Sin(50°) _ sin(70°)
dus [7] = 4sin(50°) 354 enlf|= 4sin(70°) 134
W Sn(600) 2t M T 00y 0T

) )1 5)-(awseers

—_— = — — —
OP =0OM + MP =OM + MA
7_~_~—(5)— )= () aus iz, - (2
=a-m=\, 1% = _1%, us L™ 1
. — 6 11 7% 11
Dit geeft OP = | |1 |+ i =\ { |, dus P(73, 7).
2 - 2

10.2 Vectoren en lijnen

Bladzijde 62
21 a

b De eindpunten van de in vraag a getekende vectoren liggen op de lijn door het eindpunt
van g en die evenwijdig is met b.
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22

23

24

48

Bladzijde 64

o

x=

Je kunt ook ¢ als steunvector nemen in plaats van p.
. x\ (5 2
Dan krijg je [ <y) = (6) +1 (2)

@) = (:}), dus (:}) is ook een richtingsvector van /.

t= —% geeft (2) + —% : (;) = (g), dus (4, 5) is een punt van / en dus is ook (g')
een steunvector van /.

NN

7 geeft -2 +3t=17
3t=9
t=3

t=3geefty=5+3--4=-7
Dus 4 ligt op £.

x=-13geeft-2+3r=-13

3r=-11
2
t=-3%

t=—3§ geefty=5—3%-—4= 19%
Dus B ligt niet op .

x=-31 geeft-2+3r=-31

1

3r=-11
t=-1

t=—%geefty=5—%-—4=7
Dus C ligt op k.

Hoofdstuk 10
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26

27

lijn k y
e | oo |
s K
punt | (1,2) | (4.3) =
2
lijn / ] /’
u 0 1 — .y
3 2 1o 1\2/3
punt | (2,-1) | (4,2) A
.. ~|l n
liyn m i /
v 0 1 5/
m
lijn n
w 0 1
punt | (1,-2) | (2,-2)
Zie de figuur hiernaast.
t -1 1 Y
punt | (-3,1)| (1,3) 3
u 1 3 2
punt | (0,1) | (2,-3) ‘
y _1‘0 4 3 2 10 \1 2 38
-1
t|(-4,-3 -1,-1
punt | (-4,-3) | (-1,-1) P
Zie de figuur hiernaast. /
-3
. X -2 _ =
N )=+ 04
ke (T)={)+e
i=(G)es-z=()-0-E20) 77
T\ )T g) T\ 2) T e/ T 3
o si=ta0=4 )+ (3) =+ (3)=()
X 7 7 —
s (-G
= (Jend-m=)-(5-C)=0))
4 =4) Vo) 4" 2
N -7 -1 3 2 1
csetaeneb (1 B)-+ B
X _= - =
N (-G
i=(Jea-2=(5)- )= 0)) 7 T
T3 ) )T e T
c (3Y = 7[5\ _(3\_(8
d b_(4)enc b (2) (4) (—6)
Dus een vectorvoorstelling van het lijnstuk BC is (;) = (i) +t- (:2) A0t

© Noordhoff Uitgevers bv
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28

29

30

31

32

33

50

Bladzijde 65
a De lijn door de middens van 4D en BC is evenwijdig met AB en CD en @t dus .
dezelfde richting als AB en CD. Dus een richtingsvector van deze lijn is DC =¢ —d.

De vector vanuit O naar het midden van BC is %(Z +¢). Dus %(5 +¢) is een steunvector

van de lijn door de middens van AD en BC. Dus <;) =3B +2)+1(¢—d)iseen
vectorvoorstelling van de lijn door de middens van AD en BC.

b «k (;)=5+t(c7—13)
. I (;)=E+u(§(2+2)—5)
. m:(i)=%(5+3}+v(5—5)

c 1 gaatdoor Benis evenwijdig met AC.

II gaat door het midden van AB en is evenwijdig met BD.
II gaat door 4 en het midden van BC.

a Substitutievanx=1-3teny=2+tiny=4x— 28 geeft 2 +t=4(1 — 37) — 28
2+t=4-12t—28
13t=-26
t=-2

t=-2geeftx=1-3--2=7eny=2-2=0
Dus S(7, 0).

b Substitutievanx=7+3ueny=-3 +uin2x— 5y =11 geeft 2(7 + 3u) = 5(-3 +u) =11

14+6u+15-5u=11
u=-18

u=-18 geeftx=7+3--18=-47eny=-3-18=-21

Dus 7(-47, -21).

a Substitutie vanx=3freny=2+2tin2x —S5y=6 geeft 2 -3t —5(2 +2)=6
6t—10-10r=6
-4r=16
t=-4
t=-4geeftx=3--4=-12eny=2+2--4=-6
Dus het snijpunt is (12, -6).

b Substitutievanx=2—-ueny=-5+3uin3x +4y =10 geeft 3(2 —u) +4(-5+3u)=10

6—3u—20+12u=10
Ou=24
u=2%

u=25 geeftx=2-25=-3eny=-5+3-25=3

Dus het snijpunt is (-3, 3).

x= 4+2t‘ ‘ Sx 20+10t
- 10¢
+
Sx + 2y 22
Dus k: 5x + 2y =22.
Bladzijde 67
. . x 0 3
Een vectorvoorstelling van k is k: =\ttt (5]
y 2 2
. . X 1 8
Een vectorvoorstelling van / is /: ’ =1, +u- 1)

a Vuljex=4¢iny=2x+3in, dan krijg je y =2 - 4t + 3 oftewel y = 8¢ + 3.
b x=r+5geefty=2(t+5)+3
y=2t+10+3
y=2t+13
Dusk:x=t+5Ay=2¢t+13.

Hoofdstuk 10
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c x=-3t+2geefty=2(-3tr+2)+3
y=-6r+4+3
y=-6t+7

Dusk:x=-3t+2Ay=-61+7.

d y=4tgeeftdr=2x+3

-2x=-4t+3
x=2t—l%
Dusk:x=2t—1%/\y=4t.

x=5+4¢]1 x=5+4¢
-y {y=3—2t‘2‘geeft{2y=6—4t

-+
x+2y=11
Dus k:x +2y=11.
b Stel x=2¢ Danis 6t — 2y =6, dus -2y =-6¢ + 6 oftewel y =3¢ — 3.
Dus/l:x=2tAny=3¢t—3.
X 2 -9
. — + 7
m(y) (1) t(z)
d nnx=4+3tAny=-1+2t
e x=2r—1lgeeft2r=x+1,dust=3x+13.
Substitutie van r=1x+1 iny=-3r+ 5 geeft y=-3(3x + 1)+ 5=-13x - 11+ 5=-11x+31
Dusp:y=—1%x+3%.

35 a Substitutievanx=4+2teny=5+3¢tinx—2y=10geeft 4 +2t—-2(5+31)=10
4+2t-10-6t=10

-4t=16
t=-4
t=-4geeftx=4+2--4d=-4deny=5+3--4=-7
Dus S(-4, -7).
b —2+3u=—3a+1’4 ft -8+ 12u=-12a +4
5—du=2a 3 8NV 15— 12u=6a N
7=-6a+4
6a=-3

1

2
Dus A(-3 -3+ 1,2+ -3) =4Q5.-1).

2v+qg=>5 H 2v+ g=5
{—v—2q=2 21 &M 2y —ag=4

-3g=9
qg=-3

Bladzijde 68
36 x=-t—3Ay=pt—8 eeft(x)=(_3)+t-(_l)
y=pr-8geeft(]]=| »

)6

x\_ (-3 -1 _
(1,9)op = +t- 1) geeft-3—z=1
y -8 —25 “t=4

t=-4

geeft p = —2%

t=-4geeftg=-8—4--21=2
Dusp=—2% eng=2.
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37 Stelx=t danisy=t.
Dus P(t, 7) en M(32,17).

(SIS
~ ~
S~——
|
—
~N o~
~_

Il

T
<
I
3
|
Sl
I
—

I
RI= G
-~ ~

\—/

38 Stelx=2f,danisy=¢+2en PQ2t,t+2).

_)_—>_—>: 0 _ 2t _ _2t
PO=o=p (0) (t+2) (—t—z)
78-70.-(7)
— — = [ )t t+2\_(3t+2
OQ_0P+PQ_(+2)+( 2t) (—t+2)
x=3t+ H x=3t+2
y=-t+2|3 3y— 3t+6
x+3y=8
Dus m: x +3y=38.
x JV
39 k:§ Z—loftewelk 4x+3y=12

Stel x =-3¢. Dan is -12¢ + 3y =
Dus P(-3¢, 4t + 4).

R _—_ = _ (0 3¢ \_[ 3t DR~
PO =0 p—(o) (4t+4) (_4t_4),dus2 PO 2(
— — 8r+ 8
PQ=(2-P0)L=( 6t )

e (3| (8t+8)|_(5+8
0Q—0P+PQ_(4¢+4)+( 6t ) (10t+4)

x=5t+8 ‘2‘ ot J2X=100+16
y=100+4118 \y=100+4
2x—y=12

Dus m: 2x —y=12.

Bladzijde 69
x\ _ - - o
a k:( )=a+tb—a
y ( )

o-[Jes-5-[3-[4-4)

52 Hoofdstuk 10

12, dus 3y = 12t + 12 oftewel y = 4¢ + 4.

3t

—4t—4): (—

6t )
8r—8/)
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40

41

42

43

d a= (_21) enc—a= (_65) (zie vraag b)

Dus een vectorvoorstelling van het lijnstuk AC is (;i) = (_1) +t- ( 6 )

. x=1+2t‘3’ o J3¥=3 460
y=6-3¢12/8 y=12-6t

3x+2y=15
Dus k: 3x + 2y =15.
b Stelx=3¢ Danis 12t —3y =6, dus -3y =-12¢+ 6 oftewel y =41 — 2.
Duslix=3tAny=4t—2.
c Stelx=tdanisy=5t—lenm:x=tAy=5t—1.

NCRCIT

Bladzijde 70

ax
- > _ 2 2
a A(a,,ay),dusd= (%) enldl=4a?+ a?.

Kwadrateren geeft|al* = a,? + a,%.

- b -
B(b,, b,), dus b= ( bx) en Bl = b2 +b2.
Y
Kwadrateren geeft |5 = 5.2 + b2
b AB=d(4,B)=/(b,~ a)*+(b,~a,)

Kwadrateren geeft AB? = (b, — a,)? + (b, — a,)?
—p2_ 2 2 2
=b°—2a.b,+a”+b"—2a,b,+a,
=a?+ ay2 +b2+ by2 —2a,b,—2a,b,

Bladzijde 72
ZL(k,1)=180°—108,4°=71,6°

a &’-5=(‘§)-(:é)=2-—1+3-—6=—20
il e
c +7-(2) - aeaan
Bladzijde 73

HEd
4) \1) 3-244-1_10 _ 2

TR

|
Dus £(a, b) = 26,6°.

4\ (-1
b COS(L(E,Z))= (—1) (3) _4--1+-1-3_ -7

ER I

Dus £, d)= 122,5°.

a cos(£(@, b)) =

© Noordhoff Uitgevers bv
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)
3/ \s/ _0:2+3-5_ 15 _ 5

g

5
Dus £(2, f) ~21,8°.

(2) HIPT

d cos(é(g,h)) ‘ ‘ T :E:O

cos(£(2, ) =

Dus £(2, h) = 90°.

RN 22

4 a COS(L(?/(, ;:[)) = = geeft 4(;:](, ;:]) = 36,86...0

G

Dus Z(k, ) = 36,9°.
3\ —1)
_ .\ 2) _3--1+41-2 _ -
R e E
1 2
Dus £Z(m, n)=180°—98,13...° = 81,9°.

(_11)(?) 12411 _ -l

c cos(L(7,, T = = geeft £(7,,7,) = 108,43..°

7)) =
T E R

b cos(L(F

geeft Z(r,,7,)=98,13..°

mﬂn

Dus Z(p, q) = 180° — 108,43..° ~ 71,6°.

(3) (2) 3:3+-1-5_ 4

‘ H‘ V10 -V34 /340

45 a cos(L(F, 7)) = geeft L(7), 7)) =T77,47..°
Dus £(k, [) = 77,5°.

e a, _ x\_ (2 3
b n:x=3t-2nay 10t+30fteweln.<y) (3)+u (10)

) ()
-1) \10) _2-3+-1-10_ -4

‘ 2 H 3 ’_ V5109 /545
1)) 10

cos(L(F,, 7)) = geeft Z(7,,7,)=99,86..°

Dus Z(m, n) = 180° — 99,86...° = 80,1°.

Lo (3 (1) (2
-y rAC:C_“:(—z) 3) (—5)

|
e

Ald

5

cos(A(FAC, I’Bc)) ‘(2 ‘ ‘ ‘ 2\/1_4' j_4 ‘/%geeft A(rAC, I’Bc)
5

144,16...°

Dus Z(4AC, BC) = 180° — 144,16...° = 35,8°.

54 Hoofdstuk 10 © Noordhoff Uitgevers bv
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49

50

(_13)'(1) I R e B
QR

Dus ZABC ~ 94.4°.

— —
geeft Z(BA, BC)=9439..°

cos(L(B_A), B_C))) =

ZPOQ = Z(OP, 00)

O_P’=(21)enQ(4z3 37), dus 00 = (3 31)‘

4t )
( ) (3 3t 2-4t+13-(3-31) 8t+41— 43¢ 33t+43

cos(L(OP, 00)) = -

(4t )’ \f 40P+ (3 3,)2 20V162+9 - 18:+ 92 214252~ 18¢+9
3

3t

35t+43

24252 - 181+ 9

Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft 1 =-0,09...enz=2,32...
t=-0,09... geeft het punt 0,(-0,4; 3,3).
t=2,32... geeft het punt 0,(9,3; -4,0).

B=(g)-(5)=p-m=c
b={g) \5p)=pa-ra
b=

0, dus cos(£(a, b)) 0 en hieruit volgt Z(a, b) 90°.

Er moet gelden A(OP, OQ) =60°, dus los op cos(60°) =

Ql

Ql

Bladzijde 74
a Een richtingsvector gaat van het punt (0, 2) naar het punt (3, 0).

. 3) _(0)_(3
Dit is de vector (O) ( = (_2).

2
Dus een richtingsvector van & is 7, = (_32).

b De vector 7, = (g) staat loodrecht op 7, = (_32)
Dus 71, = (g) staat loodrecht op £.

c De vector 1, = (_54) staat loodrecht op /.

Bladzijde 76
2+4z‘ ‘ 5x—10+20t
=3+5¢14 4y=12+20r

5x Sx—dy=-2

Dus k: 5x — 4y =-2.
*

b Neemx=7u. Danis 21u — 7y =28, dus -7y =-21u + 8 oftewel y = 3u — 1%.
Ditgeeft : x=Tu ny=3u— 1%.

o3[

*

© Noordhoff Uitgevers bv Meetkunde met vectoren
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51 a 7,= (j) dus 7, = (‘;)

52

53

54

56

kidx—3y=c| _ a1
door (2.-1) c=4-2-3--1=11
Dus k: 4x — 3y =11.

i (S

LIx+4y=c| _
door 0,0y €~
Dus : 7x+4y=0.

P - (12) dus 7, = (f)

m door (-3, 0), dus s, = (_3).

n door (0, 0), dus 5, = (8)
NEATE
Dus n: (y) =w (_4).

F =7 = (25) dus 7, = (;)
I 5x+2y=c

=5.4+2.1=
door A(4, 1) c=5-4+2-1=22
Dus [: 5x + 2y =22.
nlm,dusﬁn=7m=(3).

2
n:3x+2y=c\  _,. o
doorB(S,—l)}c_3 5+2--1=13
Dus n: 3x +2y=13.

- (2 - - (3
n,= _3,dusr,—rk— 5 )

[ door A(5, 2), dus 5, = (;)

(x\ (5 (3
pus - (*) = (3} ¢+ 3)
- - 4
nJ_m,dusr,,=nm=(5).

n door B(1,-3), dus s, = (_13)

3]}

3br=-143u oo t—3u=—4‘2‘ o J2r-6u=-8
3+2t=5—du O WV 2+ 4 =2 1118%M \2r + 4y =2

-10u=-10
u=1
u=1geeftx=-1+3-1=2Ay=5-4-1=1
Dus S(2, 1).

Hoofdstuk 10

© Noordhoff Uitgevers bv



b my=ax+b
. Ay e B N
“3--3
y=—x+b _
door B(3, —1)} 3+b B

Dus m.y——x+2.
nlp dusn: Sx+y=c.
door C(-4,-2)

Dus n: 5x +y=-22.
Substitutie van y =-x + 2 in Sx + y=-22 geeft Sx —x +2 =-22

}c=5-—4—2=—22

4x=-24
x=-6
x=-6geefty=6+2=28
Dus 7(-6, 8).
{5+4’:2W_4oftewe1{ ‘ ‘ {4t—2w——9
3—t=w—-06 -t— 2w=-18
6t=9
t=13

t=13 geeftx=5+4-13=1leny=3-13=13
Dus U(11, 13).

Bladzijde 77
55 a £ snijden met de x-as geeft y=0
3+t=0
t=-3

t=-3geeftx=-2-3-5=-17, dus 4(-17, 0).
zlkﬂmsa=7fzﬁ)
I5x+y=c

door A(-17, 0)
Dusl.5x+y— 85.

b n//mdus?, =7, =bh— (2)—(‘1)=(3).

n door (0, 0), dus s ( )

p:x—4y=c
door D(-4, 7)
Dus p: x —4y =-32.

}c—-4—4-7=—32

56 a 1= (_25

(5)
-4-5+1-2  -18
V17 V29 493

cos(L(7y, 7)) =

5 dus 7’:[ = (;)
4)
geeft (7, 7) = 144,16...°

(

Dus Z(k, 1) =180° — 144,16...° =~ 35,8°.
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)
(37)(;) _3-1+-7-2 11

‘ H‘ V38 -v5 V290

cos(L(n,, n,)) = geeft Z(n,, n,) =130,23..°

Dus Z(m, n) = 180° — 130,23...° = 49,8°.
¢ tan(a)=rc,=2 geefta=63,43..°
tan(f) = rc, =-1 geeft f = -45°
a—f=6343.°—-45°=10843..°
Dus Z(p, q) =180 — 108,43...° = 71,6°.

57 a 7= (_L;) dus ﬁ,ﬁ(i).

k:3x+4y=c A 0
door (5, 0) }0—3 5+4-0=15

Dus k: 3x + 4y =15.

3:2+4-1-15] |5
= I_bsl_s_,
Y32+ 42 V25 5
- _ (1 - 2
b r,=(2),dusn,= _1).
L2x=y=c| _~n.H_1_
door (2, 3) ¢=2:2-3=1
Dus/l:2x—y=1.
2:3-1-11_ 14
d(B)l):L:u:i:;_‘,\/g
2+(-12 V5 V5

9 -5 )-(2)- )= (Y- B (-}

- +
PopBD,dus p= (52+ 3tt)

CP=p-c (5+3t) () (3t+4)
—_
=1\ (1) _
(3t+4) (3)_0
(t—1)-1+3Bt+4)-3=0
(—1+9t+12=0

10r=-11
t=-13
— 1 1 1\ 9 7
l‘——lm geeft P(2 — lm, 5+3- —lm) _P(E> 1m)

— —

¢ CP=0P, dus|CP|=|0P|
e l[1323)
3t+4)| \5+3¢
VE =12+ @Bt +4)2 =2+ 12 +(5+31)?
kwadrateren geeft
=12+ @Bt+4)?2=Q2+1)+(5+3¢)?
—2t+1+92+24t+ 16 =4+ 4t + 12+ 25 + 30t + 9¢?
-12t=12
t=-1

t=-1geeft PR+-1,5+3--1)=P(1,2)
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59 a rk=(_3),dusnk=(4).

k:3x+4y=c

=3.4+4+4-0=

door (4, 0) }c 3-4+4-0=12

Dus k: 3x + 4y =12.

P(p, 0) is een punt op de x-as.
3:-p+4-0—-12| |3p—12]

Y32+ 42 3

3p — 12|
d(P, k) =3 geeft s

13p—12|=15
3p—12=15v3p—12=-15
3p=27v3p=-3
p=9vp=-1
Dus P(9, 0) en P,(-1, 0).
b [/ kdusl3x+4y=c.
(4, 0) is een punt op &, dus er moet gelden d((4, 0), /) =2.
\3~4+4~0—c\_2
Ny
12 — ¢
5 =2
[12 —c|=10
12-c=10v12-c=-10
c=2vec=22
Dus [;:3x +4y=2en l,: 3x + 4y =22.

l//k,dus?,=?k=(4).

d(P, k)=

Dit geeft

-3
. (2 5, =0
ly door (2,-1), dus’s; = (_1) en /, door (6, 1), dus s, = (1)

ot (32 (o )0+ (4

Bladzijde 78
60 a A(3,0)enB(0,4)

Popl,dusp= (_61 +_23tt)

— L . (6+2 2+3
AP=p-a (—1—3t) () (—3t—1)

3:

0

o o _(6+2t) [0\ _(2t+6
BP=p=b (—1—3z) (4) (—3z—5)

—_— —
AP 1 BP,dus AP - BP =0
(2t+3).(2t+6)20
-3t—1) \-3t-5
(2t +3)(2t +6) + (-3t 1)(-31—5)=0
422+ 12t + 61+ 18+ 92+ 15¢+3t+5=0
13822+ 36t +23=0
D=362-4-13-23=100, dus VD =10
_36+10 _ _236-10_ 10
1= Ivt 2% 13
t=-1geeft P(6+2--1,-1-3--1)=P(4,2)
t=-113 geeft P(6 +2 - 113, -1 =3 - ~113) = P25, 475)
Dus P(4,2) of P25, 4+5).
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b AP=BP,dus|4P|=|BP|

(2z+3) _‘(2t+6)
-3t—1/)] |\-3t-5
V@i +32+ (3= 12 =2t + 6)2 + (-3t — 5)?
kwadrateren geeft
(2t +3)2+ (-3t — 12 = (2t + 6)> + (-3¢ — 5)?
A2+ 12t + 9+ 922 + 61+ 1 =412+ 24t + 36 + 912 + 30t + 25
-361=51
t=-13
t=-13 geeft P(6 +2 -~ 13, -1 =3 - -13) = P(3%, 37).

61 /[Llkdusl:2x+y=c.
door C(43, 0)
Dus/: 2x+y=9.
x—2y=-32 2x —4y=-6
{2x+§=9 ‘1‘geeﬂ {2x+ §=9
Sy=-15
y=3

}c=2-4§+o=9

y=3geeft2x+3=9
2x=6
x=3,dus P(3, 3

-a-5-{3)- (-
7 =5-5-(5)-[;)-()

(g) (31):—2-3+—3-—1: -3
GG e

Dus ZAPB = 105,3°.

(T)(%) 42+41-3_ 5

()

-3
Dus £(@, b) = 70,3°.

(;)(_13) 13421 -1

BHEL e

&
Il
S
I
II

)-
2
3
3
1

— —
cos(L(PA PB)) geeft Z(PA, PB)=105,25...°

Bladzijde 79

/C7) a cos(£(@@, b)) =

b cos(£(¢, d))=

Dus £(¢,d)=98,1°.

(?)(—14) 2-1+1--4_ -2

cos(L(¥, 7)) = eeft £(7,, 7)) =102,52..°
((kl))‘z‘.‘l‘ \/—\/— \/_g (kl)

Dus Z(k, 1) =180°—102,52...° = 77,5°.

a 7= (3] dusii = 2)
k:2x=5y=c| _~ _ <. {_
door (6. 1) }c 2:6-5-1=7
Dus k: 2x— 5y =7.
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b 7= (_37) dus 7= @

I door (5, 0), dus s, = ((5))
Dus I: (;) = (3) +u- (;)

I Lk dus? =7, = (52)

[ door A(4, 6), dus s, = (2)

ot -3

10.4 Vectoren bij snelheid en versnelling
Bladzijde 80
62 a x(0)=0-0=0eny0)=0—6=-6,dus opz=0is P in het punt (0, -6).
b | -2 | -1 0 1 2 3 4 5 6
x| 12 5 0 3| -4 | -3 0 5 12
y|-10| -8 | -6 | -4 | -2 0 2 4 6

y
6
]
4 ///
"
/| .
—V 2 0 2 4 6 8 10 12
2
8 \\\\\\\\
\\
-10

¢ De verplaatsing van P op [2, 3] wordt gegeven door (_3) - (:4) = (1>

0 2 2
Bladzijde 83
63 a Evenwijdig met de y-as, dus x'(£) =0
2=4=0
=4
t=2vt=-2

Y(2)=2#0eny'(-2)=-6%0
x(2) =-5% en¥(2) = 0, dus (-53, 0).
x(-2) =53 eny(-2) =8, dus (53, 8).
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b Door de oorsprong, dus x(2) =0 A y(r) =0
IP—4=0A2-2t=0
U= 12)=0ALt—2)=0
(t=0v2=12)A(t=0v1=2)

t=0
Lax+by=0
(2042 Bhass-(1
Py \-2) T\ \2)
Dus : x —2y=0.

¢ Naar links bewegen betekent x'(¢) < 0 en omhoog bewegen betekent y'(7) > 0,
dus x'(1) <0 Ay'(f) > O en dit geeft 2 —4 <0 A 2t —2>0.
d 2-4<0A2t-2>0
P<4n2t>2
“2<t<2at>1
1<t<2

Bladzijde 84
64 a x()=1>—2geeftx'(1)=2t
W) =1 — 4t geeft y'(1) =312 — 4
Evenwijdig met de x-as, dus y'(r)=0
32-4=0
3rr=4

P2=%

3
i~ =
(=23 vi=-1/3

XGV3)=15V3#0enx'(-3V3)=-15V3 #0
M(3V3)=5-2=-3eny(3v3)=3-3V3 ~4-3W3=5/3 -5V3 =-15/3
B LN IO CERE N BOREN P8 N RN M
Dus (-3, -15v3) en (-3, 15¢/3).

b x'(-1)=-2eny'(-1)=-1
Dus de baansnelheid op 7 =-1is v(-1) = y/(-2)2 + (-1)2 = V5.

¢ X(0)>0Ay(H)<0geeft2t>0A32—4<0

t>0A32<4
>0 a2 <3
1>0A-3/3<1<3/3
0<t<3/3
d x=2geeft?—2=2
r=4
r=2vt=-2

1(2) =0en y(-2) = 0, dus de baan snijdt zichzelf in (2, 0).
- (23[9
y'(2) 8
o (XCD) (-4
() (3

(g)'(_4) (;)(_21) _1--1+42-2_3

8
= == geeftp=>53,13..°
GHET T s

8 8 2 2
Dus de gevraagde hoek 1s 53,1°.

0s(p) =

62 Hoofdstuk 10

© Noordhoff Uitgevers bv



65 a x()=0geeft2t—z2=0

66

t(12-%)=0
t=0vF=12
t=0vi=V12vi=-/12
t=0vt=2y/3vi=-2/3
t=0 geeft (0, 0)
Y(2V3)=1-12-2-2¢/3=3 4¢3, dus B(0, 3 — 4v3).
Y(-2¢3)=1-12-2--2y/3 =3+ 4¢3, dus 4(0, 3 + 4v/3).
d(4,B)=3+4V3 - (3-4/3)=8V3
x(f) =2t — 6 geeftx'(1) =2 — 31
() =112 =2 geefty'(1)=31—2
Evenwijdig met de x-as, dus y'(£) =0
5t-2=0
3t=2
=4
X(4)=-6%0
x(4) =-23 eny(4)=-4
Dus evenwijdig met de x-as in (-2 % -4).
Evenwijdig met de y-as, dus x'(£) =0
2-12=0
3P=2
=4
t=2vt=-2
y(2)=-1#0eny(-2)=-3#0
x(2)=2%eny(2)=-3
x(-2)=-23% en y(-2)=5
Dus evenwijdig met de y-as in (2 %, -3)en (-2%, 5).
Bij de oorsprong hoort £ = 0 (zie vraag a).
x'(0)=2eny'(0)=-2
Dus de baansnelheid in de oorsprong is v(0) = /22 + (-2)2 = v/8 = 2¢2.

W) =0 + ((OP =@~ 327+ (b - 27
Invoeren van de formule en gebruiken van de optie minimum.
De minimale baansnelheid is ongeveer 0,97 voor ¢t = 2,11.

Als de bal in het hoogste punt is, geldt y'() = 0.
W(0) = 12¢ — 56 geeft y'(H) = 12 — 10¢
1(#)=0 geeft 12— 10¢=0
10t=12
t=12
x(7) = 20¢ geeft x'(7) = 20
W) = { (F(0)2 + (5(0)2 = 4202 + (12 = 100) =400 + 144 — 2401 + 1002 =y 1002 — 2407 + 544
1 100¢ — 120

= - (2007 — 240) =

2110012 — 240 + 544 V10022 — 2401 + 544

100-1,2-120
Vv(1,2) = =0
V100 - 1,22-240 - 1,2 + 544

x'(¢) =20 geeft x"(1)=0
V() =12 — 10¢ geeft y"(1) =-10
.o [¥'() _( 0 )
0= (y"(r) ~Lo
In een hoogste punt is de raaklijn horizontaal en is er dus geen verticale verplaatsing,
dus in een hoogste punt geldt v'(¢) = x"(¢).
Dus in 4 geldt v'(1,2) =x"(1,2) = 0.

V(?)
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67 a De baanversnellingopr=2isa(2)=—————==

68

64

Bladzijde 86

107 3 _,
V20-28+17 V9
- (-]

v(2)=v9 =3

3(2)‘5(2):((3})'(?):0'2+3'1:3:1
W2) 3 } S

v(6) - a(t) =5t — 7 en v(t) = V502 — 14t + 17 geeft a(r) = Sst—17

Dus a(2) =

V52— 14¢+ 17

Snijden met de x-as, dus y(f) = 0 geeft 2 — 3¢=10
(2 —3)=0
t=0vir=3

t=0vt=x/§vt=—\/§

De baan passeert D twee keer, dat is dus op £ = -3 ent=+/3. Dus opt=01sPinC.

Snijden met de y-as, dus x(¢f) = 0 geeft 2 —4 =0
2=4
t=2vit=-2
1(2) =2, dus de baan passeert A opt=2enBopt=-2.
Dus de punten worden in de volgorde B, D, C, D, A doorlopen.

7 -4 - 21
= f _
(1) <t3 B 3t> geeft V(7) (3t2 g 3) en
W) =202+ (B2 =32 = Va2 + 94 — 1822+ 9 =9 — 142 + 9.
3_
a(l‘) = V’(t) = 1 . (3613 _ 28t) _ 18¢ 14¢

2994 — 142+ 9 9*— 142 +9
De baansnelheid in 4 is v(2) = Vo-24—14-22+9=4/97.
18:3-14-2 116 _

V924142249 V97

De baanversnelling in 4 1s a(2) =

a(f) =0 geeft 1822 —14¢=0
2692 - 7)=0
t=0v=}
t=0vt=£vt=—£
t=0vt=%ﬁvt=—%\/7
W0)=v0+9=3
W) =y9-GP—14-5+9=F =112
T =9GP 14519132

e V() =2geeft VOr*— 142 +9 =

94— 142+9=4
94— 142 +5=0
Stel 2= u.
92— 14u+5=0
D=(-142-4-9-5=16,dus VD =4

:14+4:1v14—4:§

18 18 9

t2=1vt2=§
t=lvi=-lvi=yivi=-;

t=lvt=—1vt=%\/§vt=—%x/§

Hoofdstuk 10
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f De baan passeert D op £ =+/3 en t = -/3 (zie vraag a).
x(v3) =-1enx(-+/3) =-1, dus de baan snijdt zichzelf in D(-1, 0).

o)
(202 (960 g

cos(p) = = = = % geeft ¢ = 60°

CFCT TR

Dus de gevraagde hoek is 60°.

a Snijden met de x-as, dus y(r) = 0 geeft 312 —2r=10
s0t—=4)=0
t=0vt=4

x(0) =-2, dus de baan passeert A opz=0en Bopt=4.
Dus de punten worden in de volgorde C, 4, D, B doorlopen.

12
-2
b 7=\ geeft?)(z)=(_t )env(z)=¢t2+(z—2)2=x/12+z2—4z+4=\/212—4z+4.
12— t=2
a(t)zv/(t)zé.(m_gzi
W2t —4r+ 4 22— 4t+4

L[t _ 1
c vn= (Z— 2) geeft a(f) = (1)
Wi)-a(ty=t+t—2=2t-2
1) - a(t) =0 geeft 2¢ — 2 = 0 oftewel £ = 1
x(1)=- 1% eny(l)=- l%, dusin (- 1%, - 1%) staat de versnellingsvector loodrecht op de snelheidsvector.
d a(r)=0geeft 2t — 2 =0 oftewel 1= 1
W(1)=v2-12-4-1+4=42
Dus de minimale baansnelheid is v2 voor = 1.
e Bij B hoort 7= 4 (zie vraag a), dus de baansnelheid in B is v(4) = V2 - 42— 4 -4 + 4 =4/20.
Snijden met de y-as, dus x(7) = 0 geeft 32 —2 =0
50=2
r=4
t=2vit=-2
Bij C hoort t =-2 (zie vraag a), dus de baansnelheid in C is
W(-2)=42- (-2 —4--2+4 =420

Dus de baansnelheid in B is gelijk aan die in C.

1.9 _ 1l
fox)=-1enyn=2Lgeenn 42 2D
: : 1r-21=21
2%-—2=-4
2=-2
r=-1
F=v(-1)= (:;) geeftn, = (_31)

k: 3x—y:c 1 1
door E(-13,21) c=3--13-23=-7
Dus k: 3x —y=-7.
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70

71

72

66

p=xp=xg geeft 51,2~ 2=31,2 = 2, dus 1> = 12 oftewel 1, = ~t;,.

YR~ Yo =12 geeft 512 — 215 — (5157 — 2tp) = 12

Substitutie van z, = -tz in 22— (%IQZ —21p) = 12 geeft 312 = 2p — (3252 + 2t5) = 12
StE =2 —5tgt =2 =12
Aty =12

Dus o= 3.

p=xp=xp=x(-3) =2%

Yo=y(3) =15 eny, =3(-3)= 105
Dus 023, -13) en R(24, 103).

Bladzijde 87

Lo 25¢ - [ 25 )
a r(t)—<_5t2+15t+3)geeftv(t)—(_10t+15

w0) =252+ 152=29.15...

De baansnelheid waarmee de speer wordt weggeworpen, is ongeveer 29,2 m/s.

b Een richtingsvector van een horizontale lijn is ( (1))
(25
o=[

(33) (o)
15/ Lo . .
cos(p) =~ 2 1415:0_ 25 ooq =309,

Iy

De gevraagde hoek is 31°.
c y'()=0geeft-10t+15=0
-10¢=-15
t=15
¥(1,5) = 14,25, dus de maximale hoogte is 14,25 meter.
d y(0)=0geeft-52+15t+3=0
D=152—4--5-3=285

-15++2 -15-+2

-10
t=-0,18... voldoet niet, dus t = 3,18...
x(3,18...) =79,70...
Dus de speer komt ongeveer 77,7 meter van de afworplijn neer.

o 25 .. [0
e V= (—10z+ 15) geefl a(t) = (—10)
De versnellingsvector is de valversnelling van -10 m/s?.

Bladzijde 88

a Snijden met de x-as, dus y(r) = 0 geeft ? —4=0
=4
t=2vit=-2

1.3 _

- 30— 4 - 2_
r(t)= (3; ~ 4t) geeft v(t) = (t 2 4)

5@=(g)micn- ()

De snelheidsvectoren in 4 en B zijn verticaal, dus de raaklijnen aan de baan in 4 en B zijn verticaal.

Hoofdstuk 10
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b y=5geeftr’—4=5

=9
t=3vit=-3
x(3) =-3, dus = 3 hoort bij C.

2 _
W) = (f N 4) geeft w(t) = /(2 — 42+ 2P =V - 82 + 16 + 42 =/r* — 42 + 16

1 283 — 4¢
alt) =v'(l)=—F——- (4 - 8t) = ————
Wt — 42+ 16 Vit — 412+ 16

De baansnelheid in Cis v(3) =34 —4-32+ 16 = /61.
2-33-43 42 4,

De baanversnelling in Cis a(3) = m— \/6_1_61 61.
W(1) = 6% geeft Vit — 42+ 16 = 63

=42+ 16 =425

—42-263=0

Stel 2= u.

—4u—265=0

D=(-4%)-4-1--261=121,dus VD =11

=4+211 71y u=4—211=_3%

P=7ivir=-31

=15y =7}

t=5v30 v1=-330
x(3V30) =5 J_ 4330 = 15v/30 — 230 = -3v/30 en y(5v30) = 75— 4 =33
(—1F>— +=3v30 — 4+ =330 =-13¥30 + 230 =3v/30 en y(-3v30) = 73 -4 =33

Dus (-3v30, 32)en (3V30,33).

Invoeren van de formule van de baanversnelling en gebruiken van de optie minimum.
De baanversnelling heeft voor 7~ 0,851 een minimum van ongeveer —0,588.

Snijden met de y-as, dus x(7) = 0 geeft 37> —4r=10
H(*—12)=0
t=0vee=12
t=0vi=+vI12vi=-V/12
t1=0vi=2/3vi=-2v/3

y(2v3) =8 eny(-2v3)=8

Dus de baan snijdt zichzelf in S(0, 8).

W2v3) = (4[)env(2\/—) ( f)

0s(p) =
(@) 2 V77
43 —4\5 f3
Dus de gevraagde hoek is 82°.
x(f) = -3 + 312 geeft x'(t) = -2 + 6t
() =56 — 9t geefty'(1) =12 —
Evenwijdig met de x-as, dus y'(t) = 0
-9=0
=9
t=3vit=-3

X(3)=9#0enx'(-3)=-27#0
x(3)=18eny(3)=-18
x(-3)=36en y(-3)= 18

Dus (18, -18) en (36, 18).
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Lax+by=c

(L0 (Ghawie )

8 +5y=c
door (x(1), y(1)) = (23,-83)
Dus I: 8x + 5y =-22.

De baansnelheid op 7= 1 is (1) = 4/52 + (-8)> = +/89.

}c=8-2§+5-—8§=—22

W)= (-2 + 602 + (12— 9 = Vit — 1263 + 362 + 14 — 1872+ 81 =214 — 1263 + 182 + 81

3 _ 2
| (86— 362+ 361) = =182+ 181
W2t — 123 + 1822 + 81 V24— 128 + 182 + 81
4-18+18 _ 4 _ 4 o

J2—12+18+81 89

a(t)=v'(t)=

De baanversnellingop =1 1s a(l) =

) _
o) = ( ;2 fgf) geeft 4(7) = ( 2; 6)
W) - a(t) = (-2 +66)(-2t +6) + (12— 9) - 2t
=263 — 612 — 1242 + 36t + 213 — 18¢
=47 — 182 + 18¢
V(6) - a() =0 geeft 46> — 1812 + 18t =0
2122 =9t +9)=0
1=0v2r-9t+9=0
D=(-92-4-2-9=9 dusvD =3
t=9z3=3vt=94—3=1
Dus voor =0, t= 1% en ¢ = 3 staat de versnellingsvector loodrecht op de snelheidsvector.

Sl

Kennis- en vaardighedentest

Bladzijde 89

Gl= ‘(‘2‘)‘ JET P =y30=2/3
3
-1

1 a

=32+ (1P =10
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3 a Zie de figuur hiernaast. A
b In AOBCis BC=la|=4en
ZOCB = £A0C = 50° (Z-hoeken). c
De cosinusregel in AOBC geeft
B =32+42-2-3-4-cos(50°) =9,573...
1B~ 3,09

Bladzijde 90
4 Zie de figuur hieronder.

. . 3 4
De sinusregel in AOAB, geeft Sn(ZB,) _ sin(40°)
) 3sin(40°)
sin(£By) ==
ZB;=2882...°
ZOAB, =180° —40° —28,82..°=111,17...°
0B, 4

De sinusregel in AOAB, geeft Sn(111.17..%) = Sin(40°)

- 4sin(111,17...°)
Dus ‘b1| = OBl = W
ABz = ZBl = 28,82...0

£0AB, =180° — 140° —28,82..°=11,17..°

~ 5,80 cm.
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05, _ 4
sin(11,17...°)  sin(140°)°
4sin(11,17...°)

Dus|b,|= 0B, = —sa0y = L2lem

De sinusregel in AOAB, geeft

5 P is het midden van zijde AC.
—_— s — S — D
OM = OP + PM = OP + PAy

o7 5-t-2-- (3409 A
-5~ (3-0- (Zhowrie- (] AN

Dit geeft OM = () ( ) ( )dusM(24) A O B X

<

Q is het midden van zijde BC. y
—_—_ s - = —
ON =0Q + QN =00Q + 0B D

2-3-16 01 () () 9 NA
)=(_12), dus @)L= ?

Ditgeeft0_)= ;) (?)=(§),dusN(5,3). AO B X

—_
m

L]

P4

a:(g)ena_ﬁ:(g)_(—f)_(;i)é(}) ’:@):(g)”'(i)
ene=a=(2)-[5)- (33 6

Dus een vectorvoorstelling van het lijnstuk AC is (;) (8) +t- ( 152) AO=<z=1.

7 Substitutievanx=-2+2teny=3—¢tin2x — 3y =22 geeft 2(-2 +2t) —3(3 —1) =22
“4+4t-9+3t=22
7t =135
t=35
t=5geeftx=-2+2:-5=8eny=3-5=-2,dus S, -2).

o o {x=1+3t4geeft{4x=4+l2t
y=2+4t|3 3y=6+12¢
4x—3y=-2
Dus k: 4x — 3y =-2.
b Stelx=¢ Danis3t—y=6,dusy=3¢—6.

SERbING
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Bladzijde 91
Stel y=1¢. Dan is x — 3t = -6, dus x = 37 — 6.
Dus P(3t - 6, 1) en M(15¢— 3, 31).

— o (13673) (3i-6)_ (1303
mi-a-g ()9
5t -5t
1 1
- 5t 35t—6
06=08+pg=* ¢+ ' )=
4 —15t+3 —51‘4—3
x=33r-6|1 x=31-6
) geeft |
y=-3t+317 7y:_35t+21+

x+Ty=15
Dus : x+7y=15.

|

(1 (?) _1-3+4-1 7

COS(L(?MND ;:k)) ‘ ‘ (3 17 10 = m
1

Dus Z(MN, k) = 57,5°.

o - (2 - (7
a r=n=\,) ,dus ;= 5 )

[ Tx+ 2y

_ 4 _
door A(1, —3)} =7lr23=l
Dus /i 7x +2y=1.

o fomrn-(5)2 2

n door B(-4,-1),dus s, = (_411)

g door C(-2, 6), dus 5, = (2)

ous ()= 5]+ )

© Noordhoff Uitgevers bv
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+ = + — = — =
12 a {1 =3 Ezoftewel {t 2u:%8 B‘geeft{t 2u=2

9+3r=1 3t+u 6t+2u=—16+
7t =-14
t=-2

t=-2geeftx=1-2=-leny=9+3--2=3

Dus S(-1, 3).

b mlk,dusﬁm=?k=(;).
m:x+3y=c _ e
door A(3,-5) c=34+3--5=-12

Dus m: x + 3y =-12.
y=0geeftx=-12, dus B(-12, 0).
x =0 geeft 3y =-12 oftewel y =-4, dus C(0, -4).

BEl=d(B, C) = J(0—-127+ (-4 07 =160 = 4/10

13 a x(f)=4t— > geeftx'(H)=4—-2¢
W) =38 — 12 geefty'(1) = 22 — 21
Evenwijdig met de x-as, dus y'(t) =0
22 -2t=0
20— 1)=0
t=0ve=1
x'(0)=4#0enx'(1)=2#0
x(0)=0eny(0)= 0
x(1)=3eny(l)=-3
Dus evenwijdig met de x-asin (0, 0) en (3, - 5)
Evenwijdig met de y-as, dus x'(£) = 0
4-2t=0
2t=4
t=2
V'(2)=4+#0
x(2)=4enyQ2)= 13
Dus evenwijdig met de y-as in (4, 1%).

b Snijden met de x-as, dus y(r) = 0 geeft 32 —2=0
?Gt—-1)=0
t=0v %t =1
t=0vi=13

Bij de oorsprong hoort £ = 0 (zie vraag a), dus bij het snijpunt met de positieve x-as hoort ¢ = 1%.

) (13) (1)
1= x -
Wz)(ﬂﬁJ 13

Bij de x-as hoort richtingsvector ((1))

(11%>((1)) (2 (1)_2 1+3 0__2

Gl el Tl =

Dus de gevraagde hoek is 56,3°.

¢ W)=Y OF + (/0 =@ - 202+ 22~ 20
Invoeren van de formule en gebruiken van de optie minimum.
De minimale baansnelheid van P is ongeveer 1,60 voor 7= 1,32,

0s(p) = eeft 9 = 56,30...°
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d V() =y(4 =207+ 22— 202 =16 — 161+ 42 + 4¢* — 883 + 4% = /41* — 87 + 82 — 161 + 16
3 _ 2 _

a(t) = v'(t) = 1 8> — 12+ 8¢t —8
24 — 83 + 82 — 161+ 16 Vart— 84 + 812 — 161+ 16
206-108+24-8 124 _ 124 _ 3 s

V324—216+72-48+16 148 237 7 7

(1663 — 2412+ 16t — 16) =

De baanversnelling op =3 is a(3) =

Bladzijde 92
- 3 - 4
a n= 4,dusr,— )

51)(—‘;) _5:4+-1--3_ »3
L
_1 —
Dus Z(k, [) = 25.6°. 3

b mlk,dusﬁm=?k=(_51

cos(L(Fy, 7)) = geeft £(7,, ;) = 25,55..°

m:5x—y=c

door A(1,-3)

Dus m: 5x —y=38.

Substitutie vanx=-1+5teny=-rin 5x —y =8 geeft 5(-1 +51) + =8
-5+25t+¢t=8
26t=13

1
1=3

}C=5'1+3=8

t=1 geeftx=-1+5-1

c Popk,dusﬁ=(_1+5[

13 eny=-1 dus B(13,-1).

-1
= _ = = (-1+5 ([1)_([5t=2
a#=p-a=("5%)-(35)-(53)

.. . - (3 St=2) (3)\_
De lijnen AP en [ zijn evenwijdig en 7, = (4), dus (—t N 3) (4) 0
(5t=2)-3+(-1+3)-4=0
15t—6-4t+12=0
11t=-6

6
AT

~———

t=—%geeftP(—l+5-—%,%)=P(—3%,%

d Substitutievanx=-1+5teny=-tin3x+4y=8 geeft 3(-1 +5¢)+4--t=8
-3+ 15t—4t=8
=11
=1

t=1geeftx=-1+5=4eny=-1, dus S4, -1).

nlldusn:dx—=3y=c\ _, , ~. 1_

door S(4. -1) }c—4 4-3.-1=19
Dus n: 4x — 3y =19.

@ 7= (3

2\ (2
cos(L(F, 7)) = (3) (—5) 2-2+3--5_ -19

) e

Dus Z(k, m)=180°—168,11..° = 11,9°.

geeft Z(7,, 7,) = 168,11..°
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74

b {1—2t=2u—6 oftewel {—2t—2u=—7

d pLlldusp:3x—y=c.

2+3t=-5u+4 3t+5u=2

-3
2

6r+ 6u=21
6t+10u=4

“4u=17
1/1=—43—1

u=—4i geeftx=2-—4i—6=—l4% eny=—5-—4i+4=25i

Dus S(-143, 257).
nlm dusn,=7,= (_25)
n:2x—5y=c

door 0(0,0) 7w =0

door A(6, 8) }023'6_8:10

Dus p: 3x —y=10.

Substitutie vanx =1 —2teny =2+ 3¢in 3x —y =10 geeft 3(1 —2¢) — (2 + 31) =10

t=-lgeeftx=1-2--1=3eny=2+3--1=-1

Dus 7(3, -1).
a =3, dus A(3, 0) en D(0, 6).
— . = _(3)_(0)_(3
pA=a—d (0) (6) (6)
— — — 0 6\ (6
© (6)+(3)_(9)
. (6} _(3)_[3

AC=c-a (9) (0) (9)

—_ - = — — 3 9
OP = 04 + AP = 04 +ACR=(O)+(_3)=
Dus P(12, -3).

D75l ()2

P T a 2a
OB=OA+AB=OA+ADR=(>+< )=<

0 a

B(3a,a)opy=3x2—2 geeft3- (3a) —2=a

%-9a2—2=a

|

3-61-2-31=10
-9r=9
r=-1

D=(-12-4-3--2=25dus VD=5

3a2—a-2=0
a=1+5=1v
6

a>0,dusa=1.

AB: (x>=a+z(13—a)
y

oo (2Jos-a=(2)-(2)- ()22

x =99 oftewel -1 + £ =99 geeft =100
t=100 geeft y=5+100--2=-195
Dus D(99, -195) ligt op de lijn 4B.

Hoofdstuk 10

|

2

q=—=-3

3
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b BC:<;>=Z+t(E—Z)

2 (2 .- 2_[5\_ 2:3A(1)
b (—1)““‘0 b (8) (1) (9)_ 3
kL BC, dus ﬁk :;:BC: (;)
kx+3y=c _ e
door A(-1, 5) c=-1+3-5=14
Dus k: x + 3y = 14.
Substitutievanx=2+teny=-1+3tinx +3y=14 geeft 2 + ¢+ 3(-1 +3/) =14
2+t-3+9=14
10¢=15
=13
t=13 geeftx=2+13=31 eny=-1+3-13=31 dus S(33, 33).
¢ Stel P(a, b).

5 5o 5-()- (-

( )
b 1

<a+1>‘:
b-5
Y@+ 12+ (b =57 =y(@a=27+ b+ 1)
kwadrateren geeft
(@+ 12+ (b-5P2=(@-2>+(b+1)
a?+2a+1+b2-10b+25=0a%~4a+4+b2+2b+1
6a—12b=-21
a=2b-33%
—_— —
ZAPB=90°, dus AP - BP =0
<a+1)'(a—2>:0
b=5) \b+1
(@a+1)a-2)+@®-50b+1)=0
a’*—a-2+b>—4b—-5=0
Substitutie van @ =2b — 33 ina? —a— 2 + b> — 4b — 5 = 0 geeft
(2b—-33P—(2b—33) -2+ —4b—-5=0
4p%— 14b+125-2b+35-2+ 0> —4b—5=0
562 —20b+82=0
D= (20— 4-5-83=225dus VD =15
31y p=20-15

10
b=31 geefta=2-31-31=31
b=3geefta=2-3—33=-23
Dus P,(33, 33) en Py(-23,3).

d BC: C) = (_21) +¢- (;) (zie vraag b)

o ()= () ()

BCdoor B(2,-1),dus 38 +3u=-1
3u=-39
u=-13

g=lenu=-13geeftp—13=2
p=15

Dus voorp=15eng=1.
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Bladzude 93

y CD:(’“)=(24)+1-(1)
e iena-e- (8- ) )
8 24 8 -2

x =22 geeft 24 +¢t=22, dus t =-2.

t=-2geefty=8+-2--2=12

Verder geldt x, <xp < x,.

Dus P ligt op de zijde CD.

> ) e (o0, (1
- (- py B

Qop AP, dus?])Z( Hi )

5G<7_d< ( 11t ) (16)_(11t—16)
a 16-21/ \24) \-2t-8
DO L AP, dus DO - AP =0
(11t—16).(11)=0
-2t-8) \-2
(11— 16)- 11 +(-2¢—8)- -2=0
121176+ 4t + 16 =0
125¢=160
t=15%
= 1% geeft O(11 - 155, 16 =2 - 155) = O(14%, 133%)
25 gce 25 25 25 19325

6 ~0PO=/(PO,PO)
Q op k, dus O(q, -2q).

PO=-p= (:i) enPQ=G-p= (—gq) - (3) B (—gq_—27)

_2 . q—2)
78,78 -2g-17 -2g+4+ 14g +49 12+ 53
e ren= ‘ (2] ‘ V5 g- 22 (277 V5 lg- 2P (277
-2g—7
12q+53
Los op =¢0s(20°).

V53 y(g =27+ (29 -7
Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft ¢ =-1,255... en ¢ =2,908...
q=-1,255... geeft O,(-1 255 ;-2--1,255..) = 0,(-1,26; 2,51)

q=2908... geeft 0,(2,908... 2 2,908...) = 0,(2,91; -5,82)

76 Hoofdstuk 10 © Noordhoff Uitgevers bv



7 a p=4 dus B4, 6)en ((1,06).

— (4}, (2 (x\_, (2
o~ 4] 2w 7))
D op OB, dus D(2t, 3t).
- 2\ — = . (24| (8) [2t-8
rOD:(3)enAD:d_“:(3t)_(o):( 3¢ )
N —_
OD 1 AD, dus rop - AD =0
(2)_(2t—8):0
3 3t
202t —8)+3-3t=0
4t-16+9=0
13t=16
=13
t=13 geeft D2+ 13,3 - 15) = D25, 35)
b 04=8,BC=3enOB=4/p*+36
Stel OS =x, dan is BS = 4/p? + 36 —x.
04 _0S

BC BS
8 X

3 Ypr+36 —x
3x=8(yp*+36 —x)
3x=8yp?+36 — 8
11x = 8/p2 + 36

x=24/p2+36

‘(79)‘=‘a)‘geeft% p?+36=38

Jpr+36=11

p>+36=121

p-=285

p=v85vp=-y85
p>3, dusp=+85.

Uit AOAS o ABCS volgt ——

8 a Zie de figuur hiernaast. y
E is het snijpunt van de diagonalen DH en CI van het vierkant /
DCHI en is dus het midden van diagonaal DH.

a--a-()-(1)-() ’ :
-8 5385 |

~2:3)= )= G- G) <
E=z=%(2+2)=§-<(4)+()) (60) ()dusE(35)
D= (o) (3)= (3} dos e : L
(3G =+ (5)-()

(x\_ (4 ] —4)
= (!)en-2= 2 4)- -2 - [ CF‘(y) HERP
c=lzjen/ =4 7371 7 3
Snijden met de y-as, dus x = 0 geeft 4 — 41 =0 oftewel 1= 1.

t=1geefty=3+3=06,dus G0, 6).
CG=4/(0-4)2+(6-372=425=5

OH = OB +2BC = 0B + 24D = (3) 2
1

LW — NI.—‘

=
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Bladzijde 94
9 a x(f)=2tgeeftx'(r)=2

YO = el 4 geeft () = el -3 =2

_ x’(t)) N (1)
rc =3, dus (y' ) 3

3-x(0)=1+y'(1)

3-2=2¢

=3

1t=1In(3)

1=2In(3)
¥'(2In(3))=2eny'(2In(3))=2e"D=2-3=6

De baansnelheid in 4 is v(2In(3)) = v22 + 62 = /40 = 2¢/10.

b () =/ + (y'(0) =22+ Qe = V4 + 4¢f
4¢ 4¢!

1 (

n=v()= H4ef= - )
OO e 241 +e) Mi+e Vl+e

el‘
a(r) =1 geeft =1
V1+e!
V1+el=¢g!
1 +e'=(e)?
(et)Z_et_lzo
Stel e/ = u.
w—u-1=0
D:(—1)2—4'l'_1:5
1++/5 :1—\@
7 v >
u=%+% 5vu=%—%\/§
et=%+% 5ve’=%—%\/§
t=In(3+3V5)
x(In(3 +3+/5)) = 2In(3 +3v5) = 0,96
W(In(3 +3v5)) = 4G+ 375 - 4= 1,09
Dus B(0,96; 1,09).

¢ Pt 4e'—4)en O(2,0) geeft PO =G — P = (2) - (4

u=

0
1
— —  (d4e'-4
PR‘PQL_(2—21>
=0 =, ) [
4er'—4) \ 2-2t) \der'—2t-2
d
yR=4e%f—2f—2geeft§=4e%t-%—z=ze%t—z
dyR 1
——=0geeft2e2'-2=0
dr o=
3t=0
t=0

t=0geefty,=4e'-2-0-2=2
Dus de minimale y-coérdinaat van R is 2.

78 Hoofdstuk 10
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10 a A is het eindpunt van d en B is het eindpunt van b.
Teken een cirkelboog van de cirkel met middelpunt A en straal O4.

Deze cirkelboog snijdt & in O en B. Je hebt nu b en BA=a-b.
Teken ¢ evenwijdig met BA eneven lang als BA.

k

b A is het eindpunt van @ en B is het eindpunt van b.
2= /3 - |b| betekent dat driehoek OBA een bijzondere rechthoekige
drichoek is met zijden waarvan de lengten zich Verhouden als1:2: V3.
Teken lijnstuk 4B loodrecht op k. Je hebt nu ZEP BA=a—b.
Teken ¢ evenwijdig met BA en even lang als BA.

B
b
o L
3
Ba
A

c Zle de ﬁguur hleronder

=2 -|al oftewel

OB=2-0A4, BA—a benc—a b.

De cosinusregel in AOAB geeft AB?>= 0A?+ (2- 0A)> =2 - 04 -2 - OA - cos(120°)
AB2= 04> +4-04>—4- 042 - -3
AB*=17" 04>
AB=+7"-04
d - - - -
AB=BA]=[¢len 04 =dl, dus |2l = V7 -[al.

Zle de ﬁguur bovenaan de Volgende bladzude
=2 -|al oftewel

—_—
OB=2-04,BA=a- benc—a b.
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De cosinusregel in AOAB geeft AB2= 0A>+ (2 OA)? =2 - 04 - 2 - OA - cos(60°)
AB2=04%+4-04>—4-04> -3
AB%=3 - 04>
AB=4/3-04

AB=|BA|=[¢len 04 =1d), duslel= V3 -1al.

Bladzijde 95

11 a a=2geeftk:y=2x—4enA(t,2:—4),dus@’=(2tt_4).

. . — [t \_{[ 3t
Het punt M is het midden van O4 geeft OM =3 - i—a) =110
JE— —_ _t+2
MB =OM, =

1
5t

OB:OM+MB: 2 + 1 = 1
=2 3t -2

x=-11+2|3 3x=-131+6
| geeft |
y=13t=-211 y=13t-2 .
3x+y=4
Dus l: 3x +y=4.
b 52—( t)
Nar—4

. . -— t %t
Het punt M is het midden van OA4 geeft OM =53 - 4 = .

—— —_ _%at+2
MB=0M =| "

St
2

e — 1t a+2\ (dar+ir+2
OB =0OM + MB = | + . =, .
5at—2 5t 5at+§t—2
B beweegt over een horizontale lijn / als y5=%at + %t — 2 constant 1s, dus als a =-1.

=3 f@f—( ! )
¢ a=3geeftO4={; _,

. . - t %f
Het punt M is het midden van O4 geeft OM =3 - = o)
_t J—

3t—4
e [-13t+2
MB=0M_ =|

5t
1 1
>t -15¢+2 _
OB=0M+MBE=| > |+| =(t+2)
15¢-2 3t 2-2
B(-t+2,2t—2)opkals3(-t+2)—4=2¢t—2
“3+6-4=2t—2

-5t=-4
t:A

5
=% geeft B-3+2,2-3-2)=B(1},-3)
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12 a y()=0geeft>?—1=0
r=1
t=1vi=-1
x()=0enx(-1)=6
Dus de snijpunten met de x-as zijn (0, 0) en (6, 0).
x(£)=0 geeft-£3 + 312 —2t=0
-2 -3t+2)=0
~i(t—=1)(t-2)=0
t=0vit=1vie=2
H0)=-1eny(2)=3
Dus de snijpunten met de y-as zijn (0, -1), (0, 0) en (0, 3).
b x(t)=-1+3¢>— 2t geeftx'({) =-32 + 6t — 2
y6)=1>—1 geeft y'(t) =2t
Evenwijdig met de x-as als () = 0 en evenwijdig met de y-as als x'(r) = 0.
x'(t) =0 geeft -3+ 6t—2=0
D=6>—4--3--2=12 dus VD =2v3

-6+2/3 -6—-2+3
= Vi=

-6 -6
r=1 —%\/gvt=l+%\/§

V'(#)=0geeft 2t=0
t=0

Dus raaklijn evenwijdig met de x-as voor ¢ = 0 en evenwijdig met de y-as voor t =1 — %ﬁ ent=1+ %«/? .

. N x'(O\ A (1
¢ Evenwijdig met &k en rc; = 2, dus (y’(t)) = (2)
2-x(0)=1-y()
2(-3t2+6t—2)=2t
-6r2+12t—4=2t

-62+10t—4=0

32 -5t+2=0
D=(-52-4-3-2=1dusVD=1
_5+1: :5—122

= 1 N

t=1 geeft (0, 0) (zie vraag a)
X3 =-3 eny(3)=-3
Dus de gevraagde punten zijn (0, 0) en (- 2’% - %).
d y=8geeftr’—1=38
2=9
t=3vi=-3
x(3) =-6 en x(-3) = 60, dus bij (-6, 8) hoort = 3.
x'3)=-11eny'(3)=6

De baansnelheid in (-6, 8) is v(3) = y/(-11)> + 62 = 4/157.
e y=-3geefti?—1=-3
r=3vi=-3
x(3)=-3% en x(-3) = 1%, dus bij (-3, -3) hoort £ =1,
Wﬂ=Jﬁ&LHﬁ—DLMhP=¢%“—wﬁ+6ﬂ—1&$+%ﬂ—lm+6ﬂ—1%+4+4ﬂ
=0t — 3663+ 5202 — 241+ 4

|
a(t)=v'(1)=
20/9r* — 3613 + 5212 — 241 + 4

1843 — 5412+ 52¢— 12

Vort — 3663 + 522 — 241 + 4
18 3-54-5+52-1-12 23

- (3613 — 10872 + 1041 — 24) =

De baanversnelling in (-3, -3) is a(3) =

= V17
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11 Integraalrekening

11.1 Primitieven en integralen

Bladzijde 98
V1 a f(x)=(2x—1)0 geeft f'(x) = 6(2x — 1) - 2 = 12(2x — 1)}

_10-37 10 .10 o

b /)= 5y " 3 gt ) =y 3G = 10-3

¢ f(x)=xIn(x)+x geeft f(x) = 1 - In(x) + x -%+ I =ln(x)+ 1+ 1=1In(x) +2
d f(x)=6x2Vx2+1 geeft , .
3 12 +1)+6 3
f’(X)=12x'Vx2+1+6x2';'2x=12xx/x2+1+ A Sk a .l

-5 2/x2+ 1 V2t 1 Sl =
e fx)= geeft Y/
2e¥
f,(x):263x . e4x . 4—(e4x— 5)- 2e3x -3 _ 8elx — 6e7x+3oe3x _ 2C7x+3063x: e4x+ 15

(2 e3x)2 4 0% 4 6% e
f fx)= icos(2x) + %x sin(2x) geeft
F/(x) =-1sin(2x) - 2 + 1 - sin(2x) + 1x - cos(2x) - 2 =-1sin(2x) + Lsin(2x) + xcos(2x) = x cos(2x)

Bladzijde 99
V2 a f(x)=x+1+lex—1n(1+eX)=x+(1+eX)-1—1n(1+eX)geeft
1 e &
) =1—(1+e)2 - =1 -
J'(x) ( ) [+or Q1o 1+e
_(+e)P—e—e(I+e) +2e +eP—ef—ef—e®_ 1|
(1+e9)? (1+ e (1+ e

b f(x) = sin(x) — 3sin3(x) geeft
f'(x) = cos(x) — sin?(x) - cos(x) = cos(x) — (1 — cos?(x)) - cos(x) = cos(x) — cos(x) + cos(x)

= cos3(x)
c f(x)=x+2—%—41n(x+2)=x+2—4(x+2)‘1—41n(x+2)geeft
1 4 4 (x+272+4—-4(x+2)
! — + + -2 _ . = — =
f(x) 1 4(x 2) 4 x+2 (x+2)2 x+2 (x+2)2
_xPtAx+4+4-4x-8  x*
(x+2)? (x+2)
d f(x)=(02x>—0,4x + 1,2)y2x + 3 geeft
1
"(x) =(04x—04)- v2x +3 +(02x> = 04x + 1,2) - ——"2
02x2=04x+12 (04x—04)2x+3) 02x>—04x+12
=(0,4x = 0,4)y2x +3 +— - — = +— - -
( ) V2x+3 V2x+3 V2x+3
082+ 12x—0,8x—12+02x> - 04x+12 52
V2x+3 V2x+3

1 g(x)=x>+cgeeft g'(x) = 3x2 en dit is f(x).

— .3
gg));i;c} presls
& 8+c=15

c=17
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Bladzijde 100
a F(x)=3(3x +4)° geeft F'(x) =1(3x + 4)* + 3 = (3x + 4)?
F'(x) =f(x), dus F is een primitieve van f.
b Fx)=x— In(x +2) geeft Fi(x) = 1 - ——=X"2"1_x*1
x+2 x+2 x+2
F'(x) =f(x), dus F is een primitieve van f.

¢ Flx)= xz_i =02+ 1) geeft () = (2 + 1) 2+ 2x =

2x
(x2 4 1)2

F'(x) =f{(x), dus F'is een primitieve van f.

a Fx)=2+ 10+ 1 geeft F'(x) = 6(x> + 1)3 - 2x = 12x(x* + 1)
F'(x) =f{(x), dus F'is een primitieve van f.

ISR R '
b G(x)_3ln(5)_3ln(5) 5 geeft G'(x) =57—==

G'(x) = g(x), dus G is een primitieve van g.

1 -1 E
S S ) 3=5

c Hx)= %xz In(x) — %xz + 3 geeft H'(x) =x - In(x) + %xz : % - %x =xIn(x) + %x - %x =xIn(x)

H'(x) = h(x), dus H is een primitieve van /.
5 _e¥+5

3x _
d Ji)=S 2ex10—4=%ez"—5e‘x—4geeftJ’(x)=%ez"'2—56"‘~—1 =ez"+§— =

J'(x) =j(x), dus J is een primitieve van j.
e K(x)=sind(x) geeft K'(x) = 3sin?(x) - cos(x) = 3(1 — cos*(x)) - cos(x) = 3 cos(x) — 3 cos3(x)
K'(x) = k(x), dus K is een primitieve van k.

F(x) = In(x + v/x2 — 1) geeft

Py =L ( ) ;_(H x >: R L
x+yx2—1 Nf x+xi-1 Vx2—1) x+yx2-1 Yx2-1
R TN
x+tx2—1 Vx2-1 x2-1

F'(x) =f(x), dus F is een primitieve van f.

a F(x)= 5x geeft F'(x)=x*
Dus F(x) = 5x is een prlmltleve van f(x) = x*.

3
Y

Dus G(x) = 6+/x is een primitieve van g(x) =

|
¢ Hx= ln(2) ln(2)

Dus H(x) =

b G(x)=6vx geeft G'(x)=6 -

3
=
2*In(2) = 2*

- 2% geeft H'(x) = o 22)

ln 5] is een primitieve van A(x) = 2*.
d K(x)=2sin(x) — 3cos(x) geeft K'(x) = 2 cos(x) + 3 sin(x).
Dus K(x) = 2 sin(x) — 3 cos(x) is een primitieve van £(x) = 2 cos(x) + 3 sin(x).

Bladzijde 102

F(x)=ax+cgeeft F'(x)=a

Dus F(x) = ax + ¢ zijn de primitieven van f(x) = a.
Fx) = n+1
Dus F(x) =

—x"*1 +cgeeftF'(x)—+1-(n+ 1)x" =x"

—" "+ c zijn de primitieven van f(x) = x".

)C

L o ) = . o -
1n(g) +c= ln()‘g +cgeeftF(x)—1n() g In(g)=g*

Flx)=
Dus F(x) = lg,; ) + ¢ zijn de primitieven van f(x) = g*.

F(x)=¢e"+ c geeft F'(x) =¢*
Dus F(x) = e* + ¢ zijn de primitieven van f(x) = e*.
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1
— voor x>0

L-—1 -1 voor x <0
-X X

In(x) + ¢ voor x > 0

In(-x) + ¢ voor x < 0 geeft F'(x) =

Fx)=Inlx| +c= {

Dus F(x) = In|x| + ¢ zijn de primitieven van f(x) = %

F(x) =-cos(x) + ¢ geeft F'(x) = sin(x)

Dus F(x) =-cos(x) + ¢ zijn de primitieven van f(x) = sin(x).
F(x) = sin(x) + ¢ geeft F'(x) = cos(x)

Dus F(x) = sin(x) + ¢ zijn de primitieven van f(x) = cos(x).

1 )
= — bestaat niet en

1
=51 =
a flx)=x" geeft F(x)=— T+ 10

T+ x~' "1+ ¢ kan niet kloppen, want

=1 voorx # 0.

b f(x)=x" =% geeft F(x) = In|x| + ¢

a f(x)=2x3+5x* geeft F(x) =3x* + x5+ ¢
2x + 3x 1 3 B 3, 3 3
b f(x)= =2+ 37 geeft F(x) = 2Injx| + a7 + e =2Inlx| — 5+ e
c flx)= Ze*geeftF(x)=2e"+c
X 5 - QX
d f(x)=5"2"geeft F(x) =5+ - = (2) e +c
e f(x) = sin(x) — cos(x) geeft F(x) = -cos(x) — sin(x) + ¢

2
LA N R LT
2

f fx)= 3x2 xdeeftF(x)=%-—x

a f(x)=x3—3x geeft F(x) =1x*— 13x2+¢
b f(x)=ex+e?geeft F(x)=e-ix?+ex+c=tex?+ex+c

4 _
¢ S0)="3

=3x = 3x73 geeft F(x) = 1x —%X'2+c——x2+%+c

d f(x):xe"‘exgeeftF(x): xe+1+eX+c

1
x 5
e f(x)=4"+x* geeft F(x)= 1(4) 5x +c
f f()—5—7—3—-;—13x'5geeftF(x)=3%ln|x|—1%-%x%+c=3%ln|x|—3%«/;c+c
2

Bladzijde 103
a f(x)=£— 1=8x3-1 geeftF(x)=—4x'2—x+c=—i—x+c

2
+2x +
b f()—w 1+2x'3+3x'4 geeft
x4
F(x)=—1n|x|—x'z—x'3+c=—1n|x|—iz—%+c
xr x

c f(x)=§x3—5xf+2-«3/_=gx3—5x1%+2x%geeft

Fix)= 6x —ilx22+£x13+c——x x? - f+l x-3x+ec
2 3

d f(x)=ex? - 2sin(x) geeft F(x) = e - $x3 + 2 cos(x) + ¢ = +ex3 + 2 cos(x) + ¢

x2ox=3x/x+1 |

e flx)= 7 =3x7— I%x'%+%x'2 geeft
Fx)=3-—x 15—11 lxz—ix'“rc—%x X = 3\/;—21—x+c
2 2
3. 106 107 3107
f f(x)=3-10"—5¢" geeft F(x) =3 - Tn(10) Se¥+ In(10) 5¢tc¢
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11 F(x)=Cx+ Qxyx = 3x21+ qxlé geeft F7'(x) = 7%xl% + 1%qx% = 7%x«/; + l%q\/)_c

12

Dit moet gelijk zijn aan f,(x) =pvx + 2pxv/x, du52p=7%enp=1%q
_ 13 _2 _2.15_41
; : p=3ieng=3p=35-7=23
Dus voorp=33enq=25.

a f(x)=2x—3geeft F(x)=x2—-3x+c
b F(1)=2geeft 12-3-1+c=2
1-3+c¢=2
c=4
Dus F(x) =x%—3x + 4.
¢ De grafiek van F(x) = x> — 3x + ¢ raakt de x-as, dus

D=0
9—4c=0
=(-32—4-1-
D=(-3)y—-4-1-c¢ de=9
c=2%

Dus F(x) =x%>—3x + 2%.

13 f(0)=(2— 12 =x*—2x2+ 1 geeft F(x)=1x° —3x3+x+¢

14

15

16

F(1)=7 geefti—3+1+c=7

c=6%
=1,5_2,3 7
Dus F(x) =5x° —5x° +x + 613.

F(x) = (ax?+ bx + c) e** geeft
F'(x)=QRax+b) - e¥+ (ax®>+ bx+c) ¥ 2= (2ax*+ (2a +2b)x + b+ 2c)e*
Dit moet gelijk zijn aan f(x) =x%?e*, dus 2a=1A2a+2b=0Ab+2c=0.

2a=1geefta=% 1 _
2a+2bh=0 2:3+2b=0

2b=-1
h=-3 }
b+2c=0

3

2

b=-3
c=0
Dusa=%,b=—1

1
2
c

— I+
= N

2
o=
enc= %
a A(p)= O(rechthoek) + O(driehoek)=p - b+3-p-(ap+b—b)=bp+ip-ap=12ap>+bp
b A(p)=ap+b
Dus 4'(p) =f(p).
Bladzijde 105
a f(x)=0geeft3x>—x3=0
¥’3-x)=0
x=0vx=3

3
o) =[(3x2 = x¥)dr = [x3 —ix“]g =27-%-81-0=62
0
P
b [(3x?—x3)dx=33
0
o453
pi—ipt—-0=33
p3 - %174 — 3%
Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft p ~ 1,84.

© Noordhoff Uitgevers bv

Integraalrekening

85




17 oW)=1-0(r)
lf sin(x) dx = %of sin(x) dx
- cos(x)], = 3[-cos(x)j
-cos(p) + cos(%n) = %(—cos(n) + cos(0))
~eos(p) +3=3(1+ 1)
~cos(p) +3=1
~cos(p) =3
cos(p) =3
p=in

Bladzijde 106
12 12 .
18 a O()= [Vrdr=[xidr= [ = Bava]) =3 12V12-0=8Y12 = 16V3
0 0

p
b O(V)=18 geeft [Vxdr=18
0

el 15
pp=18
pli=27
p=2T
rp=9

c O(m)=0(W,)

4 p
[Vxdx=[vxdx
0 4

4 4
[Favx]y = [5xva],
/i 0=3pp 3443
p 23448
pl%=l6
p=l6§

19 a O(V)=5
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b OW)=2-0(V)
2p b4
[evdx=2[e*dx
P 0
[ = 2[ex]}

e —eP =2(eP — )

e —el=2el -2
(eP)>—3eP+2=0

Stel e? = u.

u?=3u+2=0
w—1wm—-2)=0

u=lvu=2

e?=1ver=2
p=0vp=In(2)

p =0 voldoet niet, dus p = In(2).

20 a F(x)=xIn(x)—xgeeft F'(x)=1"In(x) +x - % —1=In(x) +1-1=In®)
F'(x) =f(x), dus F is een primitieve van f
b OV)= Tln(x) dv = [xIn(x) — ] = eln(ed) — 2 — (In(1) — 1) =262 — 2 + 1 =2 + |
c O)= 110
1fln(x)dx =10

[xInx —xI7 =10

pln(p) —p—(In(1) = 1) =10

pln(p)—p+1=10

pln(p)-p=9

Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft p ~ 8,174.

21 a Fyx)= 1pcosi(x) — pcos(x) geeft F (x) = 1p - 3cosX(x) - —sin(x) + psin(x) = -psin(x) cosX(x) + psin(x)
= psin(x)(-cos3(x) + 1) = psin(x) sin®(x) = psin3(x)
F,'(x) =f,(x), dus F, is een primitieve van f,.
b /(x) =0 geeft psin’(x) =0
sin(x) =0
x=k-'m

(@) s

T T
Oy = [ 7,0 &= [3pcos’@) —peosx)] =3p--1-p--1-(Gp-1-p- 1)
=-ip+p-Gp-p)=3p+ip=1ip
O(V,) =4 geeft 13p =4
p=3
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23

24

88

Bladzijde 107
a F(x)=3(2x3 - 10)* geeft F'(x) = 12(2x> — 10)? - 6x% = 72x2(2x3 — 10)*
F'(x) =f(x), dus F is een primitieve van f.

b G(x)=xIn(x) geeft G'(x) = 3x% - In(x) +x3 - % =3x2In(x) + x2 = x2(3 In(x) + 1)

G'(x) = g(x), dus G is een primitieve van g.
¢ K(x) = cos(x) geeft K'(x) = 3 cos?(x) - —sin(x) = -3(1 — sin?(x))sin(x) = 3 sin(x) — 3 sin(x)
K'(x) = k(x), dus K is een primitieve van k.

a fx )—%=3x+2—7-lgeeftf7(x)=1%x2+2x—7ln|x|+c
b f(x) \f+——1—x +13x 2—lge:eftF(x) —1 §1+1%-%)c%—x+c=%x-%/;+3% X—x+c
W T
c f(x)=5"—¢" geeft F(x)= m—e"
2
_el 2 _ _
a O) —f; ln|x| =In(e?)—In(1)=2-0=2
1
b O()= 22geeftf dx=21
[lnlxl] =2;
In(p) — In(1) =21
In(p) —0=23
In(p) =25
p ezl

11.2 Oppervlakten
Bladzijde 108

a F(x)=aBx+1)°+cgeeft F'(x) = 6a3x+ 1)’ - 3=18a(3x + 1)°

b F/(x)=18a(3x + 1)° moet gelijk zijn aan f(x) = (3x + 1), dus 182 = 1 en dit geeft a = 1.

Bladzijde 109
%F(ax+b)+c] =é~f(ax+b)'a=f(ax+b)

Dus %F (ax + b) + ¢ zijn de primitieven van f(ax + b).

a f(x)=(ax+b) geeftF(x)Z% (ax+ by 1 +¢

n+1
ax+b
— gax+b — 2.
b f(x)=g geeft F(x) 2 ) +c
c f(x)— b geeftF(x)——1n|ax+b|+c

d f(x)=cos(ax + b) geeft F(x) = ;sin(wc +b)+tc

Hoofdstuk 11
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25 a f(x)=(x—1)Sgeeft Fx)=1-12x— 1) +c=52x— 1) +¢
1

1 _ 1 )
b f(x)=m=(3x+4)3geeftF(x)=§-—2(3x+4)2+c=—m+c

¢ f(x) =43~ 2x =4(3 — 2x)? geeft F(x) =4 — (3 21+ e=-113 - 2)/3-2x +¢
d f(x)= \/_x—z(l —x) 2 geeft F(x)=2 - — —(1 xyi+c=-4/T-x+c

e f(x)=sin(2x + {m) geeft F(x) = -cos(2x + n) +e

f f(x)=3cos(3x —m) geeft F(x) =3 - 2sin(3x —¢m) + ¢ = 6sin(3x — 1) + ¢
26 a f(x)=;=3(2x—1)‘4geeftF(x)=3-%'L(2x—1)'3+c=—;+c
(2x — 1)} 3 22x— 1)

b f(x)= (4x + 3Wax + 3 = (4x + 3)'2 geeft F(x) = &y (4x +3)2 4 c=s(dx +3)2 - Vax + 3 +¢

2
C f(x)=2sin(3x +3m) geeft F(x) =-2 - tcos(3x + %n) +c=-3cos(3x +3m) + ¢

d f(x)=8 ~$/3 —4x = 8(3 — dx)* geeft F(x) =8 ~i%(3 —dx)5te=-11(3—4x)- Y3 —dx+c
3

1 1
e fx)= . +1 6'3x+1geeftF(x)=6'§1n|3x+1|+c=21n|3x+1|+c

0= et — 4o geeft F) =detre1 - L. 20 4l o AT
i e In(4) °* eIn(4)
g f(x)=3x—cos(l — 2x) geeft F(x) = l%x2 + ism(l -2x)+c¢
5 5

h f)= = = 5(2x - 3)2 geeft

Sx) 1219 (xo3) (2x —3)2 gee

IS U S __ 5 ___5
Fx)=5"-3 _1(2x Hl+e —2(2x—3)+c 4x—6+c

1

1

27 a [sin(2x— %n) dx= [—%cos(2x - %n)]j: = —%cos(%n) + %cos(%n) =0+ % : %\@ = %\/g
1 6
U
o 1
b [(2x+cos(3x) dr = [x2 + 2sin(30):" = 72 + 2sin(jm) — (0 + 2sin(0) = §n2 +2 - 32 - 0
0
= %nz +42

Bladzijde 110
28 f(x)=0 geeft 1 +2cos(3x —2m) =0
2cos(%x - %n) =-
cos(%x - %n) =-3
;x—%n—szrk 2nv;x—%n=—gn+k-2n
2x—121r+k 2nv2x 6n+k 2n
x=3n+k- 4nvx—3n+k 4n
xin [0, 4] geeftx =invx=3n
o) = ffu +2cos(3x — 2m)) dx = [x + 4sin(3x — gn)];[‘ =3n+ 4sin(3n) — (4n + 4sin(- 2m))
R

=3n+4-3V3 - (3 n+4--3v3)=3n+2/3 - “+2\/_ 23n+4\/—

© Noordhoff Uitgevers bv Integraalrekening 89



9

_ —g._1 9.1, -
29 a f(x)—3x+2—9 3x_|_2geeftF(x)—9 3 InPB3x+2[+c=3In3x+2|+c
1
o) =0f3x9+ 3 dx=[3In]3x + 2|]g =3In(3) - 3In(2) = 31n(1%)
k9

o) = f3x+2 dx = [3In3x +2]]) =3In(3p +2) — 3In(3)
o) =30( V) geeft 3In(13)=3In(3p +2) — 3In(3)

In(3p +2) = In(13) + In(3)

In(3p +2) = In(43)

3p+2=4%
3p=2%
p=3
b O(W)=In(¥)
K 27
qf3x+2dx=ln(§)

[3 1n3x + 2|27 = In(¥)
31n(6g +2) — 3In(3g + 2) = In(¥)

6g+2\
3ln(3q+2) =In(%)

6g+2
31n(33+ 2) = ()

2(6g +2)=3(3¢ +2)
12g+4=9g +6
3g=2
_2
q9=3
30 f(x)=2e! " geeft F(x)=2--3e! ¥ +c=-6el F+c
0 1 » 1
O(V)=2-0(W) geeft [2e' 5¥dx=2[2e! 3*dx
9 ;
0 P
[_661_%x]_p=2[—6el_%x]0
-6e! + 6el+%p:2(—6el_%p+6el)
—6e+6e-e%l7:_lze.e-%p+ 12e
-1 +C%p=—26_%p+2
e -3 +2(e%p)—1 =0

Stel & = .
u—3+2ul=0
w?=3u+2=0
u—1Dw—-2)=0

%=lvuf2

ef=1vel =2

p=0v3p=In(2)

p=0vp=3InQ2)
p = 0 voldoet niet, dus p =3 In(2).
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31 a De regel gaat over functies van de vorm f(ax + b) en g is niet van deze vorm.
b G(x)=p(®—4)'7+c geeft G'(x) = 13p(x® — 4)2 - 3x2=41px2 - Vx3 - 4
Er bestaat geen waarde van p waarvoor G'(x) = 2vx3 — 4.

Bladzijde 111
32 a Stel 4 is het gebied begrensd door de x-as, de lijnen x = a en x = b en de grafiek van f.
)
Dit geeft O(4) = [ f(x) dx.
a
Stel B is het gebied begrensd door de x-as, de lijnen x = a en x = b en de grafiek van g.

Dit geeft O(B) = f 2(x)dx.
b b
Dus O(V) = O(4) — O(B) = aj f(x)dx — aj 2(x) dx.

b b
b O() = [ fix) dv = [ g(x) dr = [F0l3 ~ [GI; = F(b) ~ Fla) = (G(b) — G(a))

= F(b) — F(a) — G(b) + G(a) = F(b) — G(b) — F(a) + G(a)
= F(b) = G(b) = (F(a) = G(a))

b
¢ O(V)=F(b) = G(b) = (F(a) — G(a)) = [F(x) - GW)]; = af (f(x) — g(x)) dx
Bladzijde 112

33 a Schuif de grafieken van f'en g beide ¢ omhoog. Zie de figuur.
y

\
/|

i
i
i
O| a

X

b
b b b b
O0F) = (/) + g)d = [ (8) + g) = [ (/) + g~ g(0) ~ )dv = (/) ~ gl i

b b
b [p-f@)dx=[p- Fl,=p F(b) ~p - Fla) = p(F(b) = F@) = p[F®)]; = p | f) dv

Bladzijde 113
3¢ a O(V)=[sin(x)dx= [—cos(x)]g =-cos(m) +cos(0)=1+1=2
0

ow) = —2fnsin(x) dx = ~[~cos(x)] " = [cos(x)]>" = cos(2m) —~ cos(m) = 1 — -1 =2

b 2fnsin(x) dx= [—cos(x)]é’t =-cos(2m) tcos(0)=-1+1=0
0

2n b 2n
| sin(x)dx = [ sin(x)dx + [ sin(x)dx=O(V)+-0O(W)=2-2=0
0 0 T

35 f(x)= g(x) geeft sin(x) = cos(2x)
cos(x —%n) = cos(2x)
x—%n=2x+k-27tvx—%1r=—2x+k'27t
—x=%n+k-2nv3x=%n+k-2n
x=—%n+k-2nvx=%n+k-%n

x1in [0, 7] geeftx=%n vx=%7r

0 = T (/9 - 2w s = J (sine) - cos(20) d = [-cos) ~ sin20)]

Ix Ix
= -cos(3m) — 3sin(15m) — (-cos(¢m) — 3sin(3m) =33 —3--3vV3 — (-3V3 — 3
=13+ 13+ /3 +1/3 =133
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36 a x’=2x
x=0vx?=2
x=0vx=+y/2vx=-y2
NG
o) = [ @e-x)de= [~ 4P =2-1-4-0=1
0
p
b [Qx—x})dr=2met0<p<y2
0
P
o] -
pr=ipt=0=3
4p?—p*=2
pr=4p?+2=0
Stel p? = u.
u?—4u+2=0
D=(-42-4-1-2=8,dus VD =2v2
4+242 4—-2v2
2‘/_=2+\/§vu= 2¢_=2—«/5
pr=2+2vpr=2-42
p?=2++/2 voldoet niet, dus p2=2—+2
p=\/2—\/5vp=—v2—x/5
p=—\/2—\5voldoetniet, dus p= 2-+2.

u=

37 f(x)=1geeftx3-5x2+6x+1=1
¥3-5x2+6x=0
x(x2—5x+6)=0
x(x—2)x—=3)=0
x=0vx=2vx=3

2 2
0(V)=Oj(f(x)—1)dx=of(x3—5x2+6x)dx= [t = 133+ 3270 =4 2913234322 0 =23

3

owy=[( —f(x))dx=f(1 — (3 —5x2+ 6x + 1))dx=f(1 —x3+5x2—6x— 1)dx
3 2 3

3
=2f(—x3 +5x2 = 6x)dx = [— Tt + 150 - 3xz]z

:_i.34+1%.33_3.32_(_%.24+1%.23_3.22):%
2
O0) 25 s p_n_g
O(W) 15_2 3 5 5

Dus O(V) is 6% keer zo groot als O(W).

Wit

Bladzijde 114

38 f(x)=g(x) geeftx —44y/3x—5=-x
44/3x -5 =2x
16(3x — 5) = (2x)?
48x — 80 = 4x?
4x2—48x+80=0
x2—12x+20=0
(x=2)(x—-10)=0
x=2vx=10

10 10 10
0V = [(g(x) — f(x))dx = [ (-x —x + 4V/3x — 5)dx = [ (-2x + 4(3x — 5)2) dx
2 2 2

1110
- —x2+4-%-i(3x—5)17 = [+ 5Gx - 53— 5], =100+ 1115~ (-4 +§) = 142
2

2
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39 Knikkenalsx2—9=0
x2=9
=3vx=-3
Dus xz=3.
f(3)=6, dus k: y=6.
Voor -3 <x <3 geldt f(x) =-(x2—9) +2x =-x2 +2x+ 9.
x2+2x+9=6
x2+2x+3=0
-2x-3=0
(+ )x—3)=0
x=-1vx=3

003=fuvo—®dx=feﬂ+ax+9—®dx=feﬁ+2x+$dx=Péﬁ+x2+ﬁfl
-1 -1 -1
=3B +3243-3- (-3 1P +(-1P?+3--1)=103

40 f(x)=q geeft 3* = g, dus x = 3log(q).

o - 3lofg(q)(q = 310Jg(q)(q 3y i ‘qx 3 1°log(9) - loglq) - q ( 1 )
0 L 0 | In(3)], In(3) In(3)
=q - ’log(g) + 1n(3(§
o
o= [ gw-ga= | G-gu-|Ze-al 32 —2q—<ri——qﬁmgm)
“log(g) “loglg) LG n(3)

29 .3
- 1]1(3) 26] + q log(q)

O(V) = O() geeft q - *log(q) + ln(3) 1n(3) =2 +q - log(q)
8
2= 003)
__4
77 n(3)
2
41 a f(x)=—1% geeftx+x—x+1=—1%

x2+x+1=—l%x
x2+25x+1=0
(x+3)(x+2)=0

1
x=-3vx=-2
1

0(V)=__f(f(x)——1%)dx=:f< 2+x+1+12)dx _{(x+1+1+1 )dx f(x+31€+2 )dx

(S

=[4 2+1n|x|+22x]% -3 +In(3)+ 25 -5 (3 (-2 +1n(2) + 25 - -2)
1
8

=1-InQ2)- 13-2-In@2) +5=1Z-2In(2)

b OW)=2 geeft f(f(x) —(x+1)dx=2
i

f(szrx—ijl—(x+l)>dx=

1
4

f(x+1+——x—1)dx=2

1

P

f

X

[1n|x|]’f =2
In(p)—0=2

In(p) =2
p=¢
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42

43

94

Bladzijde 115
De snijpunten van de grafiek fen de grafiek van /" liggen op de lijn y = x.

fx) = x geeft 3 - —==x y
3x+2)—4=x(x+2)
3x+6—4=x2+2x
x2-x—-2=0
x+Dx—-2)=0

x=-lvx=2 -1/

finv y=X

Zie de figuur hiernaast. e
4

2 2
00@=2J(ﬂ@—xﬂh=2j(3—;IE—x)h
=2[3x— 4lnjx + 2 - 1x2,

=2(3-2-4In(4)- 122~ (3—1—4mu)—§«4y»
=2(6-4In(4)—2-(-3-0~-
—2(71—4In(4)) = 15 - 8In(4)

P(p, 2e%%)
O(rechthoek) = p - 2%
oV)=0(W) geeft O(W) O(rechthoek)

I(z e0,2x) dx=p- e0.2p
0
[10 eo’z"]ﬁ =p-el

10e%%7 —10=p - 0%
Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft p ~7,97.

Bladzijde 116
1 1 1
a f(x =p(l—x)> geeft pX)=p — 7 —xp+tc=-2pJyl -—x+c
G m T V

b O, = I(Jz(x> ~ fio0) dx = I(J— F)dx I(m)dx=[—8m]2

=-8+8

Oo(V,) =12 geeft -8 + 8\/1 —qg=12
8y1—¢g=20
64(1—q) 400
g=-5!

Hoofdstuk 11
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45 a y

"4
0 X
f(x) =8 geeft xy/x =8
x3=64
x=4

4 4 4 .
O)= [ (8~ ) dx =] (8 —xvx) dx = [ (8~ x"3) dx = [8x — 2] = [8x — 242 - V&
0 0 0
=8-4-2-42-/4-0=32-123-0=191
b f(x)=xvx =x" geeft f'(x) = 13x7 = 13x
4 4 4 |
L=[y1+ (@) de=[1+(13v%) dv=[4/1 +2lede= |1+ 240t de
0 0 0 0
ot +2%x)1%]4= [0+ 2b0y1+ 28] = £0vT0 - 1)
3z 12 0

omtrek J'=2(10v/10 — 1) + 4 + 8 = 21,07
p 12
¢ L=J{Trr@Pac=[50+ 201+ 24| =50+ 241+ 250 -

omtrek 7 =10 geeft 5=(1 + 23p)y/1 +24p -2 +p +pyp =10

Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft p =~ 2,29.

46 f,(x) = pln(x) geeft f,'(x) =§

Stel A(a, pIn(a)).

, pln(a) p
e, =f,'(a) geeft PR
In(a) =1

a=¢

Dusk:y= gx.

Jp(x) =0 geeft pln(x) =0
In(x)=0
x=1

xdv = J ) de = [z%xZ] ~ [pxIn() — px]; =3pe =0~ (pe—pe = (0= p)) =3pe —p

I

o=
0 0
=p(ze— 1)
ow)= 1Iji,(x)dx= [pxIn(x) = px]; =pe —pe = (0—p)=p

o) pGe-1) . ;
us = =>e — | en dit is onathankelijk van p.
O(W) p 2 il P

D
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Bladzijde 117
a f(x)—4(3x 2 geeft F(x) =4 -4 13x =20 +c=2(3x—2)° +¢
3 NS
b f(x)= x/_ 53— 5230

Fx)=5- L —(2 3x)2 3- —1n|2 3x|+c——3 V2=3x+In2—-3x|+c

¢ flx)=3-10%" 2geeftF(x)=3-l-103x G (i
3 Tn(10) In(10)

d f(x)=2—3sin(mx — 2) geeft F(x) =2x+3 'Ecos(nx— 2)+tec=2x+ %cos(mx -2)+c

eft

1
3 2—3x ge

a f(x)=g(x) geeft 2vx =x
4x = x2
x=0vx= 4
. 4
o) = J" (f(x) ~ ) dr = f (2vx ~x)dv = I (22— x) dx = [ ﬁlf—%xz] = [fevr - 407,
2 0

Wl

_32 —
4-2-1.42-0=2-8-0=22

=

V4

b OI (f(x) — gx)) dx = 13
[ty =22 = 1
Bpyp —3p>-0=13
I3pyp —3p7 = 15

Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft p ~ 1,51.

11.3 Inhouden

Bladzijde 118
Het groene lichaam is te benaderen door de cilinder met straal /(x) en hoogte A.
Dus de inhoud is ongeveer - (f(x))? - &

Bladzijde 119
F(x)=2x geeft 3 —vx =2x
Vx=3-2x
x=(3—-2x)>
x=9—12x +4x?
—13x+9=0
D=(-132—4-4-9=25dusVD =5
:138+5:2%w:138 5_ 1
x=2% voldoet niet, dus x = 1.
F(x)=0 geeft 3 —+/x =0
Vx=3
x=9

I(L) =1rfl(2x)2dx+ nf(:s - \/E)zdx=nf4x2dx+ nf(9 — 6x7 + x)dx
0 1

—n[ x3] +1 9x—%x1%+%x ]9=n[§x3]é+n[9x—4x«/;+%x2]?
2 1

=in-0+m9-9-4-9-3+5-92-(9-1-4-1-1+5-1%)=lgn+8r=95n

Hoofdstuk 11

© Noordhoff Uitgevers bv



49

50

51

52

Bladzijde 120
1 1
a I(K)=nf()Pdr=nfe*dr=n[}e?] =n(3e? -}
0 0
2 2
M) =nf (@ dr=ne™dx= nl3e2] = n(tet — 1e?)

IL,) n(l f-3e) e 1)
MK ne-4)  ime2-1)
Dus I(L,) is e* keer zo groot als /(K).

= a2

P P
b 1Ly =xf P dr=r]edr=rllef =aler - e
1 1

1 1 1
L) m(ze%—7¢%) m(e¥—e’) o2

1K) 1t(lez—l - Ine®—1) S oe2-1
IL,) _e2
T~ 10 geett < =10

e? —e2=10e?— 10

e =11e2-10

2p =In(11¢? - 10)
p=1In(11e? - 10)=2,1333...

Dus p = 2,133.

a gx)=—
9

1(3\2 T e . 9.9
b 1(M)=nj(—) dx=n[9%x2dx=nl-9x]{=n|-= =n(——+ ) 6
i\x i xh 3 1
Het lichaam L dat ontstaat als " wentelt om de lijn y = 2 is even groot als het lichaam A dat
ontstaat als ¥ wentelt om de x-as, omdat /" en de lijn y =2 beide 2 omlaag zijn geschoven.

5
- 3)dr = fzxidx [4- din2x — 1] = [21n20 — 1]}
1

a O)= f(f(X) 3)dx= f(3+

= 2ln(9) ~2In(1) = 2ln(9) —0=21In(9)
b Stel Uis het vlakdeel dat ontstaat als 7 over een afstand 3 omlaag wordt geschoven.

Dan wordt U ingesloten door de grafiek van de functie g(x) =f(x) — 3 = x4— endelijnenx=1enx=35.

8
2x—1 1

1

5
I(L)=nlf(2x4_l> —nlf(z = nf16(2x—1)2dx al16-3--@x— 1 =x|-

5

=n(-5+8) =757

1(L1)+I(L2)=1tf8(w/x—_2)2dx=7tf8(x—2)dx=n[%x2—2x]§=n(%-82—2-8—(%-22—2-2))=18n
IL)= 18ngeeftnf(\/— Y dx=9n

n2f(x—2)dx=9n

2f(x—z)dx=9

[%xz—Zx];=9

-2a—(2-4)=9

a*=2a-7=0

—4a—14=0
D=(-42-4-1--14=72,dus VD = 6v2
4+26ﬁ=2+3ﬁva=4_26ﬁ=2—3ﬁ

Q WI= D=
[3S]

a=

a=2—3v2 voldoet niet, dusa =2+ 3v2.
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Bladzijde 121

¥ 3%x+1p 2.3%x+1p 2.3+ 1 6 2.3+ 6
_ sx+1 — PR = = - =
53] @ O()=[3"""ds [2 n3) L [ nG3) ], @) WG G

12 1
L2t g =
() geeft 23 6=12

2-3¥*1=18
3ptl=9
3p+1=32

o) =

i e e 2 ge e |3 (329 N (3729
b ity =] 6 ae=sf3 el ({5 w) (%)

J(Lp)=ﬁ geeft 3772 -9=18

11’1(3) 3p+ 2 — 27
3p +2 — 33
pt2=3
p=1
54 a [(L)=83m—2in=63n
3 3 3 3
b z](f(x) - g@)Pdv=n](x— 30 dr=n] Gx) de = de=n 5] =m( 3 -5 1)
i i i i
= 2%71
;i ;i 1,32 3 1 2 3 1313
7 (/) ~ (@G dv = (2 = G dv = (2 — ) d = m [ G v = nfz])
“a(d3 b 1= 6in
Dus Irma heeft gelijk.
Bladzijde 122
b )
55 Je kunt /(L) niet berekenen met 7 [ (( /(x))? — (2(x))?) dx of 7 [ ((g(x))? — ( f(x))?) dx, want dan
a a
krijg je de inhoud van een uitgehold omwentelingslichaam en daar is bij L geen sprake van.

b
In dit geval bereken je /(L) met 7 [ ( f(x))? dx.
a

56 /(x)=g(x) geeft Vx =3x
x=ix2
x=0v%x=1
x=0vx=4

I(L)= nf((f(x))2 — (g(x))}) dx = nf (-3 de=nix? - 50 = a3 42— £ -0)=2%n
0 0

57 f(x)=g(x) geeft -x =x2 — 4x
x2=3x
x=0vx=3

L) = 7If((g(X))2 —(f@))dx = Nf (= 4x)* —x?) dx = ﬂf(X“ —8x3 + 16x2 — x2) dx
0 0 0

3
=n0f(x4—8x3+15x2)dx=n[§x5—2x4+5x3]3=n(§-35—2-34+5-33—0)=21§n
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Bladzijde 123

58 f(x)=g(x)geefte**=15-2¢"
()P =15-2¢"
Stel e¥ = u.
u?=15-2u
w2 +2u—15=0
w=3)u+5=0
u=3vu=-5
ef=3ve=-5

x=1In(3)
In(3) In(3) In(3)

L) == f ((8x))* = (S dx=n f (15 -2e9 = (™)) dx=n f (225-60¢" +4e™ —e*)dx

—n[225x 60 ¥+ 26> — 14)6]“(3)—1:(225111(3) 60-3+2-32 -1 3 —(0-60+2-1)

=m(225In(3) — 180 +2 - 9 —1 - 81 + 581) = n(225In(3) — 124)

59 a f(x)=3geeft%x+%=3

x2+5=06x
x2—6x+5=0
(x—DEx=-5=0
x=1vx=5
2 2 5 5
o= —f(x))dx=lf(3 e 2 ae= [ - 23mi]
=3-5-2-52-21In(5)— (3-1—%- 12— 23In(1)) = 6 — 23In(5)

b /(L) =nf (32 (S dv =] (9 - (& +2i)2>dx=nj(9 (et 351y de =

—nI(9—zx Fx?)dv= nf(é——zx By 2 dv=n[6x - g} + 2x 1]
255 25 25
=n|63 —%x3+4—] =n<6%-5—%-53 ﬁ—(@ = e 1)>=10%n
60 a f(x)=10geefti=10
xx
xvVx =1
x=1
4 4 1 14
O(V)=I(IO—f(x))dx=f(10——>dx j(10—10x Hdx=[10x—10-—x
1 1 x\/; -3 1
20 20 20
[10x+[ =10-4+25 (10 1+ 1) 20

b I(L)= nj(loz—(f(x))z)dx j(loo—L'O>dx nj(100—100x 3) dx

501 (100 4+i—0—<100 1+51—0)>=253§n

= x[100x + 50x°2]} = [IOOx +2

1
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61 Voor x <0 geldt f(x) =-1x2 = 2x +ix=-1x2 - Iix.
14

5]

f(-3)=21%, dus 4(-3, 27).

Voor x > 0 geldt f(x) =-1x2+ 2x + Ix=-1x2+ 21x.
—%xz +2%x=2%

—3x2+23x-24=0

x2—10x+9=0

x—DE-9)=0

x=1vx=9

L) = nf (f()* = PP dx = nf (%2 +25x7 = 575) dx = nf (1ex* = 132° + 63x% = 575) dx
1 1 1

9
1

=g P - 925 P 55 9 (g P 14425 P =55 1) = 1647

—[L,5_5_ 4 1.3 _c1
_“[sox T6X" 275X Sléx]

Bladzijde 124
62 a Voorfgeldty=3vx, dus voor /™ geldt x = 3,/y

x2=9y
—1.2
_ | y=ox
Dus f"¥(x) = 5x* met x > 0.
y
fimv
v
X
0] 6

b 6
» 6
I(L)= naf (f/™(x))dy = nof 8%x4 dx=mn [4—(1)5x5]0 = n(ﬁ 16°—0)= 19%n

De gebruikte grenzen zijn 0 en 6.
b Voor fgeldt y =3vx
2 =9x
x=3)2

2_1.4
T

6 6
6
c I(L)=1t0fx2dy=n()fg—11y4dy=n[ﬁy5]0=n(ﬁ- 6°—0)=194n

Bladzijde 125
2 2
63 /(L)=I(cilinder) — m[x2dy=m-42-2—n[y*dy =321 n[éyS]f) =32 —n(Z-0)=253n
0 0

100 Hoofdstuk 11
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64 a vy

3 y:\’ZnyZS
Vv
0 2 X
y=12x—4 geeft y2 =2x—4
2x=y2+4
x=1y2+2

2= (37 +2)
x2=iy4+2y2+4

3 3
K1) =nx>dy=n] Gyt + 27 + ) dy =alshyS + 3y + 4 =m( - 34537 +4-3-0)
0 0

=423
b y=3geeftv2x—4=3

2x—4=9
2x=13
x=6%

63 63 63 63 |

IM) =7 [3dc—n [ (Vax—42dv =7 [9dv -7 [ (2x — 4) d = [9x]& — nlx2 — 4x]$
0 2 0 2

(9 61— 0) = (612 —4 - 61— (22— 4-2)) = 58 70 — 2017 = 3817
(9-63—0)—n((63)2—4- 65— (22—4-2))=5831— 2051 =383

4 4
65 a I[(L)=n[x2dy=n[ydy= n[%yz]g =n(3- 42— 0)=8n
0 0
b P(p, q) ligt op de parabool, dus g = p2.
P q
I(L,) = I(M,) geeft nfy2dx=n[x2dy
0 0

2

b4 V4
[xtdx= [ydy
0 0

1517 _[1 2P’

[s=%], =[5

p°=0=3p" -0

2p5:5p4

p4=0v2p=15

pZOfoZE 1 1
p =0 voldoet niet, dus p =25 en g = (25)* = 63

Bladzijde 126
66 Voor fgeldt y = x2.

a a
IK)= 7tofx2 dy = néfy dy= n[%yz]g = :tt(%a2 -0)= %naz

b b
b
I(L)= 7'Eafx2 dy= n!y dy= n[%y2]a — TE(%b2 _ %612)
I(K)=I(L) geeft yma® = n(36% — 3a?)
la2=1p2 152
L - g
b*=2qa?
b= */5 a
Dus k= +/2.

101
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67 a f(x)=0geeft2x+6=0
2x=-6
x=-3
y
.

—

X
-3 O

IL)=n lf)(\/2x +6) dx=n (I)(Zx +6)dx = alx? + 6x1% = 7(0 — ((-3)*+ 6 - -3)) = 9n
-3 -3

b f(0)=V6
y=+v2x+6 geeft y2=2x+6

2x=y>-6
x=3%-3
x2= (3% =3y

K=yt =3y2+9

v f61 1 V6
I(M) =7r0fx2dy=7t0f(Zy4—3y2+9)dy=n[ﬁy5—y3+9y]0

= (z5* (V6)' — (V6)’ +9V6 — 0) = (55 36V6 — 6v/6 +9V6) = 43n/6

c y

L
////

O

x=-3

Stel U is het vlakdeel dat ontstaat als 17 over een afstand 3 naar rechts wordt geschoven.
Dan wordt U ingesloten door de grafiek van de functie g(x) = /2(x —3) + 6 = v2x,
de y-as en de lijn y = 4.
y=+/2x geeft y2=2x
x=3y?

214
XT=3y

4 4
4
I(N) =7r0fx2dy= nOHy“dy = n[z—loys]o = n(% 4 —-0)= 51%7:

68 y=In(x) geeftx=r¢”
x2=e¥

a a
L) =n[x*dy=n[e>dy= n[%e2y]g = n(te2a—1)
0 0

«m=%ﬁﬂ®@mmﬁwﬁ=%mﬁha
e —1=1e0-1
e2a = %eé +%
2a=In(3¢% +3)
a=3n(3eb +1)
a=2,655
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69 a J(L)=nf(x2+4)dx=n[§x3+4x]f4=n(§-43+4-4—(%-(—4)3+4-—4))=74§n
-4

4
b O()= [vVx2+4 dxen van vx? + 4 is geen primitieve te vinden met de regels die tot nu toe zijn geweest.
4

Bladzijde 127

0,852...
70 DeGRgeeft(L)=n [ (22— (xe")?)dx~ 826.
0

71

Los op 4/sin(x) = %x.

Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft x =0 en x =2,427...
2427...

s
De GR geeft O(V) = [ {/sin(x) dv=2,396...en | (4/sin(x) — %x) dx=1,019...
0 0

1,019... is niet gelijk aan de helft van 2,396..., dus de lijn y = %x verdeelt het vlakdeel V' niet in
twee delen met gelijke oppervlakte.

72 a f(x)=0 geeft 2In(x) — In3(x) =0
In(x)(2 — In(x)) =0
In(x)=0vInx)=2
x=1vx=¢?
Dus de nulpunten zijn 1 en e2.
2 1 2-—2In(x)
b f(x)=2In(x) — In*(x) geeft f"(x) = i 21In(x) - Pl —
f'(x)=0geeft2 —2In(x) =0
In(x) = 1
x=e
f(e)=2-1—12=1,dus detopis (e, 1).
c F(x)=4xIn(x) — xIn?(x) — 4x geeft

F'(x) =4"-In(x) +4 ~%— (1 - In(x) +x-2ln(x)~%) —4=4In(x) + 4 — In*(x) — 2In(x) — 4
=21In(x) — In?(x)

X

F'(x) =f(x), dus F is een primitieve van f
eZ
d O(V) = [ 2In(x) - In’(x)) dx = [4x Inx) — xIn*(x) — 4x| 72
i
=4e?-2-¢e?+ 2242~ (0-0—-4)=8e*—4de? —4e’ +4=4

e2
e De GR geeft /(L) = [ (2In(x) — In?(x))? dx = 9,778.
1
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74

75

76

104

Bladzijde 128

f(x) = g(x) geeft 4/2x = 2x2
16 - 2x = 4x*
32x =4x4
x=0viax3=32
x=0vx3=8§
x=0vx=2

1K) = ﬂf (f())° = (g(x)H) dr = ﬂf (4V2x)* = 2 dr = ﬂf (32x — 4x*) dr=rx[16x? - %xs]é
0 0 0

=n(16-22-%-25-0)=383x
b y=42x geeft y2=32x
=Ly
x* = oy

8
IL)=n[x2dy=
0

O%oo

%J’ dy= “[512037] _“(5120 85_0):6%"

Los op 0,1x2e¥ = 5.
Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft x =2,271...

2,271..
De GR geeft O(V)= [ (5—0,1x%e%)dx = 9,02.
0

11.4 Toepassingen van integralen

Bladzijde 129
r r r

I(bol)=2-m[y2dx=2n[(r2 - x})dx= 21t[r2x — %x3]0 =2n(r3 —%r3 -0)=2mn" %r3 =%7‘[l’3
0 0

Bladzijde 130
1 1
. Yo 2 13T 2 1. 1. /1.3 ) 1. 1. /1.3
a I(T)=nfy dx=7r1f(r —x)dx=1t[rx—§x ]%r=1t(r ar—3-(3r) — (7 3r—3-(37)))
4’ ar
_75(2”3_ﬂ”3_4”3+192”) 1927"’
[(T) 1927””3 _4l_ k2

I8) 2 2

Dus de inhoud van bolschijf 7'is 1 keer zo groot als de inhoud van bolschijf S.
b I(K,)=24xn geeft 1 M (3 67 - 6— 71: (3p)2 p=24n

3

32-4pi=24
70 =8
p3=54

p=ys4

Bladzijde 131
r r

IS)=n[yrdx=n[(?—x})dx= n[rzx — %xﬂzr: (3 — %r3 -2 %r—% . (%r)3))
1 1 3
gr gr

— (313 1.3, 1 3 _28 3
=m(r’ —3r’ —3r° +gr°) =g nr

(S,) = njy2dx nf(36 x2)dx = n[36x—§x] =n(36p —1p3— (36 - -3 -1 (-3)})

(369 1p3+99)
I(B)= ﬂn 6° =288
1(S,) =3 L. I(B) geeft n(36p — §p3 +99)=5-288n
36p — §p3 +99 = 144
Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft p = 1,27.
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77 a Lijn/door O(0, 0) en 4 heeft rc, = H = %

k11 dusrc,=-2.

lgy:A_ix;b 2-4+4b=2

oor A(4,2) 8+ p=2
b=10

Dus k: y=-2x + 10.

4 4 4
IK) =n]((-2x+ 10)2 = (20 — x2)) dx = =t [ (4x2 — 40x + 100 — 20 + x2) dx = 7 [ (5x2 — 40x + 80) dx
0 0 0
= n[13x3 — 2002+ 80x|, = n(13 - 43 =20 - 42+ 80 - 4~ 0) = 106m
b m door B geeft y = ap.

B op c geeft p* + 32 = 20.
Invullen van y = ap in p? + y? = 20 geeft p + (ap)* = 20

p>+a*p*=20
a’p?=20-p?
2
2 20—p
PE
T i 1 1 P
¢ I(L)=n[Q20 x>~ (a)?) dr=n](20 ~x? — a’?) dx = n[20x ~ §x* — §a%’]|
0 0
20 - p?
=n(20p — %p3 - %a2p3 —0)= n(ZOp —%p3 - % . p—2 ,p3)
=n(20p — %p3 - 6%}) + %p3) = 13%p7t
I(L) = 40m geeft 1337p = 40
p=3 ,
20 - _72
p =3 invullen in a? = 2p geeft a? = 2032 3 B dusa= 4% =1/11.
p
. . . 0+10
78 a De gemiddelde snelheid gedurende de eerste zes seconden 1s - Sm/s.

Er wordt 6 - 5 = 30 meter afgelegd gedurende deze zes seconden.
b O(AOAB)= % -6 - 10 =30 en dit is de afgelegde afstand gedurende de eerste zes seconden.
10-0_5
6-0 3
s(y=5-1-Wt)=5t-5t=21>
d s() =3¢ geefts'(1) =3¢
s'(f) = v(¢), dus s is een primitieve van v.

c v()=atmeta= L dus v(1) = %t.

Bladzijde 133
79 V() =1r+e — 1 geefts(ty=¢r+e' —t+c
s(0)=0geeft0+e’—0+c=0
I1+c¢c=0
c=-1
Duss(f)=¢3+e —1—1.

80 a(t)=mt
_a20)=a®) 5-0_,
20—-0 20 ¢4

a(t)=1ten w(0) =1 geeft v() =32 + 1
De afgelegde afstand gedurende deze 20 seconden is

20
[G2+1)di=[5A+ 1) =% 20 +20 - 0= 353} meter.
0
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81

83

106

b

C

d

a(f) =-12 + 6t en w(0) = 0 geeft v(r) = -313 + 372
W6)=-363+3-62=36

Dus de snelheid op =6 1s 36 m/s.

De afgelegde afstand gedurende deze 6 seconden is

[ +32)di=[-%t + 13]3:—%‘ 6*+6° — 0 =108 meter.
0

5(6) =108 en v(6) = 36 geeft s(10) = 108 + 4 - 36 =252

Dus op ¢t =10 1s 252 meter afgelegd.

500 — 108 =392

392 meter met een snelheid van 36 m/s duurt % = 10% seconden.

Dusopt=6-+ 10% = 16% is in totaal 500 meter afgelegd.

Bladzijde 134
82 a S54km/u=15m/s

De constante versnelling is a.
w(it)=at+ b env(0) =15 geeft v(£) =at + 15
W(f) = at + 15 en 5(0) = 0 geeft s() = 1ar> + 151
Noem de remtijd ¢, dan geldt w(£,) = 0 en s(¢,) = 0,75.
v(t)=0geeftat, +15=0
at,=-15
s(1,) = 0,75 geeft Tar2 + 151, = 0,75 oftewel 3ar, - £, + 151, = 0,75.

Invullen van az, =-15 in §az, - 1, + 15,= 0,75 geeft -7,5¢, + 15¢,= 0,75
7,5t.=0,75
t.=0,1

Dus de botsing duurt 0,1 seconde.

Alternatieve uitwerking
Het rekenwerk wordt eenvoudiger als het probleem ‘achterstevoren” wordt aangepakt.
Noem de remtijd z, en neem v(0) =0, s(0) =0, v(z,) = 15 en s(z,) = 0,75.

Dit geeft v(r) = ar en s(r) = 2 ar*. Dan geldt

at.=15 } _
Lat2 =075 oftewel ar, - .= 0,75 Z’ffo 10’75

Dus de botsing duurt 0,1 seconde.
;”;:0_115} a-0,1=-15
row a=-150

Dus de versnelling tijdens de botsing is —150 m/s2.
Dit is 15 keer zo groot als de versnelling van de zwaartekracht.

W(6) =-0,212 + 4t en 5(0) = 0 geeft s(1) = - =13 + 272
s(10)=-15-103+2- 102 = 1331
W(1) = 0,812 — 241+ 180 geeft s(1) = =13 — 1242 + 180t + ¢
s(10)= 1331 geeft 1=+ 10> — 12+ 102+ 180 - 10+ ¢ = 1335
8663+ c = 1333
c=-733}
Dus s(f) =23 — 12¢2+ 180t — 7331,
s(15) =1+ 153 =12 - 152+ 180 - 15 — 7331 = 1663
Dus de totale afstand die de auto gedurende deze 15 seconden aflegt is 1665 meter.
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16
b gemiddelde snelheid =

15
Los op -0,2£* + 4t = 11%.
Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft = 3,333...
Los op 0,812 — 247+ 180 = 113.
Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft = 11,273...
Dus op t=3,33 en ¢~ 11,27 is de snelheid gelijk aan de gemiddelde snelheid.
¢ Losop -2+ 22=100.
Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft 1 =8,317...
Dus na ongeveer 8,3 seconden heeft de auto 100 meter afgelegd.

=113

84 a a()=-4e¢ 0 geeftv()=40e "1 +¢

v(3) =32 geeft 4003 + ¢ =32

29,632...+c¢=32

c=27367..
Dus v(f) = 40e %' + 2 367 ..
v(0) =40+ 2,367... =42,367...
Dus de gevraagde snelheid is ongeveer 42,4 m/s.

b w()=40e%1"+2367... geeft s(1) =-400e %" +2367... - t+ ¢
5(0)=0geeft-400+0+¢c=0
¢ =400

Dus s(r) = -400¢e %11 + 2 367... - t + 400.
2 minuten = 120 seconden
5(120)=-400- e 12+2367... - 120 + 400 = 684
Dus in de eerste twee minuten na ¢ = ( heeft ze 684 meter afgelegd.

Bladzijde 135
P P P
a J(Sp)=nzjyzdx=n2[(16—xZ)dx=n[16x—§x3]_2p=n(16p—§p3—(16-—2p—§~(—2p)3))
—p p

=n(16p —3p* + 32p — 23p*) = n(48p — 3p?)
1(S,) = 45 geeft n(48p — 3p3) = 45n
48p — 3p3 =45
Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft p = 1.
b De lijn y =-x + 4 snijdt ¢ in de punten (0, 4) en (4, 0).

4 4 4
L) =n[(16-x2=(x+4))dr=n[(16—x2—x2+ 8 — 16)dx =7 [ (-2x2 + 8x) dx
0 0 0

=a[-3x3 +4x2f = n(-3- 4 +4-42-0)=214n

a a()=4e%"—4 geeft v(r) =40e%1" — 41 + ¢
v(0)=0geeft40+c=0
c=-40
Dus w(f) = 40 e%!" = 47 — 40.
(8) =40e"8 —4 -8 —-40=17,021...
Dus de snelheid op ¢ = 8 is ongeveer 17,02 m/s.
b De afgelegde afstand gedurende deze 10 seconden is

10
[ (40e01 — 47— 40)dr = [400 e — 2¢2 — 40¢];" = 400e — 2 - 102 — 40 - 10 — (400 — 0 — 0) ~ 87 meter.
0
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Kennis- en vaardighedentest

Bladzijde 136
a F(x)=x3e* geeft F'(x)=3x2-e"+x3 - e" = (x> +3x2) "
F'(x) =f(x), dus F is een primitieve van f.
x-Dx+1) 2 x2+1

b Gkx)= 2x Z—x+2In(x+1)geeft G'(x)=x—1+2- P 1 o R

G'(x) = g(x) dus G 1s een primitieve van g.

a f(x)=10xvx = 10x'> geeft F(x)=10 - %x2%+c 42 x+e
2
2 . 3x
G3) (3) “G)

C f(x)=)ch ! =y geeftF(x)=—1x1%+%x%+c=§x\/;+ 2Wx +c¢
Vx 3 2

d f(x)—6ex+x2geeftF(x)—6ex+1x3+c

e fx)= 3x—3——3x—— —geeftF(x)—lzx ——1n|x|+c

f f(x)=3sin(x) + 2cos(x) geeft F(x)=-3cos(x) + 2sin(x) + ¢

b f(x)=2-3"geeft F(x)=2"

F(6) = 6x — 3vx = 63 — 3 geeft F(x) = 3x2 = 3 - —ox + 0 =32 = 2y + ¢
ll
Fl)=5geeft3—2+¢=5 ?
c=4
Dus F(x) = 3x2 — 2xvx + 4.

2 2 P 22
a 0= [Zde=n2de= 21 = [—] —1+2-1
i x? 1 X1
pz |:2:|p
b [= 2172
1Ix2 xh
fldx=l-0(1/)geeft—%+2=l
1x2 2 p 2
2_ .1
_:1_
P
p=13
a f(x)=(2x+6) geeft F(x) =1 1(2x+ 6)S +c=5(2x +6) + ¢

b f(x)=(5x+2)2-V/5x + 2 = (5x + 2)* geeft
F(x)=%-%(5x+2)3%+c=32—5(5x+2)3 Sx+2+¢
2

c flx)=4e¥*3geeft F(x)=4-5e¥ 3 +c=2e""3+¢

__ 10 _ §
d f(x) —m— 103x—1) 2 geeft
—10-t. Ly ylepe=-—10 10
F(x)=10 -3 _1(3x Iy'+c 3(3)(_1)+c 9x_3+c
e f(x)=2cos(mx + 3) geeft F(x) =2 '%sin(nx+ 3)+ c=%sin(nx+ 3)+c

__6 .1 —6-1. _
f f(x)—2x+5 6 2x+5geeftF(x) 65 - In2x+5|+c=3In2x+ 5[ +c¢

Hoofdstuk 11
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2
6 a f(x)=g(x) geeft = +4=—§x+5§

x
X2+ 4=-1x2+5%x
1532 =55 +4=0
x2—4x+3=0
(- 1)x—3)=0

x=1lvx=3

3 3 244 3 4
O(V)=1I(g(x)—f(x))dx=lf(—%x+5%—’“);F )dx=1f(—%x+5%—x—;)dx

3
=] (e st L) ar= i+ sbe aniel]

=-2.32+51.3-4In(3) — (-3- 12+ 53+ 1 —4In(1)) = 10 — 4In(3) — (43— 0) = 51 — 4In(3)

p 2 P p
b 0(W)=lf(x ;4—x)dx=lf<x+%—x)dx=lf4-%dx=[4ln|x|]}17=41n(p)—4ln(l)=4ln(p)

O(W)=8 geeftdIn(p)=38
In(p) =2
p=¢

Bladzijde 137
7 a f(x)=0geeft2x+6=0
2x=-6
x=-3
g(x)=0geeftx=9
fx)=g(x) geeft v2x + 6 =-x+9
2x+6=(-x+9)?
2x +6=x2—18x + 81
x2=20x+75=0
x=5Ex—-15=0
x=5vx=15
x = 15 voldoet niet, dus x = 5.

I(K) =nf(v2x+6)2dx+7tf9(—x+9)2dx=1tf(2x+6)dx+nf(x2— 18x + 81)dx
-3 5 -3 5
= n[x2+6x]f3 +n[%x3 —9x2 + 81x]z
=S +6-5-((37+6-3)Tn(3-9~-9-9?+81-9—(5:5-9-5+81-5)
= 64n + 215 =85%n
b I(L) =nf((g(x))2—(f(x))z)dx=nf((—x+ 9)2 —(2x+6))dx=nf(x2— 18x + 81 —2x— 6) dx
0 0 0

5
=7 (x? = 20x + 75) dx = m[$x3 - 10x2+75x]§=n(§-53—10-52+75-5—0)=166§n
0

8 a f(x)=9geeft2*+1=9
2¥=8
x=3
Stel U is het vlakdeel dat ontstaat als J/ over een afstand 9 omlaag wordt geschoven.

Dan wordt U ingesloten door de grafiek van de functie g(x) = f(x) — 9 =2* —38, de x-as en de y-as.
? ; 2% 162

= X _— Q)2 = 2x . X — _

IL) nof(z 8)2 dx nof(z 16 - 2% + 64) dx "[21n(2) n2) +64x]

/26 1623 116 N
_"(2111(2) m@) 043 (21n(2) 1n(2)+0>) ~2383
b y=2"+1geeft2*=y—-1

x="2log(y—1)
x2=log(y ~ 1)

0

f(0)=2 . .
De GR geeft (M) =n[x2dy= =] (PlogX(y — 1))dy = 100,2.
2 2
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p P
9 3-1(5,)= nojyz dx = nof (64 = x2) dv = n[64x — $2|] = n(64p — 1p> — 0) = n(64p — 1p*)

Dus 1(S,,) = 2n(64p — %173).
(B)=3nr =4n 8 =6823n
1(S,) = - I(B) geeft 2n(64p — 1p*) =1 - 6823n
64p —3p> = 1703
Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft p ~2,78.

10 a a(t)=mt+n
a(60) —a(0) 68-38
6 6 !

a()=t+nena(0)=8 geefta(r)=r+8

a(t) =t + 8 en w(0) = 0 geeft v(r) =12 + 8t

W(t) = 312+ 8t en 5(0) = 0 geeft s(f) = $ 12 + 422

$(60) =1+ 603 + 4 - 602 = 50400

Dus in deze 60 seconden bereikt de raket een hoogte van 50,4 km.

b Vanafr=601is a(r) =-10, dus v(z) =-10z + c.

v(60) = % 602+ 8 - 60 =2280 geeft -10 - 60 + ¢ = 2280
-600 + ¢ = 2280
c=2880

Dus w() = -10¢ + 2880.
w(t) =-10¢ + 2880 geeft s(r) = -512 + 2880t + d
5(60) = 50400 geeft -5 - 60>+ 2880 - 60 + d = 50400
154800 + d = 50400
d=-104400
Dus s(f) = -5¢2 + 28807 — 104 400.
De hoogte is maximaal als de snelheid 0 m/s is.
V() =0 geeft -10¢ + 2880 =0
-10¢=-2880
t=288
5(288) = -5 - 2887 + 2880 - 288 — 104400 = 310320
Dus de maximale hoogte is 310,32 km.

Gemengde opgaven

Bladzijde 138
1 F(x)=(ax®+ bx +c)e* +d geeft
F'(x)=QRax+b)-e*+ (ax>*+ bx+c) e =(ax*+(2a+b)x +b+c)e*
Uit F'(x)=f(x) volgta=1en2a+b=0enb+c=0.
Dit geeftb=-2enc=2.
Dus F(x) = (x> = 2x +2)e* +d.
F(0)=0geeft (0°-2-0+2)e’+d=0
2+d=0
d=-2
Dus F(x) = (x2 —2x +2)e* — 2.
F'(x) = f(x) = x?e* geeft F"(x) = f'(x) = 2x - e* + x2 - "= (x2 + 2x) &
F'(x)=0 geeft x>+ 2x =0
x(x+2)=0
x=0vx=-2

FE2)=((-22-2--2+2)e?-2= l_(; — 2, dus het andere buigpunt is (—2, % -~ 2)
¢ e
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2 a f(x)=axgeeftx’—3x=ax
x3=(a+3)x
x=0vxt=a+3
x=0vx=+va+3vx=-Yya+3
x=-+a+ 3 voldoet niet, dus x =0 of x =+va + 3.
Va+3 Va+3 Va+3
oV)= [ (ax—f(x))dx= j(ax—(x3—3x))dx= [ (ax—x3+3x))dx
0 0

=[lax2 - 1x4+ 11 2] “Cla(Wa+3P-t(Wa+ 3y + i(a+32-0
_1

—za(a+3)——(a+3)2+1§(a+3) 2a2+12a—za 12a 21 +12a+42

=1a’+13a+2g

O(V)=9 geeft 1a>+ 12a+21=9
a’+6a+9=36
a’+6a—27=0
(@a=3)a+9)=0
a=3va=-9

a =-9 voldoet niet, dus a = 3.

b f(x)=x3—3xgeeft f'(x)=3x>—-3

f'(x) =0 geeft 3x2—3=0

3x2=3
x?=1
x=1vx=-1

x =-1 voldoet niet, dus x = 1.

f(1)=-2, dus het laagste punt van de grafiek van fis (1, -2).

k door (1, -2) geeft a=-2, dus k: y =-2x.

I(L) = ni (f(x)? = (-2x)P)dx = nfl (3 =3x)>—4xH) dx = ni (x— 6x* + 9x% — 4x?) dx

—nf(x6—6x4+5x2)dx nls 7——x5+5x3] =n(l-17-8-15+2. 3-0)=Fx

3 0O(ABCD)=5-2-p)=10-5p
7 is het vlakdeel dat wordt ingesloten door de graﬁek van f'en het lijnstuk CD.

0(V)=j(2—f(x))dx=0f(z—l —)ax= j( ~bem 2 dv=[3r- 3 =3 ]
=3 5-1.52- 31n(6) (O—O—3ln(l))—81—3ln(6)
O(V) =1 O(4BCD) geeft 82 —31n(6) =5-21p
2P—31n(6)_3z3‘1
p=13In(6) — 13

4 a S4kmu=15m/s
De constante versnelling is a.
V() =at+ benv,(0)=15 geeft v,,(¢) = at + 15
v(?) = at + 15 en 5,,(0) = 0 geeft s, (f) =3 ar® + 15¢
V(1) =0 geeftar+15=0
at=-15
15

t=-—
a
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sw( 15) 40geeft a- ( 15) 15-—1—5=40
a a a

1

2

1125 225

a

1127

a

a=

L2525,

a? a

=40

a
=40

1124

20 =-2,81...

Dus de versnelling van de wielrenner is ongeveer -2,8 m/s>.

b a=-25 v,0)=15ens,(0)=0 geeft v (1)

6 km/u = 13 m/s

Voor de auto geldt v,(¢) = 1%.

v,(2) = 13 en 5,(0) = 40 geeft 5,(1) = 15¢ + 40

v (£) = vy(0) geeft -2,5¢+ 15 = 12
-2,5t=-131

sw(53)=-125- (55> + 15 - 55 =443
s,(53)=12-51+40=48%

Dus op het moment dat de wielrenner en de auto dezelfde snelheid hebben, rijdt de auto

48% — 443 = 45 meter voor de wielrenner.
De wielrenner kan dus op tijd stoppen.

5 I(S) nfyzdx nf(r -x?)dx= n[rx—gx] —n(pr3——pr)3—0) 7t(pr3——p3 3)

Dus 1(S,) = 21r(pr3 - §p3r3)

1(S,) =5 I(B) geeft 2n(pr —3p>rd) =5 - 3

13_1
P3P =
Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft p ~0,35.

Bladzijde 139
6 a f(x)=0geeft2x+1=0
2x=-1

__1
X="3

1
3

=-2,5t+ 15 ens (1) =-1252 + 15¢

f(x)=(2x+l)x/2x—+=(2x+1)1%geeftF(x)=— i(2x+1)2z+c—_(2x+1)2 V2x+1+c
O(V)—ff(x)dx [fox+ 1y \/2x—+]; L2 yT-g=L

o(w,) =0ff(x)dx= [fx+ 1) Vox + ]

=5+ 1P 213

O(W,)=31-O(V) geeft

112 Hoofdstuk 11

$@p+ 1Py 2p+1-5=65
Lep+1)2-2p+1=6%

p+172-4/2p+1=32
(2p+1)>=1024
2p+1=4

2p=3

p=13

lep+1p2-2p+1-1-12-41
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b I(K)Zﬂf(f(x))zdx=nf(2x+1)3dx=n[%-f—‘(2x+1)4] n[8(2x+1)4] = (%.14_0):%7r

1
2

(L,)= nf(f(x))zdx alt@e+ 1] =daf@e+ D =tn(2p + 1 - 1)

I(L,)= 624 I(K) geeft sn((2p + 1)*— 1) =624 - in
p+1)*—1=624
p+1)*=625
2p+1=5v2p+1=-5
Qp=4v2p=-6
p=2vp=-3

p =-3 voldoet niet, dus p = 2.

c y=(2x+1)W2x+1 geeft 2x+1)3=y2

2x+1=y%
2x=y%—1
_1.2 1
=272
2
¥ =Gy -3y
S0)=1
1 51 1 2 !
M) = nfxzdy nf(2y3—-)2dy 7TI(4y3——y3+ Ddy=mlgoptog ity
3 3 0

= |57 — Ty 3+zy]0=7t(ﬁ—w+“0) Fn
d Stel Uis het vlakdeel dat ontstaat als /3 over een afstand 3 naar links wordt geschoven.
Dan wordt U ingesloten door de grafiek van de functie

gx)=QRx+3)+ 1)y2(x+3)+1 =2x +7)(vV2x + 7), de x-as, de y-as en de lijn x =-3.
y=02x+7)V2x + 7 geeft 2x +7)3 =12

2x+72=y%
2x=y3—-17
1.3 3l
=3y~ 33

= (3 =357
2(0)=7VT eng(-3)= 1
W7

W7
De GR geeft I(N) = nf32dy+1t fxzdy nf9dy+7r f (2y3 312dy~ 159,0.

a f(x)=egeefte®=¢

2x=1
g(x)=egeefte*=e
-x=1
x=-1
f(x) = g(x) geeft e = ¢
2x =-x
x=0

Stel U is het vlakdeel dat ontstaat als " over een afstand e omlaag wordt geschoven.

Dan wordt U ingesloten door de grafieken van de functies A(x) =f(x) —e =e¢* —een

k(x) =g(x) —e=e*—eende x-as.
1

1
0 2 0 2
I(L) :‘ltf(e'x—e)zdx+ﬂ:f(ezx—e)zdx=7tf(e'2x—26'x+1 +ez)dx+1tf(e4x—2€2x+1 +ez)dx
-1 0 -1 0
1
:n[_%e—2x+2e—x+l +e2x]_01 +n[%e4x_e2x+l 4 ezx]f)

=m(-3+2¢+ 0~ (-3¢? +2¢? —&?) +m(ze? —e? + 3¢ — (3~ e+ 0)) = 5,85
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b OO = fe(dx+ [/ dr = [erdr+ [y =[] +[5e%]
-1 0 -1 0

P P »
Jgx)dv= [erdx=[-e"],=-eP+e
-1 -1

P
fg(x)dx—— O(W) geeft-eP +e = %e %
h 6:1’—4¢+3
—1n(4e+4)
= In(te +3) = In((te +3Y1) = L\ _ 4
p=-In(te +3)=In((te +2)) 1n<%e+%> ln(e+3)
8 a Van cis het middelpunt M(5, 0) en de straal = 5.
k:y=ax+ 10 oftewel k:ax—y+10=10
|5a—0+ 10|
d(M, k) = r geeft ———=
a2+ 12
|5a+10]=5Va®+1
25a* + 100a + 100 = 254> + 25
100a =-75
__3
WA
Dus k:y =-3x + 10.
y=0geeft-3x+10=0
-3x=-10
x=133
Dus £ snijdt de x-as in hetpunt Q(13;, 0).
o)+ O0OW)=0(L00P) —5 nr2—— 133 10—— n-52=274

b Lijn/door Men 4 heeftrc, = 1%.

Ly=13x+b)
dérﬂ/&s’o)}lgz'Ser:O
635+b=0

h=-63
Dus/:y= 1%x—6§.
k snijden met / geeft -3x + 10 = 13x — 63
-9x+120=16x— 80

25x =200
x=8,dusx,=8.

1(1<)—nj((—x+10)2 (25— (x—5)?))dx= nf(léx — 15x+ 100 — 25 + x2 — 10x + 25) dx

= nf(1196x2—25x+ 100) dx = n3x® — 123x2 + 100x]0=n(§—§- 8- 1218241008 - 0)
0

=266§11:
134
IL) = nj(— 3x+10)%dx — nj((zs (x—5)?)) dx

131
—nf(mx —15x+100)dx—nf(25—x2+10x—25)dx

133
—nf(léx — 15x + 100) dx — nf(x2+10x)dx
[léx —73x+ loox]nz [ %x3+5x2];0
= (75" (133)3 75- (1332 +100 - 135 — (5 - 83— 75+ 82+ 100 - 8))
— (-5 10°+5-102— (-3- 8 +5-8)) =285 — 173m = llgm
_ 2663m

1gm
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12 Goniometrische formules

12.1 Goniometrische formules bij vergelijkingen en herleidingen

Bladzijde 143

a y=sin(2x —57) = cos(2x — 371 — 37) = cos(2x — £7)

b y=-sin(3x — in) = sin(3x — 37 + 1) = sin(3x + 31) = cos(3x + 31 — 171) = cos(3x + 1m)

¢ y=cosGx+4m) =sin(x +{n +im) = sin(bx +3m)

d y=-cos(2(x— é:rr)) =cos(2x — %n + 1) = cos(2x + %n) =sin(2x + %n + %n) = sin(2x + lén)

Bladzijde 144

a sin(2x—im)=0
2x—%1t=k'7t
2x=%1r+k-7r
x=é1r+k-%1t

b cos(%x+én)=%x/§
Ix+in=in+k-2nvix+in=-in+k-2n
%x=k-2nv%x=—%n+k-2n
x=k-dnvx=-3n+k-dn

¢ sin(2x) =sin(x — §7)
Xx=x—im+k-2nv2x=m—(x—jn)+k-2m
x=-in+k-2nv2c=m—x+in+k-2n
x=—%n+k~2nv3x=l%n+k-2n
x=-jn+k-2nvx=3n+k-in

d cos(2x+%n)=cos(x—éﬂ:)
2x+%1t=x—%n+k~2nv2x+%n=—(x—%7t)+k~27t
x=-in+k-2nvox+in=-x+in+k-2n
x=-im+k-2nvix=-tn+k-2n

=_1 . =_1 .2
x=-3n+k-2nvx=-grntk-3n

a sin(2x—i1r)=—1
x—jn=1in+k-2n
2x=13n+k-2n
x=%1r+k-1t
x1in [0, 27] geeftx=%7t VX= 1%7:

b sin(x—%n)=%
x—3m=in+k-2nvx—sm=in+k-2n
x=in+k-2nvx=lin+k-2n
xin [0, 27] geeftx=%n vx= lén

c sin(3x) = sin(2x — i)
%x=2x—%n+k-21tv%x=1t—(2x—é7t)+k-2n
—1%x=—%n+k-2nv%x=1r—2x+é7t+k'27t
x=gn+k--1inv2ix=lin+k-2n
x=gn+k-invx=>hn+k-in

. 1 4 7 4
xin[0,2n] geeftx=gnvx=1lgnvx=pEnvx=Ixn
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d cos(x+i7r) =c0s(%x+n)
x+in=%x+n+k~2nvx+%n=—(%x+n)+k~2n
%x=%n+k-2nvx+%n=—%x—n+k-27r
x=Bn+k-4nv ix=-lin+k-2n
x=Un+k-dnvx=-3n+k-1in

x1in [0, 2x] geeft x = I%n vx=%n vXx= I%n

1 a sin(2x) +sin(x) =0
sin(2x) = -sin(x)
sin(2x) = sin(x + m)
b 2sin’(x) =3cos(x)
2(1 — cos?(x)) = 3 cos(x)
2 —2cos*(x) = 3 cos(x)
2cos?(x) +3cos(x) —2=0

Bladzijde 145
2 a sin(2x—3m) =-cos(x +17)

sin(2x — 1) = cos(x + 137)
sin(2x — %n) = sin(x + lgn)
Zx—in=x+12n+k-2nv2x—in=n—-x—LBn+k 2n
x=2%n+k-2nv3x=—%n+k~2n
x=tn+k-2nvx=-tn+k-in

b sin(2x — 1) =-cos(x + 3m)
cos(2x — %n) =cos(x + l%n)
2x—%1t=x+1%n+k~2nv2x—%1r=—x—1%1r+k'21t
x=2%n+k~2nv3x=—%n+k~2n

1 1 2
x=gn+tk-2nvx=-zn+k-5n

3 a sin(x+37n)=cos(2x)
cos(x) = cos(2x)
x=2x+k-2nvx=-2x+k-2n
x=k-2nv3x=k-2n
x=k-27tvx=k-%1t
xin[0,27t]geeftx=0vx=27tvx=%7rvx=l%n
b sin(3x) =-cos(x)
cos(3x — %n) =cos(x +m)
3x—%1t=x+1r+k-2nv3x—%n=—x—n+k-2n
2x=n+k-2nvax=-in+k-2n
x=%1r+k-nvx=—%n+k~%n
xin[0,2n] geeftx=3nvx=I3nvx=3nvx=gnvx=I3nvx=l3n
c sin?(x) +5cos(x) =1
1 — cos¥(x) + ycos(x) = 1
cos?(x) —2cos(x) =0
cos(x)(cos(x) —3) =0
cos(x)=0vcos(x)=%
x=%1r+k'nvx=%n+k-2nvx=—%n+k°21t

xin [0, 27] geeftx=%7tvx= 1%7: vx=%7rvx= l%n
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d sin(%x) +4/3 - cos(%x) =0
sin(3x) =-v/3 - cos(3x)

sin(%x)

cos(%x) -

tan(%x)=—\/§
1x= —%n +k-m
X = —%n+k - 21

xin [0, 2] geeftx = 13n

a cos(2mt) = sin(%nt)
cos(21tt)=c0s(%7t —%n)
2nt=%n —%n+k-2nv2nt=—%nt+%n+k-2n
1%nt=—%n+k-2nv2%nt=%n+k-2n
t=-t+k-1ivi=t+k-2
tin[0,3]geeftt=lvt=2%vt=%vt=1%vt=2%
b sin(%m)=—cos(nt)
cos(%n —%n)=cos(m+n)
%m‘—%n=m+n+k~2nv%nt—%n=—m‘—n+k°2n
—%nt=1%n+k-2nv1ém=—%n+k-2n
t=-13+k-23vi=-2+k- 13
tin[0,3]geeftt=%vt=3vt=1%

a 2sin%(x) + cos?(x) + cos(x) = 0
2(1 = cos*(x)) + cos*(x) + cos(x) = 0
2 —2cos*(x) + cos?(x) + cos(x) = 0
cos*(x) —cos(x) —2=0
(cos(x) + 1)(cos(x)—2)=0
cos(x) =-1 v cos(x) =2
x=n+k-2n
x1in [0, 2n] geeftx=m
b sin(2x —1m) = -cos(3x)
cos(2x — %n) = cos(%x + )
2x—%1r=%x+7t+k-2nv2x—%1t=—%x—1t+k-21t
Ix=Bn+k-2nv2ix=—in+k-2n
x= 1%1E+k' 1%nvx=—%n+k-§n
xin [0, 2n] geeftx=3nvx=fnvx=1En
c cos(fqnt) = —sin(%m)
sin(im + %n) = sin(%nt + 1)
%m‘+%n=%nt+n+k~2nv4lnt+%n=n—%nt—n+k~2n
—;—Ont=%n+k-2nv%nt=—%n+k'2n
t=-33+k-133vi=-3+k 3%
tin [0, 10] geeft t=10v =25 vi=53vi=83
d cos(%mc) =3 sin(%nx)
sin(%nx) 1
cos(%nx) V3
tan(3r) =113
%nx = %n +k-m
x=1+k-3

xin[0,10] geeftx=3vx=33vx=61vx=91
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Bladzijde 146

b

2 sin(x) = sin(x)

sin(x) =0

sin(2x) = sin(x)
x=x+k-2nv2x=mn—x+k-2n

2 sin(x) = cos(x) is niet exact op te lossen.
2sin(x) = sin(x + %n) 1s niet exact op te lossen.
sin(2x) = sin(x + %n)
2x=x+%1t+k-27tv2x=1r—x—%1r+k'2n
5sin(x) = sin(5x) 1s niet exact op te lossen.

7 a f(x)=—%x/5geeftsin(x)=—%«/5

C

x=1%n+k~2nvx=—%n+k-2n
xin [0, 2x] geeftx = I%n VX= l%n
b gx) =3 L geeft cos(2x)=%
cos(2x)=—%
2x=%n+k-27tv2x=—%1t+k-2n
x=;7t+k nvx=—%n+k T
xin[0,2n] geeftx =3nvx=lznvx=3nvx=15n
f(x) = g(x) geeft sin(x) = -cos(2x)
cos(x — %n) =cos(2x + )
x—%n=2x+1t+k-21rvx—%7t=—2x—n+k-2n
—x=l%n+k~2nv3x=—%n+k'2n
x=-n+k- 2nvx=—%n+k gn
xln[O 2m] geeftx = 21rvx—167tvx—167r

f(x)< g(x) geeft x = 2n v 161r <x< 1671:

8 f(x)=g(x) geeft sin(2x — 1m) =-cos(x — +7)

118

cos(2x 2 n)=cos(x+g1r)
2x— n x+61r+k 21tv2x—g7t——x 61t+k'21r
=1§n+k 2nv3x=k-2n
x=1§n+k-2nvx=k-%n

x in [0, 27| geeft x = 1%11: vx=0vx=%1r vx= l%nvx=2n

o) = T(f(x) —g(x)dx = ifn((sm(zx —1m) + cos(x — t)) dx = [-Fcos(2x — §7) + sin(x — £m)] 0

cos(n) + 5111(21:) (—§COS —gn) + s1n(——n)) = l +1- (—% - %) = 2%
131r 1

ow) = f(f(x) g(x))dx = f((sm(2x——n)+cos(x Im))dx = [-3cos(2x — m) + sin(x —

De oppervlakte van V'is —

137t 1311:
=-3c0s(3m) + sin(13m) = (-3co8(23m) + sin(lgm) =3~ 1 = (5= =3
1

1 = 9 keer zo groot als de oppervlakte van .

)
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13

f(x)=% geeft sin(2x—%n)=%
2x—%7t=%n+k'2nv2x—%n=%n+k-2n
Xx=im+k-2nv2x=lin+k-2n
x=%n+k-nvx=%n+k-n
xin [0, 2n] geeftx=gnvx=1invx=5nvx=l5xn

Uit de figuur volgt dat het deel boven de lijn y =% het kleinste deel is.

e L ) In
Dus 0= [ (fx) =3)dx = [ (sin(2x = 5m) = 3)dv = [-5c0s2r —3m) 3,
1T Im 1

1 S 7 1 1 1 1 7 1 1 1 1
=-3c0s(3m) ~ 3 — (-3c0s(Gm) —§1) =3v3 —Zm + V3 g =1V3 —gm.

Er geldta = (Z?Ij((:)) ) b= (ZTIT((ﬁﬁ)) ) en £(3, b)=a—B.
cos(a) cos(f)
ik <sin(a)) ' (sin(ﬂ)) o
i = 1 = cos(a) cos(f) + sin(a) sin(f)

cos(a — B) = cos(£(d, b)) =

Bladzijde 148

a cos(z— u) = cos(f)cos(u) + sin(z) sin(u)
u vervangen door -u geeft
cos(z + u) = cos() cos(-u) + sin(z) sin(-u)
cos(z + u) = cos(t) cos(u) + sin(z) * —sin(u)
cos(t + u) = cos(t) cos(u) — sin(z) sin(u)

b cos(z+ u)=cos(f)cos(u) — sin(z) sin(u)
u vervangen door u — 5 geeft
cos(t+u— %n) = cos(f)cos(u — %n) + sin(¢) * -sin(u — %n)
sin(t + u) = cos() sin(u) + sin(¢) sin(u + %n)
sin(f + u) = cos() sin(u) + sin(¢) cos(u)
sin(f + u) = sin(¢) cos(u) + cos(?) sin(u)

c sin(z + u) = sin(f) cos(u) + cos() sin(u)
u vervangen door -u geeft
sin(f — u) = sin(¢) cos(-u) + cos(f) sin(-u)
sin(f — u) = sin(¢) cos(u) + cos(r) - —sin(u)
sin(t — u) = sin(¢) cos(u) — cos() sin(u)

a sin(z + u) = sin(f) cos(u) + cos(r) sin(u) cos(t + u) = cos(r) cos(u) — sin(r) sin(u)
t en u beide vervangen door 4 geeft t en u beide vervangen door A geeft
sin(4 + A) = sin(4) cos(A) + cos(4)sin(A4) cos(4 + A) = cos(4) cos(A4) — sin(4)sin(4)
sin(24) = 2 sin(4) cos(4) c0s(24) = cos*(4) — sin*(4)
b cos(24) = cos*(4) — sin*(4) c0s(24) = cos*(4) — sin*(4)
c0s(24) = cos*(4) — (1 — cos*(4)) c0s(24) = 1 — sin?(4) — sin®(4)
c0s(24) = cos*(A) — 1 + cos*(4) cos(24) =1 — 2sin?(4)

c08(24) = 2 cos¥(4) — 1

a sin(x — 3m) = sin(x) cos(37) — cos(x) sin(Gm) = sin(x) - 3v2 — cos(x) - 3v2 =3v2(sin(x) — cos(x))
b sin(57) = sin(3n - {7) = sin(37m) cos(3m) — cosGm)sin(4m) =3v3 - 3vV2 —3- 12

=36 —1V2=3(/6 -V2)
c sin(x+ in) = sin(x) cos(%n) + cos(x) sin(%n) = sin(x) - %\5 + cos(x) %f = %«/E(sin(x) + cos(x))
d sin(%n) = sin(%n + 417r) = sin(%n) cos(%n) + cos(%n) sin(%n) =% 3- %x/i + % . %x/f

~HE - T 406 VD)
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14 a cos(ﬁn) = cos(%n - %n) = cos(%n) cos(in) + sin(%n) sin(%n) = % . %«/5 + %x/? . %x/f

15

16

17

18

120

b

Q 0 T Q

y

~H3 16 =56+ D)
cos(2 - §m) = 1 — 2sin%(37)
2sin%(zm) = 1 — cos(3m)
sind(3m) =3 — ycos(3m) =3~ 5+ 3V2 =332
sin(%n) = \/% - %x/f v sin(%n) =- % -2
sin(%n) = —v% - % 2 voldoet niet, want sin(% ) 1s positief.
Dus sin(37) = \/%— w2 = \/%(2 -+2) :%‘/2 -2,

y = cos(4x) cos(x) + sin(4x) sin(x) = cos(4x — x) = cos(3x)
y = sin(13x) cos(x) — cos(13x) sin(x) = sin(13x — x) = sin(3x)

Bl

y= cos(%x) cos(l%x) - sin(%x) sin(14lx) = cos(%x + lix) = cos(2x)
y = sin(13x) cos(13x) + cos(13x)sin(13x) = sin(13x + 13x) = sin(3x)

= sin(x)(sin(4x) — sin(2x)) + cos(x)(cos(4x) + cos(2x))

= sin(x) sin(4x) — sin(x) sin(2x) + cos(x) cos(4x) + cos(x) cos(2x)
= c0s(4x) cos(x) + sin(4x) sin(x) + cos(x) cos(2x) — sin(x) sin(2x)
= cos(4x — x) + cos(x + 2x)

= cos(3x) + cos(3x)

=2cos(3x)

c08(24) = 2 cos¥(4) — 1
2co0s(A4) =1+ cos(24)

Bladzijde 149

2 sin(x) cos(x) = sin(x — 1)

sin(2x) =sin(x — 1)
x=x—1+k-2nv2x=n—x+1+k-2n
x=-l+k-2nv3x=n+1+k-2n
x=-1 +k~2nvx=%n+%+k~%n
cos?(2x) = cos(4x) + 3

%+ %cos(4x) = cos(4x) +%
1cos(4x)=0

cos(4x) =0

4x Z%‘lt"‘k T

X =%1r+k : %n

sin%(3x) = cos(x) + 13

%— %cos(x) =cos(x) + 1%

x=%1r+k-27rvx=—%7t+k-27t
(sin(x) + cos(x))* = 14

sin(x) + 2 sin(x) cos(x) + cos*(x) = 13
sin(x) + cos(x) + sin(2x) = 13

1 +sin(2x) = 13

sin(2x) =1
2x=%1t+k-2nv2x=%n+k-2n

1 5
X=pntk-nvx=3pntkon

Hoofdstuk 12

b cos(24) =1 — 2sin*(4)
2sin?(4) = 1 — cos(24)
cosH(4) =1+ 1cos(24) sinf(4)=1-1
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21
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+0
2

De amplitude is 1 —3=1, dus b=1.

_1 _1
=3 dusa=3.

} 1
a De evenwichtsstand is

De periode is m, dus ¢ = 2‘“—“ =2.

Dusy= % + %cos(Zx).
b y=sin?(x) + cos(2x) = % - %cos(Zx) + cos(2x) = % + %cos(Zx)

sin(3x) = sin(2x + x)
= sin(2x) cos(x) + cos(2x) sin(x)
= 2sin(x) cos(x) cos(x) + (1 — 2sin?(x)) - sin(x)
= 2 sin(x) cos?(x) + sin(x) — 2 sin?(x)
= 2sin(x)(1 — sin?(x)) + sin(x) — 2 sin’(x)
= 2sin(x) — 2 sin’(x) + sin(x) — 2sin’(x)
= 3 sin(x) — 4sin’(x)

a y=1-cos(x)— sin(3x)
=1 - cos(x) — (3 — cos(x))

=1—cos(x) — % + %cos(x)

~1- Loost)

b cos(3x) =cos(2x + x)
= cos(2x) cos(x) — sin(2x) sin(x)
= (2cos?(x) — 1) - cos(x) — 2 sin(x) cos(x) sin(x)
=2¢083(x) — cos(x) — 2 sin(x) cos(x)
=2c0s3(x) — cos(x) — 2(1 — cos?(x)) - cos(x)
=2co0s3(x) — cos(x) — 2 cos(x) + 2 cos’(x)
= 4cos3(x) — 3 cos(x)

a -cos(A4)=cos(4 + )

b sin(4)=cos(4 —1in)

¢ cos(24) = 1 — 2sin®(4) oftewel sin®(4) =1 — 1cos(24)
d cos(24) =2cos¥(4) — 1 oftewel cos¥(4) = 5 + 2cos(24)
e cos(24)=1—2sin*(4)

Bladzijde 150

a sin(4x) =-cos(x)
cos(4x — %n) =cos(x +m)
4x—%1r=x+1r+k-27rv4x—%n=—x—n+k~27r
3x=ln+k-2nvi5x=-in+k-2n
x=%n+k-%nvx=-%n+k~%n

b 2sin?(x)+ 7cos(x)+2=0
2(1 — cos?(x)) + 7cos(x) +2=0
2 —2cos¥(x)+ 7cos(x)+2=0
-2cos?(x) + 7cos(x) +4=0
Stel cos(x) = u.

2+ Tu+4=0

D=72—4--2-4=81,dus VD =9

p="1r2_ 1,194
-4 2 -4

cos(x)=—%vcos(x)=4
x=3n+k-2nvx=-in+k-2n

x in [0, 27] geeftx=§n Vx= l%n
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/7 C2J) a y=cos(2x) - 3sin’(x)
= cos(2x) — 3(3 — $cos(2x))

= cos(2x) — 13 + 13 cos(2x)
= —1% + 2%c0s(2x)
b sin(2x) = 2cos?(x)
2 sin(x) cos(x) = 2 cos?(x)

cos(x) =0 v sin(x) = cos(x)
sin(x)

cos(x)
cos(x) =0 v tan(x) =1

cos(x)=0v

1 |
x=3n+tk-nvx=gn+k-m

12.2 Goniometrische formules bij symmetrie en primitiveren

Bladzijde 151
23 B(-xy yyg) en Cl=xy, =yy)

Bladzijde 153
24 a f(x)=xcos(x)
f(-x) = -xcos(-x) = -xcos(x)
Er geldt f(-x) = -f(x), dus de grafiek van f1s symmetrisch in de oorsprong.
b g(x)=xsin(x)
g(-x) = -xsin(-x) = -x - -sin(x) = xsin(x)
Er geldt g(-x) = g(x), dus de grafiek van g is symmetrisch in de y-as.

25 a f(x)= cos*(x)sin(x)
f(-x) = cos?(-x)sin(-x) = cos?(x) - -sin(x) = -cos?(x) sin(x)
Er geldt f(-x) = -f(x), dus de grafiek van f1s symmetrisch in de oorsprong.
b Translatie van de grafiek van fover (- %n, 0) geeft de grafiek van g(x) = cos?(x + %n) sin(x + %n).
g(x) = sin®(x + ) cos(x) = (-sin(x))? cos(x) = sin?(x) cos(x)
g(-x) = sin®(-x) cos(-x) = (-sin(x))? cos(x) = sin?(x) cos(x)
Er geldt g(-x) = g(x), dus de grafiek van g is symmetrisch in de y-as
en hieruit volgt dat de grafiek van f'symmetrisch is in de lijn x = %n.

26 a Translatie van de grafiek van fover —in, 0) geeft de grafiek van
2(x) = cos(x +3m) + sin(x +57) + 1.
g(x) = cos(x) cos(%n) — sin(x) sin(% ) + sin(x) cos(%n) + cos(x) Sil’l(4l7t) +1
= %x/icos(x) - %\/Esin(x) + %ﬁ sin(x) + %\/Ecos(x) +1
=2 cos(x) + 1
g(-x) =2 cos(-x) + 1 = v/2 cos(x) + 1
Er geldt g(-x) = g(x), dus de grafiek van g is symmetrisch in de y-as

en hieruit volgt dat de grafiek van f'symmetrisch is in de lijn x = %n.
b Translatie van de grafiek van fover (- %n, -1) geeft de grafiek van

h(x) = cos(x +21) + sin(x + 2 7).
h(x) = cos(x) cos(%n) — sin(x) sin(% ) + sin(x) cos(%n) + cos(x) sin(%n)
=-112 cos(x) — 1v2 sin(x) — 22 sin(x) + 2v/2 cos(x)

=-y/2 sin(x)
h(-x) = -2 sin(-x) = /2 sin(x)
Er geldt A(-x) = -h(x), dus de grafiek van /4 is symmetrisch in de oorsprong
en hieruit volgt dat de grafiek van f'symmetrisch is in het punt (%n, 1).
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27

28

29

30

31

Translatie van de grafiek van fover (— 7, 0) geeft de grafiek van
g(x) = sin(x + 67t) +4/3 - cos(x + 61t).
g(x) = sin(x) cos(én) + cos(x) sin(%n) + /3 (cos(x) cos(%n) — sin(x) sin(én))
_1 . 1 1 1.
= 5\/§s1n(x) +35c0s(x) + x/g(gx/gcos(x) — 5 81n(x))
= %x/?sin(x) + %cos(x) + lécos(x) - %x/?sin(x)
=2 cos(x)
g(=x) =2 cos(-x) =2 cos(x)
Er geldt g(-x) = g(x), dus de grafiek van g is symmetrisch in de y-as
en hieruit volgt dat de grafiek van f'symmetrisch is in de lijn x = %n.

d
a y=1sind(x) geeft ay = sin?(x) - cos(x) en dit is niet f(x),
dusy= ; sin3(x) is geen primitieve van f.
b sin’(x)=35— —cos(2x)
c f(x)= s1n2(x) 1 —1cos(2x) geeft F(x) = 1x — 1sin(2x) + ¢

Bladzijde 154

a f(x)=cos’(x) = % 1cos(2x) geeft F(x) =1x + Lsin(2x) + ¢

b g(x)=sin?(3x)=5— —cos(6x) geeft G(x) = f—zsin(6x) +c
c h(x)= sm(zx) cos(zx) = 2sm(x) geeft H(x) = 2cos(x) +c

1
5T

a | sin(2x)cos(2x)dx ? sin(ax)dx = [-heos(dn)] ™
0 0
-3cosGm) +zcos(0)=-3--3+5- 1=

b j (2 — 1sin’(x))dx = j (2 —1+1cos(2x))dx = f(ﬁ +1cos(2x)) dx

1
37‘ 37‘ 3T

[1 x+3g s1n(2x)] = % +3 s1n(27r) (1 n +3 s1n(3 m))

_ 3 1
=ljn+0-(Gn+g3V3) = lgm—75V3

f(x) =0 geeft sin(2x) =0
2x=k-m
x=k-%n
X in [O,%n] geeftx=0 vx=%1r

1

D) =nf (f)Pdx = nif sin?(2x) dx = nif (3 — Scos(4x)) dx = mt[3x — sin(4x)] 0“
0 0

— (b — Lsin(2m) — (0 - Lsin(0))) = 41
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32 f(x) =0 geeft sin’(x) + sin(x) + % =0
(sin(x) + 3> =0
sin(x) =-3
x=lin+k-2nvx=-tn+k-2n

x in [0, 2x] geeft x = lén Vx= lgn
5

1%71: 1511:

O(V)= [ (sin%(x) +sin(x) + Hdx= [ (& —3cos(2x) + sin(x) + ) dx
in Iin
1in 5

15112
= [ G~ 3cos(@0) + sin(w)dr = [ ~ sin(2y) - cos(o)] -
lén 6

=X —isin(331) — cos(12m) — (§m — 3sin(23m) — cos(15m))
e B R Rl A RN YE)
=gn+gV3 —3V3 —gun+5V/3 -3V3

=1._3

33 a f(x)=2sin’(x) + sin(x) — 1 geeft f'(x) = 4sin(x) cos(x) + cos(x)
f'(x) = 0 geeft 4sin(x) cos(x) + cos(x) =0
cos(x)(4sin(x)+1)=0
cos(x) =0 v sin(x) = —%
cos(x) =0 geeftx = %n +k-m
x in [0,27] geeft x = %n Vx= I%n
fGm)=2sin?(Gn) +sinGm) - 1=2-12+1-1=2
f(im) =2sin?(13n) + sin(l3m) — 1=2- (-12+-1-1=0
sin(x) == geeft f(x) =2+ (-3’ —§~ 1 =-1
Dus B,=[-1g, 2].
b f(x) =0 geeft 2sin*(x) +sin(x) — 1 =0
Stel sin(x) = u.
2u+u—-1=0
D=12-4-2--1=9 dus VD =3
:—1+3:lv :—1—3:_1
u ) aVuU=——
sin(x) =1 v sin(x) = -1
x=%n+k-21rvx=%7t+k-27tvx= I3m+k-2n

xin [0, 2x] geeftx=é7tvx=%nvx= I%n
O(V) = | (2sinX(x) +sin(x) — 1)dx = [ (1 — cos(2x) + sin(x) — 1)dx

67 "
5

= Ej(—cos(zx) + sin(x)) dx = |4 sin(2x) — cos(x)| :
=6—%sin(l%n) —cos(3m) — (-3sin(3m) — cos(¢m))
=-3-3V3 =33 - (-3-3V3 -3V3)
=3V3+3V3+3V3+3V3=13V3
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34 a F(x)=1cos’(x) — cos(x) geeft F(x) = cosX(x) - ~sin(x) + sin(x) = -sin(x)(1 — sin(x)) + sin(x)
= —sin(x) + sin®(x) + sin(x) = sin?(x)
Er geldt F'(x) = f(x), dus F is een primitieve van f.
b f(x)=0 geeft sin(x) =0
sin(x) =0
x=k-m
xin[0,n] geeftx=0vx=n
T
O(V) = [ sind(x) dx = [Jcos*(x) — cos(x)]§ = 3 cos’(m) — cos(m) — (3cos}(0) — cos(0))
0
=1 CIP—-l-G P =3+ 1-3+1=13
c Rakenin 4 metx, = %n, dusf(%n) = g(%n) /\f’(%n) = g’(%n).
SGm) =sinGm) = (3v3) =3V3
g(%n) =a-+ bcos(%n) =a-+ %b
f(x) = sin’(x) geeft f"(x) = 3 sin®(x) cos(x)
g(x) = a+ bcos(x) geeft g'(x) = -bsin(x)
['Gm) =3sin’(Gm)cosm) =3 - (3v3) 3= I
gGm) =-bsinGm) =-b-3V3
SGm) =g'Gm) geeft -5 3v3 = Iy
I 2; V3 _ 233 _

13 3 43

Dusa=%1 3 enb=—%\/§.

Bladzijde 155
35 /,(x)=0geeftp sin(%x) cos(%x) =0
sin(3x) =0 v cos(3x) = 0
%x=k-nv%x=%n+k-n
x=k-3nvx=1in+k-3n
xin [0, 137n] geeftx=0vx=1in

Dus op [0, l%n] geldt voor p > 0 dat f,(x) > 0.

1%1[ l%n n
o= | psin(%x) cos(%x)dx = %p sin(%x)dx = [%p . —l%cos(%x)] 0275 = —%p cos(m) + %p cos(0)
0 0

_3 3. _ 41
=wptir=lip
O(V,) =10 geeft 13p =10
p=63
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/C3) a Translatie van de grafiek van fover (-3, 0) geeft de grafiek van

g(x) =cos(x + %n) — sin(x + %n).

g(x) = cos(x) cos(%n) — sin(x) sin(%n) — (sin(x) cos(%n) + cos(x) sin(%n))
=-14/2 cos(x) — $v2 sin(x) — (- 32 sin(x) + 32 cos(x))
= —%\5 cos(x) — ;fz sin(x) + %x/f sin(x) — %\/5 cos(x)
=-V2 cos(x)

g(-x)= -2 cos(-x) = -2 cos(x)
Er geldt g(-x) = g(x), dus de grafiek van g is symmetrisch in de y-as
en hieruit volgt dat de grafiek van f'symmetrisch is in de lijn x = %n.

Translatie van de grafiek van fover (- %n, 0) geeft de grafiek van
h(x) = cos(x + 1) — sin(x + 7).
h(x) = cos(x) cos(37) — sin(x)sin(;7) — (sin(x) cos(37) + cos(x) sin(37))
=12 cos(x) — 2v2 sin(x) — (Gv2 sin(x) + 32 cos(x))
= %x/f cos(x) — %ﬁ sin(x) — ;ﬁ sin(x) — %\/5 cos(x)
=-/2 sin(x)
h(-x) = -2 sin(-x) = v/2 sin(x)
Er geldt 4(-x) = -A(x), dus de grafiek van / is symmetrisch in de oorsprong
en hieruit volgt dat de grafiek van f'symmetrisch is in het punt (in, 0).

£(0) = 45in%(0) = 0 en f(G7) = 4sin¥(w) = 0

oV)= T4 sin?(13x) dx = T(4(§ —1cos(3x))dx = 317[(2 = 2cos(3x))dx
0 0 0

36

126

2
= [2x — 3sin(3x)] ;" =2 31— 3sin(2m) — (0 — 3sin(0))

_ql
=13n

12.3 Eenparige cirkelbewegingen en harmonische trillingen

Bladzijde 156

b

P bevindt zich voor het eerst weer in (1, 0) als ¢ gelijk is aan 2.

Dus na 27 seconden.

A(cos@m), sin(3m) = AG, 3v/3), B(cosCn), sinGm)) = B(-1v3, ) en

AB= 13- D+ G-1BP =+ 1B+ i+t 13 +i= 2.

Uit LAOB = %n volgt dat A4AOB een gelijkbenige rechthoekige driehoek is, dus de zijden van

AAOB verhouden zich als 1 : 1 : v2. Van de zijden O4 en OB is de lengte gelijk aan de straal
van de eenheidscirkel oftewel 1, en dus heeft zijde AB lengte V2.

Bladzijde 157
37 De formules sin?(4) + cos’(4) = 1 met 4 = I3z enmet A =1¢

en cos(4 — B) = cos(A4) cos(B) + sin(4)sin(B) met A = l%t enB="1.

38 a PQO=1geefty2-2cosiir)=1

2-2cos(3)=1

2005(%t)=1

cos(z7) =3
M=in+k-2nvit=-in+k-2n
t=%n+k‘4nvt=—%n+k-47t

tin [0, 4] geeft r=3m v 1 =31
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b Losopy2-— 2cos(%t) = 1%.

Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft
t=3392...ent=9,174...

PQ
PQ =2 - 2cos()

/—\ PQ = 1%

| \

I 1

I 1

I I

I 1

I 1

I I

1 1 t
(0] 3,392... 9,174... 4=

PO > 13 geeft 3,39 <r<9,17
¢ PO=12-2cos(kt) =42 —2(1 — 2sin41)) =42 — 2 + 4sin’(}s) = y/4sin’(h2) = 2[sin(lo)|
d Op:=inis PQ=2[sin(} - tm)|~0,26.

Bladzijde 158
39 a r=1mgeeft A(cos(in), sinim)) = 4(0, 1) en B3 cos(m), 3sin(37m)) = B(13v2, 132)

AB=¢(1§ﬁ—O)2+(1§ﬁ—l)2=«/4%+4%—3\5+1=m
b y

/ A

De minimale afstand tussen 4 en B is 3 — 1 =2 en die ontstaat als de draaiingshoek
van A4 gelijk is aan de draaiingshoek van B.
Dit geeft 2t =¢+k - 2n
t=k-2m
0<r<2mgeeftr=0v=2n
De maximale afstand tussen 4 en B is 3 + 1 =4 en die ontstaat als de draaiingshoek
van 4 gelijk is aan de draaiingshoek van B plus 7.
Ditgeeft2t=t+n+k-2n
t=mn+k-2n
0<t<2mgeeftr=n
¢ AB?=(3cos(f) — cos(2£))> + (3sin(¢) — sin(2¢))?
=9c0s%(f) — 6.cos(f) cos(2f) + cos*(2f) + 9sin®(f) — 6 sin(?) sin(2¢) + sin’(2f)
=9+ 1 — 6(cos(27) cos(z) + sin(27) sin(z))
=10—-6cos(2t— 1)
=10 - 6cos(?)
Dus 4B =4/10 — 6.cos(?).

d 4B =7 geeft /10 — 6cos(t) =7
10— 6¢cos(t) =7
6cos(?) =3
cos(t)=%
t=%n+k~2nvt=—%n+k-2n
0<r<2mgeeftr=1nvi=1in
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e Losop+/10—6cos(t) =3.
Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft
t=1,403...ent=4,879...
AB

AB =10 — 6 cos(t)

O 1,4083... 4,879... 2rn

AB <3 geeft0<r<140v488<t<2n

40 a y= %x/f geeft op de eenheidscirkel punten met draaiingshoek 4ln en draaiingshoek %n.
Tussen deze twee punten ligt een kwart van de eenheidscirkel. De lengte van dit deel
van de baan is dus % 2m- 1 :%E.

Verder hebben deze punten x-codrdinaten %«/5 en —% 2, dus PO=V2.

b 4 opy=3x? geeft sin(27) = 2cos?(21)

sin(2¢) =%(1 — sin%(2))

sin(2f) =3 — 3sin?(27)

14sin(2¢) = 1 — sin%(2¢)

sin%(2¢) + 13sin(2f) — 1 =0

(sin(2f) — $)(sin(20) + 2) =0

sin(27) =1 v sin(27) = -2

d=im+k-2nv2=3n+k-2n

l‘:11_27t+k'7tvl‘:%‘lt+k'7t

0<t<2mgeeftr=pnvi=lgnvi=3nvi=13n
t= 11—271 ent= 111—271 geeft R(cos(%n), sin(%n)) = R(%x/g, %)
t=2men 1= 157 geeft S(cos(Cn), sinGn)) = S(-1/3, 3)
Dus RS =3v/3 —-3v3 =/3.

41 a Substitutie van x =2 cos(f) en y = 2sin(f) iny = %xx/? geeft 2sin(7) = % - 2cos(t) - V3

sin(f) 1

cos(f) V3
tan(¢) = %\5
t= %n +k-m

t= én geeft het snijpunt (2 cos(%n), 2 sin(én)) =3, 1).
1= lén geeft het snijpunt (2 cos(l%n), ZSin(I%n)) =(-v/3,-1).
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b x=1geeft2cos(r)=1
cos(t)=%
t=%n+k~2nvt=—%n+k'2n

y
2 1
—~Jt=1n
D) 0 2
_/f:—%TC
2
x=1

De baan ligt rechts van de lijn x = 1 als 2 cos(z) > 1.
Dit geeft —%n <t< %n.

De baan is de cirkel met middelpunt (0, 0) en straal 2.
2

;_n = % deel van de cirkel ligt rechts van de lijn x = 1.
De lengte van dit deel is % 2n-2= 1%7:.
¢ PQ?*=(2cos(f) — cos(2t))> + (2 sin(f) — sin(27))?
= 4cos?(f) — 4 cos(?) cos(2f) + cos3(2f) + 4sin®(f) — 4 sin(7) sin(2¢) + sin*(27)
=4+ 1 —4(cos(2¢t) cos(z) + sin(27)sin(z))
=5—4cos(2t—1)
=5—4cos(?)
Dus PO = /5 —4cos(?).
d PO= «/ggeeft v/5—4cos(t) = V3
5—4cos(r) =3
4cos()=2
cos(t) = %
t=%n+k-2nvt=—%n+k'2n

tin [0, 2x] geeft 1= %n vi= l%n
PQ PQ = +/5 - 4cos(t)
PQ =3

1
i
—
n 12g 21

@)

Dus gedurende 1%11: - %n = I%n seconde per rondgang.
e xXp=xp geeft 2 cos(f) = cos(2¢)
Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt geeft
t=1,9455. ent=473376...
Voor de getekende situatie geldt 1~ 1,946.
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f Voor de andere situatie geldt 7 = 4,338.
y

s

\oy1 2

P

o

Bladzijde 159

Yp=rp .2
yp=3 Sin(%m)}yp, = 3 sin(3mt)
Bladzijde 160

a De frequentie is 0T _ 25 Hz.

2n
b Per trilling is de afgelegde afstand 4 - 5 =20 cm.

Er zijn 25 trillingen per seconde, dus per kwartier zijn er 15 - 60 - 25 = 22500 trillingen.

De afgelegde afstand in één kwartier is 22500 - 20 = 450000 cm = 4,5 km.

amplitude = 10 mm geeft b =10
frequentie = 3 Hz geeftc =2n-3 =6xn
Dus u = 10sin(6mt).

a De omtrek van de cirkel met middelpunt P en straal 1,00 mis 2z - 1 =2a m.
10

De lengte van de boog BC is 360 21 ~0,1745 m.
b P
pos
1,00
B Al

sin(5°) = ATB, dus A'B = sin(5°)
BC=24'B=25in(5°) = 0,1743 m

Hoofdstuk 12
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Bladzijde 161
¢ b=A'B=sin(5°)= 0,09

_2n_ 2n g _ [981 _
=== ‘/7‘/; 1 ~3,13
e L

g
d I'=2n- & =2m- 1/9—;1 ~ 2,01 sec, dus de klok geeft 1 tik per seconde.

46 a Uit de bewegingsvergelijkingen volgt dat het punt P met constante snelheid een cirkel doorloopt.
Er 1s dus sprake van een eenparige cirkelbeweging.
Bij de projectie P"” van P op de x-as voert P"” dus een harmonische trilling uit waarbij de formule
Xpr = bcos(ct) hoort.

Door de figuur een achtste slag tegen de klok in te draaien, zie je dat de projectie van P op de
lijn y = x op hetzelfde neerkomt als de projectie van een eenparige cirkelbeweging op de y-as.
Dus de projectie van P op de lijn y = x voert een harmonische trilling uit.

/€8] a PQ=(cos(3t) — 4cos(31))* + (sin(31) — 4sin(31))*
= cos?(31) — 8cos(3) cos(31) + 16 cos2(31) + sin®(37) — 8sin(37)sin(37) + 16sin2(31)
=1+ 16 — 8(cos(37) cos(37) + sin(3¢) sin(37))
=17 — 8cos(31— 1)
=17 - 8cos(217)
Dus PO =4/17 — 8cos(231).
b PO=113 geeft (17 = 8cos(2%t =V13
17— 8cos(237) = 13
8 cos(2%t) =4
cos(2%t) =%
24r=in+k-2nv2tr=-in+k-2n
t=%n+k~%nvt=—%n+k~%n

1in[0, 7] geeft r=2nvi=nvi=3n

a amplitude = 10 cm geeft b =10

frequentie = 75 Hz geeft c =2n - 75 = 150n
Dus u = 10sin(150mz).
b Per trilling is de afgelegde afstand 4 - 10 =40 cm.
Er zijn 75 trillingen per seconde, dus per 10 minuten zijn er 10 - 60 - 75 = 45000 trillingen.
De afgelegde afstand in 10 minuten 1s 45000 - 40 = 1800000 cm = 18 km.
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12.4 Bewegingsvergelijkingen met goniometrische formules

Bladzijde 162
47 a Snijden met de x-as, dus y = 0 geeft

Bladzijde 164
De baansnelheid in B 1s v(%n) = \/ 2 cos(%n))2 + cosz(%n) = \/ 2- —%)2 + (%)2 = \/ 1 +%

De baansnelheid in O is v(0) = y/(2cos(0))? + cos2(0) =/(2 - 12+ 12 =4/5.

a
b

sin(47)=0
dt=k-m
l‘:k'%ﬂ?

tin [0, 2m] geeftt=0vt=invt=%nvt=%nvt=nvt= I%nvt=1%nvt=1%nvt=2n

Het punt P gaat door de oorsprong voor t =0, t=ment=2n
en snijdt de x-as in (-1, 0) voor ¢ = l%n enin (1, 0) voor t = %n.

t= in ent= %n geven x = sin(in) = sin(%n) = %\5 dus xz = %ﬁ
— 1l _13 w1y — w13y — _ L __1
t=1l3men =137 geven x = sin(137m) = sin(137) = -3v2, dus x, = -3v/2.

C'is een top, dus y-= 1.
y =1 geeft sin(4r) = 1
4t=3m+k-2n
t= %n +k- %n
0<t<2mgeeftr=gnvi=3nvi=Ilinvr=I3n
x(3m) = sin(3m) = 0,3826...
x(Gm) = sinGm) =0,9238...
x(1§7) = sin(1§7) =-0,3826...
x(13m) = sin(13w) =-0,9238...
Dus x-= 0,383.

Voor ¢t =7 en ¢ = 27 krijg je dezelfde baansnelheid.

oo (X(0)\ [2cos(0)\ /2
0= (y'm)) - ( cos((») -(7)
tan(p) =% geeft ¢ = 26,6°

De gevraagde hoek is 26,6°.
Voor ¢t =1 en ¢t = 2z krijg je dezelfde hoek.

y=% geeft sin(t)=%
t=%n+k'2nvt=%n+k-2n
tin [0, 2x] geeftt=%nvt=%n
x(%n) = sin(%n) = %\/?, dus x, = %ﬁ
x(%n)=sin(l%n)=-%w/§, dusxc=-%\/§.
Dus CD=% ——%\/g=\/§.

i) X'(37) 2cos(3m) ( 1 )
v —n = = =

6 Y cos(i) 3V3
tan(p) = 1+/3 geeft ¢ = 40,89..°

De gevraagde hoek is 40,9°.

Hoofdstuk 12
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¢ De baan snijdt zichzelf in de oorsprong voor t =0 en ¢ = 1.

v(0) = (?) (zie vraag 48c)
o (X@Y\ _ (2cos2m)\ /2
vm = (y’(n)) - ( cos(m) ) - (—1)

(?)(—21) _2:2+1--1_3

cos(p) = (2)‘ (2>‘— 55 =§geeft(o=53,13,_,°

1) \-1
De gevraagde hoek 1s 53,1°.
d (1) = y/(2c0s(20))? + cos(1) = /4 cosH(21) + cos(f) geeft

a(t)y=v'(1)= ! - (8cos(2¢7) - -sin(2¢) - 2 + 2 cos(?) * —sin(?))
2 \/ 4 cos?(2¢) + cos(f)
_ -8sin(2¢) cos(2¢) — sin(z) cos(7)

\/ 4cos?(2f) + cos(%)

De baanversnelling van P in D is a(% ) =

-8sin(tm) cos@n) — sin(ir) cos(Ein
Gm) cosGm) — sinmcostim)

\/ 4cos?(37) + cosX (¢ )
50 a y=1 geeftsin(37)=1
3r=in+k-2n
t:%ﬂ:‘f' k- %n
tin [0, 27] geeftt=énvt=%nvt= I%n
1 =2 geeft A(sin(137), sin(237)) = A(-3V3, 1)
x =-1 geeft sin(2¢) =-1
2t=1in+k-2n
t=%n+k T
tin [0, 2n] geeftr=3nv =13
1 =31 geeft B(sin(117), sin21n)) = B(-1,1+2)
b x(¢) = sin(2¢) en y(¢) = sin(3¢) substitueren in y = x geeft
sin(37) = sin(2¢)
3t=2t+k-2nv3t=n—-2t+k-2n
t=k-2nv5t=n+k-2n
t=k-2nvt=§7t+k-%7t
tin[0,2n] geeft t=0vi=2nvi=invi=3invi=nvi=13nvi=Iin
Bij de oorsprong horen =0, t=m en t =27
Dus bij de vier andere punten horen ¢ = %n, t= %n, t= I%n ent= l%n.
c x(1) =% geeft sin(27) =%
U=gn+k-2nv 2= n+k-2n
t=ll—2n+k~nvt=%n+k‘n
1in[0,2n] geeft t=snvi=lbnvi=Snvi=13n
(1) =342 geeft sin(3r) =32
3t=in+k-2nv3r=3m+k-2n

t=%n+k-%nvt=%n+k'%n

tin[0,27r]geeftt=ﬁnvt=%nvt=1%nvt=%nvt=}—;nvt=1%n

Voor ¢ = l—lzn ent= I%n passeert P het punt (%, %«/5), dus de baan snijdt zichzelf in C(%, %x/i)
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d x(¢) = sin(2r) geeft x'(t) = 2 cos(2?)
() = sin(3¢) geeft y'(¢) = 3 cos(37)
De baansnelheid in C'is
vidsm) = 2eosGn)’ + (Geosqm)’ = (2337 + (- 127 = 3 + 4% =5 =130,
Voor ¢ = I%n krijg je dezelfde baansnelheid.

- x'(0) 2cos(0) 2 - x'(m) 2 cos(2m) )
e W0)= (y'(0)> - (3 cos(O)) N (3) en v(m) = (y’(n)> N (3 cos(31r)) N (—3)

(§)<—23,) 2.243:-3 -5

cos(p) = = =— geeftp =112,6..°
TR R
3 -3

De gevraagde hoek is 180° — 112,6...° = 67°.

Bladzijde 165
51 a x=1 geeftsin(t— %n) =1
t—%n=%n+k~2n
t=%1t +k-2n
tin [0, 271] geeft t=3n
y(Gm) =sin(13m) =-1v/3, dus A(1, -1v/3).

b x =% geeft sin(z — %n) = %
t—%n=én+k'2nvt—%n=%n+k‘2n
t=%n+k~2nvt=n+k-2n
tin [0, 2n] geeftt=1mnvi=n

yGm) =sinGm) =3V3 geeft B, 3v3)
() = sin(27) = 0 geeft C(Z, 0)
Dus BC=%\/§.

c x(¢)=smn(t— %n) en y(¢) = sin(2¢) substitueren in y = x geeft
sin(2¢) = sin(t—%n)
A=t—in+k-2nv2A=n—t+in+k-2n
t=-in+k-2nv3t=lzn+k-2n
t=—%n+k-2nvt=llgn+k-%n
tin [0, 2n] geeftt=12nvi=fnvi=lgavi=1gn

d x(f) = 0 geeft sin(z —+x) = 0

t—én=k ‘T

t=é1r+k T
Dus de baan snijdt zichzelf voor 7 =t en voor = 137 in (0, 3+/3).
x() = sin(z — én) geeft x'(¢) = cos(z — én)
() = sin(2r) geeft y'(1) = 2 cos(2)

L XGm\ [ eosO \ oy L ¥(lgm\ [ eos(m \ /o
V(én)_(y’(%n)>_(2005(%ﬂ:) —(1>env(167t)_ y'(l%ﬂ:) N 2cos(2%7t) _(1>

(} ) . <_11 ) =0, dus de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt is 90°.

e De baansnelheid op ¢ = %n 1s

vGm) = cosgm) + QeosGm)’ =GB + @ -3 =i+ 1 =F =17
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52 a x(f)=sin’(¥) + cos(?) geeft x'(¥) = 2sin(f) cos(#) — sin(f)

53

x'(¢) = 0 geeft 2sin(¢) cos(z) — sin(f) =0

sin(?)(2cos(r) = 1)=0

sin(f) = 0 v cos(f) = %

t=k-7tvt=%n+k'2nvt=—%n+k-2n

0<t<2mgeeftr=0vi=nvi=2nvi=3nvi=13n
Bijt=0,t=mnent=2mgeldty=0.
x(Gm) =sin?Gm) + cosGn) = Gv3) +1= 12 enyin) = sinGn) =13, dus 4(13, 1/3).
x(13m) = sin¥(137) + cos(13m) = (-3v/3)? +4= 13 en y(137) = sin(13w) = -1v/3, dus B(13,-1/3).
AB=33 —-1/3 =43
y= % geeft sin(z) = %

t=%n+k'2nvr=§n+k-2n
O§t§2ngeeftt=%nvt=5n

x(gm) = sin(gm) + cos(m) = (3 + 393 =3+ 73, dus DG +3v3, 7).
xGm) = si?Gm) + cosGm) = 3 +-3v3 =5 —3V3, dus CG—3V3. 3).
CD=5+3V3-G-1V3)=+3
Dus 4B = CD.
y(f) = sin(z) geeft y'(f) = cos(?)
x'(tm) = 2sin(tm)cos(in) — sin(Gm) =2 -5 3vV3 —3=3V3 -1
Y'(gm) =cos(gm) =3v3
De baansnelheid in D is v(zm) = x/(%ﬁ— g3y =q32-L/3+i+3= \/1% -3,

S = xX'Gm) _ 2sinEm) cos(Em) — sinGm) _ -3 -1 g(ﬁ"Ll)
‘ yGm) cos(Gm) 13 V3

V3
tan(p) = eeft p =32.37..°
() 3o Ectte

(=]

De gevraagde hoek is 32,4°.

x(1) = 0 geeft sin(27) =0
2t=k-m
t=k- %n
OSIS2ngeeftt=0vt=%nvt=nvt= 1%nvt=2n
#0) =sin(3m) =53
yGm) =sinEm) =3
y(m) =sin(13m) =-3v3
y(137) = sin(13m) = -3
y(2m) = sin(23m) =1v3
Dus 4(0, 3v/3), B(0, 3), C(0, -3) en D(0, -3v/3).
x= —% geeft sin(27) = —%
2d=lgn+k-2nv2=-tn+k-2n

t=%7t+k-7tvt=—ﬁn+k-7t

0<t<2mgeefti=5nvei=lbnvi=Hnvi=18n
(&) = sin(5m) = 0,26
y({5m) = sin(l3m) = -3v2 = 0,71
y(15m) = sin(14m) =~ -0,26
y(1i3m) =sin2§m) =3v2 = 0,71
Dus E(-3, 3v2) en H(-1, -1v2) en dit geeft EH=1y2 —-1y2 = 2.
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c x(t) = sin(2r) geeft x'(t) = 2 cos(2?)
y(t) = sin(z + %n) geeft y'(¢) = cos(t + %n)

o x'Gm) _[2cos(m) [ -2 - {0

o (V(%n)) : (cos(%n)) i (-% 3) 7=(7)
_2 0

<—% 3>'(1) 204431 43
-2 0 3, %

(—% 3)“@‘ o i

De gevraagde hoek is 180° — 113,4 ...° = 67°.
d De baansnelheid in £ is

(18 m) =/ 2cosBm) + cos?(2im) =4/ (2 - B + (W2 =3 +1 = {1 =114,

cos(p) = geeftp=1134..°

54 a x(a)=sin(2a) en y(a) = sin(a + 17), dus T(sin(2a), sin(a + §m)).
x(a + ) = sin(2(a + n)) = sin(2a + 2x) = sin(2a) en y(a + ©) = sin(a + 7 + %n) =sin(a + l%n),
dus U(sin(2a), sin(a + 13m)).
TU=y;—yyl= ‘sin(a + %n) —sin(a + lén)‘ = ‘sin(a + %n) —-sin(a + %n)‘ = ‘2 sin(a + %n)‘
b TU=1 geeft
[2sin(a +3m)| =1
2sin(a +3m) =1 v 2sin(a + 1) =-1
sin(a + %n) = % v sin(a + %n) = —%
a+%n=%n+k-2nva+%n=%n+k-2nva+%n= 1%n+k-2nva+%n=—%n+k~2n
a=—%n+k~2nva=%n+k-2nva=%n+k-21rva=—%1r+k-21t

0<a<2men0<a+n<2moftewel 0 <a<mgeefta=inva=2n

Bladzijde 166
55 a Algemeen geldt-1<sin(4)<1.
Dus zowel -1 <sin(z + in) <lals-1<sin(2f) <1 oftewel -1 <x(®)<len-1=<y(r)<1.
Dus bij de getekende baan geldt -1 <x<len-1<y<I.
b x()=-1 geeft sin(z + in) =-1

t+in=l%n+k~2n
t=1in+k-2n
0<t<2mgeeftt=15n
Dus voor ¢ = lfqn bevindt P zich in (-1, 1).
x(t) =1 geeft sin(t+£7r) =1
t+in=%n+k-2n
t=i1r+k-27t
0<t<2mgeeftr=4n
Dus VOOI‘l:4lﬂ: bevindt P zich in (1, 1).
x(£) = 0 geeft sin(z + 37) = 0
t+i1r=k-1r
t=—%1r+k'1t
Oiti2ngeeftt=%nvt= I%n

Dus voor 7 =37 en voor ¢ = 127 bevindt P zich in (0, -1).

c y=px2+q} .
(P 0rg=-1
door (0, -1) g=-1
— 2
y=px —1} 2o
p-12—-1=1
door (1, 1) =2

Dusp=2eng=-1.
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57

58
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60

61

Bladzijde 167
a Voor 147 <7< 247 wordt de kromme van links naar rechts één keer doorlopen.

b De formules cos(24) = 1 — 2sin(4), -cos(4) = cos(4 + m), cos(4) = sin(4 + %n) en sin(4 + 2xm) = sin(4)

zijn gebruikt.

Substitutie van x = sin(t — 3m) in -2x2 + 1 geeft
-2x2+ 1 =-2sin’(t - %n) +1=1-2sin’(t~ %n)
= cos(2(t — 1m))
=cos(2f — %n)
= sin(2¢) en dit is gelijk aan y.
Omdat x = sin(z — %n), geldt-1<x<1.
Dus bij de grafiek hoort de formule y =-2x2+ 1 met-1 <x<1.

a -2<2sin(f)<2,dus-2<x<2.

-1 <sin@r—im) <1, dus-1<y<1.

b K:y=ax?+bdoor(0,-1)geeft K:y=ax?>—1
K:y=ax?—1door (2, 1) geeft 4a — 1 =1 oftewel 4a =2, dus a = 1.
Vermoedelijk hoort bij K de formule y =1x2 — 1.
Substitutie van x = 2sin(f) in 3x2 — 1 geeft
3x2 = 1=32sin(0)> — 1 =3 4sin’(r) - 1

=-(1 = 2sin¥(1))

=-cos(2¢)

=cos(2t+m)

=sin(2¢ + 1%71:)

=sin(2t — %n) en dit is gelijk aan y.
Dus bij K hoort inderdaad de formule y =3x2 - 1.

Substitutie van x = sin() in 4x? — 4x* geeft
4x2 — dxt = A sin®(1) — A sin(2) = 4 sin(0)(1 — sin(7))
= 4sin%(¢) cos*(¢)
= (2sin(?) cos())?
= sin?(27) en dit is gelijk aan y?.
Omdat x = sin(¢?), geldt -1 <x < 1.
Dus bij de baan van P hoort de formule y* = 4x> — 4x* met -1 <x < 1.

y = sin(37) = sin(2¢ + 1)
= sin(2¢) cos(#) + cos(2¢) sin(7)
= 25sin(f) cos(f) cos(?) + (1 — 2 sin(¢)) sin(?)
= 25sin(f) cos?(f) + sin(¢) — 2 sin’(¢)
= 2sin(1)(1 — sin®(¢)) + sin(¢) — 2 sin’(¢)
= 2sin(f) — 2 sin?(¢) + sin(¢) — 2 sin’(?)
= 3sin(f) — 4sin’(7)
Omdat x = sin(?), geldt y = 3x — 4x3.
Dus alle punten van K liggen op de grafiek van y = 3x — 4x3.

y = cos(3t) =cos(2t + ¢)
= cos(2t) cos(t) — sin(2¢) sin(?)
= (2cos*(t) — 1) cos(#) — 2 sin(¢) cos(?) sin(¢)
=2cos3(¢) — cos(f) — 2 sin’(f) cos(%)
=2c0s3(7) — cos(?) — 2(1 — cos(¢)) cos(?)
=2c0s3(¢) — cos(?) — 2 cos(t) + 2 cos’(f)
=4cos’(t) — 3 cos(?)

x = 2cos(?), dus cos(f) = %x.

Dit geeft y=4 - (3x)° =3 - 4x=1x3— 1ix.

Omdat x(7) = 2 cos(z), geldt -2 <x < 2.

Dus bij de baan van P hoort de formule y = %x3 - I%x met-2<x<2.
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Bladzijde 168
62 Het midden van OP noemen we M.
Er geldt MS 1| OP en MS = OM =3OP.

—_— = = == ==
Dus OS = OM + MS =10P +10P, .

Bladzijde 169

2 _ 1A, 178 _1. [ 2sin(?) 1. (2sin(2)\ _ [ sin(z) + sin(2¢)

63 OT=30P +30Py =3 (2 sin(2t)) T2 (—2 sin(z) sin(27) — sin(?)
. o .. [xp(t) = sin(¢) + sin(2¢)
De bewegingsvergelijkingen van 7 zijn {J’T (1) = sin(2¢) — sin(?)

y(?) =0 geeft sin(2¢) — sin(z) = 0
sin(27) = sin(¢)
2t=t+k-2nv2t=m—t+k-2n
t=k-2nv3t=n+k-2n
t=k-27tvt=%n+k-%7t
05t§ngeeftt=0vt=%nvt=n

Voor ¢t =0 en ¢ =t valt P samen met O.

xr(3m) = sinGm) + sinGm) =3v3 +3v3 =43

Dus het snijpunt van de baan van 7' met de x-as is (v3, 0).

64 a 00 =04 +10 =04 +14P +14P,
— o - 2sin() \ _ (2 _ (2sin(z) -2 — [ 2sin(27)
AP=p—a= (2sin(2z)) (o) B ( 25in(2¢) ) gooft APy = <2 —ZSin(t))
0—> _ (2) L1, 2sin(z) — 2 L. 2sin(27) '\ _ (2+sin(f) = 1 +sin(20) | _ (sin(2¢) +sin(f) + 1
0 0/ 2 2sin(21) 2 \2-2sin(1) sin(27) + 1 — sin(z) sin(27) — sin(7) + 1

. o . Jxo(t) =sin(2t) + sin(7) + 1
De bewegingsvergelijkingen van Q zijn {J’Q (1) = sin(20) — sin(0) + 1

— = == = - 2 2sin(2t 2 + 2sin(2¢
b OR =07 + AR =04 + Py = ;) + (2—251112;)) - <2_Zshf(t)))

yer(t) =1 geeft 2 —2sin(r) = 1

2sin(r) =1

sin(f) =1

t=én+k-2nvt=%n+k-2n

O<t<mgeeftt=tnvi=1n
xR(%n)=2+2sin(%1t)=2+2'%\/5=2+\/§
xzCm)=2+2sin(1im)=2+2--1/3=2-3
Dus de snijpunten zijn (2 ++/3, 1) en (2 — V3, 1).

—_ s s — —
65 a O0=0P+PQ=0P+PA,

— L _ (4 [ 2sin@r) \_ /[ 4-2sin() —  (2sin(t —in)
P=a=p= (o) <2 sin(t—%n)) B (—2 sin(r — 3—‘1:)) geeft A, = ( 4- 2sin4(t))
— [ 2sin(s) 2sin(t—3m)\ _ [ 2sin(r) + 2sin(s — §m)

00 = (2 sin(t—in)) " < 4- 2sin4(t) ) B (2 sin(t — §m) + 4 — Zgin(t))

. . 1
. o .. [ xo(t) = 2sin(?) + 2sin(t — 3 7)
Dus de bewegingsvergelijkingen van Q zijn {yQ (£) = 2sin(t - % 1) — 2sin(7) + 4
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67 xp(t) =0 geeft 2sin(2/)=0

sin(2f)=0

2t=k-m

t=k- %n

tin [%n, lin] geeftr= %n VI=T
xp(t) = 2sin(2¢) geeft xp(t) =4 cos(2¢)
yp(f)=2sin(t +1m) 8 yi(t) =2 cos(t +ym)

{xp(2 m)=4cos(m)=4--1=-4

J/P(zn) 2005(4”) 2- “‘/_ =2

Dus de baansnelheid van P in 4 is y/(-4)* + (-v2 ?=y18=3/2

— 25sin(2f) —= (2 sin(z + %n)
or <2sin(t . in)) O ( 2sinn) ) &t

2

2sin(z + 4l7t)

00 =3(OF + OFy) =+ (( ~2sin(20)

_ (sin(2f) + sin(z + 7) dus J Fot0) =sin(20) + sin(z + i)
B us yQ(t) =sin(z + 47r) —sin(2¢)

sin(z + +m) — sin(27) )
xo(t) = 0 geeft sin(21) + sin(f +3m) = 0
sin(2¢) = -sin(t + %n)
sin(2¢) = sin(z + I%n)
d=t+1n+k-2nv2=n—t—-lin+k-2n
t= 1%n+k~2nv3t=—%n+k~2n
t= 1%n+k-2nvt=—%n+k~%n
tin [%n lln] geeft 1= lln vit= %n
{xQ(t) = sin(27) + sin(z + 37) gee {xQ(t) 2c0s(2t) + cos(t + 1)
Yo() = sin(z + 4n) - s1n(2t) yo(t) = cos(z + 47t) 2 cos(27)
xp(f5m) = 2cos(lgm) + cos(Gm) =2 ~3v3 +-3v3 =-13¢3
{y’Q(%n) cosGm) — 2cos(lzm)=-3v/3 —2 - —lf W3

Dus de baansnelheid van Q in B is \/(_1_\/—) +(2«/—) —\ﬁ—g=1«/_
V2 6T = 6 T8 = 215 keer

Dus de baansnelheid van P in 4 is

r

zo groot als de baansnelheid van Q in B.

Bladzijde 171

/C7) a y=3 geeftsin(n) =3

140

t=in+k-2nvi=3n+k-2n
O<t<2ngeeftt=énvt=gn
x(67r) = sm(3n) 3en x(6n) = sm(33n) ——— 3

DuSA(‘i\/i2),3(5\/7,2)enAB—; 3——;\/__\/5

Hoofdstuk 12

2sin(t + zm) — 2sin(2¢)

2sin(27) ) . <2sin(t+%n))) 1 (2sm(2t)+2s1n(t+47t)

)
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b x(7) = sin(4t) geeft x'(t) = 4 cos(41)
() = sin(z) geeft y'(f) = cos(?)

5Cm) = XGm)) _ (4cosBsm)) _ [ 2 \ A [ 4
6 y'(% ) cos(%n) - %«/? W3
tan(g) = g geeft p=23.41..°

De gevraagde hoek is 23,4°.
¢ De baansnelheid in 4 is v(Zm) = \/(—2)2 +(-3V3) = J4 +3= \/143 =1

Substitutie van x = sin(7) in 2x? — 1 geeft
2x* — 1 =2sin* (1) — 1 =—(1 — 2sin*(?))
=-cos(27)
= cos(2¢ + m) en dit is gelijk aan y.
Omdat x = sin(7), geldt -1 <x < 1.
Dus bij de grafiek hoort de formule y = 2x> — 1 met-1<x < 1.

2]

00 =OP +PQ = 0P + P4 + 1 P4}
A== (3) - (o) = (2 "oy ssn 7= (3 ™)
— [sin(0) -sin(f) , [2-cos2n)\ _( sin(e) = 3sin(t) + 1 —3cos(20)
0= (cos(2t)> T2 (2 - cos(2t)) T2 ( sin(?) ) - (cos(2t)+ 1 —Leos(21) +§sin(z)>
~ (%sin(t) +1 —%cos(Zt))
Lcos(26) + 1 +1sin(r)

xp(f) = 1+ 3sin(f) — 3c0s(27)

)

De bewegingsvergelijkingen van Q zijn
yolt) = 1+3sin(r) +3cos(21)

Kennis- en vaardighedentest

Bladzijde 172
1 a sin(3x—17) = cos(2x)

cos(3x — %n) = co0s(2x)
3x—%1t=2x+k-2nv3x—%n=—2x+k-2n
x=%1r+k-27tv5x=%n+k-27t
x=%1r+k-27tvx=23—0n+k-%7r
xin[0,n] geeftx=3nvx=snvX=hrVvx=2"7

b 2cos*(x)+sin(x) =1
2(1 — sin?(x)) + sin(x) = 1
2 — 2sin?(x) + sin(x) = 1
2sin?(x) — sin(x) = 1=0
Stel sin(x) = u.

2u—u—1=0
D=(-12-4-2--1=9,dus VD=3
u=l+3=lvu=—1_3=—l

4 4 2

sin(x) =1 v sin(x)=—%
x=%1r+k-27rvx=lén+k-2nvx=—%n+k-2n

xin [0, 27] geeftx=%7r vx= 1%7: VXx= I%n
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c cos(%m) = —sin(ém)
cos(%m) = sin(%m + 1)
cos(%m) = cos(ém + %n)
%nt=%nt+%n+k~2nv%nt=—%nt—%n+k-27r
%nt=%n+k-2nv;—gnt=—%n+k-2n
(=2i+k-83vi=-B+k 35
¢tin [0, 10] geeftt=2%vt=2%v t=6%vt=9%

2 a y=sin(x)cos(13x) + cos(x)sin(13x) = sin(3x + 13x) = sin(2x)
b y=sin(3x)sin(5x) + cos(3x) cos(5x) = cos(5x) cos(3x) + sin(5x) sin(3x) = cos(5x — 3x) = cos(2x)

3 a sin(x+37m) = 2sin(2x) cos(2x)

sin(x + %n) = sin(4x)
x+%1r=4x+k-2nvx+%n=n—4x+k-2n
—3x=—%7t+k-2nv5x=%7t+k~2n
x=$1r+k-%nvx=12—5n+k-%n

b sin?(2x) + 5 = cos(4x)
1 — 3 cos(4x) + 5 = cos(4x)
-1icos(4x)=-3
cos(4x)=%
4x=%n+k-2nv4x=—%n+k-2n

=1 1 =_1 .1
x=prntk-snvy=-puntk-sm

4 a y=sin?(2x)+ 2cos?(2x) + 3 cos(4x)
= sin(2x) + cos?(2x) + cos*(2x) + 3 cos(4x)
=1+1+1cos(4x) + 3 cos(4x)
= 1% + 3%cos(4x)
b y=sin(2x)cos(2x) + 4sin(4x) — 1
=1sin(4x) + 4sin(4x) — 1
= 431sin(4x) — 1

5 a Translatie van de grafiek van f over (—l%n, 0) geeft de grafiek van
h(x) = sin(2(x + 13m)) + cos(x + 137) = sin(2x + 3x) + cos(x + 137).
h(x) = sin(2x + m) + cos(x — %n) = -sin(2x) + sin(x)
h(-x) = -sin(-2x) + sin(-x) = sin(2x) — sin(x)
Er geldt A(-x) = -A(x), dus de grafiek van / is symmetrisch in de oorsprong
en hieruit volgt dat de grafiek van f'symmetrisch is in het punt (I%n, 0).
b Translatie van de grafiek van g over (-, 0) geeft de grafiek van k(x) = 2 sin?(x + m) cos(x + m).
k(x) =2+ (-sin(x))? - —cos(x) = -2 sin?(x) cos(x)
k(-x) = -2sin?(-x) cos(-x) = -2 - (-sin(x))? - cos(x) = -2 sin®(x) cos(x)
Er geldt k(-x) = k(x), dus de grafiek van & is symmetrisch in de y-as
en hieruit volgt dat de grafiek van g symmetrisch is in de lijn x = 7.
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10

f(x) =0 geeft 2sin(x) =0
sin(x) =0
x=k-m
xin [0, ] geeftx=0vx=mn
IL)= nf (2sin(x))>dx = nf4 sin?(x)dx = nf 43— 2cos(2x)) dx = nf(z —2cos(2x))dx
0 0 0 0

= n[2x — sin(2x)]7 = (27 — sin(2n) — (0 — sin(0))) = 27

o= f(l —2cos%(x) — cos(x)) dx = f(—(2 cos?(x) — 1) — cos(x))dx = f(—cos(2x) — cos(x))dx

= [—%sin(Zx) - sin(x)] :t = —%sin(fzn) —sin(w) — (- %sin(%n) - sin(%n))

=0-0+5-3V3 +3V3=3/3

Bladzijde 173
a AB*=(3cos(21) — 2cos(1))* + (3sin(2r) — 2sin(3 1))
= 9cos2(2f) — 12 cos(24) cos(% 1)+ 4cosz(% 1) + 9sin®(2¢) — 12 sin(2%) sin(%t) +4 sinz(% f)
=9+ 4 — 12(cos(2f) cos( 1) + sin(27) sin( 1))
=13 — 12¢os(2t — 37)
=13 - 12cos(132)

Dus 4B =113 — 12cos(131).
b AB=+7 geeft /13— 12cos(13r) =7

13— 12cos(130) =7

12cos(13) =6

cos(l%t)=%

1%t=%n+k~2nv 1%t=—%n+k-2n
t=%1r+k' 1%nvt=—%n+k- I%n

t1n [0, 4x] geeftt=%nvt=lgnvt=2§nvt=1%nvt=2%nvt=3%n

a De frequentie is g—i =4 Hz.
b Per trilling is de afgelegde afstand 4 - 5 =20 dm =2 m.
Er zijn 4 trillingen per seconde, dus per uur zijn er 3600 - 4 = 14400 trillingen.

De afgelegde afstand in één uur is 14400 - 2 =28 800 m = 28,8 km.

x =2 geeft 2cos(f) =2
cos(f)=1
t=k:2n
¥(0)=cos(-m)=-1
y=ax*+ 1door (2,-1) geeft 4a + 1 =-1 oftewel 4a =-2, dus a =-3.
Dit geeft K: y=-3x2+ 1.
Substitutie van x = 2 cos(f) in -3x2 + 1 geeft -3x% + 1 =1 - (2cos(t))? + 1
=-1-4cos¥(r) + 1
=-2cos(f) + 1
-(2cos¥(f) — 1)
-cos(2?)
cos(2¢ + m)
= cos(2¢ — m) en dit is gelijk aan y.

Omdat x = 2cos(?), geldt -2 <x <2.
Dus bij de kromme K hoort de formule y = —%xz +1lmet-2<x<2.
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11 a yu(H)= —%ﬁ geeft cos(2t — %n) = —%\/5
2 —%n=%n+k~2nv2 —%n=—%n+k~2n
2t=lgn+k-2nv2=-3n+k-2n
t=%n+k~nvt=—%n+k-n
tin [0, 137] geeft t=5nv t=3n
xp(f5m) = sin(137) = -3v2
xp(3m) = sin(23m) =392
Dus AB=1v/2 —-1/2 =2,
b xp(f) =0 geeft sin(37) =0
3t=k-n
t=k- %n
tin [0, I%n] geeftt=0vt=%nvt=%nvt=7rvt= 1%1t
yp(0) = cos(-3m) =3
yp(37) = cos(3m) =3
yp(Gm) = cos(m) =-1
yp(m) = cos(15m) =3
yp(13m) = cos(23m) =3
xp(t) = sin(3¢) geeft xp(¢) = 3 cos(37)
yp(f) = cos(2t — 1m) geeft yi(r) = -2sin(2t — $7)

L (x0)) [ 3cos(0) \ _ [ 3
vp(0) = ( yi(O)) - (—2 sin(—%n)) N <x/§ )
L [ xpm\ 3 cos(3m) (3
M=y ) T\ C2sin(i2n) _<ﬁ)

(\/33)(\-/33) 3344343

0s(p) = = =-3 geeft 9 = 120°

@HE

De gevraagde hoek is 180° — 120° = 60°.
c De baansnelheid is

vp(3m) = «/ (pGm) + (VpGm)) = \/ (3 cos(2m))* + (-2sin(m))* = x/ (G 1P+(-2-0y=3.
d 00 =0P +PQ = 0P + PO,

— [ -sin(31) —  (-cos(2t—1im)

ro= (—cos(2t—%n))’dus FOr= ( Sin(31). )

— [ sin(37) ~cos(2t —1m)\ _ (sin(37) — cos(2r —im)

00 = (cos(zz—én)) N ( sin(3t)3 ) - <cos(2z—§n) - sin(33t))

. . . [xp(f) =sin(3¢) — cos(2t — l7t)
Wi o 3
De bewegingsvergelijkingen van Q zijn { yolt) = cos(2t — %n) + sin(37)

Yo(t) = 0 geeft cos(2¢ — 3m) + sin(37) = 0
cos(21 — 1m) = -sin(37)
cos(2t — %n) =-cos(3t— %n)
cos(ZI—%n) = cos(3¢ +%n)
d-in=3r+in+k-2nv2u—in=-3r—in+k-2n
-t=%n+k-2nv51=-%n+k~2n
t=—§n+k-2nvt=—%n+k-%n
tin [0, 13n] geeft t=linvi=Rnvi=2n

xo(1gm) = -2, x,(5m) = ~0,618 en xy(55m) = 1,618

2
Dus voor t= 3—3n.
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Gemengde opgaven

Bladzijde 174
1 a f(x)=0 geeft 2sin?(x) + sin(x) = 0
sin(x)(2sin(x) +1)=0
sin(x) =0 v sin(x) = -3
x=k-mvx= 1%7r+k-2nvx=—é7t+k~27t
xin [0, 2] geeftx=0vx=nnvx=2nVvXx= lén vx= lgn
s T T
0= [f(x)dx = [ (2sin’(x) + sin(x))dx = [ (1 — cos(2x) + sin(x)) dx
0 0 0
= [x—%sin(2x)—cos(x)]g=7t—0——l —(0-0-1)=n+2
b f(x)=2sin%(x) + sin(x) geeft /'(x) = 4sin(x) cos(x) + cos(x)
f'(x) =0 geeft 4sin(x) cos(x) + cos(x) =0
cos(x)(4sin(x) +1)=0
cos(x) =0 v sin(x) = —%
x=in+k-mvsinx)=-;
x=%n+k'nmetxin [0, 2] geeftx=%n vXx= 1%7[
fGm) =2sin(3m) + sinGm)=2-12+1=3
fQimy =2sin?(1im) +sin(im) =2 (-1)2 - 1=1
sin(x) =5 geeft /(x) = 2+ (-3’ —§ =3
f(x) = p heeft precies vier oplossingen voor —% <p<0vO<p<l.
c De grafiek van fis symmetrisch op het interval [0, ] betekent symmetrie in de lijn x = %n.
Translatie van de grafiek van fover (- %n, 0) geeft de grafiek van
g(x) = 2sin(x + 37) + sin(x + 37) oftewel van g(x) = 2 cos?(x) + cos(x).
g(-x) = 2 cos?(-x) + cos(-x) = 2 cos?(x) + cos(x)
Er geldt g(-x) = g(x), dus de grafiek van g is symmetrisch in de y-as en hieruit volgt
dat de grafiek van f'symmetrisch is in de lijn x = %n oftewel symmetrisch op [0, 7t].

d ¢g=/Cn-1im=7Cn)=2sin?¢m) +sinCGm =2 &P +1=1

2 a f(x)=sin(2x) — 2cos(x) geeft f'(x) = 2 cos(2x) + 2 sin(x)

f'(x) =0 geeft 2 cos(2x) + 2sin(x) =0
cos(2x) = -sin(x)
c0s(2x) = sin(x + m)
c0s(2x) = cos(x + %n)
2x=x+%1t+k-2nv2x=—x—%n+k-2n
x=%n+k~2nv3x=—%n+k-2n
x=%n+k~2nvx=—%n+k~%n

Bij 4 hoort x =-1m.

f-1m)=sin(-1n) — 2cos(-1m) = -3v3 — 2 - 33 =-13/3, dus A(-ix, - 13V3).

-im+3m=3men3n+3n= Iz, dus bij B hoort x = I¢m.

f(1im) =sin(23m) — 2cos(13m) = 33 — 2 - -3v/3 = 13v/3, dus B(13 7, 13v/3).

a = amplitude = 13v3

. . )
3 periode = Igm — - g = 15, dus periode =25men b = zgnn I

3
Een hoogste punt voor ¢ = lén, dusc= I%n,
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b f(x)=0 geeft sin(2x) — 2 cos(x) =0
2 sin(x) cos(x) —2cos(x) =0
2 cos(x)(sin(x) —1)=0
cos(x) =0 v sin(x) =1
x=%7t+k-1tvx=%n+k~27t
x= %n +k-m
Dus C(, 0).
Translatie van de grafiek van fover (— n, 0) geeft de grafiek van
g(x) =si(2(x + 21r)) 2cos(x + 21t).
g(x) =sin(2x + 1) — 2 cos(x + %n) = -sin(2x) — 2 sin(x + 1) = -sin(2x) + 2 sin(x)
g(-x) =-sin(-2x) + 2 sin(-x) = sin(2x) — 2 sin(x)
Er geldt g(-x) = -g(x), dus de grafiek van g is symmetrisch in de oorsprong
en hieruit volgt dat de grafiek van f'symmetrisch is in het punt C(%n, 0).

xu(f) = 2 cos(int x'(f) = - Lmsin(nt ~Lasin(ine
_ {p() G )geeft{P() jsin(g ),dus;,,(z):(z Gri)\

yp(t) = 2sin(37t) yp(t) = 3mcos(3at) 17 cos(3mt)

{x;,(z)=—%nsin(§m) e {x” (z)=—ln2cos(%m)’ . ap(z)=< §m cos(m))

yp(f) =11 cos(3mz) (t)———n sin(37z) -3 sin(37ir)

R - -1nsinGmr) -1 cos(3mr)
Vp(t) ' aP(t) = 1 1 :
5T coS(z7t) 8n sm(4m)
n sm(4 ) - - n cos(4 mt) + 271 cos(4 ) - - n sm(4 )
=1 6n3 sin(Gnt) cos(mf) — 73 sin(37f) cos(3 )
=0
Dus vp(?) en dp(?) staan in ieder punt van de cirkel loodrecht op elkaar.
b Uit de bewegingsvergelijkingen van Q Volgt yolt) = xp(2).
Als P zich in 4 of B bevindt, geldt 2 sm(4 ) =2 cos(}L )

sm(4— Tt)

cos(%nt)
tan(%m) =1
%nt = %n +k-m
t=1+k-4
xp(1)=2cos(Gm) =2
xo(1)= V2 geeft v/2 sin(c) = v2
sin(c) =1
c= %n +k-2n
Dus voor ¢ = %n.
¢ Voor 7= 5 bevindt P zich voor het eerst in het punt B(-/2, -v2).
Voor 7= 5 geldt x (1) = V2 sin(5¢) en yolt) = V2 sin(5¢).
xo(1)= -2 geeft V2 sin(5¢) =-v2
sin(5c) =-1
Sc= l%n +k-2n
c= 13—07r +k- %n

Dus voor 0 < ¢ < %n.
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Bladzijde 175
4 a y(r)=0 geeft cos(37)=0
3t=%7t+k-7t
t=%n+k-%n
tin[0,n]geeftt=%nvt=%nvt=%n

x(m) = cos(3m) =

—_ N

x(3m) = cos(m) = -
xCGm) = cos(13m) =1

X =cos2r) - (x'(0)=-2sin(2) _ (-2sin(2)
(1) = cos(3t) E V(r) = -3 sin(3) S S VD = <—3 sin(3z)>'

i -2sin(3m) :(_\/g)i<1>
6™ (—3sin(§n)) 3) W3
s -2sin(157) :(\/g>i( 1)
v6m (—3sin(2%n)) 3) 3

<w/1§)<-wl/§> 1 1+3--43

(«/%)‘(_\1/5)‘_ V4 -4 =-1 geeft p = 60°

De gevraagde hoek is 60°.
b x(7) =0 geeft cos(2¢) =0
2t= %n +k-m

t=%7t+k-%n

cos(p) =

tin [0, 7] geeftt=%7r vt=%n
YGm) = cosGm) = -3v2
yGm) = cos(23m) = 372

o -2sin(13m) _( 2 )
7 Ssinaly) T V2

1
kiy=ax+bmeta= 122x/§ =—%\/E en k door (0, %\/5)
Dus k:y=—%\/5'x+%1/§.
¢ De baansnelheid is v(37) = \/(—2 sin(m)? + (-3 sin(13m))? = /(-2 - 02 + (-3 --12 =3.
d d(4, B)=1, dus y(¢) =% omdat de baan symmetrisch is in de x-as.
cos(37) =%
3t=in+k-2nv3t=-in+k-2n

=1 2 =-1 2
t=gn+k-snvit=-gunt+k-3n

tin [0, 7] geeft t=gnvi=1mvi=3n
x(3m) = cos(3m) = 0,766...

x(@Gm) = cos(13m) = 0,173...

xGm) = cos(13m) =-0,939...
Dusp=-0,94vp=0,17vp=0,77.
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5 a De baan van P is de cirkel met middelpunt O en straal 4.
De baan van Q is de cirkel met middelpunt O en straal 5.
De minimale afstand tussen Pen Qis5—4=1voor 5t=3t+ k- 2n
2t=k-2n
t=k-m
Dus de minimale afstand wordt bereikt voor t =0, t =m en ¢t = 27.
De maximale afstand tussen Pen Qis 5 +4 =9 voor 5t=3t+n+ k- 2n
2t=m+k-2n
t= %n +k-m
Dus de maximale afstand wordt bereikt voor ¢ = %n ent= I%n.
b PO?=(5cos(31) — 4cos(5t))* + (5sin(3¢) — 4sin(5¢))?
=25 cos2(3t) — 40 cos(3t) cos(5¢) + 16 cos*(5¢) + 25 sin®(3¢) — 40 sin(3¢) sin(5¢) + 16 sin(5¢)
=25+ 16 —40(cos(5¢) cos(3¢) + sin(5¢) sin(3¢))
=41 —40cos(5¢ — 37)
=41 — 40 cos(2¢)
=41 -40(1 — 2sin(¢))
=41 - 40 + 80sin?(¢)
=1+ 80sin(¢)

Dus PO = 4/1 + 80sin(1).
c PO =441 geeft /1 + 80sin%(r) = /41

1 + 80sin%(r) =41
80 sin2(r) = 40
sin2(7) =5
sin(t)=%\/5 vsin(t)=—%\/§
t=gn+k-2nvi=in+k-2nvi=ln+k-2nvi=-in+k-2n
tin[0,27r]geeftt=%nvt=%nvt=1%nvt=I%n

d Evenwijdig met de y-as, dus xp=x
4 cos(5¢) = 5cos(37)
Invoeren van de bijbehorende formules en gebruiken van de optie snijpunt
geeft 1~ 0,76.

6 a yp(7)=0geeft 2cos(2r)=0
cos(2t)=0
2t= %n +k-m
t= %n +k- %n
tin [—%n,%n] geeftr= —%n v t=%n
Xp(- 417r) =3 cos(%n) = 1%\/5
xp(3m) = 3cosGm) = -15v2

xp(f) = 3cos(t + i) x'p(f)=-3sin(s+im) . _ . [-3sin(t+in)
{yﬁ(z)=2cos(2r)2 geeﬂ{ yi;(t)=—4sin(2t)2 > dus VP(”‘( “4sin(21) )

k- (25140 ) - (1)
-4sin(-37) 4

tan(gp) = 14 geeft p =-62,06...°
-13v2
De gevraagde hoek is 62,1°.

b De baansnelheid is vp(-§7) = \/(—1%«/5)2 +42 = \/4% +16 =43 =182,
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-4 sin(2¢
c rc; = 13V2 geeft —(1) =132
-3sin(t +57)
sin(2r)
sin(z + 3m)
2 sin(t) cos(t
(eos() _ >
cos(?)
2sin(f) =2
sin(r) =142
t=%n+k-2nvt=%n+k-2n
tin[-3m, 3] geeft1=1n

t= in geeft A(- 1%«/5 0) (zie vraag a)

1
y=13V2 x+b I 1
13V2 - -15v2 +b=0
doorA(—l%\/Z 0) 3\/_ 2\/—
-4+b=0
b=4
Dus k:y= I%x/f-x+4.
d x,(f) =0 geeft 3cos(t +1m) =0
t+%n=%n+k-n
t=k-m
tin [—%n,%n] geeftt=0
yp(0) =2cos(0) = 2, dus de baan snijdt de y-as in het punt (0, 2).

Dus de formule van de parabool is vermoedelijk van de vorm y = ax2 + 2.

xp(3m) = 3cos(n) = -3 en yp(hm) = 2 cos(m) = -2, dus

— 12
y=ax-+2 ) _
(3 +2=-2
door (-3,-2) f ¢ "¢
oor (-3,-2) 9g = -4
__4
a="y

Dusy = —§x2 +2.
Substitutie van x = 3 cos(¢ + 37) in -3x* + 2 geeft
-3x2+2=-3- (3cos(t +5m) +2
=-3-9cosX(t+3m) +2
=-4sin’(t+m) + 2
-4(-sin(7))> + 2
=2 —4sin’(¢)
=2(1 — 2sin’(?))
=2cos(2¢) en dit is gelijk aan y.
Dus de baan van P is een deel van de parabool y = -3x2 + 2.

—_ = — —
e 00 =0P +P0=0P + PO,

1 - 1 -
OB = 3cos(t +5m) dus PG = 3cos(t+5m) en P_O)R _ 2 cos(2lt)
3cos(t+3m)

2cos(2t) -2cos(2¢)
50 — (3eostt+ i) L 2cos@) ) _ (3eos(+ 1m) = 2cos(2r)
0 2cos(21) 3cos(t +1m) 2¢0s(21) + 3cos(t + im)

xp(f) = 3cos(t +3m) — 2 cos(2f

De bewegingsvergelijkingen van Q zijn {yggt; _h cosEZt) i ;cos (t +(%n;
f O passeert y-as geeft x(¢) = 0 oftewel 3 cos(z + %n) —2cos(2t)=0.

Invoeren van de bijbehorende formule en gebruiken van de optie nulpunt

geeft 1=-0,439...

xp(-0,439...) =3 cos(-0,439... + %n) =1,276...en

yp(-0,439...) =2cos(2 - -0,439...) = 1,276..., dus P(1,276...; 1,276...).

Zie de figuur hiernaast.

O(OPQR)=0P?=1276..2+1,276..2=3,26.
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K Voortgezette integraalrekening

K.1 De substitutiemethode

Bladzijde 178
a f(x)=x2+sin(x) geeft F(x) = 1x3 — cos(x) + ¢

_x2_2_1 3 _ D) _ 1
b f(x)==—F—=7—2x" geeft F(x) =In|x| +x*+c=Inlx[+ 5 +c
x x X
¥ 4.3
¢ f(x)=4 -3 geeft Fx) =4 -——+c= te

n3) ¢ )
d f(x)=3e"" ! geeft F(x)=3e""1+¢

i 1 4 cos(mx)
a f(x)=4sin(nx) geeft F(x)=4 - . -cos(mx) +c=-——+c

5 5

> - _s.l._ R |
bf(x)—(3x+1)2 5(3x+1)2i?t)32f:i(x) 5(13)2x_(32x+1)1+c 3G+ 1) ¢ 9xt3
= (Y3 oo _1.42 _2
C f(x) (2) geetF(x) 2 ln(%) c ln(%) +
4x + 1

d /&= 2/Ax+ 1

3T 1
: _ 1 3T _ 1 2 1 1 _ 1 1 1 _1
a II sin(2x) dx = [—ECOSQX)]én = —ECOS(E’I[) +§COS(§T£) =-3'"3t33=3
i

4
b I—2x6_ -dx =6 3lni2x - 1]} =31n(7) - 3In(1) = 31n(7)
1

4
¢ e ddr=[6 26 =121 - 12e7 =212
0 (S S

Bladzijde 179
a f(x) = sin(x?+ x) geeft /"(x) = cos(x? + x) - (2x + 1) = (2x + 1) cos(x? + x)

+c

=Wax+1=1(4x+ 1) geeft F) =11 i(4x )T+ e=F@x+ Wax+ 1 +¢
2

b G'(x)=(2x+ 1)cos(x* +x), dus G(x) = sin(x? + x) + 3 is een primitieve van g(x) = (2x + 1) cos(x? + x).

Bladzijde 180

dx?+1
a Omdat (T) =2x en 6x = 3 - 2x, lukt het primitiveren van f'wel op deze manier.
d(x3 + 1) 5 R b3
Omdat B 3x~ en 6x niet geschreven kan worden als het product van een constante en 3x=,
lukt het primitiveren van /4 niet op deze manier.
dix*+7) ! o :
b Omdat —7—= 4x3 en 10x3 = 25 - 4x3, lukt het primitiveren van g wel op deze manier.
d(x* +x) )
Omdat B 4x3 + 1 en 10x niet geschreven kan worden als het product van een constante
en 4x3 + 1, lukt het primitiveren van & niet op deze manier.
d(x* + x)
= M A3+
c I 4x° + 1
10x3 + @ =21 (4x3 + 2a) moet gelijk zijn aan 25 (4x> + 1), dus 2a = 1 en dit geeft a = 2.
a 3x2dx=d(x3+5)
b Sx*dr=d(x*-3)
¢ cos(2x)dx = d (3sin(2x) + m)
d %dx — dlnx|
e (5—2x)dx=d(5x—x2+5)
f 2cos(4x)dx = d%sin(4x)

Hoofdstuk K

© Noordhoff Uitgevers bv



Bladzijde 181

b

F(x)=[2x(x2 + 4 dx = [(x2 + 4P - 2xdx = [(2 + 4P d(2 +4) = [ du=Fu' + ¢
=107 4 e

Gx)=[6xyx>+ Tdv=[3-yx2+1-2xdv=[3vx2 + 1dx2 + 1) = [3vu du = [3urdu=2u'2 + ¢
=2uvu +c=2(2+ l)x/szlec

Hx) = [6x2(x3 = Ddx =2 (3= 1) 3x2dx =203 — D*d(x® — 1) = [2utdu =25 + ¢
=300 -1 e

K(x) = [xcos(x?+3) dx = [1 - cos(x? + 3) - 2xdx = [2cos(x? + 3) d(x? + 3) = [1cos(u) du

=1sin(u) + c =3sin(x? + 3) + ¢

Fx) = [xGx* =4y dx = [§- 3x? —4)} - 6xdv = [ (322 - 4P d(3x> - 4) = [qud du = 55u* + ¢
=5 (3x2 -4y +c

G) =20/ =3 de=[Va2 =3 - 2xdx = [V = 3d(x? - 3) = [V du=[utdu=2u"" + ¢
=%u[+c=g(x2—3)\/T3+c

_rL 2 _rl _ 2
H(x)= I32+2 I32+2 6x dx f3x2+2d(3x +2)= [ du=Inlul + ¢ =In|3x>+ 2| +c
=In(3x>+2)+c¢
K(x) =[3x?sin(x* — 1)dx = [sin(x3 — 1) - 3x2 dx = [sin(x® — 1) d(x* — 1) = [sin(u) du

=-cos(u) +c=-cos(x* — 1)+ ¢

F(x)=11nxﬁdx=f1n(x)-%dx=fln(x)dln(x) =[udu=3u2+c=3In(x) + ¢

Gx)=[xerdx=[-3- ¥ 2xdx=[-3ed(-xd) = [-Je“du=-3e" +c=-3e +c

Hx)=[x/5-22dx=[-1-v5-x2 - -2xdv=[-3/5-x2d(5 ) = [-3Vu du = [-Judu
=—%u1%+ c=—%u\/;+c=—l(5 xz)ﬂ+c

d K@= [——dx= [t — - da?+ 1) = [——d — 2+ 1
= [} dede= [ ) = [ fu e e
3 B sin(x) 1 )
a f(x)=tan(x) = cos(r)  cos(n) - sin(x)
. e 1
b [tan(x)dx= fcos() sin(x) dx = [-1 cos) cos( )dcos(x)
Bladzijde 182
a ftan(2x)dx = [——ln| cos(2x) |] 1n‘cos(%n)‘ + %1n|cos(0)| = —%1n(%) + %1n(1)
-2 +0=1m@)
b [sin’(x)=] smz(x) sin(x) dx = [-(1 — cos?(x)) - -sin(x) dx = [ (cos?(x) — 1) d cos(x)

=@ -1)du=3u>—u+c= %cos3(x) —cos(x) + ¢

ffsin3(x)dx=[%cos%x)—cos(x)]iﬁ FGP -3 (6V2P - 3V2) =

[

sin(x) [- Cosl3( ) - -sin(x) dx = I
1 3 1

+c= +
22 2 cos?(x) ¢
%f‘ sm(x) G 1 .
0 cos3(x) [2 cosz(x)]0 2-(3/3) 26

0s'0) )dcos(x) f——du [~u3du=3u?+c

_1
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10

11

12

152

cos(x) 1 1 . 1 _ _ 1
a jsinz(x) = jsinz(x) - cos(x) dx = Jsinz(x) dsin(x) = fﬁdu =[u?du=-u'+c=- m +c
_ 1
~ sin(x)

cos(x) : 1
f(x)=cos(x) — ) geeft F(x) = sin(x) + SinGo) +c

b G(x) = [sin’(x) dx = [-sin*(x) - -sin(x) dx = [-(sin?(x))?d cos(x) = [-(1 — cos?(x))?d cos(x)
= [-(1 —u?2du=[-(1 = 2u® + u¥) du=[(-u* + 2u2 — 1) du=-1uS +3u —u+c

=-1cos’(x) + 2cos3(x) — cos(x) + ¢

Bladzijde 183

|
J.n(X)dx fln2(x) —dx J']n2(x)d1n(x) qudu 3U3+C——ln3(x)+c
In2
f (x)dx $e@] =1n3@2) - Hnd(1) = $1n82)
1 i )

b fxln(x)dx Iln(x) xdx fln()dln(x)—fudu In|u| + ¢ = In|In(x)| + ¢

eZ

1 _ @ _ B _

eI xln( )dx [ln“n(X)H In(2) — In(1) = In(2)

c dx Ig +6x2dx = fg d(2 3= [L. iudu:jge—udu:_%e-“c:_ﬁJrc
e
:_L .
6>
(X2 L] 1 -1
= |- =_——— o=

Of e’ 662"3]0 62 ©  6e2
a \/x+4 =u

kwadrateren geeft

x+4=y?

x=u>—4

Omdat x = u? — 4 en vVx + 4 = u, krijg je [xvVx + 4 dx = [(u? — 4) - ud(u® — 4).
J@?*=4) - udw?-4)=[@w?-4) u-2udu=[Qu* - 8u* du
Jxvx+4de=[Qu - 8ud)du=2u -3+ c=3(Vx+ 4y —3(Wx +4)P + ¢

jx¢ac+—4dx=[%(W5——(¢xT)3] =30/9)° =36/9)° - G(/4) =5 (/4)) = 3353

o

(9]

a Vvx+1=u
kwadrateren geeft
x+1=u?
x=u*—1

Jevx+Tde=[@?= 1) ud@?—1)=J@>— 1) u-2udu=[Qu* - 2u?) du=3u’ —3u> + ¢

=30 ST e
3
il Tae= RO =365+ =308 =364 - G =301 = 735
b Vvx+9=u

kwadrateren geeft

x+9=1u>

x=u>-9 , ,
5 Su -9 3™ -9)

[F=do=f———dw?-9) = [——

Vx+9
3(J;cT)3—90J;cT+c

:
[ 72 = [Rr0y - 90V 9] = R(/16)° - 9016 - ($(/9)" - 90v9) =334

2udu=[(10u? = 90) du = 2u? — 90u + ¢

Hoofdstuk K
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13 a f(x)=0geeft2+In(x)=0
ln(x) =-2
=¢ —2

) = ln(x) dv=[(2+ In(x) - v = [(2 + In()) dIn(x) = [(2+ ) du = 20+ hu + ¢
=2 ln(x) +1n2(x) + ¢

o) = f /@) dv = [2In(x) +3I0%(x)]”, = 2In(e) + 31n%(e) — (2In(e?) +31n’(e )

=2+1-@2-2+1- (-2 =41

b ff(x)dx 6 geeft 21n(p) + 2In%(p) — (21In(1) +11n%(1)) = 6
—lnz(p) +2In(p)—6=0
In?(p)+4In(p) —12=0
(In(p) = 2)(In(p) +6) =0
In(p)=2vIn(p)=-
p=evp=¢?
p = e % voldoet niet, dus p = e.

2(x)

14 a f(x)=g(x) geeft

S(x) < g(x) geeft % <x<+e
2(x)

b F(x)= j dy = [41n2(x) - %dx = [410200) dIn(x) = [ 412 du =43 + ¢ = 210P(x) + ¢

g(x)=— geeft G(x) =In|x| + ¢

o) = f (g() —/(x)) dx = In|x| - %1n3(x)]§1 = In(e?) — $1n3(e?) — (In(e *) — §In’(e )
N N

Bladzijde 184
2 (3 +4)- 6x—3x2- 3x2 6x4 + 24x — 9x* —3x4 + 24x

15 a f(x)=x3)fr 5 geeftf (%) =

(x3 + 4)2 (x3 + 4)2 (x3 + 4)2

S(x) =0 geeft -3x* +24x =10

-3x(x*—8)=0

x=0vx*=8

x=0vx=2
min. is f(0) =0
max.is f(2) =1

2dx = f d(x3+4) f du=Inju| +c=In|x3+4|+¢

ff(x)dx 2 geeft [1n|x3 + 4|] —»
In(p* +4) — In(4) =2

p+4
1n< 7 )—2
p3+4

4
p?+4=14¢
pP=4e*—4
p=y4e—4

=¢
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e’
100

3x - e

3
IOdeI

16 [(f(0))Pdv=[({5V3x - e  dx = [——— - dx dx = [735€2° d(2x?) = [755e* du

=g0€" T =g +e

1L, = Wf(f(x))zdx n[mge ] = t(55e%" —15) = 7M€ — 1)
I(L,) = 35w geeft giom(e’ — 1)=35m

e’ — 1 =440

¥’ =441

2p? = In(441)

p?=1In(441)

p>=In(21)

In(21) v p=-4/In(21)

p =-+/In(21) voldoet niet, dus p = 1/In(21).

/c1)a Fx)=[4x(2 =3P dx=[2- (230 2xdx =[2(:2 - 3)* d(x2 - 3) = [2ud du = 5u* + ¢
=302 =3y +e
b G) =[x/ + 1dv=[2-vV32+1-2cde=[2vx2+1de2+ 1) =[2vu du=[2ur du
= Hult+e=Huu+c=13@2+ W2 +1+c

/. c2] fsm (x) cos(x) dx = [sin*(x) dsin(x) = [u* du = 21’ + ¢ = Lsin’(x) + ¢

j sin‘(x) cos(x) dx = [+ sinS(x)]f)" =Lps-L.09=1
0

K.2 Partieel integreren

Bladzijde 185
17 a k'(x) # h(x), dus k i1s geen primitieve van A.
b (2x+3)cos(x) = k'(x) — 2sin(x) geeft [(2x + 3)cos(x) dx = [£'(x) dx — [2sin(x) dx
= k(x) — [2sin(x) dx
= (2x + 3) sin(x) — [ 2 sin(x) dx
¢ H(x)=[(2x+ 3)cos(x)dx = (2x + 3)sin(x) — [ 2 sin(x) dx = (2x + 3) sin(x) + 2 cos(x) + ¢

Bladzijde 187

ln() ——— = Inx - nix ——
uf[dxfl() fdxl()sz c2W/xdx = 2f1()f dx

=2VxIn(x) — 4vx + ¢ =2Vx(In(x) = 2) + ¢

b [xsin(x)dx = sin(x) - $x2 — [cos(x) - $x2dx
Het wordt op deze manier alleen maar ingewikkelder, dus het lukt zo niet.

18

19 a Fx)=JxeXdr=x-3e¥—[1 -1e@dr=1xe¥ - [feXdr=1xe¥—1e¥ +¢
b F(x) =]2xcos(x)dx = 2x - sin(x) — [ 2 - sin(x) dx = 2xsin(x) + 2 cos(x) + ¢
c f(x) = In(5x) geeft F(x) = %(Sx In(5x) — Sx) +c=xIn(5x) —x+¢
d [xIn(x)dx =1In(x)- %xz % §x2dx Lx2In(x) — fzxdx 2x2 In(x) — zx +c

fx) =xIn(x) + x geeft F(x) = 5x2 In(x) — sz + sz +c= ixz In(x) + sz +c

20 F(x)=Je x-eV¥ x-eV? [2 - e du

=2uet—[2etdu=2uet —2e" +c=2/x - e¥ —2eV +¢

154 Hoofdstuk K
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21 o [xertldv=2x-e""'—[2- e ldr=2xe"" - [2e" ldv=2xe"" ' = 2" + ¢

1
[oxes*ldv=[2xer* ! =2+ 1]y =262 — 2e2 — (0 — 2¢) = 2¢
0

b [(3x+ 1)sin(x)dx = (3x + 1) - —cos(x) — |3 - —cos(x) dx = -(3x + 1) cos(x) + [ 3 cos(x) dx
=-(3x + 1)cos(x) + 3sin(x) + ¢

[Gr+ Dsinx) v =[-(3x + 1)cos(x) + 3sin(0)]f = -Gn+1)- -1 +3-0~(-1-1+3-0)=3n+2
0

22 a f(x)=x%In(x) geeft f"(x) = 2x - In(x) + x2 - % = 2xIn(x) + x

23

24

25

f'(x) =0 geeft 2xIn(x) +x=0
x2In(x)+1)=0
x=0v2Inx)=-1
x=0v1n(x)=l—%
x=0vx=¢:?

x =0 voldoet niet, dus x = et

f(e_%) = (e‘%)2 . —

. 1
Ll
DusA(e 2e )oftewelA(\/» e )

b F(x)=[x2In(x)dx = In(x) - 1x3 - ; A3 dr=1x3In(x) - [2x2dr =1x3In(x) - $x3 + ¢

(5]
0(V) = [ In(x) dv = [5x* In(x) - ]| = &3 In(e) - 5¢> — (3In(1) —3) =3¢ + 5
1

( ) '%‘ln(xﬁx x = 2xIn() _ 1-2In()
o f¥)=—3 geeft /()= ——————=————=——
f'(x)=0 geeft 1 =2In(x) =0
In(x) =3
x=e¢
1 1
2 1

In(x) r2de
X

b Fx)= f dx [In(x) - x2dx = In(x) - ~x7 f%-—x‘lde—

=—lnﬁ—x-1+c=—ln(x)—l+c:_1“(x)“+c
X X X X
(x) [1n(x)+le_ 1+1 . 0+1_ 2
o= fx . e + = e+]

a Partieel integreren geeft [x2e*dx=x2-e' — [2x + e*dx =x2e" — [2re*dx.

b Particel integreren geeft [2xe¥dx=2x- e — [2 - e¥dx =2xe* — [2e*dx =2xe* — 2" + c.

¢ Fix)=[x?erdr=x2e"—[2xevdx=x2e"— 2re* —2e" +c) =x2e" — 2xe' + 2e' + ¢
=(x?-2x+2)e"+c

Bladzijde 189

a F(x) = (ax?+ bx + c) e geeft F'(x) = (2ax + b) & + (ax* + bx + c)e* = (ax* + 2a + b)x + b+ ¢) "
Dus F'(x) =f(x) = (ax> + px + g)e"metp=2a+beng=b +c.

b F(x)=(ax®+ bx +c)e* geeft f(x) = (ax* + Qa + b)x + b+ c) &
a=4

_ . 8+b=-5
2a+b=-5 b=-13
b=—13}

13+¢=6
bre=6J 4

Dus de primitieven van f(x) = (4x% — 5x + 6) &* zijn F(x) = (4x> — 13x + 19) " + c.
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26 a [evsin(x)dx =sin(x)- e — [cos(x) - e¥ dx = ' sin(x) — (cos(x) - €' — [-sin(x) - e¥ dx)
= ¢*sin(x) — e cos(x) — [ e*sin(x) dx
Jersin(x) dx = e*sin(x) — e cos(x) — [e*sin(x) dx geeft 2 [ ¢*sin(x) dx = *sin(x) — e* cos(x)
[e*sin(x) dx = 3 e¥(sin(x) — cos(x))
g(x) = e*sin(x) geeft G(x) = %e"(sin(x) —cos(x)) +¢
b F(x) =-x?cos(x) + 2xsin(x) + 2 cos(x) geeft
F'(x) =-2x - cos(x) — x% - =sin(x) + 2 - sin(x) + 2x - cos(x) — 2 sin(x) = x%sin(x)

27 a F(x)=[%x>cos(x) dx =$x2 - sin(x) — [1x - sin(x) dx
=Ix2sin(x) — (3x + —cos(x) — 1 - —cos(x) dx) = 3x?sin(x) + 3xcos(x) — [1cos(x) dx
=1x2sin(x) + 1xcos(x) — 3sin(x) + ¢
b [e¥cos(x)dx =e™ - sin(x) — [-e™ - sin(x) dx = ¢ *sin(x) + [e*sin(x) dx
= e ¥sin(x) + ¢ - ~cos(x) — [-e™ - ~cos(x) dx
= esin(x) — ¢ ¥ cos(x) — [ e cos(x) dx
Je*cos(x) dx = e*sin(x) — e*cos(x) — [e*cos(x) dx geeft 2 [e*cos(x) dx = ¢ *sin(x) — e* cos(x)
e cos(x) dx = %e‘x(sin(x) — cos(x))
g(x) =e™*cos(x) geeft G(x) = %e‘x(sin(x) —cos(x)) +¢
c [e*sin(x)dx = e - —cos(x) — [2 €+ —cos(x) dx = -e*cos(x) + [2 e* cos(x) dx
= -e¥cos(x) + 2 e - sin(x) — [4 * - sin(x) dx
=2 eXsin(x) — e® cos(x) — 4 [ e*sin(x) dx
Je*sin(x) dx = 2 e*sin(x) — €2 cos(x) — 4] > sin(x) dx geeft 5[ e* sin(x) dx = 2 > sin(x) — €% cos(x)
[ ¥ sin(x) dx = 1 €2*(2 sin(x) — cos(x))
h(x) = e¥sin(x) geeft H(x) =z e2(2sin(x) — cos(x)) + ¢
d K(x) = [In¥(x) - 1dx = InX(x) - x — [2In(x) - % - x dx = xIn?(x) — [ 2In(x) dx

= xIn?(x) — 2(xIn(x) — x) + ¢ = xIn?(x) — 2xIn(x) + 2x + ¢

28 a F(x)=(ax®+bx+c)e" geeft f(x) = (ax* + Qa+ b)x + b+ c)e"

a=1 }

_ i 2+b=-1
2a +b=-1 b=-3
b=-3 _
btc=0 3_+c—0

c=3

Dus F(x) = (x> — 3x + 3)e' is een primitieve van f(x) = (x> — x) e*.

3
f(xz—x)ede=[(x2—3x+3)eX]f=(9—9+3)e3—(1 -3+3)e=33—¢
1

b [xIn(x)dx = In2(x) - 1x2 = [2In(x) - % L2 de =12 In(x) — [x In(x) dx

= 12100 ~(In(x) - 32 = [+ 122 do) = b2 1) — 12 Ine) + e de
=1x21n%(x) — $x2In(x) + 3x2 + ¢
M €
1fxlnz(x) dx = [3x2In2(x) — 3x2In(x) + %xz]l
=3€1(e) ~3¢?In(e) + 3 ~ GIn’(1) ~3In(1) + ) =5~
29 a f(x)=-e"cos(x) geeft ['(x) =€ - cos(x) + &' - —sin(x) = e*(cos(x) — sin(x))
f'(x) =0 geeft "= 0 v sin(x) = cos(x)
tan(x) =1
x= %n +k-m
xin[0,2n] geeftx =imvx=lin
f(3m) = 1,55 en f(13m) ~-35,89, dus de toppen zijn (37; 1,55) en (137; -35,89).
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b f(x)=0geefte"=0vcos(x)=0
x= %n +k'm
xin [0, 2m] geeft x = %n vx= 1%1:
Jercos(x) dx = e* - sin(x) — [e* - sin(x) dx = e*sin(x) — (¢* - ~cos(x) — Je* - ~cos(x) dx)
= e'sin(x) + e*cos(x) — [e*cos(x) dx
[ercos(x) dx = e¥sin(x) + e¥cos(x) — [e*cos(x) dx geeft 2 e cos(x) dx = ¥ sin(x) + ¥ cos(x)
Jexcos(x) dx = %e"(sin(x) + cos(x))

1%7: 1 . .
O(") =~ [ cosx) dv = -[3eX(sin(x) + cos(x))] 2" = - Te"¥7(-1 + 0) + L e¥7(1 + 0)

PXL

30 a f(x)=0geeft In*(x)=0

In(x)=0
5 x=1
) ey e = 2120 - 1
F(x) f& dx = [21n3(x) 2\/;dx 21n%(x) - Vx — [4In(x) " Vx dx

= 2v/x In%(x) — [8In(x) - %dx =2¢/x In%(x) — 8 In(x) - Vx — f% - y/x dx)
X

Vx
=203 ) ~ 8V InGe) + 16— =dv =2 Ini(x) = 8y In(e) + 161 + ¢
¢ n2 X
0 = 2 dv= (o) - 84 nce) + 1643 |

ioVx
=2y/eIn’(e) — 8VeIn(e) + 16v/e — (2In?(1) — 81n(1) + 16)
=2v/e—8v/e+16ve — 16 =10Ve — 16

In*(x) 1 . X
b [(f(x)dx= dex = [In*(x) - < dx = [In*(x)dIn(x) = [u* du =3u° + c =5In’(x) + ¢
L) =nf (fx)Pdx= a$n5()|] = a(3n’(e) — 4n3(1)) = tx
1

Bladzijde 190
/C3)a Fx)=[4re>de=4x-1e¥ - [4-fedr=3xe* - [ dr=3xe —Fe¥ +¢
=3 3x—1)+c

b fx cos(x) dx =x - sin(x) — fl - sin(x) dx = xsin(x) + cos(x) + ¢

1

an .
[ xcos(x) dx =[xsin(x) + cos(@)[;* =3m+ 0~ (0 + 1) =37 — 1
0

a [I-x)ede=(1-x) e —[-2x - edr=(1—x})e"+ [2xerdx
=(1-x)er+2x-e—[2-edv=(1 —xD) e +2xe"—2e +¢
=(x*+2x—-1De"+c

1
J(1=x¥erdx=[(-x>+2x — 1)eX]fl=(—1+2— De—(-1 —2—1)e‘1=%
-1

Alternatieve uitwerking
F(x) = (ax> + bx + c) e* geeft f(x) = (ax*> + (2a + b)x + b+ c) e*

a=-1 }—2+b=0

2a+b=0 h=2
b=2 B
b+c=1}2+c_1

c=-1
Dus F(x) = (x> + 2x — 1) " is een primitieve van f(x) = (1 — x?) e".

fl(l —x?)e"dr = [(-x? +2x - 1)eX]fl=(—1 +2-De-(-1-2-1)e'! =§
-1
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b [e¥cos(2x) dx = e - $sin(2x) — [e* - 35in(2x) dx
=1e¥sin(2x) — (¢* - - Fcos(2x) — [e* - ~Tcos(2x) dx)
=1evsin(2x) + ;¥ cos(2x) — 3fe¥cos(2x) dx
Jercos(2x) dx = %e" sin(2x) + ie" cos(2x) — He" cos(2x) dx geeft %fe" cos(2x)dx = %e" sin(2x) + ie" cos(2x)

J et cos(2x) dx = (2 sin(2x) + cos(2x))
f(x) = e*cos(2x) geeft F(x) = %e"(2 sin(2x) + cos(2x)) + ¢

K.3 Cyclometrische functies

Bladzijde 191
31 a Op hetinterval (0, 27) zijn er functiewaarden die meerdere keren voorkomen.

b (—%n, %n) is een zo groot mogelijk open interval waarop f'wel een inverse heett.

Bladzijde 193
32 a Hetbereik van f(x) = arctan(x) is (- %n, %n).
lén zit niet in het bereik, dus arctan(%\/? ) # lén.

b V3> %n, dus de vergelijking arctan(x) = V3 heeft geen oplossing.
G(x) = arctan(x? + 1) is een primitieve van g.

(9]

d Een primitieve van f(ax + b) is % - Fax + b).

B x| o (Wi |
arctan(x) | —%n ‘ —%n ‘ —én ’ 0 ‘ én ‘ %n | %n
34 a arctan(x)=1in d arctan(x)=3n
3 3 ,
x= tan(%n) geen oplossing, want 37 >35m
x=+3 e arctan(x)=\/§
. x=tan(\/§)
b arctan(x—2)=-37 x=~ 6,334
x —2=tan(-1n) f arctan(x>—1)=1
x—2=-1 x> —1=tan(1)
x=1 x*=tan(1) + 1
c arctan(x?—1)=1n x=q/tan(1) + 1 v x=-/tan(1) + 1
x2— 1 =tan(37) x~1,599 v x=-1,599
¥-1=1
x2=2
x=V2vx=-v2
35 a /()= 2arctan(ix) geeft f(x) =2 ———— 1=—1 4
GxP+1 7 g2+l xP+4
, 1 1
b g(x)=arctan(x — 2) geeft g'(x) = 2P+ 1 =x2 "4t s

9y = 2x
(x?y?+1 1

¢ h(x) = arctan(x?) geeft h'(x) =
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37

38

39

a -gﬁ a7 dx= [arctan(x)] I = arctan(v3) — arctan(-3v3) =3n —-tn =17
— -1_ B L
b f e 1)2 1 dx =[arctan(x + 1)]_, = arctan(0) — arctan(-1) = 0 — -gm =37
W3 T
c OI 9x2+ 1 oj (3x )2 1 dx= [3 3 arctan(3x)] arctan(3x)] = arctan(+/3) — arctan(0)
_lp-0=!

Bladzijde 194
a arctan(2x—1)= én
2x — 1 = tan(3m)

2x—1=%\/§
2=1+33
x=1+1/3

b arctan(l%n +v/x)=+2
1%7: +/x = tan(\/f)

Vx =tan(v2) - 11
x = (tan(v2) — 13m)?
x=2,63
1 4x 2x
— 2 Y = = =
¢ Jl)=arctan(x®+ ) geelt /() =y e Y T a2 e e
33 53 L
d | 25;2—0+1dx = (Sx;TO+1 dx = [10 . %arctan(Sx)]j[3 = 2arctan(v/3) — 2 arctan(1)
L 1 5

2
o ST TS
4

Dusa=2ienb=1
1

b f(x)=———— geeft F(x) = 2% -2 arctan(%x) +c=5 arctan(%x) +c
(307 + 1

Bladzijde 195

_ 2% _ 2% _ Al 1 _s
a Fx)= f 2x2+2dx—f16x2+1dx—f(4x)2+ldx—25-Zarctan(4x)+c—§arctan(4x)+c
5
= = +3)+
b Gkx)= jZ+6 - f(x+3)2 5TT0 f(x+3)2+ldx Sarctan(x +3) + ¢
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1

40 afl 3 dx=0f1 ! dx=0f1 12 dx=[x/§'arctan<%>]

0

= /3 - arctan (L> V3 - arctan (i =43 - arctan(%\/g ) — /3 - arctan(0)

5 )
=31 M — x/70=é7t«/§

2SN S NN S | -
b | dx f(x2)2+1 2xdx j(x2)2+ldx I

———du = arctan(u) + ¢ = arctan(x?) + ¢
u-+1

|
2 = [arctan(x?) = arctan(1) — arctan(0) =3n— 0 =1z
0 ¥+ 0 4 4
6 6 6 6 ) 6 5
¢ g———dv= [ ———dv= [ ——dv= [ —dx = [ dx
3x—6x+ 18 FJ(x—3Y—-9+18 F(x—3Y+9 3(x—3)+1 3<x—3)2+1
9 3
6 3
Jﬁdx = [% - 3arctan(§x — 1)]2 = [%arctan(%x - 1)]2
= % arctan(1) — arctan(O) T ln - % ‘0= f—zn
arctan(x
d jT(l) = Jarctan(x) - L " dx = farctan(x) darctan(x) = [u du =31u? + ¢ = Larctan’(x) + ¢
X X
Varctan(x
Ixz—+(1) dx = [%arctanz(x)](‘)/§ = arctan’(y/3) — arctan?(0) = 5 - (37)% — 3 - 02 = o2
0
13 2 32
2 9 9 14
41 a 0f4x2 &= JTa dr= (%x)Tldx =3 2arctan(3x)] [%arctan(%x)]o2
arctan(l) - —arctan(O) 3 ln - % ‘0= ﬁn
b | er: ! dx= f(ex)zl 1 I(ex)2 et =] 21 1 du = arctan(u) + ¢ = arctan(e¥) + ¢
e u
3In(3) L
f et dx = [arctan(e")]f) ne) - arctan(v/3) — arctan(1) = %n - %n = %n
C fl dx= lé f dx=[larctan(2x— 1)]1
0 4x%— 4x+2 0(2x—1)2—1+2 0(2x—1)2+1 : 0
= %arctan(l) arctan( )= 5 : in - % : —%n = }ln
sin(x) . 1
d |————dx=J- - dx=[-—5——d =/~ d
J cos’(x) + 1 b= a1 cosz( Y1 S J cost) + 1 00 S
. = -arctan(u) + ¢ = —arctan(cos(x)) + ¢
2T sin(x
[ cosX () )+ 0 dx= [—arctan(cos(x))]%" = -arctan(0) + arctan(1) = 0 + %n = %n
0 X
2 a f()=——C = 10(2—8x+ 17) geeft
x2—8x+17

-20x + 80

f(x)=-10(x? = 8x+ 17)2 - 2x — 8) = @_8xt 17

f(x) = 0 geeft -20x + 80 =0

~20x =-80
x=4
max. is f(4) = ——0 _— 19
a1 16-32+17
10 10 10
b F = dx = dx = 10arctan(x — 4) +
S e s I(x—4)2—16+17 f(x—4)2+1 arctan(x = 4) + ¢

owy)= ff(x)dx =[10arctan(x — 4)]2 = 10arctan(1) — 10 arctan(0) = 10 - in -10-0= Z%n
4
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43

45

46

47

p
c OW,)= [fx)dx = [10arctan(x — 4)]‘: = 10arctan(x — p) — 10arctan(0) = 10arctan(x — p)
4

o) = 3%” geeft 10arctan(p — 4) = 3%n
arctan(p —4) =3
p—4=tan(3m)
p—4=v3
p=4+43

I S __4
! . fz()+1dln(x) =

ey 7 du = 4arctan(u) + ¢

Fw =] 1n2(x) +x
=4arctan(In(x)) + ¢
ow,) = f fx)dx=[4 arctan(ln(x))]p = 4arctan(In(p)) — 4 arctan(0) = 4 arctan(In(p))

O(V,) = r geeft 4arctan(In( p)) T

arctan(In( p))
In(p) = tan( 4n)
In(p)=1

p=e

a Op het interval [0, 7] zijn er functiewaarden die meerdere keren voorkomen.
b [—%n, %n] 1s een zo groot mogelijk gesloten interval waarop /'wel een inverse heeft.

Bladzijde 197

B —
[T
S
B —
Py
_

a arcsin(x) = %n
x= sin(%n)
x=1

b arcsin(x) =- ln

=sin(-¢ L)

2
C arcsin(x) =2
geen oplossing, want 2 > %n

d 3arcsin(x—v3)=n
arcsin(x — v/3) =1
x—3= sin(%n)
x=Vi=4/3
x= I%x/g

: 1 1 1 1
a f(x)= arcsm(lx) geeft f'(x) = 1= =
3 Y1 - (3x)? ’ 3\/1 —$x2 V9 —x2
2

. 1 X
b g(x) = arcsin(x?) geeft g'(x) = S2x =

© Noordhoff Uitgevers bv Voortgezette integraalrekening

161




C CI L ]
48 a f—dx= f— = |zarcsin(3x) arcsm( NE) 3)— arcsm( )
Ti—o? Lo TR
=4 dn- b=
1 1 1

b 12f;dx i = f l dx—[l 3arcsin(1x)]1%‘5

- — 137 3V L

-2V 9 —x2 —1‘\F3\/1 —3x2 —11 291 - (3x)? V2

=

[arcsm(3x)] 15 arcsm(zx/—)—arcsm(——«/_) 41 ——%n= T

_ 2 _1 .
de=[5- m - (x2)2 2= NI du =arcsin(u) + ¢

=larcsin(x?) + ¢

V2 '3
) T dx= [%arcsin(xz)]f) = %arcsin(%) arcsm(O) 3 gn—3-0= %n

’ I_X4 1 1
d [F—do=[—E—dr=[———xdr= [ ———d() =

VAl 1= (a2 1= (3 Vi

=larcsin(u) + ¢ = Jarcsin(3x?) + ¢

o]~

S

J

. 1 ) .
dx = [%arcsm(%ﬁ)]o = %arcsm(%) — %arcsm(O) = % . %n _ % 0= 11_27I

X
V4 —x4

49 a Fx)=] dx =6 - 2arcsin(2x — 1) + ¢ = 3arcsin(2x — 1) + ¢

1/1—(2x— 12
12 3
* j\/16—(x+1)2 141/1—%(x+1)2 I\/l—(%x+%)2

=12 arcsin(ix + 41) +c

dr =3 - 4arcsin(3x + 1) + ¢

50 a F(x)=[arctan(x)dx = [arctan(x) - | dx = arctan(x) - x — | 2 +1 ~xdx
= xarctan(x) — f—'xz%lixdx xarctan(x) — fz d( 2+1)

= xarctan(x) — f% . %du = xarctan(x) — 51n| u| + ¢ = xarctan(x) — 511’1()62 +1)+tc

b G(x)=[arcsin(x) dx = [arcsin(x) - 1 dx = arcsin(x) - x — | - xdx

l—x2

= xarcsin(x) — f— T -2x dx = xarcsin(x) + [

V1 —x2 291 —x2

= xarcsin(x) + f# du = xarcsin(x) + vu + ¢ =xaresin(x) + V1 —x% + ¢
u

d(1 —?)

arcsin(x)

V1 x

= —ar031n2(x) +c

1 1
b G dx= c—dx=
@)= '[x 1- 1n2(x) J 1-In(x) * J

= arcsin(u) + ¢ = arcsin(In(x)) + ¢

51 a F(x) = f dx = farcsm(x) dx = farcsin(x) darcsin(x) = fu du= %uz +c

vl—x2

du

din(x) =]

,/1 — In?(x) —u2
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Bladzijde 198
52 a 25-x*>0
x*<25
-5<x2<5
x2<5
-5 <x<+/5
Dus Df= (—«/g, x/g)
y

X=—\s“g
1 X
b f(x)=3xgeeft ———=
V25 —x*
x=0vy25—-x"=3
x=0v25—-x*=9
x=0vx*=16
x=0vx=2vx=-2

' y .
| fl!
| y=
2 B
I n X
P 2i
x=-5 x=\5
f(x)S%xgeeft—«/g<x§—2vOSxiz 1
%';-%xdx=f+d(%x2)

€ Flx)=——dr=[—T—dx=]
V251—x4 5\/1—21—5x4
= \/% du = 3arcsin(u) + ¢ = Tarcsin(:x2) + ¢
-u
1o 1
oVy= [ flx)dx= [% arcsin(%xz)]gm = %arcsin(%) - %arcsin(O) = % . %n - % 0= ﬁn
0

Bladzijde 199

@ a arctan(x) =-1

x =tan(-1)
x=-1,56
b f(x) = arctan(x®) geeft f'(x) = $3x%= 3
x6+1 x6+1
_fl;dx = _I;dx = _fl;dx =[3arctan(x + 2)]'1
-2

2 Hdx+S T S(eF2P-4+5 2P+
=3arctan(1) — 3arctan(0) =3 .in_ 3. 0=%1t
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a arcsin(x) =3

53

54

55

56

57

164

x=sin(%n)
W)
b f(x)=arcsin(2x) geeft f'(x) = \/1 1(2 5 -2= 7 24 5
- (2x —4x
23 22 23
10 -1 2 21
c = [———dx= [2 . Sarcsm(gx)]_ [10 arcsm(Sx)] 2
21025 -7 -z 51/1 —kx? a1 - (xp? =

=10 arcsin(3) — 10arcsin(-3) = 10 - tn — 10 - ~¢n=31n

K.4 Breuksplitsen

Bladzijde 200
3 2zx+1)+3 2x+5

@ gO)=24 =T T e W
b f(x)=2+xi1 geeft F(x) =2x +3Inlx + 1l + ¢

Bladzijde 201
Door zo te beginnen houd je alsnog de term -2x in de teller, dus dit is niet handiger.

2+l _2wth-2+41_ 1
R X+ Txtl

Dus F(x)=2x—In|x+ 1| +c.
x+1 2(2x+1)——+1

1
_1 2

S e e S A
DusF(x)—2x+4ln|2x+1|+c.
x2—=2x+3 (x—12-1+3 2 .

= = _ 2 _ _

@ ke [ f<x 1+x_1)dx L2 x4 2Infx— 1] +c
Ix2—2x+3 1.0 3_1. 42 ) 1
2} T dx= 352 —x+2Injx— 1], =532 = 3+2In(2) - (3- 22— 2+ 2In(1)) = 13+ 2In(2)
2% —x x(x+1)+2x—-x ( x+1—1>

b [ de= [ —j(2x+ )dx J(r2et s ar

_rf_ __1 2
—f( 2x+ 1 x+1)dx x*+tx—Inx+1]+c
P-2x2—x 2
fdex= [x2 +x = Inpe + 1], =-(-2)? =2~ In(1) ~(-(-4)* = 4~ In(3)) = 14 + In(3)
-4
3-4r_3-2x+D¥2_ S

e N PN TS

Dus F(x) =-2x+23In2x + 1| + c.

6x—1 _B0-2w9+3-1_ 2
8 =77, 1—2x T T T
Dus G(x)——3x—ln|1—2x|+c.
2x2 —5x x(2x—1)+x—5x < ) ( 2(2x—1)+2)

b J dx =[ 2x—1 dv=| de=] 2x—1 dr
f( 2—%)dx=§x2—2x—ln|2x—l|+c

02x2—5x , 1 5 s _~1 5
3{2x_1 dr =[x 1n|2x—1|] —2-6-In(11)— (33 3-1In(5)) =75+ In()
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58

59

60

61

Bladzijde 202

P
a f(x)— 1 geeft
' _(x+1) G2+ 1) - (P +x)-1 3t +x+3x7+1-x—x 23 +3x?+1
0= G 1y T ey e
f(0)=1, dusky X.

+x
fx)= xgeeft 1

B Hx=x(x+1)
¥ +x=x2+x

»¥-x2=0
xX(x—1)=0
x=0vx=1
f(1)=1, dus A(1, 1).
_x3+x_x2(x+1)—x2+x_ ) —x2+x_ ) x(x+1)+x+x ) 2x
bf(x)_x+1_ x+1 _x+x+1 T x+1 - _X+x+1

2x+1)—2 2

—xz—x+x+—1—x2—x 2_Tl

0(V)=ff(x)dx=f<x2 )dx [$23 = 3x2 + 2x — 2ln|x+l|]
0 0

=§—2+4—21n(3)—(0—0+o—zln(l))=4%—2ln(3)

a f(x) is voor elke x gedefinieerd, want de noemer x2 + 4x + 5 heeft geen nulpunten.
x2 + 4x + 4 = (x + 2)? heeft één nulpunt, namelijk -2, dus de grafick van g heeft één verticale
asymptoot.
x2+4x +3 = (x + 1)(x + 3) heeft twee nulpunten, namelijk -1 en -3, dus de grafiek van & heeft
twee verticale asymptoten.

b x2+4x+5—(x+2)2—4+5—(x+2)2+1

2x+4 ) B l B

s Iz+4 S+ 4y dx = Iz+4 A+ 4 +5) = [-du=Infu| + ¢
=1n|x2+4x+5\+c
J(xﬂﬁdx=aarctan(x+2)+c

d [ ﬁzdx=a1n|x+2|+c

J( +2y

= +
e fx+1dx alnjx+ 1|+ ¢

-b
x+2

dx=[b(x+2)2dx=-b(x+2)' +c= tc

Bladzijde 205
a p(x)=x*-3x+5,qx)=1,I(x)=x+1,b=-4enc=4
b Er geldt u =x?+4x+ 5, dus u > 0, oftewel |u| = u voor iedere waarde van x.

1
x2+x x+1—1+x x—1 7 2x 1
= + =1+ -
e e R e P+1 x2+1
1
_.zx
Ja e =fh i 2ede =3 de + ) =[5 du=Hn) + e = dine? 1) + ¢
Dus F(x) =x +3In(x2 + 1) — arctan(x) + c.
2—6x+8 x2—6x+9—1 1
b _X - -1 _ =1—(x—3)2
SO = 9 P—6reo a—3p 7Y
DusF(x)=x+(x—3)'1+c=x+xi3+c.
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X3 x(x2+2x —3) — 2x2+ 3x -2x% + 3x 2(x2+2x —3)+4x— 6+ 3x
c fix)= > = > =x+ > =x+ >
x“+2x-3 x“+2x-3 x“+2x—3 x+2x—3
Tx—6 Tx—6 a b a(x+3)+b(x—1)
=x 24— =y 2+ —= =y 24+ "4 =x—
ARt ey Ly St S e S - D@ +23)
B 2+ax+3a+bx—b_ (a+b)x+3a—>b
e G-D@x+3) x— D +3)
{a+b=7
3a—b=-6,
4a=1
a=%geeft%+b=7
b=63
1 3
Dus f(x)=x—2+ iy
x—1 x+3

Dus F(x) =%x2 —-2x+ %1n|x— 1]+ 6%ln|x +3|+c.

x3+x_x(x2+ 1)

_ _ _1
62 a f(x)—x2+1— 21 = x geeft F(x) =3x +¢
¥ +x x(x2— 6x+9)+ 6x2— 9x + x 6x% — 8x
b f(x) === - 2_ =X+t
x"—6x+9 x*—6x+9 x-—6x+9
6(x> — 6x + 9) + 36x — 54 — 8x 28x — 54 28(x—3)+ 84— 54
=x+ =x+6+————=x+6+
x2—6x+9 x2—6x+9 (x —3)
28 30 28
=x+6+——+ =x+6+——+ —3)2
x+6 =3 m-3p x+6 o 30(x — 3)
Dus F(x) =3x2 + 6x + 281n|x — 3| = 30(x — 3)! + ¢ =3x2 + 6x + 28 In|x — 3| — x3_°3 +c.
23 +1 x(2x2+x)—x*+1 241 e+ +ix+i . Ix+1
© ST 2 B T > XTIt
2x°+x 2x°+x 2x°+x 2x°+x 2x=+x
~ 1+%x+1 i@, b, a@xrDtbr , 2artatb
TV ) 2Ty T+l 2T T x2xt D) T x2xt )
, Qa+bx+a
x2x+1)
=1
2a+b_2}2+b=%
a=1 .
bz—li
11
SR B
Dus f(x) =x 2+x i1
Dus F(x) =2x? —3x + Injx| = 2Inj2x + 1| + c.
- x? _x(x2+4)—4x_ 4x 2x
@ 2Ts T 2xa T ra T x*+4
2x 1 1 1
= 2xdx = 2+ 4)=[=du=In(u) + c=In(x2+ 4) +
fx2+4dx Ix2+4 x dx fx2+4d(x ) Judu n(u) + ¢ = In(x )+
2 .3 2
X = g X —[Ll2_ 2emP=l.2_ —0— -9 _
Ofx2+4dx O(x 2 x2+4>dx (332 = 2In(2 + 4)] ) =5+ 22 = 2In(8) — (0— 2In(4)) =2 — 2In(2)
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x3 x(x2 +4x +4) — 4x% — 4x -4(x2+4x+4)+ 16x+ 16 — 4x
= =x+

X2+dx+4 X2+ 4x + 4 - X2+ 4x+4
12x + 16 12(x+2)—24+16
:x_4+M:x_4+—:x_4+ ( )
x> +4x+4 (x+2) (x+2)
12 8

=x—4+

12
—— 44— + A
x+2  (x+2)? 4 x+2 8(x+2)

8
— =I(x—4+i— 8(x+2)‘2)dx= [1x? —4x + 121In[x + 2| + 8(x + 2)° '}
0 x+2 0

8
=|ix2—ax+ 1o+ ]
7x*—4x + 121n|x + 2| v+20,

=5-82-4-8+12In(10) +3— (0— 0 + 12In(2) + 4) = 12In(5) - 3%

-8  4x-8  a . b alx—5)+bx+1) ax—Sa+bx+b
C P45 (@+D)E-5) x+1 x-5  @x+DE-5  (x+DHx-59)
_(atb)x—Sa+b
C (x+ D@ -9)
{ atb=4
Sa+b=-8
6a=12
a=2
a=2geeft2+b=4
b=2
2
4x — 8
ijz - de f(x+1 )dx [2In|x + 1|+ 21n|x — 5|]
=21In(3) + 2ln(3) 21In(1) + 2In(5)) = 41n(3) — 2In(5)
A1 P+ 1) -x2+1 -x2+1 @+ +1+1 2
64 a a :x(x ) x =x2+ a =x2+L=x2—l+
x2+1 x2+1 x+1 x2+1 xX2+1
1. 4 1
x*+1 2
Ofx2+1dx=0f<x2—1+x2+l)dx [3x3—x+2arctan(x)]
=%—1+2arctan(1)—(0—0+2arctan(0))=—g+2~%n=—%+%n
x*+1 XAl + 2+ 1) =203 —x2+ 1 23 —x2+1
b = =x’+t———
x2+2x+1 x2+2x+1 x2+2x+1
(2 +2x+ 1) +4x2+2x—x2+1 3x2+2x+ 1
=xo+ =x2 -2+ ———
x2+2x+1 X2+ 2x+1
3(x2+2x+1)—6x—3+2x+1 4y -2
x—2x+ 2ot =x-—2x+3 2ot
-4x -2 “4x+1)+4-2
—2x+3+ 2=x2—2x+3+ 5
(x+1) (x+1)
—2x+3- 2 2y +3-— ot 1)
x+1 (+1)2 x+1
boxd+1
[ —j(x2—2x+3— +2(x+1)-2)dx
0x2+2x+l
1
=[§x3—x2+3x—41n|x+1|—2(x+1)-1];=[§x3—x2+3x—41n|x+1|—xil]
0

=1-1+3-4In(2)—1-(0-0+0—4In(1)—2)=33—4In(2)
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D o ot cts) Bk St S Sl

= e +—
¢ X2 +4x+3 X2+ 4x +3 X x2+4x+3
~4x(x? + 4x + 3) + 16x2 + 12x — 3x? 13x2+ 12x
=x2+ =x2—dx+——
x2+4x+3 x2+4x+3
13(x* +4x+3)—52x —39 + 12x -40x — 39
=x?—4x + =x?—dx+ 13+ —>——
x?+4x+3 x?+4x+3
-40x — 39 a b
=x2—4x+13+————"=x2—4x+ 13 + +
xc—4x+13 Gt D)xt3) x-—4x+13 11 113
_2g +13+a(x+3)+b(x+l)_ 2y +13+ax+3a+bx+b
B G+ DE+3) - G+ D +3)

(a+b)x+3a+b
(r+ D(x+3)

=x?—dx+ 13+

{a+b——40
3a+b=-39
-2a=-1
a=1 geeft 1+ b=-40
b=-401
P 4 2 1 401)
— X dx= 2 fr+ 13—t 2
Ofx2+4x+3dx Of(x AT Y A

2x—5 2x—5 a b a(x—=3)+b(x—-2) ax—3a+bx—2b
65 f(x)=—75— =— — =t = — — = — —
x2-5x+6 (x—2)x—3) x—-2 x-3 (x—=2)(x—3) x—=2)(x—3)
_(a+tb)x—3a—-2b
 (x—2)x-3)
a+b=2 |2 2a+2b=4
3a-2b=-5 1‘geeﬁ 3a-2b=-5,
—a=-1
a=1
a=1geeftl +bh=2
b=1
Dusf(x)=L+ ! .
x—2 x—3

Dus met breuksplitsen krijg je F(x) = In|x — 2| + In|]x — 3| + c.
Zonder breuksplitsen krijg je

Fﬁj=£ﬁ%:;i6dx=jﬁ_;x+6-Qx—ﬂdx=t§j%;:gd@2—5x+®={%du=mWL+c
=In[x*>—5x + 6] +c.

In|x — 2| + In|x — 3| = In|(x — 2)(x — 3)| = In|x? — 5x + 6

Dus de primitieven komen op hetzelfde neer.
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66 a Alsx>3idanis 10x+5>10en4x2—4x+ 1 >0, dus dan is f{x) > 0.
_ 10x+5
SO = ar e 1

o) = (4x? —4x+1)-10— (10x + 5) - (8x—4) _ 40x? — 40x + 10 — (80x2 — 40x + 40x — 20)
* (@2 —4x+ 1) 2x— 1y
_ 40x2 — 40x + 10 — 80x? + 20 _ -40x? — 40x + 30
(2x - 1) (2x— 1)}
£'(x) =0 geeft -40x2 — 40x + 30 =0
42 +4x-3=0
D=4#-4-4--3=64,dusvVD =8
_4+8_, _4-8_
A A
x =1 voldoet niet, dus x =-13.
min. is f(- 1%) = —%

Dus B,=[-§, —).

geeft

b __M0x+5 _10x+S S@-D+5+5 5 10§ 1005 — 1}2
SO = a1 (2x — 1) (2x— 12 2x-1 (x—17 2x—1 @ =1)
3 3
5 _ 113
0(V)=lff(x)dx=lf(2x_ -+ 10Q2x - 1) 2)dx=[2§1n|2x— 1= 5x -1y
3
= [2§1n|2x— 1 —2365—_1]1 =21In(5) - 1 — (23In(1) - 5) =4 + 21In(5)
Bladzijde 206
_ xX+4
67 a f(x)—x2+5x+4geeft
f,()_(x2+5x+4)-2x—(x2+4)~(2x+5)_2x3+10x2+8x—(2x3+5x2+8x+20)
¥ (2 + Sy + 4 (2 + Sy + 42
23+ 10k +8x—2x3 —5x2 —8x—20 _ 5x2—20
(x% + 5x + 4)? (x% + 5x + 4)?
f'(x) =0 geeft 5x>—20=0
5x2=20
x2=4

x=2vx=-2
max. is f(-2) =-4
min. is f(2) =§
x2+4
b f(x)—4geeftx2+5x+4—
42 +20x + 16 =x2 + 4
3x2+20x+12=0
D=20>—4-3-12=256,dus VD =16
Lo220%16 5 2016
6 3 6
y

sl

fx)<4geeftx<-6v-4<x<-1 vxZ-%
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¢ S = x2+4  _x*+5x+4-5x % 5x _ _( a_, b)

x2+5x+4 X2 +5x+4 x2+5x+4 x+Dx+4) x+1 x+4
ax+4)+b(x+1) ax+4a+bx+b (a+b)x+4a+b
kD@4 @ Dhatd) D +4)

atb=5
4da+b=0_

-3a=5
a=—1§
—_q2 2,5 _
a=-15 geeft -15+b=5
b=63
12 62
_ 3. 93
Dusf(x)—1+xJrl e

6 6( 1% 62
0(V)=Ojf(x)dx=oj e oy

=6+ 12In(7) — 62In(10) — (0 + 12In(1) — 62In(4)) = 6 + 12In(7) + 62In(2)

)dx [x+ 13Injx+ 1| - 63 1n|x+4|]

x+1-1 1
68 uf(x)—x+1 — 1_x+1
0(V)=ff(x)dx=f(l—+1)dx=[x—ln|x+1|]3=3—1n(4)—(0—ln(l))=3—1n(4)

b IL)= nj(f(x))zdx nf(l——1>dx=1tj(l— 2,1 )dx

X+l (x+ 1)
3

=1rf(1— 2 +(x+l) )dx=1r[x—2]n|x+1|—(x+1)‘1](3)=1r[x—21n|x+1—L
x+1 0

=73 —2In(4) — 1= (0 2In(1) - 1)) = n(33 - 2In(4))

1 2

=In(x2+ 1 ft f'(x) = s 2x =
69 a f(x)=In(x ) geeft /"(x) 211 X 241

N 3 2x 3
S x)=3 geeftx2+l—g

3x2+3=10x
3x2—10x+3=0
=102-4-3-3=64, dusVD =8
_10+8 . _10-8_,
6 6 3

f(3) =1n(10) en £(3) = In(15)
Dus de raakpunten zijn (3, In(10)) en (3, In(13)).
b f(x)=1In(2) geeft In(x> + 1) = In(2)

x2+1=2
x2=1

x=1lvx=-1

[f(x) dx = [In(x? + 1)dx=j1n(x2+ 1)- 1dx =In(x

+1)— 2
2+1

= xIn(x 24+ 1)~ J
2

=xIn(x%+1) —f( T 1)dx = xIn(x? + 1) — (2x — 2arctan(x)) + ¢
= xIn(x? + 1) — 2x + 2arctan(x) + ¢
|

o(V) = [(In(2) - f(x)) dx = [xIn(2) — (xIn(x2 + 1) — 2x + 2 arctan(x))] }1
-1

= [xIn(2) = xIn(x2 + 1) + 2x — 2arctan(x)]} )

=1In(2) — 1n(2) +2 —2arctan(1) — (-In(2) + In(2) — 2 — 2 arctan(-1))
=2-2-qm+2+2--3n=4-1
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Bladzijde 207
2x + 1 2(x—1)+2+1 3

/7] a f0)=15 P

Dus F(x) =2x+3Injx—1|+c

b X246+l ax(xt4) -2t 6xtl 1+4x+1 L 20xtd) -8+
A 2x+4 w2 2x+4
_1 __1
T 2T
DusF(x)=4lx2+2x—3%ln|2x+4|+c.
_ 2x+4 2 +6-2 _ 2x+6 2
L8 0 0= e 0 R et 10 6t 10 ET6re10
2x+6 1 1 5 1
= | —— = l— = | — — +
j2+6x+10 jx2+6x+10 (2x + 6)dx fx2+6x+10d(x +6x + 10) judu In(u) + ¢,
—1n(x2+6x+10)+c1
2
—_— = +3)+
jx2+6x+10 f( +3)24_1dx 2arctan(x + 3) + ¢,
Dus F(x) = In(x? + 6x + 10) — 2arctan(x + 3) + c.

b _ xS x+5 2@+h+3 2 3 3 12
f(x)_x2+2x+1_(x+1)2_ x+12  x+1 (x+12 x+1 et 1)
DusF(x)=21n|x+1|—3(x+1)‘1+c=21n|x+1|—x+1+c.

_ 6xt+14  -6xt14  a N b alx+3)+bx—1) ax+3atbx—b
cf(x)_x2+2x—3_(x—l)(x+3)_x—1 x+3 (x—-DE+3) (x-1DEx+3)
_(a+bx+3a—b
S @ D@+3)
{a+b=—6
3a—b=14+
da=28
a=2
a=2geeft2+b=-6
b=-8
Dus f(x) =——— 8
x+3

Dus F(x) =2In|x — 1| — 8In|x + 3| + c.

K.5 Integralen bij parameterkrommen

Bladzijde 208

b
70 a [fx)d=[F),=F(b) - Fa)=~(F(a) = F(b) = {F@)]; = —f f(x)dx
b c
b J/e)dr+ [ dr =[FN; +[FO0, = FB) = Fla) + Fe) = F(b) = Fle) = Fa)

=[FI, ff(X)dx

71 a BijAhoortt=0 bithoortt=2enbijChoortt=4,dus

Xp

o) = Jyde- fydx _fydx fydx

t= =4
= f dv+ [ ydx= [ ydx.
t= 1=0

t=2

%n I

Herleiden geeft O(V) = I

t 4-

t=4 4
b O(V)= f(—%t2+2)d(—%t2+2t)=f(—%t2+2)-(—t+2)dt=f(%t3—t2—2t+4)dt
t=0 0 0

=[iA 1P -+ a =t 4 -} B -2 +4-4-0=103
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72

73

74

75

172

Y4 t=0
¢ Ergeldt O(V)= [xdy= [ xdy, dus deze integraal geeft ook de oppervlakte van V.
Yc t=4
=0 =0 1 0 0
o)= [ xdy= [ (-32+20)d(-32+2)=[(-32+20)- ~tdt= [ 3£ - 2P dr
(=4 (=4 4 4
:[%#_%ﬁ]i;é.04_%.03_(%.44_%.43):10%

Bladzijde 209

a Van ¢ =2 naar = -2 gaat K ‘van beneden naar boven’ en geldt x < 0, dus - t_f_zx dy geeft de
oppervlakte van het gedeelte van /' dat zich links van de y-as bevindt. e
Van ¢ = 2 naar ¢ = 4 gaat K ‘van beneden naar boven’ en geldt x > 0, dus Ifx dy geeft de
oppervlakte van het gedeelte van J dat zich rechts van de y-as bevindt. o
Dus O(V)=- Ff—zxdy + IT‘xdy.

=2 =2 s

b Van ¢=2naar r=-2 gaat K ‘van beneden naar boven’ en geldt x <0, dus- | xdy geeft de
oppervlakte van het gedeelte van ¥ dat zich links van de y-as bevindt. o
Van ¢ =2 naar ¢t = 4 gaat K ‘van links naar rechts” en geldt y <0, dus - tr‘ydx geeft de
oppervlakte van het gedeelte van V' dat zich rechts van de y-as bevindtt.= ’

t=-2 t=4
Dus O(V)=- [ xdy— [ ydx.
=2 =2

Deze manier is niet handig, omdat je deze vorm niet kunt herleiden tot één integraal.

Bladzijde 210
t=-2 t=-2 -2

IL)=n [ Xdy=n [ GA-2)2dEFA2-2t)=n[(F2—-2)2-(t-2)dt
t=2 t=2 2

-2 -2

=[G4 -2 +4)(t—2)dt=m [(365 =304 =26 + 422 + 4 - 8) dr
2 2

—n|g - S -+ A+ 22 - 81

=+ -8-103+8+16— (55— —-8+105+8-16)=175n

Wt)=0geeft £ —2t=0
(t—2)=0
t=0vi=2

t=0 geeft (0, 0)

t=2 geeft (6, 0)

t=2 t

O(V)=- [ ydr=

t=0 t=2

=[25-t-1tp+p =03 25— 12022 =31

x(f) =0 geeft -2+ 2t=0
(-1+2)=0
t=0vit=2

t=0 geeft (0, 2)

=2 geeft (0,-3)

(1) =0 geeft 32 —23¢+2=0

2—4t+3=0
(t—1)(t—3)=0
t=1vi=3

t=1 geeft (1, 0)
t=73 geeft (-3, 0)

Hoofdstuk K

=0 t=0 0 0
[ ydx= [ (A-20dB-10)=[(*-26)- 32— 1)dt= [ (34— 2 — 6 + 2¢) dt
t=2 2 2
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t=1 =1 =3 =1 =3 =3
O =- [ yde+ [ ydv= [ yder [ydv= | yde= | G2=5e+2)d2+20)
t=3 t=0 t=1 t=0 t=0 t=0

3 3
=Of(§t2—§t+2)-(—2t+2)dt=of(—‘3—‘t3 + Q2B gydi=[-LA+Rp - Lp 4]
1
73

=-1-3+3-3-4.32+4.3-0=3

76 a Teken de lijn x = a door het punt waar K zichzelf snijdt en de lijn x = b die K raakt in het punt
waarvoor ¢ = t5.

y

of [ a b "
Noem V; het vlakdeel ingesloten door de x-as, de lijnen x = a en x = b en het bovenste deel van K,
en 7, het vlakdeel ingesloten door de x-as, de lijnen x = a en x = b en het onderste deel van K.

1=t t=1, 1=t t=t, t=t,

Dan geldt O(V)=0(V)) - O(V,)= [ ydx— [ ydx= [ ydx+ [ ydx= [ ydx.
t=t t=t, t=t t=1t

t=1
b Teken de lijn y = ¢ door het punt waar K zichzelf snijdt en de lijn y = d die K raakt in het punt
waarvoor ¢ = t,.

X

Noem V5 het vlakdeel ingesloten door de y-as, de lijnen y = ¢ en y = d en het rechter deel van X,
en V, het vlakdeel ingesloten door de y-as, de lijnen y = ¢ en y = d en het linker deel van K.
t=t, t=t, (=t t=1 t=1 =1,

2
Dan geldt O(V)=0(V3)— O(V)) = [ xdy— [ xdy= [ xdy+ [ xdy= [ xdy=- [ xdy.
t=1, ¢ t 1=t t

=1 =1, =1, =1
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Bladzijde 212
t=2

t=2 2 2
77 [ ydx= [ P-30dA-0= [ -3 Q- 1)dt= [Qr*— £ — 62+ 30 dt
t=-1 -1 -1

t=-1 =
_[25_ 14 12
=35 -1 -28 + 137

Dus O(V) = 455

f1=%.25_%.24_2.23+1%.22_ _Z_4l+2+ll = 4L

78 x(f)=0geeft-12+6t=0

~#(t—6)=0
t=0vi=6
=6 =6 | 6 6
[ xdy= | (-2+60d(-38+22)= [(-2+60)- (-2 +4)de= [ (107 + 242) dt
t=0 t=0 0 0

=[tF-2ir+80) =1 6524 6+ 8- 6 —0=431
Dus O(V) = 431,

79 y(t)=8geeftA+2t=8

£+2t—8=0
(t—2)(t+4)=0
t=2vi=-4
=2 t=2 2 2
[yde= [ (B+20d-32+40)= [P +20)-(-A+4)dr= [(-F*+ 42— 28 + 81 dr
t=-4 t=-4 -4 -4

=[4e+ie -3t al]
=5 T 2 A2 (1 (A S (AP 5 (A 4 (4 =433
Dus O(V) =431

80 a y(t)=-ageeftt?—(a+1)=-a
£—(a+1)t+a=0
(t—a)i-1)=0
t=avit=1

_a_
x(a)—a+a a+1

w()=1+{=a+1

Dus de kromme snijdt zichzelf in het punt (@ + 1, -a).
t=6 t=6

_ 6\ . 1 86 T 42
b [xdy= [ (¢t+=)d@-70=[(t+=) - @—7dt=[(22-Tt+12-==)ds
=1 =1 4 i t i t
=[2A-312+ 120- 4211’ =3 6~ 31 62+ 12+ 6 - 42In(6) - 3~ 31+ 12— 42In(1))
=802 - 421In(6)
Dus O(V,) = 802 — 42 In(6).

81 a x(z)=0 geeft 2sin() =0
t=k-m
t=-n geeft (0, 372)
t=0 geeft (0, 0)
t=m geeft (0, 372)

t=mn =7 T T
o)y=2 [ xdy=2 [ 2sin(r)d(32) =2 2sin(r) - rdr =4[ tsin(r) dr
t=0 t=0 0 0

[2sin(z)de =1t - -cos(z) — [1 - —cos(£) dt = ~tcos(r) + [ cos(z) dt = -tcos({) + sin(¢) + ¢
Dus O(V) = 4[-tcos(?) + sin(t)]g =4(-n--1+0—-(0+0)) =4n
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t t=
b I(L)=n

t=

= 2n1ft(z —tcos(2r)) dr = Zn(ftdt - JTEtcos(2t) dt)
0 0 0

x2dy=n [ 4sind(t)d(32) =n[4(3—Lcos(20) - rdr = (21— 2tcos(2t)) dt
0 0 0 0

t=

[tcos(2tydt =1 - 3sin(26) — [ 1 - 3sin(2¢) dt = 3¢sin(2¢) — [3sin(2f) dt = 32sin(27) + cos(27) + ¢
Dus [(L) = 2n[5£2 = $1sin(2f) - feos(20)]; = 2n(322 =3z - 0= § = (00— §)) =,
Bladzijde 213
t=1 t=-2 =1 t=0 t=1 t=1 1
a O0V)= [ xdy— [ xdy= [ xdy+ [xdy= [xdy= [ (A+20)d(2—1)= [(2+20)-2tdt
t=0 t=0 t=0 t=-2 t=-2 t=-2 -2
1
= Jerrama=[i+ ], =i+ Gr ' 3 )= 4
t=-2 t=-2 -2 -2
b I(L)y=n [ x*dy=n [ (A+202d-1)=n[@@+202 2tde=1[20(* + 45 + 42) dr
t=0 t=0 0 0
-2 -
=[5 +8¢4+88)dr=n[;0+1F +2t4]02 = (3 (-2 +2- (-2 +2-(-2)* - 0)
0

—n2
=25T

x(f)=8 geeft # —2t=38

£2=2t-8=0
(t+2)(t—4)=0
t=-2vt=4
t=4 t=4 4 4
[ xdy= [ (2-20dGA-8)= [(2—2t)- 22— 8)dr= [(2r* — 82 — 4> + 161) dt
t=-2 t=-2 -2 -2

4
=35 -5A -8 =3 4 - B8 -G (2P -5 (2P~ (-2 + 8- (2D
=863

Dus O(V) = 863.

Kennis- en vaardighedentest

Bladzijde 214
a Fo)=[3r/x2+2de=[11vx2+2 - 2xde=[13Va2 +2d(2 +2) = [ 1LVu du = [ 12wz du
=u1%+c=u\/;+c=(x2+2)x/x2+2 +c

_ (X _r1 1 _ 1 1 11 1 1

b G(x)—f 2+ldx—fi- 2+1-2xdx—f5- 2+1d(x2+1)——f§-—eudu——fie”du———ge“+c
R _ 1
=-3e +1)+c——2 ¢

¢ H(x)=[cos’(x) dx = [cos*(x) - cos(x) dx = [ (cos?(x))? dsin(x) = [ (1 — sin(x))? d sin(x)
=1 —u2Rdu=[(1 - 202 +u*ydu=[(u* —2u> + 1) du=2u° -3 +u+c

= 1sin’(x) — 3sin3(x) + sin(x) + ¢

4/ In(x)

X

a |

dx = [{/In(x) - %dx = [{/In(x) dIn(x) = [ vu du = fu% du= %ul% +c= %m/; +c

=$In(x)y/In(x) + ¢

e 4/In(x) .
Jgde[%ln(x)mlzg. 1-1 _%'0'0=%
b [cos(x)sin3(x) dx = [sin3(x) - cos(x) dx = [sin3(x) dsin(x) = [u3 du = Ju* + ¢ = 1sin*(x) + ¢

1

a7 1
0fcos(x) sin3(x) dx = [} sin4(x)]f)n =L pr-1.00=1

© Noordhoff Uitgevers bv Voortgezette integraalrekening 175



¢ [ gr=[3—cdr=[3 d(x2+1)=f%du=3ln|u|+c=3ln|x2+1|+c

x2+1 x2+1 x2+1
3

6x _ b 3 . _
Jtde=[3inf + 1]} =31n(10) - 31n(2) =3 1n(s)

3 f(x)=0geeftxy9—x2=0
x=0vx?=9
x=0vx=3vx=-3

F(x) =fx«/9—x2dx=f—%-v9—x2 '—Zxdx=f—%v9—xzd(9—x2)=f—%\/;du=f—%u%du
=—%u1%+c=—%u«/;+c=—%(9—xz)v9—x2 +c

O(V)=jf(x)dx=[—%(9—x2)«/9—x2]3=—%-0-O——%-9-3=9

4 a F(x)=[4xsin(2x)dx =4x - ~3cos(2x) — [4 - ~3cos(2x) dx = -2xcos(2x) + [2 cos(2x) dx
=-2xcos(2x) + 2 - %sin(2x) + ¢ = sin(2x) — 2xcos(2x) + ¢

b G(x)=[xIn(x)dx=In(x)-1x*- [ % Axtde=1x4In(x) — [$x3 dx = $x*In(x) — £x? + ¢

5 a f(x)=Q2x—x?)e‘geeftf/(x)=2—2x) e +(2x—x) e =2—-x2)e*
f(x)=0 geeft 2 —x2) e =0
2—-x2=0
x2=2
x=V2vx=-2
min. is f(-v2) = (-2v/2 = 2)e V2
max. is f(v2) = (2v2 — 2)e'?
b f(x)=0geeft2x—x2=0
x2-x)=0
x=0vx=2
Fx) =[x —x)e"dr=2x—x?)- e — [(2—2x) - e¥dx = (2x —x}) "+ [(2x — 2) " dx
=2x—-x) e+ (2x—2)- & —[2-dr=2x—x) e+ (2x —2)e* —2e' +¢
=(—2x2+4x—4)e"+c

OV = [fx)dv= (- + 4x—4) e, = (-4 + 8 —4)2— (0 +0—4) =4
0

Alternatieve uitwerking
f(x)=0geeft 2x —x>=0
x2-x)=0
x=0vx=2
F(x) = (ax*>+ bx + c) e* geeft f(x) = (ax> + Qa + b)x + b+ c)e*
a=-1

_ 2+b=2
2a+b=2 b=4
b=4 _
b+c=0}4+c_0

c=-4

Dus F(x) = (-x% + 4x — 4) ¢* is een primitieve van f(x) = (2x — x2) e*.
o) = ff(x)dx= [(—x2+4x—4)e"]3=(—4+8—4)ez—(0+0—4)=4
0
6 a F(x)=[4xcos(2x)dx =4x? - 1sin(2x) — [8x - $sin(2x) dx

= 2x2sin(2x) — (8x - ~cos(2x) — 8 + ~cos(2x) dx)
= 2xZsin(2x) + 2x cos(2x) — [ 2 cos(2x) dx = 2x2sin(2x) + 2x cos(2x) — sin(2x) + ¢
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b [e*sin(2x)dx =e* - -1cos(2x) — [e* -

=-1evcos(2x) + 3¢ - 2sin(2x) — [Le*
=1levsin(2x) — 3 e¥cos(2x) — 3f esin(2x) dx
[e¥sin(2x) dx =1 e¥sin(2x) —  ¢¥ cos(2x)

g(x) = e*sin(2x) geeft G(x)

a —%arctan(4x +1)=3
arctan(dx + 1) =- %n
dx+1= tan(— )

- 4lf e*sin(2x) dx geeft %fe" sin(2x) dx = %e" sin(2x)

=1e*(sin(2x) — 2 cos(2x)) + ¢

x2 = sin(37)

- %cos(?_x) dx=- % e*cos(2x) + f% e*cos(2x) dx
. %sin(Zx) dx

- % e*cos(2x)
[ sin(2x) dx = $e* (sin(2x) — 2 cos(2x))

b 6arcsin(x?)=n
arcsin(x?) = ¢

dx+1=-1 x2=1
4x=;2 x=\g=% 2vx=—%\/5
X="3
a f(x) = 4arctan(ux) geeft f/(x) = 4 - ———— - g = — %
8 (mx)? + 1 x?+ 1

b g(x) = 5arcsin(2x3) geeft g'(x) =5 - S
J1- @0y

Bladzijde 215

23 23 2/3
4 1 1 INEE
a dx = = | =————dx=|2arctan(3x
ofx2+4 ojiszrl Oj (%x)2+1 [ (2 )]0
:2.%7,:_2.0:%71
2 2 P
1 1 1
b [— 1 g f— L g1
e B s e
:%11?—0:%7'[
arctan’(x) 1
¢ sz—+ldx=farctan2(x)-x2+
=larctan’(x) + ¢
Larctan?(x
of 2 +f g 3 arctan3(x)] = yarctan’(1) — Jarctan’(0) = §

d [———=dr=J}

—.2
Vi—ax? f - (2x)

= %arcsin(Zx) +c

f— dx = [2 arcsm(2x)] | 2arcsm( )— arcsm(
Iyl = 4x2 A
e J‘ 5)64 _
,/1 - (x )2 1— (x5

= arcsin(x’) + ¢

[arcs1n(x5)] = arcsin(1) —arcsin(-1) =

————de' =]

1/1 - (e")z

n(3V3) _

f j :
- (e")2
= arcsin(e¥) + ¢

\/1—e2x

In(3v3) &

1—e”

-In(2)

© Noordhoff Uitgevers bv

3
V1 — 4x0

&
I

1 1 1
== dzx: = .
I o ® I

dx = [arcsm(e")] ) arcsm(zx/_ )— arcsm(2) = %n - %n

2

=2 arctan(\@ ) — 2arctan(0)

[arctan(x — 1)]? = arctan(1) — arctan(0)

. dx = [arctan®(x) darctan(x) = [u? du =3u? + ¢

1.3
T

G =5 0=

= %arcsin(u) +c

1
du
V1—u?

.
=37 eM T2 M TR

5 du = arcsin(u) + ¢

m—-in=n

du = arcsin(u) + ¢

=1
U
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D=

1 1
10 a =3 geeft ————=
Jw=1e x*—4x+5

—4x+5=2
—4x+3=0
(x=Dx—3)=0
Fetvess
_ 1 1 _ B
o=l 4 s e v T T 2) e

o= ff(x)dx -2-1= [arctan(x—2)] — 1 =arctan(l) —arctan(-1) — 1 =in—-in—1=4n—1
i

b O(W)= j f(x) dx = [arctan(x — 2)]'2’ = arctan(p — 2) — arctan(0) = arctan(p — 2)

ow,)= %n geeft arctan(p —2) =3
p—2= tan(%n)
p—2=v3
p=2+V3

- 34 _3ard)-12+4 8
a fix)= x+4 x+4 x+4
Dus F(x) =3x—8Injx + 4| + c.
¥ox+1 2x+1)-x2-x+1 x2—-x+1 xx+D+1 1
_ _ -2 -2 21
b 2() x+1 x+1 o x+1 X x+1 X

x+1
Dus G(x) =3x3 —3x2 + Injx + 1| + c.

2 _

x=—3x
12 a f(x)= o geeft

, x+D-2x=3)—(*-3x)-1 2x2-3x+2x-3-x>+3x x>+2x-3
/) (17 (x+ 17 (x+ 17
f'(x)=0geeftx>+2x—-3=0

x—-Dx+3)=0
x=1vx=-3

x =-3 voldoet niet, dus x = 1.
min. is f(1) =-1

b f(x)=0geeftx>—3x=0
x(x—3)=0
x=0vx=3

—3x x(x+1)—x—3x 4x 4x+1)—4 4

f(x)— x+1 x+1 S T _x_4+x+_1

3
0 =~Jwy b =] (3 =4+ 7 ) v =[5 =4 411
=-(132-4-3+4In@4) - (0- 0+4In(1))) =71 - 4In(4)

2x+3 2x-6+9 2x-6 9
13 - = = +

@S ET0r10 Pt r 10 26t 10 2= 6rt 10
_ 2x=6 o, Y SRR P B — Ly, =
fx2_6x+10dx fx2_6x+10 (2x — 6)dx fx2_6x+1od(x 6x + 10) fudu In(u) + ¢,

= In(x? — 6x+10)+c1

9
J362—6x+10 I(x 3)2+1
Dus F(x) = In(x? — 6x + 10) + 9arctan(x — 3) + c.

dx =9arctan(x — 3) + ¢,
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b B X2+ 4x _x2_4x+4+8x—4_1+ 8x—4 +8(x—2)+16—4
g(x)_x2_4x+4_ x2_4x+4 - (x_2)2_ (x—2)2
8 12 8 "
+ =1+ + _
x=2 (x—2) 1 =2 12(x — 2)
DuSG(x)ZX+81n|x_2|_12(?6_1)_1+c=x+81n|x—2|_x1_22+c.
6 6 a b alx+1)+bx-1)
x2=1 x—-Dx+1) x—-1 x+1 (x— D)x+1)
_ax+a+bx—b (a+bx+a-b

@D+t - D)

=1+

{a+b=0

a—b=6

2a =6+

a=3

a=3geeft3+bH=0
b=-3
-3 3

Dush(x)—x_1 1

Dus H(x)=3Injx — 1| = 3Injx + 1| + c.

14 a y(H=0geeftP+2t=0
(t+2)=0
t=0vit=-2

t =0 geeft (0, 0)
t=-2 geeft (4, 0)

y
e
K
t=O\V\t=— .
O x~
t=-2 t=-2 -2
o)== [ ydv=- [ @+20)dGA-30=-[@+20) G- 3)dt
t=0 t=0 0

_2 i
=[G =32+ 3 =6 dr=-[5560 — £+ 36 =32

== (= (2 +5 (D =3 (2P -0)=23
t=-2 t=

-2 -2
b I(L)=n [ y*dx=n [ P+20*d@E2-30=n[+43+42)-Cr2-3)dr
t=0 0 0

=
-2 -2
=n[Go-34+35-128+34 - 12 dr=n [ G+ 35— 128 - 12 &t
0 0
— a7+ 10 -3 - 48] = n(E - (-2 + 1 (2 -3+ (-2 — 4+ (-2¢ —0)=22n
c y(t)=8geeft 2 +2t=8
r+2t-8=0
(t—2)(t+4)=0
t=2vit=-4
s 3.5 3,3 22
¢='[—4ydx:[%t —t +§t4—3t ]_4
=372 25232 (g (A (AP g (A3 (4= 323
Dus O(W) =323
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Gemengde opgaven

Bladzijde 216 1 1
x+2  tox-4+2+2 lox-4 4
_ _ N

1 = =

af x?—4x+8 x2—4x+8 ¥ —4x+8 x?—4x+38
32x-4) 1 1 I
2 = (L.  (Ox — b g2 —aergy=(L. 1
jx2_4x+8dx I3 Sy A I3 gl Gt ) [3-~du

=1In(u) + ¢, =3In(x2 — 4x + 8) + ¢,

4 4 1 1 1
dx = dx = dx = dx =
Jx2—4x+8 I(x—2)2+4 f(x—2)2+1 J x—2 J(%x—1)2+1

= 2arctan(3x — 1) + ¢,
Dus F(x) =3In(x2 — 4x + 8) + 2arctan(3x — 1) + c.
b F(x) = [xtan(x?) dx = [+tan(x?) - 2x dx = [tan(x?) dx? = [T tan(x) du = -3 In|cos(u)| + ¢
=-1nlcos(x?)| + ¢
¢ F(x) =Jcos(x) - 31+ sin(x) dx = [3/1 + sin(x) - cos(x) dx = [{/T + sin(x) dsin(x) = [{/T + u du
=[(1 +updu=31+wli+c=31+u)- Y1 +u+c=3(1+sin())- 1+ sin(x) +c
2x+ 1 2x 1
d fix)= = +
Vie-x2 V16-x V16-x2
2x 1 1 1
[———dx=[-——"-2xdx=[-——=d(16 —x}) = [-—du=-2Vu + c=-2V16 —x2 + ¢
V16 — 22 V16 - x2 V16— Vu
1 1 4 1 .1 .1
J dx =] dx=] dx =7 - 4 arcsin(3x) + ¢ = arcsin(3x) + ¢
1/16_x2 4\/1—%)62 \/1_(%)62) 4 4 4
Dus F(x) = arcsin(3x) — 2V 16 —x2 + c.
e F(x) =J(2x +4)cos(2x) dr = (2x + 4) - $sin(2x) — [2 - 1sin(2x) dx = (x + 2) sin(2x) — [sin(2x) dx

= (x +2) sin(2x) + Tcos(2x) + ¢
2x+4

1 1

f Fx)=] dr =~ (x4 dy = [-————d(x* 4 - 3)
-x2—4x-3 -x2—4x-3 V-xr—4x-3
=f—%du=-2«/;+c=-2v-x2—4x—3+c
u
xS Cx(x*+6x+8)—6x2—8x . -6x% — 8x
gf(x)_x2+6x+8_ x2+6x+8 T 2 6x+8
B +—6(x2+6x+8)+36x+48—8x_ 28x +48
xX2+6x+8 * A x2+6x+8 N heen
a ax +4)+o(x +
=x_6+M=x_6+_+_=x_ ( ) ( )
x+2)x+4) x+2 x+4 x+2)(x+4)
L _ge@xtdatbitdb +(a+b)x+4a+2b
G+ 2)(x +4) (x+2)(x +4)
{a+b=28 ’2‘ ft{2a+2b=56
da+2b=4811/8 da+2b=48
2a=28
a=-4
a=-4geeft-4+5b=28
b=32
.4 32
Dus f(x)=x—6 x+2+x+4'
Dus F(x) =1x2 — 6x — 4Injx + 2| + 32Injx + 4| + c.
1 1 1
+1  2@x- D3+l 1 15 1
h f(x)=——= = + - + 15 (2x - 1y2
SO =T @1y 1) @o1p -z 2D
Dus F(x) = Injdx — 2| = 3(2x — 1) + ¢ = 3 Inj4x — 2| —m+ ¢ =73Inl4x 2| - 8x3_ Zte
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2 a f(x)=4sin’*(x)cos(x) geeft f'(x) = 8sin(x) - cos(x) - cos(x) + 4sin?(x) * -sin(x) = & sin(x) cos>(x) — 4 sin’(x)
f(x) = 0 geeft 4sin(x) cos(x) = 0
sin(x) =0 v cos(x) =0
x=k~1tvx=%1t+k-1t
xin [0, 27] geeftx=0vx=7tvx=2nvx=%1t Vx= I%n
f(0)=f(2n)=8-0-12—4-0=0
f(n)=8-0-(-12—-4-0=0
Dus de grafiek raakt de x-as in (0, 0), (%, 0) en (2=, 0).
b F(x) = [4sin(x) cos(x) dx = [4sin?(x) dsin(x) = [4u? du = Fu> + ¢ = 3sin’(x) + ¢

o) = Eff(x)dx= [%Sin3(x)]in=§- 1-¢.0=1
0

3 a f(x)=% geeft x22f4 =%
2x2—8=6x
2x2—6x—8=0
x2-3x—4=0
x+DHx—4)=0
x=-1lvx=4

o 2x _ 1 _ 1 1 _ _
F(x)—fx2_4dx—fx2_4-2xdx—fx2_4-dxz—fu_4du—ln|u—4|+c—1n|x2—4|+c
9/, 2 2 > 0 2 2 3
0(V)=_{ (g——x2_4)dx= [2x—tnp2 — 4]’ =0~ In(4) ~ (-3~ In3)) =2 + In(3)
prd 2x pt4
b ow)= [ dy=[Inl® —4]]; " =In((p+4?-4)—In(p? - 4)
H x2_4 P
2+8p+12
=1n(p2+8p+12)—ln(p2—4)=ln<%)
-

pP+8p+12

o) =1n(2) geeft 172—_4=2
pP+8p+12=2p?-38
-p*+8p+20=0
pP—8—20=0
(p+2)(p—10)=0
p=-2vp=10

p =-2 voldoet niet, dus p = 10.

4 a f(x)=x+tergeeftf'(x)=1—¢*
f'x)=0geeftl1 —e*=0
e¥=
-x=0
x=0
min. is f(0) =1
b O(Vp)=_£(x+e‘x)dx=[%xz—e‘x]?p=%p2—e'1’—(%p2—ep)=el’—e"’
O(V,) =6 geefte? —e? =6
e#F—6—-—¢e7=0
(eP)> —6eP—1=0
Stel e? = u.
w—6u—1=0
D=(-62—4-1--1=40,dus VD =210
6+2\/ﬁv 6—2y/10
u= _

2 2
u=3+v10 vu=3-+10
e?P=3+/10ver=3—-4/10
p=1In(3++10)
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0 0 0
c IL)=n[(fx)Pdr=n[(@x+e"Rdr=n[(x2+2xe"+e)dx
-1 -1 -1
[oxe®dx=2x--e*— 2 -e¥dx=-2xe* + [2e¥dx=-2xe¥ -2V +¢
IL)=n[ixd—2xe—2e*— 2] =n0-0-2-1-(-}+2e-2e-1e?) = e -2})n

Bladzijde 217
5 a f,(x)=In’(x)—In(x)
f1(x) = 0 geeft In?(x) — In(x) = 0
In(x)(In(x)—1)=0
In(x)=0v In(x)=1
x=lvx=e

[I02(x) dx = [I2(x) - 1 dx = In2(x) - x — [2In(x) % xdr = xIn2(x) — [21n(x) dx

= xIn?(x) — 2(x In(x) — x) + ¢ = xIn?(x) — 2xIn(x) + 2x + ¢
Dus F_;(x) = xIn’(x) — 2xIn(x) + 2x — (x In(x) — x) + ¢ = xIn’(x) — 3xIn(x) + 3x + c.

o)) = lf (In?(x) — In(x)) dx = - [x In?(x) — 3xIn(x) + 3x]f =-(e—3e+3e—-(0-0+3)=3-¢

b /,(x)=In*(x) + pIn(x) geeft £,/ (x) = 2In(x) - %+ I’E %: %
1,0 =0 geeft 2In(x) + p =0
2In(x)=-p
In(x)=- % D

Invullen van In(x) = p in f,(x) = In%(x) + pIn(x) geeft o) = (- p)2 +p-- 5 P=13 ipt— —p = —lpz.

Omdat - —p2 <0 voor elke p 9& 0 ligt de de top van de graﬁek van f,, voor elke p # 0 onder de x-as.
¢ f,(x) =0 geeft In*(x) + pIn(x) =0
In(x)(In(x) + p) =0
In(x)=0v In(x)=-p
x=1lvx=¢e?
Jpx) = In%(x) + pIn(x) geeft F(x)= xIn(x) — 2xIn(x) + 2x + p(xIn(x) — x) + ¢
= xIn?(x) — 2xIn(x) + 2x + pxIn(x) — px + ¢
Alsp<0geldte?>1.

o, =- jfp(lnz(x) + pln(x)) dx = - [xIn?(x) — 2xIn(x) + 2x + pxIn(x) — px| ‘j"

=~ (py—2eP - pt2ePtpe? p—pe?=(0-0+2+0-p)
= (pt2)e?—p+2
OV,) =4 geeft-(p+2)e?-p+2=4
(p+2)ef=p+2
pt2=0v-e?P=1
p=-2ver=-1

p=-2
6 _ bx fr _(x4+1)-6—6x-4x3_6x4+6—24x4_6—18x4
T T
f'(x) =0 geeft 6 —18x*=0
18x*=16
xt=1

s
| =

X VX=-

max. 1sf(\/») 4%

41
3
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18x*

bf()—(4 1)2geeft
P T2 = (6 18 2t 1) A 723t + 1) — 8x3(6 — 18xY)
f(x) - (x4 + 1)4 - (x4 + 1)3
_=T72x7 —T72x3 —48x3 + 144x7  72x7 — 12043
- (x4 + 1)3 - (x4 + 1)3

f"(x) = 0 geeft 72x7 — 120x3 =0
24x3(3x* — 5) =0
x=0v 3x
x=0vx*

x=0vx= \/7vx——\/:
B =33 1@ =-33ens0)= 6

Dus de helhng van de graﬁek van f'is maximaal 6.
cf(_)_(x)4+l_ 4+1_f()
Dus de grafiek van fis symmetrisch in de oorsprong.
d f(x)=3x geeft — 6 =3x
x4

3x5+3x 6x
3x°=3x=0
3x(x*—=1)=0
x=0vxt=1
x=0vx=1vx=-1
Fx) =] _f;'2x<1x=f;dxz=f 3 du = 3arctan(u) + ¢
4+1 (22 +1 (2P +1 u?+1
= 3arctan(x?) + ¢

f (f(x) — 3x) dx=[3 arctan(x?) — ] =3arctan(1) — 11 — (3arctan(0) — 0) =3 - 2n — 11 - (0 - 0)

3
47':_ 1_

Dus de oppervlakte van de twee vlakdelen samen 1s 2(%n - 1%) = I%n -3.

_ox2+2
a f(x)= S — & geeft
6 (22 —8x) - 2x— (x> +2)-(4x—8) 4> —16x?—4x3+8x>—8x+16 -8x>—8x+16
x = = =
(2x2 — 8x)? (2x2 — 8x)? (2x2 — 8x)?

f'(x) =0 geeft -8x2—8x+ 16 =0
¥+x-2=0
x—-Dx+2)=0
x=lvx=-2

min. is f(-2) =7
max. is f(1) =-1%
242
b =1 geeft = =1
S(x) =7 gee 22— 8y 2
2% + 4 =2x* — 8x
8x=-4
1
X="3
-8 =0
2x(x—4)=0

x=0vx=4
Dus de lijnen x = 0 en x =4 zijn de verticale asymptoten van de grafiek van f.
f(x)Z% geeft—%§x<0vx>4
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X242 522 —8x) +4x+2 4x+2 2+ 1 2x+1
c fx)= =2 =1+ =1+ =1+
2x% — 8x 2x2 — 8x 200x2—8x ? x2-4x 2 x(x—4)
_1,4. b :l+a(x—4)+bx:l+ax—4a+bx:l+(a+b)x—4a
2 x x—4 2 x(x—4) 2 x(x—4) 2 x(x—4)
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