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7 Periodieke functies

Voorkennis

V1 AD =46 - (y20)> =36 — 20 =16 = 4
BC = (\20)? + 72 =20 + 49 = /69

V2 cosZQ = gdus Z0= cos‘l(g) =270

PR=1Y92—82=181—-64=117
ZM =180° — 90° — 65° = 25°

MN
sin(65°) = s dus MN = 15-5sin(65°) = 13,6

cos(65°) = Slisv dus SN =15 cos(65°) = 6,3

V3 a De omtrek van deze cirkel is 2n+ 1 = 2n.
b De lengte van boog AB = %%g 2n= lin.
60 |

De lengte van boog CD = 3¢5

=1
2n—311:.

el
c oo=—"360=135°
2n

4
=—"-360=229°
B 2n

V&4 a De grafiek herhaalt zichzelf niet.

2 4--2
=1, amplitude is > =3.

4+
b Grafiek 1: evenwichtsstand is y =

1+—4
Grafiek 2: evenwichtsstand is y = 3 = —1%, amplitude is

1-—-4
3 :25.

Vb

Na i minuut dus na 15 seconden.
Een halve draai verder, dus na % minuut ofwel 30 seconden later weer.
20 seconden is % minuut, dus punt 4 is dan gedraaid over% X 360 = 120°.

De afgelegde afstand is gelijk aan de omtrek, dus 1 X 40 = 125,7 meter.

o n o w

7.1 Radialen

intro In één minuut draait het reuzenrad over 360 : 30 = 12°.
Het hoogste één derde deel van de rondgang wordt bereikt tussen 120° en
240° draaien vanaf het laagste punt, dus 30° voorbij de hoogte van de as.
De hoogte is dan minimaal 67,5 + 67,5 - sin(30°) = 101,25 meter.

1 a Deomtrek van het wielis 2n+r=2n+1 = 21 = 6,28 meter.
b De snelheid is 1 meter per seconde, dus één omwenteling duurt dan
27 = 6,28 seconden.
¢ Destip P is dan over een halve cirkel gedraaid en bevindt zich links op
gelijke hoogte met de as van het wiel.
d Het hoogste punt is na een kwart rondje dus na i + 2n = 1,57 seconden.

[ Hoofdstuk 7 Periodieke functies © Noordhoff Uitgevers bv



2 a Alsx=mdan heeft P een halve cirkel afgelegd, dus oe = 180°.

En als x = 2n dan heeft P een hele cirkel afgelegd, dus oo = 360°.

b Alsx=m danis o= 180° en ;11-11 is % deel daarvan, dus % - 180° = 45°.

¢ o=13180°=75°

d o=1-180°=(%2) = 5730°

3 aantal graden 0 | 30 [ 45 [ 60 [ 90 [ 180

T T

o —

aantal radialen 0 én

4 aantal graden 6 15 | 57 |60 I 115 |107 | 172

aantal radialen | 0,1 0,26| 1 | I,OS‘ 2‘ 1,87‘ 3

5 a ¢=mnseconden, t = 2n seconden h
b = I%T{ seconden 1 V\
¢ Zie de grafiek hiernaast. ¢
De periode is 27 seconden. ‘ ’\/"
-1

6 a a=%nradof0t=30°

h Vp
. (1 P - (1 1
b Sln(gﬂ) =171 ~Yp dus y, = sm(gn) =3
€ yp= sin(%n) = 0,87

7 a De hoogte van de stip bij x = —én is —%‘
b x= %n correspondeert met een draaiing linksom over 120°.
e I%n correspondeert met een draaiing rechtsom over 240°.
In beide gevallen kom je in hetzelfde punt P op de cirkel uit, dus daarom is
sin(%ﬂ) gelijk aan sin(—l%ﬂ).

04 a 360° ofwel 2r radialen.
b mradialen.
Bij de bovenste verhoudingstabel : 18 en bij de onderste : 2n

d /oekin graden 180° [ 10° | 75° | 240°

hoek in radialen n | 0,17 | 1,31 | 4,19
hoek in graden 180° | 57° | 229° | 344°

hoek in radialen bl 1 4 6

07 a —én
b De hoogte van de stipin Qis —%n dus sin(—%n ) = —%.
2n — %TE = I%n

n

sin(or) = sin(lg—n) = —%
Een draaiing van i—é-n in negatieve richting komt overeen met een draaiing
van %n in positieve richting. In beide gevallen kom je in hetzelfde punt P op

o o

de cirkel uit, dus sin(%n) = sin(— Igﬂ:).

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 7 Periodieke functies 7



7 Periodieke functies

f Een draaiing van %T[ in positieve richting komt overeen met een draaiing van
1 . . . . w3 N 1
13 in negatieve richting, dus sm(zrr) = Sln(—lzﬂ).

U1l a xs=%n+1,dusS(%n+l,0)
b 1 ronde duurt 2t + 27 = 4n seconden.
In één uur doorloopt het punt deze baan 32% = 286 keer.
c ¥
1

7.2 Sinusfunctie

intro  De hoek van de grote wijzer met de horizontale lijn door het midden is dan
30° ofwel “é‘ﬂ rad. De afstand is sin(én) = %meter.
Om vijf voor zes is deze hoek 60° ofwel %n rad. De afstand is dan

sin(%n) =0,866... meter, dus ongeveer 87 cm.

8 a v
! f
0,5
i
o] m m
g \/
-1

De toppen zijn (%n, 1) en (I%T[, —1).

Het punt van symmetrie is (mt, 0).

Op het interval [0, 3n] is de grafiek symmetrisch in de lijn x = l%n.

De periode van f'is 2m.

Bijx= %n en x = 2%7{ heeft de grafiek van feen top. De grafiek van f(met
domein IR) is symmetrisch in elke verticale lijn door één van de toppen.

- 0o o n o

9 a Het domein is R.
Het bereik is [-1, 1].

b x= 2%11 en x = 101%7{, want dat zijn verticale lijnen door de toppen.
¢ (3n, 0), (34n, 0) en (—53mw, 0), want dat zijn snijpunten van de grafiek met
de x-as.

d In het interval [0, 1000n] passen precies 1000 : 2n = 500 perioden en in het
interval [0, 1000] passen 1000 : 2 = 159 perioden.

e f(1in)=-1 F50)=f(m)=0
f(=2m)=0 A(8in) =f(bn) =1
S(=657)=/(=5n) =1 J(18m) = /() =0

8 Hoofdstuk 7 Periodieke functies © Noordhoff Uitgevers bv



10 a De stelling van Pythagoras in drichoek 4CD geeft CD =+2% — 12 =13,

n_CD_\3_,
b sin(60°) = 1C ?—5\5

o

. AD
=30°, dus sin(30°) = ——= %

60
ZACD =
¢ 2 AC

11 a ZR=180° - £Q— £P=180° — 90° — 45° = 45°
Omdat £ZR = ZP is APQOR gelijkbenig en daaruit volgt OR= PO = 1.

PR=\12+12=42

b sin(45°) = Q—;’: = %
c sin(45°)= % %:%:%\ﬁ
12 a sin(Z%n) = sm(én) :%
b sm(—%n) = —sin(%n) =-3
sin(’?%n) = sin(—%n) = —%
13 a sin(—l%n) = sin(én) = %
b sm(lin) = —sin(%n) = —% 9
( .

e sin(=3n)=0
f sin(Z%ﬂ) = sin(% ) = sm( ) 2 \l_

010 a Omdat de driehoek gelijkzijdig is, zijn alle hoeken even groot, 180 : 3 = 60°.
b D is het midden van AB, dus AD=DB=1.
Pythagoras in drichoek ACD geeft CD?*=22—-12=3,dus CD = \E

CD\rl\j—

¢ sin(60°) =sin(LA4) =
d ZACD=/ZBCD=30°

AD
e sin(30°)=sin(LACD) = Te; %

013ab oy

¢ Zie de groene stip in de figuur hierboven.

o Betatve (b, $45) i ot (13 1) (-1, 1), (e, 1), (24 149
en (22n,143).

e sin(—3n) = —sin(

f sm(3 T[) = sm(

T[) = _Sll'l(%s‘
—

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 7 Periodieke functies 9
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7 Periodieke functies

g sm(—l%n) = 51n(§n) = Sll’l(“:l;ﬂ') = %\B
h sm(3%n) = s1n(—%n) = —sm(%n) =-1
U2  Zie de grafiek hiernaast. y
a sin(%n = x) = sin(%n + x) Is waar.
b sin(x) = sin(—x) is niet waar

sin(mt — x) = sin(x) is waar

n

=X

X
Y dnw Ingx TXT
2 2

U3 a

]

W\
X

" \_/n

4 112

Uit de tekening blijkt dat de waarde van de sinus voor x = 1,12 gelijk is aan
de waarde voor x =n — 1,12, dus sin(1,12) = sin(m — 1,12) = sin(—1,12 + n).

b ‘\ /
T X
1010 11n

11511 12n 125m

Uit de tekening blijkt dat x=—1,12+ 1lnof x=1,12+ 12n

7.3 Cosinusfunctie

intro u (in cm)

N A/

c sin(%n) 2\1_ dus de codrdinaten zijn P(—z, % 3)

15 a Desinusgrafiek heeft een top bij ( T, 1) de cosinusgrafiek bij (0, 1), dus ja,
Bart heeft gelijk.
b Bijvoorbeeld l%n naar rechts.

¢ Bijvoorbeeld %n of 2%11 naar rechts, of l%n naar links.

o —AB—l
16 a cos(60°) e i{_
BC 3
b cos(30°)=——="=1y3
cos(30°) TR zxf_

10 Hoofdstuk 7 Periodieke functies © Noordhoff Uitgevers bv



PO_1_1 2 2
2

c cos(45°)—ﬁ T_T \f_ %\E

BC BC
d cos(30°)= T en ook sin(60°) = PTa dus cos(30°) = sin(60°).

AB AB
cos(60°) = 1c en ook sin(30°) = ac dus cos(60°) = sin(30°).

17

Dat volgt uit de lijnsymmetrie in de verticale lijn door de top (0, 1), de y-as.

cos(—%) cos( ) 2\1_

Dat kun je afleiden uit de puntsymmetrie in ("2]‘1'{, 0).
1 1

2 = — —_ = —_——
cos(gn) = cos(3n) ==

o n o

18 a Die kun je afleiden met de periodiciteit 2r van de grafiek van de cosinus.
cos(ZLn) = cos(%n) =
b 005(8 T[) c:vz)s(}1 )

¢ cos{stn)=cos-3n) =

19 a cos(—I%n)=cos(éﬂ)=%\B

1) = o) = o) =
d cos(S%n) = cos(l%n) =0

e cos(—Z%n) = COS(—%T[ = COS(%TE) = %

f sin(3%n) = sm(—%n) = —sm(%n) = —%\fi

018 a Zie de gestippelde lijntjes in de figuur hieronder.

) Y

BN P N e N

_zn \_::-/ 0 \J::/ z‘ln W X
! ! -1 f ! !

b Zie de blauwe punten op de grafiek.

¢ Zie de groene stip op de grafiek.

d (=15m3)s (5], (3 2). (15 3) en (257, 3).

e (—1%71,—%):( %n -3). G 2)( =3) (25 —3) en (337, —3).

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 7 Periodieke functies 1



7 Periodieke functies

U4 a DE2=(3)2+12dus DE>=4en DE=2

EFr=(32+12dus EFP=4en EF=2
DF? = DE*+ EF?
DF=4+4=8dus DF=8=2\2

b CD=AB=1++3
CF=AD- BF=+3-1

¢ Omdat DE= EF en ZDEF=90° geldt ZEDF = ZDFE = 45°,
dus ZCDF=90—-30—-45=15°
Omdat vierhoek A BCD een rechthoek is, is ZDCF = 90° en
ZCFD =180 —-90— 15 =75°.

cr_Vi-1_\i-1 @ _\i-4

d sin(l5°)=— DF 2\/_ 2\[— \f_ 2 4(
3+1 3+1
e cos(15°)—IC)1; \{;\j— \j;\/— g \{_4{ a],\[g"'%\ﬁ
sin(75°) = ——=cos(15°) = 4\[-+ 4\[_

CF
cos(75°) = =sin(15°) = le_

7.4 Transformaties

intro De periode bij toonhoogte A is l% keer zo groot als bij toonhoogte D, de
amplitude en evenwichtsstand zijn voor beide toonhoogtes gelijk.

b De grafiek van g is ten opzichte van de grafiek van /2 omhoog verschoven
en die van £ is 3 omlaag verschoven.
¢ Bijvoorbeeld k(x) = 4 + sin(x)

21 a

\Y

Als je a andere waarden geeft dan verandert de amplitude.
b De grafiek wordt dan gespiegeld in de x-as, dus de grafiek gaat in (0, 0)
dalend door de evenwichtsstand.

12 Hoofdstuk 7 Periodieke functies © Noordhoff Uitgevers bv



22

23

24

25

26

27

28

022

- 0o o n T w

De evenwichtsstand is y = 2, de amplitude is 3 en het bereik is [—1, 5].

De evenwichtsstand is y = —3, de amplitude is 8 en het bereik is [—11, 5].
De evenwichtsstand is y = 10, de amplitude is 3 en het bereik is [7, 13].

De evenwichtsstand is yy = —17, de amplitude is 20 en het bereik is [-37, 3].
De evenwichtsstand is y = 0.3, de amplitude is 0,7 en het bereik is [-0.4; 1].
De evenwichtsstand is y = 24, de amplitude is 1 en het bereik is [23, 25].

Bijvoorbeeld f(x) =5 + 6sin(x) of g(x) =35 — 6sin(2x) of A(x) = 5 + 6cos(3x).
Een functievoorschrift van de beeldgrafiek hierbij is g(x) = —sin(x) — 3.

Eris 2 naar rechts verschoven.
Dat punt heeft codrdinaten (-1, 0).
De top van functie k heeft coérdinaten (—%n, 1).

Als je b andere waarden geeft dan verandert de periode.

Als 0 < b < 1 dan wordt de periode groter, de grafiek

wordt in horizontale richting uitgerekt. Als b > 1 dan wordt

de periode kleiner, de grafiek krimpt in horizontale richting.
b | 0,5 | 1 | n | 2n

periode |4T[ I 2n| 2 | 1

_2n
periode
2 2
periode = ?ﬂ = %n ¢ periode = ?ﬂ =2
. o . T
periode = | = 8n d periode = =20
4 0,1n

Verschuiving van 3 naar links en 2 omhoog van de functie /(x) = cos(x).

De toppen zijn (n — 3, 1) en (21 — 3, 3).

Verschuiving van %n naar rechts en een vermenigvuldiging met 2 ten
opzichte van de x-as van de functie f(x) = sin(x).

De toppen zijn (0, =2), (%, 2) en (2n, —2).

Spiegeling in de x-as en een verschuiving van 5n naar links van de functie
h(x) = cos(x).

De toppen zijn (0, 1), (mr, —=1) en (2m, 1).

Vermenigvuldiging met 5 ten opzichte van de x-as en met % ten opzichte van
de y-as van de functie f(x) = sin(x), daarna een verschuiving 1 omhoog.

De toppen zijn (%n, 6), (%n, —4), (lin, 6) en (l%n, —4).

2n

eriode

2
Invullen van periode 5in b = geeft b = ?T[ = %n.

De evenwichtsstand is de lijn y = — I%.
De amplitude is 4%.
De maximale waarde is — 1% + 4% =3.

De minimale waarde is —I% = 4% =-6.
Het bereik van f'is [—6. 3].

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 7 Periodieke functies
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7 Periodieke functies

027 a Jekuntdanx= —%n invullen.
b Een verschuiving van %r[ naar links.
¢ De grafiek van g ontstaat uit die van / door een vermenigvuldiging met 4 ten
opzichte van de x-as.
d Verschuiving van 1 naar rechts en 2 omlaag van de functie /(x) = cos(x).
De toppen zijn (1, —1)en (n + 1, =3).
e Verschuiving van %T[ naar rechts en een vermenigvuldiging met 2 ten
opzichte van de x-as van de functie f(x) = sin(x).
De toppen zijn (0, =2), (n, 2) en (2n, —2).
Verschuiving van 3n naar links en een vermenigvuldiging met —4 ten
opzichte van de x-as van de functie A(x) = cos(x).
De toppen zijn (0, 4), (nr, —4) en (2n, 4).
Vermenigvuldiging met % ten opzichte van de x-as en met % ten opzichte van
de y-as van de functie f(x) = sin(x).
De toppen zijn (%n, %), (%n, —%), (I%n, %) en (I%n, —%)

-

U5 a Het functievoorschrift bij de beeldgrafiek is g(x) = —2cos(x) + 3.
De toppen zijn (0, 1) en (m, 5).
b Het functievoorschrift bij de beeldgrafiek is dan A(x) = =2 - (cos(x) + 3)
ofwel h(x) = —2cos(x) — 6.
De toppen zijn (0, —8) en (m, —4).

1750
Ué a 2nf=1750dus f= 2—=279 Hz.
7
T
De periode is 1750 ~ 0,0036 seconden.

o

De frequentie wordt verdubbeld, dus 27f'= 3500 en & = 0,15sin(3500¢).

7.5 Algemene vorm van een sinusoide

intro De hoogte van het reuzenrad is ongeveer 30 meter, de as zit op een hoogte
van iets meer dan 15 meter. Eén rondgang duurt 30 seconden.
29 a Deamplitude is 3, de evenwichtsstand is y = 4 en de periode is 2n.

2
b A:amplitude 1,5, evenwichtsstand y = —1 en de periode is ?n = %n.

y ; vt
B: amplitude 55, evenwichtsstand y = 100 en de periode is TT[ =2m.

21
0.2n

2

C: amplitude 0,75, evenwichtsstand y = 0,25 en de periode is =10.

. . 2n
D: amplitude 45, evenwichtsstand y = 900 en de periode is 0 =2m.

2
30 f: de amplitude is 4, de periode is ll—n = % en de evenwichtsstand is y = 2.
5T
. . . . 2n . .
g: de amplitude is 3, de periode is > = en de evenwichtsstand is y = 1.

T
h: de amplitude is 8, de periode is = 2 en de evenwichtsstand is y = 6.

14 Hoofdstuk 7 Periodieke functies © Noordhoff Uitgevers bv



31 a Het maximum is 3, het minimum is —1.
-1+3

De evenwichtsstand d = =1ende amplitudea=3—-1=2.

b Maximum bij x = I~31—n, minimum bij x = 3%7{. Een halve periode is dus 2m en

2 2
een hele periode is 4. Hieruit volgt b = _ﬂ == 0,5.
periode 4n
c (%T{, 1)

d f(x)=1+2sin(0,5(x - %))

32 Aflezen bij de linker grafiek:
d=1,a=1,c¢c= %7{ (bij een sinus) of ¢ = %n 4 }Tn = %T{ (bij een cosinus)
enb= 2z =2.
n
Dus f(x) = 1 +sin(2(x = 1n)) of f(x)=1+ cos(2(x - 5m)).
Aflezen bij de rechter grafiek:
+ T
J= 600 100
2 2n
de periode is 52, dus b = 5 = 21—611 en

=250, a = 600 — 250 = 350,

¢ = 0 (bij een cosinus) of ¢ =0+ % + 52 = 39 (bij een sinus).

Dus /(x) = 250 + 350sin(%n(x — 39)) of f(x) =250 + 350cos( x).

2
33 a De periode is =L = 5,026... dus ongeveer 5 seconden.

1,25
b De minimale hoeveelheid lucht is 1,2 + 0,7 - —1 = 0,5 liter.
) 2,4+0,5 :
¢ De evenwichtsstand wordt — - 1.45 en de amplitude wordt dus
2.4-1,45=0.95.
De periode wordt ———=3,351...,dus h = =1,875.
1,5 3,351...

De formule is 4= 1,45 + 0,95sin(1,875¢).

030 a a=—3,b=§,c=5end=—l.

2
De periode is -z—ﬂ =2n- % =3n

3
Verschuiving van 5 naar rechts.
¢ Parameter ¢ bepaalt de amplitude en d de evenwichtsstand.
De amplitude is 3, de evenwichtsstand is y = —1.

2n
e functie k: amplitude 3, periode i %T[, evenwichtsstand y =2
: : ; 27 :
functie m: amplitude 4, periode - 2, evenwichtsstand y =7

; ; .z o ;
functie n: amplitude 1, periode Tﬁ = n, evenwichtsstand y = —5

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 7 Periodieke functies 15



032 a

a n o

U7 a

U8 a

16

Periodieke functies

Het maximum is 5 en het minimum 1s —1.

. . S+
De evenwichtsstand is y = =
De amplitude is 5—2=3. -
De afstand tussen twee toppen op de lijn y =5 isn, dus b = P 2.

De grafiek gaat in het punt (in, 2) stijgend door de evenwichtsstand.
De waarde van c is %T{.

f(x) =2+ 3sin(2(x - 7))

De horizontale afstand tussen de twee toppen is 8 en het gaat hierbij om een
maximum en een minimum, dus de halve periode is 8.
2
De hele periode is dan 16 en h = % = %n.
18+2

De evenwichtsstand is y = =10, de amplitude is 18 — 10 = 8.

(2, 18) is een maximum en de periode is 16, dus ¢ =2 — ﬁ -l6=-2.
£(x) =10+ 8sin(3n(x +2)) of £(x) =10 + 8cos(in(x - 2))

p =11 4+—2 1 . 1 1

De evenwichtsstand d = ————= —65 en de amplitude a = -2 — =65 =45
2

De afstand van —3m tot 9n zou bijvoorbeeld 0,5 periode of 1,5 periode
kunnen zijn. De periode is in die gevallen 2 X 12n = 24m resp. 12n: 1,5 = 8n.
2n 2n
-24—7[ =1z en b= g{' =
De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand in een punt dat 41_1 periode

De bijbehorende waarden van b zijn b =

links van het maximum ligt, dat is bij 91 — 6n = 3w resp. 91 — 2n = 7.

Dus /(x) = —61+ 43sin(% (x = 3m)) of f(x) = =61+ 4sin(} (x - 7).

De periode van f'is 2711 =7

Het maximum is 3, dit wordt bereikt als x = %n enals x= lﬁn‘
Het minimum is —3, dit wordt bereikt als x = %n enals x = 1%11.
De periode van g is ?ﬂ =

Het maximum is 6 + 8 = 14, dit wordt bereiktals x =0, x =2, x=4en x = 6.
Het minimum is 6 — 8 = —2, dit wordt bereiktals x =1, x=3en x = 5.

De periode van /1 is 2n, de grafiek is %—n naar links verschoven.

Het maximum is —2 + 7 = 5, dit wordt bereikt als x = 1%7{.

Het minimum is —2 — 7 = =9, dit wordt bereikt als x = %n.

De periode van k is ?—T = I%n
2
Het maximum is 1 + 3 =4, dit wordt bereikt als x = n.
Het minimum is 1 — 3 = =2, dit wordt bereikt als x = %n en als x = l%n.
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7.6 Gemengde opdrachten

34 a Deamplitudeis 5, dus p=5.

i oma i 3T _ 2K s
13 periode is 3, dus één periode is i Snenq—gﬂ—s
4 5

o

De amplitude is 5, dus p = 5.

Een kwart periode is 37, dus één periode is 12nen ¢ = Tl é.
T

¢ De amplitude is 5, maar de grafiek is gespiegeld in de x-as, dus p = —5.

. . . ‘s . . 2n
Driekwart periode is 37, dus één periode is 4men g = . %
T

2
d De periode is ?ﬂ = %n en de amplitude is 2.

35 a sin(S%n) = sin(%n) = sin(in) = %\E

36 a Deevenwichtsstand is y = % l,dusd=1.

2
De amplitude is 4 — 1 = 3. De periode is 2n, dus b = Z—n- =1.
T
De grafiek is gespiegeld in de evenwichtsstand en niet verschoven, dus
a=-3enc=0.
Dus f(x) =1 — 3sin(x).
fheeft een top bij x = —%n, dusc= —%n.

o

flx)=1+ 3cos(x + %n)

(0, 3)is een top alser %n naar rechts en 1 omlaag verschoven wordt.
Dan geldt f(x) = 3cos(x).

d De grafiek van f(x) =1 — 3sin(x) met twee ten opzichte van de x-as
vermenigvuldigen geeft g(x) = 2(1 — 3sin(x)) ofwel g(x) = 2 — 6sin(x).

(2]

Daarna een verschuiving van %T[ naar links geeft i(x) =2 — 6sin(x + %n).

37 a Invoer:y, =9,5- IO,Scos(értx) eny,=5 Vas5
Venster: 0<x <12, —=10<y <25
Optie: snijpunten
De snijpunten liggen bij x =2,15... en x = 9,84....

Het groeiseizoen duurt 9.84... — 2,15... = 7,69... maanden, = \w
oftewel 7 maanden en 21 dagen.
b Herhaal opdracht a, nu met y, = 6. RIS ves

De snijpunten liggen nu bij x =2,35...en x = 9,64....
Het groeiseizoen duurt 9.64... — 2,35... = 7,29... maanden,
dus 0,4 maand korter en dat is ongeveer 12 dagen.

© Noordhoff Uitgevers bv
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7 Periodieke functies

Onderzoeksopdrachten

38 a Ziede plot hiernaast.

Optie: bereken minimum en maximum.

De toppen zijn (0,52; 0,75), (2,09: —0,25). |
(3,67; 0,75) en (5.24; —0,25). /\\._//\\_//
b Uit opgave a volgt ¢ = 0,52.
0,75+ -0,25
="

3 2n

De periode is 3,14 =ndus b = s 2

=0,25ena=0,75-0,25=0,5.

Dit geeft f(x)=0,25 + 0,5cos(2(x — 0,52)).

¢ Nee, de grafiek heeft niet steeds dezelfde vorm.
Voor a = %T[ zijn er geen negatieve uitkomsten en alsa=0of a =n is
y =0 de evenwichtsstand.

39 1 periode duurt 51—0 = 0,02 seconden. Voor de eenheden op de horizontale as
moet dus 0,002 seconden gekozen worden.
De amplitude is 2 mm, het verschil tussen het maximum en minimum is dan
4 mm. Voor de eenheden op de verticale as moet dus % = 0,5 mm gekozen
worden.

Samenvatting

S1 a Deze hoeken zijn elk 180 : 3 = 60° ofwel ';"T[ radialen.

b In een gelijkbenige rechthoekige driehoek %n, in en %n radialen.

S2 a Bijvoorbeeld de punten (0, 0), (m, 0) en (27, 0).
Bijvoorbeeld de lijnen x =0, x =men x = 2m.

o

S3 a sin(l%n) = sin(—%n) = —sin(%fr[) = —%\ﬁ

S4 aantal graden | 140 I 300 |1,3 |143,2

aantal radialen ‘ %T[ | l%n 0,023| 2.5

Sh f: de amplitude is 5, de evenwichtsstand is y = 3 en de periode is Tﬂ- = 4.
2

2
g: de amplitude is 3, de evenwichtsstand is y = 10 en de periode is l_n =6.
gT[
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~4+2

S6 a Deevenwichtsstand d = -1.

2
De amplitudea=2—--1=3.

Deperiodeis2°2=4dusb=%Tﬂ=5ﬂ.

De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x =1, dusc¢ = 1.
Het functievoorschrift van de sinusoide is f(x)=—1+ SSin(%ﬂ(x - 1)).
2n

6™

De evenwichtsstand is y = =2, dus d = —2.

(5,4)iseen top, dusa =4 — —2 =6 en ¢ = 5 (bij een cosinus).

b De periodeis 12, dush =

glx)=-2+ 6cos(én(x = 5))

Test jezelf

T o in graden | 45 | 125 |29,79 |229,18| 600 |100,27

ainradialen‘ }T“ ‘ %—gﬂ | 0,52| 4 | 3zm ‘ 175

| —

12 a Sii’i(3%‘1‘[) = sin(—%n) = —sin(%n) = —sin(%n) = —%\ﬁ
b sin(—Z%n) = sin(—%n) = —sin(%n) =-1

[ COS(4%T[) = COS(%T[) = —COS(%T{) = —%’\,3

[=1
=,
=
—
oo
=
R
Il
=.
=]
e
=
=
Il
o

COS(Z%T[) = COS(%T[ — —COS(%T[) = —%’JE

-~
12—

cos(—l%ﬂ) = COS(%T[) =

Sil’l(—3T{) =sin(n) =0

=

sin(—3%n) = sin(%n) = %

T3 a grafiek links: b5

De evenwichtsstand d = 5= —2 ende amplitudea=1—--2=3,
; F 2n 1
De periode is 10, dus b = I =3m.

De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x = 6, dus ¢ = 6.
Dit geeft /(x) = =2 + 3sin(Ln(x - 6)).
grafiek rechts:

j —4 +8
De evenwichtsstand d =

=2ende amplitudea=8—-2=6.

Er is een top bij x = n, dus ¢ = n (of stijgend door de evenwichtsstand bij
x=-—m, dus c=—mn).

2
De periode is 8m, dus b = i = %.

Dus g(x) = 2 + 6cos(} (x — m)) of g(x) =2 + 6sin(} (x + ).
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15 a

T6 a

T7 a

T8 a

20

Periodieke functies

Vermenigvuldigen met 2 ten opzichte van de x-as en %n naar rechts
verschuiven.

De grafieken van f(x) = 2s1n(x -1 ) en g(x) = —2cos(x) hebben dezelfde
amplitude, periode en evenwwhtsstand. Een top van de grafiek van f'is
(%T[, 2) en een top van de grafiek van g is (m, 2).

Een mogelijk antwoord is: én naar rechts.

De periode is ﬁ seconde en de amplitude is 5 mm.

2
b =—=40mr, dus u = 5sin(40n¢).

20
Invoer: y, = 5sin(40mx) en y, =4 (of y, = —4)
Venster: 0< x<0,05, -5<y<5
Optie: snijpunten geeft x = 0,00737... en x =0,01762....

Y1=55in(CHOmX)

X=0.0176208 Y=4

In één periode is de uitwijking groter dan 4 mm gedurende
2(0.01762... — 0,00737...) = 0,0205 seconden.

De amplitude is 2, dus a = 2.

De grafiek gaat in (3, —4) stijgend door de evenwichtsstand, dus d = —4
enc=3.

De periode is 5n, dus b = %

Het functievoorschrift is f(x) = —4 + ZSin(% (x— 3)).

Vermenigvuldigen met —7 ten opzichte van de x-as, daarna %TE naar links
verschuiven.
De grafiek van /(x) = cos(x) snijdt de x-asin (27: 0) en (I ) dus de

grafiek van f'snijdt de x-as in (gﬂ, 0) en (157[, 0).
De evenwichtsstand is —1 en de amplitude is 3, dus het bereik is [-4, 2].

De toppen van de grafiek van &(x) = sin(x) zijn ( I, 1) (1%11, —1) enzovoort.

De grafiek van g ontstaat uit de grafiek van k(x) = sin(x) door
vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as met 3, vermenigvuldigen
ten opzichte van de y-as met % en daarna %TE naar rechts en 1 omlaag
verschuiven.

De codrdinaten van de toppen zijn (3 m, 2) en (; —4).

(%n, 1) substitueren geeft a * sin(%n) =1

1
a-%\ﬁ=l,dusa——=

2n

b=5—=13
5n

MI»—-
|5
e

Hoofdstuk 7 Periodieke functies
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2
De periode is 1, dus b = ?T[ =

Het bereik is [—1%, 3%] dusd=

Een functievoorschrift is f(x) =1+ 2% sin(2x).

Gemiddeld is op die dag LW = =77 en HW = 51,5
7+ 51,5

. . =~
De evenwichtsstand is y =

51,5 ——13 = 64.5.

2
1 1
—1§+ 35
2

2

_ 5l _ml
—lena—3§—1—25

= —13 en de amplitude is

: : ; 2
De periode is ongeveer 12 uur en 20 minuten, dus b = —ﬂl- =0,51.

23

Het tijdstip precies tussen 04 : 10 en 10 : 14 1s 07 : 12. Daarbij hoort ¢ = 7,2.

Dus f(¢) = —13 + 64,5sin(0,51

(1=172)).

Extra oefening

E1

E2 a Deamplitude is 5 en de evenwichtsstand is y = 3.

b

n

E3 a

o

E4 a

o in graden | 20,05 |

30|77|

135 | 210 |1317,so

o in radialen ‘ 0,35 ‘

tn ‘ 1,34 |

2
De periode is o 6m en de amplitude is 2.

1
3

Vermenigvuldigen met 5 ten opzichte van de x-as en dan nog 3 omhoog

verschuiven.

Vermenigvuldigen met —2 ten opzichte van de x-as, vermenigvuldigen met 3
ten opzichte van de y-as en dan nog 4 naar rechts verschuiven.

De periode van fis 67 en de amplitude is 1%.

De periode van g is m en de amplitude is 2%.

£(x) = 12cos(Lx) en g(x) = 2L sin(2).

¥ e | x| Udn | x| 13n
sin(v) | 3¥3 | 3 [-3V2| -1 |2\B
cos(v)| -3 |33 |—3\2| 0 | 3
sin(1747) = sin(137) = -1
sin(—12n) = sin(Ln) =1
sin(137) = sin(~47) = ~sin(g) = ~3\2
sin(—14n) = sin(2n) = sin(1n) =143

© Noordhoff Uitgevers bv
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Eé6 a

E7 a

22

Periodieke functies

De amplitude is 3.

6000 . . .

EYRE 250, dus in het interval [0, 6000] passen 250 periodes.

De grafiek snijdt de x-as twee keer per periode, dus in totaal 500 keer.
Er is geen horizontale verschuiving, dus (0, —3) is een top. De volgende

toppen liggen een halve periode verder en zijn (12, 3) en (24, —3).

c g oI ;5 :
De periode is " = %, dus één rondgang duurt een 0,5 minuut = 30 seconden.
n

Invullen van ¢ = 0 geeft
H =13+ 12sin(4n(0 — 0.125))

H=13+ 12sin(~}x)

H=13+12--1

H =1, hij stapt in op een hoogte van 1 meter.
De maximale hoogte is 13 + 12 = 25 meter.

10 seconden is é minuut. Invullen van ¢ = % geeft H=13 + IZsin(4n(% = 0.125))

ofwel H=13 + IZsin(-é*ﬂ) ofwel H=13+12- % dus H=109.
De hoogte is 19 meter.
Je moet de waarden van b en ¢ in de formule aanpassen:

2
De periode is 30, dus b = % = %T[.
De nieuwe waarde van ¢ wordt 0,125 X 60 = 7.5.
De formule wordt =13 + 125in(T1§ﬂ(t - 7,5)).

2
De waarde van b is ﬁ- = % Omdat (0, 10) een hoogste punt is geldt ¢ = 0.

Omdat de amplitude 7 is, is de evenwichtsstand y = 10 — 7 = 3.
Een functievoorschrift is f(x) =3 + 7c0s(%x).

5
De evenwichtsstand is =1endeamplitudeis 7—1=6.

2
Een halve periode is 7—2 =5, dus de periode is 10 en b = Z= %n.

Een functievoorschrift is g(x) =1 + GCOS(';"TE(X = 2)).

Hoofdstuk 7 Periodieke functies
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8 Logaritmische functies

Voorkennis

V1 a In2jaar neemt de dagwaarde af van 25000 euro naar 20250 euro.

0
=0,81.

De groeifactor per 2 jaar is 25000

L
De groeifactor per jaar is dus 0,812 = 0,9.

4762
16403~ "
De afname per jaaris (1 —0,9) - 100% = 10%.
W= 25000+ 0,97 geeft
tin jaren [ 0 ] 1 | 2 | 3 | 4 | 5

Of: de groeifactor is

n o

Wineuro’s | 25000 | 22500 | 20250 | 18225 | 164025 | 14762.25

De benadering is zeer goed, want de waarden komen overeen met de
waarden in de tabel.

Per 10 jaar is de groeifactor 0,9'° = 0,3487.

De dagwaarde W nadert naar 0.

o o

V2 a De beginhoeveelheid is 37980 en de groeifactor per week is
100 — 0,5 =99,5%, dus de groeifactor g = 0,995.
Het functievoorschrift is f(7) = 37980 - 0,995,
b De hoeveelheid neemt met 25% per dag toe, dus de groeifactor g = 1,25.
Voor ¢ = 2 is de hoeveelheid 12 500 dus de beginhoeveelheid

12500
b= 125 = 8000. Het functievoorschrift is f(z) = 8000 - 1,257,
37014 (37014 i 0,650
& " 133780 & T\13a780) T 7
134780
Voor ¢t = 2 is de hoeveelheid 134780 dus b = W = 319006.

Het functievoorschrift is f(¢) = 319006 - 0,65

V3 a 5-5%=5-5-5-5-5-5-5=57 7-3=;—3
b 53289 %6.55 —sli - (%)“2=(3—1)-2=3—1-—2=32=9
é 2—4.3w4:6ﬂ4:L4 F i BuarBells g Be-5410
6
V&4 a N(f)=23+ ¢ N(7)=372+3
n(f)=23-2 N(t)=372.3%
= P 't
N(t) 8-2 N(l‘):%‘(33)t
N =§-27"
b N(f)=15-2:+4 d No=(})""
N(t)=15-21+24 _ {1\ {1\
N(t) =240+ 2 N =(3)' - (3)
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8 Logaritmische functies

V5 a 37=9 d 8-4"=2
371 =32 4" =7
-t=2 47 =41
t=-2 p=-1

b 5%-8=21 e 5%.22=100
Gt Bt 10% = 100
2t—8=-2 10 =102
2t=6 2t=2
t=3 t=1

e =115 f SMFit= ]
Met de rekenmachine: Bt 50
Invoer: y, =43en y, =116 St=I0
Venster: —3<x<3,0< <120 t=0

Optie: snijpunt geeft x = 1,142...
De oplossing is £ = 1,14.

8.1 Logaritmen

intro 4374 : 6 =729 en 729 is een macht van 3 (namelijk 3° = 729).
6000 : 6 = 1000 en 1000 is geen macht van 6.

1 a 18isgeen macht van 3.
b 326=17,398...
3%7=19,419...
18 ligt tussen 17,398... en 19.419... dus geldt voor de oplossing 2.6 < x < 2,7,
¢ Met je rekenmachine:
Invoer y; =3¥en y, = 18
Venster: —3<x<3,0<v<20
Optie: snijpunt geeft x = 2.630....
De oplossing is x = 2,63.

2 a Niet exact op te lossen, want 10 is geen macht van 2.
b Niet exact op te lossen, want 25 is geen macht van 3.
c 10¥=+

10
10°=10"!
x=-1

d 59=45
se=5
x=l

2

e 2¥=256
2x =28
x=8

f Niet exact op te lossen, want % is geen macht van 3.

3 a 3?=9en3*=27
9<25<27
Bl FELRA
Van 3* = 25 ligt de oplossing x dus tussen 2 en 3.
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32 =9en 3% =27 dus de oplossing van 3 = 26 ligt tussen 2 en 3 maar wel
dicht bij 3.
6% =36 en 67 = 216 dus de oplossing van 6 = 38 ligt ook tussen 2 en 3,
maar dicht bij 2.
De oplossing van 3* = 26 is dus groter dan die van 6* = 38.

Tr=4
x = Tlog(4)

*=10
x = "log(10)

O

1
x ="log(13)

3og(27) = 3, want 27 = 33

2log(é) = -3, want % =3

1 1
Slog(S\]g) = 1%5 want 5.\5: 5. \E =5l.51= 51+E _ 51

log(1) =0, want 1 =79

2log(8) =3 want 23 =8
"log(49) = 2 want 7% = 49

310g(%) = —1 want 37! =%

d 3*2=14
x — 2 =3log(14)
x=2+3log(14)

e 5**1L=100
x + 1 ="log(100)
x=—1+ 5log(100)

f 52t3=05
2x + 3 =log(0,5)
2x = =3 + Slog(0,5)
x=—-11+1-510g(0,5)

=

1 =
d “log(64)=—3 want 17 = 64
1
e Zog(\2)= 1% want 2'3 = 272

1
f Slog(5V5) = —1% want

gl 1
({ 2= F=st= 56

Slog(1), 2log(2), Slog(3), ..., >log(1000) hebben allemaal 5 als grondtal.

De uitkomst van de logaritme is een geheel getal als het getal tussen haakjes

een macht van 5 is. De machten 5°=1, 5! =5,52=25,53=125en
54 = 625 liggen tussen 0 en 1000, dus de logaritmen 3log(1), Slog(5),
3log(25), *log(125) en *log(625) hebben een geheel getal als nitkomst.

Slog(x) =3
=5
x=125

2log(2x) =4
o= 2%
2x=16

x=28

© Noordhoff Uitgevers bv

d Jlog(x+10)=2

x+10=32
x+10=9
bR
e 4log(%—x—2)=2

lx-2=42
iIx-2=16
%x=18

x =36

1
f Zlog(4—x)=-3

==l
4—-x=8
x=-4
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Logaritmische functies

9 a Slog(x*+4)=3

x?+4=5
x2+4=125
x2=121

x=-1lofx=11
b Slog(x2—13)=2

x2-13=62
x2—-13=136
x2=49
x==Tof x=17
c l6log(x3-23)=1
x3—23=16%
x3-23=4
i = &7
x=%fﬁ=3

10 a x=2geefty=,(2)=3>=9dus 4(2,9).
b y=>5 geeft 3* =5 dus x = Jlog(5).

31% =5,196... % 5 dus de bewering van Harm is niet juist.

De exacte codrdinaten zijn C(*log(5), 5).
¢ De x-codrdinaat is de oplossing van 3* = 20. Dat is een logaritme, dus

x = 3log(20). De exacte codrdinaten zijn dus B(*log(20), 20).
d Stel P(x, 3%) danis Q(x + 2, 3¥*2) en geldt er:

32 _3x =16

32.-3*-3*=16

9.3%—3¥=16

8-3v=16

3¥=2

x =3log(2) dus P(log(2), 2) en O(2 + *log(2), 18).

04 a Uit 2¥=6 volgt x = 2log(6).
b Uit 623 = 24 volgt 2x + 3 = %log(24).
2x= =3 + Slog(24)
-3+ %log(24)
a 2
x=—11+1-6log(24)
08 a Uit Zog(x) =3 volgt x =23
b x=23dusx=38.
¢ Uit *log(x — 2) =2 volgt x — 2 =32,
d x—~3=32
x—2=9
x=11
e Zog(x+3)=4 f Yog(x—4)=2
x+3=2° Kl =
x+3=16 x—4=16
x=13 x=20
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g “log(sv+3)=2 i Slog(ix—1)=4

Fx+3=92 Ly-1=3

1x+3=8l 1x-1=81

lx=78 lx=82

x =234 x =246

1 1

h Zog(x+1)=-2 i log(8—x)=-1

_ (12 _ {1\

v+ 1=(3) 8-x=(3)

x+1=4 g—x=2

x=3 xX=6

UT a Zlog(16)is de groeitijd waarin een hoeveelheid 16 keer zo groot wordt bij een
groeifactor van 2 per tijdseenheid.

b 2Zlog(8) =3 en Zlog(16) = 4 dus 2log(8) + 2log(16)=3 +4=7.
log(8 - 16) = Zlog(128) = 7 dus *log(8) + *log(16) = *log(8 * 16)
Na Zlog(5) tijdseenheden is een hoeveelheid 5 keer zo groot geworden (bij
een groeifactor 2 per tijdseenheid). Na vervolgens Zlog(7) tijdseenheden is
die hoeveelheid nog eens 7 keer zo groot geworden. Na Zlog(5) + log(7)
tijdseenheden is de hoeveelheid 5 - 7 keer zo groot geworden. De groeitijd die
daarbij hoort is 2log(5 - 7). Dus 2log(5) + Zlog(7) = 2log(5 - 7).
Na 2log(a) tijdseenheden is een hoeveelheid « keer zo groot geworden (bij
een groeifactor 2 per tijdseenheid). Na vervolgens Zlog(h) tijdseenheden is
die hoeveelheid nog eens b keer zo groot geworden. Na 2log(a) + log(h)
tijdseenheden is de hoeveelheid a - b keer zo groot geworden. De groeitijd die
daarbij hoort is 2log(a * b). Dus 2log(a) + Zlog(h) = 2log(a * b).

8.2 Logaritmen berekenen

intro  Bij x = log(—5) hoort de vergelijking 5 = —5 maar deze vergelijking heeft

[a]

=8

geen oplossing. Zo hebben ook de vergelijkingen 3¥=0en 1¥ =4 geen
oplossingen en dus bestaan log(—5), 3log(0) en llog(4) niet.

11 a log(2) = 0,30, log(5) = 0,70, log(10) = 1, log(25) = 1,40 en log(100) = 2
b log(x)= 3 voor x = 1000.
Uit log(100) = 2 blijkt dat 10 het grondtal van de log-toets is, want 10> = 100
log(1000000) = 6, want 106 = 1000000,
log(0,0001) = —4, want 107% = 0,0001.

a n

12 a log(3)~0.4771, log(io;) = —3. log(1) = 0 en log(123456) = 5,0915
102x=5
2x = log(5)

x=1-log(5) = 0,35

o o

13 a 10086564 = 564, 10'20) = 0,1 en 101298 = 0,08
b 14 =10'°¢14), 400 = 10'°8(400) en 0,003 = 10'08(0-003)
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15 a

16 a

17 a

18 a

28
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¥=12
(lolog(S))x = lolog(12)
10% " 10g(5) = [plog(12)
x *log(5) =log(12)

_log(12)
* Tog(5)
De oplossing van de vergelijking 5% = 12 is x = log(12).
Wit o = ) o i il sl AR = )
etx= - uit opdrac volgt dan ~log(12) = Toul5)
log(35) log(10)
9 < v I 5 = DN
log(35) log9) 1,62 log(10) Tog(3) ~
1
' log(128) Ly logl5s)
110g(128) = = —4,42 410g | ~—
log(-;-) (13) log(4)
15¥=2 42 =6
x = Blog(2) 2x = *log(6)
log(2) i
x= x=5- “log(6
log(15) 2 logfé))
X = 0,26 — % 8 e
log(4)
x=0,65
10%=5 3% =45
x = log(5) x =log(\/3)
= 0,70
A L loe¥S)
log(3)
x=0,73

5 = plog(5) ap 12 = p'loe(12)

r=12
(bblog(S))x = pllog(12)
b Mlog(s) = pllog(12)
x - blog(5) = blog(12)
B blog(12)
~ Plog(5)

De oplossing van de vergelijking 5% = 12 is x = >log(12).

B blog(12)
S

et x

8log(128) =

volgt dan dat °log(12) =

2log(128) _7_
Zog(8) 3

Jlog(25)  log(25) 2

0.2]0g(25) =

Slog(0,2) slog(é) -1

Hoofdstuk 8 Logaritmische functies

blog(12)
Plog(5)

=2

1,43

2
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013 a De oplossing van 2% = 25 is x = 2log(25) dus 2710825 = 25,
log(5) = 0,698... klopt.

100:698-.- = 5 klopt.

10108(247) = 247 klopt.

10%°8(@) = 4 klopt voor elke waarde van a > 0.

29 = 1010g(29) s 101,46

600 = 10!0g(600) ~ 1(2.78

0’2 - lolog(O,Z) =~ 107970

o

= o Q n

018 a

n o

o

4 en 128 zijn beide te schrijven als een macht van 2.

Zlog(128) 7

Hog(128) = Progd) 2 35
27 en 9 zijn beide te schrijven als macht van 3.
og(27) 3
Nog27)=——>===11
08N =5 0@ 2 12
Hog(64
16l0g(64) = 7 og(64) = 3 = 1%
log(16) 2
! log(27) 3
log2N) === -3
log(3)
L Ylog(8) 3
log(3)
Zlog(32)
og(32)  Zog(3) Zlog(32) Zog(3) og(32) 5
) 1
a = — . — = - -
Slog4) Zog(4)  Zlog(3) Zlog4) og(d) 2 2
*log(3)
Plog(20) 1

b 'Zlog(20)=

1
¢ Zog(15) =

Wlog(12)  Clog(12)
“log(15) _“log(15) _

B
zlog(%) 1 log(15)

8.3 Grafieken van logaritmische functies

intro  De grafiek gaat door het punt (3, 1), dus £log(3) = 1 ofwel gl = g =3,

19 a

X =2|-=1]0 1 213

o [ 55| 1]2]4]8

x il 2]4]s8

ex) |-2|-1]o|1]2]3
© Noordhoff Uitgevers bv
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20 a

21

22 a

30
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y
5
4
3 f
2 /g'
/ X
-5 -4-3-2-10 2 3 4 5
-1
=
-3
|
-5

De grafiek van fspiegelen in de lijn y = x geeft de grafiek van g.
De lijn y = 0 (dus de x-as) is de horizontale asymptoot van de grafiek van f.
De lijn x = 0 (dus de y-as) is de verticale asymptoot van de grafiek van g.

—5-4—3-2-1(1)ﬁ 7 3§ & 5
)

3
-4
-5

x =0 invullen geeft f/(0)=5"=1.

De grafiek van f'snijdt de y-as in (0, 1).

Slog(x) =0 geeft x=5"=1.

De grafiek van & snijdt de x-asin (1, 0).

Het domein van fis R en het bereik is (0, —).

Het domein van k is {0, —) en het bereik is R.

De lijn y = 0 (dus de x-as) is de horizontale asymptoot van de grafiek van f.
De lijn x = 0 (dus de y-as) is de verticale asymptoot van de grafiek van k.

Het punt (1, 0) ligt op beide grafieken.
h(x)=1,2Yen k(x)=0,8"
Voor g > 1 is de functie m(x) = &log(x) stijgend en voor 0 < g < 1 dalend.

g 1s stijgend, want het grondtal is groter dan 1.

h is dalend, want het grondtal is kleiner dan 1.

k(x) =5 — x is dalend, want als x toeneemt, neemt 5 — x af.

f(p) =>log(p) is stijgend, dus als p toeneemt, neemt *log( p) toe en als p
afneemt, neemt *log(p) af.

f(x) =3log(5 — x) is dalend, want als x toeneemt, neemt 5 — x af en dus
neemt f(x) = log(5 — x) af.

f(p) =%log(p) is dalend, dus als p toeneemt, neemt %log(p) af en als p
afneemt, neemt *>log(p) toe.

£(x) =%3log(5 — x) is stijgend, want als x toeneemt, neemt 5 — x af en dus
neemt f(x) = %3log(5 — x) toe.
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23 a

24 a

25 a

024 a

fis stijgend, want het grondtal is groter dan 1.

g is stijgend, want de grafiek van g ontstaat uit die van fdoor een
verschuiving van 3 naar links.

h is dalend, want het grondtal is kleiner dan 1.

Het domein van fis {0, —). De verticale asymptoot is de lijn x = 0.

Het domein van /& is {0, —). De verticale asymptoot is de lijn x = 0.

De grafiek van g(x) = 2log(x + 3) ontstaat uit de grafiek van f(x) = Zlog(x)
door een verschuiving van 3 naar links.

Het domein van fis {0, —). Door de verschuiving van 3 naar links voor g is
(—3, —) het domein van g.

De verticale asymptoot van de grafiek van fis de y-as, dus de verticale
asymptoot van de grafiek van g is de lijn x = —3.

Het domein van m is (0, —).

Het nulpunt van m is x = 1.

De verticale asymptoot is de lijn x = 0.

Het domein van j volgt uit x — 7 > 0 dus het domein is (7, —).

Uit *log(x — 7) = 0 volgt x — 7= 5 = 1, dus het nulpunt is x = 8.

Een verticale asymptoot volgt uit x — 7= 0, dus dat isde lijn x = 7.
Het domein van k volgt uit 2x + 5> 0 dus het domein is (—2%, —)).

Uit *log(2x + 5) = 0 volgt 2x + 5= 5= 1, dus het nulpunt is x = -2,
Een verticale asymptoot volgt uit 2x + 5 =0, dus dat is de lijn x = —2%.

Voor het domein van A(x) = —7 + 3log(10 + x) moet gelden 10 + x > 0, dus
het domein is (—10, —).
De (verticale) asymptoot volgt uit x + 10 = 0 dus dat is de lijn x = —10.

4x + 2> 0 geldt voor 4x > —2 dus x > —%. Het domein is (—%, —)).
1

Uit “log(4x +2) = 0 volgt 4x + 2= (1)’ =11

4x=—1 geeft x= —zli.

15 s —i
Het nulpunt is x = —.

4x+2=0geeftx=—%.
De verticale asymptoot is de lijn x = —%.
Het domein van £is {0, —).

Uit ilog(x) =0 volgt x = (%)0 =1, dus het nulpunt van fis x = 1.

De verticale asymptoot is de lijn x = 0.

Het domein van g volgt uit x — 5 > 0 dus het domein van g is {5, —).
Uit 3log(x — 5) = 0 volgt x — 5= 3%= [, dus het nulpunt van g is x = 6.
De verticale asymptoot volgt uit x — 5 =0, dus dat is de lijjn x = 5.
Het domein van /4 volgt uit 3x + 6 > 0 dus het domein is (-2, —).

Uit 2log(3x + 6) = 0 volgt 3x + 6 = 5° =1, dus het nulpunt is x = —1%‘
De verticale asymptoot volgt uit 3x + 6 = 0, dus dat is de lijn x = =2,
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U3

x = —4 is de verticale asymptoot van de grafiek, dus in f(x)=p + 2log(x + ¢)
isx+g=0als x =—4.

Dit invullen geeft —4 + ¢ = 0 ofwel ¢ = 4.

De grafiek gaat door (0, 0), dus p + 2log(0 + 4) = 0.

p=—2log(4)=-2

Dus het functievoorschrift is f(x) = =2 + 2log(x + 4).

f(12)=-2+2log(12 +4)=-2+2log(16) =-2+4=2

Het punt (12, 2) ligt dus op de grafiek.

U4 a De grafiek heeft een asymptoot als x> — x = 0.

b

Deze vergelijking heeft twee oplossingen, dus zijn er twee verticale
asymptoten.
x2-x=0
x(x—=1)=0
x=0of x=1
De asymptoten zijn de lijnen x =0en x = 1.
Voor de snijpunten met de x-as moet 2log(x? — x) = 0 worden opgelost.
P -x=gvi=1
x2-x-1=0
D=(-12-4-1--1=5

- \E 1_1 L+ \6 1,1
x:TZE_E S5of x= 3 :§+§\l§

1_1 1.1

Al = 5\5, 0)en B3 +3+5.0)

1 1 1 1 —
AB=3+3{5~(3-3\5) =+5

De afstand tussen de punten 4 en B is 45.

8.4 Rekenregels voor logaritmen

intro  Als je de grafieken bij de gegeven functies plot, zie je dat de functies fen g

beide bij grafiek B horen en de functies /2 en k bij grafiek A.
Blijkbaar zijn de functies f'en g hetzelfde en ook de functies /z en k.

26 a 3ol =11

27

32

b

n o

o o

Po= 22101%(7)
7 = 12"log(7)
7 = plloe(7)

9 =+ ¥ PP 70

Uit 21 =27 27 = 2" volgt p + ¢ = 2log(21).

p+ q=2log(3) + %log(7), maar ook p + g = 2log(21).
Dus geldt Zlog(3) + 2log(7) = 2log(21).
a="7+70=490

Slog(70) — 3log(7) = Slog(h)

3log(70) = log(h) + log(7)

*log(70) = log(7h)

7h=70dush=10

Hoofdstuk 8 Logaritmische functies
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4-3log(2) =

og(2) + 3log(2) + 3log(2) + 3log(2) =
(Plog(2) +3log(2)) + (Plog(2) + *log(2)) =
Jog(2+:2) +3og(2+2) =

log(4) + 3log(4) =

Yog(4 - 4) =

log(16)

28 a Zlog(7) +3log(3) =
log(7 - 3) = %log(21)
b "log42) — "log(3) + "log(2) =

Tog(£2) + Tog(2) =

og(14 - 2) = "log(28)

¢ ’log(42) — ("log(3) + "log(2)) =
og(42) — "log(3+2) =
"log(42) = "log(6) =

Tlog(£2) = Tlog(7) = 1

d 2-3log(4) + log(a) =
Slog(4?) + 3log(a) =
log(4? - a) = log(16a)

e Slog(a) +3logla+1)=
Slog(a* (a + 1)) =log(a* + a)

f 3-%log(p) - “log(p?) =
%log(p?) — %log(p?) =

p3
*log —2) = %log(p)
P

29 a —Zlog(9) + log(18) =

Zog(971) + 2og(18) = (hier gebruikte Joost de derde regel)
2log(}) + 2log(18) =

2log(% i 18) = (hier gebruikte Joost de eerste regel)
2log(2) =1

b —Zog(9) + Zog(18) =
log(18) — %log(9) =

2log(lgg‘) = (hier gebruikte Jessica de tweede regel)
2log(2) =1
30 a g(x)=1og(1000x)
g(x) =10g(1000 - x)
g(x) =1og(1000) + log(x)

g(x) =3+ log(x)
g(x) =3+ f(x)
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32 a

33 a
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h(x) = 1og(0,01x)
h(x) = log(0,01 * x)
h(x) = 1og(0,01) + log(x)

h(x) = log(1h5) + log(x)

h(x)=-2+log(x)

h(x) = =2+ f(x)

h(x) = a+g(x)

g(x) =3 + f(x) uit opdracht a hierin substitueren geeft:
h(x)=a+3+ f(x)

h(x) = =2 + f(x) uit opdracht b hierin substitueren geeft:

=2+ f(x)=a+3+f(x)dus
-2=a+3

a=-5

k(x)=4+ f(x)

k(x)=4 + log(x)

k(x) = log(10%) + log(x)
k(x) = log(10000) + log(x)
k(x) = 1og(10000x)

m(x) =6 + Zlog(x)

m(x) = 2log(2°) + 2log(x)
m(x) = *log(64) + Zlog(x)
m(x) = Zlog(64x)

5+log(a)+ 2+log(h)=3

log(a’) + log(h?) = 3

log(a®* b*) =3

a® - b2 =103 ofwel @’ - b* = 1000

4+log(S)—2-log(R)=1
log(Sh — log(R») =1

S4
log(ﬁ) =1

Zog(P) + 2+ 2log(Q) = -1
2log(P) + %log(Q?) = -1
Yog(P- 0% =-1
p-@2=2"1=1
1

Een vorm zonder logaritmen is P+ Q> = % (of 9= E)

De formule geeft een lineair verband tussen log(x) en log( v), dus de grafiek
moet een rechte lijn zijn. Twee punten controleren is dan voldoende.
Bij log(x) = 6 geeft de formule log(y) =3 - 6 + 2 ofwel log(y) = 20.

De grafiek gaat het punt (6, 20), dus dat klopt.

Bij log(x) = —4 geeft de formule log(y) = 3+ —4 + 2 dus log(y) = —10.
De grafiek gaat ook door het punt (—4, —10), dus dat klopt.
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o

log(y)=3+log(x)+2
log(y) = log(x?) + 2
log(y) —log(x%) =2

log(%) =2dus
X

J

5 =10?=100 ofwel y = 100x?
b

028

Ylog(6) + Jlog(1%) =3log(9)
met de rekenregel &log(a) + ¢log(h) = flog(a - b)

3log(36) — (Glog(6) + 3log(12)) =
3log(36) — log(9) = Jlog(32) = 3log(4)

o

[a]

3log(10) — 3log(5) = *log(2) met de rekenregel flog(a) — flog(h) = glog(%

=8

Je gebruikt de rekenregel p - glog(a) = flog(aP)
3+ (Clog(10) — 3log(5)) = 3 + 3log(2) = 3log(23?) = 3log(8)

032 a Instap 1 is gebruik gemaakt van de rekenregel p - flog(a) = flog(a”)

b In stap 2 is gebruik gemaakt van de rekenregel flog(a) — #log(h) = glog(%)
IT
3log(-J—4~) =-2
7
c IF = 3"’2 :%
7
d §4-=égeeft17=%'ﬁofwell7=§
U5 a log4)=1log(2%) =2-log(2)=2-0,3010 = 0,6020

log(6) = log(2) + log(3) = 0,3010 + 0,4771 = 0,7781
log(8) = log(2*) =3 - log(2) = 3 - 0,3010 = 0,9030
log(9) =log(3%)=2"-log(3) =2+ 0,4771 = 0,9542

log(5) = log(lio) =log(10) — log(2) =1 — log(2)

Het getal moet dan te schrijven zijn als product of quotiént van machten
van 2 en 3 (of 10).

log(12) = log(2% - 3) = 2 + log(2) + log(3)

log(15) =log(3 - 5) = log(3) + log(5) = log(3) + 1 — log(2) (zie opdracht b)
log(16) = log(2*) = 4+ log(2)

log(18) = log(2 * 32) = log(2) + 2 * log(3)

log(20) = log(10 - 2) = log(10) + log(2) = 1 + log(2)

Dus met deze gegevens kun je de 10-logaritme berekenen van de getallen 12,
15, 16, 18 en 20.

8.5 Formules herleiden

intro  De groeifactor van het te tillen gewicht is 0,88 per 10 graden Celsius, ofwel

o

(2]

1
0.881° per graad Celsius.
Om bij een gewicht de temperatuur te kunnen bepalen., moet je de formule

1
—T . e e . .
G =334-0,889 herleiden waarbij je T uitdrukt in G.
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Een verlies van 4% per uur betekent een groeifactor van 0,96 per uur.
De beginhoeveelheid is 100%, dus P = 100 - 0,96

100 - 0,967 = 20 moet worden opgelost.

0,96’ =0,2
t = 996]0g(0,2) uur

De lading neemt af, dus de batterij is %°®log(0,2) = 39 uur bruikbaar.

100 - 0,96 = 50

0,96 =0,5

t = 9%]0g(0,5) = 16,98
en

100 - 0,96! = 30

0,96/ =0,3

t = 090g(0,3) = 29,49

Tussen 17 uur en 29 uur is er tussen de 50% en 30% van de oorspronkelijke

lading over.
P=100-0,96"
P
0,96' = —
’ 100
P

t= 0’9610g("ﬁ)

N=3-4
3-41=N
N

4t =
3

t="%o g(g)

N=-16+4-5¢
-16+4-5=N
4-5'=N+16

_N+16_1

IN+4

F=o—=}

t= 510g(%N+ 4)
AN-2=F-4

Le4'=3N-2
4=12-(3N-2)
4= 36N — 24
t =*log(36N — 24)

T =*o0g(2aq)
Yog(2a)=T

Hoofdstuk 8 Logaritmische functies

d 4N-6/=5

g 3

5
t= 6log(a)

7N = 10
1+ N ="log(10)

. "og(10)
N

=BV
= (32)N
3= 32N
t=2N
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g =-2+"log(p)
=2 +3log(p) =¢

d 6="log(p) + log(q)

Slog(p) + *log(g) = 6

Slog(p) =¢ +2 Ylog(pg) = 6
p=54+2 pg=50=15625
15625
q
= 1,4 = P
b g=1+5-"log(p) e 10—10g5)
1+%-410g(}7)=q log}—))=10
q
3+ 4log(p)=¢~1
2 _plo
Yog(p) =29 -2 q
p:42q—2 p= 1010.q
c g=log(6p—12) f dg-log(p)=8
log(6p —12) =g . _ 8
6p—12=10¢ log(r) =1,
6p=12+ 104 ; 2
lo ==
p=2+L-100 gp =7
2
p=5

38 a De beginhoeveelheid is 600. De verdubbeling per dag betekent een
groeifactor 2 per dag, dus N =600 - 2/ met ¢ in dagen.
b N=600-21
600-2!=N
N
o=
600

t= 2log(%)

N
¢ Invullen van N = 30000 in de formule 7 = 2log(%) geeft

. {30000
t= log( 00 )
t = 2log(50)
Na ¢ = 2log(50) = 5,64 dagen zijn er 30 000 bacterién.
39 a 2=log(3?) = 3log(9)
b f(x)=2+3log(x+5)
f(x) =3log(9) + 3log(x + 5)
f(x) =3log(9* (x +5))
F(x) =3log(9x + 45)
a=9enbh=45
¢ g(x)=-2+Zlog(10 — x)
2(x) =2log(272) + 2log(10 — x)
g(x) = Zog(}) + Zog(10 - x)

g(x) =log(}+ (10— v))
g(x) =Zog(25 - L)
g(x) = Zog(—x +21)
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h(x) = log(4x) + 2+ 5log(xl—2)

h(x)="log(4-x)+ 2 logx™?

h(x) =log(4) +log(x) + 2+ =2+ 3logx
h(x) = log(22) + log(x) — 4+ *logx
h(x) ="log(2%) — 3 - *log(x)

W= Belogld] = 5 Toulx)

De x-codrdinaat hoort bij de massa M.

De x-cotrdinaat van punt 4 is 2, dus log(M Pinguin
M iin = 10% = 100 gram.

De y-codrdinaat hoort bij het waterverlies L.
De y-codrdinaat van punt 4 is 1,1, dus log(L
megui.n =101 = 12,6 gram.

12,6 gram waterverlies is 12,6% van de massa van 100 gram van het ei, dus
een waterverlies van ongeveer 13% geldt voor de pinguin.

log(MAlbatros) =25

M ypamres = 10%° = 316 gram.

log(LA[ba!ms) =16

L yiaires = 1010 = 39,8 gram.

% + 100% = 12,6% = 13%. Het percentage klopt ook voor de albatros.
log(L) = 1,031 * log(M) — 0,885

log(L) = log(M1-031) — 0,885

log(L) — log(M!931) = —0,885

L
log(w) =—0,885
L
271031
I = 1070885, p1.031
L=a-M°meta=10"9885%0,130en b= 1,031

)y=2.

g — bl

= 10~0-885

4-5=y+38
5x=%y+2

x= 510g(%y + 2)
29=9
xy = Zlog(9)
_ 2og(9)

y
p=2-5% h 2y-396=9
2-55=y 3
sx=1y T 19
2 = 31 —_
% og( ZV)

o= (L)

X

x = Hog(9) — 3log(2y)
x=2-3log(2y)

2p—T =153 i 5v=12

— 5
[ P xy = "log(12)
o 3F=2y—7 ~ Slog(12)
3¥ =20y — 70 YTy

x = 3log(20y — 70)
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joy=-12+43-47 k 4¥=167

—12+3-47=y 4% =4y
3-4=p+12 4% = 42
#=ly+d x=2y

x= 4log(%y + 4)

037 a y=4-log(x)—8
4-log(x)— 8=y
4-log(x) =y + 8 dus log(x) =3y + 2
b Het grondtal van de logaritme is hier 10.

1
¢ x=10""

Ué a %log(K)+ log(M)=2

Slog(K) 3log(M) = b Slog(K) N Slog(M) 2
log9)  log27) 2 3

L 310g(K) + L+ 3log(ar) =2
1 1
Nog(K?) + 3log(M?) =2

1 1
Nog(KAMF) =2
L1
KM =3=9
19 L 2
K=—=9M *dus K=81M3
M
b Zlog(R)=4,45-231S
R = 2445-2315
R =2445.9-2318
R= 24,45 B (2—2,31)8
R=b-gSmeth=2%%=2186eng=2"23120,20

8.6 Vergelijkingen en ongelijkheden

intro  Bij het percentage C14 hoort de formule P = 100 + 0,5 met ¢ het aantal
perioden van 5730 jaar. w00
Bij 6000 jaar hoort ¢ = %‘ Dan is P =100 - 0,570 = 48,393...
Er was nog ongeveer 48% van de oorspronkelijke hoeveelheid C14 over.

1
42 a ‘log(x) =% c 4log(; =%
1 1
x=3=13 %: 4
1
b L
_1
)
1
b Zlog(x)=3 d Slog(x’)=4
i 8 X3 =1296
x=11296
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L4 a

40

Logaritmische functies

SlogBx—7)=2
3x—-7=52
3x—7=25
3x=32

. 2
x_T_IOE

Ylog(2x —3)=4
Zg—=3=g"
2x—3=281
2x=84
x=42

2—x+7 =5
—x + 7="log(5)
x=7-2log(5)

log(2x—4)—log(7) =1

log( al ) = log(10)

L=
==

2x—4=170

2x=74

x =37

10

2log(x — 3) =1 —2log(x + 3)
Zlog(x — 3) + 2log(x + 3) =1
Zlog(x — 3)(x+3)=1
llog(x*—-9)=1

x2-9=21

x2-9=2

x2=11

x =411 (x = =11 voldoet niet)

1 1
log(4x) —log(6) = -2

Hoofdstuk 8 Logaritmische functies

Slog -}1? =2+ log(x)
Slog % =5log(25) + Slog(x)

Slog(% =log(25x)

54+2 = 1000

4x + 2 =log(1000)

4x = -2 + 3log(1000)
_ =2+ 3log(1000)

X = f

x=—1+15log(1000)

log(3x + 4) + “log(3x +4) =21

Hog(3x +4) N Yog(3x +4)
*og(16) Hog(64)
4og(3x +4) n Yog(3x + 4)
2 3

b=

2

B |—

2

N b2

- Ylog(3x+4) =21

Yog(3x +4)=3
Ix+4=43
3x+4=064

3x =60
x=20

« Ylog(3x +4) + 1+ 4log(3x + 4) =21
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45 a

46 a

47 a

48 a

Het domein van fis {0, —) en het domein van g is («, 0).
Yog(x) = 13

x=4"=4"T4l gz s A=4-2=3

Aflezen zodat de grafiek van fonder de lijn y = 1% ligt en rekening houden
met het domein geeft als oplossing 0 < x < 8.

Eerst oplossen *log(—x) = 1%.

cop =B A Tl P = ofB = Al =8, dusy =5

Aflezen zodat de grafiek van g onder de lijn y = 1% ligt en rekening houden
met het domein geeft als oplossing —8 < x < 0.

Eerst oplossen *log(x) = —2.

Aflezen zodat de grafiek onder of op de lijn y = —2 ligt en rekening houden
met het domein geeft als oplossing 0 < x < %

Zie de grafieken hiernaast.
Voor het domein geldt x+2 >0 y
ofwel x > —2 dus (—2, —3 7, f\

g o o~

1
log(x+2)+4=5

1
Ylog(x+2)=1

AN/

—_qL
x= 12

De oplossing van de ongelijkheid -5 -4-3-2-10 12 3 45

1
log(x +2) +4>5is—2<x<-11

dog(2x +1)=5
2x+1=25=32
2x =31

el 1 z
x—ISE 1
'_._.

Voor het domein geldt 2x + 1 > 0 dus x > —%.
Zie de plot hiernaast.

De oplossing is x > 15 %
-2+ 3-logx)=1

3-log(x)=3
log(x)=1

x=101=10 ——

Het domein is x > 0. ]
Zie de plot hiernaast. I

De oplossing is 0 < x < 10

De halve hoeveelheid is 300, dus 600 - 0,87 = 300 moet worden opgelost.
600 - 0,8 = 300

_ 300 _1
0.8" =00 =2
=t}
log(3)
t= =3,106...
log(0.8)

Het halveren duurt ongeveer 3,11 uur.
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Logaritmische functies

b Van 100 naar 50 is ook een halvering. Omdat het proces exponentieel is

duurt dat ook =
uurt dat oo Tog0.8) >

¢ De halveringstijd is de tijd die nodig is om van een hoeveelheid b naar een
hoeveelheid 0,5b te gaan.
De vergelijking b - 0,8 = 0,5h moet dan worden opgelost.

b+0,8"=0,5b
h-0,8'=h+0,5
0.8'=0,5

De halveringstijd is dus de oplossing van de vergelijking 0.8 = 0,5

49 a 1,37=2geeftt= llog(2) =2,641...
De verdubbelingstijd is ongeveer 2,64.
b 0.6"=0.5 geeft r = *“%log(0,5) = 1,356...
De halveringstijd is ongeveer 1,36.
¢ 7'=2 geeft t = "log(2) = 0,356...
De verdubbelingstijd is ongeveer 0,36.

50 a De groeifactor per jaar is 1,05 dus voor de verdubbeling van het volume
geldt 1,057 =2,
b 1,05=2
t = 1:030g(2) = 14,206..., dus de verdubbelingstijd is ongeveer 14 jaar.
¢ De verviervoudiging is een verdubbeling na de verdubbeling, dus na
2 - 1.05]0g(2) = 28 jaar is het volume verviervoudigd.

U44 a Het getal 2 is geschreven als een logaritme met grondtal 2, dus
2 = Zog(22) = Zog(4).
b Zlog(4) + %log(x) = log(4x)
3x+4=4x
d —x=-4
x=4
e Zlog(3-4+4)=2+2log(4)
Zog(16) =2 + 2log(4)
4 =2+ 2 en dat klopt.
blog(a)
Plog(g)
g De grondtallen 9 en 3 zijn beide te schrijven als macht van 3.
3 3
logt) 1089 _y y0g0
0g(9) 2
i 13- 3log(x) =6

f Eris gebruik gemaakt van de rekenregel £log(a) =

h Slog(9)=2en

Ylog(x) =4
F=31=§)

U7 a Als de frequenties zich verhouden als 1 : 2, dan is de toonafstand
T=1200log(3) = 1200 - 1 = 1200 cent.
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8.7 Gemengde opdrachten

51

b 7=386,3137en f; =440 of T=1386,3137 en £, = 440
Invullen in de formule van 7= 386,3137 en f| = 440 geeft:

e
386,3137 = 1200 - Zlog(—z)

440
386,3137 Js
o o 210g o
1200

386,3137 3863137

1200 :_2 — D200
2 Jag dus /=440 2 550

Invullen in de formule van 7= 386,3137 en f, = 440 geeft:

386,3137 = 1200 - 21og(4jiﬁ)
1

386,3137 (440
——— log L
1200 %
B63T  44() 440
2 0 =——diig f) == 352
fl 2 1200

De mogelijke frequenties zijn 440 Hz en 352 Hz.
¢ Als twee tonen een toonafstand hebben van 701,955 cent dan geldt

S
701,955 = 1200 - 210g(—2)

5

701,955 J5

=2]og|—=
1200 b

701,955

5
RN ==

h
Ja

—=1,5= % dus de verhouding van de frequenties f,: f, =3: 2.

N

a ¥
5
4
3
f
\ .
3 -2 10| 1 2 T A4——6_7
[ 1.3
=3
-3
-4
-5

b 2x+4 >0 geeft x > -2, dus het domein van fis (=2, —), het bereik is R.
c 2-log(2x+4)=0

Nog(2x +4)=2

2x+4=32=9

2x=5

x= 2%, dus het nulpunt is x = 2%

d Zie de schets: de oplossing is —2 < x < 2%

© Noordhoff Uitgevers bv
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52 a

B3 a

B4 a

44

Logaritmische functies

Voor het domein moet gelden x2 — 6x + 8 > 0.
x2-6x+8=0

(x—=2)(x—4)=0

x=2o0fx=4

vy =x2 —6x + 8 is de vergelijking van een dalparabool, dus x* — 6x + 8 > 0

voor x < 2 of x > 4. Het domein van fis {(«, 2) {4, —).

De lijnen x = 2 en x = 4 zijn de verticale asymptoten van de grafiek van f.

log(x2—6x +8)<0
log(x2—6x+8)=0
xX2—6x+8=10=1
x2—6x+7=0
D=(-6y-4-1-7=8
6 ++/8

6 -8
=T\{_=3—%\/§=3—\f§ofx=T=3+%\l§=3+\[§

Zie de schets: de oplossingis 3 —\2<x<2of 4 <x <3 ++2.

X

f(x)=1+4-3log(x)

f(x) ="log(3) + *log(x*)

f(x) =>log(3x%)

f(x) =3log(px?), dus p=3eng=4.
1+4-3log(x)=7

4-3log(x)=6

Slog(x) = 11

g3t 3T o = ST =R

f(x) = g(x) geeft 1 +4-3log(x) =1 + 3log(9x?)

4 - og(x) = Jlog(9x?)

og(x*) = Ylog(9x2)

x4 =9x2

32 =0 of =0

x=0of x=-30f x=3

x =0 en x = -3 voldoen niet in log(x), dus de oplossing is x = 3.
De y-codrdinaatis f(3)=1+4-3log3)=1+4-1=5

De grafieken van f'en g snijden elkaar in het punt (3, 5).

De beginhoeveelheid is 100 mg en per dag wordt 25% afgebroken,
dus de groeifactor is 0,75 per dag en het verband is exponentieel, dus
¥(#)=100-0,75" met ¢ in dagen en y in mg.

100+0,75" =15

0.,75¢=0,15

t =970g(0,15) = 6,5954... dagen = 158 uur.

Hoofdstuk 8 Logaritmische functies
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Voor de halveringstijd geldt 0,75" = %, dust= 0’75log(%) dagen.

t= 0’7510g(%) dagen ofwel 1 = 0=75log(%) - 24 = 58 uur.

16:27-6=42

24, 9x—6 = 2%

2x=6+4 — 2]5

e

x—2=%

xX= 2%

%log(x2 +x)= miog(%)

1

0]og(L
log(x? +x) = T o)

]og(10)
i Tiﬁlog(l)
log(x? +x) = — 6

1
6
%log(x2 +x)= %log((%)_l)

Tlog(x2 + x) = Plog(6)
x2+x=6
x2+x-6=0
(x+3)(x—2)=0
x=—3o0of x=2
Yog(2x) + “log(7) = 3
Yog(14x) =3
14x =43 = 64
_64_32_ 44
X=g=7=4;
Het domeinis x>0
Zie de plot hiernaast.
De oplossing is x 2 4%

15-3¥=75
75 _
¥=35=5
x =log(5)
Zie de plot hiernaast.

De oplossing is x < 3log(5)

1
Nog(2x+3)=-3

2x+3=(%)_3=8
2w=5

x= 2%

Het domein is x > —1%
Zie de plot hiernaast.
De oplossing is x 2 2%

© Noordhoff Uitgevers bv

b 1-Zog4x+1)=-4
Zog(4x + 1)=5
At 1 =05
dx+1=32

4x =31

)
=3=74

¥2=3

Snivp
X=1.4649735 ¥=75
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Onderzoeksopdrachten

56 a Noem D, het geluidsniveau bij snelheid v.
Bij een verdubbeling van de snelheid (2v) geldt voor het geluidsniveau
D =359"-log(2v) + 4.1
D=359-log(2-v)+4,1
D =359+ (log(2) + log(v)) + 4,1
D=1359-log(2)+ 35,9 log(v) +4.1
D=359-log(2)+ D,
D=108...+ D,
D wordt dus ongeveer 11 dB hoger bij een verdubbeling van de snelheid.

b Met de rekenmachine: V2228 1%109(R0+16.0
Invoer: y; = 35,9 - log(x) + 4.1 en y, = 28,1 - log(x) + 16,0
Venster: 0 < x < 100,0< <100
Optie: snijpunt geeft x = 33,546...

Zie de plot hiernaast.
Voor v > 33,5 km/uur heeft een ZOAB-weg een
lager geluidsniveau dan een DAB-weg. ST 08022 Y¥=58.870513

57 a f(x)=Zog(x)en y=x
Met de rekenmachine:
Invoer: y, = log(x) en Yy X
Venster: —2<x<10,-2<y<10

T s L2

g=2 g=5 g
Voor g = 2 snijden de grafieken elkaar niet.
Voor g = 5 vervang je y, = %log(x) door n= ’log(x) (middelste plot).
De grafieken snijden elkaar niet.

b2 —

Voor g = % vervang je y; = log(x) door »n= %log(x) (rechter plot).
De grafieken hebben één snijpunt
b Als0<g<1isfdalend en snijdt de grafick van f'de lijn y = x precies één
keer.
Voor g > 1 uitproberen met de rekenmachine:

/ /

g=14 g=145
twee snijpunten geen snijpunt (na inzoomen)
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g=144 g=1445
twee snijpunten één gemeenschappelijk punt
Conclusie: voor 0 < g < 1 en voor g = 1,4 heeft de grafiek van fprecies één
punt gemeenschappelijk met de lijn y = x.

Samenvatting

S1 a Slog(7) is een oplossing van de vergelijking 3¥ = 7.
b De exacte oplossing van 3 =25 is x = 3log(25).
52 k(x) = 3log(x) is stijgend omdat het grondtal 3 > 1.
Als x toeneemt, dan neemt x + 6 ook toe. Omdat k(x) = 3log(x) stijgend is,
neemt *log(x + 6) dan ook toe dus is /'stijgend.
b A(x)= %®log(x)is dalend omdat het grondtal 0 < 0,6 < 1.
Als x toeneemt, dan neemt 3 — x af. Omdat /(x) = *€log(x) dalend is, neemt
0.6]0g(3 — x) dan toe dus is g stijgend.

S3 a De halveringstijd is de oplossing van de vergelijking 0,8/ = 0,5

De halveringstijd is dus ¢ = %8log(0,5) = 3,1
b De verdubbelingstijd is de oplossing van de vergelijking 27 = 2,3

De verdubbelingstijd is dus ¢ = 23log(2) = 0,8

S& a 8+ og(x)=

2og(2%) + log(x) =

2log(256) + 2log(x) = log(256x)

4-3og(x)— 1=

Tlog(x*) — log(3) =

3log(x—4) = 3log(%x4)

o

3

S5 a Slog(90) = 2,796 ¢ 2log(0,01)=—1,853

o

1010g(12480) = 4,096 d %78log(2) = —2,790

log(243) 5 5
Nog(9) 2
“log(32) 5

Sé log(243) =

1}
(ST

1
log(32) =

o

= _2%
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S7 a

S8 a

S9 a

510 a

48

Logaritmische functies

Het domein van fis {0, —).
Het nulpunt van fis x = 1.
De verticale asymptoot is de lijn x = 0.

Het domein van g volgt uit 4x — 3 > 0 dus het domein is (% . —>).

Uit 2log(4x — 3) = 0 volgt 4x — 3 =20 ofwel 4x — 3 = | dus 4x =4, het
nulpuntis x = 1.

Een verticale asymptoot van g volgt uit 4x — 3 =0, dus dat is de lijn x = %.

= 5110g(%q) c p=5+2-31
Slog(gq =p S5+2:31=p
lg=% 2-3=p-5
g =log(5p—23)

1-2loglg+2)=p d p=671-3
Hog(g+2)=1-p 61—-3=p
q+2=21_1’ 6i=p+3
g=-2+21" g = Slog(p +3)

2 - Mog(x)=1
Hlog(x) =1
so=s 1= 11

1 1

Nog(x +2)=-3 + Zog(2x)

1 L = L

Ylog(x +2) = 2log((£) ) + “log(2x)
1 1 1

Jlog(x + 2) = Tlog(8) + log(2x)

1 1

Zlog(x + 2) = Zlog(16x)
x+2=1l6x

2=15x

=2
=T

Sog(10x) =2 ¥2=2
10x=32=9

=2
X =10
Zie de plot hiernaast.
Het domeinis x>0

"

¥ . 9
De oplossing is 0 < x < 75
bt

¥=2
3log(10 — x) = —1 Va1
10-x=3"1=1
X = 9%

Zie de plot hiernaast.
Het domein is x < 10
De oplossing is x < 9%—

j/

Snigp
X=9.6666667 Y=-1
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Test jezelf

1
T1 a 3log(y3)= %Want 32=43
b 2log(%) =—3want23= %- =4
1

]glog(125) = —3 want (%)_3 = (1)3 T 125
5 125

(a]

o

;"log(l) =0 want (%)0 =1

T2 a Vergelijking C heeft een positief geheel getal als oplossing.

42k =16
42k =42
2k=2
k=1
b Vergelijking B heeft een negatief geheel getal als oplossing.
3 =16
(E= 18
9%y
-x=4
x=-4
c A: 7'=4 D: (%)‘U=3\E
A"
t="log(4) = 0,71 p =log(3y2) = —0,90
T3 a fisstijgend, immers: als x toeneemt, neemt 2x — 1 ook toe. En omdat
p(x) = 3log(x) stijgend is, neemt dan *log(2x — 1) ook toe.
gis dalend, immers: als x toeneemt, neemt 1 — 2x af. En omdat
p(x) = 3log(x) stijgend is, neemt dan *log(1 — 2.x) ook af.
h is stijgend, immers: als x toeneemt, neemt 1 — 2x af. En omdat
L 1
g(x) = *log(x) dalend is, neemt dan ‘log(1 — 2x) toe.
b 2x—1en1—2xzijn 0 voor dezelfde waarde van x, namelijk x = %
De drie grafieken hebben x = % als verticale asymptoot.
¢ Voor het domein van f geldt 2x — 1 > 0 dus het domein is (% ; %).
Voor het domein van g en /2 geldt 1 — 2x > 0 dus het domein is ((—, %)
1
d f Jlog2x—-1)=0 g: Jlog(1-2x)=0 h: “log(l —2x)=0
2x-1=30=1 1-2x=30=1 1-2c=(})"=1
2x=2 —-2x=0 —2x=0
x=1 x=0 x=0
T4 a ¥
6
5
E
4
3
P

-5-4-3-2-1V12345X
-1 ‘
)
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15 a

16

T7 a

Logaritmische functies

Alleen voor x = 0 bestaat fniet, dus het domein van fis («, 0) U (0, —).

f(x) =3log(27x?)

f(x) =310g(27) + 3log(x?)
F(x) =3+ 3log(x?)
f(x)=3+2+3og(x)

R=4- % . 3t ¢ Slog(3t) + Slog(R) =2
Ligi=4-R Slog(3tR) =2
3¥=8-2R 3tR=52=25
25
t=3log(8 — 2R = e
og( ) IR
R=2—3log(21) d 2k=10
Nog(2)=2-R tR = *log(10)
p= PR ,_ log(10)
R

—1l.22-r
t=1-3

x =2log(18) invullen in 2%« (x — 2 - 2log(3)) geeft
77og(18) . (Clog(18) — 2 + 2log(3)) =

18 - (*log(18) — 2log(9)) =

18 +2log(2) =

181 =18, klopt.

0,36*"2=14723

x — 2 =036]0g(4,23)
x =2+ 036]0g(4,23)
x=0,59
5+3:1,4=43

3l A% =3 —5

B-s
<
3
geen oplossing.

2og(2 - x) =1

1,4% =

s,50
log(x + 3) =2 + ’log(x)

Slog(x + 3) = 3log(25) + “log(x)
Slog(x + 3) =log(25x)

x+3=25x
24x =3

s 3 1
X=3478
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18 a

3 - log(x +2) =21

log(x +2)=3-21
log(x+2)=3

2
x+2=10°
2
x=10"-2
x=4100 -2
x=~2,64
“log(x) = ¥log(3x — 2)
log(3x — 2)
61 e B
08 = 5105036)
log(3x — 2
Slog(x) = %

2 - blog(x) = ®log(3x — 2)
“log(x?) = %log(3x — 2)
x2=3x-2

x2-3x+2=0
(x—D(x—-2)=0
x=lofx=2

Beide oplossingen voldoen.

Zog(3x—2)=7
3x—2=27=128

3x =130

xX= 43%

Zie de plot hiernaast.
Het domein is (%, —>).

De oplossing is % <x<43 %

1

Nlog(3x)=—-1
_ {1}l _

=) =2
_

X=3

Zie de plot hiernaast.
Het domein is {0, —).
De oplossingis 0 < x < %
2log(4 —3x)=3

4-3x=23=8
3Ix=-4

_ 1
sl

Zie de plot hiernaast.
Het domein is ((—, 1%)

De oplossing is —1% <x< I%.

Slog(—x) = 13

1 1 1
_x:3lz:31+z:31.3z:3.\[§:3\[§

X = —3\5

Zie de plot hiernaast.
Het domein is («, 0).
De oplossing is x < —3\5.

© Noordhoff Uitgevers bv

Ya=7

Snijeunt

¥=43.333333 ¥=7
Ya2=-1

Snijpunt

X=0.6666667 ¥Y=-1
Y2=3

Snidpunt i
X="5.196152 ¥=15
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8 Logaritmische functies

19 a OpSm:D=10'lo( ) 42,9 dB

4,9-10

Op7m:D=10-10( ) 40 dB

49-10
102
49-10°
202

Opl0m: b=10"- log( ) 36,9dB

Op20m: D= 10-10g( )= 30,9dB

49-10°
b D=10"log

r

D=10"(log(4,9 - 105) — log(r?)) (glog(%) = 2log(a) — &log(h))

D=10"(log(4,9-10%) —2-log(r)) (Slog(a”) = p - £log(a))
D=10-1log(4,9-10°) — 20 - log(r) (haakjes weggewerkt)
Dusa=10-1log(4,9 - 10%) = 56,9 en b = —20.

49 105) "

c 10- Iog(
2

2

4.9% 105)
=0
7

log(

49-105=2

=44,9-105=700

Dus op een afstand van 700 m is de geluidsterkte gelijk aan nul.

T10 a Van het geneesmiddel wordt 40% per dag afgebroken, de groeifactor is
dus 0.6 per dag en de beginhoeveelheid is na ¢ dagen nog 0,67 keer de
oorspronkelijke hoeveelheid. Als na 7, de helft over is, geldt dus 0,6% = 0.5

b 06" =0,5 geeft 7, = "6log(0,5) = 1,3569... = 1,36

¢ Na 7, is de helft over. 25% is de helft van de helft, dus na nog een keer ¢,
dagen wachten is de helft gehalveerd en is er 25% over.
Dat isna 1,3569... + 1,3569... = 2,713... dagen = 65 uur.

Extra oefening

E1 a %0g(175)= 1,122 c %30g(23,78) ~ —2,632
1
b !Ylog(75) = 10,648 d ‘log(15)=—1,953
2log(8) 3
E2 a “log(®) = =>=13
a log® =3 @2~ 12

BIOg('é') = _2 2
log2y 3 °

log(125) 3
c 25log(125)—L1)—_—2=—1%
“log(55)

b 27lcog(é) =

52 Hoofdstuk 8 Logaritmische functies © Noordhoff Uitgevers bv



E3 a

E4 a

E5 a

Voor het domein van /2 geldt 13 —3x>0dus —3x>-13enx <

Het domein van £ is ((—, 4%)

Voor de verticale asymptoot geldt 13 — 3x=0dus datisde lijn x = 4%.
c f(x)="log(x) is stijgend, want het grondtal is groter dan 1.

Als x toeneemt, neemt 13 — 3x af.

Omdat /(x) = "log(x) stijgend is, neemt "log(13 — 3x) dan ook af en

daarmee ook 3 + 7log(13 — 3x).
Dus /1(x) = 3 + "log(13 — 3x) is dalend.

P=4-3
=3 =P
4=pP+3

t =*log(P + 3)
2P-4-3%=90
—4-32=-2p
2=1p

2t= 310g(%P)

_1 1
r=5log(3 )
log(P)—log(t)=1met P>0ent>0

P
log|—| =1

L = 101 =10
t

P 1
IZEOfIZEP

P=4- ;_10g(2t) metz>0
4- %log(2t) =P
log(2r)=L1p

=)

=5 ()
log(—2x+3)=-1

—1n-1_-1
—2x+3—910 I—E
—ZXZ—ZE

—12
x =155

Yog(x) = ¥log(x + 6)

Yog(x + 6)
floglv) = Hog(16)

4 +6
Hog(x) = —Og(; )

2+ Yog(x) = Ylog(x + 6)
Hog(x?) = *log(x + 6)

x2=x+6
xX2—x—-6=0
(x=3)x+2)=0
x=3o0f x=-2

x = —2 voldoet niet, de oplossing is x = 3.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Eé a

E7 a

54

Logaritmische functies

log(4x - 2) - log(}) =2
log(4x1_ 2) _5

3
log(8x—4)=2
8x—4=102=100

8x =104
x=13

1 1
Slog(x — 3) —log(5) = -2

1 —3
3Iog(x 5 )= -2

=3 =
—=0)
x—3

5
x—3=45
x =48

=9

2log(-2x+1)=5
—2x+1=2"=32
—2x =31

x= —15%

Zie de plot hiernaast.

Het domein is ((—, %)

De oplossing is x > —15 %

HNog(7 - 2x) = -1

Zie de plot hiernaast.
Het domein is ((—, 3 %)

De oplossing is 3% <5< 3%.

2—=3+log(x)=1
3-log(x)=1

log(x) =3

x= 10—% = \EIE

Zie de plot hiernaast.
Het domein is {0, —).
De oplossing is x > %

2+log(11)— 3+ log(4) =
log(112) — log(4®) =

log(121) — log(64) = log( 12!
2+ (“log(15) — *log(5)) + *log(3) =

2- 4log(%) +Yog(3) =

2 -Yog(3) + Yog(3) =
3-4og(3) =
4og(33) = *log(27)

Hoofdstuk 8 Logaritmische functies

¥2=5

Ya=1

=2.1544347 =1
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[«

E8 a

E? a =

3-Slog(x)+1=
Slog(x?) + log(5) = log(5x?)

1
Ylog(x)+2=

%log(x) + %log(ll—s) = iiog(ll—Gx)

f(x)=g(x)

Zog(4 — 2x) =2 + 2log(x + 4)
2log(4 — 2x) = log(4) + log(x + 4)
2log(4 — 2x) = Zlog(4x + 16)

4—-2x=4x+16
—6x=12
K==l
f(x)-g(x)=0

f(x)=00f g(x)=0

Zlog(4 —2x)=0o0f 2+ Zlog(x+4)=0
Zog(4 — 2x) =0 of Hog(x +4)=-2
4-2x=20f x+4=22
4-2v=1lof x+4=1

=2x==3 ofx=—3%

x=1%0fx=—3;r

Jog(3—x)=0
- = (iP=
-x=-2
x=2
Voor de asymptoot geldt 3 — x = 0 ofwel x = 3.
Sy
4
—3
1 / .

-6 -5 -4 -3 -2 —'IC1)

| i !
-~
Vo Siais| TR ST S o) SRS SO e,
~
x

-4
-5

1 1

Nog(3—x)=-3 og(3—x)=2
_ (13 _ 1

3_x_(i) =8 J=x= 7

-x=5 —x =5

x=-5 x=2%

Zie de grafiek bij opdracht b.
De oplossing is =5 < x < 2%.

© Noordhoff Uitgevers bv
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E10 a
b

E11

E12 a

56

Logaritmische functies

b=3

f(x)=“og(x+3)+c

x =—=1en y =0 invullen geeft “log(2) + ¢c=0 (1)
x=1en y=1invullen geeft “log(4) + c=1 (2)

Uit (1) volgt ¢ = —“log(2).

Uit (2) volgt ¢ =1 — “log(4).
Gelijkstellen geeft —“log(2) = 1 — “log(4)
og(4) — “log(2) =1

o9 = 1

“Jog(2) =1

2=aldusa=2

a = 2 invullen in vergelijking “log(2) + ¢ = 0 (1) geeft
Zog(2) +c=0

1+¢=0

c=-1

log(y)=2+4,3-log(x)
log(y) =log(10%) + 4,3 + log(x)
log(y) = log(100) + log(x*?)
log(y) = log(100x%3)

¥ = 100x*?

log(7) = —0,0097 + 1

I = 1079.0097+1

J= 1070009 . 1p!

I=10- (10—0,009)1‘

Dush=10en g =10"%09(=0,979)

Voor de halveringstijd geldt: (1070:09%)! = 0,5
: log(0,5 log(0,5
10 n‘omlog(O,S) _ g(_o 0)09 _ £(0,5)

log(107%%%%)  —0,009
Na ongeveer 33,5 dagen is de intensiteit gehalveerd.

;= ~ 33,45

Hoofdstuk 8 Logaritmische functies
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Vaardigheden 4

128 =27 d %\[5:2—1.2%:2"%

5= e 16\3]§=24-2%=24%
e A=l @)= =0
xX3ex2=x d (x4} = 323 = yba
(x4? = x12 e X3 (xR = y3a. x2a = \Sa
FRagr=gift=1n f(x2a- ) = (x50} = yl5a

@3 =4 (yY=64-a°

1 1 l 7 7
;7;.{{;:- L= i=gi=1-4"
6ba 3_a 1-

Na 4

(a2 2a3)4 = (2a5)4 =24. 420 = 16+ 420
241

1442 1
e {’ \jE gl - as az—a STi=gu=1- am

3 & 3¢ 3a :

L. @ __3a e a3 :3a5""341=3 al%
@ aNa® a*-a'i &7
V8:\2=116=4

5{3-6\2=5-6-y3-42=30/6
(3\2)2=32-(2)?=9-2=18

(—2y5)* = (-2)* (5)* = 16 + 25 = 400
AT+ W=7

842+ 243 + 746 = 16y/6 + 746 = 2346

(V6) + 52 3=6+5V6

(5v6)* = (5V6)% * (56) = 25 6+ 56 = 7506

Omdat\fﬁ=\l9x 2geldt\f§=\[§><\ﬁ, dusxfﬁ=3\[§.
VE8 =16 x 3 =43

1200 =100 x 42 = 1042 e Y125=25x5=55
V63 =19 x |7 =347 f 712=136x\2=6{2
V108 =436 X3 =63 g 99 =10 x11=3y11
V20 =4 x /5 =25 h y52=+4 x 13 =2413
V20 + 45 = 25+ 35 = 545 d 75 - V48 =5{3 - 4f3=13
B o et e
@+@_2\]ﬁ+3\[ﬁ_ N1 ST

s f N28+63 WT+3T
5\/_ 57
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10 a

11 a

12 a

58

Vaardigheden 4

13 7.3 142
2 3p 6p 6p 6p &
a 4 a+t4

R f
3 3b 3h

9 b _ 27 5b_27-5b

5¢ 3a 15a 154  15a .
U4 1 sa_n-sa
42 2a 42 AP AdP
f(x)=8x—6 c
g(x) =24x — 3x* + 56 — 7x d
g(x)=-3x2+17x + 56

A= b1

f(x)=6xdus f(1)=6-1=6

De helling in (1, 9) is 6.

g(x)=6x2dus g'(-2)=6-(-2)2=24
De helling in (=2, —16) is 24.
Hx)=1-2xdus#(0)=1-2-0=1
De helling in (0, 0) is 1.

k(x) = 5x(x% — x*) geeft k(x) = 5x3 — 5x°

3., 4_12 _6
2a Sa 1042 542

4d  d_ad
1173 33
2 2 _da_ 4

5 7a 354 35
3a 4 _12ab_12_6
2b

Ta  14ab 14 7

K(x)=24x2-1
m(x) = 4x> + 28x3
m’(x) = 20x% + 84x2

k'(x)=15x2=25x*dus K’(1)=15-12-25-1*=-10

De helling in (1, 0) is —10.

3x—2=-2x+7 e
5x—-2=7

5x=9

x=1g

32p—4)=5p-3 f
6p—12=5p—-3

p—12=-3

p=9

L= L= 1l + 41 g
6m—4=15m+ 50

6m=15m + 54

—9m = 54

m=-6

2(3—-1,4x)=-23x h
6—28x=-2,3x

—0,5x=-6

x=12

(x—=6)2x+7)=0
x—6=00f2x+7=0
x=6of 2x=-7
x=60fx=—3%
5p—10)(p—3)=18(p —3)
Sp—10=180fp—-3=0
S5p=28ofp=3
p=5%0fp=3

(8a+1)2=81
(8a+1)2=92
8a+1=-90f8a+1=9
8a=—10of 8a =8
a=—1%ofa=l

r2r —6) =(r — 3)?
2rr=3)=(r-3)(r—3)
r=3=00f2r=r-3
r=3of r=-3

a=1,b=3,c=-1,dusD=32-4-1--1=13

-3 —-413 =3 +413
x=——=-330of x=—=0,30
2 2
a=2,b=5c=2,dusD=52-4-2:2=9
—=5—4/9 =5 +4/9
x= 4\/_=—20fx= 4\/_=—%

a=05,b=-1,c=2,dusD=(-12-4:0,5:-2=-3,
De discriminant is negatief, dus er is geen oplossing.

Vaardigheden 4
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13 a

14 a

3Ix2-2x—-4=0
azsab:_zaC:_45dUSD:(_2)2_4'3'_4:52

2452

6

x:

P> =100
p =100 = 4,64

—2x2=-34
x2=17

x=- 170fx=\]ﬁ
x=—4,120f x=4,12

pt=12=9
pr=21

p=-2lof p=321

pr~=2140f p=2.14

0,2x>=-10
x>=-50
x=X —50~-2,19

2% =82
1
2-’5:23.25

1
2v =27
gl
*=27

Logx=27
3v=81
3r=34
x=4

41.£%)x =g.2%

(2—1)x — 2] . 2X
X = 2x+1
—-x=x+1
—2x=

© Noordhoff Uitgevers bv

2+
=—0,87 of x =

= 1,54

1,56*=-10
_ 20
bt=-%

geen oplossing

1
8+3x’=14

1
3x'=6
1
x2=2
x=23=38§
2
15-3p'=9
2
=3p*=-6
2
p=2
3
p=2
=2 =8~283
8+0,5x%3 =9
0,5x025 = |
025 =12
x=24=16

25 5%l =55 (L)
52. 54x-1 = 51;_ . (5—1)2x
S4x+1l = 51%‘2"
dx+1=13-2x

6x =+

_ T
X1

3

7. 73x+7 = 49\5 ]
71 PIxHT =20
73x+8= 72%
3x+8=23

= 2
3x = —23
XF= —1§

1000 -+ 0,1¥*10 = 0,01 + (100)*
b
103 - (10-1)x+10 =10"2- (10"5)x

[

103-10~x"10 = 192. 10%"

10757 = 1072
-x—-7= %x =2
—l%x =5

x=—37

Sy
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15 a

16 a

60

Vaardigheden 4

15+37x+9= 5. (é_)g_x
3. 37x+9 = (3—2)8—::
37x+10 = 32x—16

Tx+10=2x—-16
S5x=-26
x=—5%

x+4

1
21-95-%=63.272
1

96-x=3-27:

x+4

x+4

1
(32)6—x =3 (33)5
312-2x = 31, 3l3¥+12
312-2v = 31%x+13

12-2x=13x+ 13
—3%x=]

-_2
X=77

Het randpunt van de grafiek is (=3, 0) en de grafiek stijgt.
Dan is het domein [ — 3, —) en het bereik [0, —).

Yx+3=-x+3
(Vx +3)2=(—x + 3)?

x+3=x2—-6x+9

0=x2-7x+6,dusx2—7x+6=0.

X2=T7x+6=0

(x=1)x—6)=0
x—1=00fx—-6=0
x=lofx=6

Invullen van x = 1 in de vergelijking geeft y/1 + 3 = —1 + 3 en dit klopt.
Invullen van x = 6 geeft 6 + 3 = —6 + 3 en dit klopt niet.

Alleen de oplossing x = 1 voldoet.

Yx—-8=35

(\x -8y =52

x—8=25

x=33

controle: 433 — 8§ = 5, klopt

Vat3=5
(Ba+3p =5
2a+3=25
2a=22
a=11

controle: 42+ 11 + 3 =5, klopt

3+\}2p+4=]0

\2p+4=17

W2p+4)32=7°

2p+4=49

2p=45

p=221

controle: 3 +“\2-22%+4: 10,

klopt.

Vaardigheden 4

e 2+yg—2=6

Vg-2=4

(g —2)? =42

g—2=16

g=18

controle: 2 +4/18 — 2 = 6, klopt
Voéa—5=a

6a—5=a?

a2—6a+5=0
(a—1)a—-5=0
a=lofa=5

controle: V6 - 1 — 5= 1, klopt
Y6 +5—5=5, klopt
Bd+1=2+d

N3d+ 112 =2 +d)?
3d+1=4+4d+d°
#+d+3=0
D=12-4-1-3=-11

De discriminant is —11, dus er is
geen oplossing.
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17 a

18 a

3+4x=x-3
\];=x—6
(xP = (x~6)
x=x2—-12x+36

¥ —-13x+36=0
(x—4)(x—-9)=0
x—4=00fx-9=0
x=4o0fx=9
controle: 3 +\]t_1:4—3, klopt niet.
3+\f§:9—3,klopt.
De oplossing is x = 9.

S +6=x— 6 geeft =
x—3 x5

=x—12
3

6x +4x =7x — 20

\]; =x-20

(V)2 = (x = 20)?

x = x2 —40x + 400
¥?—41x+400=0
(x—=16)(x—25)=0

x=160of x=25

controle: 6+ 16 +16 =7+ 16 — 20,
klopt niet.
6-25++25=7-25-20, klopt.
De oplossing is x = 25.

Vermenigvuldig beide kanten van het = teken met x — 3.

5x
x—3
Sx=(x—12)(x—3)
Sx=x2—3x—12x+36
x2=20x+36=0
(x—2)(x—18)=0
x—2=00ofx—-18-0
x=2o0f x=18

(x=3)=(x—-12)x-3)

1=2h+2
—1=1n
h=-2

=2a+3
2a—3 =

7=2a—-3)2a+3)
7=4a*-9

4a> =16

a?=4
a=-2ofa=2

© Noordhoff Uitgevers bv

4
k+3
4=(k+3)(3k—-2)
4=3k2-2k+9% -6
3k2+7k—10=0
D=72-4:3--10=169

7169 =T +1169

=3k-2

“ T 23 ° 23
k=-3tof k=1

3x2_

x+l_x

3x2=(x+ Dx
=2+«

232 —x=0
x(2x—-1)=0
x=00f2x-1=0
x=00fx=%
L
7—3
p—3=2p

p=-3

Vaardigheden 4
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Vaardigheden 4

19 a Substitueer y=—4x+3indx+3y=1.
dx+3(-4x+3)=1
4dx—12x+9=1

—8x=-8

x=1

y=—4x+3=—-4-1+3=-1

De oplossing van het stelsel is x =1 en y = —1.

b De bovenste vergelijking y + 3x = 0 kun je herleiden tot y = —3x.
Substitueer y=—=3xin Sx+y =4,
Sx—-3x=4
2x=4
x=2
y=-3x=-3:-2=-6
De oplossing van het stelsel is x =2 en y = —6.
¢ De bovenste vergelijking 4p — ¢ = 10 kun je herleiden tot ¢ = 4p — 10.
Substitueer ¢ =4p — 101in 13g — 7p = 5.
13(4p —10) —Tp = 5.
52p—130-7p=5
45p =135
p=3
g=4p—-10=4-3-10=2.
De oplossing van het stelsel is p =3 en g = 2.
d De bovenste vergelijking kun je herleiden tot 8a — 3h = 12 of 16a — 6b = 24.
De onderste vergelijking kun je herleiden tot —7a + 6 = -2,
8a—12=3b l6a — 6bh =24
{ {—7a +6h=-2
Deze twee vergelijkingen optellen geeft 9¢ =22 dusa = 2;—2 = 2%.
Dit substitueren in 8¢ — 3h = 12 geeft 8 - 2% -3h=12
192-3h=12
-3b=-73dusb=23
De oplossing van het stelsel is a = Zg enb= 2%.

20 a g=2p+6 d ¢=-0,75p+0.27
2p+6=¢q -0,75p +0,27=¢
2p=¢g—6 -0,75p=¢q— 0,27
p=0.5¢-3 p=-11q+0.36

b g=3p-17 e g=-23-1p)+3
Pp=1i=q g=—6+p+3
Ip=g+17 p—3=gq
P:%g”% p=q+13

c g=13p-6 f g=p-35(-1)
1 4.1
lip-6=¢ q=3p+s3
1 1
p=g+6 sp+i=gq
3p=2q+12 4p+1=5¢q
p=%q+4 4p=5q-1

p=lzq—3
62  Vaardigheden 4 © Noordhoff Uitgevers bv



21

22 a

_2p—7
D=l
plg—4]=28—7
pq—4p=2p-17
pq—6p=-7
plg—6)=-T7

p+5 =5

24 —p)=3(p+5)
8g—2p=3p+15
-5p=-8g+15
p=13(g-3)

© Noordhoff Uitgevers bv

(links en rechts X (g — 4))
(haakjes weggewerkt)
(links en rechts — 2p)
(ontbonden in factoren)

(links en rechts : (g — 6))

B—14 5
p+4 -4
3g=12=(g-=3)(p+4)

3g—12=pg+4qg—-3p—12

—§=pg—3p
Dg—3p=—f
plg=3)=—¢q
-1
p—q_3
p+4_

q-p 1!

p+rad=qlg—p)

p+4=q¢>—pq
P+pg=q>—4
plg+1)=q>—4
g -4
g+1

ptyq

p—q
(g+3)p-q)=p+tgq
Pg—q*+5p—5g=p+q
—¢*—6q=—4p—pq
—¢* = 6q=p(-4-q)

p:

_q2_6q_

A=y T
_ 4>~ 6q
_¢*t6g

pP= qg+4
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9 Afstanden en hoeken

Voorkennis

V1 a PR=\/142+112=\/317
b AC=\/172—82=\}225=15

V2 a AC= V332 + 562 = V4225 = 65
b DF=y172-72=4240~155
V3 a PO*=21°=441en PR>+ QOR*>=97+ 192 =442 dus APQOR is niet
rechthoekig.

b TU2=152=225¢en ST2+ SU2=(2\14)2 + 132 =4- 14 + 169 = 225 dus
ASTU is rechthoekig met £85 = 90°.

V4 a

b Van een ruit zijn alle zijden even lang,
AB=BC=CD=AD = V10 + 82 =164 = 241

VB a AC=1142-132=27=33~5.2
cos(£ZB) =13 dus ZB=~22° en ZC=90° — 22° = 68°
b ZE=180°— 90° — 28° = 62°

Sin(£E) = DL geeft sin(62°) = S dus DI = 13sin(62°) = 11.5
EF EF
CONLE) = T geeft cos(62°) = - dus EF = 13¢0s(62°) =6.1

¢ HK=V722-3,12=4223=65
sin(£K) = % dus ZK =26° en ZG = 90° — 26° = 64°
d £ZP=180°—-90° — 57°=33°

PR 16 16
sin(£Q) = E geeft sin(57°) = ——dus PO = 19,1

PO sin(57°)

PR o 16 16
tan(£Q) = a geeft tan(57°) = OR dus QR = @n(57°) =104

Vé a AD isevenwijdig met BC dus ZDBC = ZADB = 90° (Z-hoeken).

b BD=\’192— 10?2 =4261 = 16,2
BC 10

¢ BC=AD=10en DC= AB =19 geeft sin(ZBDC) = e = T dus
ZBDC=32°en ZBCD =90° — 32° = 58°
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V7 a Inde punten (7, 0)en (0, 3) snijdt / de beide assen.
3-0 3

b De richtingscoéfficiént van lijn / is — = 3

tan(£(l, x-as)) = 3 dus Z(l, x-as) = 23°
c £+£: 1 geeftJ—;: 241
7 B 3 7
Beide kanten vermenigvuldigen met 3 geeft y = —%x +3

V8 a Substitutie van y = Z%x +5in2x — 3y =7 geeft
2x-3(23x+5)=7

2x—73x—15=7
-six=22
x=-4
y=2 - —4+5=-5
Het snijpunt van k en m is (—4, =5).
b De hoek die k maakt met de x-as is tan'l(Z%) =68,198...°

m: 2x—3y=7ofwel—3y=—2x+7dusy=%x—2%
De richtingscoéfficiént van m is % dus de hoek die m maakt met de x-as is
tan~}(2) = 33,690...°
Daaruit volgt Z(k,m) = 68,198...° — 33,690...° = 35°
¢ nlkdusrc - rc, =1
2% *rc,=—ldusrc, = —%
n: y=—%x+bgaatdoor(4,—l)dus | =—%-4+bofwelb=—l +§:%
De vergelijking isn: y = —%x + %

9.1 Gelijkvormigheid

intro De hoeken van de originele driehoek zijn ook 83°, 41° en 56°.

De zijden zijn ol% =12,5cm, % =15cmen 08—8 =10 cm.

1 a Dedrichoeken ABC en DEF zijn gelijkvormig. De drie overeenkomstige
hoeken zijn dus gelijk.
21

DE
b De vergrotingsfactoris —=—=13
AB 7

(4 AC=13—2=4enEF=5'3=15

2 a /C zitin beide drichoeken en £ A4 = ZCDE (F-hoeken) dus AABC~ ADEC.
AABC |AC=9 |BC= |AB= 131
ADEC |CI)=6 |CE=8 |DE=..‘
De vergrotingsfactor van ADEC naar AABC is % S 1%
134 i
DE=1—%=9enBC=1§-8=12

¢ BE=EBC-CE=12-8=4
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AB2+ BC?=82+62=100en AC%2=10%2=100

Daaruit volgt 4B + BC? = AC? en dus is AABC rechthoekig.

Z A zit in beide driehoeken en ZADB=/ZABC=90° dus AABC~ AADB.
AABC |AC= 10 | BC=6 |AB:8

AADB |AB=8 |BD=...|AD=...

; . AB
De vergrotingsfactor van A4ABC naar AADB is c = I =0.8
AD=08-8=64
BD=08-6=48

Z A zit in beide drichoeken en ZADB=/ZAFED =90° dus AAED ~ AADB.

AAED | AD = 6,4| ED=.. | AD =64
AADB |AB=8 II)B=4,8|AB=8
. . AD 64
De vergrotingsfactor van AADB naar AAED is e = s =0.8

DE=0,8-48=23284

In vierkant ABCD zijn AB en CD evenwijdig dus ZAMD = ZCDM
omdat je hier te maken hebt met Z-hoeken (of ZAMD + ZADM =90° en
LCDM + ZADM =90° dus ZAMD = ZCDM)

LAMD = ZCDM (zie opdracht a)en £4 = ZCED = 90°, dus

AADM~ AECD

MD =32+ 62 =45

AADM |AD:6 |AM=3 |DM:\[E

AECD |EC=... |ED=... |CI)=6

cD 6
De vergrotingsfactor van AADM naar AECD is — = —
MD 45
EC=6 6 36 S4en DE=3 6 18 2,7
= I T — 3 en = D T — s
5 & 5 &
D C
----‘-—--\/— --------------- e - -
F E
A M B

Omdat ZD in beide drichoeken ziten £Z4 = ZF=90° is ADFE~ADAM.

18

ADFE ‘DE=— FE=... |DF=...

\(ZE
ADAM |DM=\{E | avi=3 |pa=6

18
DE 45 18 2
De vergrotingsfactor van ADAM naar ADFE is ——= £ =—=-
DM \}45 45 5
EF=%-3=11
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6 a /A= ./D(Z-hoeken) en ZB = ZE (Z-hoeken) dus zijn alle overeenkomstige

hoeken gelijk en is AABC~ ADEC.

b AABC IAB=25 lAC=x |BC=..‘

ADEC |DE=10 | DC=42-x | EC= ...
DE 10 2

De vergrotingsfactor van AABC naar ADECi1s—=—=—
2 AB 25 5
Frx=dl =%
12x=42
x=30

¢ AB:DE=25:10=5:2

Lijnstuk 4D wordt verdeeld in de verhouding 5 : 2, dit betekent voor 4AC

vijf delen van de in totaal zeven delen, dus AC = % <42 =30

d E 10 D

A 25 T F

Vierhoek BFDE is een parallellogram, dus BF = ED =10
AF=AB+ BF=25+10=35

Uit AABC~ AAFD volgt

AABC |AB=25 |BC=... |AC=...

AAFD IAF=35 |FD=... |AD=42

D ingsfactor van AAFD naar AABCis A =222
evergro mgs actor van naar 18 AD_35_ 7

AC=3-42=30

7 a Alsje vanuit punt B de lijnstukken BE en BD met 2 vermenigvuldigt krijg je

de lijnstukken B4 en BC, daarom is A4 BC een vergroting van A EBD met

factor 2.

b Uit opdracht a volgt dat ZBED = ZBAC en dus zijn DE en AC evenwijdig
(F-hoeken).

¢ LZAC= ZLZDE (Z-hoeken)en £ZCA = LZED (Z-hoeken) dus
ANAZC~ADZE

d Uit opdrachta volgt AC: DE=2:1

DanookAZ:Z])=2:1dusAZ=%-AD=%-IO=6%en D=%-10
4

CZ:ZE=2:1dus CZ=3+-CE=3-12=8enZE=4"12=

03 a PR + QR2=242+72= 576+ 49 = 625 en PQ? =257 = 625
PR? + QR?>= PQ?, dus APQR is rechthoekig.

b /R
¢ ZP=/P,/PRS=/PQORen ZPSR=/PRQ.

d APRS |PR=24|PS=...|RS=...

APOR | PO=25|PR=24|QR=17

; . PR 24
De vergrotingsfactor van APQR naar APRS is —=—

P 25
pPS=%-24=2304en RS=%-7=6,12 ¢
© Noordhoff Uitgevers bv
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P 25 s Q

ZPTS=ZPRQ =90° en hoek P zit in beide drichoeken dus APST ~ APQR.
APST | PS =23,04 | Pl | ST =

sPOR |PO=25 |PR=24|0R=7 PS 23,04

De vergrotingsfactor van APQOR naar APST is —=
groting 0 0 25

23,04 23,04 23,04 23.04
PT=—25 -PR=?-24=22,1 enST:T.QR=T°7=6,5

06 a ZK= /P (Z-hoeken)en LL = ZN (Z-hoeken) dus AKML~ APMN
b PN:KL=4:10dusook PM: KM =4:10

c KP=18dusPM=l4—4-18=5%enKM1=0%-18=12%

d NM:LM=4:10,LN=16dus LM=13-16=113en NM == 16 =43

BC 4
U1 ABCD ~ AEBD met vergrotingsfactor 3
= A= gl —x 4 g2
DE=4-3=53en BE=5-7=063 5
AAEB~ ABCD met vergrotingsfactor A _ 6—5 = 2—0
BIOHNA cD 3 9

AB=4-2=8%en 4E=5-L=11}(en4aC=13%en CE=38})

U2 a DM=r—-4

b CD?>+ DM?>= MC? geeft 8 + (r—4)?=r2
64+7r2—8r+16=1r>
80 = 8r
r=10

¢ AC=142+82=180=45
BD=DM+ MB=6+10=16
BC = {82 + 162 =320 = 85

d AB=AD+BD=4+16=20
AB? =400
AC? + BC? =80 + 320 = 400
Omdat AC? + BC? = AB? volgt hieruit dat A4BC rechthoekig is met
ZACB=90°

9.2 Sinusregel

intro Je kunt een hoogtelijn vanuit de voet van de toren in de bovenste driehoek
tekenen. Je weet de hoek bij de top van de toren dus kun je de lengte van
deze hoogtelijn en vervolgens de afstand vanaf het punt op het strand naar
de voet van de toren uitrekenen. Met die afstand kun je in de onderste
driehoek dan de hoogte van de duintop berekenen.

RS
8 a sin(64°) = D) dus RS =12 -sin(64°) = 10,785... = 10,79

RS 10,785... .
E— Tdus £0 =46

ZPRO =~ 180° — 64° — 46° = 70°
68 Hoofdstuk 9 Afstanden en hoeken © Noordhoff Uitgevers bv
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10 a

cos(64°) = 11)—2S dus PS =12 cos(64°) = 5.260... = 5,26

S
cos(46°) = %— dus QS = 15-cos(46°) = 10,42

PO =5260... + 10,424... = 15,69
PO 1569
sin(ZR)  sin(70°)
OR 15
sin(ZP)  sin(64°)
PR 12
sin(£0Q)  sin(46°)

16,7

16,7

16,7

o
A

h
sin(or) = 5 dus /1 = b - sin(o)

sin(B) = % dus i =a-sin(B)

Omdat 7 = a - sin(B) en 4 = b - sin(ox) volgt hieruit dat

o+ sin(B) = b -sin(a) a - sin(p) b sin(c)
Beide kazten dele; door sin(ov) en sin(P) geeft sin(@) - sin(B) = ) @)
Gl sin(or) - sin(f3)

Om dat te bewijzen heb je de hoogtelijn vanuit 4 nodig.

b 5 g 5+ sin(88°)
= ush=————
sin(88°)  sin(49°) sin(49°)
y=180° — 49° — 88° =43°

= 6,6 ofwel AC=6,6

i 5 5+ sin(43°)
: =— dusc=——=4,50fwel AB=4,5
sin(43°)  sin(49°) sin(49°)
17 13 13 - sin(79°)

= dus sin(B) = ————==0,750... en P ~ 49°
Sn(79%) _ sin(p) O 0B 17 ’ en B
= 180° — 79° — 49° = 52°

17 c 17 - sin(52°)

- dus e = —————22 13,6 ofwel AB=~ 13,6
sin(79°)  sin(52°) © ¢ T T sin(79°) IR :
B =180° — 67° — 53° = 60°

a 45 45 - sin(67°)

= dusa=———""2 478 ofwel BC ~ 47,8
Sin(67°)  sin(60°) o sin(60°) -0 OTwe :

¢ 45 45 - sin(53°)

= dus ¢ = —————= 41,5 ofwel AB=41.5
sin(53°)  sin(60°) © ¢ T sin(60°) e ’

2 14  12-sin(82°) .
SO = Sn(82°) dus sin(a) = 2 =0,848...en o0 = 58
B = 180° — 82° — 58° = 40°

b 14 14 sin(40°)

= dus h=—————=9,1 ofwel 4C=9,1

sin(40°)  sin(82°) ° sin(82°) > On® ’
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PN
11 a cos(65°) = Tdus PN =7+co0s(65°)=2,958... 3,0
SN
sin(65°) = - dus SN =7-sin(65°)=6.344... = 6,3

b RN=\172-6344..2=15771...~158

PR=PN+ RN=2958...+15771...~ 18,7

717
¢ Sin(ZPRS) _ sin(65°)
. 7 * sin(65°)
sin(£ZPRS) = 17 =0,373... dus LZPRS=21,912...°en
ZPSR=180°—65°—-21,912...°=93,087...°
PR _ 17, 170sin03087..0) o
5in(93,087..°)  sm(65°) N T T Sin(essy
6 13
12 a — =—
sin(23°)  sin(£B)
. 13 -sin(23°)
sin(£B) = % 0.84... dus ZB = 58°
6 13
b dus sin(£B) = 0,84...

sin(23°) _ sin(ZB)
¢ sin(180° — 58°) = 0,848... en sin(58°) = 0,848...
ZB=180°— 58°=122°

13 C
12 10
10
30°
A B, B,
0 12

sin(30°)  sin(Z£B)

. 12+ sin(30°)
sin(£B) = 10 =0,6 dus £B, =37° of £B, =~ 180° —37° = 143°

F
N2
6
30°
D E
6 12

sin(30°) sin(£E)

. 12+ sin(30°)
sin(£E) = % =1dus ZE=90°
De andere mogelijkheid zou ££, = 180° —90° = 90°, dus is er maar én
mogelijkheid voor ZE.

Driehoek DEF is dus door deze gegevens vastgelegd en voor driehoek ABC
zijn er twee mogelijkheden.
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14 a

010 a

012 a

U3 a

10 OR

sin(£0Q)  sin(30°)
QR - sin(£Q) =10 - sin(30°)
OR-sin(£0)=10-1
OR-sin(£0)=5
) 5
sin(£Q) = a
Als QR < 5 dan sin(£Q) > 1 en dat kan niet.
Er zijn twee mogelijkheden voor ZQ als 0 < sin(£Q) < 1 dus als QR > 5.

a _ 10
sin(73°)  sin(32°)
_ 10 +sin(73°)

= 18,0
sin(32°) ’
y=180° —73° — 32° =75°
10 10 + sin(75°
- == < dusc=$=18,2
sin(32°)  sin(75°) sin(32°)
5 8
sin(27°)  sin(P)
. 8 +8in(27°)
sin(B) = T: 0.7263... ~0,726

B =sin"1(0,7263...) = 46.58...° = 47°

180° — 46,58...° = 133.41...°

sin(133.4...°) = 0,7263... dus sin(180° — f3) = sin( ).
driehoek 1:

B =47° geeft y=180° — 27° — 47° = 106°

3 B e A g 5+ sin(106°) 108
sin(27°)  sin(106°) © P T CT Ty
driehoek 2:

B =133° geeft y= 180° — 27° — 133° = 20°
5 c 5 - 5in(20°)
= dus AB=¢c=———-=328
sin(27°)  sin20°) © T CT Tane)

LABM = ZBAM =0 en LZACM = LCAM = o,
LAMB=180°-2+0,en ZAMC=180°-2-0,
dus ZBMC = 360° — (180° — 2¢;) — (180° — 2a,) = 201, + 20,
ABMC is gelijkbenig dus de middelloodlijn M E is tevens bissectrice van
ZBMC en daaruit volgt ZCME = % Qo +20,) =0, + o, =0

CE
in ACME geldt sin(£LCME) = T

o L CE

LCME=u,CE= %a en CM = R, dit invullen in sin(ZCME) = e geeft

ba
sin(or) = R p
aaruit volg sin(o) = ;¢ ofwe 2sin(or)
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9.3 Cosinusregel

intro  Bij de tweede driehoek kun je £C direct berekenen met de sinusregel.
Bij de eerste en derde driehoek moet je eerst de hoogtelijn vanuit C (of 4) tekenen,
vervolgens de zijde er tegenover lengte x en 8 — x noemen (of x en 5 — x). Door twee
keer de stelling van Pythagoras toe te passen kun je x berekenen en vervolgens ZC.

15 a ZC=180°—90° — 40° = 50°
: BC .
sin(40°) = ) dus BC =8-sin(40°) = 5,142... = 5,1

AB
cos(40°) = Ky dus 4B =28 -cos(40°)=6,128...= 6,1

o

BC\* [AB\* BC? AB* BC>+ AB?
(sin(@))”+ (eos(e)) (AC) AC) ACT T ACt T aAC?

¢ AABC is rechthoekig dus BC? + AB> = AC2.

BCA4 482 A ]

AC? AC?

Dit invullen geeft (sin(o))* + (cos(o))* =

CD
16 a sin(80°) = T dus CD =10 - sin(80°) = 9,848... = 9.8

o

AD
cos(80°) = To dus AD=10-cos(80°)=1,736...=1,7
BD=15-1,736...=13,26...=13.3

BC=19.848..2+ 1326..2~ 16,5

(2]

17 a sin(o) = % dus CD = b+ sin(ov)

AD
cos(o) = & dus AD=bh-cos(o)en BD =c¢— b cos(a)

b De antwoorden van opgave a invullen in BC? = CD? + BD? geeft
a* = (b *sin(o))? + (¢ — b * cos(o))?

haakjes wegwerken

a*>=b - (sin(o))? + ¢ =2+ b+ ¢+ cos(a) + b** (cos(o))?

a? = b2+ (sin(or))? + b2 - (cos())2 + c2 =2+ h - ¢~ cos(w)

a* = b* - ((sin())® + (cos(a))?) + ¢ — 2+ b - ¢ - cos(or)
a*=h*1+c2=2+bh-c*cos(a)

a?=h>+c2—2-bh-c-cos(or)

(2]

18 a c

39°
A 13 B

Neem de cosinusregel met ¢ = BC:
a?=b>+C2=2+b-c-cos(a)
a*>=152+192-2-15+19+cos(39°) = 143,02...

BC=a=+143,02...~ 12,0
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b QR?>=352+132-2-35:13-cos(85°) = 1314,68...
QR =+1314,68... = 36,3

¢ Neem de cosinusregel met o0 = ZL:
KM?=KIL>+ LM? -2+ KL LM - cos(x)
122=152+182-2-15+18 * cos(ow)
144 = 549 — 540 - cos(ov)
540 « cos(or) = 405
cos(a) = % geeft o = LL =41°
Neem nu de cosinusregel met oo = ZM:
KL>=KM*+ LM?> =2+ KM+ LM - cos(ct)
152=122+182—-2+12-18* cos(c)
225 =468 — 432 - cos(o)
432 - cos(or) = 243

cos(o) = % geeft oo = ZM = 56°

19 a 2=a>+h*—2-a-b-cos(y)
652 =332+ 562 — 2+ 3356 cos(y)
4225 = 4225 — 3696 * cos()
3696 - cos(y) =0
cos(y) =0 dus y=90°
b Driehoek 4BC is rechthoekig.
Als y=90° dan geldt
c2=a>+bh>—=2+a+b-cos(90°)
c2=a*+b*—=2+a-b-0ofwel ¢? =a*+ b*

20 a 9°=14>+82—2-14-8-cos(LF)
81 = 260 — 224 - cos(LF)
224 - cos(£LF) =179
179

CoS(LF) = 557 geeft LF=136,95...° = 37°

§ 9
sin(ZE)  sin(36.,95...°)

. 8 -+ 5in(36,95...°)
sin(£ZE) = 5 dus ZE = 32°

c 142=92+82-2-9-8-cos(LD)
196 = 145 — 144 - cos(£D)
144 « cos(£D) = —51

d ZD=cos™!(-35) =110,59..° < 111°

LD+ ZE+ /ZF=111° +32° + 37° = 180°

21 a De stompe hoek ligt tegenover de langste zijde, dus tegenover zijde ST.
Dan is ZU de stompe hoek.
b 132=62+92-2-6+9-cos(£LU)
169 =117 - 108 - cos(£LU)
108 « cos(£LU) =52

cos(LU) = —1% geeft LZU=118,78...° ~ 119°

22 a AH=\R+4=5
AF =122 + £ =160
FH =122+ 32 =153

© Noordhoff Uitgevers bv
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(\fﬁ)z = (M)z +52-2+4160+ 5+ cos(£A)

153 = 185 — 10160 - cos(£A)

32
104160
52= (M)z + (\fﬁ)z —2-4/160 - \153 - cos(LF)

25=313-2+4160+y153 - cos(£LA4)
24160 - \153 - cos(£LF) = 288
cos(£LF) = 88 dus £F=23,02...°=23°

24160 - 153

ZH=180° —7534...° — 23,02...° ~ 82°

cos(£LA)= geeft £/A4=7534..°=75°

o

21

57%

P 1 R
PR=h,danis PO =c¢
PO?*=212+112-2+21+11-cos(57°)
PQ? =441+ 121 — 462 cos(57°)
PQ*=31037...

PR=#31037...= 17817 = 116
Kies QR=a, PR=ben PO =c¢
CP=a?+h*—2-a-b-cos(y)
152=122+112-2-12-11-cos(£R)
225 =265— 264 - cos(£R)

264 - cos(£R) =40

cos(£LR) = 2—1% = 353

ZR =cos™}(Z)=81,285...°~81°

Bereken eerst cos(£A4) in AABC:
82=924+72-2-9-7-cos(LA)
64=81+49—-126-cos(£LA)

126 * cos(£A) = 66

cos(£LA)= %

Bereken CDin AADC:
CD?=32+72-2+3+7+cos(LA)
CD*=9+49 — 42 cos(LA)
CD*=58-42-£ =36
CD=36=6
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US a 152=102+92-2-10+9cos(£C)
180+ cos(£LC) = —44

cos(£C) =~ dus £C = 104,149...° =~ 104°

102=1524+92-2-15+9-cos(£LB)
270 « cos(£B) = 206
cos(£B) = %g—g geeft £B=40,273...° = 40°
ZA=180°—104,149...° — 40,273...° = 36°
b &?=h+c2-2+bh c*cos(on)
Alsa?> b2+ c2danis2-h-c-cos(a) <0
Daaruit volgt dat cos(ar) < 0 en dat betekent dat £4 = o, > 90°

9.4 Meetkunde in een rooster

intro (5, =5), (=5, 5), (=5, =5), (1, 7), (=1, 7), (1, =Ty en (=1, =7)

23 a AC=\72+22=153=73
AB=62+62=12=8,5
BC=12+42=\17=4,
T = (2 + (7 2727 oz

53 =89 — 2472417+ cos(£B)
2-72 /17 - cos(£B) = 36

36
cos(£LB) = ———=dus LB = 59,036...° = 59°
(£B) 2472417

(VT = (V33)" + (V72)" — 2 V83 -2 - cos( L)
17=125-2+453+472 * cos(LA)
2+4/53 472 - cos(£A) = 108

108
cos(£LA)= ———=dus £A4=29,054... = 29°
(£4) 2453472
ZC=180°—59,036...° — 29,054...° =92°

o

(2]

24 a KM=\#+62=+52
ML=422+32=413
KL=82+12=+65

(@)2 + (\[ﬁ)z = (\[E)z geeft 52 + 13 = 65 dus KM? + ML? = KI?en
daaruit volgt dat AKLM rechthoekig is.
De oppervlakte is % KM« ML= % \52+4/13=13.
3--1 4 2
3--3 6 3
0-3_=3
53 2
e % . —% =—1dus KM L ML waaruit volgt dat ZM = 90°.

o

n

d De richtingscoéfficiént van KM =

De richtingscoéfficiént van ML =

25 a De richtingscoéfficiént van de loodlijn is 2 en een vergelijking is y = 2x + b.
De loodlijn gaat door C(7, 8) dus 8 =27+ h.
Dan is » = —6 en een vergelijking van de loodlijn uit Cis y =2x — 6.
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27 a
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Een vergelijking van ABis y = —%x +4.
AB snijden met de loodlijn uit C geeft:
—%x +4=2x-6

-21x=-10

x=4

y=-t-a+4=2

Het snijpunt van 4B met de loodlijn vit Cis S(4, 2).

d(C, AB)=d(C, S) = \(T— 42+ (8- 22 =32+ 62 =45 =35

AB= 62 +32= 45

De oppervlakte van AABC is % *AB-CS= % : \IE : \f&E = 22%

0-2 -2 1
6-0 6 3

De richtingscoéfficiént van m is 3 en —% 3=—1ldusml AB.

Het midden van ABis (3, 1).

(3, ) invullen in m : v = 3x — 8 geeft 1 =3+ 3 — 8 dit klopt.

m gaat door het midden van AB.

Hieruit volgt dat m de middelloodlijn is van lijnstuk A4B.

Een punt op m : v = 3x — 8 is bijvoorbeeld P(0, —8).

De afstand tussen 4(0, 2) en P(0, —8)is AP =10

De afstand tussen B(6,0) en P(0, —8) is BP = 6> + 82 =10 dus AP = BP

De richtingscoéfficiént van 4B is

De afstand tussen 4(0, 2) en X(gq, 3¢ — 8)is AX = \j(q - 02+ (3¢g—8—2)>

AX =g+ (3¢ — 10)?

AX = g? +9¢2 — 60g + 100

AX = 10g% = 60g + 100
De afstand tussen B(6, 0) en X(g, 3¢ — 8)is BX = \/(q -6)2+ (3¢ —8—-0)

BX =g?— 12¢ + 36 + 9¢> — 43¢ + 64

BX = 1042 — 60g + 100
Dus AX = BX voor elke waarde van q.

PO =182+ 12=+65
OR =12+ 82 =65

PO = QR dus APQR is gelijkbenig.

3 : 3 = _7—7 = —1 dus de richtingscoéfficiént
van n is 1. Een vergelijking van nis y = x + b.

De codrdinaten van Q(8, 10) invullen geeft 10 =8 + b dus h = 2.

n:y=x+2

Het midden van PR is M(S% i A %)

5%= 3%+ 2 dus M ligt op n.

n staat loodrecht op PR en gaat door het midden van PR, dat betekent dat n
de middelloodlijn is van PR.

De richtingscoéfficiént van PR is

Hoofdstuk 9 Afstanden en hoeken
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28 a

29 a

30 a

Alle punten op gelijke afstand van P en Q liggen op de middelloodlijn van PQ.

De richtingscoéfficiént van PQ is ! = l, dus de richtingscoéfficiént van
demiddelloodlinvan Fois—8. 0 B

y=—8x + b gaat door S(4, 9%), het midden van PQ, dus

91=—-8-4+5p

b=91+32=411

Een vergelijking van de middelloodlijn van PQ is y = —8x + 41%

N is het snijpunt van de middelloodlijn met de x-as.

—8x+413=0

8x =415

X = 513_6
N is het punt (513—6, 0).

x = ainvullen bij y = 2x geeft y , = 2a dus de codrdinaten van A zijn (a, 2a).

AP = (11 = a) + (0 — 2a)?

AP =121 - 22a + & + Ad>

AP =\5a2 - 22a + 121
AP=13
\/5a2—22a+ 121 =13
542 — 224+ 121 = 169
S5a2—22a—48=0
D=222-4-5--48 = 1444

22 ++/1444 22 —+/1444

TEE L T

a
x=pgeeft2p+y=10ofwel y=10-2p
De codrdinaten van P zijn dus (p, 10 — 2p).

OP=\p*+ (10— 2p)

OP = \p? + 100 — 40p + 4p°
OP =+5p> — 40p + 100
OP =5 geeft Y5p? — 40p + 100 = 5

5pr —40p + 100 =25

S5p2—40p+75=0

pP—8p+15=0

(p=3)p-5=0

p=3of p=5

De richtingscoéfficiént van m is —2
10-2p

De richtingscoéfficiént van OP is

10-2p

OPFP 1 mdus -2=-1

—20+4p

p
=20+4p=—p
S5p=20
p=4

De codrdinaten van P(2, 6) invullen geeft =3 -2+ 12 = 6, dit klopt dus
P ligt op n.
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028
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De richtingscoétficiént van /is —1, die van een loodlijn op /is dan 1.

Dus voor de loodlijn geldt y = x + b. Deze loodlijn gaat door Pdus6=2+5
ofwel b = 4. Een vergelijking van de loodlijn op /door Pis y=x+4
Snijden met / geeft x + 4 = —x + 4 dus x = 0. Het snijpunt is 5(0. 4).

d(P, 1)=PS=v2 + 2 =8=2{2

De richtingscoéfficiént van m is 7 dus een vergelijking van een loodlijn op
misy= —%x + h. Deze loodlijn gaat door P(2, 6) dus 6 = —% + 2 + b ofwel
b= 6% Een vergelijking van de loodlijn op m door Pis y = —%x + 6%
Snijden met m geeft 7x — 28 = —%x + 6%

Tix =342

xX= 4;l

y=T7- 4% —-28= 5% dus het snijpunt is T(4;1, 5%)

d(r.m)= rT =\ < -8

De richtingscoéfficiént van /is —1 dus / maakt een hoek van 45° met de x-as.
De richtingscoéfficiént van n is —3 dus » maakt een hoek van

tan~!(3) = 71,56...° met de x-as. Hieruit volgt Z(/, n) = 71,56...° — 45° = 27°.
De richtingscoéfficiént van »z is 7 dus m maakt een

hoek van tan~}(7) = 81,86...° met de x-as.

Hieruit volgt Z(m, n) = 180° — 81,86...° — 71,56...° = 27°.

n is de bissectrice van één van de hoeken die /en m met elkaar maken.

-6 _ —_6_
2--1 3
y=—-2x+bdoor(2,0)dus 0 =-2-2+ b waaruit volgt b =4
Een vergelijking van /is y = —2x + 4.

rc,* —2=-1dus rcn=%

V= %x + b door R(3,5)dus 5= % * 3 + h waaruit volgt b = 3%

-2

De richtingscoéfficiént is

s i 1
Een vergelijking van nis y = 5x + 33
_ =1 1

2x+4=3x+35

. (—
25x=—

wn|—

x:
y= —2-%+4 = S%dus het snijpunt is S(% \ 3%)

(k)= x5 ==+ (5-37 = V23 + (1 = %
PO=AQ2--1P+ (0~ 6= 3+ (62 =45
De oppervlakte van APQR is % ‘PO RS= % . \IE . '\l;% = 10%

PO=1(0-pP+(6-p)
PO =p?+36—12p + p?
PO=\2p2—12p+36
\2p? - 12p + 36 =50

2p2 = 12p + 36 = 50
22— 12p—14=0

pr—6p—7=0
(p—Np+1)=0
p=Tof p=-1

P(7,7) of P(-1,-1)
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U6 a BP=1(x— 112+ (y—3)
b (x—3P+(y-5¢=(x—-11)2+(y—3)?
X2—6x+9+12—10p+25=x2-22x+ 121 + 12— 6y +9
—6x — 10y +34=-22x — 6y + 130
—4y=-16x+ 96
y=4x—-24
Hieruit volgt dat alle punten P op de rechte lijn y = 4x — 24 liggen.

_ 1 e
=5 4enomda.t4 3 = —1staat de

lijn uit opdracht b loodrecht op AB. Het midden van ABis M(7, 4).
4=4-7-24 kloptdus M(7, 4) ligt op de lijn y = 4x — 24,
Hieruit volgt dat y = 4x — 24 de middelloodlijn is van AB.

¢ Derichtingscoéfficiént van AB is

9.5 Een aanpak kiezen

intro Controleren of M het midden van BC is en dan met behulp van de
richtingscoéfficiénten controleren of 4 M loodrecht staat op BC, of dit
doen door goniometrie te gebruiken. Ook zou je dit kunnen doen door de
afstanden AB en AC te berekenen.

s _1 1
4__3=Tdusl:y=—5x+b

De codrdinaten van B(4, 1) invullen geeft 1 = —% 4+ b ofwel b= 1?,—

31 a De richtingscoéfficiént van /is

Een vergelijking van /is y = —%x + 1%
o L .4-2 2 1 1
b De richtingscoéfficiént van m is o = S = 3 dusm:y=3x+b
De codrdinaten van 4(—3, 2) invullen geeft 2 = % =3+ bhofwelh=3
Een vergelijking van m is y = %x +3
¢ Stel n is een horizontale lijn door A.
(1, n)=tan"(})=8,13..°

Z(m,n)=tan"}(3) = 18,43...°
Z(,m)=1843...° +8,13..°% 27°

AB=\T2+12=450
AC =162 +22=440
BC=12+32=410

AABC is rechthoekig omdat AC? + BC2 = AB?

Bc\/—

sm(ABAC)— =—dus L(BAC)=27°

\[_

o

—-4-2 -6 -3
32 a Derichti éfficient van PQ i =—=—
a De richtingscoéfficiént van PQ is -2 a >
Een vergelijking van PQ is y = —l%x -4
3-2 1
b De richtingscoéfficiént van PR is — == dus y= 8 x+h
—4+bofwe1b—2§

P(—4,2) ligtopdelijndus 2 =

1,
8
Een vergelijking van PR is y = % + 21

© Noordhoff Uitgevers bv
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¢ Stel/is een horizontale lijn door P.
Z(PR, ) =tan"}(})=7,125..°

(1, Q) = tan™1(3) = 56,309...°
Z(PQ, PR) =7,125...° + 56,309...° = 63°

d PR=182+12=165
PQ =42+ 62 =452
OR = {42 + 72 =65

PR = QR dus APQR is gelijkbenig.
—-4+0 2+—4
2 * 2
3P0 352

PR 465

-1-0 1
10--3 13
D e . . 1=-0 1

De richtingscoéfficiént van lijn AC is 33 = P
L==1 _ &
3-10 7
b tan(Z(AB. x-as)) = % dus Z(AB, x-as) = 4,398...°

e Het midden van P(—4, 2) en Q(0, —4) is

) ofwel M(-2,-1)

f Indriehoek PMR geldt cos(LQPR) = dus ZQPR=63°

33 a De richtingscoéfficiént van lijn AB is

De richtingscoéfficiént van lijn BC is

tan(Z(AC, x-as)) = ¢ dus Z(AC, x-as) = 9,462...°
ZA=L(AB, AC)=4,398...° +9.462...° = 13,861...° = 14°
tan(Z(BC, x-as)) = 2 dus Z(BC, x-as) = 15,945...°
ZB=/(AB, BC)=15,945...° —4,398...° = 11,546...° = 12°
ZC=180° —13,861...° — 11,546...° = 155°

¢ AB= \/132 +12=4170
AC=62+12=137
BC=y72+22=153

53 =170 + 37 — 2-170 - 37 - cos(£LA)
2-4170 - 37 - cos(£A) = 154

154
cos(LA)=———dus L4 =13,861...°= 14°
(£4) 24170 437

37=170+ 53 = 2-4/170 - y/53 - cos(£B)
2+4/170 - 453 * cos(£B) = 186

186
cos(£LB)=————dus £LB=11,546...° = 12°
(«B) 2-4/170 - 453

ZC=180°—-13.861...°—11,546...° = 155°

34  /POT=180°—25°=155°

ZPTQ =180° — 19° — 155° = 6°

_ 50
sin(19°)  sin(6°)

De sinusregel in A PQT toepassen geeft

_50-sin(19°) |5
Cosin(e®) T

hoogtetoren
oT
hoogtetoren = Q7'+ sin(25°) = 155,731... * sin(25°) = 66 meter
80 Hoofdstuk 9 Afstanden en hoeken © Noordhoff Uitgevers bv
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35 a

36

37

035 a

A(b —20,0) 0-38 3
De richtingscoéfficiént van AC is 520 -0 b=20
v L . 0-8 -8
De richtingscoéfficiént van BC'is =—
h—0 b
-8 -8

AC 1 BC dus b= 20 .T_ =]

64
b2 —20b
64 = —h% + 20b
b2 —=20b+64=0
(h—4)b—-16)=0
h=4of h=16

Z0AC=90° - £0CAen LZOCB=90° — £0CA dus LZO0AC = ~£0CB.
Verder geldt LZAOC = ZBOC=90° dus AAOC~ ACOB.

, - 5, i (0] AO 8 20-4h
Omdat de driechoeken gelijkvormig zijn geldt OB CO dus 5§
Daaruit volgt 20b — b = 64 ofwel b2 — 20b + 64 =0
b—4Hb—-16)=0
b=4o0f b=16

ZBAD=172° = 36°
ZADB=180° — 72° — 36° = 72°
Dus AABD is gelijkbenig en hieruit volgt AB= AD =4,
ZC=180°—72° —72° = 36°
AC 4
sin(72°)  sin(36°)
4 - 5in(72°)
=—=6065
sin(36°)

BC=AC=6,5

De trisectrices delen de hoeken 4, B en C elk in drie hoeken van 20°.
ZARB=180° —20° — 20° = 140°
AR 6 _ 6-5in(20°)

= dus AR =3,192...
sin(20°)  sin(140°) sin(140°)
ZARQ = % =80°
R 3,192... -+ sin(20°
; o = 3.’192 dus QR = A Sin(20°) = 1,1
sin(20°)  sin(80°) sin(80°)

PR=P0O=0QR=~1.,1

AD =62 - 52 =411
ZCAD =90° — ZACD en ook ZBCD =90° — LACD.
Beide driehoeken hebben een hoek van 90° en LZCAD = ZBCD.

ACAD ’AD=\IH | CD=5 |CA=6
ABCD | CD=5 |BD= |BC=
: . G 3
De vergrotingsfactor van ACAD naar ABCD is — = —dus
AD 11

BD=5-—==~75

N
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—§——1 -4 1
U7 a De richtingscoéfficiént van AB is e =R ol omdat
re; rcAB=2-—%= —1 geldt /L AB.
. L f=2+6 —~1+-5
Het midden van 4B is > T 3 dus (2, —3).

De codrdinaten van dit punt invullen in y =2x — 7 geeft -3=2-2-7
Dit klopt, dus / gaat ook door het midden van 4B en is daardoor de
middelloodlijn van AB.

b AX=\(p—-22+Q2p—T-—1)

AX=A(p+2)2+(2p - 6)?

AX=\p> +4p+4+4p> — 24p+36

AX = \5p> = 20p + 40

BX=V(p-62+@2p—7--52

BX=1(p—6)2+(2p - 2)

BX=‘\lp2—12p+36+4p2—8p+4

BX =15p - 20p + 40

Dus AX = BX voor elke waarde van p.

2p—-7--1 2p-—6
p—-2  p+2
2—~7—-5 2p—2
p=6  p=6
W~ -2
p+2.pT6_

¢ De richtingscoéfficiént van 4X is

De richtingscoéfficiént van BX is

Als AX | BX dan moet gelden

4p2—1l6p+12
pP—4p-12
4p - 16p+12=—p?> +4p+12
5p2=20p=0
Sp(p—4)=0
p=0of p=4
d AABX is gelijkzijdig als AB= AX(= BX)

e

AX=\(p=-27Qp = 7= =12 =\(p + 212+ (2p — 6
(p+2y+(2p—6)>=80
p>H4Ap+4+4p>—24p +36 =80

5p?—=20p—40=0

pP—4p—8=0
D=(—42—-4-1- —8=48
4 ++/48 4 —+/48
p= 2\,_=5,5 of p= 2\[_=—1,5
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9.6 Gemengde opdrachten

38 a

39 a

12 13
sin(o)  sin(93°)

_ 12 - sin(93°)
sin(0) = ——=——=0,921.... dus .= 67,192...° = 67°
v=180° — 93° — 67,192...° = 19,807...° = 20°

c 13
sin(19,807...°)  sin(93°)
13 +5in(19.807...°)

44
sin(93°)
ZB=180°—22°—-79°=179°
BC 14

sin(22°)  sin(79°)
14 - sin(22°)
=53
sin(79°)
£ZB=ZC dus AABC is gelijkbenig en hieruit volgt AB=AC =14
3,32=562+ 6,52 —2+5,6+6,5+ cos(o)
72,8 - cos(or) = 62,72
62,72
72,8
56 3.3
sin(B)  sin(30,510...°)
_ 5.6+ 5in(30,510...°)
sin(B) = =
v=180° — 30,510...° — 59,489...° = 90°

cos(a) = dus o = 30,510...° = 31°

dus = 59,489...° = 59°

KL =(6— =T+ (=3 — 3)2 = 132 + (=6)? = 205
KM=(5--72+(8-32=1122+52=169 = 13
LM=(5-62+(8--32=1(-1)2+112=+122
\2052 = 132 +4/1222 — 2+ 13 -\[122 - cos(£L M)
205=169 + 122 — 2+ 13 +/122 - cos(£L M)

26 - \122cos(£/ M) = 86

cos(£M)=0,299... dus LM =72,574...° =73°

13 \}205
sin(ZL)  sin(72,574...°)
13 - sin(72,574...°)

4205

ZK=180° — 72,574...° — 60,030...° = 47°

sin(£L) = =0,866... dus ZL = 60,030...° = 60°

MN
sin(£L) = T dus

MN = LM - sin(£L) =~122 - sin(60,030...°) = 9,56... = 9,6
De oppervlakte van AKLM is % KL+ MN= % 4205+ 9,56... = 68,5

© Noordhoff Uitgevers bv
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41 a

42
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122 + 162 =400 dus PR? + QR? = PQ?. Hieruit volgt dat ZPRQ = 90°.
122=202+ 162 - 2-20 - 16 - cos(£LQ)

144 = 400 + 256 — 2+ 20+ 16 - cos(£0)

640 - cos(£Q) =512

cos(LQ)=%

in ASOR geldt RS2=162+152-2-16-15-cos(£0)
RS?=256+225—2+16+15+22 =97 dus RS =97 = 9,85
in ATOR geldt RT2 =162+ 102 —2+16+ 10 cos(£LQ)
RT2=256+100 -2+ 1610+ 22 = 100 dus RT=~100= 10
in AUQR geldt RU2=16>+52=2+16-5"cos(£0)
RU2=256+25-2+16+5+22 =153 dus RU=+153~ 12,37

De richtingscoéfficiént van /_, is —1 dus de richtingscoéfficiént van m is 1.
m gaat door A(0, 10) dus een vergelijking van m is y = x + 10.

x+10=-x
2x=-10
x=-5
y=-5+10=5

Het snijpunt is S(—35, 5).
BS=4(0-—52+(5-52=152+02=425=5

De richtingscoéfficiént van /, is 4 dus de richtingscoéfficiént van m is —%.
m gaat door A(0, 10) dus een vergelijking van m is y = —%x + 10.

—-1"x+]0 4x

—4 x=-10
—10 6

x=—=2=
_4% 17

7
Het snijpunt is S(2 17 s 9—7).

- 6\2 7\ _ e
BS =285 0) + (o~ 5 =(25) + (4] =25 =5
Het vermoeden is dat de punten S allemaal op afstand 5 van punt B liggen
dus op een cirkel met middelpunt B en straal 5.

ZC=180°—68° —42° =70°

50  AC iy A= 50 -sin(42°) 38T
sin(70°)  sin(42°) © 4T T Tain(70°) T
De breedte van het kanaal is de lengte van de hoogtelijn uit C op 4B.
breedte
in(68°) =
sin(68°) 1C

De breedte van het kanaal is AC - sin(68°) = 35,603... - sin(68°) = 33,0 meter.
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Onderzoeksopdrachten

43

44 a

59°
A
9 e 71

D 76 B

Teken een rechthoek zoals in de tekening hierboven.
Om de codrdinaten van punt C te berekenen heb je ZCAFE en AC nodig.
De lengte van AD = 384 — 375 =9 en van BD = 208 — 162 = 46.
ZDAB=tan (%) =78,929...°
ZCAE=180° —59° —78,929...° =42.070...°
AB =462 + 92 =2197 en LACB = 180° — 59° — 71° = 50°

Ac 2197

sin(71°) _ sin(50°)

De sinusregel in A ABC geeft

sin(71°) + 42197
T sin(500)
Bereken nu AEen ECin AACE:
AE=AC+cos(LCAE) = 57,853... - cos(42,070...°) = 42,9
EC=AC-sin(£LCAE) = 57,853... » sin(42,070...°) = 38,8
De codrdinaten van C zijn (162 + 38,8;384 + 42.9) = (200,8; 426,9).

=57,853...

34=25+9=52+32dus @ is de lengte van de lange zijde van de
rechthoekige driehoek met rechthoekszijden van lengte 5 en 3.
7=16—-9=42-32dus \ﬁ is de lengte van één van de rechthoekszijden van
een rechthoekige driechoek met een lange zijde van lengte 4 en een zijde van
lengte 3.

© Noordhoff Uitgevers bv
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b Bij methode I geldt dat a de som is van twee kwadraten, bij methode I is @
het verschil van twee kwadraten. Je moet dus op zoek naar mogelijkheden
om « te schrijven als som of verschil van twee kwadraten.

1 is een kwadraat 16 is een kwadraat
=124 12 17=92-8
3=22-12 18=32+32

4 is een kwadraat 19=102-92
S=12% P ol § =322 20=62—-42

6 kan niet 21=112-102
T=42-732 22 kan niet
8§=34—12 of § =224+ 22 23=122—112

9 is een kwadraat 24=52-12
10=32+12 25 is een kwadraat
11=62-52 26=52+12
12=42-22 27=142-132
13=72-62 28=82-62

14 kan niet 29=152-142
15=82—~P ol 15=42—12 30 kan niet

Samenvatting

51 ZBAS=/ZDMS en ZABS = ZMDS (Z-hoeken), dus AABS ~ AMDS
AABS |AB=13 |BS=x |AS=...

AMDS ’M1)=6§ ‘DS=12—x ‘MS=...

. _AB 63 1
De vergrotingsfactor van AABS naar AMDS is ——=—=—
1 MD 13 2
65x=13(12— x)
61x=156-13x
191x =156 - 13x

156
x=BS=1—=8enDS=12—8=4

9
BC 11 11 - sin(42°)

: = dus i )
sin(42°) sin(81°) sin(81°)
ZB=180°—42° —81°=57°

AC 11 11-sin(57°

: == dus = _—()z 9.3

sin(57°)  sin(81°) sin(81°)
13 10
sin(ZR)  sin(48°%)

) 13 - 5in(48°)
sin(£ZR) = T: 0,966... dus ZR =75,036...°
ZQ = 180° — 48° —75,036...° = 56,963...° = 57°

PR 10

$in(56,963..°) _ sin(48°)
_ 10-5in(56,963...%)
a sin(48°)

PR ~11,3
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S3 a

S4

Sh a

52=72492-2:7+9-cos(£LC) 72=52492-2:5:9cos(LA)
25=49+81—2+7+9-cos(£LC) 49=25+81—-2+5-9-cos(LA)
126+ cos(£C) =105 90 - cos(£A) =57

cos(£C)= %—g—g— cos(£LA) =g%
ZC=33,557...°=34° Z£A4=50,703...° = 51°

ZB=180° — 33,557...° = 50,703...° = 96°
LM2=152+72—-2+15+7+cos(117°) = 369,338...
LM =+369,338... = 19,2

Een punt P op / heeft codrdinaten P(a, 2a).

AP =25 — a)® + (0 — 2a)

AP =625 — 50a + a? + 4d>

AP = \/5(12 —50a + 625
OP = \a* + (2a)* ofwel OP = \54°

AP =2+ OP geeft

V542 — S0a + 625 =2 - Y542
542 — 50a + 625 = 4 - 542
15a* + 50a — 625=0
32+ 10a—125=0
D=102-4-3--125= 1600

—10 ++/1600 —10 — 41600
:TZSOfa:T

1
a 3

De gezochte punten zijn P(5, 10) en Q(—S% 5 —16%).

ABCD is gelijkbenig en rechthoekig dus ZCBD = 45°,
AABC s gelijkzijdig dus £ABD = 60° + 45° = 105°.
De sinusregel in AA4BD geeft:

: AD = = 8 e s 8- ‘i;ln(105°)
sin(105°)  sin(45°) sin(45°)
M is het midden van BC dus A M is een zwaartelijn in AABC.

AABC is gelijkzijdig, hieruit volgt dat A M ook hoogtelijn is, dus
ZAMB = 90°

AM =82 — 42 =-/48

MD = BM =4 (want ABDC is een half vierkant waarvan MD een halve
diagonaal is)

AD =AM+ MD =48 + 4~ 10,9

= 10,9

© Noordhoff Uitgevers bv
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Test jezelf

AB 6 6 + sin(50°
: =8 usap=8T0") o 1gr 02
sin(50°)  sin(30°) sin(30°)
ZBAD = 180° —100° — 30° = 50°
9,192... 9,192... + sin(50°
L dus BD = SN0 _ 7 150... =72

sin(50°) B sin(100°) sin(100°)
b £ZBAC=180°— 50° — 30° =100°
ZBAC=/ZADBen £B zit zowel in AABC als in ADBA, dus

AABC~ ADBA
9,192... - sin(30°
AD | _ 9,192 o gp= 2100 SO0 e a7
sin(30°)  sin(100°) sin(100°)
BC 6 6 - sin(100°)
= dus BC=————2=11817...~ 11,82
sin(100°) _ sin(30°) © $in(30°) ’ ’

CD=BC-BD=11817... - 7,150... 4,67

A
sin(ZR)  sin(83°)
. 7+ sin(83°)
sin(£ZR) = D dus ZR =35,379...° = 35°
Z0=180° — 83° — 35,379...° = 61,620...° = 62°
_ PR _ 12 s PR = 12+ 511?(61,620..?) 10,6
sin(61,620...°)  sin(83°) sin(83°)
¢ BC?2=232+172-2-23-17-c0s(56°) = 380,711...
BC=+380,711...~ 19,5
d 132=92+202-2-9-20-cos(LR)
360 - cos(£LR) =312
cos(£ZR) =32 dus /R =29,926...° = 30°
92=1324+202-2-13+20+cos(£LP)
520 - cos(LP) =488
cos(£P) =28 dus P =20,205...° = 20°
/0 =180° — 29,926...° — 20,205...° = 130°

T2 a

T3 a DE=(2— —4)2+(=6— 47 =62 + (—10)2 =136
EF=+(7T-22+(-3- -6} =52+ 32=134

DF=\(T— =42+ (=3 -4)2 =112+ (=7)2 =170
b DE2+ EF2=136+34=170= DF? dus ADEF is rechthoekig.
¢ ZE=90° dus de rechthoekszijden zijn EF en DE.

De oppervlakte is %-DE-EF=%-W-\[§= 34
d Noem G het punt waar de hoogtelijn uit £ zijde DF snijdt.

De oppervlakte met DF als basis is dan % *DF+ EG

Hieruit volgt % C \jﬁ cEG=34

d(E, DF) = EG= 252

V170
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T4 a

T5 a

16

17

Punt R’ is de projectie van R op PS.

’

R
> dus RR" =22 -sin(70°) = 2,067... = 2,07 meter

>

De punten P en Q liggen 2,07 meter boven PS.

R
sin(70°) =

R'S=2.2-cos(70°) =0,752...
QR=6-2-0,7524... = 4,50 meter
T’ is het punt recht onder T op dezelfde hoogte als R.
R
ATT'R is rechthoekig met TR = QT =2247...en TR=2,5
Dus 77" = 42,52 —2,247...2 = 1,094...
De totale hoogte van het huis is 5 + 2,067... + 1,094... = 8,16 meter.
R1
1
RZ
1

39°
P 14 Q

14 11
sin(£R) sin(39°)

. 14 - sin(39°)

sin(£ZR) = Tdus ZR;=53°en LR, ~ 180° — 53° =127°

ZQ=180° —39° — 53° =88° of ZQ=180°—39°—127°=14°

[ {36°
A 25 B

ZBAS = 36° dus ZASB = 180° — 72° — 36° = 72°
Hieruit volgt dat AABS gelijkbenig is met AS = AB = 25.

i
Trek in AABS een hoogtelijn uit punt 4, dan geldt sin(18°) = % dus
BS=12-25-5in(18°) = 15,5.
ABSD is een vlieger dus DS = BS = 15.5.

Omdat ABCS gelijkbenig is geldt SC = BS = 15,5.

Punt P’ is de projectie van P op de y-as.

Dan is PP’ =7 - 5in(73°) = 6,694... dus x, = —6,7

En QP’ = Tcos(73°) = 2,046... dus y,, = 13 — 2,046... = 11,0
De codrdinaten van P zijn (—6,7;11,0)
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T8 a ZRPQ=90°+45°=135°
RO?2=1,52+12-2+1,5+1,0+cos(135%) = 5,371...
RO=+5371...=2317... 23 km

1D 231%.
sin(ZPOR)  sin(135°)

1.0  sin(135°)

23175
¢ ZPRQ=180°-135°-17,764...° = 27°

sin(ZPQOR) = dus ZPOR=17,764... = 18°

5 a . ; =3——1 =2 1
T9 a De richtingscoéfficiént van 4B is T E 3
rc, .+ rc; = —1 dus de richtingscoéfficiént van /is 3 en een vergelijking van /is
y=3x+bh.

Het midden van lijnstuk 4B is

( Lk e 2 dus (2, —=2).

2 * 2
(2,-2)invullenin/: y=3x+hgeeft -2=3-2+hdush=-8.
Hieruit volgt dat /: y = 3x — 8 de middelloodlijn van A B is.

b AX=\(p——12+(@p—8——1)

AX=\(p+ 12+ (3p -7

AX= \/p2+2p+ 1+9p2—42p+49
AX = 10p2 - 40p + 50
BX=\(p-52+@3p-8--32
BX=1(p -5+ (3p-5)

BX = p2— 10p +25 +9p> — 30p + 25

Bx = \}10p2 —40p + 50

Dus AX = BX voor elke waarde van p.
C ¥

-~ W

d De driehoeken 4 MX en BMX zijn beide rechthoekig.
AX?= AM? + MX? en BX> = BM* + MX?
Er geldt AM = BM dus ook AX = BX.

Extra oefening

E1 a ZCzitin beide drichoeken en ZCAB = ZCDE (F-hoeken).
b AABC | AB= ... | AC=9 | BOS s

ADEC | DE=23 | DC=3 | BE=as
. .9
De vergrotingsfactor van ADEC naar AABC is 3 =3dus AB=3" 2% = 7%
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E2 a

E3 a

E4 a

ZLSAB=ZSEDen LABS = ZEDS (Z-hoeken) dus AABS ~ AEDS

AABS |AB:7§|BS:x ’AS=...

AEDS |ED=2% |DS=7—x ’ES=...

7_
De vergrotingsfactor van AEDS naar AABS is 2—? =3
2
BS=3-DS
x=3+(7T—x)
x=21-3x
4x =21
x=BS=%=5lenDs=7-5;=1
AC 22 22+ sin(12°
: =— dus AC= w =46
sin(12°)  sin(82°) sin(82°)
ZA=180°—82° —12°=86°
BC 22 22 - 5in(86°)
= dus BC=——F———=222
sin(86°)  sin(82°) $in(82°) ;
4 7
sin(£F) sin(21°)
. 14 - sin(21°)
sin(£F) = — dus £ZF=46° of LF=180°—46° =134°

Als ZF=46° danis LZE=180° — 21° —46° =113°
Als ZF=134° danis LE=180° — 21° — 134° = 25°

MN?=132+152-2-13-15-cos(47°) = 128,020...
MN =+128,020... = 11.3
172=82+102-2-8-10-cos(£LU)

160 - cos(£LU)=—-125

cos(£LU) = —12 dus LU = 141,375...° = 141°
82=172+102-2-17- 10 - cos(£S)

340 - cos(£S) =325

cos(£S) =332 dus £S=17,082..° = 17°

ZT=180° — 141,375...° — 17,082...° = 22°

PO ===+ (2= 57 = B+ (7= &5
PR=N(5==3)+ (6 - 57 = {8+ (-1)* =65

QR=(5- 12+ (627 =4+ 8 =180
PQ = PR dus APQR is gelijkbenig.

--2 8
1 —Z—2dusde

De richtingscoétficiént van lijn QR is

richtingscoéfficiént van de loodlijn is —%
De loodlijn is van de vorm y = —%x + b.

De codrdinaten van P(—3, 5) invullen geeft 5 = —% *—3+bdush= 3%—

Een vergelijking van de loodlijn is y = —%x + 3—;—

© Noordhoff Uitgevers bv
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E5 a

Eé a

E7 a

92

Afstanden en hoeken

Neem bijvoorbeeld P als oorsprong.
HA=4dus HP> + PA2 = 16.
Omdat HP = PA geldt 2+ HP> =16
Daaruit volgt HP? = 8 dus HP =48
Dan geldt H(—\fg, 0)en D4 + \fg, 4).

5 . s . CD 4
De richtingscoétficiént van lijn HD is — = =0.414...
HC 4+2:8

ZDHC=tan"1(0,414...) =22,5°

HQ=QFE=4+ \/§ dus A HQE is gelijkbenig.

ZHQE=90° dus ZEHQ = ZHEQ =45°

ZEHC= ZEHQ =45°

AEHD ~ACHD dus ZEHD = ZDHC

ZEHD + ZDHC = 45° hieruit volgt ZEHD = ZDHC = 22,5°

LSAB=Z5CDen LABS = ZCDS (Z-hoeken) dus AABS ~ ACDS.
AABS |AB=30 |BS=x |AS=x

ACDS |CD=12 |DS=33—x|ES=33—x

b=

30
De vergrotingsfactor van ACDS naar AABS is I =2

AS=2%+ES
x=21-(33-x)
Xi= 82%—2%x
1. 1
35x =823
821
x=AS=3—12=23$en CcS=33-23%=093
2
AS = BS =233
302=23%7 +23%% —2.234. 23%. cos(£8))
1111,224...cos(£S,) = 211,224...

COS(£S)) = Tiizmr dus £S, = 79°

£8,= £8, =79 en £S, = £S, = 180° — 79° = 101°
De hoogte van het trapezium is y33% — 21? = 1648
AD = 6427 + 92 =729 = 27

45° 200

500

45°

0

Vanuit S(500 - cos(45°), 500 * sin(45°)) moet nog 200 - sin(45°) naar rechts
en 200 - cos(45°) naar beneden, dus x,. = 500c0s(45°) + 200sin(45°) ~ 495 en
Vo= 500sin(45°) — 200c0s(45°) = 212

Hoofdstuk 9 Afstanden en hoeken
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E8 a

E9 a

CD=V2-aP+(5-02=y2-a)?+25

V2 -a)?+25=13
2-a)P+25=169
(2-a)?*=144
2—-a=120f2—-a=-12
a=-10ofa=14

Alle punten R liggen op de lijn met vergelijking x = 1.

PR=A(1— =72+ (a——42=\64 + (a+ 42 =17
64 + (a + 4)* = 289

(a +4)? = 225

a+d=150fa+4=-15

a=1lofa=-19

© Noordhoff Uitgevers bv
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10 Functies bewerken

Voorkennis

V1 Bij de eerste plot hoort k(x) = *log(x), bij de tweede plot hoort n(x) = x’ en

bij de derde plot hoort m(x) = %

V2 a 20-5x>0

5x<20
xrgd
Het domein is ((—, 4) en het bereik is .

b Het domein is IR.
3¥~1 > 0 voor elke waarde van x, dus 2 + 3~ 1> 2
Het bereik is (2, —).

c 2x—-12=20
2x=12
xz26
Het domein is [6, —).
V2x—1220dus 14 —y2x—12< 14
Het bereik is (<, 14].

d De noemer mag niet nul worden, dus het domein is («, 5) U (5, —).
Het bereik is («, 10) U {10, —).

V3 a De noemer mag niet nul worden, dus voor 2x — 3 = 0 ofwel x = 1% is er geen
functiewaarde.
b Omdat de breuk niet nul kan zijn komt 7 niet als functiewaarde voor.

¢ De verticale asymptoot is x = ]% en de horizontale asymptoot is y = 7.

V4 a

-6 6

5
Het domein van f(x) = 12x° is R en ook het bereik is R.

Het domein van f(x)=12x"2 = %is {«, 0) U {0, —) en het bereik is (0, —).
&

b De verticale asymptoot is x = 0 en de horizontale asymptoot is y = 0.
¢ De grafiek van fligt voor negatieve waarden van n geheel boven de x-as als n
even is.
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VB a y y

-5 o /1 5 -5 01\5
h

=5 -5
b fen /i zijn stijgende functies als g> 1 en dalend als 0 < g < 1.
¢ Delijn y =0 (x-as) is asymptoot van de grafiek van f.
d Delijn x =0 (y-as) is asymptoot van de grafiek van /.

10.1 Translaties

intro  Op de plaats van a moet 1960 staan.
De tweede grafiek heeft dezelfde vorm, maar ligt 1960 verder naar rechts.

1 a Door een verschuiving 2 omhoog.
b Door een verschuiving 2 naar links.
¢ Door een verschuiving 1 naar rechts en 2 omlaag.
d gx)=s(x)—-5=x’+2-5=x*-3

2 a y
5
4
3 !
f
2 !
1 ~ g
X
10, 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1

b f(4)= \IZ =2 dus (4, 2) ligt op de grafiek van f.

Een verschuiving van 3 naar rechts geeft het punt (7, 2) op de grafiek van g
dus g(7) = 2.

Hieruit volgt g(7) = f(4).

g(17) =f(14) dus p = 14.

a=3

[= g |

3

gx)=f(x—3)—5ofwel g(x) =24x—3 -5

b glx)=f(x+4)+1ofwel g(x)=T(x+4)—2+1=Tx+27dus g(x)=7x +27
g(x) =f(x+3) — 5 ofwel g(x) = log(2(x + 3) — 3) = 5(x + 3) — 5 dus

2(x) =%log(2x +3) — 5x — 20

(a]

4 a Bijeen verschuiving 7 naar rechts en 2 omlaag.
b Bij een verschuiving 3 naar links en 4 omlaag.
¢ Bij een verschuiving van bijvoorbeeld %n naar rechts.
d De periode van A is 2nt dus bijvoorbeeld bij een verschuiving 2n naar rechts.
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a n o w

n oo

- 0o o n o w

Functies bewerken

De top van de parabool is het punt (0, 0).

Een vergelijking van de beeldgrafiek is v=(x —4)2+ 2.

De top van de beeldgrafiek is het punt (4, 2).

De top van deze parabool is (0, 0).

4 naar rechts en 2 omhoog verschuiven geeft de vergelijking y = 4(x — 4)* + 2.
De top van de beeldgrafiek is het punt (4, 2).

Ly
a=0&ls2x+6=0dusxmp=—3

Py =B 6t g

De top is (—3, —5) dus de topvergelijking van de parabool is v = (x + 3)> — 5.
dy

—=—4x-12

dx %

dy

a=0als —4x - 12=0dusxmp=—3
ytop=—2-(—3)2— 12:--3+3=21

De top is (—3, 21) dus de topvergelijking van de parabool is y = —2(x + 3)% + 21

dy

—=6x-9

dx =

d—y—o Is 6x —9 =0 ofwel 6x=9d =1

dx_ als ox = orwel bx = usxtop_ 3
- 1}2 1 _ 1

op=3"(13) -9+ 15— 12=-183

De top is (1% \ —18%)
De top van y = 3x7is (0, 0) dus er is 1% naar rechts en 18% omlaag
verschoven.

00— 40
dx *

d
=== 0als 100 — 40x = 0 ofwel 40x = 100 dus x,,,, = 2

1
X P %

Viop = 10023 =20+ (23] =125

De top is (2% 3 125)
De top van y = —20x2is (0, 0) dus er is 2% naar rechts en 125 omhoog
verschoven.

Bij een translatie 6 naar links.

Bij een translatie 5 omlaag.

Bij een translatie 6 naar links en 5 omlaag.

g(x) = p(x — 2) + 5 dus er is 2 naar rechts en 5 omhoog verschoven.
s(x)=r(x+5)— 3 dus eris 5 naar links en 3 omlaag verschoven.
w(x) = v(x + %n) duseris 41_1“ naar links verschoven.

Hoofdstuk 10 Functies bewerken

© Noordhoff Uitgevers by



07 a De afgeleide van x? is 2x, van —6x is —6 en van 3 is 0, dus als

= %2 = 1 d_y: -
P=X 6x+3dan1sc1 2x — 6.

X
dy

b —=0als2x—6=Oof'welZ)c:tSdusxto =3
X p
ymp=32—6-3+3=—6

De codrdinaten van de top zijn (3, —6).
¢ De topvergelijking van pis v = (x — 3)> — 6.

U1 F'(x) =8a—4dx
F(x) =0 als 8a — 4x = 0 ofwel 4x = 8a dus Xion = 2a
Yiop = 8a-2a—2- (Ra)? =164 -2 - 4a> = 8a?
De codrdinaten van de toppen zijn (2a, 8a2).
De parabool waar alle toppen op liggen is v = 84> = 2+ (2a)?
Xiop = 2a substitueren geeft y = 2x2.

10.2 Vermenigvuldigen van grafieken

intro Grafiek A hoort bij g, B hoort bij f, C hoort bij #en D hoort bij k.
g: door de grafiek van f'te spiegelen in de y-as.
h: door de grafiek van fte spiegelen in beide assen.
k: door de grafiek van f'te spiegelen in de x-as.

- N W R U o~
o

—1?123456789

—_ N W

—1?1234567"89

~2
—3
-4

Het functievoorschrift moet met factor —1 vermenigvuldigd worden.
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12 a

13 a

14 a

98

Functies bewerken

Het functievoorschrift dat bij de beeldgrafiek hoort is
1 3

g =3 f(-x)=3-——= -

glx)==2-f(x)+5dusg(x)=-2yx+2+5

g(x)=-2+(f(x)+5) dus g(x)=-2yx+2-10

h(x)=—g(x—2)dus h(x) =—-5+2-3%2

h(x)=-g(x—2)dus h(x) =—-5+2-32

Bij een vermenigvuldiging en een verschuiving in dezelfde richting maakt
de volgorde wel uit. Als de vermenigvuldiging in verticale richting is en de

verschuiving in horizontale richting (of omgekeerd) maakt de volgorde niet uit.

De grafiek van fis met 3 vermenigvuldigd.

Het punt (4, 2) ligt op de grafiek van f.

De x-codrdinaat wordt 3 keer zo groot dus (12, 2) ligt op de grafiek van g.
Hieruit volgt g(12) = 2 dus g(12) = f(4).

g(33)=f(11)dus p=11

=1

- -5
De grafiek van g is die van f gespiegeld in de y-as.

k(x)=g(3x)=2(3x)>—3-3x+4=18x*-9x+4
1 4

k0 =1(5) = N+ o=+
4

k(x) = h(-x) = (-Lx = 5)°

Hoofdstuk 10 Functies bewerken
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Spiegelen in de y-as en vermenigvuldigen met 2 ten opzichte van de x-as.
Vermenigvuldigen met 3 ten opzichte van de x-as en vermenigvuldigen met %
ten opzichte van de y-as.

Of: g(x) = 3@ = 3\6 : \E dus vermenigvuldigen met 3\6 ten opzichte van

de x-as.

¢ xis vervangen door —2x dus vermenigvuldigen met —% ten opzichte van de y-as.

o

16

a gv)=flx+4=27"
b 2x*4=2x-24=2%-16dusa=16
¢ Met factor 16.
011 a g(x)=3-f(x)dus g(x) =3-log(x — 3)
b h(x)=g(x)+4dush(x)=3-log(x—3)+4
¢ p(x)=f(x)+4dus p(x)=log(x—3)+4
d g(x)=3-p(x)dusg(x)=3-(log(x—3)+4)=3-log(x—3)+ 12
e m(x)=—k(x + 3)dus m(x) = —(5(x + 3)* — 6) ofwel m(x)=—5(x+ 3P +6
f n(x)=—k(x+3)=-5(x+3P+6
g Bijeen vermenigvuldiging en een verschuiving in dezelfde richting maakt

de volgorde wel uit. Als de vermenigvuldiging in verticale richting is en de
verschuiving in horizontale richting (of omgekeerd) maakt de volgorde niet
uit.

014 a De grafiek van f vermenigvuldigen met b ten opzichte van de y-as geeft de

grafiek van g(x) = f| (% . x)

b=1 geeft % = }: 3 dus g(x) = f(3x)

3
g(x) = 2(3x) +\3x dus g(x) = 6x +3x

o

U2 Door ten opzichte van de y-as te vermenigvuldigen met factor a krijg je

1.)\2
g =1{ax) = (5x)
Door ten opzichte van de x-as te vermenigvuldigen met factor b krijg je
g(x) = b- f(x) = bx?

1
Uit (5x)" = b2 volgt h ==
a

10.3 Asymptotisch gedrag

intro A(m2)
2000

t

17 a Eris geen functiewaarde als 8x —4 =0dus als x = %
b De vergelijking van de verticale asymptoot is x = %
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=——, kies voor ATbl =10
x—4

Als je steeds grotere waarden voor x neemt naderen de functiewaarden %.
Dat geldt ook voor negatieve waarden van x die steeds verder van 0 liggen.
De vergelijking van de horizontale asymptoot is y = %

2x+5:0voorx=—2%

Delijn x = —2% is de verticale asymptoot.

Met behulp van een tabel zie je dat voor grote waarden van x de
functiewaarden naderen tot 3%

Delijn y=3 é— is de horizontale asymptoot.
6x+2:0voorx=—%
Delijn x = —% is de verticale asymptoot.

Met behulp van een tabel zie je dat voor grote waarden van x de
functiewaarden naderen tot —2

De lijn y = —2 is de horizontale asymptoot.

De lijn x = 0 (y-as) is de verticale asymptoot.

Met behulp van een tabel zie je dat voor grote waarden van x de
functiewaarden naderen tot 18

De lijn y = 18 is de horizontale asymptoot.

1 —0,4x=0voorx=2%

De lijn x = 2% is de verticale asymptoot.

Met behulp van een tabel zie je dat voor grote waarden van x de
functiewaarden naderen tot —%

Delijn y = —% is de horizontale asymptoot.

f(0)= % = % = 2 dus het snijpunt met de y-as is (0, 2).
f(x)=0als 8 — 3x = 0 ofwel 3x=8dusx=%

Het snijpunt met de x-as is (%, 0)

Met behulp van een tabel zie je dat voor grote waarden van x de
functiewaarden naderen tot —%

De horizontale asymptoot van de grafiek van fis y = —%
De grafiek van g ligt 3 hoger dan die van f'dus de horizontale asymptoot van

de grafiek van gisde lijn y = —% FI= 2%

6:0-2 -2
=%
f(x)=0als 6x — 2 =0 ofwel 6x =2 dus x =1
Het snijpunt met de x-as is (%, 0)
12—4x=0als4x=12dusx=3

De verticale asymptoot is de lijn x = 3

= —% dus het snijpunt met de y-as is (0, —%)

Met een tabel zie je dat voor grote waarden van x de functiewaarden
naderen tot —1%. De horizontale asymptoot is de lijn y = —1%
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22

1

5" :—_6:_ .. - r
f(o)_—5-0+2 > 3 dus het snijpunt met de y-as is (0, —3)

f(x)=0alsix—6=0o0fwel ix=6dus x=12
Het snijpunt met de x-as is (12, 0)
5x+2=03135x=—2dusx=—%

De verticale asymptoot is de lijn x = —%
Met een tabel zie je dat voor grote waarden van x de functiewaarden
naderen tot 11—0

De horizontale asymptoot is de lijn y =

L
10

0
f0)=1+ 30-1 1 + 0 =1 dus het snijpunt met de y-as is (0, 1)
x_ =—]ofwel x=—3x+ ldusdx=1lenx=1+

f(x)=0als 1 3

3x
Het snijpunt met de x-as is (zl_w 0)

3x—1=0als3x=1 dusx=%
De verticale asymptoot is de lijn x = %

Met een tabel zie je dat voor grote waarden van x de functiewaarden
naderen tot 1%

De horizontale asymptoot is de lijn y = I%

_2-0 _2 _ 13 5 ) 3
f(0)= OR 2= B 2 = =15 dus het snijpunt met de y-as is (0, —11)
f(x)=Oalsz_x=20fwel2—x:2x+16dus—3x=14enx=—4%

x+8
Het snijpunt met de x-as is (—4% ; 0)

x+8=0alsx=-8

De verticale asymptoot is de lijn x = —8

Met een tabel zie je dat voor grote waarden van x de functiewaarden
naderen tot —3

De horizontale asymptoot is de lijn y = -3

4 +0,7* nadert naar 0 als x groot wordt, dus f(x) nadert dan naar 11.

4 - 0,7* wordt steeds kleiner als x toeneemt. Van 11 wordt daarom een steeds
kleiner getal afgetrokken dus f(x) neemt toe als x toeneemt.

20+ 1,3* nadert naar 0 als x steeds kleiner wordt dus y = 80 is de horizontale
asymptoot.

Als x toeneemt, neemt 20 - 1,3* ook toe, dus haal je steeds meer van 80 af.
Daaruit volgt dat g een dalende functie is.

De grafiek van f heeft een verticale asymptoot als x — 5 =0 dus als x = 5.
Als x toeneemt, neemt 2log(x — 5) toe want i(x) = Zlog(x) is een stijgende
functie omdat het grondtal groter is dan 1.

Dan neemt ook 10 - Zlog(x — 5) + 4 toe.

x + 3 =0 geeft x = —3, de verticale asymptoot is de lijn x = =3.

Als x toeneemt, neemt x + 3 toe en %log(x + 3) af, want /i(x) = %log(x) is een
dalende functie omdat het grondtal kleiner is dan 1.

Het getal dat van 7 wordt afgetrokken wordt steeds kleiner, dus g(x) neemt
toe als x toeneemt.

g is een stijgende functie.
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100 100
1+35-0,756° 1+35-1
35-0,756" nadert naar 0 als ¢ steeds groter wordt, dus P nadert naar

Invullen van ¢ = 0 geeft P(0) = = 2,8%

0
= 100.
1+0

p
100

80

60

40

20

0 5 10 15 20 25 30 35 40
tin dagen —

De verticale asymptoot is x = 1% dusc- 1% —3=0ofwel c=2.

De horizontale asymptoot is y = 2 dus %= 2 en omdat ¢ = 2 moet gelden a = 4.

4. =3+ph -12+5h
(=3, 0) invullen geeft 0 = —————— ofwel 0 = dush=12.
2:-3-3 -9
_2490=5 5B o .. . 1
f(0)= 0+a —3——2—3——41dus het snijpunt met de y-as is (0, —41)

Eris links en rechts van het gelijkteken 3 opgeteld.

Er is links en rechts van het gelijkteken vermenigvuldigd met (x + 4).
2x=5=3(x+4)

2x—-5=3x+12

—17 = x . dus het snijpunt met de x-as is (—17, 0).

Met behulp van een tabel zie je dat voor steeds grotere waarden van x de
functiewaarden naderen tot —1.

Ook voor negatieve waarden van x die steeds verder van 0 liggen naderen de
functiewaarden tot —1.

De horizontale asymptoot is de lijn y = —1.

De asymptoot is de lijn x = 0.

Door deze 1 naar links te verschuiven.

De verticale asymptoot schuift ook 1 naar links en is dus de lijn x = —1.
Door een vermenigvuldiging met 4 ten opzichte van de x-as.

De verticale asymptoot van de grafiek van i is hetzelfde als de verticale
asymptoot van de grafiek van /& dus dat is de lijn x = —1.

Door deze 2 omlaag te verschuiven.

De verticale asymptoot is weer niet veranderd dus dat is de lijn x = —1.

22— DX =)
2Xx=72"x
xX=-x
2x=0
x=0

De verticale asymptoot van de grafiek van fis de lijn x = 0.
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2% 4 97X a ¥ 4 37X QX 1+ 2—2x

A = P e
Als x steeds groter wordt dan nadert 272¥ tot 0 en dus f(x) tot 1, dus een
horizontale asymptoot is y = 1.
o A S N !
SO T
Voor negatieve waarden van x die steeds verder van 0 liggen nadert 22~ tot 0
en dus f(x) tot —1. De andere horizontale asymptoot is y = —1.

10.4 Formules herleiden

tro ———=lenx=4+3y,y= =30 e =13
intro 1 16 en x vy xenx=y’, 2x yenxy

» =+/x is te herleiden tot x = y> maar de grafieken zijn niet hetzelfde.

1
De formule 5y = I blijft over.
X

25 a g=3p+5 ¢ g=4-"log(p)
Pp+5=¢q 4-log(p)=¢
3p == 52 flog(p)=4—g¢
p=39-13 p=24

b ¢g=2p-6 d g=p*+8
Ap-6=¢ P +8=¢q
Hp=q+6 r=q-8

3
\[E=%q+3 p=Vqg—38
2
p=(5q+3)
5¢+7 1

R == d ¢g=5-2+3
22-10 6 S.oP =3
2p—10=30g +42 -1 q_;
2p=30g + 52 BELE
p=154+26 p="l0g(}g-1)

4

b g—4=3p+06+2 e T4=5 G —3
Wp+6+2=¢-4 J
Wp+6=q-6 5Ng? =3+ (p+4)=4

-1
\pt+6=39-2 p+4:+
p+6=(tq-2) Fia=3
_( P4
p=(q-2P-¢ 5Vg% -3

¢ Slog(3p—1)=2g-1 f log(p+6)—+g=1
3p—1=5%"1 log(p +6) =g + 1

=52¢-1 4
3p 5 11 p+6=10q+1

p 3. % 3
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y=—(-2t-1)+6

y=2t+1+6
y=2t+7

_ 1
y=y2(20+3)-1
y=vydt+1-1
v =4
y:302210g(2t)
y=3-2t
¥y =6t

4+y _
x24+2

4+y=06(x2+2)

4+y=6x2+12

y=6x2+8

De grafieken die bij de twee formules horen zijn gelijk.

De formules A en E zijn gelijkwaardig.
B g=p?-6
Pr=q+6
p=yg+t6of p= —W
Formule B is te herleiden tot formule H maar p kan bij B negatief zijn en bij
H niet. De formules zijn dus niet gelijkwaardig.

5 5
C q=i,,j_geeftq-\3/p+3:5duswjlp+3:Een
p+3

3 _ 1,3
p+3:(§) enp=12—35—3entenslottep=125—33q
q q q
De formules C en G zijn gelijkwaardig.
Dg=3"-4
3= g+4

p="log(q +4)
De formules D en F zijn gelijkwaardig.

Stroomopwaarts is de snelheid van Robert 4 — v km per uur. De tijd die

nodig is voor 10 km is dan uur. Stroomafwaarts is de snelheid 4 + v km

I

per uur en dan heeft hij voor 10 km —— uur nodig.
10
De totale tijd is T =
e totale tijd is P

0 < v < 4 anders zou hij stroomopwaarts niet vooruit komen.
10 4+vy 5 10 4-v

T=G— a2ty " @+v a-v
_ 104+ ) . 104 - v)
T @-w@d+ry) @G-vE+y)
_ 40+ 10v +40 — 10v
(G- vE+y)
80
162
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32

026

a
b

[

d

(16— 12) - T=80

16—v2=@
T

80
Y¥=16-—
T

80

v20dusv=416——
T

50 = L2
mv? =100
100
“m

v>0dusv= @
Vm

2E
= %mv2 geeft 2E = mv? dus m = — ofwel m = 2E - v™2

2

De eerste formule is gelijkwaardig met E = %mvz.

2F 2E
E= %mv2 geeft 2E = my? dus v> = — ofwel v =4—
m m

32

De vierde formule is ook gelijkwaardig met E = %mvz.

P=0,084- 13- D?
0,084-13-D2=p
—__ P
0,084+ 13

P
D>0dus D= \f—
0,084 - 173

P =4200 invullen geeft 4200 = 0,084 - 13 - D2
0,084 - 173+ D2 = 4200

4200

0,084 D2

-y i/so 000
D?

g G6+p+ =12
Eris links en rechts gedeeld door g.

{’/ﬁ:%—s

De derdemachtswortel wordt weggewerkt door links en rechts tot de derde
macht te verheffen.

2

2

+1=[=-6
pri=(g -]

12\
=[=2—| -1
! (9 )
2—5
pq+2 =3 g gtl=2Np-1+4
Ip+6=29-5 2yp—1=¢g-3
p=2g-11
e p=1=34-13
p=3q-33

p=1=(3q-13

1 142
p = (_q = 1_) + 1
© Noordhoff Uitgevers bv
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h 3log(5¢+2)=5p—3 i log(p*+35)-g=1
1p=3log(5¢+2)+3 log(p®+35)=¢g+1
p=2-3log(5¢+2) + 6 pP+s=10""
pP=10"" -5
p=4107"1 -5
i ¢g=2:3-6 k ¢g—5=25+p
2% =g+6 25+p=(q-5)°
F=14+3 p=(g—572-25
p= 310g(%q + 3)
6(1 + 6+ 6
030 a 6 = (147 = i en
l=p (I=-pd+p) (1-p)l+p)
6 6(1 - p) 6-6p
= = dus
I+p (1=p)l+p) (1=p)l+p)
6 " 6 6+6p+6—6p 12
l-p 1+p (A-p(1+p) A-p)1l+p)
i2 12
b q=1_pzdusq-(l—p2)=12en1—p2=?
12
c —pl=-1+—=
¥ q
12
2:1__
E q
[ 12
d p= 1—?voorp20.
1 =2log(p)
Ub a g=—F——— ¢ dpg=3p+2g+1
log(p)
g +*log(p) =1 - log(p) 4pg—3p=2g+1
g - *log(p) + *log(p) = 1 pAg-3)=2g+1
5 2g+ 1
log(p)-(g+1)=1 e
! g=3
2 —_—
log(p) Py
B _ e 1
q_p_l q_szp_]
g p—1D=p—~35 g-5%"1=1
pg—q=p=S5 52?‘1=é
Pa-p=q->5 2p - 1=Slog()
pg-1)=gq-5 2p =Slog(g) + 1
g=5
=Yl p=5-loglg) +3

106
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10.5 Parameters

intro  De helling van de grafieken wordt dan twee keer zo groot en het snijpunt
met de y-as wordt anders.
Nee, de verticale lijn x = 4 ontbreekt.

b De grafieken zijn twee evenwijdige lijnen, waarbij f; vier hoger ligt dan f_,

f(=3)=-8
2:-3+b=-8
-6+b=-8
b=-2

Voor b = —2 gaat de grafiek door het punt (-3, —8).

b Alle grafieken van deze functie snijden elkaar in het punt (0, —3).

g(=2)=-8
a+—2-3=-§
—2a=-5
a=2%

© Noordhoff Uitgevers bv
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35 ab y=x2+3

s v oy N 00

y:

6 -5 -4 -3 -2

-2 y=-0,4x2

36 a £(3)=0
a-3?-4-3+3=0
9a—-12+3=0
9a=9
a=1
b De afgeleide van ax? is 2ax en van —4x is —4 dus f (x) = 2ax — 4.
€ f®)=23x—4
flx)y=6x-4
[(9)=6:-9-4=50
De helling in het punt met x-co6rdinaat 9 is 50.
d f/(4)=-14
2a+4—-4=-14
8a=-10
Het functievoorschrift bij deze grafiek is f s(x) = —%xz —4x+3.
e f/(x)=0geeft 2ax—4=0 !
2ax =4
42
a 2a a

37

f(2)=28-2)=2-6=12dus (2, 12) ligt op de grafiek van f.

b p(2-2)+12=12dus ¥y = p(x — 2) + 12 is de vergelijking van een lijn
door P.

c x8—x)=px-2)+12

Bx—x2=px—2p+12

—x2+8x—px+2p—-12=0

x2—8x+px—2p+12=0

X2+(-8+p)x+-2p+12=0
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d D=0 als deze vergelijking precies ¢én oplossing heeft.
e D=(-8+pP—-4-1-(-2p+12)
D=64—16p+p*>+8p—48
D=p>-8p+16
D=0geeft p>—8p+16=0
(p—4)p-4=0
p=4
Een vergelijking van lijn /is y, = 4(x — 2) + 12 ofwel y, =4x + 4

—_2 _2_1 1Y
38 a )= 2+0 4 2 dus (2, 5) ligt op de grafiek van f.
(2, %) ligt op de grafiek van g als g (2) = %
2°2+a=%
a=-31
b /(x)=g,(x)
=2x+
12 2x+a

x=2x+a)(x+2)
x=2x*+4x+ax+2a
2x2+3x+ax+2a=0
De grafieken van f'en g raken elkaar als deze vergelijking één oplossing
heeft, ofwel als D = 0.
2x2+(3+a)x+2a=0
D=QB+aP—-4-2-2a
D=9+ 6a+a’>— 16a
D=a*>-10a+9
D=0geefta*—10a+9=0
(a=Na—-1)=0
a=9ofa=1

¢ Ziedegrafiek: 1<a<9

037 a D=9-4-1-(-4-p)

D=9+16+4p
D=25+4p

b De vergelijking heeft maar één oplossing en daarom geldt D = 0.
25+4p=10
4p = =25
p=-6;

d Er zijn twee snijpunten als D > 0 dus als p > —6%

US a Alsde top (4,5) is dan is het functievoorschrift £ (x) = a(x — 4)> + 5.
b De symmetrieas van de parabolen is de lijn x = 4. De afstand tussen de
snijpunten met de x-as gelijk is 7 dus de snijpunten zijn (% \ 0) en (7% , 0).

125a=-5
-5 e _ 20

Tl 4
121
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Ué a 1,(~10) bestaat niet als —10p — 5= 0 dus ~10p = 5 ofwel p = —%

b f(x)=x
4 —
px—S_x
px2—5x=4

pxi—5x—4=0
Eris één oplossing dus D = 0.
25—4+p+—4=0

25+ 16p=0
16p = =25

_ 25 _ 9
p= el

10.6 Samengestelde functies

intro Je kunt de formule van 7 substitueren in de formule van p. Dan krijg je een
formule waarbij p vitgedrukt is in ¢.

39 a Inde linker grafiek lees je af dat op tijdstip ¢ = 0 het volume V"= 400 is en in
de rechtergrafiek dat bij V"= 400 een waterhoogte 7 = 35 cm hoort.
b /=80 aflezen in de rechter grafiek geeft V= 2500
V= 2500 aflezen in de linker grafiek geeft ¢ = 350 seconden.
c t V h

0 | 400| 35
100 | 1000 | 50
200 | 1600 | 65
300 | 2200 75
400 | 2800 | 82
500 | 3400| 90
600 | 4000 ] 100

100

80

60

40

20

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

40 a 6 minuten = 360 seconden.
¢t = 360 invullen in ¥ = 61 + 400 geeft V"= 6+ 360 + 400 = 2560
V= 2560 invullen in i =25+ V' geeft h =+/2,5 - 2560 =+/6400 = 80
De waterhoogte na 6 minuten is 80 cm.
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b

41 a

42 a

43 a

h=60invullen in #=~2,5+1 geeft 60 =~2,5-

2,5+ =3600 dus = 1440

V= 1440 invullen in "= 6¢ + 400 geeft 1440 = 61 + 400
61 =1040 dus 1= 1733

De waterhoogte is 60 cm na ongeveer 173 seconden.
h=~2,5- (61 + 400)

h=~15¢ + 1000

invoer: ¥, =v15x + 1000

venster: 0 £ x <600, 0<y < 100

ja, deze plot komt overeen met de grafiek van opdracht 39d.

k(x) = 3log(22 + x3) + 5)
k(x) =3log(4 + 2x3 + 5)
k() = Slog(2® + 8)

4

M) =593
4

k =

(=501

k(x)=\4-x>+2
k(x) = \6 — x*

6\? 6
k(x) = (;) e
6 24
=5
g(ty=Nren f(n=53-7 ¢ g(x)=log(x)en f(x)=x2—3x
2 7
glx)= Len f(x) = sin(x) d g(1)= T en f(£)=22-9

De schakels zijn p(x) = \f; en g(x) =36 — x2.

De grafiek van ¢ is een bergparabool met een top bij x = 0.
p is een stijgende functie en heeft dus ook een top bij x = 0.
£(0)=+36 = 6 dus de top is (0, 6).

De schakels zijn p(x) = %[; en g(x)=(x+ 1) -8.

De grafiek van ¢ is een bergparabool met een top bij x = —1.
p is een stijgende functie en heeft dus ook een top bij x = —1.

g(~1)=-8 = -2 dus de top is (—1, —2).
De schakels zijn p(x) = g en g(x) = x* - 10.

De grafiek van g heeft een minimum bij x = 0.
pis een dalende functie dus p heeft een maximum bij x = 0.

70
h(0) = “0° =7 dus de top is (0, —7).

© Noordhoff Uitgevers bv
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De schakels zijn p(x) = (%)x en g(x) =4 — x2.

De grafiek van ¢ is een bergparabool met een maximum bij x = 0.
p is een dalende functie dus p heeft een minimum bij x = 0.

k(0) = (%)4 = Tlg dus de top is (0, Tlg)

De schakels zijn p(x) = \[; en g(x) =4x + 8.
p en ¢ zijn stijgende functies. Als x toeneemt, neemt g(x) toe en daarmee ook
p(g(x)). Dus fis een stijgende functie.

4
De schakels zijn p(x) = Sen g(x)=3x+5.

q is een stijgende functie, p is dalend. Als x toeneemt, neemt g(x) toe en
neemt p(g(x)) af. Dus g is een dalende functie.

De schakels zijn p(x) = 2¥en g(x) = 3 — 5x.

¢ is een dalende functie, p is stijgend. Als x toeneemt, neemt ¢(x) af en
daarmee ook p(g(x)). Dus & is dalend.

z 4
De schakels zijn p(x) = Zlog(x) en g(x) = -

p en g zijn dalende functies. Als x toeneemt, neemt g(x) af en neemt p(g(x)
toe. Dus k is een stijgende functie.

x2 + 25 is altijd positief dus f(x) bestaat voor elke waarde van x. Er is dus
geen verticale asymptoot.

x2—=25=0als x=5of x =—5. De lijnen x = 5 en x = —5 zijn de verticale
asymptoten van de grafiek van g.

glx)=2%

flx)=8-x2

g9 = en f(x) =47 - 9

g(x)=x%en f(x)=Tx2 -2 f g(x)=4xen f(x)=8 - 9x
8= en f(x) = log(x) g ¢(9=— en /(x) = cos()

fbij g invullen geeft k(x) = —(2 — 3x)3

f1s een dalende functie.

g is ook een dalende functie.

Als x toeneemt, neemt f(x) af, dus neemt g( f(x)) toe.
Conclusie: als x toeneemt, neemt k(x) toe.

k is een stijgende functie.

x+1

De schakels zijn p(x) = en g(x) = 2%

x—1
Als x steeds groter wordt nadert p(x) naar 1 dus de lijn y =1 is de
horizontale asymptoot van de grafiek van p.
¢ is een stijgende functie, dus als x steeds groter wordt, wordt ook 2* steeds
groter. Daaruit volgt dat y = 1 een horizontale asymptoot is van de grafiek
van f.
Als x negatieve waarden steeds verder van 0 aanneemt, nadert g(x) naar 0.
Dan nadert f(x) naar p(0) = —1, dus ook de lijn ¥ = —1 is een horizontale
asymptoot van f.
De lijn x = 1 is de verticale asymptoot van de grafiek van p.

¥ =1 als x =0 dus de lijn x = 0 is de verticale asymptoot van de grafiek van f.
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10.7 Gemengde opdrachten

46 a Het randpunt is het punt (2, —2).

b Het randpunt is niet (0, 0) zoals van de grafiek van f(x) = \E

¢ (0, 0)is verschoven naar (2, —2) dus dat is een verschuiving van 2 naar rechts
en 2 omlaag. Het punt (1, 1) op de grafiek van fzou dan (3, —1) worden
maar dat punt ligt niet op de grafiek van g. Het punt (3, 1) ligt wel op de
grafiek van g, daaruit volgt dat er sprake is van een vermenigvuldiging.
Er is vermenigvuldigd met 3 ten opzichte van de x-as en daarna 2 naar
rechts en 2 omlaag verschoven.
e Erisvermenigvuldigd met é ten opzichte van de y-as en daarna 2 naar rechts

en 2 omlaag verschoven.

o

47 a Een verschuiving van 75 naar rechts en een vermenigvuldiging met 0,8465
ten opzichte van de x-as.

b De verschuiving betekent dat je in de praktijk pas vanaf een sprong van 75
cm punten krijgt.
Elke verbetering levert steeds meer punten op.
Alleen sneller lopen dan in een tijd van 480 seconden levert punten op.
Sneller lopen betekent een kortere tijd, dan haal je minder van 480 af en
wordt de uitkomst groter.

o o N

48 g(x) =—f(-x)
g =—@—x -3 (X)) =dx + 32

49 a De schakels van f(x) = g(h(x)) zijn g(x) = (%)x en A(x)=(x+a)?—a.
De top van de grafiek van /1 is (—a, —a).
g is een dalende functie, daaruit volgt dat ook de grafiek van f'een top heeft
bij x = —a.
fla)= (%)_a = 2% dus de top van de grafiek van f] is het punt (-1, 2).
b Als x onbegrensd toeneemt nadert (%)x tot 0 dus de horizontale asymptoot
van de grafiek van gis delijn y = 0.
Als x waarden aanneemt die steeds verder van 0 liggen, neemt /(x)

onbegrensd toe en nadert f(x) = g(1(x)) naar 0. De lijn y = 0 is dus de
horizontale asymptoot van de grafiek van f.

Onderzoeksopdrachten
—omlL
50 T—er\(;

De lengte / staat in de wortel, dus maak / vier keer zo groot, dan geldt:

2@:27:1,4-1:2n-ﬁ-\ﬁ:2-zn-\fi:21”
g g 3 g

Om de slingertijd te verdubbelen moet de lengte van de slinger vier keer zo
groot worden.
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10 Functies bewerken

51 a x2=x+p

2

x*—x—p=0

Deze vergelijking heeft geen oplossingen dus D < 0.

D=(-12—-4-1-—p=1+4p
1+4p<0
4p < -1
P<—j
b

B
=

De lijn y = x + p heeft richtingscoéfficiént 1 en maakt dus een hoek van
45° met de horizontale lijn A C. Daaruit volgt dat A4 BC een gelijkbenige

rechthoekige drichoek is met AC = BC.
AC?*+ BC?= AB2 = (6\2)2 =72
AC=BCdus2-AC*=172
AEP-=36
AC=6
Dusxz—x,=yg—y, =6

c x2=x+p

x2-x-p=0
D=1+4p

1++1+4p 1=+1+4p
Np= T, enx, =

1+\T+4dp 1-yT+4p 2/1+4p

Xp= X4 = 5 - 5 =g =41+4p
Xg—x,=6dusyl +4p=6
1+4p=36
4p =35
p=83

d xN—xM=m
Ook yy— v, =V1+4p

De stelling van Pythagoras toepassen geeft

MN2=(1+4p2+(1+4pP=1+4p+1+4p=2+8p

Voor de afstand MN geldt MN =+2+ 8p

Samenvatting

ST a gx)=f(x+2)-1
g(x) =23(x+2) — |
g(x) = 23x+6 =

S2 a g(x)=4-f(x)
2(x) = 4333 — 6x + 4)
g(x)= 1233 - 4x + 16

114 Hoofdstuk 10 Functies bewerken

b g(x)=f(x—4)+5
gx)=3(x—4)2+5
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53 a

S4 a

S5 a

56 a

g(x) = =f(x)
g(x)=—(3x —6x+4)
gx)=-3x*+6x—-4

g0 =f(hx) =37

glx) = 3377

h(x)=g(-x) =4+ —x-x -2
h(x)=—4x\-x -2

3x+6=0
3x=-6
x=-2

De verticale asymptoot is de lijn x = —2.

Met een tabel zie je dat voor grote waarden van x de functiewaarden
naderen tot 3. De horizontale asymptoot is de lijn y = 3.

9x=0als x=0.

De verticale asymptoot is de lijn x = 0 (de y-as).

Met een tabel zie je dat voor grote waarden van x de functiewaarden
naderen tot % De horizontale asymptoot is de lijn y = ;—;

Voor negatieve waarden van x die steeds verder van 0 liggen, naderen de
functiewaarden tot 3. De horizontale asymptoot is de lijn y = 3.
Eris geen verticale asymptoot.

2x-5=0alsx=21

De verticale asymptoot is de lijn x = 2%.

Er is geen horizontale asymptoot.

_ 6
¥ 4x -3
ve(4x-3)=6
6
dx—3 =—
; '
dx=—+13
y
e 5 2
Y44
3+3
XS
2y 4
2
= 5.930F 2
= 5.030+D+2
x=5_23y+8
g=12-3p
12-3p=g
-3p=-12+gq
p=4—%q en dus niet gelijkwaardigmet p =4 — ¢
p=3q—4
3-4=p
3q=p+4

q="log(p +4)
Dus de formules ¢ = *log(p + 4) en p = 37 — 4 zijn wel gelijkwaardig.
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10 Functies bewerken

S7 a f(-3)=8
a*(-3)¢—4--3+2=8
9a+12+2=8
9a=-6
b De top van de grafiek van f, ligt op de x-as dus ax? — 4x + 2 = 0 heeft één
oplossing, wat betekent dat de discriminant D = 0.

l6—4:q-2=0
16—-8a=0
a=2

S8 a Deschakels van f(x) = 1og(2x - %xz) zijn p(x) =2x — %xz en g(x) = log(x)
P)=2-1x
p'(xl) =0
12 —3X =0
35X =2
x=10
De grafiek van p is een bergparabool met een top bij x = 10.
¢ is een stijgende functie dus f heeft ook een top bij x = 10.
F(10) = log(20 — % - 100) = log(10) =1
De top van de grafiek van f'is het punt (10, 1).
b De schakels van g(x) = (%)3_2x zijn p(x) =3 —2xen g(x) = (%)x

p en g zijn dalende functies. Als x toeneemt, neemt p(x) af en neemt
g(x) = g(p(x)) toe. Dus g is een stijgende functie.

Test jezelf

T1 a Het beeld van het punt O(0, 0) is (—4, 2).
b Vanuit het punt O(—1, —25) twee omlaag en vier naar rechts kom je uit in
P(3,-27).
c gxX)=fx+H+2=—(x+4)>+2
d Het punt op de grafiek van fheeft dan y-codrdinaat —8.

JiE)=—8
_x3 =—8
x3=8

x =2 dus (2, —8) is het gezochte punt op de grafiek van f.

T2 a gl =/(ix)
g(x) =100+ (3x)
g(x) = 100 - L=+ x4

4

gx)=61x*

b g(x)= 11—6 - 100 - x* ofwel g(x) = 11—6 * f(x) dus is er met % ten opzichte van de
x-as vermenigvuldigd.
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13 a

T4 a

T5 a

T6 a

gx)=—f(x—4)

g =—(-(x -4+ 7(x - 9)
gx)=(x—4)* - 7(x—4)
g(x)=x2—-8x+16—-Tx+28
g(x)=x2—15x + 44

4 naar rechts geeft

g)==(x =4+ 7(x - 4)
g(x)=—(x2-8x+16)+7x—28
g(x)=-x2+8x—-16+7x—28
g(x)=—-x*+15x—44

dan spiegelen in de y-as geeft
h(x) = —(—x)? + 15 - —x — 44 ofwel
h(x)=-x>—15x—44

3x+10=0als x= —3% dus de verticale asymptoot is de lijn x = —3%
Met een tabel zie je dat voor grote waarden van x de functiewaarden
naderen tot —%

: ; i .. B
De horizontale asymptoot is de lijn y = —5

0,1x + 2 =0 als x = —20 dus de verticale asymptoot is de lijn x = =20
Met een tabel zie je dat voor grote waarden van x de functiewaarden
naderen tot 8.

De horizontale asymptoot is de lijn y = 8.

16
De schakels van k(x) = g(f(x)) zijn f{x) =+4x+ 8en g(x) = ™
f1s een stijgende functie en g is een dalende functie.

Als x toeneemt, neemt f(x) toe en neemt k(x) = g( f(x)) af. Dus k is dalend.

dx+8=0
4x+8=0
4x=-8
x=-2
De verticale asymptoot is de lijn x = =2,
Voor grote waarden van x nadert k(x) tot 0 dus y = 0 is de horizontale
asymptoot van de grafiek van k.

3x=—1+ log(y)
-1+ log(y) =3x
Nog(y)=3x+1

y:33x+1

y:33x.31
y=@) 3
y=3-27%

t= ((x +2¢ + 1%) invullen in y = 4z — 6 geeft
r=4{(x+22+11)-6
y=4x+2+6-6

y=4(x+2)2

© Noordhoff Uitgevers bv
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17 a

T8 a

19

710 a

118

Functies bewerken

Het randpunt van j:v(x) = 2(x - _x) is (—2, 0) als 2(—2 - —2) =0
P
— + —
2 2 0

P_
5 2
p=4
- ry. py_
Het randpunt van j;(x) = Z(x - ;) is (2, 0) als 2(2 — 5-) =0

2—;—;=0dus%=2en00khierisp=4.

0
b= Z(x - ;) ofwel f,(x) =+2x
De grafiek van f, tien naar links verschuiven geeft de grafiek van
g(x) = fy(x + 10)
g(x) =42(x + 10) =42x + 20

Yasmin heeft geen gelijk.
fo(¥) =2x en A(x) = y2x — 16 = y2(x — 8)

De grafiek van f, moet 8 naar rechts verschoven worden om de grafiek van A
te krijgen.

k(x) = y4(x2 +5) + 5
k(x) = Y4x2 + 25

f(g(x)) bestaat als x2 + 5 > 0 dus voor elke waarde van x.
Het domein van k is R.

h(x)=(Hdx+52+5

h(x)=4x+5+5

h(x)=4x+10

g(f(x)) bestaat als 4x + 520 dus als x 2 —% .

Het domein van A is [—% s —>).

k(x) =3log(2(x2+ 1) — 1) =3log(2x2 + 1)

De grafiek van f(x) = x% + 1 is een dalparabool met een top bij x = 0.

g is een stijgende functie dus ook de grafiek van g heeft een top bij x = 0.
k(0) = *log(1) = 0 dus de top van de grafiek van k is het punt (0, 0).

Voor x > 0 is f'een stijgende functie en ook g is een stijgende functie. Als x
toeneemt, neemt f(x) toe en daarmee ook k(x) = g(f(x)) dus k is stijgend.
h(x) = Clog2x — 1))> + 1

T =20 invullen geeft I'= 3311‘,1 + %z 342.9 m/s
T
+ —=
331\’1 %L 340
T 340
1 shE——=l—
273 331

T _ (340}

T+ —=[—
273 \331

T _(340)2_

273 {331
T=15,047...~15°C
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I
¢ 273~ 331

Tr__"r
273 109561
Tr__v
273 109561
2 273 5
1r=273(109561 - l)of T=185 V2 - 273
d V—331\’1+15_6’5.h
a Tk
15 65
= 4+ —
¥ 331\(1 273 273

V= 33141,0549 — 0,0238 - h

Extra oefening

E1 a Door een translatie 9 naar rechts en 4 omhoog.
b g(x)=f(x+5)
glx)=4+ 2log(x —-9+5)
g(x) =4+ 2log(x—4)

F2 a g(x)=4-f(x)
g(x) =432
g(x)=12+2¢

b De grafiek van g kan ook ontstaan door een verschuiving van 2 naar links.

gx)=f(x+2)

g() =3-2°+2
g(x):g,.zx.zz
g(x)=12+2%

E3 a gx)=f(3x)=3-2""

b glx)=f(-x)=3-27"

E4d a 10-15x=0
15x =10
x= % dus de verticale asymptoot is de lijn x = %
Met een tabel zie je dat voor grote waarden van x de functiewaarden
naderen tot —%
De horizontale asymptoot is de lijn y = —%.
b Voor negatieve waarden van x ver van 0 nadert g(x) tot 4 dus de horizontale
asymptoot is de lijn y = 4. Er is geen verticale asymptoot.
c 1- %x =0
x = 6 dus de verticale asymptoot is de lijn x = 6.
Met een tabel zie je dat voor grote waarden van x de functiewaarden
naderen tot 10.
De horizontale asymptoot is de lijn y = 10.
Voor grote waarden van x nadert &(x) tot 16 dus de horizontale asymptoot

j= 9

is de lijn y = 16. Er is geen verticale asymptoot.
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E5 a

Eé a

E7 a

E8 a

120

Functies bewerken

v=75log(x - 2) ¢ y=lvi-2
4y =log(x - 2) 15
x—2=3% S8 =L
x*=3y+6
x=3%+2 5
x=43y+6
—4
y=16+4* d v=
y-16=4F &=
x =%og(y— 16) yeAlx—4=-4
—4
X—4=—
¥
16
DRl =
12
16
x—y—2+4
g=8p+24 ¢ x=4+"2log(y)
8p+24=¢g x —4="2log(y)
8p=g-—24 y=2x"4
p=0,125¢-3 =%
g=720-5 yEgg 2
2q=32p—5
B =2p—35
2p—5=284>
2p=843+5
p=4q3+2%
f2)=4
2#-la=4
16-1a=4
la=12
a=48
De top heeft codrdinaten (0, —%a).

Deze invullen in y = 2x — 7 geeft
-ta=2.0-7

] —_—
—Za— 7

a=28
Voor de snijpunten met de x-as geldt x* — %a =0

4_1
X 461

x=ﬁ%aofx=—4‘1¢a

Jx) = g(p(x) met p(x) = (x = 12+ 16 en g(x) =x
De grafiek van p heeft een top bij x = 1.

q is stijgend dus ook f'heeft een top bij x = 1.
f(1)=+/16 =4 dus de top is het punt (1, 4).

(x—12+16=6
(x—1)2+16=36
(x—12=20

x—1=4200f x — 1 = =20
x=1+4200f x=1-1+20

Hoofdstuk 10 Functies bewerken
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E9

E10 a

E11 a

6

= ofwel k(x) = ———
M= 50 —g+q WA =153
h(x)=2- *_ 8 ofwel h(x) = — 12— 8
VT s ra) TP T Gy
8-1x2=0
%x2=8
=16
x=—4of x=4

f(=4)=4-0=4en f(4)=4-0=4

De randpunten zijn (=4, 4) en (4, 4).

Eerst met % ten opzichte van de y-as vermenigvuldigen
g(x) =f(2x)

g =4-8-1(2x?

g(x) =4 —\8—1+4x2
g(x) =4 — 8 — 2x?

Daarna 3 naar links verschuiven

h(x) = g(x +3
h(x) = 4 — \8 — 2(x + 3)2

Eerst 3 naar links verschuiven

gx)=flx+3
g(x)=4—8—1(x+3)?
Daarna met % ten opzichte van de y-as vermenigvuldigen

h(x) = g(2x)
hx)=4-V8 —Lx+3)7

£@)=5

Zdog(22+p-2+4)=5

llog(4+2p+4)=5

Zog(8+2p)=5

8+2p=2%

2p=24

p=12

De lijn x = 3 is een verticale asymptoot van de grafiek van fp als x=3de
oplossing is van x% + px + 4 = 0.

32+p3+4=0

94+3p+4=0
3p=-13
13 1

Als alle grafieken van ]; door één punt gaan, dan moet p wegvallen in het
functievoorschrift. Dat is het geval als x = 0.
];(0) =2log(4) = 2 dus alle grafieken van ); gaan door het punt (0, 2).

Het domein is R als x2 + px + 4 > 0 voor alle waarden van x.

Dus de vergelijking x> + px + 4 = 0 moet dan geen oplossingen hebben.
D=p’-4-1-4

D=p*-16

D<0als p? <16 ofwel -4 <p <4
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1a

122

Vaardigheden 5

-3(a+27)-12=
—-la-9-12=

-la-21
(3q-5y=
9¢% — 30g + 25
(0,25 - 2p)* =

(-20) =
Tl-ﬁ-—p+4p2

(Tp+2)(p*-3)=

T3 =21p+2p2—6

24x2 + 6x = 6x(4x + 1) e
32p — 24p* = 8p(4 -

s2—s5—30=(s+5)s—6)

llg+q—12=

e 3-(3—-2x)=
-3-3+2x=
-6+ 2x

f (2-60?+6)=
y-36

g —1ll(2p—-3)+6p=
-2p+33+6p=
—16p + 33

h 2x—4)4-2x)=
8x —4x2— 16+ 8x =
—4x2+ 16x— 16

4p* — 6p =2p(2p - 3)
27-12t+ 2=
2-12t+27=(- 9D -3)
g a7 = g (=gl

h p?—64=(p+8)(p—28)

3p) f

G+1lg—12=(g+12)¢—-1)

810
8
(x2)4 = x6

Qa2 *=2q"8

:85

1
4 =l o=
i) 473
2472542 = 10a

(- ey = °

y=2401- 7%
i (B FEE
y=12.32.3—x
y:12.9.(3—1)x
y=108-(3)"

Vaardigheden 5

; 810
niet waar, want ? =gl0-2=g8

niet waar, want (x2)4 = x2'4 = x8

niet waar, want (2a~2) ™4 =2"%-g 2 4= %ag

waar

niet waar, want 2a™ 2+ 5¢2=10-a"=10-1=10
1

niet waar, want (\E)S . (\/; A= (x%)5 # (xi)3 =x

i3
23.

regel g9+ g0 = ga*b
regel (g9)0 = g«*?

regel 7' =

c y:61-2x
y:61.6—2x
y=6-(6)"
— 1 \x
y=6-(3)

d y:25.52x+1
y=25.52x.51
y:25.(52)x.5
y:25.5.(52)x
y=125-25"

b=
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1 1
7y

y=%|2—2)€+5 f y:4.9
1 1
y=1.072x. 95 y=4-9".92
1 Lix
y:E.(z—Z)x.:;z y:4.(92) .3
1
y=16- (272 y=4-3-(0)
y=12-3%
(1-29(1+2% = d 202%+ )% - ) =
1-2% 2022 - y?) =
2.2 —2)2=
21+2x == 2y2
1
(3'-22= e 5¥(5-57)=
(' -2)(3-2)= R Ly
32— 4.3 +4 5327 _ 5%
(45 +3)4x-2) = f 87+3)8 ~p)=

AXT X _ D 4¥ 4 347X — =

3
Do DwidPe o 6=
e Y6

L L 2 3 1 . 1 1 1 1L
X 30 2x2=x 6+2x6 =12+ xb x Fexlesy 3 E.)‘:3
(Bx)2 92 | o
= =4l.\0 d (37 (=3)2=(Gxp)
2‘4\‘{; 2-x411— 2
13,13l 151
e e Bl
1 1
W3ex'2-l=1y3. b

A _53-3 25 1

SRkt B3 8§ 5

y:%x+bmetx=—2eny=3geeft3=%-—2+b0fwelb=4

Een vergelijking van de lijn is y = %x +4
A 8-6 21
Ax 3--1 4 2

g7 _p.g¥+3.87-3

y:%x+bmetx=—1eny=6geeft6= -—1+bofwe1b=6%

1
2
Een vergelijking van de lijn is y = %x + 6%
Ay S5=2 3 1

“Ax —-8-1 =9 3

a

y:—%x+bmetx=leny=2geeft2=—%-1+bofwe1b=2%

Een vergelijking van de lijn is y = —%x + 2%
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Vaardigheden 5

a:A_y:I’]——?:ﬁ:
Ax  5-—-1 6

v=dx+bmetx=5en y=17geeft 17=4-5+ b ofwel h=-3

Een vergelijking van de lijn is y = 4x — 3

Ay 0,75—-3258 =28 1

S TAT 5-25 15 3

y=%x+bmetx=—5eny=0,75geeft0,75:%-—5+bofwelb=2%

4

Een vergelijking van de lijn is y = %x + 2%
_ Ay 080--1,12 1,92
“TAx  088-056 032
y=6x+bhmet x =0,88 en y = 0,80 geeft 0,80 =6+ 0,88 + b ofwel b = —4,48
Een vergelijking van de lijn is y = 6x — 4,48

@ a y=2x+372-18
y=2(x2+6x+9)—18
y=2x2+12x+18-18
y=2x*+ 12x
v=2x(x+6)

De codrdinaten van de snijpunten van de grafiek met de x-as zijn (0, 0) en
(—6, 0). De codrdinaten van de top van de grafiek zijn (-3, —18).

b y=-6(x—35(x+12)
De codrdinaten van de snijpunten van de grafiek met de x-as zijn (5, 0) en
(—12, 0).

. . 5+=12 1
De symmetrieas zit hier tussenin, dus x = =-35

2 2
Dit is ook de x-waarde van de top. Substitutie hiervan in de formule geeft
y=-6(-31-5)(-35+12) =—6--8} -85 =433}

De codrdinaten van de top zijn (—3% ,433 %)

10 a Bijdeformules A:y=(x+7)(x+13),C:p=—6(x—35)(x+12)en

D : y=-3(x + 2)? kun je de snijpunten van de parabool met de x-as direct
aflezen.

b A:(=7,0)en(—13,0),C:(50)en(—=12,0)en D: (-2, 0) waarbij de laatste
eigenlijk een raakpunt is.

¢ Bijdeformules B: y=(x—2)>=7enD: y=-3(x+ 2)? kun je de top van
de parabool uit de formule aflezen.

d B:(2,-T)enD:(-2,0).

11 a Van de parabool bij de formule y = % (x + 2)(x — 4) zijn de snijpunten met de

x-as (=2, 0) en (4, 0) en bij uitwerken van de formule zonder haakjes is het
getal voor de x2 positief, wat een dalparabool betekent.
Bij deze formule hoort parabool B.

b Van de parabool bij de formule y = —(x — 2)> + 3 is de top (2, 3).
Bij deze formule hoort parabool C.

¢ Van de parabool bij de formule y = —%xz + %x + 2 is het snijpunt met de y-as (0, 2).
Bij deze formule hoort parabool A.
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13 a

14

15

m: y+2=3xiste herleiden tot y =3x— 2

Uit tan(e) = 3 volgt o0 = 71,565...°

[:4y +8x=2is te herleiden via 4y = —8x + 2 tot y = —2x + %

Uit tan(f) = 2 volgt f = 63.434...°

De grote hoek die de lijnen met elkaar maken is

71,565...° + 63,434...° = 135° en de kleine hoek is 180° — 135° = 45°,

Uit tan(o) = 1 volgt o = 18,434...°

Uit tan(B) = 2 volgt B = 63,434...°

De grootte van de scherpe hoek die deze lijnen met elkaar maken is
18.434...° + 63,434...° = 82°.

2= %y = 2% is te herleiden via —%y =-2x+ 2% tot y =6x — 8.

Uit tan(o) = 6 volgt oo = 80,537...°

3y + 4%x =9 is te herleiden via 3y = —4%)( +9toty= —l%x +3.
Uit tan(B) = 15 volgt B = 56,309...°

80,537...° + 56,309...° = 136,847...°

De grootte van de scherpe hoek die deze lijnen met elkaar maken is
180° — 136,847...° = 43°.

yox . .. 1 1 _ . . A
375" 1 is te schrijven als 5 — 5x =1 en te herleiden via 5y =5x + 1 tot
y=%x+2.

Uit tan(o) =%volgt o =21,801...°

6y + 10x = 3 is te herleiden via 6y = —10x + 3 tot y = —l%x +%

Uit tan(B) = 13 volgt B = 59,036...°

De grootte van de scherpe hoek die deze lijnen met elkaar maken is
59,036...° +21.801...° = 81°.

x=—1leny=2invullenin y = x + 3 geeft 2 = —1 + 3. Dit klopt, dus punt P
ligt op de lijn met vergelijking y = x + 3.
l:x+y=3isteschrijvenals/: y=—-x+3.

Vermenigvuldiging van de richtingscoéfficiénten geeft 1 - —1 = —1, dus de lijn
met vergelijking v = x + 3 staat loodrecht op /.

x=3en y=32invullenin y = —11—2x + 32% geeft 32 = —% 3+ 32% ofwel
32= ——1% N 32;11-. Dit klopt, dus punt Q ligt op de lijn met vergelijking

y= —-llz-x + 32%.

Lijnm : 3x — %y =1 is te schrijven als m1 : —Jlfy = —3x + | ofwel als

m:y=12x—4.

Vermenigvuldiging van de richtingscoéfficiénten geeft 12 - —é =-—1,dus de

lijn met vergelijking y = —%x + 32‘1-1 staat loodrecht op lijn m.

© Noordhoff Uitgevers bv Vaardigheden 5

125



16 a

17 a

18 a

126

Vaardigheden 5

2x+3y=17
3p=i=Red'T
e D 1
y=—3x+ 23
De richtingscoétficiént van / is inderdaad —%
De loodlijn staat loodrecht op /, dus het product van de
richtingscoéfficiénten m en —% moet —1 zijn. Dus geldt —% +m = —1 waaruit

-1
volgt m=—= 1%

e
s5=1l-2+5

5=3+bdush=2
Een vergelijking van de loodlijn is v = l%x + 2.

[:4x—2y=3isteschrijvenals/: —2y=—4x+3enals/: y=2x— 1%
Als m de richtingscoéfficiént van de loodlijn op lijn /is, danis 2 - m = —1,
dusm = —%. Een vergelijking van loodlijn nis y = —%x +b.

x=—3eny=Iinvulleniny=—%x+bgeeft1=—%-—3+b,dusb=—%

Een vergelijking van de loodlijn n is y = —%x - %

.. A Y g s 1l 1 R —
Lljnm.g+z—Ilsteschrljvenalsm.-s-x sy=lenalsm:y=5x—-2

Als k de richtingscoéfficiént van de loodlijn op lijn m 1s, dan is % k=-1,dus
k= —% =-2 % Een vergelijking van loodlijn nis y = —Z%x + b.
x=5eny=3invulleniny=—2%x+bgeeft3=—2%-5+b, dush = 15%
Een vergelijking van de loodlijn n is y = —Z%x + 15%

[:4x+2y=6isteschrijvenals/: 2y =—4x+6enals/: y=—-2x+3.

Als m de richtingscoéfficiént van de loodlijn op lijn /is, dan is =2 - m = —1,
dusm = % Een vergelijking van de loodlijn is y = %x + b.
x=2&:ny=4invulleniny:%x+bgeeft4=%-2+b, dus b =3.

Een vergelijking van de loodlijn is y = %x + 3.

ly+3=-2x+3

Z%x =0dusx=0

Substitutie van x=0in/: y=—-2x+ 3 geeft y=-2:-0+3 =3,

De codrdinaten van het snijpunt zijn (0, 3).

De afstand van punt P tot lijn /is de afstand tussen punt P(2, 4) en (0, 3).

Deze afstand is \/(0 —22+(3-4)2=4+1=45.

Vaardigheden 5
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19 a

20 a

Lijnl:;—;+%= 1 is te schrijven als /: —%x+1ll-: 1.
2

i
1

—2‘c+lgeefty—l (x+l)endusl y=1 +1l

1
2
Als m de nchtmgscoefﬁment van een loodlijn op lijn /is, dan i 15 4 m=-1,
dusm = % =- 1- Een vergelijking van een loodlijn is y = —1 x+b.

x=3eny= —25 invullen in y = —1§x + b geeft —2% = —15- 3+b,dush= I%
Een vergelijking van de loodlijn op / door P(S, =2 %) isy= —I%x + 1%

Het snijpunt van deze loodlijn met lijn / is het punt (0, 1%), want dit is van
beide lijnen het startgetal.

De afstand tussen P(3, —2 %) en (0, I%) is de afstand tussen punt £ en lijn /.

Deze afstand is \I(O -32+ (I% - —2%)2 =9+ 16=425=5.

Linm:x—y= 1% is te schrijven alsm : y = x — 1%
Als k de richtingscoéfficiént van een loodlijn op lijn m is, danis 1 - k= -1,
dus k= —1. Een vergelijking van een loodlijn is y = —x + b.
x=—leny=1linvullenin y=—-x+bgeeft | =—1-—1+h,dush =0.
Een vergelijking van de loodlijn op m door Q(—1, 1) is y = —x.

Het snijpunt van deze loodlijn met lijn m bepalen : x — 1% =—x
2x=13dusx=3

Substitutie van x = % inm:y=x- 1% geeft y = % = 1% = —%

Het snijpunt is dus (é —%).
De afstand tussen Q(—1, 1) en (1 —%) is de afstand tussen punt Q en lijn m.

Deze afstand is \)(Z——l) (—3— ) 7\{— 13 \f—

; y . &
Lijnm:_x—2+'§=11steschr13venalsm —wx+3v—10fwe1m 3y 2x+1

dusalsm:y= 1%x+3
De richtingscoéfficiénten zijn gelijk, dus lijn /is evenwijdig aan lijn m.

Substitutie van x =3 en y = 7% inm:y= 1%){ + 3 geeft 7% = 1% -3+ 3endit
klopt. Punt P(3, 7%) ligt dus op lijn m.

Als k de richtingscoéfficiént van een loodlijn op lijn m is, dan is 1% k=-1,
dus k= —%. Een vergelijking van een loodlijn op lijn m is y = —%—x + h.
x=3eny= 3%invullen iny= —~x+ b geeft 7"— —%- 3+b,dush= 9%
Een vergelijking van de loodlijn op m door P(3 7—) s y= —3x + 9l

Het smjpunt van deze loodlijn met lijn / bepalen : —gx + 9“ = I1 x—10
-2ix=-191

—13x =—117dusx=9

Substitutievan x=9in/: y = l%x — 10 geeft vy = 1%° 9-10= 13%— 10= 3%.

Het snijpunt is (9, 3 %)

De afstand tussen P(3, 7 %) en (9, 3 ) is de afstand tussen punt P en lijn 7.
1

1
2
Deze afstand is \}(9 -32+ (32 = 7%) =436 + 16 =52 = 2y/13.

© Noordhoff Uitgevers bv Vaardigheden 5

127



Vaardigheden 5

21 a /:x—2y+2=0isteschrijvenals/: —2y=—x—20fwe1y:%x+ L,
De lijnen / en m hebben dezelfde richtingscoéfficiént en zijn dus evenwijdig.
Het punt (0, 1) ligt op L
Als k de richtingscoéfficiént van een loodlijn op lijn /s, dan is % *k=-1,dus
k=-2.
Een vergelijking van een loodlijn is y = —2x + h.
x=0eny=1linvullenin y=-2x+bgeeft | =-2-0+h,dush=1.
Een vergelijking van de loodlijn op / door (0, 1)is y = —2x + 1.
Het snijpunt van deze loodlijn met lijn m bepalen:
tx+6=-2x+1

2%x=—5
x=-2

Substitutie van x = -2 inm: y = %x + 6 geeft y = % -—2+6=5.
Het snijpunt is (=2, 5).
De afstand tussen (0, 1) en (=2, 5) is de afstand tussen lijn / en lijn m.

Deze afstand is \l(—2 — 02+ (5— 12 =4+ 16 =+20=215.

b /:x—2y=12isteschrijvenals/: —2y=—x+12 ofwely=%x—6

m:2y—x=-3isteschrijven als m: 2y = x — 3 ofwel y= %x - 1%

De lijnen / en m hebben dezelfde richtingscoéfficiént en zijn dus evenwijdig.
Het punt (0, —6) ligt op /.

Een vergelijking van de loodlijn k op / door (0, —6)isk:y=—-2x—6

k en m snijden geeft:

-2x-6=1x-13

| —
—25){—4'2'

Il
|
—_
S

X
y=-2--13-6=-22

Het snijpunt is (— l% , —2%).

De afstand tussen (0, —6) en (—1% 5 —2%) is de afstand tussen lijn /en lijn m.
o= = el = (T (0T = B V8 -2 6= 14 6.

Dus d(/, m) = 134/5.
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11 Differentieren

Voorkennis

V1 a Dat kun je zien, omdat de grafiek geen rechte lijn is. Er zijn dus verschillende
hellingen, dus ook verschillende snelheden.

Ze legde 30 km af in 50 minuten. Haar gemiddelde snelheid was dus

30 : 50 = 0,6 km per minuut ofwel 60 x 0,6 = 36 km per uur.

Als je de raaklijn tekent in het punt dat hoort bij r = 10, kun je de helling
van de lijn bepalen. Die is ongeveer gelijk aan 0,5. Dat betekent een snelheid

van ongeveer (0,5 km per minuut ofwel 30 km per uur.
S(15) - 8(10)  6,1125-3,2

o

n

d Over [10, 15] geeft dit T5—10 3 = 10,5825 km/min
S(11) = S(10)  3,7257-3,2
Over [10, 11] geeft dit ( 11) — I(() ) == 7 —=0,5257 km/min
e [I0% J0T] il D) S0l ~ B8 6 oo i
ver [10; 10,1] geeft di 0i-10 0.1 =0, m/min
. 8(10,001) = S(10)  3,20051 — 3,2 _
Over [10; 10,001] geeft dit = = 0,51 km/min

10,00l =10 0,001

e De snelheid wordt het beste benaderd door de gemiddelde snelheid over het
laatste interval in opdracht d. De snelheid is ongeveer 0,51 km per minuut.
Marian’s snelheid is volgens de formule 60 x 0,51 = 30,6 km per uur.

V2 a De raaklijn gaat door (1, 1) en (7, 4). De richtingscoéfficiént is dus
Ay _ 4-1 _ 3 1

Ax 7-1 6 2

_ Ay 1001 —+T
b Over[l; 1,001]is A 000l 0,49987... = 0,500
Ay 43,001 —+3
¢ Over[3;3,001]is = o —\r =0,28865..., dus de helling van de
Ax 0,001
grafiek in (3, \E) is ongeveer (0,289.
Ay ~9.001 —+/9
Over [9, 9,001] is A—y = Wl\r =0,16666..., dus de helling van de
'x 2

grafiek in (9, 3) is ongeveer 0,167.

V3 a f/(x)=100x% e K(x)=8x3-2x
b g'(x)=18x2 f I(x)=6-3x
¢ h(x)=25x2 g m(x)=3(x2+10x +25)
h(x)=50x m(x)=3x2+30x+ 75
m’(x) = 6x + 30
d j(x)=3x*-13 h n(x)=2x2+3x—9
7oy =134 #(x) = dx + 3

V&4 a f(x)=0,5x%— 3 geeft f/(x)=2x

De richtingscoéfficiént van de raaklijn is f"(1) = 2.
x=1eny=-21invullen bij p=2x+ b geeft =21 =21+ pdush=-41
Een vergelijking van de raaklijn is y = 2x — 4%

[ =(F+2)(* - 1)

f)=x%+x2-2

f(x)=4x3 + 2x

De richtingscoéfficiént van de raaklijn is f"(2) = 36.

f(2) = 18 dus de codrdinaten van punt P zijn (2, 18).

x=2en y= 18 invullen bij y = 36x + b geeft 18 =362+ b dus h = —54.
Een vergelijking van de raaklijn is y = 36x — 54,

o
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11 Differentieren

11.1 Machtsfuncties differentieren

As  6+10,001 -~4/10,001 — 6+ 10-+/10

intro Over [10; 10,001] 1 1s—= =28,461...

0,001
Na 10 seconden is zijn snelheid volgens de formule 28.461... m/s.
Dat komt overeen met 28,461... X 3,6 = 102 km/uur.
De bewering van Max is in overeenstemming met de formule.

1 a De helling bij x =1 is gelijk aan —1.
De helling bij x = 2 is gelijk aan —0,25.
De helling bij x = 3 is ongeveer gelijk aan —0,111.

b f(x)— = x 1 geeft f/(x)=—1+x" =_1.L2=_L2
X ¥
. f’(l)_____l f’(z)__—l__—l——025enf’(3)—_—1——01111
12 2 22 4 , 9 .

Deze uitkomsten komen overeen met de nitkomsten van opdracht a.
d De rekenmachine geeft de volgende hellingen:

Bij x = 1 is de helling gelijk aan —3.

Bij x = 2 is de helling ongeveer gelijk aan —0,188.

Bij x = 3 is de helling ongeveer gelijk aan —0,037.

1
g(x) = — kun je schrijven als g(x) = N
X
Volgens de regel voor het differentiéren van machtsfuncties moet dan gelden:
1 =3

g(x)= —3x % ofwel g(x)=-3" ey
X X

-3 -3 3 3 3
D=—7=-3,¢2)=—= —0,1875 N=—= = —0,037
= =-3,8@=Fr="1= eng(3)=7=5

Deze uitkomsten komen overeen met de berekende helhngen.

2 a De afgeleide is volgens die regel //(x) = 0,7 * x%7~1 ofwel /(x) = 0,7+ x703

b Ja, de uitkomsten van /’(x) = 0,7 * x % komen overeen die in de tabel.
+
3 a f(x)=—2:08 k.
fx)=-1,6x792 xx 1
F0)==% W=ata
h)=x 4 x2
K(x)=-x"2-2x3
1 2
H(x)=-———=
W=-3"3
2 | |
b g(V=7F+33 d k(X)=x—2(x3—X)
g(x) = 2x~6 + 3x72 k(x)=x—x71
’ = -2
g(x) = =125 =273 RAR)= Lk .
12 2 Kx)=1+—
CO=-5- 5 W=irs

3x3

4 fix)=yx= xé, dus f/(x) =Ly
11

fx)=1 3_5 T 2

| -

=
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f)= (3 geeft f(x) = \r «F

3 1 wl
+—endus f(x) = x?+3x 2

ofwel f(x) =+
f(x)= %x_% - %x_ :
1 3
fo=—-—
2x2 2x?

oy =L 3
f(x) - 2‘\{; 2x\{;
S(x) = 4 x
f(x)=4x"2

Fx) = 1052
F(x)=10xx

g =5
o) = 5
¢ =37
7)==

3x§
075
h = -2

h(x)=3x2—3x71

_L
H(x)=32x"2+3x72

, 3 3
h (x) = _l + =
2x?
3 3
Hx)==——=+

Wx x2

x+1
J(x) =
a7
x 1
x)==+=
.

. ~1L
e S S
o 1 1
Jry=— 1
2x% 2x?

)= =
" o0 2a

© Noordhoff Uitgevers bv

e k(x)=x(x+7)

k(x)= xyx + 7x
iy = $ 2475
K =12 +7
K(x)=13x+7
1(x) = (x = yx)?
[x)=x2=2x\|x +x
It =05y
F(x)=2x =37 + 1
F(x)=2x-3\x+1

3w =9
m(x) = =

3x 5
m) =TI~ 1

1 1
m(x)=3x2—-5x 2

gl
m(x)——3x 2+ xz"‘-
3 15
m(x) =~ 4 —
2x2  Ixe
)= 3 15

m ’ le\l;
n(x) = xz(\b_c + \,L;

n(x) = xz(x;- + x_%)

al i
n(x)—xz+>c2
1
n'(x) = 2x2+ 3

w(x) =22 xlx + 114x

Hoofdstuk 11 Differentiéren
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03 a

06 a

132

Differentieren

Om het minimum te berekenen moet de afgeleide nul gesteld worden.
Uit D = 6.0+ v "2+ 0,00050v2 — 0,033 volgt

dD dD -12.0
—=—12,003+0,001v ofwel —= +0,001v.
dv dv v
-12,0
— 0,001v=0
¥y
—12+0,001v*=0
0,001v* =12
v+ =12000

v=412000 = 10,466...

De kruissnelheid is ongeveer 10,5 m/s.

2 _ 8 2 3
gesplitst in de twee breuken = ey =

- 2

8x

In stap 1 is de breuk 7
X

In stap 2 zijn de breuken in de vorm ax? geschreven.
f(x)=8x"2-3x7*
=163+ 124

) 16 12
f=-—73+3
X X

2+
o(x) = 15302 T - E
X
)= S 0B 452 6
g(x) X k(x) =~ +—
g =—5 iy
P k(x)=4x"1+ 6x73
K(x)=-4x"2-18x4
-4 18
Ko=Z-3
8 1 2
hx)=2+ 75 h m(x)=x2(l+;)

m(x) = x3(1 + 2x73)

e 1, e
hx) =8y~ 0 mix) = 2 + 251

K(x)=-32x"5-3x76 m'(x) = 2x — 2x72
’ _32 5 ’ S,
KX)=—7%-7% m'(¥) =23 ==
8x2 — 2

8x 3
gesplitst in de breuken — en —
Vx : Vo

vervolgens \f; geschreven als macht van x, namelijk x2.

In stap 1 heeft Dave de breuk

cn

g . g 1
Hij gebruikt de rekenregels == g*? en g7 = —
g g"

In stap 3 heeft Dave de functie gedifferentieerd door gebruik te maken van

de regel: als f(x)=x%danis f/(x) =a-x" L.
1=

1L L
x1=x1'x2=x\f;

Hoofdstuk 11 Differentiéren
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U1 5 160 =i fesdtniiven als 705 =2,

F(x) = 13x% ofwel f/(x) = 123x?
De helling in punt P is 14, dus f’(x) = 14.

1243 =14

11.2 De kettingregel

b

intro

y=7(16)=16-3163 = 128

Punt P heeft codrdinaten (16, 128).

14x-96=10

14x =96

x= 6% dus de codrdinaten van punt Q zijn (6%, 0).

Van AOPQ is de basis 0Q = 6% en de hoogte y,, = 128.
De oppervlakte van AOPQ is % ‘ 6% <128 = 438%

De getallen in kolom Y3 zijn allemaal het dubbele van de getallen in
kolom Y2. Er geldt dus y, =2 -y, ofwel y, =2+ 3(2x + 2.
Een functievoorschrift voor de afgeleide van f'is f7(x) = 6(2x + 1)2.

8 a m(x)=(x+3)?

10

b

- 0 Qa N

n o

[N

o

kK(x)=2x

De hellingin Qis k'(=2)=2+-2=—4,

De grafiek van & is alleen maar verschoven, dus de helling in P is gelijk aan
diein Q.

m'(=5) = k'(=2)

m'(x) =k(x+3)

m'(x) =2(x+3)

m'(=5)=2(-5+3)=2--2=—4, klopt.

x vervangen door 3x geeft y = % - 3x+ 1%
Een vergelijking van het beeld van de raaklijnis y = %x + l%
De helling in P is gelijk aan de richtingscoéfficiént van de raaklijn, dus %
de helling in punt P = de helling in punt Q X 3
dus #'(3) =K'(9)- 3.
H(x)=k'(3x)+3
Bij k(x) =x hoort k'(x) = 2# dus
X

=

* 3 ofwel /' (x) = 8

243x

n(x) =

1
243x
f(x)=3x2dus

Zx)=f"(x+5)=3x+5)7
Kx)=g(2x)-2=f'(2x+5)-2
K'(x) = 3(2x + 5)% - 2 ofwel K'(x) = 6(2x + 5)2
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11 Differentieren

11 a

12 a

13 a

14 a

134

fx)=(@Q+3x)
fi(x)=4-2+3x)*3
f(x)=12(2 + 3x)?

g = \3x =4
¢ =——

24ix-4

.
L —

gx) =

6 %x—/-l-

= ey

f)=@x +4y7
F)=-2-Qx+473:2

F(x)=—4-Q2x +4)7
rO= 5o

) = oy
(x)=—10-(12 - 3x)76+ —3
)= iO_v,x)6
K= i03;;)6 -8
F(¥)=Bx =19 + 10

fi(x)=3(3x—19)2+3
F(x)=9-3x—19)

3

glx)=5x+

—

)2
glx)=5x+ 3(x - %)
Z=5+-6(x-1)71

6
¢ =5-—m=
(x=3)

GO | —

X —
-2

Hoofdstuk 11 Differentiéren

¢ wx)=(jx+2)
W) =3-(te+2)-1
wx)=3(5x+2)°

d k(x)=v12-5x
k()= (12— 5%

K(x)=%-(12- 5x)'§- -5
5 1
K(x)= —§-' >
(12 = 5x)
-5

34(12 — 5x)?

K(x)=

schrijf je als 4(x) = 2(12 — 3x)75,

c hix)= + x2

1
ANx+ 5
wl

h(x)=(x+5) T+ x2
H(x)=—1-(x+5) 15 1+2x

() = 1
2x+5)h

H(x)=——————+2x
& 2(x+5)\/x+5Jr
d j(x)=42x—4-7x3

! iR =21

A,

J(x)=

+ 2x

—21x2

2x—4
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15 a

16 a

1
011 a f(x)=(4x — 7)* dus op de puntjes moet % staan.

b

d

__4 12
M¥)=rm=="173

k(x)=403 - x)“% -

[§%)

1
1

~J

r2=

K(x)=-2+3-x) 2:—1
2
K= ——
3-x)°
T I —
B-xN3-x

F(x) = (5x + 1)15

fx)y=1%-(x+ % gl Pl 75Bx+1

B 3
& M= Ty

Bl (T 7) 5
R(y=—4L«@x =74

2(x)=(1 —dxn1 —4x

g =(1-49)"
gx=13-q — 4y -4

g9 =61~ 4x

h(x)= (4 - %;;)2\[4 —ix f om(x)=

7l
hx) = (4= 3x) 2
' ll
H(x)=21-@4-192.-1
Kx)=-11@-Lo\4-1x

S(x) =~6x +3dus f(x) = 2—,6i—+3 6 ofwel f"(x) = 6x3+

Bijx= —% heeft de grafiek van f'een randpunt en de grafiek van /" een

verticale asymptoot.

=
f)=3-@x=7)34
De exponent wordt —% omdat % -1= —%

1
In stap 3 is de regel g7 = -g—n- gebruikt.

2 2
Fix)= -dus f(x) =
(4x — 7§ dx — 17

© Noordhoff Uitgevers bv

f m(x)= —(%x - 9)]’8
m(x)=-1,8+Gx—9)08.1

m'(x) = —0,6(%3{ N 9)0’8

T
4
2x - D2y — 1

w15
m'(x)=—2 (2x - 1y %2

x —
32x—1)2-{2x - 1

Hoofdstuk 11 Differentiéren
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11 Differentieren

e g(x)=03x+7p g p(x)=(3-8x)*
gx)=5+CBx+7)* 3 pP(x)=4-(3-8x)>--8
g (x)=15@x+7)* P(x)=-32(3 - 8x)}

foA(x)=yix-1 h g(x)=(5x-3)7
ho)=(3x -1 F(x)=7+(5x =365
=t (bx -1yl 7(x) = 35(5x — 35

1
W(x)= ]
1P
1
H(x)=
T e

014 a AlsA(x) =3xdanis A'(x) = 3.
b In stap 1 is de breuk geschreven als een macht met een negatieve exponent.
c K(x)=-15-(1-2x)"*--2

.30
K =000
o ~ 30
d f(x)—h(x)+k’(x)—3+—(1_2)6)4

U2 a x=5eny=2invullenin f(x) =a(2x —4)> geeft 2=a(2-5— 4)*
2=36adusa=32—6=%

f(x)=a(2x — 4)?
£i(x)=2a-(2x—4)-2
f)(x)=4a(2x — 4)
[/(1)=—6geeftda-(2-1-4)=—-6
—8a=-6

o=

fx)=2+4-2x—4)-2

£/(x) = 16(2x — 4)

fi'(x) =8 geeft 16(2x —4) =8

o

[a]

_1
2x—4—§
_ a1
2x=43
__

x—2z

v=afal)=a-o2h- 4 =1

In het punt (2%, 1) is de helling van de grafiek gelijk aan 8.

11.3 Raaklijnen

intro  Op het moment dat de grafieken dezelfde helling hebben, hebben de fietsers
even snel gereden.
Als de hellingen van de grafieken gelijk zijn, zijn ook de afgeleide waarden
gelijk. Dus je kunt deze tijdstippen bepalen door de afgeleiden aan elkaar
gelijk te stellen.
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17

18 a

19 a

20

21

f(x) =+4x + 1 geeft f(2) =+4+2+ 1 =3 dus het punt op de grafiek is (2, 3).

Fley=—— 2
N ax 1 G+ 1
2

De richtingscoéfficiént van de raaklijn is f(2) = ———== %

2el

x=2eny=3invulleniny:%x+bgeeft3=%°2+bdusb=1%

-4 ofwel f'(x) =

Een vergelijking van de raaklijn is y = %x + I%

flx)=3x*-3

Fly=2%

De richtingscoéfficiént van de raaklijn is /"(1) =2

x=1 eny=—2%-invulleniny=2x+bgeeft—2-12~=2- 1 +bdusb=—4%
Een vergelijking van de raaklijn is y = 2x — 4%

De grafiek van fis symmetrisch in de y-as en Q is het spiegelbeeld van P bij
spiegeling in de y-as.

De helling in Q is —2. De raaklijn in Q snijdt de y-as in hetzelfde punt als de
raaklijn in P.

Een vergelijking van de raaklijn in Q is y = —2x — 4%

In R is de helling van de grafiek gelijk aan de helling van de raaklijn, dus —2.
Om de codrdinaten van R te berekenen, moet je de vergelijking

f'(x) = =2 oplossen.

2x=-2

x=-1

y=f(-1)=12=1 dus punt R heeft codrdinaten (-1, 1).
x=—leny=1linvullen bij y=-2x+pgeeft 1 =-2-—-1+p.

1=2+p

p=-1

f(x)=6y2x— 1
f(x)=6 Z\Im 2 ofwel f7(x) \f2x—

6
f'(x) =2 geeft =2

V2x—1
V2x—1=3

|
-

2x—1=9
2x=10
x=5

y=f(5)=6y2-5—1=18 dus het raakpunt is (5, 18).
x=5en y=18invullen bij y=2x + p geeft 18 =25+ p, dus

p=28
fo=(tx+1)
Fe=3-(3x+1) 3
e =133x+1)
Fx) =6 geeft 1}{x+1) =6
(Ix+1)f=4

lx+1=-2of sx+1=2

© Noordhoff Uitgevers bv
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Differentieren

y=J-6) =—Bof y=[(2)=8

De raakpunten zijn (—6, —8) en (2, 8).

x=—6en y=—8invullen bij y = 6x + p geeft -8 =6+ —6 + p dus p = 28.
x=2en y=8invullen bij y=6x+p geeft §=6-2+ p dus p=—4.
Vergelijkingen van de raaklijnen zijn y = 6x + 28 en y = 6x — 4.

22 De lijn door (0, 2) en (4, 0) heeft richtingscoéfficiént —% en als vergelijking y = —%—x + 2

d
Voor de hellingen van de parabool geldt _d_v = %x = 1%
X

In het raakpunt moet gelden %x = 1% = —%

%x =1

x=2

y=t-2-11.243=1

Het punt op de parabool met helling —% 18 (2, 1).

Dit punt ligt ook op de lijn. want invullen levert 1 = —% + 2+ 2 en dat klopt.
De parabool raakt dus de lijn wel.

23 a f(x)=1+@Bx-2)!»

f(x)=15-3x—2)0%5-3
f(x)=4,53x -2
F()=453-2=4,5
De raaklijn is van de vorm y =4,5x + b
¥ =f(1) =2 dus het raakpunt is het punt (1, 2).
x=1leny=2invullen bij y=4,5x + b geeft 2=4.5-1+bdush=-2,5
Een vergelijking van de raaklijn is y =4,5x — 2.5

b f(x)=4,5y3x—-2
Als de helling van de grafiek gelijk aan 9, dan is /"(x) = 9.
4,53x—2=9
y3Ix—2=2
3x—2=4
3x=6
x=2eny=f(2)=9
In het punt (2, 9) is de helling van de grafiek gelijk aan 9.

2

¢ glx)= iR
gx) =2+ (x+3)7?
g(x)=—4-(x+3)3-1

4
g =5
-4
g(x)= —% geeft +3) = —%
(x+33=8
x+3=2

x=-leny=g(-1)= % dus het raakpunt is (—1, %)

x=—1eny=%invullenbijy:—%x+pgeeft%=—%-—l +pdus p=0.

138 Hoofdstuk 11 Differentiéren © Noordhoff Uitgevers bv



24

25

020 a

fx)=—3{8x+1+15 g =12+ x+5
1

7 S R S— B =By

1) 22@“ gx)=—5x+1
f(x):\jm g(6)=_3

1(6) =3

tan(o) = é geeft o =11,309...° tan(B) = 3 geeft p = 71,565...°

B—o=71,565...° = 11,309...° = 60,255...°
De grafieken snijden elkaar onder een hoek van ongeveer 60°.

Snijpunten met de x-as:
- (2x—4)2+8=0

—s(Qx—42=-8

2x—4)2 =64

2x—4=-8o0of 2x—-4=8

2x=—4of 2x=12

x=—20of x=6

De snijpunten met de x-as zijn (=2, 0) en (6, 0).
fO)=—-3Q2x— 472 +8

F(x)=2+—-(2x—4) -2 ofwel f'(x) = -1 (2x — 4).
f(=2)=4en f'(6)=—4

Raaklijnin (=2, 0): y=4x+bmet x =—2en y =0 geeft = 8.
Een vergelijking van deze raaklijn is y = 4x + 8.

Raaklijn in (6, 0): y = —4x + hmet x =6 en y = 0 geeft h = 24.
Een vergelijking van deze raaklijn is y = —4x + 24.

Deze twee raaklijnen snijden geeft 4x + 8 = —4x + 24.

gx=16

x=2eny=4-2+8=16dus het snijpunt Sis (2, 16).

Voor de top T geldt f'(x) = 0 dus — (2x — 4) = 0.

2x=4

x=2en y=f(2)=8dusde topis (2, 8).

Omdat 16 = 2 - 8 ligt S twee keer zo hoog boven de x-as als 7.

De helling van de raaklijn is 5.
Om de codrdinaten van het raakpunt te berekenen moet je de vergelijking f"(x)

f(x)=2xx—x

f)=2x7-x
f(x)= 3x% -1
F=3x-1

F(x)=5geeft 3x—1=5
Wx=6
Yx=2

x=4
y=f@)=2-4-Y4-4=16-4=12

e (4,12)invullen in y = 5x + p geeft

12=5+4+p
12=20+p
p=-8

© Noordhoff Uitgevers bv

= 5 oplossen.
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140

Differentieren

De helling van de raaklijn is —2.

glx)=—6y2x— 5
1

g =6 s

. —6
g&%-a;jg

e _6 = -
g'(x) = -2 geeft s 2
2x—5=3
2x—5=9
2x =14

x=Teny=g(7)=—-62-7-5=-18

x=T7eny=-18invullen bij y = -2x+pgeeft -18=-2-7+p
—18=-14+p

p=-4

—\2x—8+5=-1x+8

—\}2x—8=—%x+3

\/Zx—8=%x—3
2x—8=(%x—3)2
2x—8=ix2—3x+9

12-5x+17=0
x2—20x+68=0
D=202-4-1-68=128

20 ++128
==

y=-%15,656... +8=0,171...
Het snijpunt heeft codrdinaten (15,66; 0,17).

X =15.656... of x = =4,343... (voldoet niet)

20 — 4128
2

Ze raken als de helling van de raaklijn —% is, dus als f'(x) = —%
flx)= —\/Zx —8+5

T
S0= 8T —8 2

-1

fx)= =

f(x) = —3 geeft —= -1

V2x—8=2

2x—8=4

2x=12

x=6eny=f(6)=3

x =6en y=3invullen bij gp(x) = —%x +pgeeft 3= —% <6+p.
3=-3+p

p=6

Het randpunt van de grafiek van fis (4, 5).

De grafiek van g gaat door (4, 5)als 5= —% 4+ pdusals p=17.
Als p =7 snijdt de grafiek van g de grafiek van f nog net twee keer.
Voor p > 7 snijdt de grafiek van g de grafiek van f nog maar €én keer.
Voor p < 6 snijden de grafieken elkaar niet.

De grafieken hebben twee punten gemeenschappelijk als 6 <p < 7.
Hoofdstuk 11 Differentiéren © Noordhoff Uitgevers bv



11.4 Maxima en minima

intro  Bij eb neemt de waterhoogte af en bij vloed neemt de waterhoogte toe. De
hoogste waterstand treedt dus op tussen vloed en eb.

26 a f(x)=x*-2x?

f(x)=4x3—4x

4x*—4x=0

dx(x2-1)=0

dx=00f x2-1=0

xi= il n¥=

x=0ofx=-1lof x=1

De raaklijn loopt horizontaal in die punten.
ry)=s () ~a-i=1-2=")

De helling is negatief.

d Uit de grafiek lees je af dat f(x)<Oalsx<-lof 0<x<1.
De helling van de grafiek is voor deze x-waarden negatief.
Uit de grafiek lees je af dat #’(x) > 0 op de intervallen {—1, 0) en {1, —).

n o

27 a De grafiek heeft een horizontale raaklijn bij x =-3, x=1enx=5.
b f(x)= }Tx”'— x3 - 6%x2 +15x + 8
F(x)=x3-3x2-13x+ 15
f(=3)=-27-27+39+15=0
f(H=1-3-13+15=0
f'(5)=125-75—-65+ 15 =0, dus de antwoorden bij opdracht a kloppen.
/7(x) < 0 geldt op de intervallen («, —3) en {1, 5).

(a]

28 a K'(p)=-3p2+6p

=3p2+6p=0
3p(=p+2)=0
p=0of p=2

o

Uit een plot van de grafiek blijkt dat K een minimum heeft bij p =0 en een
maximum bij p = 2.

¢ Maximum K(2) =11 en minimum K(0) = 7.
29 a L'm)=-16m+ 16 VisaXEIeR-3
—-lem+16=0
—l6m=-16
m=1 ——
in een plot zie je dat er een maximum is
bijm = 1. /1
Het maximum is L(1) = -8+ 16 -3 =5, Ke1‘00bb003 v=5
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Differentieren

’ _ 1 1
) hx+10 2
S S
yY2x + 10 2

1

2x+10=4
2x=-6
x=-3

in een plot zie je dat er een maximum is bij x = —3.

Het maximum is A(—3) = 3%

g(x)=(x -6y +6

g(x)=x—12x+42
6
x)=1-—
g'(x) e

-2
Vx
Vx=6
x=36
in een plot zie je dat er een minimum is bij x = 36.
Het minimum is g(36) = 6.
wi(r)y=2+GBr—4)-3+2
w(r)=6(3r—4)+2
w/(r) = 18r —22
18r—22=0
18r=22
r=B=1
in een plot zie je dat er een minimum is
bij r =15
Het minimum is w( 1%) = 2%

De functies f'en k kun je differentiéren.

Y1=0(2X+10)-0.5%

y=3.5
VIS0 6156

Minimwm e
X=35.999997 v=6
VIsGR-MEIR

Hinimum

X=1.2222241 y¥=2,5555556

Functie g kun je niet differentiéren, omdat 1,5* niet te schrijven is als macht

van x.

Functie / kun je niet (makkelijk) differentiéren, omdat de uitdrukking

binnen de haakjes niet van de vorm ax + b is.
flEy =95~

Fi(x)=3x2-4x3

3x2-4x3=0

x2(3-4x)=0

¥=00f3-4x=0

x=0of x= %

In een plot zie je dat er bij x = 0 geen extreme
waarde is en een maximum is bij x = %

Het maximum is f1 (%) = %g

Hoofdstuk 11 Differentiéren

Y1=K2-X"Y

Y¥=0.1054687

© Noordhoff Uitgevers by



31

k(x)=—-2y2x+ 3+ 2x

() = —2+ ——eee2 42

2\’2x+3
— +2

2
v2x +3

+2=0

K(x)=

2x +

K

Y1="20(2K+3)+2X

2

x
—~2
X

N

w

y2x+3=1

2x+3=1
2x=-2

¥=-0.999999 y=-y
x=-1

In een plot zie je dat er bij x = —1 een minimum is.
Het minimum is A&(—1) = —4.

c glx)=15—-x Vis15°(R-R
Invoer: y; = 1,5 —x
Venster: —10<x <10, -10<y <10

p » ‘o ,
Optie: minimum
Het minimum is ongeveer g(2, 23) = 0.24.

Minimum

X=2.226384 ¥=0.2399209

Y1=(T(K)-3)"Y

Venster: 0<x <20, -1 <py<5
Optie minimum
Het minimum is /4(9) = 0.

¥=9.0000015 Y=3.844E-27

Stel P(p, 0) dan is punt A(p. f(p)) ofwel A(p, —%pz + 15).

OP=pen AP=—-1p2+15
De oppervlakte van rechthoek OPAQ is OP + AP, dus
opp =p+(~Lp? +15) ofwel opp = ~Lp* + 15p.

opp’ = —%pz +15
opp’ =0 als —%pl +15=0
_%pz =_15

pr=25

p =5 (p= -5 voldoet niet)

De oppervlakte van rechthoek OPAQ is maximaal als p = 5.

De maximale oppervlakte is opp(5) = —% +53+15:5=-25+75=50.

029 a f(x)=3x2-6x

b 3x2-6x=0
3x(x—=2)=0
x=0ofx=2

¢ In de plot zie je dat f'een maximum heeft bij x = 0 en een minimum bij x = 2.

© Noordhoff Uitgevers bv
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11 Differentieren

d fheeft een maximum f(0) = 2.
f heeft een minimum f(2) = —2.
e g(x)=—4x*+12x+19 Vi=-URZ+12%+19
Zx)=-8x+12
-8x+12=0
—8x=-12
xX= 1%

In de plot zie je dat g een maximum heeft bij x = 1%
Het maximum is g( 1%) =28. %=1.4999987 v=28

f h(x)=+9x+24- I%x VisT(IRIZD-15%
1 1

W(x) = ————
) 29x + 24 2

W)= -

_x = —— — Ty
20x+24 2
9 1

249x + 24 2" ¢ e Res y=55
9

— -1

249x + 24

3\}9x +24=9

9x+24=3
9x+24=9
9x=-15
x=—12
3

b=

In de plot zie je dat & een maximum heeft bij x = —1%
Het maximum is h(— 1%) =5 %

g k(x)= x(\]; -3) Vi=R (-3
1
k(x)=x'7 - 3x
1
K(x)=13x -3

I%xz =3 X=4.000001 y=-y

In de plot zie je dat & een minimum heeft bij x = 4.
Het minimum is A(4) = —4.

h m(x)= (%x — 1)2 -3x+7 Vi=(0.25%-1)2-38+7

m(x)=2-(tx—1)-1-3

g 3% =0 X=27.999997 y=-u1
1
2

In de plot zie je dat m een minimum heeft bij x = 28.
Het minimum is m(28) = —41.
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031 a

b
c
d
e
f

Us

U5 a

Punt A heeft ook x-coordinaat p.

y4=f(p)dus y,=—3p> +16

De breedte is OP = p.

De hoogteis AP =y = —%pl + 16.

De oppervlakte van rechthoek OPAQis O(p) =p - (—%pz + 16).
O(p) = —3p* + 16p

O'(p)=-p*+16

-p*+16=0

pr=16

p =4 (p=—4voldoet niet)

O heeft een maximum bij p = 4.

De maximale oppervlakte is O(4) = —% +434+16-4= 42%

gi(x) = (3o a) ' -CBx-a)?
gln=-1 «Bx—a)2:3--2-3x—a)3-3

-3 6
€= Gamap
6

_ -3
g’a(4) =0 geeft R + 2—ar

3 _ 6
(12-a2 (12-a)
3-(12-a))=6-(12-a)?
3-(12—-a)*-(12-a)=3+(12-a)*-2
3(12-a?=00f 12-a=2
a=12ofa=10
a = 12 voldoet niet dus a = 10.

=0(meta=12)

S@)=(x+dnlx+4

F6) = (x + )+ 47
f)=(x+ 4"
F)=13(x+ ap-1
f@=15x+4

gx) = xlx +4

g = (v Ay +4 -y +4

1
M~ i d-4- .
gx)=1\x+4-4 !

g = 1y ra- =

x+4
k(x)=(x + 6)*
Kx)=4+(x+6)1
K'(x)=4(x + 6)
I(x) = x(x + 6)°
I(x) = (x + 6)(x + 6)° — 6(x + 6)°
I(x) = (x+ 6)* — 6(x + 6)3
F(x)=4(x+6P—18-(x+6)?-1
F(x)=4(x + 6)° — 18(x + 6)°
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11 Differentieren

11.5 Redeneren met de afgeleide

intro  De grafiek van f'heeft horizontale raaklijnen bij x = =2 en x = 3.

De grafiek daalt voor x < =2 en stijgt voor x > =2,
De grafiek van f heeft een top bij x = —2.

32 a f(x)=x*-6x f(x)=2x—-6
y y
10 ; . T 10
5 g
6
" 4
3

ok | 2 3 & § 7 8" gt | IEIR
T e O 1 - =
-4 . /, -4
| 1A | -6
_8 /

33

146

n o

[N

T o n o w

fstijgt op het interval (3, —) en fdaalt op het interval {«, 3).

De grafiek van de afgeleide ligt boven de x-as op het interval (3, —) en
onder de x-as op het interval {«, 3).

Als de grafiek van de afgeleide boven de x-as ligt, stijgt fen als de grafiek
van de afgeleide onder de x-as ligt, daalt f.

Bij de waarde van x waar de grafiek van de afgeleide de x-as snijdt, heeft de
grafiek van f'een top.

[stijgt op het interval (0, 4), want daar ligt de afgeleide boven de x-as.
fdaalt op de intervallen ((—, 0) en (4, =
Bij x = 0 gaat f'van dalend naar stijgend, dus bij x = 0 heeft feen minimum.

Bij x = 4 gaat f'van stijgend naar dalend, dus bij x = 4 heeft feen maximum.

Een mogelijke grafiek van f:

—_
(=}
<

— N W kR U N 0 WO
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34

35 a

36

37

38

De grafiek van f” snijdt de x-asbij x =2en x = 5.
De grafiek van f” ligt eerst onder de x-as, dan erboven en tot slot er weer
onder.
Voor f betekent dit dat f'eerst daalt, een minimum heeft bij x = 2, dan stijgt,
een maximum heeft bij x = 5 en dan weer daalt. Een mogelijke grafiek staat
hieronder.
De grafiek van g’ raakt de x-as bij x =3 %, en ligt verder onder de x-as.
Voor g betekent dit dat g steeds daalt en de grafiek een horizontale raaklijn
heeft bij x = 3%. Een mogelijke grafiek staat hieronder.
De grafiek van /4" snijdt de x-as niet maar heeft wel een maximum en ligt
steeds onder de x-as.
Voor /1 betekent dit dat de grafiek geen toppen heeft, eerst afnemend daalt
en dan toenemend daalt. Een mogelijke grafiek staat hieronder.

y ¥

]

3 =110 \7(5 7 =3 = 10

Grafiek A is een horizontale rechte lijn boven de x-as. Dus moet het
gaan om een functie met een constante stijging. De grafiek van m
voldoet hieraan.

Grafiek B ligt geheel onder de x-as en geeft steeds negatievere
waarden.

Bij grafiek B hoort functie /, want / is toenemend dalend. C
Grafiek C hiernaast zou de grafiek van de afgeleide functie van k ]
kunnen zijn, de helling is positief en wordt steeds groter. [o)| T
Grafiek D hiernaast zou de grafiek van de afgeleide functie van n
kunnen zijn, de helling is negatief en wordt steeds minder negatief.

helling —

F(x)=3x2+2
Omdat x> 01is 3x? + 2> 2en dusis f’(x) > 0 voor alle x-waarden.
De helling is het kleinst als /" minimaal is. Dat is bij x = 0 het geval.

De grafiek van K’ is overal positief dus is K stijgend.
De grafiek van K is afnemend stijgend tot ¢ = 1000 en daarna is de grafiek
van K toenemend stijgend.

De noemer van de breuk wordt steeds groter wanneer ¢ toeneemt.

Het gevolg is dat de breuk steeds kleiner wordt en de inhoud dus afneemt.
B 120
(0,057 + 1)

I=120+(0,05¢+1)2

dr
5, = ~240- 0,051+ 1)73- 0,05
ar_ -12

dr (0,057 + 1)3
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Als t toeneemt en 7 > 0 is de breuk een negatief getal. De inhoud neemt
dus af.

Als t toeneemt en 7 2 0 is de breuk een negatief getal dat steeds dichter bij 0
komt, omdat de teller niet verandert en de noemer toeneemt. Er is dus een
steeds langzamere afname.

Als f'daaltis f"(x) < 0.

7(x) < 0 op het interval {—1, 5) dus op dat interval daalt .

/’(x)> 0 op de intervallen {«, —1) en (5, =) dus op die intervallen stijgt /.
In een top van de grafiek is f"(x) = 0.

Bij x = —1 en x = 5 heeft de grafiek van f'een top.

Waar de grafiek van f” eerst boven de x-as ligt en daarna onder de x-as ligt,
daar heeft f'een maximum, dus dat is bij x = —1.

Zie hieronder.

Tussen x = —1 en x = 5 daalt de grafiek, dus de top bij x = 5 ligt lager dan

die bij x = —1.
Zie de schets hieronder.
y
8

Grafiek A is symmetrisch in de y-as.

Grafiek B is puntsymmetrisch in de oorsprong.

Grafiek B heeft een top bij x = -2 en bij x = 2.

Grafiek A snijdt daar de x-as.

Dus grafiek A is de grafiek van de afgeleide 7.

Als de grafiek van f” van onder de x-as naar boven de x-as gaat, heeft f'een
minimum, dat is hier bij x = 2.

Uit f/(4) > 0 volgt dat f'stijgt bij x = 4.

Als de grafiek van de afgeleide van de afgeleide dalend is bij x = 4, neemt
f'(x) af bij x =4. De stijging neemt dus af.

Tot x = 4 is f'toenemend stijgend en vanaf x = 4 is fafnemend stijgend.
Dus in het punt met x-coordinaat 4 heeft de grafiek van f'een maximale

stijging.
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11.6 Gemengde opdrachten

39 a f(x)=x*-3x+8

fx)=2x-3
2x—=3=0
2x=3
x=l%

De grafiek van fis een dalparabool.

De functie f heeft dan een minimum f/ ( 1%) = 5%
b g(x)=3Qx+5) "+ 13x

g =-3-Q2x+52-2+11

- 6 1
8= xrsp T 2
_=6 ¥ = Vi3/GRTELER
x+52 2
_=6 _ 1L
Qx+52 2
(2x+5)2=4
2x+5=-20f 2x+5=2 /”\
2x=—7o0f 2x=-3 Eg‘-’g.?#o"a'sz ¥="6.75

x=—3%0fx=—1%
in de plot zie je dat g een maximum heeft bij x = —3% en een minimum heeft
bij x = —15

. . 1y _ 3 - 5 1V _ 3
Het maximum is g(—3 5) = —67 en het minimum is g(—lf) =5

¢ hix)= (4 = %J{:)4 Vi=(4-R78
Ky =4-(4=Lx) -1
M) =543
b -0
4 — %x =0
x=32

in de plot zie je dat 4 een minimum heeft bij x = 32
Het minimum is #(32) = 0.

3
\J2x+7

e
n(x)=32x+7) 2+ 3x

Minimu.m
X=32 Y¥=3.398E"33

d nx)=

+ 3x Y1=3/T 2R+ 743K

1
w)=-1Lt-ax+7) 7243

1L
~3.@Qx+7) 2+3=0

Y="6

@+ 7 B=1

2x+7= 1—% =1

2x=-6

x=-3

in de plot zie je dat n een minimum heeft bij x = —3.
Het minimum is #(—3) = —6.
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41 a
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Differentieren

V(0)=10+(2-0)2=40

Op ¢ = 0 bevat het zwembad 40 m?.

10-(2-%&4 =0

glat =2

t=120

Na 120 minuten is het zwembad leeg.
t 50
"‘g 40
£ 30
= L0

10

00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120130
t (in minuten) —

De grafiek van V' is een dalparabool met top (120, 0) en op het interval
[0, 120] daalt ¥ dus.
Daarom is in deze periode V'(¢) < 0.

AV 0-40
De gemiddelde uitstroomsnelheid is — = = —% m3/min.

At 120-0

Direct na het los trekken van de stop. dus als # = 0, stroomt het zwembad het

snelst leeg.
v'=20-(2-%1) &
)
Ho-d)=S
2-gt=1

t =60

Na 60 minuten is de uitstroomsnelheid precies gelijk aan de gemiddelde
uitstroomsnelheid.

L0 =0geeft pe(4-0+2)* +¢=0o0fwel 8 +¢=0
fr~1) =16 geeft p-(4-—1+2)* + g =16 ofwel -8p + ¢ =16
8p+q =0 geeft g=—8p

—8p+q=16geeftg=8p + 16

dit gelijkstellen geeft

—-8p=8p+16

-16p=16

p=—leng=-8--1=38

J;,q(—%) =12 geeft p+ (4 . —% + 2)3 +g=120fwel p+¢g=12

A 'Pﬂq(x) =3p - (4x + 2)* - 4 ofwel f’ ’p!q(x) = 12p(4x + 2)?

Iyl =5) = =6 geeft 12p(4 - = +2)" = =6 ofwel 12p = -6
p= —%en—%+q= 12dus g = 12%

fist0) = Lax+27+5

f’%,s(x) = I% - (4x + 2)% - 4 ofwel f%,s(x) = 6(4x + 2)2

f%,s(_l) =6(4--1+2)2=24

x=-leny=1invullen bij y =24x + b geeft 1 =24+ -1+ b dus b = 25.
Een vergelijking van de raaklijn is y = 24x + 25.

Hoofdstuk 11 Differentiéren
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42 f heeft een minimum bij x = —1 en bij x = 1 want de afgeleide gaat daar van
negatief naar positief en een maximum bij x = 0.
Omdat de afgeleiden van de twee mogelijke grafieken gelijk zijn verschillen
de grafieken slechts in een verticale verplaatsing.

Twee mogelijke grafieken:

43 a Voor elke waarde van a is f(0) = 0.
b f,(x)= x3 — 6x2
So(x)=3x% - 12x

3x2-12x=0
3x(x—4)=0
x=0of x=4

in de plot zie je dat feen maximum heeft
bij x = 0 en een minimum heeft bij x = 4.

Yi=X3-6X2

Y=-32

Het maximum is f,(0) = 0 en het minimum is f;(4) = —32.
¢ Als er geen horizontale raaklijn is, dan heeft de vergelijking

17(x) =3x? = 12x + a = 0 geen oplossing.

Dan moet voor de discriminant D gelden D < 0.

D=(-12)%*-4:3-q
144 —-12a<0
12a > 144

a>12

Onderzoeksopdrachten

44 Bij grafiek B hoort de functie g(x) = (5 (v = 6) = 1)" ofwel g(x) = (S.x - 4},
Voor de lengte L(x) van de verticale lijnstukken geldt L(x) = f(x) — g(x)

ofwel L(x) = (Lx = 1) = (1x - 4)’

Voor de minimale lengte hiervan moet gelden L'(x) = 0.

L)=3(zx=1)5=3-(3x -4 ]
L0 = 1(3x = 1) = 13 (5x -4

L) =0geeft 15(1x— 1] - 11 (x -4 =0
(3= 1) =(3x-4)
tx—l=ix-4ofix—-1=—Jx+4

geen oplossing x =5

3 33
L) =(13) - (-13) =63
Het kortste verticale lijnstukje heeft lengte 6%

© Noordhoff Uitgevers bv
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45 Een punt op de grafiek heeft codérdinaten P

)
3 W
J(x) =~ ofwel f(x) = 3x71

f(x)=—=3x"2 ofwel f(x)= ;—f

3
De richtingscoéfficiént in punt P is gelijk aan f"(p) = — , dus de raaklijn in
P

. -3
punt Pis van de vorm y = —x + b.
p

3 -3 3 -3 6

x=peny=—invullen bij y=—x + b geeft —=—-p + b ofwel h=—

peny » ) ¥y ) g P P P 7

s s =3 6

Een vergelijking van de raaklijnis y = —x + ;
P

-3 6 —3 -6
Voor punt A geldt —-x +—= 0 ofwel —-x =—dus x=2p.
P p P p

6
Voor punt B geldt y = 5

De oppervlakte van AOAB is % *0A-0OB= % *2p—=6.

= o

De oppervlakte is altijd gelijk aan 6.

Samenvatting

S1 a f(x)=8xyx
f(6) =82
)= 12 ofwel F(x) = 12{x
5
b g(x)= 5 ofwel gx)=32x77

g'(x) = =3x8 ofwel g'(x) = —%

S2 a f(x)=5(1-7x)>
Fx)=15+(1 = Txp2 - =7
F(x)=—105(1 = 7x)>

b f(x)=v3x+2
1

AR

3

= 2

S3 Fla)y=2(5—x)P
fx)=6-(5—x32-—1
f(x)=-6(5—x)
—6(5— x)?=—6
(5—xp=1
S—x=-lof5—x=1
x=6of x=4
y=j6)=—2 of y=7(4y=2
De raakpunten zijn (6, —2) en (4, 2).
x=6en y=-2invullen bij y = —6x + p geeft -2 = -6+ 6 + p oftwel p = 34.
x=4en y=2invullen bij y = —6x + p geeft 2 =—6-4 + p ofwel p = 26.
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I 1 1
) =—v——52atel f)=———
FO=g g ol S0 = 5=
1 1
_——=0
Syx 2
L1
Syx  x?
x2=8\l;
xX2—8yx=0
Lot
X (x2—-8)=

x =0 (voldoet niet) of x =8=4
In de plot zie je dat f'een minimum heeft bij x = 4.
Het minimum is f(4) = %

1 4
S oy
g(x)=Q2x—5"1-4Q2x+5)1

F()=—1+Qx—52:2+4-2x+52:2
-2 8

= T T e )
2 .8 .
Qx-5¢  (2x+5)
2 8

(2x—5)2 (2x+5)
8(2x — 5)% = 2(2x + 5)?

42x — 52 = 2x + 5)2
22x—=5)=2x+50f 2(2x—5)=-2x-5
dx—10=2x+50f4x—-10=-2x—-5
2x=150f 6x=5

x=7%0fx=%

5

Y1=0.257(X)+17%

Y¥=0.75

Y1=1/(2X-5)-4/(2X+5)

Y="0.1

In de plot zie je dat g een maximum heeft bij x = ¢ en een minimum bij x = 7%

Het maximum is g(%) = —19—0 en het minimum is g(7 %) =-

fdaalt op de intervallen {«, =2), {=1,0) en (1, 2).

b fstijgt op de intervallen (-2, —1), {0, 1) en (2, —).
¢ fheeft een maximum bij x =—-lenx=1.
d fheeft een minimum bijx=-2, x=0en x = 2.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Test jezelf

T1 a f(x)=4x +4x

F)=122+—=

2x
5
g(x) = —2+ 3
X

g(x)=5x"2+3
g(x)=-10-x73
¢0=—3

b h=@Hx+x)-(x—1)

L2
h=x1—-x2+x —x

dh id gt
e 5% - 3% &4 2%~ 1
LI - I
dx 2\[;

T2 a m()=3+24r-9) d k(x)=@2-x)7
m()=0+10(4t-9)*-4 K(x)=1,72-x%7 -1
(1) = 40(4¢ — 9)* K(x) = =1,7(2 = x)07

1 2
b h X)= e x) = ———
™= 7 =
wfl
h(x)=3x"" P =20 =7y
K(x)= -3+ x72 P)=-8-(x=7)5+1
W(x)= ) e
w 4x2x P (x=7p
24 —4g+7 312
c T(t?)=3—q2 f q(s)=(l+;)
2 49 7
g = 32 32 32 g(s)= (1 +3s71)2
d 4 1 g(s)=1+65"1+95s72
) =3q~5q" +1q7 () =652 — 18573
T@=3+307 34" q(s)= —5 ) 1_?
Py et
V=3732 38

T3 a f(x)=x-x*
f(2)=2-2%=2-16=—14 dus het raakpunt is (2, —14).
Fx)=1-—4x3
f(2)=1-4+23=-31 dus de richtingscoéfficiént van de raaklijn is —31.
x=2en y=—14invullen bij y = —31x + b geeft —14 =—-31-2 + b dus b = 48.
Een vergelijking van de raaklijn is y = —=31x + 48.

b fi(x)=5geeft] —4x*=5
4x3=—-4
x3=-1
x=—leny=f(-1)=-1—-(-1)*=-2
x=—leny=-2invullen bij y=5x+pgeeft -2=5-—-1+p
p=3

154 Hoofdstuk 11 Differentiéren © Noordhoff Uitgevers bv



T4 a

flx)= %x“ - ;lx3 + 2x2

De raaklijn loopt horizontaal als de afgeleide nul is.
f(x)=x3—4x? + 4x

X—4x2+4x=0

x(x*—4x+4)=0

x(x=2)*=0

x=0ofx=2

y=f0)=00f y=f(2)=13

In de punten (0, 0) en (2, 1%) loopt de raaklijn horizontaal.

In de plot zie je dat er bij x = 0 een [ V1=0.25% N3 2R
minimum O is.
Er is geen maximum of minimum bij x = 2.

%="2.921E°7 Y=1.706E-13

T9 De linker grafiek is een rechte stijgende lijn, de hellingfunctie is dus een

T6 a

constante functie, waarbij de constante positief is.

o]
=<

helling —

2 =1 0 1 2 3 4 5

=
De rechter grafiek is een bergparabool, de helling functie is dan een

eerstegraads functie die daalt en een nulpunt heeft bij x = 4.
¥

X
H 0 2 3\5 8
-

De noemer mag geen nul zijn.

2x—25=0
2x =25
o aad
x—125

De functie bestaat niet voor x = 12%

© Noordhoff Uitgevers bv
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b f(x)= b 2 25 ofwel f(x) =9(2x - 25)7!

F1(x)==9+(2x — 25)72+ 2 ofwel f"(x) = 18

(2x — 2502

¢ (2x —25)%is voor elke waarde van x # 12% positief, dus de uitkomst van

S )= on =25y
Daarom is foveral dalend.

d Alsx< 12% is f'toenemend dalend omdat de waarden van f'(x) bij
toenemende x steeds kleiner worden.

is voor elke waarde van x # 12% negatief.

T7 a L=6invullen geeft A =2-62=72
De huidoppervlakte is dan 72 dm?.
b L=6geeft ¥=0,1-6>=216enG=02-V=02-21,6=432
Het antilopenjong heeft een gewicht van 4,32 kg.
¢ G=02-V=02-0,1-L3dus G=0,02-L*
a =006 12
dr
L =7 invullen geeft 0,06 - 7> = 2,94
Het gewicht neem toe met 2,94 kg/dm.
dA4
e E =4L
L =7 invullen geeft 28
De huidoppervlakte neemt toe met 28 dm?%/dm.
f 0,02-13=80
L3 = 4000
L =3/4000

A =2+ (Y4000)2 = 503,968...
De huidoppervlakte is ongeveer 504 dm?.

18 a f(x)= m ofwel f(x)=(Bx+5)72

-6
"(x)==2+(3x +5)7%- 3 ofwel = —
J) (3x +5)7" - 3 ofwel f"(x) Gxt 5y
b Voorx>-—13is3x+5>0

Dan is ook (3x + 5)3 >0 en is f’(x) < 0 dus f neemt af.

Als x toeneemt, neemt 3x + 5 ook toe en nadert de breuk W naar nul.
/"(x) nadert naar 0, dus neemt f'steeds langzamer af. (@x+3)

¢ Gl — -6 3

(B-—1+57 8 4

x=—1eny=}¢invullenbijy:—%x+bgeeft‘]—l=—%-—l+bdusb=—%

sk o 3§ _ 1
De oplossingisa=—3enb=—;
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Extra oefening

E1 a px)=

p(x) =

2x

1
273

—
P =527

2

p(x)= 33—\/;

b g(x)= 2\& + 5x2

g’(x)=2-Lx+ 10x

gx) =

¢ kix)=

k(x)=x"6+ 3x7*
K(x)=-6x"7-12x7

K(x)=

2x

L+ 10x

\];

1 3
_+_

X6 X

6
—-

X

4

12

X

5

E2 a g(m)=(4m - 5)

g(m)=3-(4m— 574
g(m) = 12(4m — 5

b A(x)=

h(x) = 4(2x + 3)7!
H(x)=—4+(2x +3)2-2

n(x) =

2x+3

-8

(2x + 3)2

E3 a f(x»)= %x3 - 8x
fy=11x2-38

11x2-8=-2

x=—2 of x="2

y=f(=2)=120f y=f(2)=-12

d f(x)=(x?=3x+ 15nx
i e b T2

1
flx)= X2 -3+ 1522

1 1 1
Fy=2x"T-4l 3+ By
15
» eyl 1
f(x)—25x\[;—45\f;+$
e h(x)=Ax-x?
3L

1
h(x)=x5'x3=x 3
H(x)=31x23

H(x) =33 23x
4
tax)=—3-33
g(x) =2x"13 - 4x728
g (x) =-2,6x"23+11,2x738

oy 11226
) =
9 B8 23

¢ Op)=N2p-5
’ — 1 .
Q(p)_zf—zp—s 2
W |
Q@)_\IZI)—_S
1
d

= r—os
f=tex-057
S =4 @x-0572

o -1
7= 402x - 0,52x — 0,5

De gevraagde punten zijn (=2, 12) en (2, —12).

© Noordhoff Uitgevers bv
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b De richtingscoéfficiént van de raaklijn is f'(1) = 1% <128 = —6%
f(h= % -13-8= —7% dus het raakpunt is (1, - 7%)
x=leny= —7% invullen bij y = —6%x + b geeft —7% = —6% *1+bdus
b = —1. Een vergelijking van de raaklijn is y = —G%x =1,

¢ fi(x)=51geeft 1322 -8 =51

1§x2=13
=9
x=-30f x=3

y=f(=3)=1030f y=f(3) = ~10;
De raakpunten zijn (—3, 10%) en (3, — 10%).

x=-3eny= IO%inquen bij y= S%x + p geeft 10%= 5%- =3+ pdus

p=2T
x=3eny= —IO%invullen bij y = S%x + p geeft —10%= 5%- 3+ pdus
p=-27.

Ed a f(x)=x>- Exs Vi=R-1/15%°5

Fxy=32 —gx \ /\
3x2 —lx4—0 ' '
x2(3—-x2)=0 VV \

x2=00of 1x2=3

==3 Y=-10.8

x=0of x2=9

x=0ofx=-30f x=3

In de plot zie je dat f'een minimum heeft bij x = =3
en een maximum bij x = 3.

Bij x = 0 is er geen extreme waarde.

Het minimum is f(—3) = —10% en het maximum is f(3) = 105‘5E
b g(x)=(1+2x)*—
g(x)=4x2+4x—1
Z(x)=8x+4
Bx+4=0
8x=-4
Bijx= —% is er sprake van een minimum, want de grafiek van g is een
dalparabool. Het minimum is g(——) =-2.
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[«

+2x—1

h(x) =

2x—3
h(x)=2x=3)1+2x-1
Hix)==12x—3)22+2
o 2

N(x)= —(2x =3 +2
=2
(2x — 3)?

(2x-3)2=1

2x—=3=-lof 2x—3=1

2x=20f 2x=4

x=lofx=2

In de plot zie je dat 4 een maximum heeft bij x =1

2=0

en een minimum bij x = 2.

Het maximum is /(1) = 0 en het minimum is /2(2) = 4.

k(x) = (x* — 4)2

k(x)=x%—8x*+ 16

k'(x) = 8x7 — 32x3

8x7=32x3=0

8x3(x*—4)=0

8x3=0o0of x*=4

x=00fx=—<'ﬁ=— 20fx=<]2=\5

In de plot zie je dat k een maximum heeft bij x =0
en minima bij x = —y2en x = \E

Y1=1/7(2X-3)+2X-1

%=1.0000002 Y=0
Ya=(X"4-4)2

Minimum

X="1.41421Y4 Y=1.037E"10

Het maximum is A(0) = 16 en de minima zijn k(—\ﬁ) = k(\ﬁ) =0.

E5 a fisstijgend op de intervallen (-2, 0) en (2, —).
Uit de grafiek van de afgeleide lees je af dat de grafiek van ftoppen heeft bij

b

x=—2,x=0enx=2.
Een mogelijke grafiek:
Y

=5 -4 -3\-2 0 2/3 4 5

© Noordhoff Uitgevers bv
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11 Differentieren

B2 o 1 3 5 X
| 5 |

~15

fheeft één extreme waarde.
b f(x)=3x4-23+3
Filx) =25 — 657

2x3-6x2=0
2x%(x—3)=0
x=0of x=3

In de grafiek van fzie je dat er bij x = 0 geen extreme waarde hoort.
Bij x = 3 hoort wel een extreme waarde: een minimum.

c ¥
40

35
30
25
20
15 f
10
5

323 2 \i/é 15"
5

-10
~15

d Op het interval 0, 2) is er sprake van een toenemende daling:
f'(x) is op dat interval negatief en wordt steeds kleiner.

E7 a «=0.9 want 900 cm? = 0,9 dm? = 0.9 liter.

1 1
b ¥"=0,9¢substitueren in H= (V' + 1)’ — 1 geeft H=(0.9¢+ 1y — 1.

dH 1 2

—=3-(09/+1)3-09
C dl 3 (: ) 3

dH -2

—=0,3(0,9r+ 1) ?

5 = 0309+ 1)

. dH _2
Voort=OlsE=0,3-(0,9-0+l) =03

De stijgsnelheid is 0.3 dm/min, dat is 30 mm per minuut, dus 0,5 mm per seconde.

dH -2

d Voort=2is re 0,3(0.9-2+1) :=0,1510...
De stijgsnelheid is dan 0,1510... dm/min, dat is 15,10... mm per minuut, dus ongeveer
0.25 mm per seconde.
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E8 a

E9 a

&)= i 10

¢(p)=3——

0=
PO =+ 1)
PO =412
p)= 25+ ;
po=2L" 41
PO =211+ 2%];
0(p) = \Gp +2)*
0(p) = (Gp+2)
Qp)=9p*+12p+4

Q(p)=18p+12
gx)=Bx—4Y +7

g(x)=3-(8x—4)>-8

g'(x) = 24(8x — 4)?

ypeal—dx -5
dy
—=2x-4
dx x
2x—4=0
x=2

Wap — 10

De grafiek bij de formule is een dalparabool, dus y = x> — 4x — 5 heeft een minimum bij x = 2.

Voor f geldt:

y= 3 log (x) is dalend omdat het grondtal kleiner is dan 1.
Gevolg is dat f(x) = :%log (x? — 4x — 5) toeneemt als y

filx)= ; log (x* — 4x — 5) heeft een maximum bij x = 2.

Voor g geldt:

1 1
y=< is dalend. Gevolg is dat g(x) = T toeneemt als y = x> — 4x — 5 afneemt en omgekeerd, dus
xo—4x—

4dx

© Noordhoff Uitgevers bv

ook g(x) = ﬁ heeft een maximum bij x = 2.

x? — 4x — 5 afneemt en omgekeerd, dus
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162

Vaardigheden 6

BC  AC DF _ DE
sin(£A4) sin(£B) sin(£ZE) sin(ZLF)
7 _ AC 4 5
sin(31°)  sin(42°) sin(37°)  sin(ZF)
7 - sin(42°) . 5+ sin(37°)
= — Z -
sin(31°) L) 4
AC=9,1 ZF=49°
GH _  HI
sin(£)  sin(£G)
8 9
sin(29°)  sin(Z£G)
. 9 -sin(29°)
sin(£G) = s
£G=33°

AC = AB*+ BC? -2+ AC+ AB* cos(£B)
AC?=52+72-2-5-7-cos(30°) ~ 13,378...
AC=+13,378...=3,7

DEX=DF?+ EF2— 2+ DF+ EF+cos(£F)
92=82+72-2-8-7-cos(LF)

112+ cos(£LF)=32

cos(£LF) = %, dus ZF=73°

HP=HG*+ IG* -2+ HG - IG " cos(£G)
ZG=180° —42%— §3% = §5°
HPE=62452-2-6+5"cos(85°) = 55,770...

HI=455,770... = 7.5

AB=A(T- 12+ @ - 1)2=36+9=45=35
BC=N2 -T2+ (8 -42=-25+16=+41

AC=~A2 =12+ @B - 1)2=41+49=150=5{2

Lin AB: y=ax+bh

_4-1 3

“=TT776:
=Ieny=1invullenbijy:%x+bgeeft1=%-1+bofwe1b=%

X
s - p _1 1
Een vergelijking van liin ABis y =35x +3

Lijn AC: y=ax+b
g=1 ¥
2-1 1
x=1leny=1invullen bij y=7x+bgeeft 1 =7-1+ b ofwel h=-6
Een vergelijking van lijn ACis y=7x—6
BC?=AB*+ AC? -2+ AB+ AC* cos(£LBAC)

V412 =452 + /502 — 2 - /45 - 4/50 - cos(£LBAC)

41 =95 —2+4/45-4/50 - cos(£LBAC)

245 -~/50 - cos(£LBAC) = 54

54
ZBAC) = ——2  _—0.5692...
Rl BAO=S s o

=7

a:

ZBAC=55°

Vaardigheden 6
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De richtingscoéfficiént van lijn AB is % en van lijn ACis 7.
tan(o) = % geeft o0 = 26,565...° en tan(f) = 7 geeft f = 81,869...°
ZBAC=181,869...° —26,565...° = 55°

3.7 21 7 3 3
—_X—=—_——= — X —= —
¢ 38 8¢ ¢& 29 24
i 2—..12_)6—1 2axbxi—.8;‘b.—8_a
3 a2 32 x b B b
2a —_a_—2a2 6_6’3 e
113 33 23 T3
5 2. 10 2p?
_q _}_7: pq:i _x2p2x_q_—p_q
¢ e 2pq? 3p? 26
1 1.3 1_2
x 3x 3x 3x 3x
4 1 8 +SC‘_8+5C’
5¢2 2¢ 10¢2 10¢2

B . 3 _2(x—1)_ 21 §—2x
x—1 x—=1 1x—-1) x-1 «x-1 x—1

2 16g 24p 7T+ 16g+24
1,2, 7 16g 24p T+164+2p
8 p 8p 8p

2 x . 2x-1) 0 x(x=2)
x=2 x-1 (x-=-2kx-1) @x-Dx-2)

2x-2 X2=2x  —x*+4x-2
x=-2(x-1 (x-1Dx-2) x*2—-3x+2

x 3 x(x?— 1) 3(x2+1)

2+1 -1 R+DE-1) @-Dei+1)

x3—x—3x2—3_x3—3

-1

X
ab a+2_a6—a—2

M+ 2-a2-1
1 1= 1 _'_x3_1+x3
x3 x3 3 x3
a2_a+2:__

a  at at

V186 =108 =36 -3 = 6y3
11)2=22- (112 =411 =44

3253 =156
(+/20)2 =20

B =3B +3)=9-3=6
27+ (25 - 3\2) =435 - 6y14

(2+452=4+16y5+16-5=84+16y5

(T3 +V5)B3+206) =73 + 1418 ++15 + 2430 =

21+ 14+ 3\2 + /15 + 2430 = 21 + 4242 + 15 + 2430

© Noordhoff Uitgevers bv
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Vaardigheden 6

6\2+232=6\2+2-16-\2=6\2 +2-4-2=
62 + 8\2 = 1442
VB3 + 38 =G T+ -7 = 37 + 27 = 57
13- 2{7-33=83-27

35 _ 35 _ 35 zﬁzz
VA5 +4125 05 +425-45 35455 &5 °
24a = 3a+84a =2 4 Na = 3a+8 4 \u=
da—3a+ 16va=1Ta
55 +475=5{5+125-3=5{5+ 53
Box = 125 = B — 25 + 5 = 15 - 5Y5x = 425
2B+ & \Ba= 5

25+ (1) =45 d 5-471-35=0
P57 =5 5473+l =35
52.5%=5 4xtl=7
52-x =55 —x + 1 = 4log(7)
2-x=3 x=1- Yog(7)
x= 1%
4-32x=24 2.3+ =18
32x:6 el
37 =9
2x = log(6) |
x=1+3log(6) 3t =3
2x+%=2
1
2x =15
_3 2
X=3
3 _
= 8 7-205x-3 =71
3x+2
20,5x—3 =3
3.3%72=18 s
31218 0,5x— 3 = “log(3)

—x—1="3log(18)
x=-1-3og(18)

Vaardigheden 6

0,5x = 3+ %log(3)
x=6+2- %log(3)
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10 a

11 a

12 a

y= 2’log(5) = 5
y = 23"710(5) = (2log())3 = 53 = 125
p=22+0g3) = 22. Plog3) = 4.3 =12

Bij stap 1 is gebruik gemaakt van de regel: nit x = #log(a) volgt a = g*

(3
1,52= 2 B
7
5—2x=§
2x=4§
x=2T5§
2log(3x)—5=7

Zlog(3x) =12
3x=212

3x = 4096
x=1365%

4+ 9%2og(r)=6
02]og(7) =2
t=0,22

1 =0,04

03log(3 —1)=-2
$idm 052
3—-t=4

t=-1
Nog(3xH—-1=2

og(3x%) =3
3x2=33

SocFi= 27

x2=9

x=3of x=-3

© Noordhoff Uitgevers bv

'

llog(5x —2)+3=11
Zlog(5x —2)=38
5x—2=28=256

5x =258

Xi= 51%

HNog(x) + log(5) =2 3log(10)

Slog(5x) = 3log(102)

S5x =100

x=20

Sog(x) =2 + 3log(15)

Yog(x) = log(9) + 3log(15)

Sog(x) = log(9 - 15)

x=135

Hog(2x + 1) + 2+ 4log(3) = 15 + *log(9x)

Hog(2x + 1) + “log(32) = Ylog(4"?) + “log(9x)
Yog(2x + 1) + *log(9) = “log(8) + *log(9x)
og(9(2x + 1)) = “log(8 * 9x)

18x+9="T2x

9 =54x

=1
X=%

Vaardigheden 6

165



Meer oefenen

7 Periodieke functies

3 aantal graden | 0 | 45 | 60 | 120 | 135 | 180
aamalradialenexact\ 0 ‘ %n ‘ %T[ %T[ ‘ %n ‘ T

4 aantal graden |11 |25 |57 |70 |143 |160 |166

aantal radialen | 0,2 | 0,44‘ 1 | 1.22 | 2:5 | 2,79| 2,9

13 2 snlin) =sif-Lr) = -sinflr) =L 2
b sin(—24n) =sin(-tn) =112
¢ {3 k) = sin{ 3] = sinlin) = sfi) = 4
d sin(~157) = sin((r) = sinfgr) =3
e sin(33n) =sin(13n)=-1

f sin(5m) =sin(m) =0

g sin(—4ln) = sin(—%r:) = —sm(% ) = —sin(%n) = —% \E

in(8 ;
i sin(9%n) = sin(—sn) = —sin(%n) = —sin(%n) = —%
(-5

i sin(5n)=sin(n)=0

i sm( —is n)—sm% )=1

22

a De evenwichtsstand is y = =3, de amplitude is 4 en het bereik is [-7, 1].
b De evenwichtsstand is y = 5, de amplitude is 3,5 en het bereik is [1,5; 8,5].
¢ De evenwichtsstand is y = 5,5, de amplitude is 0,5 en het bereik is [3, 6].
d De evenwichtsstand is y = 7, de amplitude is 20 en het bereik is [—13, 27].
e De evenwichtsstand is y = 12, de amplitude is 1 en het bereik is [11, 13].
f Deevenwichtsstand is y = 2.7, de amplitude is 1 en het bereik is [1,7; 3,7].
2 2
26 a De periode is 1—ﬂ =4n ¢ De periode is 2i =1
g ¥l
2
. . 2 . .. 2
b De periode is % = %T[ d De periode is Tn =5n

5
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27 a

30

33

De grafiek is ontstaan uit de grafiek van f(x) = sin(x) door een verschuiving
%T[ naar links. De toppen zijn (0. 1), (n, —1)en (27, 1).

De grafiek is ontstaan uit de grafiek van g(x) = cos(x) door spiegelen in de
x-as, gevolgd door een verschuiving van 3 naar links en 4 omhoog.

De toppen zijn (n — 3, 3) en (21 — 3, 5).

De grafiek is ontstaan uit de grafiek van f(x) = sin(x) door spiegelen in de
x-as, gevolgd door een verschuiving %T[ naar rechts en 2 omhoog.

De toppen zijn (%T[, I) en (1%7{, 3).

De grafiek is ontstaan uit de grafiek van g(x) = cos(x) door met 3 ten
opzichte van de x-as te vermenigvuldigen, gevolgd door een verschuiving
0,1m naar rechts. De toppen zijn (0,17 ;3) en (1,17 ;—3).

2
Voor f geldt: amplitude 2, periode TT[ = 4t en evenwichtsstand y = 3.
2
: F 2n 1 2
Voor g geldt: amplitude 4, periode o = 3 en evenwichtsstand y = 7.
B
) . 2n .
Voor h geldt: amplitude 2, periode —— = 4m en evenwichtsstand y = —3.
2

2
Voor k geldt: amplitude 5, periode 711 = 1 en evenwichtsstand y = —3.

linksboven A :

+
d=1—5=3ena=5—3=2.

2 2n
De periode is 4n, dus h=—= %

4n
F(x)=3+2cos(] (x = 21)) of f(x)=3+2sin(L (x—n)).

rechtsboven B :

d=0ena=3.

De periode is 1, dus b = 2.

De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x = —%, dus c= —%.

g(x) = 3sin(2n (x + ).

linksonder C :

7+-1
d=

=3ena=7—-3=4.

2
Een halve periode is 5 — 1 =4, dus de periode is8 en h = ?ﬂ = %n.

De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x = 3, dus ¢ = 3 of
een top ligt bij (5, 7) dus ¢ = 5.

h(x)= 3+ 4sin(fn (x = 3)) of h(x) =3 + 4cos(}n (x - 5)).

rechtsonder D :

d=62L0=3ena=6—3=3.

2 2
De periode isTT[, dus h = % =3.
3

Een top ligt bij (%n, 3) dusc= %n, of
de grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x = %T[, dusc= %Tt.

k(x)=3+ 3sin(3(x - %n )) of k(x)=3+ 3005(3(x - %T[ ))

© Noordhoff Uitgevers bv Meer oefenen
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Meer oefenen

8 Logaritmische functies

L a 11¥=7 c tl=35
x = Hlog(7) x + 1 =3log(5)
x =1+ 3log(5)
b (¢)*=10 d 2¥=3\2
1
x = log(10) x = 2log(32)
6 a Jlog(3\3) =1 want3:=3"-3:1=33
1
LY _ 51 _ 1
b Slog(m) =-3, want 57 = roialv
1
¢ o) 4, (4~
! x 1 1
d ‘log(25) = -2, want (%) 2= =
HE
8 a ‘log(x)=4 d TlogBx+6)=2
x=6%=1296 3x+6=72=49
3x=43
_1al
X = 145
b 3log(9x) =3 e 4log(18 - %‘c) =5
=30 =37 18-fx=41=4
x=3 lx=14
x=42
¥
c Zlog(x—6)=5 f Zlog2x+9)=-3
Xx—6=25=32 2e+9=(1)7 =3
x=238 2xy=-—1
_ 1
Xx==;
L
15 a ©log(231)= 3,04 c Tlog(23)=-1.61
b og(17)= 1,18 d Slog(f;)~-2.18
16 a 7°=4 c 3¥*=18
x = Tog(4) 5x = Jlog(18)
x=0,71 x =1+ log(18)
x=0,53
b 10%=25 d 8°=9
x =log(25) x = %log(9)
x=1,40 x=1,06
og(27) 3
18 a %log(27)= Tog®) 2 11
log(100) 2
b 0’110g(100) — log(—ol) = _—1=
! Jlog(25) 2 ’log(32) 5
c “log(25) = _g_(l_) =—=-2en%log(32) = e 232) === 1%
510g(§) -1 log(8) 3
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23 a

24 a

28 a

32 a

35 a

Voor het domein van f(x) = 6 + 3log(8 — 4x) geldt 8 — 4x > 0 ofwel

—4x > —8 dus x < 2. Het domein is {«, 2).

Voor de (verticale) asymptoot geldt 8 — 4x = 0 dus dat is de lijn x = 2.
De functie /(x) = 3log(x) is stijgend, want het grondtal is groter dan 1.
Als x toeneemt, neemt 8 — 4x af. Omdat /(x) = 3log(x) stijgend is, neemt
og(8 — 4x) dan ook af.

En dus neemt 6 + 3log(8 — 4x) ook af, daarom is f'dalend.

Het domein van m is (0, —).

Het nulpunt van mis x = 1.

De verticale asymptoot is de lijn x = 0.

Het domein van j volgt uit x + 3 > 0, dus het domein is (=3, —)

Uit “log(x + 3) = 0 volgt x + 3 =4%= 1, dus het nulpunt is x = —2

Een verticale asymptoot volgt uit x + 3 =0, dus dat is de lijn x = =3

Het domein van k volgt uit 3x — 2 > 0 ofwel 3x > 2. Het domein is (% , —))
Uit Tlog(3x — 2) = 0 volgt 3x —2 =7°=1, dus 3x = 3. Het nulpunt is x = 1
Een verticale asymptoot volgt uit 3x — 2 =0, dus dat is de lijn x = %

Yog(21) - 3log(3) + Jlog(2) =
Slog(Z - 2) =3log(14)

*og(30) — (Ylog(3) + *log(2)) =
“og(30) — *log(3-2) =

4og(30) — *log(6) =

410g(%) = 4og(5)

4 -*log(p) +log(p) — *log(p?) =
Slog(p*) + log(p) — log(p?) =

1 4.
;log(‘p 3p) =
P

1
‘log(p?)

Slog(N) =2 — 3+ log(1)
Slog(N) = log(25) — “log(#?)

25
N=g
N-3=25

2 +log(x) — 3 -log(y)=-1
log(x?) —log(y*) = -1

x2
log| =) = -1
g(.1’3)

xz 1
— =1 of ook y? = 10x?
-}?
y=4-3 b 2v=8
4-3¥=y 2% = 23y
3x = % 2x =23y
‘l"
= 310 - =3y
% [ 4) x =73y

© Noordhoff Uitgevers bv
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37 a

44 a

170

Meer oefenen

2},_5:%.@:
re6¥=2p-5
6% =8y — 20

x = blog(8y — 20)

Sy«7*=10
10
a Sy
2

¥
o= logf})

7x

s =log(r)
r=73%

s =4+ %log(6r)
4 + 2og(6r)=s
Zog(6r)=s— 4

2log(4 —2x)=7
4-2x=27=128
—2x =124
x=-62

Meer oefenen

x=y-4og(ll)

5 =3log(s) — *log(r)
Yog(r) =3log(s) — 5
Sog(r) = *log(s) — log(3%)
HNog(r) = log(s) — 3log(243)
Slog(r) =log Eclﬁs

F= 5l

7 =3log(r * 5)
Slog(r-s)=17
res=37=2187

2187

Ty

r

12 = 45+ log(r)
4s +>log(r) =12
s+3log(r)=3

3
Slog(r) =<

3
r=5
37ﬁ2x =5

7 = 2x = 3log(5)

—2x = -7 + 3log(5)
x=31-1-3log(5)
log(3x + 2) + log(5) =2
log(15x +10)=2
15x+10=10%>=100
15x=90

x=6

blog(x — 9) =2 — “log(x)
“log(x — 9) + log(x) =2
Clog(x(x —9)) =2
x(x—9)=62=36
x2-9x—36=0
(x=12)x+3)=0

x =12 (x = =3 voldoet niet)
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47 a

49 a

1
—=53=125
2x

_ 1
2X =133

1
X =350
log(x—4)=2
x—4=102
x—4=100
x=104

Zie de plot hiernaast.
Het domein is (4_, 5

De oplossing is 4 < x < 104.

3og(7 - 3x)=-1

7—3x=3"1
il
7—3x2—§
3x=2§
x=2§

Zie de plot hiernaast.
Het domein is ((—, 2%)

De oplossing is x < 2%.

1 1
3log(12x) — log(4) = -2

—1510 IZ—Y ==2
g 4 -

1
Nlog(3x) =2
_ (1}-2
3x=(3)
3x=9
x=3
Zie de plot hiernaast.
Het domein is {0, —).
De oplossing is 0 < x < 3.
1
-5-3+2og(x)=1
1
3 -2log(x)=—6

1
Jog(x)=-2

= (1)
x=(3)"=4
Zi de plot hiernaast.
Het domein is (0, —).
De oplossing is x > 4.

1,7 = 2 geeft t = log(2) = 1,306 ...
De verdubbelingstijd is ongeveer 1,31.
0,2 = 0,5 geeft t = %“2log(0,5) = 0,430 ...
De halveringstijd is ongeveer 0,43.

© Noordhoff Uitgevers bv
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2x*6 =3. 27x+3
2x=6

2*x+3 =3
22,\'*9 =3

2x — 9= 2log(3)
2x =9+ Zlog(3)
x= 4% + % * Zlog(3)

Ya2=2

Ya="2 -
Snideunt

X=3 y=-2
Ya=1

Sniveunt

X=y Y=1
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c 0.9=0,5 geeft t = “’log(0,5) = 6.578 ...
De halveringstijd is ongeveer 6,58.

9 Afstanden en hoeken

2 a De driehoeken zijn gelijkvormig omdat £ 4 = ZE en ZB = /D (Z-hoeken).
b AABC |AC=6 |BC=4 |AB=

AEDC |EC=15|DC=...| ED=38
=32

2

15
De vergrotingsfactor van AA4BC naar AEDC is r = 2% dus AB=

W]
m1—~|°°

¢ cD=4-21=10

6  Omdat LZA= ZEen ZB= /D (Z-hoeken) geldt AABC~ AEDC
AB:ED=12:6=2:1dusook AC:CE=2:1lenBC:CD=2:1
Daaruit volgtAC=%°33=22 en EC=%'33 =11
VerderisBC=%-24= IGenl)C=%-24=8

10 a y=180°—59° — 83° =38°

b 7 7+ sin(83°)
- == dush=—————=8,1
sin(83°)  sin(59°) sin(59°)
7 7 - sin(38°
3 < - g dusc=—F——7—— ( )=5,0
sin(38°)  sin(59°) sin(59°)
8.4 12,3

sin(B) _ sin(116°)
8.4 - sin(116°)

sin(f) = T =0,613... dus B = 37,865...° = 38°
v=180° —116° — 37.865...° = 26,134...° = 26°
¢ 12,3 12.3 - 5in(26,134...°)
- =— dus ¢ = - =6,0
sin(26,134...°)  sin(116°) sin(116°)
c B=180°—77° - 58° =45°
22 - sin(77°
- ¢ - . 22 dusa=_sL()z30,3
sin(77°)  sin(45°) sin(45°)
22 22 - sin(58°
: < - : dusc=#=26,4
sin(58°)  sin(45°) sin(45°)
T 10

sin(y) _ sin(38°)
7+ 8in(38°)

sin(y) = TR 0,430... dusy=25,528...% = 26°
o = 180° — 38° — 25.,528...° = 116.471...° = 116°
10-sin(116,471...°

e W g SO s

sin(116,471...°) sin(38°) sin(38°)
19 15
13 a — =—

sin(£B) sin(47°)

. 19 - sin(47°)
sin(£B) = —————=10,926...

15

b ZB=67.877...°=68° of ZB=180° — 67.877...° =112,122...° = 112°
Als ZB=68° danis ZC=180° — 47° — 67,877...° = 65,122...° = 65°
Als ZB=112° danis ZC=180° —47° - 112,122...° = 20,877...° = 21°
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AB 15
/B~ 68°dan ; = dus AB =
g M Sin(65,122...°)  sin(#7°)
AB 15
/B ~112° dan : = dus AB =
M in(20.877..°)  sin@7°)
18 a c
21
41°
A 18 B

BC?=212+182-2-21-18-cos(41°) =194,439...

BC=+4194,439...~ 13,9

b OR?=262+192—-2:26+19-cos(81°) =882,442...

OR =+882,442... 29,7

c 242=412+312-
2542+ cos(£LL) =

2+41-31+cos(£L)
2066

cos(£L)= 2066 qus /I = 36°

2542
412 =242 +312 -

2+24-31cos(£LM)

1488 * cos(£L M) =—144

cos(LM) = _Tli%
d 652=332+562—
3696 - cos(£LT) =

dus ZM = 96°

2+33-56+cos(£LT)
0dus £T=90°

56
tan(£LU) = T dus LU= 59°

ZV=180° —90° — 59° =31°

22 a BD=\T2+92=4130
BG=+\72+52=+74
DG =92 + 52 =106
b 1302 =+742 + /1062 — 2 - \[74 + /106 * cos(£LG)
2-474 -/106 - cos(£G) = 50

cos(£G) =

50
2-74-4/106

dus £G =73,604...° = 74°

742 =41302 + 1062 — 2 - 1[130 - 4106 - cos(£ D)

2+4130 - 4106 * cos(£LD) = 162
162

cos(£LD) =

241304106

ZB=180° — 73,604...° — 46,368...° ~ 60°
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15+ sin(65,122...°)

@y 88
_15-5in(0877..5) _
sin(47°) o

dus /D = 46,368...° = 46°
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9-0 9 3
De richtingscoéfficiént van de loodlijn is 3 en een vergelijking is y = 3x + h.
De codrdinaten van B(4, —3) invullen geeft -3 =3-4+ b dus h=—15.
Een vergelijking van de loodlijn is y = 3x — 15.
b Een vergelijking ACis y = —%x +5,
De loodlijn uit B snijden met AC geeft
3x-15=-1x+5
31x=20
xX=6
y=3+6—15=3 dus het snijpunt is S(6, 3)

d(B, AC) = BS= (6 - 4)> + 3 — -3 = {22 + 6> =40

o ; . 2—5 —3 1
25 a De richtingscoéfficiént van AC is =

¢ AC=V(O-0)2+ (252 = 19+ (=3)2 =490
De oppervlakte van AABCES%-@-@=3O
29 a yP=1%a+3
b De oppervlakte van APQRis%-QR'_VP=%-8'(1%a+3)=6a+12
6a+12=36
6a=24
a=4
33 a AB?=42+32=25,BC?=6+8=100,4C?=10>+52=125
AB>+ BC?2=25+100=125= AC? dus is AABC rechthoekig.

BC 10
b tan(£A)=—=—=2dus £4~=63° en £C= 180° — 90° — 63° =27°
AB S 8—-3 5 1
¢ De richtingscoéfficiént van AC is 10—0 = i = > de richtingscoéfficiént van
p 0=8 3 ; . 8-0 8 4
AB154_0 =—Zend1evanBCls 0-4-6_3

d De hoek die 4C maakt met een horizontale lijn is tanfl( ) =126,565...°

1

7
De hoek die 4B maakt met een horizontale lijn is tan‘l(%) = 38.,869...°
ZA=26,565...° + 38,869...° = 63°
De richtingscoéfficiénten van 4B en BC zijn —% en ;l dus ZB=90°.
ZC=180° —90° — 63° = 27°

10 Functies bewerken

3 a gx)=f(x+2)+5
_ 4

g(x)—x+2+5

b gl)=f(x-1)-3
gxX)=—(x-12+5x-1D+1-3
g)=—-(x—-1)2+5x-7

c glx)=fix—8)+2
g(x)=6-2-3log(x—8+1)+2
g(x)=8—-2+3log(x —7)
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1

14

15

20

gx)=-3-(f(x)+1) b A(x)=-3f(x)+1

g =-3(-3+5-(3) +1) hx)=-3(-3+5-(3)") +1
g =-3(-2+5-(3)) hx)y=9-15-(3) +1

g =6-15-(3) h(x)=10- 15~ (3)"

k() = /(3) = Zlog(3x)
Ix)=g(-Lx)=3-27"-1
—2x+4
-x—6

m(x) = h(—x) =

Door een vermenigvuldiging met % ten opzichte van de y-as.

Door een vermenigvuldiging met 10 ten opzichte van de y-as en met 6 ten
opzichte van de x-as.

Door een vermenigvuldiging met % ten opzichte van de y-as en met 3 ten
opzichte van de x-as.

f(0)= Z 8 ; 2 = _?3, het snijpunt met de y-as is (0, —%)
6x —3=0 geeft x= %, het snijpunt met de x-as is (%, 0).

4x+5=0

4x=-5

x= —% , de verticale asymptoot is de lijn x = —%

Met een tabel zie je dat voor grote waarden van x de functiewaarden
naderen tot 1%

De horizontale asymptoot is de lijn y = 1%

g(0)= % = i—z = —15, het snijpunt met de y-as is (0, —15).
Er is geen snijpunt met de x-as.

02x-3=0

02x=3

x =15, de verticale asymptoot is de lijn x =15
Met een tabel zie je dat voor grote waarden van x de functiewaarden
naderen tot 0. De horizontale asymptoot is de lijn y = 0.

5-12-0_ 5
h(0) = TR =5, het snijpunt met de y-as is (0, —5).
5—12x=0 geeft x= %, het snijpunt met de x-as is (% . 0).
4x—1=0

x= }T , de verticale asymptoot is de lijn x = %
Met een tabel zie je dat voor grote waarden van x de functiewaarden
naderen tot —3. De horizontale asymptoot is de lijn y = =3.
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Meer oefenen

x = 6, de verticale asymptoot is de lijn x = 6
Met een tabel zie je dat voor grote waarden van x de functiewaarden
naderen tot % De horizontale asymptoot is de lijn y = %

Voor grote waarden van x nadert 0,29* tot 0 en daarmee nadert ook % - 0,29
tot 0 en dus —18 + % +0,29* tot —18. De horizontale asymptoot is daarom
y=-18.

b fiseen dalende functie, omdat de groeifactor (0, 29) kleiner is dan 1.

26 a

27 a

29 a

176

4
2= 7 ol 45—
BB b log2B+4)=43-2
(B=3)24+1)=4 A3 —2="Tlog(2B + 4)
4
24+ 1=—— A3=Tog2B+4)+2
B-3
4
ZAZE—I A:%‘(710g(23+4)+2
P
B-3 2
oAy =3

20t~y =log(3)

—y = =241 + 2log(3)

¥ =2t — 2log(3)
y=—Q2-9*+42-0-6
y=—Q-12+8-4-6
y=—(@4-4t+)+2-4
y=—4+4t—1>+2-4¢

y=—2—12
g=2p—3 +6
2p-3y=q-6

(P=3=34-3

3
p=3=74-3
p= 3%q—':’»+3
g=2-log(p+10)
log(p+10)=2—-g¢g

p+10=10%"¢
p=10*"7-10
_AE
T
100
=—-10
T

Meer oefenen
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36 a f(-3)=1
Lea-(-3)P3-2-(-32-a=1

—9a—-18—a=1
—10a=19
a=-19

b f/(x)=ax?—4x
-y =04
a*(-12-4--1=-14
a+4=-14
a=-—18

42 a k(x)=g(f(x))met f(x)=x2+2x + 7 en g(x) = S\x

44

7

X

b k(x)=g(f(x))met f(x) =4x2—6en g(x) = x>
¢ k(x)=g(f(x))met f(x)=4x+ %n en g(x) = sin(x)

d k(x) = g(/(x))met f(x)=6yxen g(x) =

De schakels zijn p(x) =10 — 2x en g(x) = \E

p is een dalende functie, ¢ is stijgend.
Als x toeneemt (tot maximaal 5), neemt p(x) af en daarmee ook g(p(x)).
Dus fis een dalende functie.

11 Differentieren

3 a px)= —%x3’6 =2

b f(x)=xs—2+—

P(x)=-1,8x26-2

1
2%
f(x)=5x2+ %x’S

Fx)=-10x3-3x76

F=—5- =

o 2x6

6 a f(x)=3\3x

1
243

fx)=3——="3

LI

S B
==
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: k(x)=2x;5
X

2x 5

k(x)=——-—

(x) 33

lx) = 2% —iy ™2
K(x)=—-4x3+15x4

4 15
K(x)= ——+—
(x) 3 A

3
g(x) = — (x? +7x7)

x
g(x) = 3x74x2 + 7x%)
g(x)= 372 #2171
g'(x) =—6x73—-21x2

v B 21
Q(x)_ x3 xz
3 1

) ==+ —=
Hx 4x
1 wl!
gX)=3x 7+ 54X
gl el
g0)=—3x D —gx
11
Zx% Sxyx

g=-

Meer oefenen
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3x2—5xyx—2
¢ h(x)=2x2(x—4) e Ix)= i
XyX
91 11
h(x)=2x"2 — 8x2 1) = 3x2 5x% 2
1 W R B
R(x)=5x" = 16x XTooaE X

L i
Ix)=33-5-2x""
I(x) = Sxyx — 16x () =3 x

1 _al
I'x)= %xﬁz +3x 22

3 3
I'(x)= ﬁ + =N
Y
d k(x)= 5x\1F =5 fomx)= (x\IF — 3x)?
k(x)= 5x'2— 753 m(x) = (xli - 3x)?
k'(x)= 7%1’,% +21x74 m(x)=x>— 6x2% +9x?
K(x)= 7% \j; + i—i m'(x)=3x%— 15x1% + 18x
m’(x) = 3x% — 15xyx + 18x
1M1 a f(x)=3+7x)° d f(x)=4ix+3
f(x)=5-3+7x)*7 B s e 2
F(x)=353+7x)* S = 2Ex+d 3
1
f)=———
3 X + 1
b w(a)=(6-2a) e k(x)=(-11-x)

, K(x)=T-(-11 - x)0-—1
w@=2+(6-3a) k{x;:—:f—n —x))6

wa)=—1%(6 - 3a)

c plg)=(3+8yp"? f h(g)=(g+2ng+2
P(@) =13 (3+8¢)°3-8 W) =(g+2)"
P'(q) = 10,43 + 8¢)"3 W(g)=13 (g +2)

1(g)=13g +2

: — _m _ 3 3
14 a j(x)=—3 IZx +5 ¢ g Tsi
N g(x)=3(5x + 1) 2 — 6x
gy |
A 3~ 2 g’(x)=—%'(5x+1)—15-5—6
. ~15 B
£0)= 2(5x + I5x + 1 6
2
b p(x)=(5x+8) d fx)=7- e
P =3 (rx 83 =17~ S“(x +g)”

3

f'(x)=4-(:+g)“ ‘1
f'(X)=m

—_

p(x)= (%x + 8)2
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1

e g(x)=06(2x+3) . e
09206z +3) = s
L
¢()=1.26- (v +3)" -] Hx) =4 (4x -5
sl
¢(¥)=0,63(3x +3)" H(x)=-L@x-57"-4

o -2
) = S~ s an =5

20 a f(x)=%x2—6x+4
fx)y=x-6
fi(x)=—5geeft x—6=-5dusx=1eny=f(1)=—13
x=1eny=—1%invullen bij y = —5x + p geeft —13= =5+ 1 + p dus p =33
b f'(x)=7geeftx—6=7dusx=13eny=£(13)=103
x=13eny= 10%invullen bij vy = Tx + p geeft 10%= 7-13+pdusp= —80%

29 a g(x)=4-(2-3x)7?
g(x)=-22-3x)-3
g'(x) = 6(2 - 3x)
Z(x)=12-18x
12— 18x =0 geeft —18x=—12dusx =3
De grafiek van g is een bergparabool, dus g heeft een maximum bij x = %—
Het maximum is g(%) =4.

b k(a)= %a3 —2a*-12a Vi173R0-2RE-128
K(a)y=a*—4a—12 — . —
a>—4a-12=0
(a—6)a+2)=0
a=6ofa=-2
In de plot zie je dat k een maximum heeft '
bij ¢ = —2 en een minimum bij a = 6. <8 0080011 =72

Het maximum is k&(—2) = 13% en het
minimum is &(6) = —72.
¢ A =(r+2)-2

Y1=(0.25X+2)3-2 .
A(r)=3-(br+2p-1 /
A =3(3r+2p
o=

%r +2=0
r=-8
In de plot zie je dat 4 geen extreme waarde
heeft bij r = —8.
d v(p)=4p*+3p-1

X="8 ¥="2

Vi(p)=8p +3
gp+3=0

3
pP="3

De grafiek van v is een dalparabool, dus v heeft een minimum bij p = —%
Het minimum is v(—%) = —119—6
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Bij de functie £, g. h, n en p kun je de extreme waarden met behulp van de

afgeleide berekenen.

f(x) =3 — 2xiseen lineaire functie en heeft dus geen extreme waarden.

g(x) =(2x - 3)F
g(x)=6-(2x—-3)-2
g'(x) =12(2x - 3)°

122x—=3)°=0
2x=3=0
x=1%

In de plot zie je dat g bij x = 1% een minimum
heeft.
Het minimum is g(l%) =0.

h(x)=+/6 — 3x

1
n(x) =

2\}6 —3x -

-3

Y1=(2X-3)"6

Hinimum
¥=1.4999992

—$8-

¥=1.722E"35

h'(x) = 0 heeft geen oplossingen. / heeft geen extreme waarden.

n(x) = x%—3x4

n'(x) =6x> — 12x3

6x>—12x3=0

6x3(x2—-2)=0

b= 0ol ¥*=72

x=0o0f x=—y2of x=12

In de plot zie je dat n een maximum heeft
bij x =0 en minima bij x = — 2enx=\/—2_.

Y1=X"6=3X"Y4

Vi

HMinimum
¥="1.414216

~—

Het maximum is 7(0) = 0 en de minima zijn n(—\ﬁ) = n(\E) =—4

__3

(4 - 0,5x)?
p(x)=3(4—0,5x)2
p(x)==6-(4-0,5x)3--0,5

p(x)=

P = 050

p’(x) = 0 heeft geen oplossingen, dus p heeft geen extreme waarden.

invoer: y; =1,2%- (1 — x)

venster; —10<x<5,-5<y<5

optie: maximum

x=—4484812 en y =2.4213008

Het maximum is ongeveer g(—4, 48) = 2,42

Meer oefenen

Y1=1.27(X)%(1-X)

\\
Haximum
K="4.484816 Y=2.4213008
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33 a / heeft een maximum bij x = 3, want daar gaat /’(x) van positief naar
negatief,
h heeft een minimum bij x = 1, want daar gaat #’(x) van negatief naar
positief.
b /is afnemend dalend op het interval {«, 1) want daar is /’(x) negatief,
maar steeds minder negatief.
¢ Een mogelijke grafiek :

35

y
6

-5 -4 -3 -2 -10 1 3 41\5 6
-2
-3
4
-5
5J/ SJ/
4/ 4
3
£ 2 2
1 1
-5 -4 -3 f£2 10 1x -1,5-1 —05(1) 15
-2 2
) o
-4 -4
-5 -5
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7 Periodieke functies

1 Gebruik dat 180° = n radialen.

315°

o in graden ‘ 60 135 ‘ 30° 350 ‘49,27

o in radialen ‘ In ‘ 2n ‘ n ’ 127 | 6,11 , 0,86

2 De codrdinaten van P zijn (cos(%n), sin(%ﬂ)) dus P(%, %\E)

X
~In o 0 \/n
|

b De snijpunten liggen bij de gehele veelvouden van n, dus het zijn de punten
(13n, 0), (14n, 0), (157, 0) en (167, 0).

¢ De symmetrieassen liggen precies midden tussen de snijpunten met de x-as
dus x = —Il%n, x= —10%71 en x = —9%11.

4 a sin(%n) = ;—\6 d sin( —%n) =-1
b COS(%T[) = —%\ﬁ e cos(lgn) = %\E
c sin(l%n) = —é—\ﬁ f cos(l%n) =%

5 a Eerst een verschuiving }Tn naar links (er staat (x + %n) in plaats van x)
daarna vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van de x-as en ten slotte een
verschuiving 2 omhoog.

b Eriseen top als sin(x + in) =1of sin(x + }T“) =—ldusalsx+ in = %n of

x+ }T” = —%n en ook steeds één periode verder.
De toppen zijn (%n, 5), (—%n, —1) en (lin, —1).

gn)=2- l% \E dus het punt (n, 2= 1% \IZ) ligt op de grafiek van g.
Spiegel dit punt in de symmetrie-as x = Iﬁn : dit geeft x = l%n.

(2]

Eén periode naar links vind je nog twee waarden van x namelijk x = —3men

X =

o~
1]

D(0) = ~15 + 5sin(0,17(0 — 15)
D(0) = ~15 + 5sin(~11n)

DO)=—-15+5-1=—10

b De periode van de functie D is % = 20 minuten.
L1

c —-15-5=-20en-15+5=-10
De minimale diepte is 10 meter en de maximale diepte is 20 meter.
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Met je rekenmachine: Vi=-15+53InC0. L1 (X-157)
Invoer: y; = =15 + 5sin(0,1n(x — 15)) en y, = —18
Venster: 0 < x <60, =20<y < — 10

Optie: snijpunten geeft als eerste twee

snijpunten x = 7,048... en x = 12,951...

t=7en t=13 dusna ongeveer 7 en 13 minuten. \/ \j
De periode is 20 minuten, dus de andere tijdstippen zijn X=12.951672 Y¥=-18

na 27, 33, 47 en 53 minuten.

Ga uit van f(x) =d + a sin(b(x — ¢)).
-1+3

De evenwichtsstand d = =1, deamplitudea=3-1=2.

De toppen liggen bij x = l%n en x = S%n dus de periode isdnen b = ﬁ = %
De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x = %n, dusc= %n.
Een functievoorschrift is f(x) =1+ ZSin(%(x = %n))

Ga uit van g(x) = d + acos(b(x — ¢)).
-3+9
2 2n
De toppen liggen bij x =1 en x = 3 dus de periode is4 en h = i %n.

De evenwichtsstand d = =3, de amplitudea =9 -3 =6.

Een top ligt bij x =1, dus ¢ = 1.
Een functievoorschrift is g(x) =3 + 6cos(%rt(x - 1)).

2
De periode gelijk is aan %n, dush = L 4,

1
Wi
De grafiek gaat in (0, —2) stijgend dozor de evenwichtsstand dus de
evenwichtsstand is y = —2. Endusis d = —2.
Er is geen verschuiving naar links of rechts, dus ¢ = 0.
De amplitude is 2 dus a = 2.
Samengevat: a=2,b=4,c=0end=-2.
De punten (0, 1) en (5, 10) zijn twee opeenvolgende toppen, dus
1+10

de evenwichtsstand 1s d = 5

[ L

De amplitudeisa =10 — 5% = 4%.
De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand in het punt midden tussen
de toppen. dus in het punt (2%, 5 %)

Er is een verschuiving van 2% naar rechts, dus ¢ = 2%.
2
De halve periode is 5, dus een hele periodeis 10 en b = % = %7[.

Samengevat: a = 4%, b= %n, c= 2% end= 5%.
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8 Logaritmische functies

1 a 3*=5 d log(xY)=2
x = 3log(5) x*=102=100
x=—41000fx=m
b 53-1=23 e Zog(x —2)=1—"log(x+2)
3x — 1="1log(23) Zog(x —2)+ Zog(x+2)=1
3x =1+ 7log(23) Zog((x — 2)(x + 2)) = Hog(2)
x=1+1-5l0g(23) (x=2)(x+2)=2
x2—4=2
=8
xX= —\fg (vervalt) of x = \fg
¢ log(x)= —%
-2 1
— 10 5=
oo
f Slog(x?) > 2+ log(x) ¥222+109GRONDTALCX/S)

Slog(x2) = 2 + log(x)
Slog(x?) = Slog(25) + Jlog(x)

Slog(x2) = Slog(25x) ZK
x2=25x !

x =0 (vervalt) of x =25
Zie de plot hiernaast. §=25 v=y
Het domein is (0, —).
De oplossing is x > 25.

2 a Ermoet gelden 2 —3x =0, dus 3x =2 dusx = %
De verticale asymptoot is de lijn x = %
b A(x)=*og(2—3x)-2
h(x) = *log(2 — 3x) — *log(16)

h(x) = 4}og(2 - 3’“)

16
¢ Er moet gelden 2 — 3x >0 ofwel —3x> —2dus x < %
Het domein van £ is ((—, %)

3 a Wanneer de verticale asymptoot x = —4 is, dan geldt —4 + 2p = 0.

2p=4
p=2

b f(x)="2log(x + 4) — g door (0, —4), dan geldt f(0)=—4.
f(0)="log(0+4)—¢
—4 =2log(4) — g
—4=2-y4g
g==6

¢ f(x)=2log(x+4)-6
f(4)="log(4+4)—6
f(4) ="log(8) — 6
f4)=3-6=-3
Ja, het punt (4, —3) ligt op de grafiek van f.

184 Oefenproefwerken © Noordhoff Uitgevers bv



De grafiek van g(x) = 2log(8x + 32) — r gaat door P(4.4), dus g(4) = 4.
g4 = 2log(S 4+32)—r
4 =2log(64) — r

4=6-r

r=2

floy =33
feo =3+ (3
fe=3-(())-2
fy=6-(3)

Om de verdubbelingstijd te vinden moet je eerst de groeifactor weten.
0(1) = (1,8)!+5
O(r) = 1,8 (1,8)

2y
o) =1,8' - ((1.8))
o =1,8-1,479...1
De groeifactor is 1,479...

Voor de verdubbelingstijd 7, geldt dan 1.479...% =2, dus ¢, = 1#%-log(2) = 1,768...

1,768... uur komt overeen met 106,1... minuten.
De verdubbelingstijd is ongeveer 106 minuten.

T=18+42-0,813"
18+42-0.813' =T
42-0,813=7-18
T-18
42
T-18
= 0813
8\ a2
Het tijdstip ¢ waarop de elektriciteit uitviel was de temperatuur 7 = 80.
80— 18 62
— 0,813 — 0813140 22
t log( 0 ) log 0
De elektriciteit viel dus 1,881... uur voor 11 uur uit.

0.813' =

=—1,881...

1,881... uur is ongeveer 113 minuten.
De elektriciteit viel om 9.07 uur uit.

50 1,5'=80
80
1,5=—
750
1.5'= 1,6

t = log(1,6) =1,159...
1,159... x 60 = 69,550...
Het duurt ongeveer 70 minuten om het water weer op 80 °C te krijgen.

© Noordhoff Uitgevers bv
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9 Afstanden en hoeken

1 drichoek ABC
ZC=180°—51°—76°=53°

25+ sin(76°
.AC _ .25 dus AC = .sm( ):30,4
sin(76°)  sin(53°) sin(53°)
driehoek POR

342=2724302 - 2-27- 30 cos(ZR)

473
cos(£ZR) = 1620 dus ZR = 73,0°

driehoek UV
37 29

Sin(ZV)  sin(48°)

. 37 - sin(48°)
sin(£V) = > =0,948...

ZV=T1,5°

2 a LDAB=/ZBDC=90°
Omdat L4 = ZABC=90°is AD evenwijdig aan BC en dus
ZADB= ZDBC (Z - hoeken)
De driehoeken ABD en DCB hebben twee gelijke hoeken en dus zijn ze
gelijkvormig.

b AABD ‘AD=12‘BD=28’AB=...

ADCB ‘DB=28 ‘ CB=... ’I)C’:...

3 a £BAS=/DCSen LABS = ZCDS (Z-hoeken).
Bovendien is £ASB = ZDSC (overstaande hoeken).
De overeenkomstige hoeken zijn even groot, dus de drichoeken zijn
gelijkvormig.

b Teken de loodlijnen DP en CT vanuit Cen D op zijde 4AB.

Dan is vanwege de gelijkbenigheid van het trapezium P7T =8 en is
AP =BT =3.
Met Pythagoras vind je AC = \/AI!”l +iCT2 = \/1 12+ 62=+157 en

AD=BC= AP+ DP?= 32 + 62 =45

¢ AC?=AD*+ DC?>=2+AD-DC+cos(£LADC)
V1572 = /452 + 82 — 2 +4/45 - 8 - cos(LADC)

48
cos(LADC) = dus ZADC = 116,6°
(AP = s
. . o AS  AB 14
d Uit de gelijkvormigheid van opdracht a volgt dat S D8

Dusis AS=12- ACenis cS=3-4C
AC=+15T dus is AS =133 -y157 = 7,97
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4 a

D C
4
67°
A 6 B

In drichoek ABD geldt BD? = AB>+ AD?> =2+ AB+ AD - cos(Z£A)
BD?=62+42—2-6-4-cos(67°) = 33,2449. ...

BD =+33,2449.... = 5,77

ZB=180°—Z4=180°—-67°=113°

In driehoek ABC geldt AC2= AB*+ BC? -2+ AB* BC - cos(LABC)
ACP=6%2+42—-2-6-4-cos(113°) =70,755....

AC=4/70,755... = 8,41

BC?=AB*>+ AC?—2+AB+ AC-cos(£LA)

40% =422 + 262 — 2+ 42+ 26 * cos(£A)

cos(£LA)= % = %

ZA=674°

CD?>=AD*+ AC? -2+ AD* AC+ cos(£LA) met cos(LA) = % (zie opdracht a)
C1)2=282+262—2-28-26-15—3=900dus CD =+900 =30

De omtrek is AB+ BC+ AC=

V22 + 52 + 82 + 32+ {102 + 22 =429 + 73 + /104 = 24,13,

Voor elk punt X{(x. y) op de middelloodlijn van lijnstuk AC geldt AX = CX.
Vox = =52 + (v = 2P = (x = 5P+ (v - 07

2 +10x+25+y>—4y+4=x2 - 10x + 25+ 32
—4y=-20x—-4

y=5x+1

Een vergelijking van de middelloodlijn is y = 5x + 1.

i 6 qussin(rcy = 18068 _ oo
= us sin =—=
sin(£C)  sin(48°) 6 ’

£C,=60,112...% en £C; = 180° - 60,112...° = 119,887...°
ZLABC, = 180° — 48° — 60,1121...° = 71,887..°

7 3 AC, _ 7+sin(71,8878...°)
01121, sn(71.8878...9) S 4G = ooty - Y
ZABC, = 180° — 48° — 119,887..°= 12,112...°

7 AC, 7+ sin(12.1121...°)

= dus AC, = =166
sin(119,887...%)  sin(12,112..%) © 4517 n(119,8878..0)

ZC=180°-87°—83°=10°en AB=81-1=80
AC 80 80 - sin(83°)

- =— dus AC=——————

sin(83°)  sin(10°) sin(10°)

Neem een punt D. Het punt D ligt net als punt 4 op de lijn x =1 en de

y-codrdinaat van D is gelijk aan de y-codrdinaat van punt C.

Danis ZDAC =90° — 87° = 3° en dus geldt

AD = AC+cos(3°) =457,267... » cos(3°) = 456,64

Dus is de y-codrdinaat van het punt C gelijk aan 5+ 4D =5 + 456,64 = 461,6

=457,267...
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Verder is DC = AC - sin(3°) = 457,267... * sin(3°) = 23.9
Dus is de x-coodrdinaat van het punt C gelijk aan 1 + DC=1+23,9=249
Conclusie: C(24,9; 457,6)

9 Stel x, =pdanis y,=2p—8
De afstand OP van O(0, 0) tot P(p, 2p — 8) is \p> + (2p — 8)?

OP =4 geeft \p>+ (2p—8)2=4

PP+(2p—8y =16

5p2—32p+64=16

5pr—32p+48=0

D=(-32—-4-5-48=64
32 —+J64 32 ++/64

R TR T/

p=2%0fp=4

y=2-22-8=-310f y=2-4-8=0

De gevraagde punten zijn P(Z%, -3 %) en P(4, 0).

10 Functies bewerken

1 a 2 naar links geeft j(x) = (x +2)°
vervolgens 3 omhoog geeft g(x) = (x +2)° + 3.

b /(x)=/(2x)
h(x) = (2x)
hlxy= 32x°

¢ Een vermenigvuldiging van 32 ten opzichte van de x-as.

N
L]

f(x) = h(x — 5) — 2 dus door een translatie van 5 naar rechts en 2 omlaag.
b Door een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met factor 3 en een
translatie 1 omlaag ontstaat de grafiek van g! uit die van /.

2 () =] + log(—x)

Spiegelen in de y-as geeft de grafiek van y = —1 + log(x).

Vervolgens een translatie 5 naar rechts geeft de grafiek van

y=-1+ 3log(x - 3).

Tot slot een translatie 1 omlaag geeft de grafiek van y = -2 + 3log(x — 5)

ofwel f(x)= 3log(x —5)—2.

De volgorde maakt hierbij niet uit.

(2]

d f(x)=0geeft Jlog(x—5)—-2=0
Ylog(x—5)=2
x—5=32

x = 14, dus de grafiek van f snijdt de x-as in 4(14, 0).
Punt 4 ligt op de grafiek van g als gp(14) =0
—1+3log(p-14)=0

Slog(p-14) =1

14p =3

_3
P=1z

3a g=2:(-2:-3*+5-3
g=—4-3+10-3
g=—4-3+7
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b

Vi =x—3 geeft 1 = (x — 3)?

substitutie geeft ¢ = y2(x — 3)2 - 18

g=\2(x2—6x+9)— 18

g=\2x2—12x+ 18— 18

g=\2x%-12x
t—2x=4geeftr=2x+4

substitutie geeft log(qg — 2(2x +4)) =1
g—22x+4)=10

g=10+2(2x+4)

g=10+4x+8

g=4x+ 18

Formule A k =8 — 5p is te herleiden tot 5p = 8 — k ofwel

& k_

p=35—5= 1,6 =0,2k; dus A en C zijn gelijkwaardig.

4 4 4
Formule Bk=2 - }—) is te herleiden tot }_’ =2 — k. hieruit volgt p = ——

Dit is niet één van de formules D, E of F.

2—k

Formule D is te herleiden tot *log(p) = k + 4, hieruit volgt p = 4k+4
Ofwel p = 4%« 4* = 4% (22 en dit geeft p =256 - 4K

Dus de formules D en F zijn gelijkwaardig.

a y=1+5-2x"1 b y=log(l —x)

] 45 gz g log(l—-x)=y

8 2% 1= gt [ —x=10
=]

Zﬁz}T —x=—1+10

—1
x—1=210g(y5 ) x=1-10

=
x=1+210g(}5 )

x+3

4
x+

(o -}::

i

5 7
yx+3=4y

x+3=(4y)?

x=16y2-3

De verticale asymptoot van f'volgt uit 3 + 6x = 0; dit geeft x = —%.
De horizontale asymptoot van fvolgt uit een tabel met stapgrootte 10 op je

rekenmachine; dit geeft y = 1,5.

De verticale asymptoot van g volgt uit x — 1 = 0; dit geeft x = 1.
De horizontale asymptoot van g volgt uit een tabel met stapgrootte 10 op je

rekenmachine; dit geeft y = —2.

f(0)= —_% dus het snijpunt met de y-as is (0, —% i

2
=0volgt9x—2=0
3+ 6x s

I9x=2
=)

* =g

Het snijpunt met de x-as is (%, 0).

uit

2(0) =1 dus het snijpunt met de y-as is (0, 1).

4x_1=0geeft2=4x_1
x—1 x—1

— _ 1
—2x—1dusx——z

2_

Het snijpunt met de x-as is (—%, 0).
© Noordhoff Uitgevers bv
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f(x) = p(g(x)) met de schakels p(x) = % eng(x)=2- \[;c

De noemer mag geen nul worden, dus er is een verticale asymptoot als
2—x=0
yx=2
x=4
De lijn x = 4 is de verticale asymptoot.
Als x toeneemt, dan neemt y/x ook toe en voor x > 4 wordt 2 — «x dan steeds
negatiever.
6

2-4x
Dus is f'dalend.
Als x toeneemt, wordt de noemer 2 — \E steeds meer negatief (komt steeds
verder van 0 te liggen). De functiewaarden naderen dan naar 0.

De breuk is daarom altijd negatief.

Er is dus een horizontale asymptoot met vergelijking vy = 0.

P(4, 10) op de grafiek van f , dus f (4) = 10.
a*43-6-4+2=10
64a =32
o=}
£/(x)=3ax* -6
£./(1) =3 geeft 3a- 12— 6 =3 ofwel 3a — 6 =3
3a=9endusa=3
£./(x) = 0 geeft 3ax? — 6 = 0 ofwel 3ax? = 6
6 2

2 _
2=—==
3a a

Omdat a > 0 heeft deze vergelijking twee oplossingen, dus heeft de grafiek
van f, twee toppen.

. . 2 2
De x-codrdinaten van de toppen zijn x = —‘\l; en x = xE

De topvergelijking is y = a(x — r)* + s waarbij het punt (r, 5) de top van de
parabool is.

De x-codrdinaat van de top ligt halverwege de punten 4 en B en is dus 3.
Hieruit volgt r = 3 en dus y = a(x — 3)*> + .

x =5en y=0invullen geeft a(5 — 3)>+ s =0 ofwel 4a + s =0, dus s = —4a.
De topvergelijking wordt hiermee y = a(x — 3)* — 4a.
x=2eny=4invullenin y = a(x — 3)> — da geeft 4 =a — 4a, dus a = —;l
De topvergelijking is y = —1%(x -3+ 5%

flx)=1+ (%)x is een dalende functie (want de groeifactor is kleiner dan 1),
dus f(x) is maximaal als x minimaal is.

In de grafiek van p kun je zien dat p een minimum heeft dus 1 + (%)p heeft
een maximum. Dus k heeft een maximum.

Je moet laten zien dat de vergelijking 1 + (%)p = 2 twee oplossingen heeft.
Dit is gelijkwaardig met %P =1 ofwel p =0.

In de grafiek van p zie je dat p twee keer de waarde 0 heeft.

Dus de grafiek van k snijdt de lijn y = 2 twee keer.

Oefenproefwerken
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11 Differentieren

g =73 ¢ f(x)=60x - a2
g(x)=§-xf5 f(X)=6'\f§-\f;-{/x_2
gx)="2. x5 Fiy="T8 Zewr= 18
40 1
gx)= g F(x)=21-x
S =21-4x
2+ 3¢ 202 -2p+5
h(t) = skl
(1) 2133 d ¢(p) "
_r 2
h(t)_t3+t3 q(p):"zp;l_z_pl'l'il
h)y=t1+3-¢72 3p2 3pz 3p2

1

d — = ll % 5 —=
Wiy=-r2-6-13 qp)=2p2-tp+ip

=5~ % (P =p-Lpr-3ph
(=N

fx) =025% 3 ¢ M=

fx)= ﬁ 0,25 W) =3-(3t+2)73

f)= S—J()zi'ﬁ H(y==9-(3r+2)™4-3
K= (3; i)‘*

-1
g(x) = T

g(x) = —(2x - 5)7

d kp)=(4p - 1)
K(p)=32-(4p—1)7-4

K(p)=128-(4p - 1)

g(x) =102x- 5)*1% )

1
)= (2x — 5W2x = 5

k 1s stijgend als de grafiek van de afgeleide boven de x-as ligt, dus op de
intervallen («, —1) en (4, —).

k heeft een maximum wanneer de afgeleide 0 is en van positief naar negatief
gaat, dusbijx=-1.

k heeft een minimum wanneer de afgeleide 0 is en van negatief naar positief
gaat, dus bij x =4 .

Er is sprake van een toenemende daling wanneer de afgeleide negatief en
dalend is, dus op het interval (—1, 1%)
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d Een mogelijke grafiek:
3J/

2

1

N

-5 -4 -3 2—1?

-1

b a f(x)=x’-x2+4 Vi=H 5-RE
) =it — 2
5x4—2x=0
x(5x*=2)=0

x=00fx3=% I / i
32

x=0of x =45 Hinimum
v ) N X=0.736807 ¥=3.6742699
In de plot zie je dat f'een maximum heeft bij x =0

. i i3 ; .
en een minimum bij x = {5. Het maximum is

f(0) =4 en het minimum f ( %E) = 3,67.

glx)=x—+2x+4 Vi=R-T (2R

g’(x)=1—2 -2 ofwel g’(x)=1 - L

1
V2x + 4 Dol

1 1 I S
1- =0 geeft ——=1 [
r_2x+4 geelt x4 W/

2x+4=1 [
2x=-3dus x=-13 Hinime o
In de plot zie je dat g een minimum heeft bij
2= 1%
Het minimum is g(—l%) = —2%
0 T
h(x) = ———=—— kun je niet differentiéren. ViH0/(CR-212+ D)
(x—2)2%+4
Met je rekenmachine:
y S 40
invoer: y; = —-(x 2244
venster; —5<x<5,-5<y<15
optie: maximum geeft x=2en y =10 m
X=2.0000009 =19

In de plot zie je dat 4 een maximum heeft bij x = 2.
Het maximum is 4(2) = 10.
b f'(x) < 0als fdalend is.

Uit opdracht a volgt dat dit is op het interval (0, \BE)

192 Oefenproefwerken © Noordhoff Uitgevers bv



J(x)=243x—8

1

f(X)zz-Z\Bx—S

3

£ = rf_ .

De lijn raakt de grafiek van f'dus geldt f"(x) = I%

y3
3x—-8 2
3x—8=2
3x—8=
3Ix=12
x=4

y=f(@4)=243-4-8=4
De codrdinaten van het raakpunt zijn (4, 4).
x=4en y=4invullen bij y = 1%x+pgeeft4= 1%-4+pdusp= =2

|
L]
I
L
O—‘\mwhmmum‘.{
-
i

2 3 45 6 7 8

g(f)=+6t+3
1
g0 = o1 +3

3

g0 = A6 + 3

<6

3

T T NS W
g}(l)_\lm leng(l3) m 9 3
d)=leng(l)=v6-1+3=3

De raaklijn in het punt (1, 3)is van de vorm y = 1+ ¢ + b en gaat door (1, 3).
3=1+hgeefth=2

Een vergelijking van de raaklijn in (1, 3)is y=¢t+2
g(13)=1eng(13)=6-13+3=9

De raaklijn in het punt (13, 9) is van de vorm y = %t + b en gaat door (13, 9).
9=1-13+hgeefth=9—-41=432

Een vergelijking van de raaklijn in het punt (13, 9)is y = %t + 4%

_1 2
t+2—§t+4§
2, 42
31=23
2t=38

t=deny=4+2=6
Het snijpunt S heeft codrdinaten (4, 6).
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7 4 Stap 1
De boom blijft groeien, dus je moet aantonen dat de afgeleide altijd positief is.
Voor ¢ > 0 geldt dat 0,9867" > 0 en 0,9867' < 1.
Dus 0,507 < 0,98677 > 0 en (1 — 0,98677)%:03333 > (),
De teller en de noemer van de afgeleide /1’ zijn groter dan 0, dus 2 > 0.
Stap 2
Er is sprake van afnemende groei. Je moet dus aantonen dat de afgeleide afneemt.
Als t toeneemt, neemt 0,9867%af (groeifactor kleiner dan 1), dus de waarde van de teller neemt af.
Als t toeneemt, neemt 0,9867! af en neemt (1 — 0,9867) toe, dus de noemer neemt toe.
De teller wordt kleiner en de noemer wordt groter, dus A’ neemt af.
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