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Goniometrische formules
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De nulpunten zijn x = —m, x =0, x =m, x = 2nen x = 3m.
De toppen zijn (—%n, —1), (%n, 1), (I%n, —1) en (Z%T[, 1).
Op dit interval is de gratiek puntsymmetrisch in (m, 0).
xX= —%n en x = 1%1‘[ liggen beide op een afstand van %T[ vanaf de

symmetrieas x = %Tt, dus sin(—én) = sin(lén).

=n

(=]
e |

g -

De nulpunten zijn x = —:.12'1'[ en x = %T[.

De toppen zijn (—m, —1), (0, 1) en (7, —1).

De periode van g is 2.

De grafiek van g is lijnsymmetrisch in de lijn x = 0 (de y-as).

xX= %n enx = %T[ liggen beide op een afstand van %T[ = %n vanaf het punt

van symmetrie (%T[, 0), dus COS(%T[) = —cos(%n).
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Vb

Vé

V7

De grafiek van g ontstaat uit die van f door een vermenigvuldiging met 3 ten
opzichte van de x-as en een verschuiving van iﬂ naar rechts.

De amplitude is 3.

De grafiek van g gaat in (%T[, 0) stijgend door de evenwichtsstand.

De grafiek van /s ontstaat uit die van f door een vermenigvuldiging met % ten
opzichte van de y-as en een verschuiving 1 omhoog.

De periode is  en de evenwichtsstand is y = 1.

De amplitude is 4, de periode is 2n en de evenwichtsstand is y = —3.

De amplitude is 2, de periode is 2n en de evenwichtsstand is y = %

De amplitude is 1, de periode is %E = %ﬂ en de evenwichtsstand is y = —2.
De amplitude is 1, de periode is 2w en de evenwichtsstand is y = 2.

. p ' o p '
De amplitude is 1, de periode is 1_7[ =4 en de evenwichtsstand is y = =3.

ET{

: ; ; . 2l : :
De amplitude is 3, de periode is o = 4n en de evenwichtsstand is y = 0.
7]

Ten opzichte van de grafiek van g(x) = sin(x) is de grafiek vermenigvuldigd
met 2 ten opzichte van de y-as en met 4% ten opzichte van de x-as.

De top is daarom (T[, 4%)

Ten opzichte van de grafiek van A(x) = cos(x) is de grafiek vermenigvuldigd
met —2 ten opzichte van de x-as en § omhoog verschoven.

De toppen zijn daarom (0, 6), (r, 10) en (2m, 6).

Ten opzichte van de grafiek van g(x) = sin(x) is de grafiek vermenigvuldigd
met 7 ten opzichte van de x-as. Vervolgens is de grafiek %n naar links en

14 omhoog verschoven.

De toppen zijn daarom (%n, 21) en (I%n, 7).

Ten opzichte van de grafiek van g(x) = sin(x) is de grafiek vermenigvuldigd
met —2 ten opzichte van de x-as. Vervolgens is de grafiek %T[ naar rechts en
5 omhoog verschoven.

De toppen zijn daarom (%TE, 7) en (I%T{, 3).

12.1 Een functievoorschrift opstellen

intro  fhoort bij grafiek D, g hoort bij grafiek A, / hoort bij grafiek B en

k hoort bij gratiek C.

Grafiek A ontstaat door de grafiek van p twee omhoog te verschuiven.
Grafiek B ontstaat door de grafiek van p met twee te vermenigvuldigen ten
opzichte van de x-as.

Grafiek C ontstaat door de grafiek van p met % te vermenigvuldigen ten
opzichte van de y-as.

Grafiek D ontstaat door de grafiek van p twee naar links te verschuiven.

De periode, de evenwichtsstand en de amplitude veranderen niet.

De periode en de amplitude veranderen niet, de evenwichtsstand wordt de
lijn y = 2.

De periode en de evenwichtsstand veranderen niet, de amplitude wordt 3.
De amplitude en de evenwichtsstand veranderen niet, de periode wordt 4.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 12 Goniometrische formules



Goniometrische formules

2 a Het maximum is 3 en het minimum is —5.
b De evenwichtswaarde is d = %(3 + -5 =-1.
De amplitude is 3 — =1 =4.

2
d De periodeis 4, dusbh = Tﬂ = %T[.
e Detopligtbijx=2,dusc=2.
f f(x)=—1+4cos(3n(x - 2))

3 a Bijvoorbeeld c =6, c=-2of ¢ = 10.
b f(x)=—2+4cos(in(x— 6)) of f(x)=—2+d4cos(in(x+2))
De waarde van ¢ wordt nu bepaald door het punt waar de grafiek stijgend
door de evenwichtsstand gaat, dat is bijvoorbeeld bij x =1 of x = 5.
f(x)==2+4sin(In(x = 1)) of f(x)==2+4sin(in(x - 3))

4 Voor de grafiek bij de functie f geldt:
Het minimum is —20 en het maximum is 60, dus de evenwichtsstand d is

=20+ 60

—35 = 20 en de amplitude a is 60 — 20 = 40.
2

De periode is 50, dus b = % = %n.

Een top is (0, 60), dus ¢ = x,,,, = 0.
Een functievoorschrift is f(x) =20 + 40 cos(ilgnx)‘

De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x = 37%.

Een ander functievoorschrift is f(x) =20 + 40 sin(;—sﬂ(x - 37 %))
Voor de grafiek bij de functie g geldt:
Het minimum is —1 en het maximum is 3, dus de evenwichtsstand d is

-1+3 ) i
=1l endeamplitudeais3 —1=2.
2
De periode is 1%11 = 41_1" = l%n, dush = 1—ﬂ= % = 1%.
ETE

Een top is (%n, 3), dusc=x,,, = le“-

Een functievoorschrift is g(x) =1 + 2005(1%(x = %TE)).

Het minimum ligt bij x = n en het maximum bij x = I%n, dus de grafiek
gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x = 1%7{.

Een ander functievoorschrift is g(x) =1+ ZSin(l%(x - I%n)).

5 Het minimum is —5 en het maximum is 20, dus de evenwichtsstand d is
=5+20
2

= 7% en de amplitude a is 20 — 7% = 12%.

2
De periode is 20, dus b = 2—2— = ll—on.

Een top is (10, 20), dus ¢ = x,,,,, = 10.
De grafiek gaat in (5, 7%) stijgend door de evenwichtsstand.

Mogelijke functievoorschriften zijn f(x) = 7% + 12%005(%611@ = 10)) of
fx) =75+ 125sin(Fn(x - 5)).

6 Bijvoorbeeld f(x) =71+ 124cos({kn(x - 30)) of
fx)=75+ lZ%cos(Tlan(x + 10)).

8 Hoofdstuk 12 Goniometrische formules © Noordhoff Uitgevers bv



10 a

Omdat de codrdinaten van de top eenvoudig af te lezen zijn.

Het maximum is 126 en het minimum is 88, dus de evenwichtsstand d is

126 + 88
2

=107 en de amplitude @ is 126 — 107 = 19.

2
De periode is 0,8 dus b = % = 2%11 en een top is (0,2; 126).
Een functievoorschrift is D(¢) = 107 + 19 cos(2%n(t - 0,2)).
De grafiek gaat een kwart periode voor ¢ = 0,2 stijgend door de
evenwichtsstand, dus dat is bij = 0.

Een functievoorschrift is D(¢) = 107 + I9sin(2%m).

AWAW/

De toppen zijn (0,39; 0,85), (1,96; —0,15), (3,53; 0,85) en (5,11; —0,15).

-0,15+ 0,85
De evenwichtsstand d is % =0,35 en de amplitude a is

0.85 — 0,35 = 0,5.
2
De periode is 3,53 — 0,39 = 3,14, dus b = ﬁz 2,00.

£l

Een functievoorschrift is f(x) = 0,35 + 0,50 cos(2,00(x — 0,39)).

2
De periode van f'is l_n_ = 6, de evenwichtsstand is 7 en de amplitude is 3.

3
In het punt (—4, 7) gaat de grafiek dalend door de evenwichtsstand (vanwege
het minteken voor de 3), dus een halve periode verder gaat de grafiek

stijgend door de evenwichtsstand. Dat is dus in het punt (—1, 7).

2
De evenwichtsstand d is =10 en de amplitude ¢ is 18 — 10 = 8.

2

Een halve periode is 10 — 2 = 8, dus een periodeis 16 en b = % = %n.
Een top is (2, 18), dus ¢ = x,,,,, = 2.
Een functievoorschrift is f(x) =10+ SCos(én(x - 2)).

11+ -2
De evenwichtsstand d is — - —6% en de amplitude a is

1_ 41
—2— —6=45.
2n 1

Een halve periode is 51 — —3n = 8n, dus één periode is 16men b = s = =g
T

Een top is (5w, —=2), dus ¢ = x,,, = 5m.

Mogelijke functievoorschriften zijn f(x) = —6% + 4%003(% (x— Sn:)),

S(x)= =63 +45cos( (x + 11m)) of f(x) = =63+ 43sin(§ (x = m).

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 12 Goniometrische formules



12 Goniometrische formules

U4 a Het maximum is I en het minimum is —3.
b De evenwichtsstand is het gemiddelde van het minimum en het maximum.
¢ De variabele d.
d De amplitude is gelijk aan het maximum min de evenwichtsstand.
e De variabele a.
f De periode is l%n = %n’ = 1, dus je kunt nu de variabele # berekenen.

: g 1
De sinusgrafiek is 37 naar rechts verschoven.

9
h De variabele c.

i De evenwichtsstand d is 3 =—1 ende amplitudeais 1 — —-1=2.

2
De periode is n, dus b = ?T[ =2.

De sinusgrafiek is %n naar rechts verschoven, dus ¢ = %TE.

f(xy==1+2sin(2(x - 1))

U1 a De y-codrdinaat van B is het gemiddelde van —7 en 3, dus die is —2.
Van A naar Cis 2,5 perioden en deze is 1.4 — —0,6 = 2.
De periode isdus 2 : 2,5 =0,8.
Van A naar B is één kwart periode, dus de x-codrdinaat van B is gelijk aan
-0,6 + % - 0.8 = —0,4. De coordinaten zijn B(—0.,4; —2).
b Van A4 naar Bis én kwart periode, dus een periodeis 4 - (34 —31)=12.
b= :12—; = “é“T[.
De grafiek gaat in B(34, 36) stijgend door de evenwichtsstand.
De evenwichtsstand is 36 en de amplitude is 36 — 16 = 20.

Een functievoorschrift is f(x) =36 + 20 sin(%n(x - 34)).

12.2 Exacte waarden vinden

intro Het interval [—1%7:, 6%7{] bevat precies vier perioden.
y= % 2 is een horizontale lijn die boven de x-as ligt en lager dan de hoogste
punten van de grafiek. Elke periode heeft sin(x) = %\E twee oplossingen, dus
zijn er acht oplossingen op dit interval.
y = —1 is een horizontale lijn die door de laagste punten van de grafiek gaat,
deze laagste punten liggen bij x = —%n en daarna steeds 2n verder, dus er zijn
vier oplossingen op dit interval.

11 a Uit de symmetrie in de lijn x = %n volgt sin(Gn = sin(%n) = %
b Uit de puntsymmetrie in (0, 0) volgt sin(—%n = —sin(én) =-1

Uit de puntsymmetrie in (7, 0) volgt sin(l%n) = —sin %n) =-

(a]

o
=
Il
I

Uit de periodiciteit met periode 2 volgt sin(Z%n) = sin( n)
sin(—l%ﬂ) = sin(éﬂ) =1

sin(—l%n) = sin(gn) =

sin(—%n) = sin(lén) )

10 Hoofdstuk 12 Goniometrische formules © Noordhoff Uitgevers bv



12 a x=%nenx=llﬂ
b x= ‘lln en x = 1 T
13 a De twee grafieken hebben zes snijpunten, dus zijn er zes oplossingen.
b De letter a.
¢ De symmetrie in de lijn x = %m
d c=a+2n
e x=%n,x=%n,x=2%ﬂ,x=2%n,x=—1%ﬂenx=—l%ﬂ.
14 x=3nx=-3m,x=-1{nenx=-22n
15 a sm( ) z\l~ en sm( ) 2\f— dus de oplossingen zijn:
xX= 10-1'[ xX= 10-1'[ xX= IZ—H xX= 12—fr xX= 14—TE en x= 14%7[.
b cos(én) 3en cos(l n) 2\/_ 3 dus de oplossingen zijn:
x= IO—T[ x= 11—6—1'[ x= 12-6-11 x= 13311 en x = 1437‘[.
¢ Uit4cos(x)= —Z\E volgt cos(x) = —5
cos(?—1 ) = —5 2en cos(l—ﬂ) = ——\r dus de oplossingen zijn:
x—IO IM X = llnx 12nwc 131 FgMenx = ]47{
d Uitsin(x)+ 1 = 0 volgt sin(x) = —
sin(l%n) = —1, dus de oplossingen zijn: x = llén en x = 13%71.
16 a De oplossingen zijn x =0, x =2m, x =4n, x = 6w en x = 8.
ool i 1 L (13 Y 1 . T
b sm(lz ) =—342en sm(l—n) = ——\f_ dus de oplossingen zijn: x = Izm,
11‘[’6 3 T 33 el 5 AT X = 5 n,,=7‘1¢nenx=7%n.
17 a 2sin(x) = —1 geeft sin(x) = —1.
Op [0, 2n] zijn de oplossingen x = 1%n en x = I%m
Alle oplossingen: x = lln + k- 27{ en x = lgn +ke~ 2.
b 4cos(x)= —2\r 3 geeft cos(x) = —5
Op [0, 2n] zijn de oplossingen x = %n en x = 1%7{.
Ale oplossingen: x = %n +k-2menx= 1%—71 + k- 2m
¢ cos(x)+ 1 =0 geeft cos(x) =—1.
Op [0, 2n] is de oplossing x = .
Alle oplossingen: x =n + k - 2m.
18 a De oplossingen van sin(x) = | zijn x = %n + k- 2n
De oplossingen van sin(x) = —1 zijn x = 1%3‘[ + k- 2m.
Je kunt dit combineren tot één rij oplossingen. namelijk x = %n +kem.
b Uit cos?(x) =1 volgt cos(x) = 1 of cos(x) = —1.
De oplossingen van cos(x) =1 zijn x =0 + k - 2m.
De oplossingen van cos(x) = —1ziin x=n+ k * 2m.
Je kunt dit combineren tot één rij oplossingen, namelijk x =0+ &k * 7.
015 a x= %n
b De oplossingen zijn x = lén en x = lgn.
4 x=7én,x=7%ﬂ,x=9éﬂenx=9%ﬂ

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 12 Goniometrische formules
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12 Goniometrische formules

017 a x= %T[

b De symmetrieas is x = nt, dus de andere oplossing is x = 1%7{.

c x=%n+k-2rtofx=1%n+k-2n

d cos(x) = —1 heeft op het interval [0, 2n1] maar één oplossing, namelijk x = m.
Door de periodiciteit van 2 zijn alle oplossingen: x =7 + k * 2.
Uit 2sin(x) = —\2 volgt sin(x) = —342.

Op het interval [0, 27] is de oplossing hiervan x = lin of x= I%n.

Alle oplossingen zijn: x = l}fn +k2nof x= I%n +k2n

U2 In de tabel met exacte waarden kun je zien dat Sil’l(%ﬂ) = cos(ﬁn).
Uit de symmetrie van de grafieken volgt dat dit ook geldt voor x = 1:11_‘1'[.

. .. _1 .
De oplossingen zijn x = ;m+ k= m.

12.3 Vergelijkingen

intro  De hoogte van 100 meter ligt boven de as van de turbine en lager dan het
hoogste punt, dus die hoogte wordt per omwenteling twee keer bereikt.
Punt P bevindt zich per minuut 24 keer op een hoogte van 100 meter.

19 a q=%n+k~2ﬂofq=%-n+k-2n
b x—%n=%n+k°2nofx—%ﬂ=%n+k-2ﬂ
x=%n+k'2nofx=%n+k'2n

De oplossingen op [, 1] Zijn x = %n en x = %rc.

20 a q=%n+k-2nofq=1%n+k—2n

b 3x=3n+k-2nof 3x=1jn+k-2n
1

2 Iz 2
=g+ = =— g+ k=
X 311: k 3T[ofx 31'[ k 31‘[

Lo L]

1 .2 -3 .2
x—4n+k 3nofx—12n+k 37

=L =5 el
€ X=Fm,X={;Henx =

21 a Stelg=2x.
De oplossingen van sin(g) = % Zijn g = %n +k-2nof g= gn + k- 2m.

2x=lnt+k-2nof 2x=2n+k-2n
e o : =3 :
x=pntk-nof x=ygntk-n
. R | _5 _ 1 —13
De oplossingen op [0, 2n] zijn x = 357, x = 57, x = Iznen x = I3

b Steig=x—%rt.
De oplossingen van cos(g) = -1 zijng=mn + k- 2n.

x—%n=n+k'2n,dusx=1%n+k'2ﬂ

Er is één oplossing op [—n, 0], namelijk x = —%m

12 Hoofdstuk 12 Goniometrische formules © Noordhoff Uitgevers bv



22

Stel ¢ = n(x + 4).
De oplossmgen van sin(g) = 2\[4 Zijn g = n +k2nofg= T[ +k2n

n(x +4)= n+k 2nof n(x+4)= n+k 2n

x+4—§+k'20fx+4—§+k'2

x=-3%2+k-20f x=-31+k"2

De oplossingen op [0, 5] zijn x = %, x= %, xX= 2%, x= 2%, x= 4% enx= 4%.
Stel ¢ = 2x.

Uit 3cos(g) + 1= 2% volgt cos(q) =3

De oplossingen van cos(g) = zunq 37[+k 2m of q—I stk 2n
2x:§n+k-2nofzx:1§~n+k-2n

x=%n+kwnﬂx=%n+k'n

De oplossingen op [—2m, 0] zijn x = —I%n, x= —l%ﬂ:, xX= —%n en x = —%n.
Stel g = 2x+rt

Uit 2sin(g) + 2 = | volgt sin(q)=—%

De oplossingen van sin(g) = —% zilng = 1%7{ +k-2nof g= I%n +k-2n
%x+n=l%n+k'%uf%x+n=1%n+k'2n
lx=‘é‘ﬂ+k°2ﬂf0f%x=%ﬂ+k'21{
x=%n+k~4ﬁ0fx=1%n+k-4ﬂ

De oplossingen op [0, 57] zijn x = %TC, X = 1%“ en x = 4%7‘-
Stel g = 3n(x — 1).
Uit 4cos(g) = —2y3 volgt cos(g) = —5

Deoplossmgenvancos(q)——- 321jnq 6n+k-2nofq=lén+k-2n
In(x— ) =3n+k-2nof 3n(x— 1)= lin+k-2n
3nx—3n=%n+k-2nof3nx—3n=I%n+k-2n
37{)6:3§H+k'2ﬂ:0f3ﬂx:4lﬂ+k'2ﬂ
x—£+k 3Ofx £+k

1 1n . _13

De oplossingen op [0, 2] zijn x =75, x = 15, X = 15, X = 118, x= 118 en x = I—

oo-.l

Invoer: y; = cos(x)en y, = 0,27

Venster: 0< x <2n, =2<yp<2

Optie: snijpunten

x=1,30 0of x=4,99

Invoer: y; =sin(2x) en y, = 0,9

Venster: 0< x<2n, —2<y<2

Optie: snijpunten

x=0,560f x=1,01 of x=3,70 of x=4,15
Invoer: y, = sin(nx) en y, = —0,35

Venster: 1 <x <7, -2<yp<2

Optie: snijpunten

x=1,11of x=1,890f x=3,110f x=3,89 of x=5,11 of x= 5,89
Invoer: yy =4 —3cos(2x)en y, =5

Venster: —4<x<4, —1<y<8

Optie: snijpunten

x==2,190f x=—0,96 of x=0,96 of x=2,19

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 12 Goniometrische formules
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23 a 4x—7=00fsin(%x)=0
4x=70f%x:0+k'ﬂ
x=130f x=0+k-2n
De oplossingen op [0, 2] zijnx=1%,x=00fx=2n.
b 1—%—x=00fcos(%rtx)=0

%x=lof%nx=%n+k'ﬂ
x=3ofx=1+k-2
De oplossingen op [0, 8] ziin x=1,x=3, x=50f x=7.
c ZSin(x—%T[ =0of cos(Zx) =0
x—%n=0+k°n0f2x=%n+k'n
x=%n+k'nofx=in+k'%ft
De oplossingen op [—mr, 1] zijn

2 e =1 =3 =_1 _3
X=X = —50, X" 30, X = 30, 6= ~F1 Of X =~

24 a Stel cos(x) = p, dan wordt de vergelijking p> — p = 0.
p(p—1)=0,dusp=0of p=1.
cos(x)=0of cos(x)=1
De oplossingen op [0, 4n] zijn
x=%nofx= 1%n0fx=2%ﬁ0fx=3%nofx=00fx=2ﬂofx=4n

b Stel sin(x) = p, dan wordt de vergelijking 2p° + p = 0.

2p(p+%):0,dusp=00fp=—%
sin(x) = 0 of sin(x) = —1
De oplossingen op [—r, 1] zijn
x=—nofx=00fx=n0fx=—%nofx=—érc

25 sin(3x = %n) kan alleen waarden aannemen van —1 tot 1,

dus asin(Sx — én) = \G heeft alleen oplossingen als a = \B of a< —\B.

021

Door beide kanten door 6 te delen krijg je de vergelijking sin(%x) = %\E
b De oplossingen van sin(g) = % 3op [0, 2n] zijn x = %“T{ enx= %“T[.
c q=%n+k-2nofq=%n+k-2n

3 %n‘+k'2nof%x=%n+k'2n

g
x=%(%n+k-2n)0fx=%(%n+k-2ﬂ)
x=§'%n+k-§'2ﬂofx=§-%n+k-;l'2n

x=gn+k-2§ﬂ0fx=gn+k-2%ﬂ
d k=-1 geeftx=—1%ﬂ
k=0geeftx=gnofx=gn

k=1 geeftx=3%rtofx=3%n

024 a Uit4p® =1 volgt p? :%
p=3of p=—3
b sin(x)= % of sin(x) = _%

x=%n0fx=%nofx=1%n0fx=1%n

14 Hoofdstuk 12 Goniometrische formules © Noordhoff Uitgevers bv



o 1 =8 e 5 e 1
c x—gnofx—gnofx— 6TE0fx— gn

d Stel cos(x) = p, de vergelijking wordt 2p* = p ofwel 2p> — p = 0.
1
2p(p=3)=0
p=0of p= %
cos(x) =0 of cos(x) = %
x=%n+k-nofx=%n+k-2ﬂofx= 1%T{+k'2T[
De oplossingen op het interval [0, 4n] zijn
x=%n,x= l%ﬂ,x=2én,x=3%n,x=%n,x= ]%n,x=2%nofx= 3%11.
U3 a £(0)=sin(n - sin(0)) = sin(0) = 0 en g(0) = cos(n * cos(0)) = cos(n) = —1.
De grafiek van f gaat door (0, 0) en die van g door (0, —1), dus grafiek A
hoort bij fen grafiek B hoort bij g.
b De periode van fis 2n en de periode van g is 7.
¢ De grootste waarde die sin(m * sin(x)) kan hebben is 1, namelijk als
7+ sin(x) = %rc, dus als sin(x) = %
De uitkomst van een sinus kan nooit groter zijn dan 1.
d Zie opdracht c: sin(x) = %, dus x = én of x= %TE.
1) =oos - o) o -
e glym)=cos{n-cos(zn)]=cos|zn)=0
De andere oplossingen volgen uit 7t * cos(x) = %TE + ko,
dus cos(x) = % of cos(x) = —%.

S = D _ 41 p—)
De andere oplossingen zijn x =57, x = l3men x = 157

12.4 Ongelijkheden

intro Na 1 seconde, na 5 seconden, na 7 seconden en na 11 seconden is Sanne
precies 1,5 meter van het midden.
Oma ziet Sanne minder dan 1,5 meter van het midden van 0 tot 1 seconde,
van 5 tot 7 seconden en van 11 tot 12 seconden.

26 a sin(x)>0als0<x<m.
b cos(x)<Oals—n Sx<—%nof%n<x<1%nof2%n<x$3n.
¢ De waarde van sin(x) is nooit groter dan 1, maar sin(x) = 1 heeft wel
oplossingen.
d cos(x) < p heeft oplossingen als p = —1.

27 a Stelg=2x.
Uitcos(q)=%v01gtq:%n+k-2nofq= 1%n+k-2n.
2x=ln+k 2nof 2x=12n+k-2n
x=én+k'nofx=%rt+k'n

De oplossingen op [0, 2r] zijn x = én, x= %n, xX= lén en x= l%n.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 12 Goniometrische formules
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28 a

16

Goniometrische formules

De oplossing van cos(2x) < % is én <x< %n of lén <x< I%n.
Stelg=x-—3 Tten los opcos(q)——\ﬁ.
qzzﬂ+k'21‘[0fq:11ﬂ:+k'2ﬂ
x—%n=;liﬁ+k'2n0fx—%n=1%n+k'2n
x=n+k-2ﬂ0fx=2%n+k-2n
De oplossingen op [—n, 1] zijnx=—n,x=%n en x = .

De oplossing van cos(x - %n) > % 2is ln <x<m.

Stel ¢ =2x en los op 33in(q)+1——— dus sm(q)———
g=1in+k-2nof g=12n+k-2n

2x=lgn+k-2nof 2x=2n+k-2n
x=17—2n+k'ﬂ:ofx=%rc+k'ﬁ

%T{ x=%n x—llznenx—llzn

7 11
De oplossmg van 3sin(2x) + 1 <—- isynsx<pnof 112ﬂ< X< 1121'{

De oplossingen op [0, 27] zijn x =

Stel g = T@x en los op \E cos(g) + 5 =2
]

3+ cos(q) = 13 \E 2{ 33
q=én+k~2nofg=lgn+k 2n

%x=én+k-2nof%x=l%ﬂ+k-2ﬂ
x=13n+k-20nof x=18in+k+20n

De oplossingen op [—10m, 10n] zijn x = Ign enx= —I%n.

, dus cos(g) =

Deoplossmgvan\ﬁ c:cas(]0 )+ <2is
—10ﬂ<x<—1—ﬂ:of 1—n:<‘c< 107t

Stel g = (x+ T[) en los op sin(g) =1
q= 5ﬂ+k 2n
(x+%n)=%rc+k°2n

Lol i,
+ETE—2T[+/C 2n

S %n‘ +k-2n
x= %n +k-4n
De oplossingen op [0, 6rt] zijn x = 4%11.

De oplossing van sin(%(x + %T[)) >2lisx= %n of x= 4%n, want de waarde

2 -
3men x =

van een sinus kan wel 1 zijn, maar nooit groter dan 1.

Hoofdstuk 12 Goniometrische formules
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29

30 a

31 a

sin(x) * cos(2x) =0

sin(x) =0 of cos(2x) =0

x=0+k'nof2x=%n+k'n
x=0+k'nofx=%rc+k'%rc

De oplossingen op [—r, 1] zijn
x=—n,x=—%n,x=—}—lﬁ,x=0,x=£n,x=%nenx=n.
De oplossing van sin(x) * cos(2x) < 0 is
_T[<x<—%T[Of_%ﬂ<x<00f}_1ﬁ<x<%ﬂ.

Invoer: y, =(2x —5) sin(% x)

Venster: 0<x <14, —20<y <20

Opties: maximum en minimum.

De coordinaten van de toppen zijn

(1,17; —=1,47), (4,64; 3,13) en (9,95; —14.39).

2x=5=0o0f sin(1x)=0

2x=50f x=0+kn

x=2%ofx:0+k-2rt

De oplossingen op [0, 14] zijn x =0, x = 2%, x=2nen x=4n.

Zie de grafiek in het boek: de oplossing van (2x — 5) - sin(%x) <0is
05x$2%0f2n<x<4n.

Invoer: y, =—-10

Optie: snijpunt.

De uitkomsten zijn x = 8,34 en x = 11,37.

Uit de grafiek lees je de oplossing van de ongelijkheid af:

8.3d <x<11,37

Er zijn oplossingen, want sin(%x) varieert van —1 tot 1, terwijl 2x — 5

onbegrensd toeneemt, dus er zal een waarde zijn van x waarvoor het product

van deze twee als uitkomst 100 heeft.

De periode is 51—0 = 0,02 seconde, dus r = 0,05 1s na 2% periode.

Dat is dezelfde situatie als na % periode, op dat tijdstip neemt de spanning af.

Los 300sin(100mz) = 250 op voor één periode, dus 0 < ¢ < 0,02.

Invoer: y; = 300sin(100mx) en 3, =250

Venster: 0 < x 0,02, =300 < y < 300.

Optie: snijpunt

Dit geeft x = 0,0031 of x=0,0069, dus ¢ = 0,0031 of ¢=0,0069

0,0069 — 0,0031
0,02

Dus 19% van de tijd is de spanning hoger dan 250 volt.

Invoer: y; = 60sin(100nx — 25)

Optie: maximum

Het maximum ligt bij x = 0,0046.

=0,19.

y:.:saesinuaen-x)

Intersection
%=0.0068643 Y=250

Het maximum van J” wordt bereikt na ‘1—1 periode, dus na 0,005 seconden.

Het maximum van 77* ligt bij ¢ = 0,0046, dus 0,0004 seconde eerder.

© Noordhoff Uitgevers bv
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32 a De periode is 3—: = 365 en er zitten 365 dagen in een niet-schrikkeljaar.
365
b De waarde van 003(3% (t+ 11)) varieert van —1 tot 1.
Het vroegste tijdstip van zonsopkomst is —2,2 + 6,5 = 4,3, dus 4.18 uur.
Het laatste tijdstip van zonsopkomst is 2,2 + 6,5 = 8,7, dus om 8.42 uur.

¢ Invoer: y;=22cos(2n/365(t +11))+6,5en y, =7 Vizz.2cos(2m +I105%6.

Venster: 0 < x £365,0<v<10 \\
Optie: snijpunt [
x=67en x=276 -

t=67ent=276,dus de zon komt voor 7 uur op

gedurende 276 — 67 = 209 dagen. I
d Op 1 augustus geldt = 212. De verandering op 1 augustus is §g§;‘;§gg}.‘,§ﬁ ' Iv=l?

0(212) — O(211) = 0,024 uur (= 1,44 minuten).

Op 1 oktober geldt t = 273. De verandering op 1 oktober is

O(273) — O(272) = 0,037 uur (= 2,24 minuten).

De verandering in de herfst is dus groter dan in de zomer.

028

q=%n+k—2n0fq=%n+k—2n

b Lx+in)=ln+k-2nofd(x+in)=2n+k-2n
%x+%ﬂ=ﬁn+k°2n0f%x+%n=%n+k~2ﬂ
%x=ﬁn+k-2ﬂof%x=%n+k-2n
x=gn+k-4ﬁ0fx=1~én+k-4ﬂ

,,.--‘—'--n...___
\
g

. - 1 1. 5.1 1
De oplossing van sm(i(x + —3-7:)) >5y2isgn<x<lgm

U4 a De maximale daglengte is 24 uur in de gebieden dicht bij de Noordpool

(en de Zuidpool).

b D=(24-326-(66,5— 5)"*" —12,18) * sin(0,12(z — 11,43)) + 12,18 als
0<h<66,5
D=(24-12,18) - sin(0,12(¢ — 11,43)) + 12,18 als 66,5 < h <90

¢ De grootste daglengte is in dit geval 24 — 3,26 * (66,5 — 51)*>*! = 16,38, dus de
amplitude is 16,38 — 12,18 =4,2.
Voor de daglengte in Nederland geldt de formule:
D=4.2-sin(0,12(r — 11,43)) + 12,18
Invoer: y, =4,2-sin(0,12(x — 11,43)) + 12,18 en y, = 15
Venster: 0<x <52, 0<y<24
Optie: snijpunten
De snijpunten zijn bij t = 17,564... en t = 31,475....
De daglengte is meer dan 15 uur gedurende 31,475... — 17,564... = 13,911...
weken en datis 7 X 13,911... = 97 dagen.
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12.5 Gemengde opdrachten

33 Grafiek A: het maximum is 4 en het minimum is 0, dusc=2ena = 2.
De periode is 2m, dus b= 1.
Een functievoorschrift is f(x) = 2cos(x) + 2.
Grafiek B: het minimum is 1 en de evenwichtsstand is y = 2,
dusc=2ena=1ofa=-1.

2
Een halve periode is I%T[, dus de periodeis 3men h = ﬁ = %

De grafiek gaat in (0, 2) dalend door de evenwichtsstand.
Een functievoorschrift is f(x) = —sin(%x) + 2.
Grafiek C: het maximum is 3 en de evenwichtsstand is 2, dusc=2ena=1.

2
Een halve periode is 2, dus de periode is 4nen b = 4—7{ = %

i
De grafiek gaat in (0, 2) stijgend door de evenwichtsstand.

Een functievoorschrift is f(x) = sm( ) + 2.

Grafiek D: het maximum is 1 en het minimum is —1,dus¢=0ena=1.

2m 1
=dnenh="-=1L

2n
12 periode is 2m, dus de periode is —=13men 11

1
2
Een functievoorschrift is f(x) = cos( )

34 a Uit1+2‘:os(l )=2volgt 2003(l )=1 dus cos(% )=5
Stel g = 2x Uit cos(g) = 2volgtq 3n+k 2nofq—1 n+k-2n
Le=la+k-onofde=12n+k-2n
x=2n+k-dnof x=3in+k-dn
De oplossingen op [0, 67] Zijnx=%n,x=3%ﬁ enx=4%ﬂ.

b Uit sin(mx) + 1 = 0 volgt sin(mx) = —1.

Stel ¢ = nx. Uit sin(g) = —1 volgt g = 1~21~fr + ke 2n
nx=l%n+k'2n

=1+k-2
De oplossingen op [—2. 2] zijn x = 1l enx=—%

c Loseerstochos(fo——) \l—duscos( x——) 2\[—
Stelq=2x—%n.Uitcos(q)=§ 3volgtq:gn+k-2nofq=1%n+k-2n
2x—%n=%n+k-2nof2x—%n=1%n+k-2n
2x=ln+k 2nof 2x=2Ln+k-2n
x=£n+k-ﬂ0fx=lﬁn+k'ﬂ

. o1 _1 _ql _ 1l
De oplossingen op [0, 2n] zijn x = 37, x = zm, X = ljsmen x = 1ym.

Zie de plot hiernaast.

) 1 _ FaX N\
De oplossing van 2003(2x - gn) <3 is: /
05x<1—]2-n0f%rc<x< Il—l2-nof 1%n<x$2ﬂ.
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: : « g 2
35 a De periode van fen de periode van g zijn beide 2_7[ =5,
=
b Uit een plot blijkt dat (1,56; 2,50) en (4,06; —2,50) twee opeenvolgende
toppen zijn.
De evenwichtsstand is dus y = 0 en de amplitude is 2,50.
Een halve periode is 4,06 — 1,56 = 2,50, dus de periode is 5.

Een functievoorschrift is s(x) = 2,50 cos(% (x— 1,56)).

/N\_/\

Y

d Uit de plot blijkt dat (1,75; 1,31) en (3,00; —0,69) twee opeenvolgende
toppen zijn.
0,69+ 131

3 0,31 en

De evenwichtsstand d is dus y =
de amplitude @ is 1,31 — 0,31 = 1,00.

De periode is 2(3,00 — 1,75) = 2,50, dus b = % 22,51,

Een functievoorschrift is p(x) = 0,31 + 1,00cos(2,51(x — 1,75)).

36 a Uitsin(2¥) =0 volgt 2* =0+ k - m, dus
2*=00of 2*=nof 2*=2nof 2=3nof ...
(2* = 0 heeft geen oplossing) x = *log(n) = 1,65 of x = 2log(2n) = 2.65 of
x =2log(3m) = 3,24 of ...
De nulpunten op het interval [0, ] zijn x = 1,65 en x = 2,65.
b Ineen top geldt sin(2¥) = 1 of sin(2¥) = —1, dus
=L+ ke 2nof 2¢= i+ k-2 ofwel 2 =Ln+ k- m,

2*=1Imof 2= 1nof 2*=2%mnof ...

x =og(Ln) = 0,65 of x = 2log(13n) = 2.24 of x = og(21x) =2.97.
De toppen op het interval [0, n] zijn (0,65; 1), (2,24; —1) en (2,97; 1).

Onderzoeksopdrachten

2
37 a De periode van beide formules is % = 4.

Invoer: y, = —4 + 3.5s5in(0.5x) en y, = —0.5co0s(0,5x) et
Venster: 0 < x <4m, —8<y<?2 i
Uit de plot blijkt dat de onderste grafiek nergens de
bovenste grafiek snijdt.

Dit betekent dat de drijver op geen enkel moment
boven het water uitsteekt.
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b De drijver komt precies aan het wateroppervlak
als d = w, dus als —4 + 5,3sin(0,5¢) = — A4 cos(0,5¢).
Door in de plot de factor 0,5 in de formule van w
met stappen van 0,1 te veranderen ontdek je, dat de grafieken
snijpunten hebben vanaf 4 = 2,0, zie de plot hiernaast.
Dat betekent dat vanaf een golfamplitude van 2,0 meter
de drijver af en toe boven water uitsteekt.

38 a Twee geschikte punten zijn (1, 339) en (8, 350) (in 1981 en 1988).
350 — 339
Daaruit volgt dat de richtingscoéfficiént m = -1 1.57, dus een
vergelijking heeft de vorm 7= 1,57¢ + n.
Invullen van (8, 350) geeft 350 = 1,57 - 8 + n, dus n = 337.43.

b De maximale uitwijking ten opzichte van de stippellijn is ongeveer 4.
2
De periode is een jaar, dus b = _IE =2n.

Eris een minimum aan het begin van elk jaar, dus een formule is
S = —4cos(2nt), dus a = —4.
¢ De grafiek kan worden beschreven met de formule
T+ S8=1,57t+ 337,43 — 4cos(2mt).
Invoer: y, = 1,57x + 337,43 — 4cos(2nx) en y, = 400
Venster: 35<x<45,390<y <410
Optie: snijpunt
Dit geeft x = 37,45, en dat correspondeert
met het jaar 1980 + 37 = 2017.

Samenvatting

S1 a Het maximum is 4, het minimum is —8.
De evenwichtsstand d is %(4 + —8) = -2 en de amplitude ais 4 — —2 = 6.

2
De periode is 4, dus b = Tﬂ = %n.

Eriseentopbijx=—1,dusc=x,,, =—1.
Een functievoorschrift is f(x) = -2 + 6c0s(%n(x + 1)).

2
b d=—3,b=£=én,deamplitudeais4——3:7enc=xmax:5-

Een functievoorschrift is f(x) = -3 + 7cos(~én(x = 5)).

Er is puntsymmetrie in (m, 0), dus sin(l

Conclusie: sin(3in) = —sin(%ﬂ) = —% 2
d —S%n +3 -2n=%n, dus

sin(—S%n) = sin(}rn) = %\ﬁ
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S3 a De oplossing op [0, 27 is x = l%ﬂ.
De oplossingen op [—4n, 4n] zijn x = 1%1‘[, xX= 3%7{, x= —%T{ en x = —2%7[.
b De oplossingen op [0, 2n] zijn x = %n en x = I%n.
De oplossingen op [—2n, 4n] zijn
x= %n, x= 1%1‘(, x= 2%7{, x= 3%1‘5, x= —%n en x = —I%TE.

S4 a Steiq=3(x—%n).
Uit 2sin(g) = =2 volgt sin(g) = —3+2
De oplossingen van sin(g) = —% 27ijng = 1%“ +k-2nof g= 1%71 + k- 2n
dx—tn)=tin+k-2nof 3x —fm=13n+k-2n
3x—n=lin+k-2nof 3x—n=13n+k-2n
3x=2;n+k-2nof 3x=23n+k*2n

=3 W2 =0 2
x—4n+k 3J'{Ofx—lzﬂ-l-k In

De oplossingen op [0, 2n] zijn x =—112-n,x = ;11-11, X =%n, x=%n, x= I%n
en x = 117—27{.

b Steiq=n(x —;—;)
Uit 2sin(g) = 1 volgt sin(g) = 5
De oplossingen van sin(g) =%zijnq: %n +k+2nof g :gﬂ+k°2ﬂ
rz(x—% =én+k-2n0fn(x—%):%n+k-2n
nx—%Tc=én+k'2nofnx—%ﬁ=%n+k'2n
nx=;1—lrc+k'2nofnx= I'é‘T[‘l‘k‘ZT[
x=t+k-2of x=13+k-2
De oplossingen op [0, 7] zijn x = %, xX= 2% en x = 1%.

c ZSin(S(x = %n)) ccos(2x)=0

Zsin(S(x—%n)) =0 of cos(2x) =0
Stel g = 3(x—%n Stel 2x=g¢
2sin(g) =0 cos(g)=0
sin(g) =0 q:%n+k'ﬁ
g=0+k-m 2x=%n+k~n
3(x—%n)=0+k-7[ x=in+k-%n

3x—-n=0+k-n

3x=n+k-'n

x=éﬂn+k-%n

De oplossingen op [0, 7] zijnx=%n,x=%n,x=n,x=i—n enx=%n.

S5 a Eerst de vergelijking cos(x + %T[) = % oplossen.
Stelg=x+ %n.
Uit cos(q)=%volgtq:%n+k°2n of g= 1"§"T[+k'2ﬂ:
x+%7{:%‘ﬂ+k‘2ﬂ0fx+%ﬂ:: 1‘23‘1T+k'2ﬂ:
x=%n+k-2rcofx= I%n+k-2n
De oplossingen op [—m, 1] zijn x = %T[ en x = —%T[.

; ; 1 1: 1 I
Zie de plot, de oplossing van cos(x + gn) 2518 —5ME X< gL
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1

b Eerst oplossen: sin(ix) +1= % ofwel sin(% x) ==,

Stel g = %x.

Uit sin(g) = —% volgt g = lén +k-2nof g= I%n + k- 2m.
le=tlnth-2nofix=1n+k-2n

x=2in+k-dnof x=3%n+k-4n

De oplossingen op [2n, 101] zijn x = 2%7{, x= 3%11, x= 6%7( en x = 7%n.
Zie de plot, de oplossing van sin(%x) +1< % is

2%1’(5x£3%n of6%n5xs7%n.

Test jezelf

m Voor functie f geldt dat het maximum 1 is en het minimum —3.
De evenwichtsstand d is %(1 + —3)=-1endeamplitudeais1 ——1=2,

2
De periode is 10, dus b = % = %n.

De grafiek gaat in (0, —1) stijgend door de evenwichtsstand, dus ¢ = 0.
Een functievoorschrift is f(x) = -1+ 2sin(%nx).

Voor functie g geldt dat het maximum —1 is en het minimum —4.

De evenwichtsstand d is %(—1 +-4)= —2%.

De amplitude a is —1 — —2% = 1%.

een halve periode 12 — 2 = 10, dus de periode is 20.

2
b= £= ﬁn en een top is (12, —1), dus ¢ = x,,, = 12.

Een functievoorschrift is g(x) = —2% + I%COS(%H(X - 12)).

T2 a 4—2cos(x) =3 ofwel —2cos(x) = —1 dus cos(x) = %

x=tn+k-2nof x=15n+k-2n
De oplossingen op [—m, 27] zijn x = %rc, x= I%n en x = —%n.

b 8cos(x) — 8 =0 ofwel 8cos(x) =8 dus cos(x) =1
x=0+k-2n
De oplossingen op [—m, 2] zijn x =0 en x = 2.

¢ 3sin(x) = 1343 dus sin(x) =143
x=%n+k'2nofx=%n+k'2n

2
37

De oplossingen op [—n, 2n] Zijn x = %n en x =3
d sin(x)+ 1= 11 dussin(x) =1
x=ln+k-onof x=2n+k-2n

De oplossingen op [—n, 2n] zijn x = %n en x = %n.

13 a Uit I%+ Zsin(%x) = 2%volgt 2sin(%x) =1 dus sin(%x) =%.
Steiq=%x.
sin(q)=%geeftq:%n+k-2nofq=%n+k-2n
%x=%n+k-2nof%x=%ﬂ+k-2ﬂ

x=in+k-dnof x=15n+k4n

De oplossingen op [0, 67] zijn x = %ﬂ:, x= I%n, x= 4%7{ en x = S%m
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b Uit 4cos(n(x — 2)) = 243 volgt cos(n(x — 2)) = 113.
Stel g = n(x — 2).
cos(q)=%\[§geeftq:%n+k-2nofq:1%n+k.2n
n(x—Z)—%n+k-2nofr:(x—2)—1§n+k-2n
x—2n=<; n+k 2n of mx — 2n=1 n+ ke 2n

nx=23n+k'2n0fnx—33n+k'2n

1 5 AY N\ Fa
x=23+k°20fx=3g+k°2
De oplossingen op [0, 5] zijn -

= | = 5D ey ] D _ql
x—g,x—Ig,x—2~6-,x—3genx—4g.

Zie de plot hiernaast, de oplossing van 4 cos(n(x — 2)) < 2\6 is

1 5 1 5 1
g<x<130f23<x<330f4g<x55.

¢ sin(2x) - cos(x — %T[) =0
sin(2x) = 0 of cos(x — %‘H) =0
2x=0+k'rcofx—%n=%rt+k'n
x=0+k~%n0fx=%n+k'ﬂ
De oplossingen op [0, 2] zijn
x=0,x=§ﬂ,x=%ﬂ,x=n,x= 1%n,x= lg-ﬁenx=2ﬂ.
d Stel sin(x) = p, dan wordt de vergelijking 3p — 6p> =0

Ip(1 =2p)=0
3p=00f1-2p=0
p=0of p=5

sin(x) = 0 of sin(x) =1

x=0+k-nof x=gn+k-2nof x=2n+k-2n

De oplossingen op [0, 2n] zijn
x=0,x=%n,x=%n,x=nenx=2n.

T4

De periode is 2.
b f(%n)=sin(i )+cos( ) 2\]_+( )
¢ Een halve periode is i, dus de grafiek snijdt de x-as behalve bij x = %n ook
bij x = 137
De toppen liggen daarom bij x = :IT" en x = lin
Het maximum is f(% ) = sm( ) + cos( ) %\/_ 2\/_ \l_
Het minimum is f(l}Tn) = sm(lzrc) + cos( i ) = ——\]— + =5 —\E.
d Deamplitude a is \ﬁ

2
De periode is 2mt, dus b = z_n =1.
7

De grafiek gaat bij x = —ﬂn stijgend door de evenwichtsstand, dus ¢ = —i'ﬂ:.
Een functievoorschrift is f(x) = \E sm(x + ET{).
e Het maximum ligt bij x = in, dusec=x,,, = %n.

Een functievoorschrift is f(x) = \E cos(x - %n).

2
T9 a De periode bij de formule g = cos(2nt) is Z—T[- =1 uur.
T

De periode bij de formule k£ = cos(éﬂt) is %—ﬂ =12 uur.

6
de formule k = cos(ént) hoort bij de urenwijzer.
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b De vergelijking cos(2nt) = cos(ém) op interval [0, 3] moet worden opgelost.

Invoer: y, = cos(2nx) en v, = cos(nx / 6)
Venster: 0<x<3,-1<y<1
Optie: snijpunt
x=0,923... of x =1,0909... of x =1,846... of x=2,1818... of x=2,769...
dus
t=0.923... of r=1,0909... of t=1,846... of t=2,1818... of r=2,769...
Echter niet al deze tijdstippen voldoen, omdat de wijzers aan dezelfde
kant van de verticale as moeten staan. Dit is enige tijd na 13.00 uur en na
14.00 vur.
De tijdstippen zijn 65 minuten en 131 minuten na 12.00 uur,
dus om 13.05 uur en 14.11 uur.

¢ Op 0.00 uur vallen de wijzers samen. De urenwijzer draait in een etmaal
twee keer rond, en de minutenwijzer 24 keer, dus tussen 0.00 uur en
24.00 uur vallen de wijzers 22 keer samen. In totaal vallen de wijzers 23 keer
samen.

2
Té a De periode is 3—ﬂ= 0,67 seconde.
n

b De hoogste bloeddruk was 110 + 20 = 130 mm kwik en de laagste bloeddruk
was 110 — 20 = 90 mm kwik.
¢ De evenwichtsstand is %(I 15+ 175) = 145 en de amplitude is 175 — 145 = 30.

3 2n

; i 60 3 =22
De periode is g = 7 seconde, dus b = —=23m.

-h[W]

Een formule is p = 145 + 30 sin(z%m).

T7 a De grafiek van fis ontstaan uit de grafiek van A(x) = 4sin(x) door een
verschuiving van %n naar rechts.
De grafiek van g is ontstaan uit de gratiek van /(x) = 4sin(x) door een
verschuiving van %n naar links.
Door de grafiek van f over een afstand 1—20~n = “;"T{ naar links te verschuiven
ontstaat de grafiek van g.

b Door de functies te plotten vind je dat twee opeenvolgende toppen onder

andere zijn (0, —2,47) en (m; 2.47).
De evenwichtsstand d is y = 0 en de amplitude a is 2,47.

2
Een halve periode is mt, dus de periode is 2men b = ﬁ =1.

De grafiek gaat in (%n, 0) stijgend door de evenwichtsstand, dus ¢ = %n.

Een mogelijke functievoorschrift is v(x) = 2,47 sin(x - %n)

Extra oefening

E1 a Deevenwichtstand d = %(10 +-6)=2.
De amplitude is 10 — 2 =8, dus a = 8.

. : 2
De periode is St — =31 = 8, dus h = Lo %.
8

m
Er is een maximum bij x = n, dus ¢ = x_,, = 7.

Een functievoorschrift is f(x) =2+ 8 cos(% (x— n)).
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De evenwichtsstand is y = 3, dus d = 3.

De amplitudeis 7—3 =4, dusa =4,

Van (4, 3) naar (8, 7) is een kwart periode, dus de periode is 4 X 4 = 16.
2n

b=— T %‘T[EIIC:4.

Een functievoorschrift is f(x) =3+ 4sin(%n(x = 4)).

sm(l’]%n) = sin(l%n) =-1
sm( 1%7{) sin(éﬂ) = %
) ~eol )1

cos % ) 2\[_ dus de oplossingen van cos(x) = ——\6 op [0, 2x] zijn
Xi= gn of x= 16 .

De oplossingen op [3n, 6] zijn x =3 én, x= 467[ en.x = 567[
6sin(x)+8=35

6sin(x)= -3

sin(x) = -1

sin(%n) = %, dus de oplossingen van sin(x) = —% op [0, 2n] zijn

—11 —13
x—16n0fx—16n.

De oplossingen op [—2n, 2] zijn x = —%n, x= —%n, x= I%T{ enx = lgn.

25in(2x) =42

sin(2x) = 342

Stel g = 2x

. _1 _1 _3
sm(q)—E\I—Z_geeftq—zn+k-2nofq—zn+k-2n
2x=lntk onof 2x=3n+k-2n
x=%~ﬂ+k'ﬂofx=%n+k'n

De oplossingen op [0, 27] zijn x = %n, x= %n, xX= lé-fr en x= l%ﬂ:.
3+4cos(1%x)=1

4cos(1%x) =-2

cos(l%x)=—%

Stel g = I%x
cos(q)=—%geeftq:%n+k-2nofq=1%n+k-2n
Ux=2n+k-2nof lx=1in+k-2n
x=tn+hk-lnof x=3x+k-1in

De oplossingen op [0, 2] zijnx=gn,x=gn en.x = lgn.
6— sin(%x) = 5%

sl

Steiq=%x

sin(g) = deeftq 6T[+k 2nof g= 6T[+k'2T[

L =-é—n+k 2n0f5x—3n+k 2n
x=%n+k'4nofx= I%—n+k'4n

De oplossingen op [0, 271] zijn x = %TE en x = I%T[.
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d 8x%- cos(x = %n) =0
8x2=0of cos(x - %n) =0

x=00fx—%n=%ﬁ+k'n

x=00fx=%n+k'rc

De oplossingen op [0, 2] ziln x =0, x = %n en.x = 1%7:.

E5 a Loseerst de vergelijking 2sin(3x) = 0, dus sin(3x) = 0 op.
3x=0+k-n
x=0+k- %n
De oplossingen op [0, 2n] zijn
x=0,x=%n,x=%n,x=n,x= 1%11,)(: l%nenx=2n
Zie de plot hiernaast.
De oplossing van de ongelijkheid is

%n<x<%nofﬁ<x<l%nofl%n<x<2n.

b Los eerst de vergelijking 12 sin(%x) +5=17 op.
12sin(3x) =12
sin(%x) =1
%x = %TE +k-2n
x=n+k-dn
De oplossingen op [0, 67] zijn x =t en x = 5n.
De oplossing van de ongelijkheid is x = t of x = 571, want een sinus kan wel
de waarde 1 hebben, maar niet groter dan 1.
¢ Loseerst de vergelijking 3 — 2cos(‘17n(x + 2)) =2 op.
ZCOS(%T[(X + 2)) =1
COS(}Tﬂ(x + 2)) = %
Stel g = %T{(x +2)
cos(q)=%geeftq:%ﬂ:+k-2ﬂofq= 1§n+k-2n
in(x+2)=3n+ ke 2nof gn(x +2) = 1in+ k- 2n

1 A el . 1 L o i .
4nx+2ﬂ—3n+k 2n0f4nx+2n—l3n+k 2n
ﬁnx=—%n+k-2ﬂ0f%ﬂx=1%ﬂ+k°2ﬂ
x=-3+k-8of x=43+k-8

De oplossingen op [0, 10] zijn x = 4% enx = 7%. \/
Zie de plot hiernaast.
De oplossing van de ongelijkheid is 4% <x< 7%.

Eé De maand juni, dan valt er ongeveer 1 miljoen m? regenwater.
b Deze grafiek moet dan met 0,4 vermenigvuldigd worden ten opzichte van de

x-as en 1 naar rechts worden verschoven (¢ vervangen door 7 — 1).
5= 0,4(10 + 9cos(—é-n(t - 1)) ofwel s=4 + 3,6005(%11(! - 1)).

¢ t=4geefts=4+3,6 cos(%n(f-l - 1)) ofwel s=4 + 3,6005(%71) dus s =4.
Dat betekent dat er in april 4 miljoen m3 water het stuwmeer bereikt.
d /=6 geeft r = 1, dus de hoeveelheid regenwater in juni is 1 miljoen m?.
t = 6 geeft s = 0,88, dus in juni bereikt er 0,88 miljoen m> water het stuwmeer.

De hoeveelheid neerslag is dus groter.
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E7 a 2x-(2sin(x)+1)=0
2x =0 of sin(x) = -1
x=0of x=lgn+k-2nof x=12n+k-2n
De oplossingen op [0, 2] ziln x =0, x = lén en x = I%m
b 4x-sin(3x)+2-sin(3x)=0
sin(3x)* (4x+2)=0
sin(3x) =0of 4x+2=10
3x=0+k-nmof dx=-2
x=0+k'%n0fx=—%
De oplossingen op [—n, 7] zijn

2 1 1 1 2
X=-mx=—Im,x=—3m,x=—5,x=0,x=3m,x=3menx=m.

E8  Vervang eerst x door —x en daarna x door %x:
Het functievoorschrift wordt g(x) =2 —4 sin(%(—%x + ‘é‘i‘[)) ofwel

2(x) =2 — dsin(—fx + 157).

E9 a Invoer: y, =0.7 + cos(0.5x)
Venster: 0 < x <24, -2<y<?2

De maximale waterhoogte is 0,7 + 1 = 1,7 meter.
b De vergelijking 0,7 + cos(0,57) = 0 moet worden opgelost.
Optie: nulpunt
Dit geeft r=4,70f t=790f t=173 of t=204.
Het droogvallen gebeurt op de tijdstippen = 4,7 en ¢ = 17,3, dat is om
4.42 uuren om 17.18 uvur.
De plaat staat in beide perioden droog gedurende ongeveer
7.9 —4,7=3.2uur, dat is 3 uur en 12 minuten.

c 60cm= 0,6 m [~ ¥1=0.7+cos(0.5%)
De ongelijkheid 0,7 + cos(0,5¢) < 0,6 \ /
moet worden opgelost. [

Invoer: y, = 0.6

Optie: snijpunt

Dit geeft x =3,341... of x=9,224...
Tussen deze tijdstippen is de waterhoogte ;‘;}f{,{-ﬁ‘.’-ﬂﬁ“ o
minder dan 0,6 meter.

De tocht moet voor 9,224... = 9.13 uur zijn gelopen.

Ze kunnen maximaal 13 minuten vertraging oplopen.
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13 Cirkels

Voorkennis

V1 a AB=+52+12=126, BC=22+22=8=22en
AC=32+32=418 =32,
b Als driehoek ABC rechthoekig is. dan moet de stelling van Pythagoras
gelden.
BC2+ AC?= AR
8 + 18 = 26, dit klopt dus AABC is rechthoekig met £C = 90°.

_— ; 5 .4
V2 a De richtingscoéfficiént van lijn AB is = TGE = %

16 —4
Een vergelijking is van de vorm y = %x + b.
(16, 4) invullen geeft 4 =1+ 16 + b, dus b = —4.
Een vergelijking van lijn ABis y = %x —4.
b M(1(4+16),1(-2+4)) ofwel (10, 1).
¢ Derichtingscoéfficiént van de middelloodlijn is —2, want =2 - % =-1.
Een vergelijking van de middelloodlijn is van de vorm y = —2x + b.
(10, 1) invullen geeft 1 = =2+ 10 + b, dus b = 21.
Een vergelijking van de middelloodlijn is y = —2x + 21.
d PA=(p—4P+(-2p+21--2)
PA*=(p— 4+ (-2p+23)?
PA>=p?>—8p+ 16 +4p> — 92p + 529 = 5p> — 100p + 545
PB = (p—16P2+(—2p+21 -4y
PR2=(p—16+(-2p+17)?
PR =p*—32p + 256 + 4p*> — 68p + 289 = 5p> — 100p + 545
PA®= PR, dus PA = PB.

V3  Punt S ligt op de middelloodlijn van zijde AB, dus geldt SA4 = SB.
Punt S ligt op de middelloodlijn van zijde BC, dus geldt SB= SC.
Hieruit volgt: SA = SC, dus ligt punt S op de middelloodlijn van zijde AC.

V& a Gebruik o+ p + v = 180°, dit geeft y = 180° — 110° — 60° = 10°.

De gegevens invullen in — 2 = - b = — ¢ geeft
sin(o)  sin(P)  sin(y)
a 54 e
sin(110°)  sin(60°)  sin(10°)
5.4+ sin(110°) _ 5.4-5in(10°) ~

%59 2
$in(60°) C T T N0

b Gebruik oo+ 3 + v = 180°, dit geeft o0 = 180° — 87° — 54° = 39°,

Hieruit volgt dat a =

a b ¢

G invullen i = = ft

egevens invullen in = @ ) S gee

7 b

sin(39°) sin(87°) sin(54°)

L 7 - sin(87°) 7 + sin(54°)
Hieruvit volgt dat b =—————=1l,lenc = —/———=9.,0.

sin(39°) sin(39°)
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a b
sin(o))  sin(B)  sin(y)
39 4 ¢
sin(or)  sin(69°)  sin(y)

¢ Gegevens invullen in geeft

39 - sin(69°)

Hieruit volgt dat sin(o) = =0,6742...,dus o0 = 42,396...°.

54
Gebruik oo + ff +v = 180°, dus y = 180° — 42,396...° — 69° = 68,603...°.
¢ 54 54 - 8in(68,603...°)
geeft ¢ = =53,855...

$in(68,603...°) _ sin(69°) sin(69°)

Conclusie: a0 = 42°, v = 69°en ¢ = 53,9.

Vb

Dit klopt, sin(70°) = sin(110°) = 0,9396...
b sin(130°) = sin(50°)
sin(or) = sin(180° — o)

b c 5 8
V6 a G invullen in —— = = fit =
3 eEeveISIVUREN I Gty sin(B)_ sin(y) & sin(31°) _ sin(p)
. 8 - sin(31°)
sin(B) = — - 0,8240... dus £AB,C = 55° en

ZAB,C=180° — 55° = 125°.
b ZACB, = 180° — 31° — 124,506...° = 24,493...°
s 4B, _ 5-5in(24,493...°)
SnG1%)  sin(2aa93..) S AR = G =40
ZACB, = 180° — 31° — 55.493...° = 93.506...°
5 AB 5+sin(93,506...°)

2
= ft AB, = =97
sin(31°) _ sin(93,506...0) 1 A2 Sin(31°) :

V7 a De cosinusregel in APQOR geeft
QR?=312+122—2-31"12-cos(123°) = 1510,211...
OR =41510211... = 38,9

b De cosinusregel in AKLM geeft
KL2=KM>+ LM?—2+ KM~ LM+ cos(ZM)
152=122+182—-2-12+ 18 cos(L M)
225 = 144 + 324 — 432 - cos(L M)
243
cos(£LM) = 10 =0,5625, dus £M = 55,771...° = 56°
KM2=KL2+ LM?-2+ KL+ LM -cos(ZL)
122=152+18>—2-15-18-cos(ZL)
144 =225+ 324 — 540cos(£L)
405
cos(£LL) = %= 0,75, dus £ZL =41,409...° =41°
ZK=180°—55,771...° — 41,409...° = 83°

V8 a MC=v32+42=25=5 ME=+1>+4=117en

EC=\AE? + AC?=\{# + £ + £2 =48 =43
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b De cosinusregel in AMCE geeft
EC?=EM?+ MC?>—2+EM+ MC -+ cos(ZEMC).
48=17+25-2-17+5+cos(LEMC)

cos(LEMC) = 8 _0.145.... dus LZEMC = 98.367...° = 98°
10417

MC?>=EM?>+ EC?>—2+-EM- EC-cos(LMEC)
25=17+48 = 2417 43 * cos(LEMC)
40
cos(LMEC)=——=0.7001..., dus ZMEC =45,561...° = 46°

851

ZECM = 180° — 98,367...° — 45,561...° = 36°

13.1. Lijnen

intro Je kunt de co6rdinaten van de hoekpunten berekenen.
Daarna de figuur inlijsten of de lengte van een zijde berekenen en de hoogte
op die zijde.

1 a y=0invullen geeft 3x =12, dus x = 4.
x = 0 invullen geeft 4y = 12, dus y = 3.
Het snijpunt met de x-as is (4, 0) en het snijpunt met de y-as (0, 3).

b 3x+4y =12 links en rechts delen door 12 geeft -;i + 231 =1.

¢ Onder de x in de vergelijking L §= 1 staat de x-codrdinaat van het

4
snijpunt met de x-as en onder de y staat de y-codrdinaat van het snijpunt
met de y-as.
d 3x+4y=12
4y=-3x+12
y= —%x +3

2 ay= —1-15—x +3
Vermenigvuldigen met 5 geeft 5y = —6x + 15 ofwel 6x + 5y = 15.
b y=—%x+100f00k%x+y:10‘

X )
—t—=1.
Delen door 10 geeft TRET 1

3 an 3x—8y=9ofooky=%x— 151;.
De richtingscoétficiént van de loodlijn is —% = —2%, want % . —g ==,
Een vergelijking van m is van de vorm y = —Z%x +b.
P(-2,8) invullen geeft 8 = —2%- -2+ b, dus h=8 — 55 =23,
Een vergelijkingism : y = —Z%x + 2%.

b De richtingscoéfficiént van lijn AB is pp— = —g— = —%.
De richtingscoéfficiént van de middelloodlijn is % = 1%, want —i— . gﬁ =-1.

Een vergelijking van de middelloodlijn is van de vorm y = l%x #-h;
Het midden M van lijnstuk 4B is (%(—2 +6), %(7 + 1)), dus M(2,4).
M(2, 4) invullen geeft 4 = 1% 2+ bh,dush= 1%.

Een vergelijking van de middelloodlijn is y = I%x + l%.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Sitah: 1fx — 12 = —3.x + 44 ofwel 2x = 6, dus x = 3.
Sean: 3x + (5x — 7) =17 ofwel 8x =24, dus x = 3.
Het snijpunt is (3, 2).

Ara=4b-38 B: W=—%V+Ienw:—%v—%
2(4b—-8)+3h=17 ——v+I——3v—3(maaIZI)
8b—16+3b=17 —9v+21=-14v- 14
116 =133 Sv=-35
hb=3enag=4-3-8=4 v=—7enw=—%-—7+1=4

x+5r=18eny=2x-3

x+52x-3)=18

x+10x—15=18

11x=33

x=3eny=2-3-3=3

Het snijpunt van de lijnen /en m is (3, 3).

y———x+5enm+§:1

_1’=—§x+Sen2x+5y—20

2x+5(-2x+5) =20

2x+-2x+25=20

25 = 20, geen oplossing.

De lijnen hebben geen snijpunt, dus zijn evenwijdig.

2x—3y=1ofwel 3y =2x—1 geeft y = %x %
De richtingscoétficiént van n is —%, want % —% =-1.
De vergelijking van lijn # is van de vorm y = —}5x +b.
R(4, -2) invullen geeft =2 = =13+ 4 + b, dus h=4.

Een vergelijking van loodlijn n is y = —l%x + 4.
2x—1+=-11x+4 (maal 6)

4x—2=-9x+24

13x =26

x=2eny=-11-2+4=1,dus S, 1).

RS=+{4-22+(2-1P2=+13

kiy= %x + 3 dus de richtingscoéfficiént van een lijn loodrecht op & is -4
want Z —§ =-1.

De vergelijking van de loodlijn is van de vorm y = —%x + b.

P(7,2) invullen geeft 2 =27+ hdush =111,

De Ioodlijn op kdoor Pis y= —%x + 11%.

4vc+3— b w1 3 (maal 12)
9x+36=-16x+136
25x =100

x=deny=3-4+3=6;snijpunt S(4, 6).
d(P.k)=PS=N(T -4 +Q2-6)=5.
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10 a

l:3x+5y=4ofwe1l:y=——§-x+%.

De richtingscoéfficiént van een lijn loodrecht op /is g, want —% “ % =-1.
De vergelijking van de loodlijn is van de vorm y = %x + b.

0(0, —6) invullen geeft =6 =30+ b dus b = —6.

De Ioodhjn opl/door Qisy= 3x 6.

——x + = 3x—6 (maal 15)

-9+ 12 =25x—90

—34x = —102

x=3en v—" 3 — 6 =—1; snijpunt S(3, —1).
d(Q. )= S =0 -3y + (-6 — —1)? =134,

l:x—=2y+17=0ofwel /: v—z‘c+8 enm: Y= 2‘c+1

Deze twee lijnen hebben dezelfde richtingscoéfficiént dus zijn evenwijdig.
Kies een punt P op m, bijvoorbeeld P(0, 1).

De vergelijking van een loodlijn op m door Pis y = —2x + 1.

Deze loodlijn snijden met / geeft %x + 8% =-2x+1.

2ix=-71

x==3eny=-2--3+1=7,dus het snijpunt is S(—3, 7).
d(l,m)=PS=+(=3—0)2+ (7 — 1)> =45 = 345.

De codrdinaten van 4 invullen in x — 2y =1 geeft -1 —2-—1 =1, klopt.
Het midden van lijnstuk BCis D(3, 1).

De codrdinaten van D invullen in x — 2y =1 geeft 3 —2-1 = 1, klopt ook.
De codrdinaten van Binvullen in 4x + 7y =9 geeft 4-4+7- -1 =9, klopt.
Het midden van lijnstuk 4AC is E( I)

De codrdinaten van E invullen in 4x + 7y = 9 geeft 4 - % +7+1=9, klopt ook.
l:x—=2y=1ofwel /: x =2y + | substitueren in m : 4x + 7y = 9 geeft
42v+ D+ 7y=9

8y+4+7y=9

15y +4=9

15y =5dus y=1

x=2-3+1=1

De codrdinaten van S zijn (12 1).
45\ B =+ = {B= 1= 4
s0=A[3 1+ (1 - =B+ §= {B=1ym= 1
Lijnstuk A4S is tweemaal zo lang als lijnstuk SD, dus 4S: SD=2:1.
5= {4+ (1] = VB - 16
sE=q(z-13)'+(1-3)'= 36+§ %<6
1 i 1
6

— .1 2 65 _
se=A(z- 5 +(1-5 =% %"
Lijnstuk BS is tweemaal zo lang als lijnstuk SE,dus BS: SE=2:1.

N

l:6x—5y=150fwelI:y=2x~3.

tan(o) = £ geeft o0 = 50,194...° = 50°.
m:y= —%x .5

tan(f) = 5 geeft B = 26,565...° = 27°.

Z(1,m) =+ P=50,19... +26,565... = 77°
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a n o w

a = o o

Het midden van A4(6, 2) en B(2, 4) is P(4, 3). y B
Een vergelijking op van de lijn OPis y = %x.
OA =62+ 22 =40 =210 p
AP=Z+ P =\5en OP={#+3=25=5 d
Noem de hoek die lijn 04 met de x-as maakt o en de
hoek die lijn OP met de x-as maakt P.

tan(o)) = 2, dus o0 = 18,434...°

tan(B) =3, dus B = 36,869...°
ZPOA=B-o=18434...° X
De richtingscoétficiént van lijn 4B is —%, dus de hoek 1
die lijn 4B met de x-as maakt is 26,565...°, dus =
ZOAP =26,565...° + 0. = 45°,

ZOPA=180°— LOAP — £ZPOA=116,565...°

Conclusie: ZPOA = 18°, ZOAP =45°en LZOPA=117°.

De richtingscoéfficiént is —%.
men m, zijn de richtingscoéfficiénten van k en /.
=2
k:y=2x+b
A(5, —6) invullen geeft
-6=2-5+bh
-6=10+h,dush=-16
(13+7).58 +2)). dus M(5. 5)
2-8 -6
De richtingscoéfficiént van lijn PQ is T3 = 4 = —1%.

De richtingscoétficiént van n is %—, want —1% 8 % =1

De vergelijking van de middelloodlijn n is van de vorm y = %x +b.
M(5, 5) invullen geeft 5 = % *5+bhofwel 5= 3% +hdush= 1%.

Een vergelijking van de middelloodlijn nis y = %x + l%.

[:v=4x—8enm:4x—y=42 ofwel m:y=4x—42.
Ze zijn evenwijdig, want de richtingscoéfficiénten zijn gelijk.

De richtingscoéfficiént van n is —z,

want —% -4=-1.

De vergelijking van lijn # is van de vorm y = —%x + h.

P(11, 2) invullen geeft 2 = —}T 11+ b ofwel 2= —2% +b,dush= 4%.

De vergelijking van lijn nis vy = —}Tx + 4%.

4x—-8=-tx+43

45x =123

x=3eny=4-3-8=4,dus S(3, 4).

d(P, 1) = PS omdat lijnstuk PS het kortste verbindingslijnstuk is van / en m.
d(P,)=PS=\3 =112+ (@4 -22=+68=2417

d(l, my=d(P,1)= 217

Nee, de afstand tussen twee evenwijdige lijnen is overal even groot.
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h Kies een punt op lijn A. bijvoorbeeld P(0, 15).
De richtingscoétficiént van 4 is —%, dus de richtingscoéfficiént van een
loodlijn op /2 is 3 want —% +3=-1.

De vergelijking van deze loodlijn is van de vorm y = 3x + b.
De loodlijn op & door P(0, 15)is dan y = 3x + 15.
Deze loodlijn snijden met lijn A : x + 3y =15 ofwel k: y = —%x + 5 geeft

Ix+15=-1x+5

31x=-10

x=-3eny=3--3+15=6

Het snijpunt is S(—3, 6).

d(k, hy= PS=+(=3 — 0)> + (6 — 15)> =49 + 81 =+/90 = 310.

U1 a Ziede tekening hiernaast.

Als o de grootte van de hoek is die m met de horizontale lijn
door S maakt, dan maakt / een hoek B = o + 15° (/,) of
een hoek y= o — 15° (/,) met de horizontale lijn door S.

b I 2x—3y=9ofwe1y=%x—3
De richtingscoéfficiént van / is %
tan(o) = % geeft oo = 33,690...°.
Danis f = 48,690...° en y=18,690...° en dus
tan(f§) = 1,137... en tan(y) = 0,338...
Een vergelijking van /; is y = 1,137... x + b.
(6, 1) invullen geeft b = —5.827..., dus /;: y = 1,14x — 5,83.
Een vergelijking van /, is y = 0,338... x + b.
(6, 1) invullen geeft b =—1,029..., dus /,: y=0,34x — 1,03.

U2 k:4x+3y=33ofwely=—l%x+11
k snijdt de y-as in het punt (0, 11) en de richtingscoéfficiént van k is —%.
De richtingscoétficiént van lijn /is dan % endus/y= %x +11.

Een punt P op / heeft codrdinaten (p, % p+1 1).
De afstand van P tot (0, 11) is '\jp2 + (%p)z = \ij + %pz = \E%pz = |%p|.

3p=T50f3p=-73
p=6of p=-6
De codrdinaten van deze punten zijn A(6, 15 %) en B(—G, 6%)

13.2 Vergelijking van een cirkel

intro Kay kan een cirkel tekenen met middelpunt 4 en straal 4 en dan de
roosterpunten binnen die cirkel tellen.
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De afstand van punt B tot de oorsprong is \(—3)? + (—2)2 =13.
Bijvoorbeeld (3, 2) en (=2, 3).

Die punten liggen op de cirkel met middelpunt O en straal OB.

De afstand OB = \]ﬁ en de afstand van een punt (x, y) tot de oorsprong is
V= 02+ (y — 0)2 =x2 + )2

Voor alle punten P(x, y) die even ver van O liggen als punt B geldt dan
Va2 + 32 =413 ofwel x2 + 32 =13,

x2+y?=136

MQ=x,-xy=x-4

MQO=xy—xg=4—x

In het geval P op de rechter helft van de cirkel ligt is PO = y — 2 en in het
geval P op de linker helft van de cirkel ligt is PO =2 — y.
MP?=(x—47+(y—-2)

e MP=4,dus MP?=16en daaruit volgt (x — 422+ (y — 22 = 16.

" a n o w

Een vergelijking van cirkel d is (x — 3)* + (y + 4)* = 25.

c:(x——4P+(y—-72=8ofwelc: (x+4) 2+ (r+7) =64
AB=+(4 = =12 + (=2 — =3)> =26, dus de straal is y26.
d:(x—472+(y+272=26

De codrdinaten van C(3, 3) invullen in de vergelijking van d geeft
3—4P2+(3+2)>=1+25=26, klopt dus Cligt op d.

Het middelpunt is (=7, 5) en de straal is \{E

Van ¢: (x —4)’> + (v + 1)> = 26 is het middelpunt (4, —1) en de straal \f%
(x—4P+(y+1)P2=26

x2—8x+16+12+2y+1=26

X+y?—8x+2y=9

(x—4P=x2—-8x+16,dus x> —8x=(x—4)>— 16
(y+2P2=y*+4p+4,dus y* +4y=(y+ 27 -4
Siem neemt de helft van 14.

Siem moet het kwadraat van 7, dus 49 invullen.
y=12p=(y -6y —36

X2—8x+)2+2y+12=0
(x—42—16+(y+1P2-1+12=0
(x—42+(r+102=5

Het middelpunt is (4, —1) en de straal is \E

Hoofdstuk 13 Cirkels
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19 a

018

e = o a n o w

U3 a

X2+yr+4y=9

x4 (p 2P —~4=9

X2+ (r+22=13

Het middelpunt is (0, —2) en de straal is \[ﬁ
X242 = 10x—-24y=0
x=10x+)2-24y=0
(x—=5¢P-25+(—12)2-144=0

(x =57+ —-12)*=169

Het middelpunt is (5, 12) en de straal is \/@ =13.
x2+y2—3x—y+%=0
x2—3x+y2—y+%=0
(=124 [y =4 -0

(e +(r- 1Y -

Het middelpunt is (1%, %) en de straal is 2.

AP =20Bex+ 42 p+4=0
=23 x+ 12 +42-y+4=0
(x—3P2-3+(r+2427—-8+4=0
(x=BR+ (0 + 2D =7

Het middelpunt is (\B, —2\5) en de straal is \ﬁ

0>+ 02+ 24+ 0+ 2bh+0=0, klopt dus de cirkel gaat door (0, 0).
P(1, 5) invullen geeft 12+ 52 + 2a + 10b = 0 ofwel 2a + 10b = —26.
Q(6, 4) invullen geeft 62 + 4% + 12a + 85 = 0 ofwel 124 + 8h = —52.
Vereenvoudigen geeft ¢ + 5h = —13en 3a + 2h = —13

a = —5b — 13 substitueren in 3a + 2b = —13 geeft
3(=5h—13)+2b=-13

—156—-39+2h=-13

—13h=26

b=-2ena=-5--2-13=-3

b =-2en a = -3 invullen geeft de cirkelvergelijking

X2+ —6x—4y=0

x2—6x+)2—-4y=0

(x-3P2-9+(@-22?-4=0

(x=3P2+(@-27P=13

Het middelpunt is (3, 2) en de straal is \fﬁ

In stap 1 zijn de termen met x en de termen met y bij elkaar geplaatst.
(x +5)2=x2+ 10x + 25, op de puntjes moet het getal —25 staan.

Dat getal moet de helft van 6 zijn, dus 3.

Dat getal is het kwadraat van 3, dus 9.
(x+52-25+(y—-3P-9+9=0

(x+52+(-3)P=25

Het middelpunt is (=5, 3) en de straal is \[ﬁ =5,

X2+ 32 —4x—20y+ 108 =0
x2—=4x+ 2 =20y +108=0
(x—2P2—-4+((—-10%-100+108=0
(x=2P+(r—-10>=-4

Dat zou betekenen dat r> = —4 en dat kan niet.
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b x2+y2+px+gp+s=0
X+px+yr+gr+s=0
1321 132 1
(x+1p) = p+ (v +3af ~ g +s5=0
1 .\2 1 \2_1 1
(x +3p) + (v +39)f =2p?+ 12~
Dit kan alleen de vergelijking van een cirkel zijn als
%pz +%q2 —5>0, dus als }sz + 3—1q2 > s ofwel p> + ¢> > 4s.

U4 Het middelpunt van de cirkel is het snijpunt van de middelloodlijnen van de
lijnstukken ABen AC.
De richtingscoéfficiént van A B is % = % en het midden van 4B is (4, 6).
De richtingscoétficiént van de middelloodlijn van 4B is —2 en de vergelijking
van de middelloodlijn is y = —2x + 14.
De middelloodlijn van 4AC is de lijn x = 6.
De beide middelloodlijnen snijden geeft y=—-2-6 + 14 =2.
Het middelpunt van de cirkel is M(6, 2).
De straal van de cirkel is gelijk aan AM =4+ 3> =5.
De middelpuntsvergelijking van deze cirkel is (x — 6)% + (v — 2)? = 25.

13.3 Snijden en raken

intro Een lijn door de oorsprong kan één, twee of geen snijpunten hebben met de
getekende cirkel.
Dan moet je y = mx invullen in de vergelijking van de cirkel. Je krijgt dan
een kwadratische vergelijking. Met de discriminant kun je dan onderzoeken
bij welke waarden van m de lijn en cirkel gemeenschappelijke punten hebben.

20 a x2+(3x)2=10

X2 +9x2=10
10x>=10
x2=1
x=lofx=-1

b y=3-1=30fy=3--1=-3

¢ x+2y=1lgeeftx=-2y+1
x =-2y+ 1linvullen in x? + y? = 10 geeft
2y +1)P2+2=10
4y?—4y+1+32=10
52 —4y—-9=0
De discriminant van deze vergelijking is D = (=4 —4-5- -9 =196.

44419 4 —+/196

TR AR T
x=-2-13+1=-23of x=-2--1+1=3

De snijpunten zijn (—2%, l;l) en (3, —1).
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21 a

22 a

y=x+ 2 invullen in ¢ geeft

2+ (2P =20

X2+ x2+4x+4-20=0
2xt+4x—16=0

xX+2x-8=0

(x+4)(x—2)=0

x=—4of x=2
y=—4+2=-20fy=2+2=4

De snijpunten zijn (—4, =2) en (2, 4).
2y + x = 5 ofwel x = =2y + 5 invullen in ¢ geeft
(—2y+ 5P+92=5

4y2— 20y +25+)2=5

502 —20y+20=0

¥ —4y+4=0

O0=-2(-2)=0
y=2geeftx=-2-2+5=1

Het snijpunt is (1, 2).

3y +x=15o0ofwel x = 15— 3y invullen in ¢ geeft
(15-3y—-1P2+(p+2)> =80

(14 =32+ (y+2)2=80

196 =84y + 912+ 3>+ 4y +4-80=0
10y2—80y +120=0

¥ =8y+12=0
-2)y—6)=0
y=20fy=6

x=15-3-2=90fx=15-3-6=-3
De snijpunten zijn (9, 2) en (=3, 6).

¥ =3x+ 4 invullen in ¢ geeft

4 Qx 42 =20

X2+9x2+24x+16=20

10x>+24x—4=0

D=242-4-10--4=1736

D >0, dus er zijn twee gemeenschappelijke punten.
2x+ y+4 =0 ofwel y =—-2x — 4 invullen in ¢ geeft
(x—= 5P+ (—Zx—4+ 22 =20

(x—= 5P+ (—2x—212=20
x2=10x+25+4x?+8x+4-20=0
5x2-2x+9=0

D=(-2Y-4-5-9=-176

D <0, dus er zijn geen gemeenschappelijke punten.
4-1
Een vergelijking lijn 4B is van de vorm y = —x + b.

=]

De richtingscoétficiént van lijn AB is

De codrdinaten van A(1, 6) invullen geeft 6=—1+hdush="7.

y=—x+ 7 invullen in ¢ geeft

X2+ (—x+7P-6x+1=0

X2+ —14x+49—-6x+1=0
2x2=20x+50=0

22— 10x+25=10

D=(-102—4-1-25=0

D =0, dus er is één gemeenschappelijk punt.
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23 a Substitutie van y = =3x + 2 in x> + 3* = 10 geeft
x4 (~3x:+2)%= 10
X+9x2-12x+4=10
10x2—12x—6=0
S —6E—3=1
D =(—6)—4-5+(—3) =96, dus er zijn twee gemeenschappelijke punten.
b x>+ (=3x+p) =10
X+9x7—6px+p>—10=0
10x2—6px+p>—10=0
¢ D=(—6p)*—4-10-(p*—10)
D =(—6p)*—40-(p* - 10)
D =36p> — 40p2 + 400
D =—-4p> + 400
d —4p>+400=0
—4p2 = =400
p>=100
p=10of p=-10

24 a y = pxsubstitueren in (x — 5)% + > = 9 geeft
(x =52+ (px)*=9
X2=10x+25+px*=9
(2 +1)x2—10x +16=0

b D=(-102—4-(g2+ )16
D =100 64(p> + 1)
D =100 — 64p? — 64

D =36 —64p?
Eén punt gemeenschappelijk als 36 — 64p> = 0 ofwel p*> = % = 19—6.
p=jof p=—}
c (p?+ Dx?—10x+ 16 =0 met D = 0 geeft één oplossing namelijk
10 5
YT Al
p2=19—6,dusdenoemerwordtp2+ 1 :%enx=%=5-é—g= 3%
16

Voorp=%geidty=%-l?6=2%envoorp=—%geldty=—%--1_;3—=—2%.

Dus voor p = % is het gemeenschappelijke punt (3 %, 2%) en voor p = —% is
dat (33, -22).
d Het middelpunt is (5, 0) en het gemeenschappelijk punt is P.
-0 2% 12
3i-5 -13 9

Voor p = % is de richtingscoéfficiént van lijn M P ;l

en de straal staat loodrecht op / omdat —% C % =-1.

e =250 =25 )
Voor p = —7 is de richtingscoéfficiént van lijn MP =—=

1 4 o 3
3t-5 -1 9

_4

en de straal staat loodrecht op / omdat % . —% =-1.
In beide gevallen staat de straal dus loodrecht op de raaklijn.
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26 a

27 a

Het middelpunt van de cirkel is M(—3, 7).
3-7 4

De richtingscoéfficiént van lijn MP is 0 3 =

De richtingscoétficiént van de raaklijn in P is dus %.
Een vergelijking van de raaklijn is y = %x + 3.
xX+y?—10x—8 =0

x2=10x+)2—-8y=0
(x=5P-25+(—4P-16=0
(x=5)P2+(r—4)P=41

Het middelpunt van de cirkel is M(5, 4).
10-5
De richtingscoéfficiént van de raaklijn in P is dus %.
Een vergelijking van de raaklijn is y = %x + b.

(10, 0) invullen geeft 0=2+ 10 + b, dus b= —121.

Een vergelijking van de raaklijn is y = %x - 12%.

De richtingscoétficiént van lijn MP is ;l

Het middelpunt is M(2, —3).
v 5 p s L, —4——3
De richtingscoétficiént van lijn MP is =_3 = —%.
De raaklijn / staat loodrecht op lijn M P, dus de richtingscoéfficiént van /s 3.
Een vergelijking van /is van de vorm y = 3x + b.
Invullen van (5, —4) geeft -4 =35+ b, dus b= —19.

Een vergelijking van de raaklijn is /: y = 3x — 19.

Punt S is het spiegelbeeld van punt P in het middelpunt (2, —3), dus is
S(—1, =2).

Invullen van S(=1, =2)in y=3x+ b geeft -2=3-—-1+h,dush=1.
Een vergelijking van de raaklijn ism : y = 3x + 1.

X+y?+2x—4y—-5=0

X2+2x+y?—4y—-5=0
(x+1)P2-14+(p-2P-4-5=0
(x+1P+(r-22%=10

Het middelpunt is M(—1. 2) en het raakpunt P(2, 1).
=2

2--1 ¥

De richtingscoéfficiént van de lijn MP is

De richtingscoéfficiént van de raaklijn /1s 3.

Een vergelijking van /is van de vorm y = 3x + b.
Invullen van (2, 1) geeft 1 =3+2+ b, dus b = =5.
Een vergelijking van de raaklijn is /: y = 3x— 5.
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Spiegelen van (2, 1) in M geeft het punt (—4, 3).
(—4,3)invullenin y=3x+ b geeft 3=3 -4+ b, dus b= 15.
Een vergelijking van de raaklijn is m : y = 3x + 15.

(“3y+9P2+)y*+8y=24

9y2— 54y +81 + 2+ 8y —24=0

1012 =46y +57=0

D=(-46)-4-10-57=-164

Omdat de discriminant kleiner dan nul is, heeft de vergelijking geen
oplossing.

Dit betekent dat ¢ en / geen punten gemeenschappelijk hebben.

¥ =3x + 1 substitueren in (x — 1)? + 2 = 20 geeft
(x—12+@Bx+1)2=20

X=2x+1+92+6x+1-20=0

10x24+4x—18=0

D=42-4-10--18=1736

D >0, dus de cirkel en de lijn hebben twee punten gemeenschappelijk.
x + =6 ofwel y = 6 — x substitueren in x> + y* = 16 geeft

X+ (6-x)P2=16

x+36-12x+x2-16=0

2x7 = 12x+20=0

x2—6x+10=0

D=(-6)—4-1-10=—4

D <0, dus de cirkel en de lijn hebben geen punten gemeenschappelijk.
De richtingscoéfficiént van lijn AB is j6_ _61 =2.

Een vergelijking van lijn 4B is van de vorm y = 2x + h.

(4, 16) invullen in y =2x + h geeft 16 =2-4+ hdus b =8.

y = 2x + 8 invullen in de cirkelvergelijking geeft

X+ (2x+8)2-6(2x+8)+4=0

N4+ 32x+64 - 12x—48+4=0

5x2+20x+20=0

xX2+4x+4=0

(x+2)P2=0,dusx=-2

De cirkel en de lijn hebben é&n punt gemeenschappelijk.

Het middelpunt is M(4, 2).

6-2_ 4 _
2-4 -2
De raaklijn staat loodrecht op lijn MP, dus het product van de
richtingscoéfficiénten is —1.

—2-a=—1,dusa=%.
De codrdinaten van P(2, 6) invullen in y = %x + b geeft
6=1-2+b

6=1+5h,dush=>5.

Een vergelijking van de raaklijn is y = %x +.55

De richtingscoéfficiént van de lijn MP is =2,
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Us x4 yre— 2pc— 6y =15
(x—1P2—=1+(p—-33—-9=15
(x—=1P+(@-32=25
Substitutie van y = mx — 4 in de cirkelvergelijking geeft
(x=1P2+@mx—4-3)?=25
(x—=1)2+mx—-77=25
x2=2x+ 1+ m?x? — ldmx +49 =25
(m*+ D>+ (—14m—2)x+25=0
Er is één punt gemeenschappelijk, dus deze vergelijking moet precies één
oplossing hebben, dit betekent D = 0.
D=(-14m -2V -4 (m*+ 1)+ 25
D =196m? + 56m + 4 — 100m2 — 100
D =96m*+ 56m —96 =0
127 +7Tm—12=0
D=72-4-12--12=625

=7 ++625

-3 —
m= =zotm=

24

~7-625 _
24

4
3

U6  De cirkel raakt de lijnen x = 5en y = 4. y
Dat betekent dat het middelpunt M(a, b) van de cirkel
gelijke afstanden tot deze twee lijnen heeft.

Ligt M links van de lijn x = 5, dan is de afstand van M
tot de lijn x = 5 gelijk aan 5 — @ en ligt M rechts van de
lijn x = 5, dan is die afstand gelijk aan ¢ — 5. Net zo is de
afstand van M tot de lijn y =4 gelijk aan 4 — b of b — 4.
Ergeldtdus:a —5=b—4of a —5=4— b ofwel
a=b+1lofa=9-5.
Mligtopdeliin3x—4y=1,dus3a—4h=1.

Substitutie vana=»h + 1 in 3a — 4b = 1 geeft
3(b+1)—4b=1ofwel b=2.

De straal van de cirkel isdan 4 — 2 = 2.

Substitutie van a =9 — b in 3a — 4b = 1 geeft

3(9 — b) — 4b = 1 ofwel 7b = 26, dus b = 32.
_2

De straal van de cirkel is dan 4 — 3% =z

13.4 Afstand tot een cirkel

intro  De lijn £ snijdt de cirkel, dus deze lijn heeft de kleinste afstand tot de cirkel,
namelijk de afstand 0.
De lijn n heeft de grootste afstand tot de cirkel.

28 a Invullen van de codrdinaten van A geeft (1 —4)2+ (0 + 5) =34
9 + 25 = 34, dit klopt, dus punt 4 ligt op de cirkel.

b Invullen van de codrdinaten van B geeft (—1 —4)* + (=1 + 5)> =41, dit is
meer dan 34 dus de afstand van het middelpunt tot B is groter dan de straal
van de cirkel.

¢ Het middelpunt M(4, —5) heeft afstand 6 tot de lijn x = 10.

De straal van de cirkel is y34. Dat is kleiner dan 6, dus de cirkel heeft nul
punten gemeenschappelijk met de lijn x = 10.
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30 a

31

32 a
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Dan moet gelden: (1 — 4)> + (d + 5)> < 34
9+ (d+5y <34

(d+57<25

-5<d+5<5

-10<d<0

De raaklijn staat loodrecht op de straal, dus ook P4 1 /.

Een loodlijn is altijd het kortste verbindingslijnstuk.

M(5, 3), dus PM =92+ 62 =117 =9 - 13 = 3y/13.

Het kortste verbindingslijnstuk van P en ¢ is lijnstuk PA.

PA=PM— MA =313 —{13=2413.

MQ =2, het kortste verbindingslijnstuk is BQ = \/E ~ 2.

M(=5, 3) en de straal is 5.

MP =122+ 52=4169 = 13, dus P ligt buiten de cirkel.
d(P,c)=13-5=8

M(—5, 3) en de straal is 5.

MP=3%+ | 2= \fg, dus P ligt binnen de cirkel.
d(P,c)=5-145

M(3, —3) en de straal is m =17.

MP =4+ 3>=5, dus P ligt binnen de cirkel.
d(P,c)=17-5=12

Lijnstuk PN geeft de afstand aan tussen ¢, en c¢,.
Lijnstuk 7'V geeft de afstand aan tussen c;en c,.

De middelpunten zijn M(—2, 3) en N(5, —3).
De stralen zijn \[ﬁ = \]ﬂ = 3\[5 en \]g = 2\]5.
c) en ¢, liggen geheel buiten elkaar.

MN =+7?+ 62 =485

d(cy. ) =85 -18 -8

d(ey, ) =85 = 52

ci(x+ 1P+ (p+172=8

&s =22+ p=2 =2

De middelpunten zijn M(—1, —1) en N(2, 2).
De stralen zijn \lg = 2\]5_ en \ﬁ
MN=32+32=418 =32

MN is gelijk aan de som van de twee stralen,
De cirkels raken elkaar, dus d(c,, ¢,) = 0.
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34 a

l:4x+5y=19 ofwel /1y = —%x + 3%
Het middelpunt van de cirkel c is M(—3, —2).
De loodlijn m door M(—3, —2) heeft dan richtingscoéfficiént %.

(=3, —2) invullen in y = %x + b geeft -2 = % +=3+bh,dush= %.
De vergelijking is m: y = %x + —;’%.

Het snijpunt van / en m berekenen:

-%x +3%=2x+7(maal 20)

—16x+ 76 =25x + 35
41x=41,dusx=1leny=—%-1+3%=3 dus P(, 3).

PM=~[(=3-1)2+(-2-3)" =41
De straal van de cirkel is 5 en \fﬁ > 5, dus punt P ligt buiten de cirkel en
dan is PM — 5 de afstand tussen /en c.

d(l, ¢) =41 - 5.

!:4x+3__1;:500fwell:y=—%x+53—0

Het middelpunt van cirkel c is M(0, 0).
De loodlijn m uit M(0, 0) op / heeft als vergelijking y = %x.
Voor het snijpunt P van / en m geldt:

~2x+2=3x (maal 12)
—16x + 200 =9x

25x =200, dus x =8 en y=3-8 =6, dus P8, 6).

PM =+/8 + 6% =10 en de straal r van de cirkel is 4.
PM>r,dusd(l,c)=10—-4=6
l:4x+3y+9:00fwell:y=—%x—3

Het middelpunt van cirkel ¢ is M(1, 4).

De loodlijn m uit M(1, 4) op /is van de vorm y = %x +b.
M(1,4) invullen geeft 4 =31+ b dus b =33

De loodlijn m uit M(1, 4) op [ heeft als vergelijking y = %x +3 %.
Voor het snijpunt P van / en m geldt:

~2x-3=2x+3}(maal 12)

—16x—36=9x+39
25x=-75,dusx=-3eny=-2--3-3=1, dus P(-3, 1.
PM =~/(-3— 17+ (1 — 4)2= 5 en de straal r van de cirkel is \]g
PM>r,dusd(l, ¢)=5-+6

l:y=3x

Het middelpunt van cirkel ¢ is M(3, 5).

De loodlijn m uit M(3, 5) op /is van de vorm y = —%x + b

(3, 5) invullen geeft 5= —% *3+b,dush=6.
De loodlijn m uit M(3, 5) op [ heeft als vergelijking y = —%x + 6.

Voor het snijpunt P van / en m geldt:
3x = —%x +6

31x=6ofwel 10x=18,dusx=13en y=3-13 =53

par= {13 (555 = [ + B = B =

De straal r van de cirkel is 2 en PM < r, dus / snijdt de cirkel en dan is
d(l, ¢) = 0.
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032 a De middelpunten zijn M(2, 2) en N(6, 6). y
MN =\ +42 =132 =42 1z
b r1=\/3:=23nr2=\]§=3
¢ MN=v32enr +r,=2+3=5en32>5
d dlc.c,)=\32-5=42-5
e De middelpunten zijn M(1, —=3) en N(7, 5).

MN=6+8=10,r,=\9=3enr,=49=7
MN = r| +r, dit betekent dat de cirkels elkaar raken,
dusd(c;, c,) =0

f oc:x?+32-12y+4=0

X+ (=62 —36+4=0 |
¢ i xt+(y—6)y=32 1
&yi a2+ 2—2~ 1294+ 29=0 10
53 30— 2% = 1254 29=4)
Gi(x—1)2=1+(1—62-36+29=0 Sh N
ei(x—12+(—6)2=8 ¢
De middelpunten zijn M{(0, 6) en N(1, 6), dus MN = 1. 2
r1=@=4\{§enr2=\f§=2\ﬁ 8 6 4 20 2 46 8
d(e;,e;)=r —MN—r,=42-1-2{2=242-1 =

034 a mis de loodlijn vanuit M op / en een loodlijn geeft altijd de kortste afstand.

b —%x+9%=2x+2
—2%x=—7%,dusx=3eny=2-3 + 2 =28, dus P(3, 8).
¢ Het middelpunt van ¢ is M(0, 2).
PM=~32+(2-8)2=45=3/5
d De straal r van de cirkel is 420 = 245, dus PM > r.
d(l, ¢) =35~ 25=15
e [:2x+y=2lofwell:y=—-2x+21
Het middelpunt van cirkel ¢ is M(3, 0).
De loodlijn m uit M(3, 0) op [ heeft als vergelijking y = %x + b,
M(3, 0) invullen geeft 0 = % *3+bdush= —1%.
Voor het snijpunt P van / en m geldt:
_1 1
—2x +21 =3x- 15
—2ly=-21
x=9%9eny=-2-9+21=23,dus P9, 3).
PM =62 + 32 =+/45 = 3\/5 en de straal r van de cirkel is 420 = 2¢/5.
PM>r, dusd(l, ¢)=35-2y5=+5
f [:3x+2y=41ofwell:y= —l%x+20%
Het middelpunt van cirkel ¢ is M(0, 1).
De loodlijn m uit M(0, 1) op 7 heeft als vergelijking y = %x + 1.
Voor het snijpunt P van / en m geldt:
—13x+203=2x+1 (maal 6)
-9x+123=4x+6
—13x=-117
x=9eny=-11-9+201=6,dus P(9,6).
PM =+9%+ 57 =106 en de straal r van de cirkel is \[ﬁ
PM > r, dus (I, ¢©) =106 — 13
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U7 ¢ :x?+)>=24y - 108 y
gyt 22+ (p —~ 12— 144 =—108
crix+(y—12)2=136
¢, 1s een cirkel met middelpunt (0, 12) en straal 6.
De afstand tussen de middelpunten M en N van de cirkels is
6+4+3=13.
In de rechthoekige driehoek MON is OM =12en MN = 13.
Pythagoras: ON? = 132 — 122 = 25, dus ON = 5.
Dit geeft N(5, 0) of N(=5, 0).
e (x—5P+y2=90f ¢y: (x+ 5P +3*=9

us De gevraagde lijn moet raken aan de cirkel met
middelpunt O en straal 3.
In de rechthoekige drichoek DOP is OP =3 en OD = 5.
DP2=0D?>-0P’=25-9=16.
DP=+16=4

De richtingscoéfficiént van lijn DP is

OP ;
tan(£LODP)=—=13.
( ) Dp ¢ = —
Een vergelijking van lijn DPis y = %x + bh. D

Invullen van (-5, 0) geeft 0 = % +=5+b,dush= 3%.
Een vergelijking van lijn DPis y = %x +3 %.

De vergelijking van de andere raaklijn is y = —%x -3 %.

13.5 Ingeschreven en omgeschreven cirkel

intro  Je moet daarvoor de rode driehoek gelijkzijdig maken.

35 a
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b PA=+(1-23)2+6>=+40, PB=+/(9 — 32 + 22 =140, dus PA = PB.
¢ Zie de figuur bij opdracht a.
d S ligt op de middelloodlijn van lijnstuk 4B, dus S4 = §B.
S ligt op de middelloodlijn van lijnstuk BC, dus SB= SC.
Dus S4 =SB=SC.
e Het middelpunt van de cirkel is S, omdat S4 = SB= SC.

36 a ¥

\

D
I

=

S
o
=]
~
Z]
o
oo
>

5—=1
richtingscoéfficiént van de middelloodlijn is — 1%.
De middelloodlijn / van lijnstuk 4B is van de vorm y = —I%x + b.
Het midden van lijnstuk ABis (2, 4).
Deze codrdinaten invullen geeft 4 = —1% *2+bdush=Tenl:y= —I%x + 7,
De middelloodlijn m van lijnstuk BCis y = 1.
Het snijpunt van /en m is M(4, 1).
¢ Mligtop/l dus MA = MBen M ligt opm, dus MB= MC.
Hieruit volgt MA = MC, dus M ligt op de middelloodlijn van lijnstuk AC.
d Het middelpunt is M(4, 1) en de straal is MA =52+ 12 = \[%
De vergelijking is (x — 4)> + (y — 1)* = 26.

4 2
b De richtingscoéfficiént van lijnstuk 4B is = = = 3 dus de

37 a Het midden van lijnstuk 4Cis (9, 6). De vergelijking van y
de middelloodlijn / van lijnstuk ACis x=9. 0
o p o ; -2

De richtingscoétficiént van lijnstuk BC is 57" 1, dus de 8

6 C
richtingscoéfficiént van de middelloodlijn m van lijnstuk BCis —1. g
Het midden van lijnstuk BC is (%(7 + 195), %(—2 + 6)) ofwel (11, 2). 5
Een vergelijking van m is y = —x + 13.

X

Het snijpunt van /en m is M(9, 4). fzJ 4 16
De straal van de omgeschreven cirkel is MC =6 + 22 = \/40. B B
Een vergelijking van de cirkel is (x — 9)> + (y — 4)> = 40.
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Het midden van lijnstuk 4B is (—1, 1). y

3
De richtingscoéfficiént van lijnstuk 4B is =-2. C

De richtingscoétficiént van de middelloodlijn /van lijnstuk AB is %
Een vergelijking van / is van de vorm y = %x + b.
De codrdinaten van (=1, 1) invullen geeft 1 = % c=1+h,dush= 1%.

Iiy=ix+1}

Het midden van lijnstuk AC is (2%, I%)

6—-3
De richtingscoétficiént van lijnstuk AC is -1 =3.

De richtingscoéfficiént van de middelloodlijn m van lijnstuk AC is —%‘

Een vergelijking van m is van de vorm y = —%x + b.

De coo6rdinaten van (2%, 1%) invullen geeft I% = —% . 2% +b,dush= 2%.
m:y= —%x &+ 2%.

Het middelpunt M is het snijpunt van /en m:

%x = 1% = —%x + 2% (maal 6)

3x+9=-2x+14

Sx=5dusx=leny=1-1+13=2, dus M(1,2).

De straal van de cirkel is MC =+(4 — 1)2+ (6 — 2)* = 5.

Een vergelijking van de cirkel: (x — 1)> + (y — 2)> = 25.

sin(£LPAQ) = %, dus PO = AP +sin(LPAQ).

PR
sin(£ZPAR) = 2P dus PR= AP +sin(£LPAR)

en omdat ZPAQ = ZPAR volgt hieruit dat PQ = PR.
: K ; KR
sin(£ZKBQ) = X0 en sin(£KBR) = — g
KB KB
Omdat KQ = KR, volgt hieruit dat K
sin(£LKBQ) = sin(£KBR), dus ZKBQ = ZKBR.

Dat betekent dat K op de deellijn (bissectrice) van i

hoek B ligt. R

D heeft gelijke afstanden tot de lijnen ABen AC.

D heeft ook gelijke afstanden tot de lijnen 4B en BC.

Daaruit volgt dat D ook gelijke afstanden heeft tot de lijnen AC en BC,
daarom ligt D ook op de deellijn van hoek C.

De afstand van D tot elk van de zijden is gelijk, dus de zijden van de
driehoek raken een cirkel waarvan D het middelpunt is.

In APQS is ZSPQ =1+120° = 60°, ZSQP =3-20° = 10° en
ZPS0O=180°—-60°—10°=110°.
Gebruik de sinusregel in APQOS:

PS 7 _ 7-sin(10°)

= dus PS
sin(10°)  sin(110°)" " sin(110°)

sin(60°) = % dus r = PS - sin(60°) = 1,12.

=1,293...
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In AKLS is ZK, =%+ 80° = 40°, /L, =1 60°=30° en
ZKSL = 180° — 40° — 30° = 110°.
KS 8 8+sin(30°)
- == ,dus KS=————
sin(30°)  sin(110°) sin(110°)

=4256....

sin(40°) = é dus r = KS - sin(40°) = 2,74,

Omdat in een gelijkzijdige driehoek de bissectrices van de hoeken
en de middelloodlijnen van de zijden samenvallen, is het snijpunt M
van de middelloodlijnen het middelpunt van zowel de omgeschreven
cirkel als van de ingeschreven cirkel.

MD 1s de straal van de ingeschreven cirkel en M C de straal van de
omgeschreven cirkel.

In AADCis AD =6 en CD =122 — 62 = /108 = 3.

Omdat M ook het zwaartepunt is van AA4BC, geldt
CM:MD=2:1.

De straal van de omgeschreven cirkel is CM = 4\6 :

De straal van de ingeschreven cirkel is MD = 2\]5.

De bissectrice van hoek O is de lijn y = x.

Noem het snijpunt van de hoogtelijn uit B met zijde BC punt D.
AABC s gelijkbenig, dus £4 = ZC. De hoeken bij D zijn recht,

dus geldt ook dat ZCBD = ZABD.

AB*= OA>+ OB =15 + 82 = 289, dus AB =289 = 17 en C(0, —2).

0--2
De richtingscoéfficiént van lijn CA 1s = i.
8 B

De richtingscoéfficiént van lijn BD 1s dus —4.

De vergelijking van lijn BD is y = —4x + 15.

Voor het snijpunt M van de bissectrices geldt: x = —4x + 15
Sx=15,dus x=3en y =3 dus M(3, 3).

ris de afstand van M tot de x-as, dus r = 3.

Een vergelijking van de ingeschreven cirkel is (x — 3)>+ (y — 3)*=9

PL0+8),13+-1)) ofwel P(4, 1).

C . .. . —1-3
De richtingscoétficiént van lijn AB is 5= 0 = —%.
De richtingscoéfficiént van de middelloodlijn is 2, want —% +2=-1.
Een vergelijking van de middelloodlijn is van de vorm y = 2x + b.
Invullen van de codrdinaten van P geett 1 =24+ b, dusbh =-7.

Een vergelijking van de middelloodlijnis y =2x — 7.

Het midden van lijnstuk AC is Q(%(O +5), %(3 + 8)) ofwel Q(Z%, 5 %)

8
De richtingscoéfficiént van lijn AC 1s 520 =1.

Hoofdstuk 13 Cirkels
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De richtingscoéfficiént van de middelloodlijn is —1, want 1 -+ —1 = —1
Een vergelijking van de middelloodlijn is van de vorm y = —x + b.
Invullen van de co6rdinaten van Q geeft 5% = —2% +bh,dus h=8.
Een vergelijking van deze middelloodlijn is y = —x + 8.

e 2x—7=-x+8

3x=15
x=5eny=-5+8=3, dus M(5, 3).

De afstand tussen A(0, 3) en M(5, 3) is 5.
(x—5P+(y—-32=25

a -

040 a ZMAB=3%-70° =35, ZMBA =%+ 50° = 25° dus
ZAMB=180° - 35° — 25° = 120°.
AM 8 8 - sin(25°)

= ft AM = ———==3903...
sin(25°)  sin(120°) = sin(120°)

¢ in AAPM issin(£LMAP) = ﬁ, dusr =AM - sin(LMAP)

d r=AM: sin(LMAP)
r=3.903... - sin(35°)
r=2724

U9 a Stel het midden van AB1is P, dus AP = BP = 45.
CP:=1172-45=11664
CP =+11664 =108
De oppervlakte van AABC is % + 90 - 108 = 4860.
b Opp. AABM =5+ AB-r=45r
Opp. ABCM =1+ BC-r=7581ren Opp. AACM =1+ ACr=583r
¢ 450+ 5817 + 581 = 4860
162r = 4860, dus r = 30.

Als je een horizontale lijn door het raakpunt van de twee cirkels trekt,

ontstaat bovenaan een driehoek met hoogte 108 — 2 x 30 =48,

Deze driehoek is gelijkvormig met A4 BC met factor ;t)_sg = g.

L
2
L
2

[N

De straal van de ingeschreven cirkel van deze driehoek is g x30=13 %

13.6 Gemengde opdrachten

43 a Het middelpunt van ¢, is M(—12, 6).
[: y=—2x + 17, de richtingscoéfficiént van /is —2.
De richtingscoéfficiént van de loodlijn 2 door M op /s %

Een vergelijking van m is van de vorm y = %x + h.
Invullen van M(—12, 6) geeft 6 = % =12+ h,dus h=12.
m.y= %x +12

Voor het snijpunt § van / en m geldt
—2x+17=1x+12.
23x=5,dusx=2eny=1:2+12=13dus S(2, 13).
MS=~2--122+(13-62=+245="75

d(l, ¢,) = MS — r =245 — 45 = 75 — 35 = 44/5.
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¥ =—2x+ 17 substitueren in ¢, : x* + y? = 20 geeft

2+ 2%+ T1P=20

x2+4x2—68x +289=20

5x%— 68x +269=0

D=(—68)2—4-5:269=-756

D <0, de vergelijking heeft geen oplossing, dus zijn er geen
gemeenschappelijke punten.

De richtingscoéfficiént van & is —%.

tan(o) = % geeft o0 = 26,565...°

tan(}) = 2 geeft f = 63,434...°

Z(Lk)=B—a=37°

P is het snijpunt van de middelloodlijn # van lijnstuk AN met /.
Het midden van lijnstuk MN is (=6, 3).

De richtingscoéfficiént van k is —%, dus de richtingscoéfficiént van n is 2.
Een vergelijking van n is van de vorm y = 2x + b.

Invullen van (=6, 3) geeft 3=2-—-6+h,dus h=15.
n:y=2x+15

Voor het snijpunt P van / en n geldt

—2x+17=2x+15

4x=2

x=teny=2-1+15=16dus P} 16).

De richtingscoéfficiént van lijn k is =

—4
g-5 ¥
—%-%= —1, dus MQ 1 k en dus raakt k de cirkel in Q.

De richtingscoéfficiént van lijn MQ is

De vergelijking van kis y = —%x + 10.

—%x + 10 = 0 geeft %x =10,dus x = 13% en S(IS%, 0).
De oppervlakte van AOPS is % g 13% <10 =66 ~23~

£ (x=SP+®y’=25

Substitutie van y = —3x + 20 in de vergelijking van ¢ geeft
(x = 5P+ (-3x+20)>=25

x2—10x + 25 + 9x2 — 120x + 400 = 25

10x%2 = 130x +400=0

x2—13x+40=0

(x=5)(x—-8)=0

x=50fx=8

x=5geeft y=-3-5+20=5en A(5,5)

x=8geeft y=-3-8+20=—4en B(8,—4)

AB=+8 =5 + (-4 — 5)2=+90 = 310

Substitutie van y = p in de vergelijking van ¢ geeft
(x—=5)P2+p?=25

(x—=5P=25-p?

x—5=y25-p*of x=5=—25-p?
X=5+425-prof x=5—+25-p?

Het verschil tussen deze x-waarden is 2425 — p= = @ = 2\ﬁ ;
V25— pP=+7

x=5+yTof x=5-47

25 — p? =1[7 geeflt p> =18, dus p =18 =32 (p > 0)

De snijpunten zijn C(5 — \ﬁ, 3\/5) en D(5+ \ﬁ, 3\5).

Hoofdstuk 13 Cirkels
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45 a

46 a

47 a

l:4x—3y+25=0o0fwel/: —3y=—4x—25dus/: y=3x+81.

Dus /is evenwijdigmet k: y = %x.

(0, 0) ligt op k. De loodlijn uit (0, 0) op /is y = —%x.

Voor het snijpunt § van k en / geldt:

3x +81=—3x (maal 12).

16x + 100 = —9x

25x=-100, dus x =4 en y = —3 - —4 =3 en S(—4, 3).

dk, )=05=+4*+32=5

m:x—Ty+25=0ofwelm:x="Ty— 25

Voor het snijpunt 7 van k en m geldt: y = %(’I’y - 25).

3y =28y — 100 ofwel =25y = —100, dus y = 4.

x=T7+4-25=3,dus 7(3, 4).

Voor het snijpunt U van [ en m geldt: y = %(7_}’ —-25)+ 8%‘

3y =28y — 100 + 25 ofwel =25y = =75, dus y = 3.
x=7-3-25=-4,dus U4, 3).

Het middelpunt van deze cirkel ligt precies tussen de punten T en Uin en
heeft dus codrdinaten (—%, 3 %) De straal van de cirkel is de helft van de

afstand tussen ken /en is 2%. De middelpuntsvergelijking is

(v + (=33 =61,

¢yt P+ 32— 16x+83 +30= 0

¢y x2— 16x + 32+ 8y =—30

gt [~ 18— B (P HdR— 16=~30

¢t (x—8P+(y+42=50

M,(—4, 1)en M,(8, —4) zijn de middelpunten van ¢, enc.
r=vI8=3\2enr, =50 =52

MM, =(—4 -8 + (1 — 47 =169 = 13

d(e;, e)) = MM, —r =1, =13=32-52=13 - 82
Cix2+y?—12x+8y+44=0
cy:x2—12x+ 32 + 8y =—44

ey (x—62—36+(y+4)2—16=—-44

i (x— 6+ (y+4)y=8

M,(6, —4) is het middelpunt van ¢; en ry, = \fg = 2\[5.
MM,=2

d(ey, e3)=ry— MoMy— 1, =52 -2 -232=32-2

c:xP—6x+324+2y=3

c:(x=32-9+(y+1P-1=3

c:(x—3)2+(y+12=13

Substitutie van /: y = 1%){ — 12 in de cirkelvergelijking geeft:
(x=3P+(dx-12+1f=13

(x=3R+(x-11)=13
xX2—6x+9+27x2—33x+121=13

35x2-39x+127=0

ixz - 3x + 9 =0 (gedeeld door 13)

X —12x+36=0
(x—6)2=0,dusx=6
Eén oplossing, dus de lijn raakt de cirkel.
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b Het raakpunt is P(6, —3). y
De andere raaklijn met richtingscoéfficiént 1% raakt de cirkel in punt O
dat het spiegelbeeld is van punt P bij spiegeling in het middelpunt van de
cirkel M(3, —1). Vanuit P naar M is 3 naar links, 2 omhoog.

Punt Q vind je door vanuit M 3 naar links en 2 omhoog te gaan: Q(0, 1).
De vergelijking van die raaklijn is y = I%x * 1,

Er zijn twee snijpunten voor waarden van b tussen —12 en 1, ofwel
-12<bh<1.

Onderoeksopdrachten

48 a Ja, want het snijpunt van de diagonalen heeft gelijke afstanden tot alle vier
hoekpunten.

b Ja, want het snijpunt van de diagonalen heeft gelijke afstanden tot elk van
de vier zijden.
Het snijpunt van de diagonalen van een ruit ligt in het algemeen niet op
gelijke afstand van de vier hoekpunten.
Het snijpunt van de diagonalen van een ruit heeft wel gelijke afstanden tot
elk van de vier zijden, want de diagonalen van een ruit zijn de bissectrices
van de hoeken.
d Dan moeten de halve diagonalen dezelfde lengte hebben, en dan is de ruit

tevens een vierkant.

(2]

Parallellogram

Een parallellogram heeft een omgeschreven cirkel als de halve diagonalen
even lang zijn, en dan wordt het een rechthoek.

Een parallellogram heeft een ingeschreven cirkel als het snijpunt van de
diagonalen gelijke afstanden heeft tot elk van de zijden. In dat geval is het
een ruit.

C
Viieger
Een vlieger heeft een omgeschreven cirkel, als de afstand van midden
M van de diagonaal op de symmetrieas gelijke afstanden heeft D
tot de hoekpunten die niet op de symmetrieas liggen. (In AABC
verdeelt lijnstuk M B de driehoek in twee gelijkbenige driehoeken.
ZB= % + 180° = 90°. Je kunt dus ook zeggen dat een vlieger een m
omgeschreven cirkel heeft als de driechoeken aan weerszijden van de
symmetrieas rechthoekig zijn.)
Elke vlieger heeft een ingeschreven cirkel. Je vindt het middelpunt door
de bissectrices van de gelijke hoeken te snijden met de symmetrieas.
A
/6

Rechthoek

Een rechthoek heeft een omgeschreven cirkel want de halve diagonalen
Zijn even lang.

Een rechthoek heeft alleen een ingeschreven cirkel als het een vierkant is.
Gelijichenig trapezium

Een gelijkbenig trapezium heeft altijd een omgeschreven cirkel. Het
middelpunt is het snijpunt van de symmetrieas en de middelloodlijnen
van de opstaande zijden.
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Een gelijkbenig trapezium heeft een ingeschreven cirkel als de afstand
van het punt M op de symmetrieas halverwege de evenwijdige zijden
tot de opstaande zijden gelijk is aan de halve hoogte.

49 De middelpunten van de drie kleinere cirkels zijn de
hoekpunten van een gelijkzijdige drichoek met zijden 6.
Het middelpunt M van de grote cirkel is het zwaartepunt
van deze gelijkzijdige driehoek.

Lijnstuk A48 is een zwaartelijn van de drichoek en

MA: MB=1:2.

AB =6 —3>=127 dus AB=3}3. [
MA=%-AB=3en MB=3%-3{3=2\3.

De straal r van de grote cirkel is MB + 3 =243 + 3. A
De oppervlakte van de grote cirkel is

- (23 + 3)2 = 41,7846m.

De oppervlakte van een kleine cirkel is rt + 32 = 9.

De oppervlakte van het groene gebied is dus 3 * 91 = 277.

De oppervlakte van het roze gebied is dus

(41,7846 — 27) = 14,7846n

Tweemaal deze oppervlakte is 29,5692n.

De oppervlakte van het groene gebied is dus niet groter

dan tweemaal de oppervlakte van het roze gebied.

Samenvatting

51 a v

0

b Zie opdracht a. Het middelpunt M van de omgeschreven cirkel is het
snijpunt van de middelloodlijnen.

¢ Zie opdracht a. Het middelpunt N van de ingeschreven cirkel is het snijpunt
van de bissectrices.

y
S2 a Z42=1
I
sx+y=4
v——é—x+4
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S3

S4 a

S5 a

Sé6 a

56

Cirkels

y=%x+3
Sy=2x+15
—2x+5p=15
y=2x+15
6y =5x+90
=5x+6r=90
X Y

—_ =

-18 15
k:y=4x—8,l:y=—%x+3%enm:y=—%x+%

De hoeken die k, / en m met een horizontale lijn maken,
zijn o, Beny.

tan(or) = 4 geeft oo = 75,963...°

tan(P) = % geeft B = 36,869...°

tan(y) = ~_]g geeft y=11,309...°

Z(k,1)=180° —o— f=67°

Llk,m)=o+y=87°

De loodlijn n door P op  heeft richtingscoéfficiént —3.

Een vergelijking van n is van de vorm y = —3x + b.

(=1, 18) invullen geeft 18 =—-3+—1+h,dusbh=15enn:y=-3x+15.
Voor het snijpunt S van / en n geldt %x +5=-3x+15.

3%x= 10 geeft x=3 eny:%-3+5:6enS(3,6).

d(P,1)= PS=+(3——1)> + (6 — 18)> =160 = 4410.

m:x—3y=250fwelm:—3y:—x+250fweim:y=—;-x+8%.

Dit betekent dat de lijnen / en m evenwijdig zijn.

Kies een punt op m, bijvoorbeeld Q(25, 0).

Een vergelijking van de loodlijn k door Q op/is y = =3x + .

0(25, 0)invullen geeft 0=—-3-25+h,dush=75enk:y=-3x+75.
Voor het snijpunt S van / en k geldt %x +5=-3x+75.
31x=70geeft x=21eny=121+5=12en S(21, 12).

d(l, m)= 08 =+(21 — 25)2 + (12 — 0)*> =160 = 4/10.

X+ 2+ 10x+6y+25=0
x+10x+3)2+6y+25=0
(x+52-25+(p+3P2-9+25=0
(x+52+(r+3)P=9
X2+y?=8x+6y=0
xX2=8x+)2+6p=0

(x—42 =16+ (y+32-9=0
(x—4P2+(y+3)2=25

Het middelpunt is (4, —3) en de straal is 5.

[:x+ 5y =14 ofwel [ : x = 14 — 5y substitueren in de cirkelvergelijking geeft

(14 =5y +12=2(14-5y) =12

196 — 140y + 252 + 37— 28 + 10y = 12

262 =130y +156=10

P¥=5r+6=0

(y=3)y—-2)=0,dusy=20f y=3

yv=2geeftx=14—-5-2=4eny=3 geeftx=14-5-3=-1

De snijpunten zijn (4, 2) en (—1, 3).
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b /:y—x=3ofwel/:y=x+ 3 substitueren in de cirkelvergelijking geeft
(x—4P+(x+3-72=18
(x—4)2+(x—-4)>=18
2:(x—4) =18
(x—4Y2=9
x—4=30f x—4=-3

x=T7ofx=1
De snijpunten zijn (7, 10) en (1, 4).

S7 Het middelpunt van ¢ is M(2, 5).

3

T
De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan ¢ in P is —%.

De richtingscoétficiént van lijn MP is

Een vergelijking van de raaklijn is van de vorm y = —;lx +b.

De codrdinaten invullen van P(=2, 2) geeft 2 = —g +=2+h,dush= —%.

Een vergelijking van de raaklijn is y = —;lx = %

S8 a Het middelpunt van ¢, is M(—8, —10) en de straal is 90 ofwel 3/10.
PM =+182+ 6> =360 = 610
PM>r, dus d(P, ¢,) = 6410 — 3410 = 34/10.
b Het middelpunt van ¢, is N(0, 14) en de straal is @ = ?_\fﬁ.

MN =482 + 242 = J640 = 810

MN > 310 + 2@, dus de twee cirkels liggen geheel buiten elkaar.

d(e;, ¢y) = 810 — 3410 — 210 = 34/10.

59 Het middelpunt van de cirkel is M(0, 1) en de straal is v/10.
De richtingscoéfficiént van de loodlijn k uit M op /is —%.
Een vergelijking van k is y = —%x +1.
Voor het snijpunt van /en k geldt 3x + 16 = —%x + 1.

3%)6 =-15,dusx = —4%. Het snijpunt is S(—4%, 2%)

VRSN e vy
MS>r’duSd(l’c):Ms_m:I%W—W:%\[ﬁ_

Test jezelf

T1 a Substitutie van y = %x +1in2x+ 3y =11 geeft
2x+3(kx+1)=11
2x+x+3=11
3x=8
x=2%eny:%-§+ 1= 1%.
Het snijpunt is het punt (2%, lg).
b tan(o) = % geeft oo = 18,434...°

~<

l:2x+3y=11ofwel /:y=—3x +33

tan(B) = % geeft B = 33,690...°
Lk, )=a+p=52°

© Noordhoff Uitgevers bv
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c 1,5°—~§v=—1,dusnj_l.
x vV _ _1

d m:E—g— 1 ofwel x — 3y = 27 ofwel y =3x — 9.
De richtingscoétficiénten van k en m zijn gelijk. dus & // m.
Kies een punt op ., bijvoorbeeld P(0, 1).
De loodlijn uit P op m heeft vergelijking vy = —3x + I.
Voor het snijpunt S geldt: —3x+ 1= %x -9.
31x=10,dusx=3eny=-3-3+1=-8en S(3, -8).

d(k, m)=PS=+(3 =02+ (=8 — 1)2=+90 = 34/10.

T2 a (x+2P+(y—7P2=(3)?
(x4 2R+ (p— TP=12
b x*+)y°—4y=10
X+(y—-2P%-4=10
x2+(y—2)2:14
Het middelpunt is (0, 2) en de straal is \(ﬁ

13 a k:3x+4y:200fwelk:y=—%x+5
Methode 1
De loodlijn /uit het middelpunt M(1, —2) op k heeft vergelijking v = %x +b.
Invullen van (1, —2) geeft —2 = % ‘1+b,dush= —3% en/:y= gx = 3%.
Voor het snijpunt S van k en / geldt —%x +5= %x = 3%.
—9x + 60 =16x —40
—25x=-100
x=deny=-3-4+5=2,dus 5(4,2).
MS=+(4—-12+@2—--2)=5,dus d(M, k) = 5 en dat is gelijk aan de straal
van de cirkel, dus k raakt c.
Methode 2
Substitutie van y = —i-x + 5 in de cirkelvergelijking geeft
(x=1)2+(-3x+5+2) =25
(x— 1P+ (-3x+7) =25
x2=2x+1 +19—6x2—%x+49=25
232 121x+25=0
25x%—200x +400=0
x2—8x+16=0
(x—4)2=0
x =4; de cirkel en lijn k& hebben één snijpunt, dus k raakt ¢.
b x=deny=—3:4+5=2,dus S(4,2).
Het raakpunt R van m is het spiegelbeeld van (4, 2) bij spiegeling in M(1, —2).
Van (4, 2) naar (1, —2) is 3 naar links en 4 omlaag.
Van (1, —2) naar R is dus ook 3 naar links en 4 omlaag, dus R(—2, —6).
De richtingscoéfficiént van m is gelijk aan die van k, dus een vergelijking van
m is van de vorm y = —%x + h.

Invullen van (-2, —6) geeft —6 = —% *—2+b,dush = _7%-

Een vergelijkingism: y = —%x - 7%.
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T4 a

15 a

T6 a

Uit/:x—2y=5volgtl: x=2y+5.

Substitutie van x = 2y + 5 in de cirkelvergelijking geeft
Qv+5+22%+(y+1P=10

Qy+72+(y+1)2=10

42428y +49+»2+2y+1=10

502+ 30y+40=0

P+er+8=0

(r+2(r+4=0

y=-2of y=-4
y=—2pgeeftx=2--2+5=1leny=—4geeftx=2--4+5=-3
De snijpunten zijn (1, —2) en (=3, —4).

Het middelpunt van de cirkel is M(-2, —1).
e
richtingscoéfficiént van de raaklijn m in P is %

De richtingscoéfficiént van lijn PM is

Een vergelijking van de raaklijn is van de vorm y = %x +b.
Invullen van (-3, 2) geeft 2 = % +—=3+b,dus b =3,

Een vergelijking van de raaklijn is y = %x + 3.

Vul de codrdinaten van P, Ren S in:

1?4+ (-3-4--1-2--3-20=1+9+4+6—20=0, klopt.
524 52—4+5-25-20=25+25-20—-10- 20 =0, klopt.
(=2 +4—-4--2-2-4-20=4+16+8—-8—-20=0, klopt.
De cirkel gaat door elk van deze drie punten.
cp:ixt+y2—4x—2y-20=0

i x—4x+y2—-2y=20

e i (x—2pP—4-+(y—12~1=20

e (x—2P+(y—-1y=25

Het middelpunt van cirkel ¢, is M(2, 1) en de straal is 5.

Het middelpunt van cirkel ¢, is O(0, 0) en de straal is 1.

De afstand tussen de middelpunten is OM =22 + 12 =+/5.

¢, ligt binnen ¢, dus d(¢;, ¢;) =5 — \B -1=4- \E

AB=+97+32=490 =310, BC =12+ 72 =50 = 5\2 en
AC=182+42 =180 =45

De richtingscoétficiént van lijn AB is —% en het midden van lijnstuk
AB1is (%, ;1—1)

De middelloodlijn van lijnstuk AB is van de vorm y = 3x + b.

(%, %) invullen geeft % =3 % +bdush=-1.

De middelloodlijn van lijnstuk ABis y =3x — 1.

De richtingscoéfficiént van lijn AC is % en het midden van lijnstuk
AC1is (0, 4).

De middelloodlijn van lijnstuk ACis y = —2x + 4.

Voor het snijpunt M van de middelloodlijnen geldt
3x—-1=-2x+4

5x=5

x=leny=3-1—-1=2en M(l, 2).

De straal is AM = 5.

Een vergelijking van de omgeschreven cirkel is (x — 1)> + (p — 2)* = 25.
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T7 a De middelloodlijnen van de zijden OA4 en OB zijn de lijnen
x =4 en y = 3. Deze lijnen snijden elkaar in het punt M{(4, 3).
De straal van de omgeschreven cirkel is OM =+4> + 3? = 5.
Een vergelijking van de omgeschreven cirkel is (x — 4)> + (p — 3)*> = 25.
b I heeft afstand 2 tot de zijden OA4 en OB.
Lijn AB heeft richtingscoéfficiént —% en vergelijking y = —%x + 6.

De loodlijn / door I op zijde A B heeft vergelijking y = %x + b.

Invullen van (2, 2) geeft 2= % «2+b,dush= —% enl:v= %x = %
Voor het snijpunt S van / met zijde A5 geldt
_3 _4__2
X +6= 3IX T3
“Ix+72=16x—38
—25x=-80
x=3%3n3}=—%-%§+6=3%en8(3%, 3%)

sr=A(35- 2] + (33 -2 =[5 + (5 = 52 =2
¢ Het middelpunt van de ingeschreven cirkel is 7 en de straal is 2, dus

(x =202+ (v — 27 =4.

18 Teken vanuit M de drie middelloodlijnen op de zijden van c
driehoek ABC.
gL
In AAMR is cos(LMAR) = f =Idus ZMAR =28955...°

In AMAQ is cos(LMAQ) = 5 dus LMAQ = 41,409...°

LA=LMAR+ ZMAQ = 170,364...°

De cosinusregel in A4 BC geeft

BC?=AB?>+ AC?—2+ AB+ AC-cos(£LA)

BC?=T7"+6>—=2+7+6+c0s(70,364...°)

BC? =56.773.. A B

BC=+56,773... = 7.5.

Extra oefening

E1 a §+ _y—2: 1 (maal —2)

—%x+y=—2
y=%x—2
b 6x— 8y =24 (deel door 24)
4 -3
c y=—§x—3(maal9)
9y =—-8x—-27
8x + 9y =-27
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E2

E3 a

E4 a

13—~ -2
-6—4
Een vergelijking is van de vorm y = —l%x + b.

Invullen van A4(4, —2) geeft =2 = — I% 4+ h,dush=4.

De richtingscoétficiént van lijn 4B is —1%.

Een vergelijking van lijn ABis y = — I%x + 4.

J

Andere vormen zijn 3x + 2y = 8 of % + T =1.

De lijnen kunnen ook geschreven worden als:
p:y=%x+ 10,q:y=4x+3%enr:y=—%x+3

o, B en 7y zijn de grootte van de hoeken die p, ¢ en r met
een horizontale lijn maken.

tan(o) = %, o =33,690...°

tan(f) =4, B =75.963...°

tan(y) =1, y=26,565...°

Z(p, ) =P—a=42°en L(p,r) = o +y=60°

De richtingscoéfficiént van / is 2% = %

De loodlijn & uit P op [ heeft richtingscoéfficiént —%.
Een vergelijking van k is van de vorm y = —%x + b.
Invullen van P(17, 3) geeft 3 = —% 17+ b, dusb= 9%.
Een vergelijkingis k: y = —%x +9 %.

Voor het snijpunt S van / en k geldt:
2%x+4=—%x+9%

25x+40=—4x + 98

29x = 58

x=2geefty=2%-2+4:9enS(2, 9).

d(P, )= PS =2 - 177+ (9 = 3)2 =261 ( = 3\29).
m:S5x—2y+66=0

m:—2y=-5x—66

m:y= 2%){ +33

De richtingscoéfficiénten van / en m zijn gelijk, dus zijn beide lijnen

evenwijdig.
Kies een punt op /, bijvoorbeeld Q(0, 4).

De loodlijn n uit Q op m heeft dan als vergelijking y = —%x +4.

Voor het snijpunt 7 van m en n geldt: Z%x +33= —%x +4.
25x + 330 =—-4x +40

29x = =290

x=—10 geeft y=21--10+ 33 =8 en 7(-10, 8).

d(I, m)= QT =+(—10 — 02 + (8 — 4)2 = /116 = 2429.

(x+3)2+(y—-2P=17
X2=2x+)y*+6y=0
(x=12=14+(y+32-9=0
(x=12+(r+3¥=10

Het middelpunt is (1, —3) en de straal is \[E
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c x2-2x+32+6y+15=0
(x—=12-1+(y+32-9+15=0
(x=12+(y+3)P=-5
Dan zou de straal =5 zijn en dat kan niet.

E5 a /:4x—y=9ofwel/:y=4x— 9 substitueren in ¢ geeft

(x—2P+@x-9+1)*=17
(x =2+ @x—-8)Y=17
X2 —4x+4+16x7—64x +64=17
17x> - 68x+51=0
x2—4x+3=0
(x—D(x—=3)=0
x=lofx=3
x=1lgeefty=4-1-9=-5enx=3geeft y=4-3-9=3
De snijpunten zijn (1, —=5) en (3, 3).

b m:x+3y=12ofwelm:x=12— 3y substitueren in ¢ geeft
(12— — 2R (FH1¥= 17
(10-32+(y+1)2=17
100 — 60y + 932 +y2 + 2y + 1 =17
10)2 — 58y + 84 =0
51729y +42=0
D=(-29%-4-5-42=1
D >0, dus de vergelijking heeft twee oplossingen.
m heeft twee punten gemeenschappelijk met c.

E6 a Het middelpunt van dis N(4, —8).
-7—-8
T
De richtingscoéfficiént van de raaklijn in Q is dus —1.
Een vergelijking van de raaklijn is van de vorm y = —x + b.
Invullen van Q(5, =7) geeft =7 =-5+bdus b =-2.
Een vergelijking van de raaklijn is y = —x — 2.
b c¢:x*+317+6x=43
tx2+6x+ 12 =43
((x+3)2—-9+32=43
:(x +3)* + 32 = 52, dus het middelpunt van de cirkel is M(—3. 0).
1--3
De richtingscoétficiént van de raaklijn in P is %
Een vergelijking van de raaklijn is van de vorm y = %x + b.
Invullen van P(1, —6) geeft —6 = % *1+b,dush= —6%.

Een vergelijking van de raaklijn is y = %x = 6%.

De richtingscoétficiént van lijn NQ is

Lo T oS

=11

De richtingscoéfficiént van lijn MP is 5

E7 a Het middelpunt van ¢, is M(4, —1) en de straal r is V18 = 3\2.
PM=(—4— 4P+ (5— —1)>=+64 + 36 =100 = 10
PM > r,dus d(P, ¢;) = 10 — 32
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E8

E9 a

o ixt+y2+16x—8y+8=0

g5t x4 [Bx+A—By =—8
ci(x+8)P—64+(y—4)—-16=-8

et (x+ 8P+ (y—4Pr=T2

Het middelpunt van ¢, is N(—8, 4) en de straal r is \/ﬁ = 6\/5.

NO=+(-8—-22+(4—-4)=6
NQ<r,dusd(Q,c,)=6\2 -6
MN=+(-8—42+@4——-12=+144+25=13
P =32+ 62=92=12,7, dus r, +r, < 13.
De cirkels liggen buiten elkaar.

d(e;. )= 13— 9R2

Het middelpunt is M(=2, 1) en de straal is \[ﬁ = 3\]5.

De loodlijn m door M op [ heeft als vergelijking y = —x + b.
M(=2, 1)invullen in p=—x+ b geeft 1 =—(=-2)+ bhdush=—-1.
Voor het snijpunt S van / en m geldt:

el ===,

2x=-12,dusx=—-6eny=-6+ 11 =5en S(-6, 5).
MS=\(=6—-22+ (512 =32=42
d(l,)=MS—r=42-32=42

Uit £Z4 =46° en £C = 104° volgt £B = 180° — 46° — 104° = 30°.

BC AC 6

De si lin AABC geeft = =

SRR 89 §in(@6°) ~ sin(30°)  sin(104°)
Uit AC 6 st A 6 - sin(30°) ”

1 Sin(30°)  sin(104°) *O B Y T a4y

BC 6 6 - sin(46°)

Uit = lgt BC=——— 2~ 4.4,

1 Sin(46°) ~ sin(104°) 'O ® sin(104°)

De loodlijn uit M op zijde 4B snijdt zijde AB in P.
De straal van de ingeschreven cirkel is r = MP.
LMAB=1-ZA=23°en ZMBA=13-ZB=15° dus
ZAMB = 180° —23° — 15° = 142°

. . AM 6
De sinusregel in AAMB geeft sn(15)  sin(142°)’ dus
_ 6-sin(15°) -
© osin(1420)  TUTYTC
; ; MP
In driehoek AP M geldt sin(ZMAP)=——
AM
MP
. ¥,
23 = 0sm.

MP=2522.. -5in(23°) = 1,0
De straal van de ingeschreven cirkel is ongeveer 1,0.

© Noordhoff Uitgevers bv
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13 Cirkels

E10 a De loodlijn m uit het middelpunt M(2, —3) op / heeft richtingscoéfficiént 2.
Een vergelijking van m is van de vorm y = 2x + b.
Invullen van (2, =3) geeft —3=2-2+h, dush=—Tenm: y=2x—T.
Voor het snijpunt § van / en m geldt
2x-T=-tx+53
21x=12dusx=5eny=2-5-7=3en S(5,3)
MS=(5-2P2+(3--3P=y\32+62=45=345
De straal van de cirkel is @ = Z\E.
d(l,c)= MS—r=35-235=45
b De gezochte lijn is de lijn evenwijdig aan /en gaat door het
punt 7T dat het beeld is van S bij spiegeling in M.
Van S(5, 3) naar M(2, —3) is 3 naar links en 6 naar beneden.
Vanuit M 3 naar links en 6 naar beneden geeft 7(—1, —9).
De lijn door T evenwijdig aan /is de lijn y = —%x - 9%.
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Vaardigheden 7

1 a De vergelijkingen B en C kun je oplossen zonder de haakjes weg te werken.
b B: 2x+ 1)y =49 C:(x—-8)(2x+2)=0
2x+1=T70f 2x+1=-7 x—8=00f2x+2=0

2x=60of 2x =8 x=8of 2x=-2
x=3of x=—4 x=8of x=-1

c A:(x+37+2x=9 D:i(x—=2)(x+2)=35
x2+6x+9+2x=9 x2—4=5
x>+ 8x=0 x2=9
x(x+8)=0 x==-30fx=3
x=0of x+8=0
x=0of x=-8

2 a x(x—4)=45(x—4) f Gx+1)(-2x-3)=0

x=450fx—4=0
x=450f x=4

Sx+1=00f 2x—-3=0
S5x=-lof -2x=3
x=—%0fx=—l%

b 1-(x—4)2=1 g Cx+52(x—1=4(x—-1)

(x—4Y2=0 2x+5)=40f x—-1=0
x—4=0 2x+5=2o0f 2x+5=-2of
x=1 2x=-3of 2x=-T7of x=1
s=il] x=-130f x=-330f x=1
c 8+(Gx—1P2=89 h (5x+3)(x2=9)=7(5x + 3)
(Bx—-1)2 =81 5x+3=00f x2—-9=7

Sx=-30ofx?=16
x=-3of x=4of x=—4

3x—-1=9%90f 3x—-1=-9

3x=10o0f 3x=-8

x=13—0=3%0fx=—%=—2%
d Bx—4)2x—-3)=(x+1D2x—3) i Q2x+1’=10x+5

3x—4=x+10of 2x—3=0
2x=50f2x=3
x=250f x=13

(x+2P=(3-2x)

x+2=3-2xof x+2=—(3—-2x)

3x=lofx+2=-3+2x

—3x+2y=8

2y=3x+8§

y= 1%x+40fwely=4+ l%x
8x—3(4+ 11x)=-5
8x—12-4ly=-5

2x+1)P2=52x+1)
2x+1=50f2x+1=0
2x=4of 2x = -1
x=20fx=—%
(0.5%+ 27— 2= 20
0,25x2+2x+4—2x=20

0,25x2+4=20
0,25x2=16
x2=64
x=8o0f x=-8

3lx=7dusx=2eny=4+13:2=4+3=7

Het snijpunt is (2, 7).
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{4x+ 3p=1

y=—4x+3

Substitueren geeft 4x + 3(—4x + 3) = 1.

4x-12x+9=1

—8x=-8

x=leny=—-4-1+3=-1

De oplossingis x=1en y =—1.
y+3x=0 i

{5x+y=4wordt{5x+y=4

Substitueren geeft 5x + —3x=4.

2x=4

x=2eny=-3-2=-6

De oplossingis x =2 en y = —6.
6x—y=14 y=6x—14

{2x+ 3y=18 vk, {2x+3y= 18

Substitueren geeft 2x + 3(6x — 14) = 18.

2x+18x—42=18

20x = 60

x=3eny=6-3-14=4

De oplossing is x =3 en y = 4.

{x+y= lowordt{y: 10— x
x—y=18 x—y=18

Substitueren geeft x — (10 — x) = 18.

2x =28

x=1ldeny=10-14=-4

De oplossing is x = 14 en y = —4.
3a+2bh=14 3a+2b=14

{—2a+b=7 ol {b=2a+7

Substitueren geeft 3a + 2(2a + 7) = 14.

Ta+14=14

a=0enb=2-0+7=17.

De oplossingisa=0enbh=7.

{0,1p— 13g=24 {p— 13g=24

wordt

04p+2¢=24 4p + 20g =24

Substitueren geeft 4(13g + 24) + 20g = 24.

52 +96 + 20g =24

T2qg=-72

g=-lenp=13--1+24=11

De oplossingis p=11eng=—1.

y=—-3x

Vaardigheden 7

ofwel {

p=13g+24
4p +20g =24
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b De grafieken hebben 1 snijpunt.

c \];=2—x

x=(2—x)
x=4—4x+x?
x2—5x+4=0
(x=4)x—-1)=0
x—4=00fx-1=0
x=4ofx=1

x =4 invullen in\f;= 2= xgeeft\ﬁ:Z — 4 en dus 2 = —2. Dit is niet juist.
x=1 invullenin\f;=2—xgeeftﬁ=2— lendus I =1.Ditisdusde

correcte oplossing.

6 a 5+x—7=18
Vx—-7=13
x—7=169
x=176

b —3+y8—7=5
\8—-1=8
8—r=64
t=-56

c yx—2+3=6+x
H=3+x
x—2=03+x)
X—2=9+6x+ x?
X+5x+11=0
D=5—-4-1-11=-19
D<0
Geen oplossingen.

d 4-+6-3t=0
N6—3t=4

6—3t=16
3tr=-10
- 1
l——3§

(x—2)(x+11)=0

x =2 (voldoet niet) of x =—1%
De oplossing is x = —I%.
1+3W1+x=7

HWl+x=6

yl+x=2

1+x=4

x=3

x+y2x+4=10
V2x+4=10—x

2x+4= (10— x)?
2%+4=100 — 20%+ 32
X=22x+96=0
(x—16)(x—6)=0

x = 16 (voldoet niet) of x=6
De oplossing is x = 6.
12—42x-15=4
y2x—15=8

2x - 15=64
2x=179
x =393

7 a x# 3 moet erbij, omdat anders de noemer nul wordt (en delen door

nul mag niet).

b 2 =(x+3(x+2)
2x2=x242x+3x+6
x—-5x-6=0
(x=6)x+1)=0
x—6=0o0fx+1=0
x=6of x=-1
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Door links en rechts met x — 6 te vermenigvuldigen ontstaat de vergelijking
2
x+10 =;(x — 6) mits x # 6.

Door hierna links en rechts met x te vermenigvuldigen ontstaat de
vergelijking x(x + 10) = 2(x — 6) mits x # 6 en x # 0.

X+ 10x=2x—-12

x2+8x+12=0

(x+6)x+2)=0

x+6=00fx+2=0

x=—6of x=-2

2x+7 12 x—4
™ d 51T 2
2x + 7 =9x mits x £ 0 (x+ D)(x—4)=12+2 mits x #—1

=Tx=-7 X—dx+x—4=24
x=1 x2—3x—-28=0
(x=7(x+4)=0
x=T7=00fx+4=0
x=70f x=-4
x+3 X 12

X :x+3
(x+ 3)(x + 3)=x2

4-Wx

12 = 4(4 = 2yx) mits x # 4

mits x #0 en x # —3 12=16 - 8x

X2+6x+9=x2 8yx =4

6x+9=0 \];=%

6x=-9 x=;11-

x=—1%

x2—5_0 Zx—~1 o

x 4 2x+1

x2—5=0mits x#0 4x? = (2x — 1)(2x + 1) mits x = -1
xI=5 4x2=4x2+2x—-2x—1
x=y50f x=—5 0 = —1, dit is niet juist.

Geen oplossing.

De grafiek van fheeft als verticale asymptoot x = 4 en als horizontale
asymptoot y = 2.

De grafiek van g heeft als verticale asymptoot x = —% en als horizontale
asymptoot y = %

26—=5__ x%x+2

x—4 3x+2

(2x = 5)(3x +2) = (x — 4)(x +2) mits x# 4 en x # —2

6x2 +dx— 15x— 10 =2+ 2 —4x —8

5x2-9x—-2=0

D=(-92—-4-5--2=121

944121 _9-y121
T 10

5
fy=zen /(=)= 13
De snijpunten zijn (2, %) en (—%, I%)

X 2of x

De oplossing van f(x) 2 g(x) lees je af uit de grafiek.
De oplossing is —% <x<2of x>4.

Vaardigheden 7
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10 a

1M1

-x24+5x+620

—x2 4 5x+6 =0
x2=5x—-6=0
(x—6)}x+1)=0
x—6=00fx+1=0
x=6o0of x=-1

Omdat de grafiek van y = —x? + 5x + 6 een bergparabool is en (—1,0) en

(6,0) de snijpunten met de x-as zijn, is [—1,6] het domein van f.
X + 220 geeft x 2 -2, dus het domein van g is [-2, —).

f(x) = g(x)

V-x2+5x+6=yx+2

—x245x+6 =x+2

x2—4x-4=0

D=(—4Y—-4-1--4=32

4-\ 4

x= > of x 2
4 — 442 4+ 442
i 2\[_:2—2\[50fx: 2\{_:2+2\/§

De oplossing van g(x) 2 f(x) lees je af uit de plot.
g(x) 2 f(x) geldt voor —2<x<2—242en 2+ 2\2 < x <6.

2x+8=8-3(x—4)
2x+8=8-3x+12
Sx=12
x=2%
Zie de plot hiernaast.
De oplossing is x < 2%.
2x24+5x—10=2x—-5
2x*+3x=5=0
D=32-4-2--5=49

—3 +49 -3 —49 |
:T: Ofx:T':_ E
Zie de plot hiernaast.
De oplossing is x < —2% of x> 1.

X

x+1

36—3_2
x+1=2(x—3)mits x#3
x+1=2x-6

x=7

Zie de plot hiernaast.

1
isx<3of x23.

. x+
Het domein van f(x) =

De oplossingis x <3 of x> 7.
Vx+2=4

x+2=16

x=14

Het domein van f(x) =yx + 2is x> —2.
Zie de plot hiernaast.

De oplossing is x 2 14.

© Noordhoff Uitgevers bv

Y2:=8-3(X-4)

Snidpunt
X=2.4 ¥=12.8

Y2=2%-5

SniJeunt
X=-2.5

¥=-10
Ya2=2
Snijpunt
®=? ¥=2
Ya=y

0 i D

Snijpunt
X=14
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e Yyx+2=x

XA+ E= a2

xX-x-2=0 —

(x+D(x—=2)=0 :

x+1=00fx—-2=0 1

x =—1 (voldoet niet) of x =2

Het domein van f(x) =yx +2is x> —2.

Zie de plot hiernaast. ]

De oplossing is =2 < x < 2. sapeunt ¥=2
f ] =1

V2x + 4

V2x+4=3

Ya=1

Het domein van f(x) = is (-2, —).

3
y2x +4

Zie de plot hiernaast.

De oplossingis —2 < x <2 % §'§'2J.'§“ﬁ =i
12 a cos(%n)= —% 3 sm(—% )
b COS(3%T[) = —% e sm( 1%1‘[) \E
(4 cos(—Z%n) = —%\ﬁ sm( % ) =

13 f(x)=d+asin(b(x - ¢))

. . 2+ 10
De evenwichtstand is v = — - 6, dus d = 6.

De amplitude is [0 —6 =4, dusa = 4.
: : 2
De periodeis 7—3=4,dush= ?ﬂ= %T[.

De grafiek gaat bij x = 0 stijgend door de evenwichtstand omhoog, dus ¢ = 0.
Een functievoorschrift bij de sinusoide is f(x) =6+ 4sin(%nx)‘
- el
14 a f(x)=9+ Zsm(zx)

. . 2 . . . .
De periode is l—ﬂ = 8, de amplitude is 2 en de evenwichtstand is y = 9.

1
b (x)——3cos(~c—l )+8

2n
De periode is T 2n, de amplitude is 3 en de evenwichtstand is y = 8.
¢ A(x) =13 —sin(2(x + 5))

. . 2 . . . .
De periode is ?ﬂ =n, de amplitude is 1 en de evenwichtstand is y = 13.
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14 Verbanden

Voorkennis

V1 a A:ja, als x met | verandert, dan verandert y steeds met 3.

B: ja, als x met 1 verandert. dan verandert y steeds met 1,5.
C: nee, tussen 0 en 2 verandert y met —24, maar bij de even grote stap tussen
2 en 4 met —8.

b A: de richtingscoéfficiént is 3. Bij x =0is y=2—-3=—1.
Een formule is y = 3x — 1.
B: de richtingscoéfficiént is 1,5. Bij x=0is y=9,5—-4-1,5=3,5.
Een formule is y = 1,5x + 3.5.

¢ C: tussen elke stap van 2 wordt y vermenigvuldigd met %, dus per stap van 1
met \g=$=% 3. Bijx=0is y = 36.

Een formule is y = 36 (%\E)x (ofy =36" (\g)x)

V2 a De groeifactor is % = 1%‘
Bij p=5isq=64:15=422
Bijp=8isq=96-1é=144enzovoort.
25 | 8] 7| 8] 8| =

q |42% ‘ 64 ’ 96 1144’216‘1093%

o

Bij p=0isg=64:(13)° =551
Een formule bij de tabel is ¢ = 5% . (lé)p

V3 a 5:0,7=12 d 23+0,8%=10
0,7¢=12 0,8%=77
0,7*=2.4 3x = "810g(7,7)

1
x =%"og(2.4) x =3+ "¥log(7,7)
b 7*—6=0 e 2x+2=64
7k = 6 93x+2 = 76
k= 710g(6) 23x+2 - 26
3x+2=6
3x=4
x=2=1
g g
9 4 34
c =3 b S
3+4* 12 + 0,3
2
3+4r=T=4 12403%=17
)
4 =1 03%=5
x=0 5x = %3log(5)

1
x =3+ "log(5)

V4

Bij A hoort A(x) = x"2, bij B hoort f(x) = x> en bij C hoort g(x) = x".
De grafieken van r en /1 vallen samen, dus r is gelijk aan A.
De grafieken van p en g vallen samen, dus p is gelijk aan g.

¢ bestaat niet voor negatieve waarden, dus het domein is [0, —).
h is dalend op (0, —).

o

[= g ]

; !
e Voor x#0isx>>0, dus voor x # 0 is — > 0 en dus r(x) > 0.
X
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14 Verbanden

V6 a K=5p"8-4p ¢ K=3p-\p*
! 1 1
K=5ppr K=p-(p’}
K:S-p1:3 K:p%-p%
:l-plg
_ pr L (5p08y
b K—2 d K_E p1,6
K—% p23 p K:%.(spo,S)Z.p—lﬁ
1 - 1
E=gE K=3-(572(p"*?p

K:E.zs'p16 p—16
K=6%'p0
Vé a x*=381 d 6p'-pi=2
x=8liof x=—81 p=1
= = S 5 R O MR i
x=3o0of x=-3 p—(g)i,j_(g)?’_ (3) =15
b 3-4yx=15 e g% +3g%=10
Yx=5 4" =10
1
xX2=35 g0,4_2L
x=52=25 g:(2%)$=(2%)2%
_{~1)2 L -1 1
547 g—(25) (25)2_61\12_5
—=10 f 2 +4 6_81
AP g +4q°
5k7
a l=10 2q-q%+q§:81
5K7
=10 2q1%+q12—81
k'z ]
5k2=10 3g'1=81
kz q%:27

14.1 Recht evenredig

intro  De maten zijn in werkelijkheid 25 keer zo groot en in het gewenste
model 45 keer zo klein. Hij moet de maten van de bouwtekening dus
vermenigvuldigen met 22 45 2.

Een formule is nieuwe afmetmg = >< oude afmeting.

1aA|O’12‘40|7’2‘108

D ‘ 0 ’2%‘8—3—|16‘24
BijA=12isD=%%-12=22
Bij 4 = 401sD—108 40 =85,
Bij4= 7’2131)—108 72 =16.
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Ja, want de daling gaat in een rechte lijn naar beneden.
Ja, want bij 4 hoortD=%'A enbijk- A4 hoortD=%-k°A ofwel

D=k- % + A, dus k keer zoveel.

00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110A

Vul de coordinaten van een getallenpaar uit de tabel in, of van een punt op
de lijn.
(108, 24) bijvoorbeeld geeft 24 = ¢+ 108, dus c = 5 = 3.
Vanaf een hoogte van 24 meter komt hij dan 2 - 108 meter ver, dus
24 _l.24 1.2 |1

C=3 108 2710827979

b

: _4_8_12 16 _
A.Ja,wa.ntE— =3T3 T =4.

p—-|..$k
wh

b
B: nee, want —= ~# —.
nee, wan i 172

. b -5 =75 -15 =20 .
C: ja, want — = —= ===
Ja, wam =5 T TS 6 8 2

Bij tabel A is de evenredigheidsconstante 4 en bij tabel C is die —2 %

De grafiek van een recht evenredig verband is een rechte lijn, dus elk recht
evenredig verband is ook een lineair verband.

Niet van elk lineair verband gaat de grafiek door de oorsprong, dus niet elk
lineair verband is ook een recht evenredig verband.

k: de richtingscoéfficiént is % en het startgetal is 2, dus een formule is
k:y= %x +2.

[: de richtingscoéfficiént is 2 en het startgetal is 1, dus een formule is
l:y=2x+1.

m: de richtingscoéfficiént is —% en het startgetal is 0, dus een formule is
m:y= —%x.

n: de richtingscoéfficiént is —1 en het startgetal is —2, dus een formule is
niy=-x-2

Lijn 2 hoort bij een recht evenredig verband, want deze lijn gaat door de
oorsprong.

De andere drie lijnen gaan niet door de oorsprong, dus is er geen sprake van
een recht evenredig verband.
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ot 3 o .. .. Ay 11-3 ;

p : de richtingscoéfficiént is Ey =g 4. Het startgetal is 3.
Ay -10-5 -15

: de richti &fficiént is —= =—
q : de richtingscoéfficiént is === ——— 5

=- l%‘ Het startgetal is

5+3.-1%=0.
Ay _40-45 -5

X . . . si cogme LRE 2 _ .
r : de richtingscoéfficiént is Ax 35-20 15 ¥ Het startgetal is

45-20--1=51%

Alleen lijn ¢ hoort bij een recht evenredig verband, want bij deze lijn is het
startgetal 0.

De evenredigheidsconstante van ¢ is :55 = —1% en is gelijk aan de
richtingscoéfficiént —1%.

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
uinuren —

De grafiek is bij benadering een rechte lijn die (bij doortrekken) door de
oorsprong gaat, dus het verband tussen u# en w is bij benadering een recht
evenredig verband.

80 155 390 135 4 95

dus een formule is w = 1,75u.

Pyp=c*(30+273)=303 cen py;=c+(50+273)=323-c.
P50 =250 o« 100% ofwel
P3p

323¢—303¢ 20
T x 100% = 303 X 100% = 6,6%.

Een formuleis p= ¢+ T ofwel p=c(t +273).

De toename is

¢ p isniet recht evenredig met ¢ want voor ¢ = 0 is p niet 0.

06 a

74

e richtinascoicient van s L= 2 L1
€ richtingscocriicien vanpls7__2—9—3.

p:y=%x+n
x:—28ny=4geeft4:%-—2+ndusn:4%.

Een vergelijking is y = %x + 4%.

Hoofdstuk 14 Verbanden

© Noordhoff Uitgevers by



U1

U2

126 =21 105
b De richtingscoéfficiént van g is —— = =

4-21 12

g:y=9x+n
x=14en y =126 invullen geeft 126 =9+ 14 + n dus n = 0.
Een vergelijking van ¢ is y = 9x.

45-36 9

%-27 9 U

De richtingscoéfficiént van r is

riy=x+n

x=27en y=361invullen geeft 36 =27+ ndusn=9.

Een vergelijking van ris y = x + 9.

Lijn g gaat door de oorsprong want het startgetal is 0.

Lijn ¢ hoort bij een recht evenredig verband. De evenredigheidsconstante is

11246 = 9 en die is gelijk aan de richtingscoéfficiént van g.

Als [ constant is, is B= ¢+ G en dan is het verband tussen B en G lineair
(zelfs recht evenredig) en zijn de grafieken rechte lijnen.
Ja, ze gaan door de oorsprong, want het verband tussen B en G is recht
evenredig.

G G
Er geldt B= 7 ofwel I = =
Lijn 1 gaat door (90, 40). Dat geeft /> = 40 enl/= \l_ = 1.50.

Lijn 2 gaat door (100, 39). Dat geeft /> = 1% enl/= @ = 1,60.

Lijn 3 gaat door (110, 38). Dat geeft I° = 11—0 enl/= = 1,70.
.. _ 110

Lijn 4 gaat door (110, 34). Dat geeft I° = o en = = 1,80.

Lijn 5 gaat door (115, 32). Dat geeft /> = 115 enl/= = 1,90.

Lijn 6 gaat door (120, 30). Dat geeft I° = % enl/= 120 =2,00.
Dus de lijnen horen bij lengtes van 150 cm tot en met 200 cm, met stapjes

van 10 cm.

Noem de breedte van het eerste bord x.
De afmetingen van het eerste bord zijn dan 10 cm bij x cm.
De hoogte van het tweede bord is x cm.

De borden zijn gelijkvormig met vergrotingsfactor .lx_O dus de breedte van het
2

tweede bord is x + —= —
10 10
5
De afmetingen van het tweede bord zijn x cm bij f—o cm.
De hoogte van het derde bord is - debreedies 2w i = 2
e hoogte van het derde bord is — cm en de breedte is —+—=——cm
. 10 1010 100

3

Het derde bord is 200 cm breed dus 1% = 200.

x3=20000

=320000 = 27,144...

Het eerste bord is 10 cm bij 27,1 cm.
2
Het tweede bord is 27,1 cm bij T—O = 73,7 cm.

Het derde bord is 73,7 cm bij 200 cm.
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14 Verbanden

14.2 Omgekeerd evenredig

intro Het verband is aantal slagen per minuut X periode = 60.

9 Hij is % = % = 0,75 uur (= 45 minuten) onderweg.
Zijn vader doet er half zo lang over, dus 0,375 uur.
Dan zou zijn vader er 0,75 : 3 = 0,25 vur over doen.

tijd in uren | 0,75 \0,375| 0,25

a n oow

snelheid in km/u | 16 ‘ 32 | 48

De uitkomst van tijd X snelheid is telkens 12.
e 50
t
5145
£
= 40
-E: 35
§ 30
25
20
15 | ! ] | LI
10
5

0 010203040506070809 1 11
tijd in uren —

f Nee, de grafiek door deze punten is geen rechte lijn.

48 48
10 Ax-y=480fy=?ofx=7

x | 0,8 ] 15 2 6 80

11 a 1.91:0,11=021
3-0,07=0,21
5,25+0,04 =0,21
10,50+ 0,02=0,21
R+ A levert voor iedere kolom dezelfde uitkomst op, dus R en 4 zijn

omgekeerd evenredig.
0,21

0,21
b R-4=0721 OfR:TOfA:
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12 a 1x63=63maar3x7=21,dus het product van d en L is niet constant.

13 a

14 a

dinmeter |Linwatt/m2|d2 | 1
d?
1 63 1 1
L5 28 2,25 | 0,444...
15,75 4 0,25
3 7 9 0,111...
4 3,94 16 0,0625
10 0,63 100 | 0,01
63x1=63 T%9=63
28 x 2,25 = 63 3,94 % 16 ~ 63
15,75 x 4 = 63 0,63 x 100 = 63

Er geldt telkens L x d*> = 63 dus zijn L en d* omgekeerd evenredig.
Zie de tabel bij opdracht b.

63 7
T8 oL o
28 3,94
—=63 - =63
0,444 ... 0,0625
15,75 0,63
0,25 63 0,01 =63
L 1 ;
Er geldt telkens T- =63 duszijn Len — 7 recht evenredig.
&
oo 1 _ 63
Een formule is . = 63 - 7 ofwel L = 7

Als T omgekeerd evenredig is met p* dan geldt T+ p*=¢
p=2en T=0,75geeft T-p*=0,75-2*=12.

p 1] 2 3 4 5 | 10 20

P 16| 8l 256 | 625 |10000| 160 000

T | 12 |0,75|0,148...|0,046875|0,0192(0,0012| 0,000075

T-p4 12 | 12| 12 12 12 | 12 12
12

T=p—4

12
I —geeft T-p*=12

Pt =—dusp (f-(wantp>0)

k is omgekeerd evenredig met > dus k+ * = c.
k =200 en ¢ =3 invullen geeft 200 - 3° = ¢, dus ¢ = 5400.

5400
Een formule is k * 3 = 5400 of k =
5400
t=9geeft k= 9 =7%

1
Als t twee keer zo groot wordt, wordt #* acht keer zo groot en 3 acht keer

zo klein. Dus wordt k& acht keer zo klein.

© Noordhoff Uitgevers bv
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15 a Danzou G- Z = ¢ zijn. Het totale zuurstofverbruik om één kilometer af te
leggen zou dan voor elk zoogdier hetzelfde zijn.

b G- Zin liter
hazelmuis 0,074
hond 5,42
leeuw 26,84
giraf 57,12
neushoorn 132

De neushoorn verbruikt het meest.

¢ G z G- 73
in kg in liter/kg | in liter3/kg2

hazelmuis 0,032 2,321 0,400...

hond 20 0,271 0,398...
leeuw 220 0,122 0,399...
giraf 680 0,084 0,403...
neushoorn 2400 0,055 0,3993
. - _ 0,40
Uit G+ Z° =0,40 volgt G—?
d G-Z°=040
Z3 — %
== |
Z=(ﬁ)3 ofookZ=iw
¢ G
013 a 4 62,5 27 15,8 8.6 5.6
X 4 7 10 15 20
X1z 8 | 18,520... | 31,622...| 58,094...| 89,442...
m ‘xl% 500 | 500,0... | 499,6... | 4996... | 500,8...

b m is omgekeerd evenredig met 'z omdat m + x'% in elke kolom ongeveer
dezelfde uitkomst geeft, namelijk 500.

c m°x1%=500dusm=ﬂ
x12
d , 2 4 5 10 20
h 1000 125 64 8 1
3 8 64 125 1000 8000
h-r3 8000 8000 8000 8000 8000

e Er geldt i - r?*=8000.

8000

foh=—

r
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U3 a Per minuut lekt er 0,5 L = 0,5 dm3 = 500 cm3 van de vloeistof.
Dus = 5007 met 7 in cm® en 7 in minuten.

b 40 L =40000cm?

V=mn-r’+den VV=40000 geeft m*r’+ d=40000

Het verband tussen r en ¢ voldoet aan de formule r2+ d =

(en dus is d omgekeerd evenredig met r?).
¢ d=2geeft V=mn-r-2ofwel V=_2mnr
Ook geldt ¥ = 5007 dus 5007 = 2m2.

2

40000
b

2 ; :
1= of ook 1= % - r? (en dus is ¢ recht evenredig met r?).

500

U4 a 1L =1000cm3

Voor het volume geldt V= x - x + h, dus x?« 2 = 1000. En dus is # omgekeerd

evenredig met x2.

b x?-h=1000

1000 ’1000
2 = =A—
X P ofwel x p

a n

4dx

Dus zijn / en x niet omgekeerd evenredig.

A=x+x>+4-x-hofwel A=2x>+4xh
1 m2 =10 000 cm?
2x2 + 4xh = 10000
4xh = 10000 — 2x2

10000 — 2x2
h= _xen dit is niet vande vorm h=c¢*

L

xa

14.3 Machtsverbanden

intro  Voor de totale oppervlakte van het kunstwerk moet hij de oppervlakte van
het model vermenigvuldigen met 4*> = 16. Voor het volume moet hij het
volume van het model vermenigvuldigen met 4° = 64.

16 a 5

r r 73 A 1
1 1 1 6 1
2 4 8| 24 8
3 9 271 54 27
4 16 64| 96 64
5 25 | 125| 150 | 125
10 | 100 | 1000 | 600 | 1000

b Voor alle waarden uit de kolommen * en 4 geldt 4 =6+ 1.
Voor alle waarden uit de kolommen 3 en 7 geldt 7=1 -7,

¢ De evenredigheidsconstanten 6 en 1.
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14

17 a

18 a

19

20 a

80

Verbanden
t 600
<T550
500
450
400
350
300
250
200
150
100
50
00 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 9 100
7
De punten liggen op een rechte lijn door de oorsprong.
De evenredigheidsconstante is de richtingscoéfficiént of helling, dus % =6.
R=0,0075+v*
R=0,0075-130>= 126,75 meter
R, crubiera = 00075 (2)?
Riyerdubbeid = 0,0075 + 2%+ v
Riergubbeta = 4 (0,0075 - v?)
R aunbed = 4 ° R, dus de remweg wordt altijd 4 keer groter.
X 0 1 4 9 16 25 t 35
s [0 | 1 |2 ]3| 4]S5 -3
y g | = | 1 |ik| g | Bk “
2 2 2 9
a= % enbh= % 1,5
De grafiek is een rechte lijn. 1
Horizontaal zet je x* op de as. Verticaal zet je y. 0,5
De richtingscoétficiént is 8.

De grafiek is een rechte lijn, dus is er een recht evenredig verband tussen K

en m°>. Een formule is van de vorm K = ¢ * m?>.

44
De richtingscoéfficiént van de lijn is S 0,086.

Een formule voor het verband tussen K en 1 is K = 0,086 * m2°.
Bijx=1is0=7-1>3=17.

Bijx=2is 0Q=7+2%3= 34,472,

Bijx=41is Q=74 =169,760.
7 - 223 = 34,472 klopt; 34,472 - 223 = 169,760 klopt.

Q =T x2,3

Decipraac =1 ¥ (k= x)

Qvergroot =7 k23« x23

[ —— k3T 5

Oyergroot = K + Q. dus het klopt.

Hoofdstuk 14 Verbanden
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21 a

22 a

23 a

I=c- 1%, dus de evenredigheidsconstante ¢ = %T[.

I=k3-§n-r3

1
2

A
Uit 4 =4nr? volgt r = (—) 2
4n

Dit invullen in I = ;—1'7[ <13 geeft I = %n .

A\:)3
)

J=4-Lneq-t5.p1. 45

o %
1

=k 1 -

1_5.5._1."412
Tz
1 1
I:—-All

. 8 -y
Ja, het is een machtsverband en de evenredigheidsconstante is ﬁ
’1Y
Als A een factor k keer zo groot wordt, dan wordt 7 een factor k1% keer
groter.

x=leny=5invullen bij y=c-x"geeft 5=c¢- 1"

5=c¢-1

c=5

Invullen van bijvoorbeeld x = 16 en y =320 in y = 5« x" geeft
320=5-16"

16" = 64

(24)n =26

24n = 26

dn=16

n= 1% en de formuleis y =5 -xl1 3
x =20 invullen geeft y =5-202= 447,21

1aT—

Een machtsverband tussen J en Z betekent Z = ¢« V¥,
Invullen van V'=1en Z = 12,1 geeft

12,1=c-1¢
12,1=c-1
c=12,1

Invullen van bijvoorbeeld V'=5en Z=53,2in Z= 12,1+ I“ geeft
53,2=12,1-5¢

53,2
a4 —= =
5 2.1

53.2 Iog(%)
a= 5log(ﬁ) = m ~ 0,92

Een formule is Z = 12,1 - 17092,
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018 a

U5 a

82

Verbanden

Z
17092 =

12,1
092 —_1 |
v 121 Z

V=) zo
V=007 20

Z wordt dan 2.8"92 = 2,58 keer groter.

o
—
.
o

b 12 18

Nx 27 |41,569... | 76,367...
p 0 | 4 32| 108 | 166,2... | 3054...

350
2300
250
200
150
100
50

o
—_
joe]

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Xyx —

108
De richtingscoéfficiént is > =4,

De evenredigheidsconstante is gelijk aan de richtingscoéfficiént, dus 4.
Horizontaal zet je x*® op de as. Verticaal zet je p.
De richtingscoéfficiént is 7%.

1 d 1
—=1en F=51invullenin =170+ — ofwel =170+ —" d geeft
Vi Vi W E
51=1701+d dusd = 35=0,3.

Die muren zijn 0,3 m dik.

d 170
Dan is /1 constant, dus \IE ook, zodat V=170 —==—=+d = ¢+ d waarin ¢

Vi Ak

een constante is. De grafiek is een rechte lijn door de oorsprong met
1

richtingscoéfficiént ¢ = W
V=170 —

1
Vh=170d - —

V

1\2
h= (170d : —)

7

1
h=(170d)?+

1
Bij een muur met gegeven dikte dis /1 = ¢ - — dus is # omgekeerd evenredig

met het kwadraat van de windsnelheid V.
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14.4 Machtsverband of exponentieel verband

d

2d

Viouw = 170+ ——
nieuw m
Veay = 170 —=
nleuw ‘JZ‘JE
Ve = 170- 22

nieuw 2@

Viieww = 170+ 4 =V, dus de windsnelheid moet hetzelfde blijven.

nieuw \[E

intro De grafiek van een exponentieel verband gaat nooit door de oorsprong.

24 a Bij de tabellen A (steeds keer g =2)en B (steeds keer % = %) hoort een

25

26

o

(2]

exponentieel verband.

Bij tabel A hoort y = ¢+ 2%,

Invullen x=1en y=3geeft 3 =c-2'=2¢,dusc= I%ZOdat y= 1%- 2%

Bij tabel B hoort y=¢- (%)x.

Invullen x =4 en y =400 geeft 400 =¢ - (%)4 = %c, dus

c=400-28~ 1264,2 z0dat y = 1264,2 - (3]

Invullenvanx=len y=12iny=c-x“geeft 12=c+1“=c+1,dusc=12.
De waarde van ¢ kun je uit de tabel aflezen: het is de y-waarde die hoort bij
x=1.

Tussen .= 0,016 en L = 2 is de groeifactor g = (%)z—o{ms = 13,179.

Tussen L =2 en L = 55 is de groeifactor g = (0}%)51_3 = 1,072.

De groeifactoren verschillen, dus het verband is niet exponentieel.
Invoer: y, = 0,0015: 0,016" en y, = 1325 : 4875*

Venster: 0<x<5,0<yp<1

Opties: snijpunt geeft x = 1,08429... en y = 0.13284...

Dus 1s, op drie decimalen afgerond, p = 1,084 en ¢ = 0,133.

Uit het tweede gegeven volgt 234 = ¢+ 102,
Dus stap | wordtdan: 12=c¢+5Pen 234 =¢- 102
e 107 234
c-50 12
10}”
125 103
2 =19,5
p=2log(19,5) = 4,285... 4,29
12
T 54285,

N=0,012-d4®

c = 0,012

© Noordhoff Uitgevers bv
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27 a

28

29

84

a n oW

Verbanden

Y=o xr
x=1en y=45invullen geeft 45 = ¢+ 17 dus ¢ = 45.
x =15en y =20 invullen geeft 20 = ¢+ 15" dus 20 =45 - 15°.
]5.”:2'-9«:5"-
4579
p= l:Slog(g) =—0,30

Een formuleis y =45-x
y=c*xr

x =3 en y= 1456 invullen geeft 1456 = ¢+ 37,
x=10en y =11277 invullen geeft 11277 = ¢ - 10°.
c 100 11277

-0,30

-3 1456
(31p=1774s...

1456
p="3log(7.745...)= 1,70 en c =

3L700... 225

Een formule is y = 225 - x1.70,

y=c-x’

x=2en y =244 invullen geeft 244 = ¢ - 27,
x =7en y= 624 invullen geeft 624 = ¢ - 77

)
¢t 244
ilv
(31f =2557... 0
, 4
p=%10g(2,57...)= 075 en ¢ = 75—~ 145

Een formule is y = 145 - x0.75,

Controle:

x =12 geeft y = 145+ 12%75 = 935, klopt.
x =16 geeft y =145+ 16%7 = 1160, klopt.

v=c+dr
d =20 en v =340 invullen geeft 340 = ¢+ 20*.
d =400 en v = 164 invullen geeft 164 = ¢ - 4007,

c 4007 _ 164
c-200 340
200 = 0,482...
340
p= 2og(0,482...)=—024enc= 20025 705

Een formule is v = 705 - d 70-24,

Controle: d = 808 geeft v = 705 - 808 "> =~ 141, klopt.
Als d een factor 2 groter wordt, wordt v een factor 2792
De vruchtbaarheid neemt dus met een factor 0,85 af.

= 0,85 groter.

y=5- ~¢ hoort bij een machtsverband.
3 =10,2+1,02* hoort bij een exponentieel verband.

2. i hoort bij een machtsverband.

y=3
y=5- (é)x hoort bij een exponentieel verband.
Y % « x* hoort bij een machtsverband.

Y
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30

31

027

log(A)=0,13¢+ 1.7

A= 100,13r+1,'."

A= 100,131 % 101,7

A= 101,7 s (100,13)r

A =50,12+1,35 dus is er een exponentieel verband tussen 4 en .

A=Ten B=159 geeft log(59) = p + log(7) + q ofwel g = log(59) — p « log(7).

A=20en B=1391 geeft log(391) = p - log(20) + g ofwel

g =log(391) — p - log(20).

Gelijkstellen geeft log(59) — p - log(7) = log(391) — p - log(20).
P+ (log(20) — log(7)) = log(391) — log(59)

_ 1og(391) — log(59)
"~ log(20) — log(7)
Dus p=1,8eng=0,25.

log(B) = 1,8 - log(A4) + 0,25
log(B) = log(A4"%) + log(10%2%)
log(B) = log(10%>> + 41.8)
B=18-4'8

In stap 1 zijn de codrdinaten van het punt (3, 408) in de formule y = ¢+ x7
ingevuld.

x=11en y=3713 invullen geeft ¢+ 117 = 3713.

g 117 3713

c-3 408

(II)P _ 3713

? —W:E),IOO...

(32) =9.100...

»=10g(9,100...) = 1,699... = 1,7

c 31,699... =408
408

€= 3.~ 63
Een formule is y = 63 « x!77,
y =c*xF

x=2en y= 145 invullen geeft 145 =¢- 27
x=12en y =20 invullen geeft 20 = ¢+ 127

c-l2P_2_0
ce20 145
67 =0,137...
p= Slog(0,137:.)= <1105, enc=%=312

Een formule is y =312+ x~ 1L

y=c*x

x =13 en y = 800 invullen geeft 800 = ¢+ 137,

x =17 en y = 1060 invullen geeft 1060 = ¢+ 177.

c 177 _ 1060
¢+ 137 800
(1Y =1,325
, 800
p=Tlog(1,325) = 1,049.... en e = Torgo—= 54

Een formule is y = 54 « x1:05,

© Noordhoff Uitgevers bv
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i y=c-x
x =5en y =457 invullen geeft 457 = ¢+ 57
x =10en y =301 invullen geeft 301 = ¢+ 107

c- 107 301
c* 5 457
27 =0,658...
457
p = 2log(0,658...) =—0,602...en ¢ = P 1205

Een formule is y = 1205 - x5,

Controle:

x =20 geeft ¥ =1205-207%¢ = 199,7, klopt.
x =25 geeft =1205-25%6=174,7, klopt.

25
U6 a h=50en K=25geeft25=c" 500fwe1c=ﬁ=3,53“.

h=150en K =43 geeft 43 = ¢+ 150 ofwel ¢ = =3,51...

mﬁ‘#
— Ln|l W
o

h=300en K =61 geeft 61 = ¢+300 ofwel c=——==3,52...

ﬂ
()
o

c=3,52
b Uit de stelling van Pythagoras volgt
MA*+ AB*= MK
P+ K= (r+ hy?
E=(r+hyf -1
K2=r2+2rh+h2 -2
K?=2rh+ h?
K?>=h2r+h)
K=~NQ@r+h)-h=\2r+h-h
¢ Voor kleine waarden van / is /i zeer klein ten opzichte van de straal van de
aarde, dus 2r + = 2r, daarmee wordt K=+2r + h+ \IE dan
K~~2r

K =42+ 6370000 * y// = 3600 « 1/ meter, oftewel K = 3,6 *\/ kilometer.

U7  Bij een exponentieel verband geldt ¢ = b+ g”.
1054,2\;
g= (150,16) =1.,627...
Bij p=15is ¢ =1054,2+(1,627...) = 51959.
Bij een machtsverband geldt ¢ = ¢+ p“.
p=3eng= 150,16 invullen geeft 150,16 = ¢+ 3“.
p="Ten q= 10542 invullen geeft 1054,2 = ¢ - 74,

¢+ 7% 1054,
c-3« 150,16
1\a _
(24)*=7,020... .
1 >
a= 2310%(75020“ ) = 23300 enc= 32,300... ~ 12

Een formule is g = 12« p>3.

p=15geeft g=12-15 = 6084,

Bij een exponentieel verband is ¢ 51 959 : 6084 = 8,5 keer zo groot als bij een
machtsverband.
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14.5 Gemengde opdrachten

10 - w2,5)0,4

Jo\04
32 a k=10-w> substituerenin P = (g) geeft P = (
_— 0.4
P= (15 ' wz’s)
0.4

P= (1%) . (w2,5)0,4

P=123 w204

P=123-w

Dit heeft de vorm y = ¢ - x die hoort bij een recht evenredig verband.

De evenredigheidsconstante is 1,23.

6

k 04
b %k =2(2g — 1)>? substitueren in P = (g) geeft P =

r=(}-@q- 1)
P ag -~ 1P
4

25 (2(] . 1)2,5-0,4

0.4
"(2q-1)

0,4_2-4_(%)0,4

dusa=(3)"*2=129enh=—(1)*~ 0,64

2(29' = 1)2,5) 0.4

6
0.4

\__,/\__,/\__,é\.__,/

33 a —issteeds 1%, dus Q is recht evenredig met P en de
P
evenredigheidsconstante is 1%.
R ] .
> is steeds 0,225, dus R is recht evenredig met P en de
evenredigheidsconstante is 0,225.
R . ; ;
—is steeds 0,15, dus R is recht evenredig met Q en de
Q
evenredigheidsconstante is 0,15,

b De uitkomsten van P - S? zijn achtereenvolgens 640,1042; 640,09; 640,2534;
639,3888 en 640.
Er geldt voor alle waarden P - S? = 640, dus P is omgekeerd evenredig

met S? ofwel P is recht evenredig met %

c UitavolgtP=§'QenP=4g°R,dusP2:P-P:%-Q.4§.R.
pr=%.4%.0-R
pr=23%.0-R

De evenredigheidsconstante is 2%%.

1
d De resultaten uit b en ¢ gebruiken geeft P>=P-P= \}2% Q- R-640- 32

JO-R VO R

” ;
52 dus P~ is evenredig met 9

pr=12%.640-

e De evenredigheidsconstante is \12% - 640 = 1101.,6.
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14 Verbanden

V20 2R

f (I)Vt-:r'grocnl)2 = 110136 :

28y
.\j:; . "Q ‘R
(P‘,erglrom)2 =1101,6- T
1 VO " R
(P\-rerg'root)2 =3 (110156 ' S2 )
(I)\:'c-:r'grom.);2 = % ' (Ponvergroot)2

=4/t
Pvergroot - '\J; Ponvergroot

P wordt dan '\g = (0,71 keer zo groot.

34 a aisde richtingscoéfficiént van de getekende lijn.
_ AV _437.5- 362,5 _T75 _ 125
A(GP) 3.5-=29 0,6
b Als G=31,0danis G? =2,90.
31,00 =290
p ="0g(2,90) = 0,31
c V=125-G%!
450 = 125- G%3!
G=(53)m~ 62,3
Voor een chimpansee zou het gewicht 62,3 kg zijn.
V=180-G"%
450 = 180+ G%
G=(1p)m=39,1
Voor een prehistorische mens zou het gewicht 39,1 kg zijn.

Deze prehistorische mens weegt te weinig, want prehistorische mensen

a

wegen meer dan chimpansees. De schedel kan dus niet van een mens zijn.

Onderzoeksopdrachten

35 a r=87.97en 4 =358 invullenin 4 = ¢+ ¢ geeft 58 = ¢+ 87,977
t=60195en 4 =4500 invullen in 4 = ¢ t? geeft 4500 = ¢ - 60 1957
¢+ 60195 4500
c+8797" 58
(684,267...) = 77,586...

S8
- 87’970,666... =
Een formule is 4 =2,93 - /947 met A4 in miljoenen km.

p = 084267 10g(77,586...) = 0,666... en ¢ 2,93

Controle:

Aarde: 4 =2,93- 365,26 = 153, klopt ongeveer.
Mars: 4 =2,93 - 687%¢7 = 233, klopt ongeveer.
Jupiter: A =2,93-4332%7 = 801, klopt ongeveer.
Saturnus: 4 =2,93 - 10760%%7 = 1473, klopt ongeveer.
De uitkomsten zijn allemaal iets te hoog.
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36

b De omlooptijd van Venus is 225 dagen.
Voor Venus geeft de formule 4 = 2,93+ 225%% = 110 miljoen km, wat redelijk
goed overeenkomt met de gegeven afstand van 108 - 10° km.
De omlooptijd van Uranus is 30 687,15 dagen.
Voor Uranus geeft de formule 4 = 2,93+ 30687,15%7 = 2973 miljoen km, wat
redelijk goed overeenkomt met de gegeven afstand van 2,9 - 10? km.

G 1
a B=l—20fwelB=

o

Als de waarde van / constant is, geldt B= ¢+ G en is B recht evenredig met G.

G B 1
b B—I—zofwellfi‘—G-l—2

. 1 .
Als de waarde van G constant is, geldt B=c¢* 7 en is dus B omgekeerd

evenredig met het kwadraat van /.

.G _ 2
c UltB—l—zvoIth—B-l en

F=l-Gendusl=1‘,l-G
B B

Voor de grenslijnen geldt dat B een constante waarde is, dus / =+vc* G.
De grenslijnen zijn grafieken van wortelfuncties.
d De grenslijn tussen ondergewicht en normaal gaat door G =80 en /= 2,00.
. G 80
Invullen in B= 7 geeft B= > = 20.
De grenslijn tussen normaal en overgewicht gaat door G =100en /= 2,00.
' G 100
Invullen in B = 7 geeft B= > =25,
De grenslijn tussen overgewicht en obesitas gaat door G=115en /= 1,95.
115

. G
Invullen in B = 7 geeft B= 1.952 = 30.
De grenslijn tussen ondergewicht en normaal gaat door G=115en/=1,81.
G 115
Invullen in B = — geeft B= = 35.
nvullen in 2 gee 1812

Voor de vier grenslijnen zijn de waarden van B dus 20, 25, 30 en 35.

Samenvatting

S1

52

S3

De formules A, B en E horen bij een machtsverband.

71 x30=2130

De hoogte van de echte molen is 2130 cm = 21,3 m.
0,3 x 302=270

De oppervlakte met riet van de echte molen is 270 m2.
0,12 x 30° = 3240

Het volume van de echte molen is 3240 m3.

De formules A en D horen bij een exponentieel verband.
De formules B en C horen bij een machtsverband.
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14 Verbanden

k_18_36_54_180_ |
S4 P 2 %% 120 15, dus is k recht evenredig met p.
De evenredigheidsconstante is 1%.

Een formule is k = I%p.

S5 a Het product van 7en R blijft constant.
Als de weerstand R vijfmaal zo groot wordt, dan wordt de stroomsterkte
vijfmaal zo klein.

12
b 7-R=12geeftlI=—
R

Sé a P =3iofwel P=3- fiendus P = 371,
Langs de horizontale as zet je fien langs de verticale as zet je P.
1

Q-t4=2700fwelQ=270-F

o

; 1 : ;
Langs de horizontale as zet je = (of £74) en langs de verticale as zet je Q.

S7 a H=c*v
v=6en H=4024 invullen geeft 4024 = ¢+ 67,
v=12 en H = 1055 invullen geeft 1055 = ¢~ 127
g 128 1055
c-60 4024
2 =0,262...

024

p=%0g(0,262..)=-1931...enc= P

= 128106

Een formule is H= 128106« y~193,
b H=bh-g
1055\
—| =0,800...
(4024) ’
v=6en H=4024 invullen in H =5 -0,800..." geeft
4024 = b+ 0,800...% dus b = 4024 : (0,800...)° = 15348.

Een formule is H = 15348 -0,8".

Test jezelf

T1 a Bij tabel B hoort een exponentieel verband, want per stap van 0,6 wordt Q
telkens 17,118 : 3,5598 = 4,808... keer zo groot.
De groeifactoris g = (4,808.“)&_6 =13,699...
De beginwaarde is b = 3,5598 - 13,699...71:1 = 0,2.
Een formule is 9 = 0,2 - 13,77,
b V=c-
t=5en VV=0,1826 geeft 0,1826 = ¢+ 5“
t=25en V=0,0053 geeft 0,0053¢ - 254,

25 _ 0,0053
c-5  0.1826
5=0,029...

0,1826
p="log(0,029...)=-2,199...enc = P 6,3

Een formule is V'=6,3 « 22
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d

T2 a

T3 a
b
c

T4 a

0,001 =632
22— 0001

63
1

t= (%57~ 53,3

1000 = 0,2+ 13,77

1000
7P = —=
13’ 0,2

p= 13’710g(%9) =3,25

0= 1,35/P ofwel 0 = 1,35+ P~.

Als P drie keer zo groot wordt, dan wordt Q dus 3= \B keer zo groot.
0=2,18-p2

Als P drie keer zo groot wordt, dan wordt Q dus 3° =9 keer zo groot.

1
0=0,7" ;geeft 0=0,7-P.

Als P drie keer zo groot wordt, dan wordt Q dus 37! = % keer zo groot (ofwel
3 keer zo klein).

1.35yP=0
2 2
P=(1%- Q) ofwelP=(L]§) - O?
Als Q vijf keer zo groot wordt, dan wordt P dus 5% = 25 keer zo groot.
2,18-P2=Q

_1{1 . — 4.
P= 318 Q ofwel P = PR E] Qs

Als Q vijf keer zo groot wordt. dan wordt P dus 5= \E keer zo groot.

1
0:7'F_Q

P-Q0=07
0,7
P= ;Q ofwel P=0,7-07!
Als Q vijf keer zo groot wordt, dan wordt P dus 57! = %keer Z0 groot

(ofwel 5 keer zo klein).

Ja, want het verband is lineair en de grafiek gaat door (0, 0).

r=%-rofwelr=0,8t
f=1.8t+32
1.8t=f—-32
1=15(f=32)

Dit substitueren in r = (,8¢ geeft
1
r=08-15 f=32)
4
= 5(f=32)

%'G'h=100fwe1g'H=30

G h hl
10 |3 0,33
8 | 3,75 | 0,27
6 | s 0,2
4 | 75 | o013
2 | 15 0,07
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14 Verbanden

b

15 a

T6 a

92

Zie de derde kolom in de tabel bij opdracht a.

T”
© 10
9
8
7
6
5
4
3
2
1

o
]

0,05 0.1 0,15 0.2 0,25 03 0,35

l—c—
h
; ; 1 . ’
G is recht evenredig met n dus G is omgekeerd evenredig met A.
I=%G-hmet[= 10 en G = z* geeft 10=%zz'h.
30=z2+h
_ 1 i
11—30-2—2dush—c-z—2

De evenredigheidsconstante is 30.

De grafiek is een rechte lijn door de oorsprong, dus A is recht evenredig

met \]5

De evenredigheidsconstante is de richtingscoéfficiént van de grafiek.

=200 _ %, dus de evenredigheidsconstante is %.

m— 600

=y =2 =
A =7Z+4360000 =z + 600 = 500
De vleugeloppervlakte is 500 m?2.
A=%-\[Eofwe1A=%-Gli.
Als G twee keer zo groot wordt, dan wordt 4 dus 2= \E keer zo groot.
De vleugeloppervlakte moet met \ff_{ vermenigvuldigd worden.

Het vliegtuig heeft een vleugeloppervlakte 4 = %\}480 000.
Het model heeft een vleugeloppervlakte 4 = % ° g\,'480 000.
Dit invullen in 4 = % -4/G geeft voor het model i : %\}480 000 = % G

1
VG = 11/480000
G = 7¢+ 480000 = 30000
Het draagvermogen van het model is 30000 kg.

30 123
12 ~0,68en 35 ~1,38
. r.o : :
De uitkomst van s niet constant, dus is er geen recht evenredig verband

tussen v en r. Het is ook te zien aan de grafiek: het is wel een rechte lijn,
maar de stapgrootte op de horizontale as is niet overal gelijk.
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b r=c-v
v=44 enr =30 geeft 30 = c- 447,
vy=89enr =123 geeft 123 = ¢+ 8§97
c 89 123

co44r - 30

(@ -4

p=4log(4,1) = 2,002... en ¢ = = 0,015

30
442.002...
Een formule is r = 0,015+ v*.
¢ De snelheid in km per uur is 1607 : 1000 = 1,607 keer zo hoog als de
snelheid in mijl per uur.

Vi = 1,607 = v, geeft r,... = 0,015 (1,607 * v,, ).
Frieww = 0,015+ 1,607 + (v, )?
Frieww = 05039 . (voud)2

Een formule is r = 0,039 + v2.

T7 a De omtrek van een halve cirkel is % < 2nr=mer.
De oppervlakte van de halve cilindermantel is A =7+ 3+ 10 = 30n = 94,2 m2,
b De oppervlakte van een halve cilindermantel is 4 =m -7 /.
¢ Bij vaste lengte / geldt 4 = ¢+ r waarin ¢ een constante waarde is met grootte
7+ [. Dusis 4 recht evenredig met r.
d De geluidsintensiteit I is omgekeerd evenredig met de oppervlakte 4, dus
I+ A =k waarin k een constante is.

o k
MetA=c-rv01gth1eru1t[-c-r=k0fwel[-r=?

Omdat k en ¢ constanten zijn, is 7+ r = constant en dus is / omgekeerd
evenredig met r.

Extra oefening

E1 a Detabellen A, B en C horen bij een lineair verband.
A: als b met 3 toeneemt, dan neemt k steeds met 0,6 af.
B: als #» met 1 toeneemt, dan neemt w steeds met 2% af.

C: als p met 1 toeneemt, dan neemt g steeds met 1% toe.

b Tabel A hoort bovendien bij een recht evenredig verband, immers
F-4e-Fo0n
c A:k=-02bh
B:w= —Z%n +b
n==6en w= 80 invullen geeft 80 = —2% 6+ hdush=095.
Een formule is w = —2%11 + 95.
C.g= lép +b
p=2engqg="7invullen geeft 7= 1%-2+bdusb=4.

Een formule is g = 1%[) + 4.
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E2 a

E3 a

E4 a

94

Verbanden

8= %mv2
16 = mv?
m= pv) ofwel m= 16" 7 dus m is omgekeerd evenredig met het kwadraat
van v.
16 = m?
_16

2

g
m
16416 1
v=4—=-—ofwelv=4-—
\(; e e
De snelheid v is omgekeerd evenredig met de wortel van de massa m.
De evenredigheidsconstante is 4.

w=0,1 geeft v=+0,1-9,8r ofwel v= 0,99\[1:‘

De bijbehorende gratfiek gaat door (0, 0) en \F =25en v=245.

t 80
60

40

20

0 5 10 15 20 _ 25
ol

Grafiek A gaat door (0, 0) en (25, 70).
Dan is v = 70 en yr = 25 dus r = 625.
Invullen bij v =w * 9,8 - r geeft 70 =+/w+ 9,8 - 625.
w=9,8-625=4900

_ 490
V=98-625 08
Bij grafiek A hoort w=0,8.
Grafiek B gaat door (0, 0) en (25, 55).
Danisv= SSen\l;=25 dus r = 625.
Invullen bij v =w - 9,8 - r geeft 55 =+/w+ 9,8 - 625.
we9,8+625=3025

_ 3025
YT 98625
Bij grafiek B hoort w=0.5.

v=\}w-9,8-rgeeftw-9,8-r=v20fwelr=w.98-

Als v twee keer zo groot wordt, wordt r dus 2° = 4 keer zo groot.

~0,5

v,

De groeifactor over de eerste 300 kelvin zou zijn g = 1:—’; =247 en de

; y s 34,5
groeifactor over de tweede 300 kelvin zou zijn g = 1¢7 = 2,07.
De factoren zijn niet gelijk, dus er is geen sprake van exponentiéle groei.
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b

E5 a

Eé a

E7 a

E=c-T7
= 1200 en E = 6,8 invullen geeft 6,8 = ¢+ 12007,
T=2400 en E= 110 invullen geeft 110 = ¢ - 24007,

¢+ 2400 110
¢+ 12007 6,8
2 =16,176...
_2 - __ 68 12
p="log(16,176...)=4,015...enc= W 2,.93-10°

Een formule is £=2,93 - 10712 - 7402,

Bij de formules A en D is sprake van een recht evenredig verband.
Bij de formules B, C en F is er sprake van een omgekeerd evenredig verband.

Tussen 1900 en 1928 was de groeifactor g = 17 )21_8 = 1,019 per jaar.

Tussen 1928 en 1952 was de groeifactor g = ( )ﬁ = 1,019 per jaar.

17
Tussen 1952 en 1986 was de groeifactor g = 2 )Ld = 1,019 per jaar.
Tussen 1986 en 1988 was de groeifactor g = (%) = 1,019 per jaar.
De groeifactor is constant, dus het verband is exponentieel.

A=10-1,019"
Voor 2011 geldt ¢t = 111. De formule geeft 4 =10+ 1,019'!1 = 80.8.

In 2011 zou de bevolking volgens de formule 80,8 miljoen zijn.

83,2 - 80,8
Het werkelijke aantal van 83.2 miljoen wijkt 208 X 100% = 3% af.

A is recht evenredig met het kwadraat van «. Er geldt dan: als @ vier keer zo
groot wordt, dan wordt 4 dus 4° = 16 keer zo groot.

I is recht evenredig met het a’. Er geldt dan: als a vier keer zo groot wordt,
dan wordt I dus 4° = 64 keer zo groot.

Uitdrukken van ¢ in 4:

A=(3 +%\B)-a2geefta2=3 A

ofwel a = (

A )%
3+343

1
& E\ﬁ
Dit substitueren in /= % 3 - o geeft
% A\
I= \f_ (( )2 ofwe11=l\f§-( )
4 g 1
2\[- 3+ E\B
1L \3 ;
I= \f_ ( )2 « 4" ofwel J= ————- 42
Z 1
2‘\{_ 4(3 + %ﬁ)lz 1
De waarde van ¢ afgerond op twee decimalen geeft 1= 0,06+ A",
1=0,06 - A" dus 7 is recht evenredig met A'2.
1
Er geldt: als 4 tien keer zo groot wordt, dan wordt 7 dus 102 = 31,62 keer zo
groot.
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Vaardigheden 8

In stap 1 is de formule zonder haakjes geschreven.

Alle termen met ¢ zijn naar links gehaald. De overige termen zijn rechts van

het = -teken geplaatst.

Je moet g uitdrukken in p, dus je moet links ¢ overhouden. Na stap 3 kun je
delen door datgene dat tussen de haakjes staat.

—12pg—g=1-6p

g—12p—-1)=1—-6p
_ 1=6p

C A —

3p+24g-5=Tp+6
Ip+8¢—10=7p+6
8g=4p+16
g=3p+2

3

—1==
7 P

:—+1
¢ p

100-44—p=0
100-44=p
_ 1
4q—mp
1
q=410g(mp)

4p +log(2g)=6
log(2g)=6—4p
2¢g = 1064

q =%. 106—4p

y=5x—1

gz 5rls 5
1, &x

=g 8

y:6.3x+2
y=6.32.3x
y:6.9.3x
y=>54-3%

Vaardigheden 8

25¢° = 100p
g =4p
1
q=(4py
3

q=4p
dg-2 3
p+5 i
2(4q-2)=3(p+5)
8g—4=3p+15
8g=3p+19
g=5p+23
3-log(p) + log(g) = -2
log(p?) + log() = log(+k)
log(p*g) = log(7a5)
PPa=1

1
¢g=—7

100p3
0,1p(g -4y =1
plg—4)P=10
10

— 4P = —
(¢—4) 7

ool

P
10

= —+4
{7

y=05125.23x+4
y=0,125+24: 2%
y=0,125+ 16+ (23)
yp=2-8"
»=100-52-5
y:100.5—2.5x.5x
y=100‘%'52x
y=4.(52)x
y=4-25%
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y:4.3x+1.2x—2
p=4-31.3%.22. 0

= x-l- X
y=12-3v-1.2
y=3.6x

f(x) =2~ Yog(x) + *og(7)

S(x) =*log(x*) + *log(7)

S(x) =log(7x%)

£(x) = Flog(2x — 1) — flog(x)
2x—1

f)= %g( — )

f(x) =og(x + 5) — - 2og(x)
£(x) = 2og(x + 5) — Zog(x2)
f) = Zlog("g )

6x+l - 64-—2x = 65—x

3x+8 F 34x 27 =
3x+8 P 34x i 33 = 35x+11

53x+2 53x+2

- 53x

25 5

f(x)=%x3—4x2—x+8

Fix) = 202 — B =1

F(0)=T(dt - 3)
(=3 4r-3)=-4

oo 14
S =3

B(u)=6u""—u®—6u
Bu)=—-6u>+6u’-6
6

6
By=-—+—--6

© Noordhoff Uitgevers bv
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P=6+0,5%2 442
y=6.(2—l)x.2.(22)x+2
y= 12« 2% D2x+4
p=12+2x%4
p=12+242x
y=12-16-2¢
y=192+2¢

F(x) =3+ Slog(x — 2)

F(x) = Slog(125) + Slog(x — 2)
F(x) ="log(125(x — 2))

£(x) = Slog(125x — 250)

f(x) =1log(8 — 2x) — 1

£(x) = log(8 — 2x) — log(10)

0= log(8 _ 2")

10

fe) =log{§ - )
f(x)=1-2"4log(x)
£(x) = log(}) = log(x)

i 1
f(x) ="log @)

&% . 2x+1 = (23)x ‘ 2x+1 =
23:: @ 2x+1 = 24x+1

22::“1 s Qe 4r =

22x—l W 23 F (22)x —
22x=1.93.92x —

22x—l % 23+2x — 24x+2

O,Sx . 23+2x (2_1).1' F 23+2x

4x (22)x
2—x . 23+2x _ 23+x _ 23-x
22x 22x

M(@)=4+a—(a+6y
M@=1-t@+6)
1
2\a+6
h(x)=(3x - 12
H(x)=2G3x—1)3

M(a)=1-

H(x)=603x—1)
M(x)=18x—-6

Pk) = Gk — 11)7
Pk) = =703k — 11)8+ 3
21

PO = 5Ty
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gx)=4-(x+2)"!

(x +2)2

2Zx)=—4-(x+2)2dus g(x) =
-4 -4

A e i
De helling van de grafiek in 4(—1, 4) is —4.

h(x)=5-2+x

h:(x) = —%l- 2 xFdus H(x) = —\{1—;
H(ly=—r="1

De helling van de grafiek in A(1, 3)is —1.

fQ)=A4:-2+1= \{5 = 3, dus de grafiek van f gaat door P(2, 3).
f(¥)=(@dx+1y
S =t@x+1y2-4

f)=

4y + 1

(2) = —=—==="=1, dus de helling in Pis 3.
11(2) m 3 dus de helling in P is §

a= % dus een vergelijking van de raaklijn is van de vorm y = %x +b.

x=2&:ny=3invullengeeftBZ%-2+bdusb=1%.

Een vergelijking van de raaklijn is y = %x + 1%.

flx)= %x?’ + 2%3(2 B 7%x

fx)=x*+5x— 7%
f(3)=3+5-3-71=9+15-71=16}

Een vergelijking van de raaklijn is van de vorm y = 16%): + b.
x=3en y=9invullen geeft 9 = 16% *3+bdush= —40%.
Een vergelijking van de raaklijn y = 16%;: - 40 %

g(x)=5x+x7?
g(x)=5-2x3dus g’(x)=5—%
1oy, 2 - 2_ =
g’(i)—S—W—S—I—S—M——II
2 8

Een vergelijking van de raaklijn is van de vorm y = —11x + b.

x=%eny=63invullen geeft 63=—11-5+b dush=12.

Een vergelijking van de raaklijnis y = —11x + 12.
1

h(x)=3x—1+ (6x+ 3)

3

\6x + 3

—L = 3+ = 3+1=4

\V6-1+3 \9

Een vergelijking van de raaklijn is van de vorm y =4x + b.
x=leny=5geeft5=4-1+bdusbh=1.

Een vergelijking van de raaklijn is y =4x + 1.

W(x) =3+ 1(6x+3)76 dus W(x) =3 +

H(1)=3+

Vaardigheden 8
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a n o w

13 a

fx)=gx2-2x

f@)=yy-2

De helling van de raakliinm : y=2x+ pis 2.
f(x)=2 geeft Ix—2=2.

1. _
7x=4

x=38
f8)=5-8-2-8=164-16=16-16=0
Het raakpunt is het punt (8, 0).

Substitutie van x=8en y=0in y=2x+pgeeft 0 =2-8 + p.

p=-16

Als f(x)= %x3 — 3x? + a de x-as raakt, dan moet de afgeleide nul zijn.

flx)=x2-6x
x2—6x=0
x(x—6)=0
x=0of x=6

Omdat de raakpunten op de x-as liggen, zijn de codrdinaten (0, 0) en (6, 0).

f(O)ZOgeeft%'03—3'02+a=0dusa:0.
f(6):0geeft%'63—3'62+a=0dusa=36.

Dus voor a = 0 en @ = 36 raakt de grafiek van f'de x-as.

¥ =1 2log(64x%)

In stap 3 is de regel ¢log(ab) = slog(a) + 2log(h) toegepast.

¥ =1+ (log(64) + *log(x))

In stap 4 zijn eerst de haakjes weggewerkt en vervolgens de regel

tlog(a”) = p - !log(a) toegepast.
y=1-2log(64) +1 -3+ 2og(x)
y=1-6+ 13+ llog(x)
y=3+15- Zog(x)

Substitutie van Bin A geeft y=3- 2log(%x)
y= 3(210g(%) + 2log(x))
y=3+-1+32log(x)

y=-3+32log(x)

Substitutie van B in A geeft y =2 + *log(6- 1,5x ")

y =2+ 3log(9x7")

y =2+ 3log(9) + log(x™")
y=2+2+-1-3og(x)

y=4-1"3og(x)

1 12

Substitutie van B in A geeft y = —%3og 5

y==%log(2-x7)

¥ ==("log(2) + »log(x7Y)
y=—(=1-3-%log(x))
y=1+3-%log(x)

© Noordhoff Uitgevers bv
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4
Substitutie van Bin A geeft y=5+2- 210g(F)
X

y=5+2-2og(2-x)
y=5+2-(Yog(2) + Zlog(x3))
y=5+2+(1-5-log(x))
y=5+2-10-%og(x)
y=7-10-2log(x)

Substitutie geeft k= (1 — 12 —=2(r — 1) + 8.
k=2 =241 =2+ 248
k=£-4r+11

Substitutie geeft k =+/(3 — 21)2 — 3(3 — 21).
k=v9—12t+42-9+6¢

k =412 — 61

Substitutie geeft k = 23¢41=3) . 441-3-6,

k= 212r~9 F 44r—9

ko =212-9 . (Q2)4-9

k= 2121'—9 - 2St—18

k= 220;-—27

1
Substitutie geeft k = 1;

—_

k=
1—2¢

(x—=2P-4+(y+5°2-25=20
(x =22+ (y+5)2=49
De codrdinaten van het middelpunt zijn (2, —5) en de straal is \f@ =17.

2+ bx+ 2 - 2p=15
(x+3P2-9+(y-1)2-1=15
(x+32+(p—-1¥=25
De codrdinaten van het middelpunt zijn (=3, 1) en de straal is 5.
X-x+y?=2
(vt -fei=

2 1
(=) +rP=2

s g ; i 11 . T _ 41
De codrdinaten van het middelpunt zijn (5, 0) en de straal is sz_z =15
x2=3x+)2=5p=0
(v= 142+ (1= 24P -6 =0

2 2 _ ol

(v=13) + (v -25) =83

.1 . . (11 A1 . 1
De codrdinaten van het middelpunt zijn (15, 25) en de straal is \JS_E
x2+0,4x+1y2—1,4y=0,5
(x+0,22=0,04+(y—0,72-0,49=0,5
(x+0,2)2+(y—0,7)2=1,03

De codrdinaten van het middelpunt zijn (—0,2; 0,7) en de straal is y1,03.

Vaardigheden 8

© Noordhoff Uitgevers by



17 a

18 a

3x+5y=15
Sy=-3x+15
y= —%x + 3 dus de richtingscoéfficiént van / is —%‘

De richtingscoéfficiént van de loodlijn op /is % = l% want —% . % =-1.
x=1en y=-I18invullen bij y = I%x + h geeft —18 = 1% 1 + b ofwel
h=-192.

Een vergelijking van loodlijn nis y = l%x - 19%.
E ol Z — ]

3 4

4x+3y=12

3y=—4x+12

y= —%x +4

De richtingscoéfficiént van m is —%.

De richtingscoéfficiént van de loodlijn op m is % want —% . % ==,

3 -

x=5en y= 14 invullen bij y = %x + b geeft 14 =35+ b ofwel b= 10}-;.

Een vergelijking van loodlijn kis y = %x # 10%.

P(1, —2) is een punt op lijn /.
De richtingscoéfficiént van m is —%, dus de richtingscoéfficiént van een

loodlijn op m is 3 (want —% ‘3= —1).

x=leny=-2invullen bij y=3x + b geeft -2=3-1+ b ofwel b = -5,

Een vergelijking van de loodlijn door P op mis y = 3x — 5.
Deze loodlijn snijden met m geeft 3x — 5= —%x 415

31x=10
x=3 eny=—%-3+5=4dus het snijpunt is S(3, 4).
d(l,m)= PS=~(3— 12+ (4 — —2)2 =40 =210

P(6, 0) is een punt op lijn /.
m:x= —%y - 6%

m:2x=-y—13

m:y=—-2x-13

De richtingscoéfficiént van m is —2, dus de richtingscoéfficiént van een
loodlijn op m 1s % (want % =2= —I).
x=6eny=0invullenbijy:%x+bgeeft0=%°6+bofwelb=—3.
Een vergelijking van de loodlijn door Pop mis y = %x -3

Deze loodlijn snijden met m geeft %x -3=-2x-13.

21x=-10

x=—4eny=-2+-4-13=-5dus het snijpunt is S(—4, —5).
d(l,m)=PS=+(—4— 62+ (=5 - 02 =+125= 55

© Noordhoff Uitgevers bv
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19  y=x+4substitueren in x* + y> — 6y = 16 geeft
X+ (x+4P - 6(x+4)=16
X2+ x2+8x+16—6x—24—-16=0
2x2+2x—24=0
P+x-12=0
(x+4)(x—3)=0
x=—4of x=3
y=—4+4=00f y=3+4=7
De snijpunten zijn (—4, 0) en (3, 7).

20 ¢: a4+ =3 +dy =6
c:(x— 1%)2—2}r+(y+2)2—4=6
e:(x- )P +@+ar=124
Het middelpunt van ¢ is M(l%, —2) en de straal is 12% =3 %
d:(x—4°+(—-572=4
Het middelpunt van dis N(4, 5) en de straal is 2.

MN=(4—11F + (5 - —22= 6] +49 = /551

De twee cirkels liggen geheel buiten elkaar, dus de afstand tussen de cirkels ¢

endisd(c, d) =555 — 31 -2 =551 - 5.

21 a BC?=AB*+ AC*—2+AB+ AC-cos(£LA)
BC?=144+81—-2+12+9+cos(68°) = 144,084...

BC=+144,084... ~ 12,0

AC BC 9 12,003...
b — =— geeft — =—
sin(£B) sin(Z£A4) sin(£B)  sin(68°)
AT _9-sin(68°)_0695
SIN(ZB) =03, 0693
ZB=44°

¢ CE=AE>+ AC>—2+AE- AC-cos(£LA)
CE’>=36+81—-2:6+9-cos(68°) =76,542...
CE=+76542.. ~87

d ZBAD=68°:2=734°
ZADB=180° — 34° — 44° = 102°

AD  AB f_AD 12
sin(ZB) _sin(ZADB) £°° " sin(44°) _ sin(102°)
12 - sin(44°)
= fugs
sin(102°)
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22 a AH=+5+6=+61

Als EP=Tis AP =6+ 72 =85 en HP =52 + 72 =74
HP2= AP+ AH? -2+ AP+ AH - cos(£LHAP)

74 =85+ 61 — 248561 * cos(LHAP)

2+4/85 461 « cos(LHAP) =72

72
cos(LHAP)= ———=0,499...
(HAR) = Rs el
LHAP = 60,003...° ~ 60°
HP AH 72 el

Sn(ZHAP) _ sin(ZHPA) 25 §in(60,003..°) _ sin(ZHPA)
61 - sin(60,003...°)

7
ZHPA=51841..°~52°
ZAHP = 180° — 60,003...° — 51,841...° = 68°

De hoeken van AAPH zijn 60°, 52° en 68°.
Eerste mogelijkheid: AP = AH = \/5 2

Danis EP=+yAP?— AE>=+61 — 36 =425=5en
HP =\EH? + EP2 =52 + 52 = 50.
HP2=AP*+ AH? -2+ AP+ AH - cos(£LHAP)
50=61+61— 26161+ cos(LHAP)

2461 -6l - cos(LHAP)=T2

sin(£ZHPA) = =0,786...

cos(LHAP) = %

ZHAP = 54°.

Tweede mogelijkheid: HP = AH = \{5 .

Danis EP=+yHP? — HE?=+61 —25=+36 =6en
AP =\AE? + EP2 =162 + 62 =+72.

HP2= AP+ AH? -2+ AP+ AH - cos(£LHAP)
61=72+61—2+72+/61 + cos(LHAP)
2472461 - cos(LHAP)= T2

72
2472461

cos(LHAP) = =0,543...

ZHAP=57°

Samengevat: EP=5en LHAP=54° of EP=6en ZHAP = 57°.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Examenvoorbereiding

y6x — 4 bestaat voor 6x — 4 > 0. dus het domein is [%, —).

Voor elke waarde van x binnen het domein is y6x — 4 = 0, dus het bereik is
[10, —).

(x — 3)? bestaat voor iedere waarde van x, dus het domein is R.

Voor elke waarde van x binnen het domein is (x — 3)? > 0, dus het bereik is
[-8, —).

sin(x) bestaat voor iedere waarde van x, dus het domein is R.

Voor elke waarde van x binnen het domein is —1 < sin(x) < 1, dus het bereik
is [-2, 2].

De noemer van een breuk mag geen 0 zijn, dus het domein is

e, Tt £, i,

De breuk kan alle waarden aannemen behalve 0, dus het bereik is

(., 3) of (3, o).

Invoer: y; = 2x3 — 15x2 + 24x + 10

Venster: —1 € x<6,—-35<y<35

Opties: maximum en minimum

De toppen zijn (1, 21) en (4, —6).

De grafiek is stijgend op de intervallen {«, 1) en {4, —).

De extreme waarden van fzijn maximum /(1) =21 en minimum f(4) = —6.

Het domein van fis R, dus de grafiek heeft geen verticale asymptoot.

Bij invullen van grote waarden voor x naderen de functiewaarden niet tot
een bepaalde waarde. Er is dus geen horizontale asymptoot.

Het domein van g is x # 0. De grafiek heeft verticale asymptoot x = 0.

De functiewaarden naderen voor grote positieve en grote negatieve waarden
van x naar 10. De grafiek heeft horizontale asymptoot y = 10.

Het domein van £ is x > 4. De grafiek heeft verticale asymptoot x = 4.

De functiewaarden naderen voor grote waarden van x niet tot een bepaalde
waarde. Er is geen horizontale asymptoot.

Het domein van k is R, dus de grafiek heeft geen verticale asymptoot.

Bij invullen van grote waarden van x naderen de functiewaarden naar 25.
De grafiek heeft horizontale asymptoot y = 25,

Voor de beeldgrafiek geldt g(x) = f (01?)‘) + 4 ofwel g(x) = f(2x) +4
g(x)=(2x)P+6-2x+1+4

g(x)=4x2+12x+5

Voor de beeldgrafiek geldt i(x) = —4 - f(x — 3)

h(x)==4((x =3P +6(x—3)+1)
h(x)=—-4(x2—6x+9+6x—18+1)

h(x) = —4x? + 32

Voor de beeldgrafiek geldt A(x) =2+ (f(x)—7)
KHx)=2(x2+6x+1-17)

k(x)=2x2+12x-12

Invoer: y, =120 — 84+ 0,95 en y, =100 — 0,5x
Venster: =10 < x <50, —10<y <120

Optie: snijpunt geeft x = 20,06.

De oplossing van de vergelijking is x = 20,06.

Examenvoorbereiding
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Invoer: y, =120 — 84+ 0,95 - 0,5x

Venster: —10 < x <100, -10<y <120

Optie: maximum geeft x = 41,99 en y = 89,26.
Het maximum is K(41, 99) = 89.26.

Een verschuiving van 2 naar rechts, gevolgd door een vermenigvuldiging ten
opzichte van de y-as met 2.

Een andere mogelijkheid is: vermenigvuldig eerst ten opzichte van de y-as
met 2, gevolgd door een verschuiving 4 naar rechts.

Een derde mogelijkheid is: vermenigvuldig ten opzichte van de x-as met %
gevolgd door een verschuiving 4 naar rechts.

Voor de snijpunten moet de vergelijking (%’C - 2)3 = %x — 2 worden opgelost.

(-2 (be-2) =32

Ly-2=00f ({x-2)'=1

tx=2of tx-2=1of jx—2=-1

x=4of x=60f x=2

dus de punten zijn P(2, —1) en Q(6, 1).

De lengte van PQis (6 — 2)> + (1 — —1)2 =20 = 4,47.

Opmerking: je mag de vergelijking ook oplossen met de rekenmachine.

De bovenkant van de krantenbak heeft lengte 2.x.
De zijkanten van de bak hebben lengte %(90 —x)=45- %x.
De zijkant van de bak is de schuine zijde van een rechthoekige driehoek.

De rechthoekszijden hebben lengte /i en %x.

Volgens de stelling van Pythagoras geldt: /> + (%x)z =(45- %x)z.

w2 =(45-4x - (3x)
B2 = 2025 — 45x + 1x2 — 22
2 =2025 - 45x

dus 1 =+2025 — 45x

1=10,075xy2025 — 45x
Invoer: y, = 0,075x\/2025 —45x

Venster: 0 < x <45, 0<y<60

Optie: maximum geeft x = 30 en y = 58,456...

De maximale inhoud is I = 58,46 dm3.

De inhoud van de krantenbak is maximaal als x = 30 cm en

h=+2025—-45-30=26 cm.

Er moet gelden 7> 30 en /2 > 20.

Invoer: y, = 0,075x2025 — 45x en y, = 30

Venster: 0 < x <45,0<y <60

Optie: snijpunt geeft x = 10.09 en x = 43,08.

Uit de plot blijkt dat 7> 30 als 10,09 < x < 43,08.

Invoer: y; =+/2025 —45xen y, =20

Venster: 0 < x <45, 0<y <50

Optie: snijpunt geeft x = 36.11.

Uit de plot blijkt dat 7220 als 0 < x < 36,11.

Om aan beide voorwaarden te voldoen moet gelden 10,1 < x < 36,1.
De krantenbakken hebben aan de onderkant een breedte van minimaal 101
mm en maximaal 361 mm.

© Noordhoff Uitgevers bv
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8 Bij gemiddelde golfhoogtes van 5,0 meter hoort de vergelijking
4,82 + 0,60 — 0,0063(7.0 — w)>13=50.
Invoer: y, = 4,82 + 0,60x — 0,0063(7,0 — x)*3 en y, =35
Venster: 0<x<7,0<y<10
Optie: snijpunt geeft x = 1,96.
De waterstand is ongeveer 2,0 meter ten opzichte van NAP.

0 =
9 a y=ax+bmeta= T 2,
De lijn gaat door (0, 6), dus b = 6. Een vergelijking is y = —2x + 6.
b y=ax+bmeta= i 12=3 5
11-5 ’

Invullen van x =5en y=121in y =3,5x + b geeft 12=3,5-5+ b, dus

b =-5,5. Een vergelijking is y = 3,5x — 5,5.

65— 30 ~0.5.

100 — 30

Invullen van x =30 en y =30 in y = 0,5x + b geeft 30 =0,5+30 + b, dus

b =15. Een vergelijking is y = 0,5x + 15.

-51-33 -84

35-0,7 28

Invullen van x=0,7en y=1,3in y = —3x + b geeft 3,3=-3-0,7 + b, dus
b =54. Een vergelijking is y = =3x + 5,4.

¢ v=ax+bmeta=

d yv=ax+bmeta=

10 a —3x+12=5x-28

12=8x-28 (links en rechts +3x)
40 = 8x (links en rechts +28)
S=x (links en rechts : 8)
dusx=5
b 0.7p—6p+1,5=12(4-5p)
0,7p—6p+1,5=48—-6p (haakjes wegwerken)
0.7p +1,5=438 (links en rechts + 6p)
0,7p=3.3 (links en rechts —1,5)
p= g = % (links en rechts x10en : 7)
¢ 300t =-25¢r+10(137 + 18)
300¢ = =25¢+ 1301 + 180 (haakjes wegwerken)
3007 = 105¢ + 180 (gelijksoortige termen optellen)
195¢ =180 (links en rechts —105¢)
t= % (links en rechts : 195)
d %x + % =2- %x
6x+5=20-9x (links en rechts x10)
15x+5=20 (links en rechts + 9x)
15x =15 (links en rechts — 5)
x=1 (links en rechts : 15)

11 a 2x+ 6 =0 ofwel x = =3 is de verticale asymptoot van f.
Bij invullen van grote waarden voor x, naderen de functiewaarden naar 2%
dus de horizontale asymptoot is y = 2%.
b x—3 =0 ofwel x=3is de verticale asymptoot van g.
Bij invullen van grote waarden voor x, naderen de functiewaarden naar 5
dus de horizontale asymptoot is y = 5.
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12 a

2x + 8 = 0 ofwel x = —4 is de verticale asymptoot van A.

Bij invullen van grote waarden voor x, naderen de functiewaarden naar 1%
dus de horizontale asymptoot is y = 1%.

x?—9 =0 ofwel x = -3 en x = 3 zijn de verticale asymptoten van .

Bij invullen van grote waarden voor x, naderen de functiewaarden naar 5
dus de horizontale asymptoot is y = 5.

a it
da-5
a=24a-5)
a=8a—-10
—T7a=-10

_ 13
a=l3
3x—1_0
S5—x
3x—-1=0

_1
EE )
2—%q_
P+1

1
2‘5@':0
q=4

E_x+3

x_x+4

2x(x +4)+ 6(x +4) = x(x + 3)

2x2+8x +6x +24=x2+3x
M+ 11x+24=0
(x+3)x+8)=0
x=-30of x=-8

2p 1
8+——=1—3

p+4 3P

2p 1
e o e
p+4 3P
p=(-7T-1p)p+9
2p=—1p*—8ip—28
P+ 105p+28=0
PP+ 3lp+84=0
(p+28)(p+3)=0
p=-280fp=-3
x2+1
x—2
+1=0Cx+1)(x-2)
W l=3x=5x=2
2x2=5x—-3=0

1 1_
x2—25x—15—0
(x-3)(x+3)=0

= _ 1
x—30fx——§

=3x+1

© Noordhoff Uitgevers bv

(mits a # 13)

(haakjes wegwerken)
(links en rechts — 8a)
(links en rechts : =7)

(mits x # 5)

(mits xz2—lenx=1)

(links en rechts keer x en keer x +4
mits x # 0 en x # —4)

(haakjes wegwerken)

(herleiden op nul)

(ontbinden in factoren)

(links en rechts — 8)

(mits p #—4)

(haakjes wegwerken)

(links en rechts x3)
(ontbinden in factoren)

(mits x #2)

(haakjes wegwerken)
(vergelijking op nul herleiden)
(links en rechts : 2)

(ontbinden in factoren)
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2x—1 3x+3
x+3 4x—4
2x—=1)4x—4)=Bx+3)x+3) (mits x #—3enx#1)
gt — 12+ 4 =332+ 12x+9 (haakjes wegwerken)
55—k —5=0 (herleiden op nul)
xX—-48x—-1=0 (links en rechts : 5)
(x=5x+02)=0 (ontbinden in factoren)
x=50ofx=-02
-9
2-3a "
a—9=0 (mitsa;t%)
a=-3ofa=3
Los op: x+—:£+i
x 4 x

1 4
X+—-=zx+—

X X

1 41
T

3
ST B A ;
R ofwel 1x* = 3 (mits x # 0)
Vanwege het gegeven domein is er één oplossing: x = 2.

Voor punt B geldt % = %+ 1 ofwel % = %dus x=3en B(3, i).

De codrdinaten van de punten 4 en C zijn 4(3, 0)en C (0, ;1)

Rechthoek OABC heeft lengte 3 en breedte ;l.
Deomtreki33+§+3+§:8%.

Punt A4 heeft coordinaten (b, 0) en de codrdinaten van C zijn (0, % + 1),
dus OA heeft lengte h en OC heeft lengte % + 1.

Er geldt: opp.(OABC)=b-(}+1)=1+b.

De waarde van b is gelijk aan de waarde van de x-codrdinaat van punt B.

Gegeven is dat x > 0, dus » > 0. Hieruit volgt dat de oppervlakte van OABC
groter is dan 1.

d
Invoer: y, = ((1/x)+4,95—4,5)+100en y, = 12
Venster: 0,9<x<1,1,0<p<20
Optie: snijpunt geeft x = 1,07
De dichtheid van het lichaam is ongeveer 1,07 g/lcm?.

1
Er geldt FP=12,dus 12 = (—- 4,95 - 4,50) - 100.

VL=p+d+gq
De lijn gaat door (1,00; 45) en (1,10; 0).
v 5 T __0-45
De richtingscoéfficiént p = —1, 10-1.00 450.
d=1,10en VL =0invullen in VL =-450+d + g geeft 0 = —450-1,10 + ¢,
dus g = 495.
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Er geldtd =

en VP = (% <495 - 4,50) < 100

100 . . 1 100-WwW

G =100 geeft d = 00— wat te herleiden is tot 7 ion

1 100—- W 1
Substitutie van == —————in FP =[—=-4,95 — 4,50| - 100 geeft

d 100 d
v =12 495 4.50|- 100

100
yp= (3= ABW )0
- 100 #

VP =495—-495W — 450 dus VP =—4,95+ W+ 45.

16 ab A: recht evenredig want h = 1,54, de evenredigheidsconstante is 1.5.

17 a

b

7 10
B: niet recht evenredig want 1 # 5

C: recht evenredig want b = 4a, de evenredigheidsconstante is 4.

A x 321 2| 8 | 64 |0,16

v 10 16 4 0,5 | 200

B «x 2 6 30 5 60

y 45 15 3 18 1,5
32 32 90 90
Axy=320fy=70fx=7enBxy=900f.v=?ofx=?~

: . 14 17 . .
18 ab A: niet recht evenredig want > #* 5 en niet omgekeerd evenredig want

19 a

20 a

2-14#3-17.
B: voldoet aan de formule p - g = 30 dus omgekeerd evenredig.
C: voldoet aan de formule ¢ = 3.5p dus recht evenredig.

Neem ¢ =1en N=36dan geldt 36 = ¢~ 1", dus ¢ = 36.

Kies één van de andere waarden voor ¢ en NV, bijvoorbeeld 1 = 16en N = 1152.

; ; log(32)

Dan geldt 1152=36-16"dusis 16"=32enisn=——=1,25.
log(16)
N=36-17"%=1242,7
Bij L. =1,9 hoort G =0,25.
Invoer: y, =0,014 - 1,9en y, =0.25
Venster: 0<x<5,0<y<0,5
Optie: snijpunt geeft x =4.,4907...
Dus h=4,5.
Bij een lengte van 10 cm geldt G = 0,014+ 10*1% = 18,885...
Bij een lengte van 94 cm geldt G = 0,014 - 94313 = 20990,279...
: 20990,279...

Een karper van 94 cm is ongeveer IS,T = 1100 keer zo zwaar als

een karper van 10 cm.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Alleen de grafiek van de functie f heeft een symmetrieas.

Alle grafieken gaan door het punt (1, 1), want 14 = 1 voor elke waarde van a.
De grafieken van de functies g en 4 gaan door het punt (=1, —1).

De lijn y = 4 heeft:

twee snijpunten met de grafiek van f, omdat de exponent positief en even is,
&én snijpunt met de grafiek van g, omdat de exponent oneven is,

&én snijpunt met de grafiek van s, omdat de exponent oneven is,

één snijpunt met de grafiek van k, omdat de exponent gebroken is met een
even noemer.

De lijn y = =2 heeft:

geen snijpunten met de grafiek van f, omdat het bereik [0, —) is,

&én snijpunt met de grafiek van g, omdat de exponent oneven is,

&én snijpunt met de grafiek van s, omdat de exponent oneven is,

geen snijpunten met de grafiek van k, omdat het bereik [0, —) is.

De grafiek van m(x) = x!.7 snijden met de lijn y = 18 geeft de vergelijking
xb7 =18,

Invoer: y; = x"“"en y, =18

Venster: —1<x<10,-1<y<30

Optie: snijpunt geeft x = 5,2.

De grafiek van m heeft één snijpunt met de lijn y = 18.

04-p°+8=23 ¢ 13x%7-65=0
0,4p° =-5,7 13107 =65
p’=-14,25 207 =5

er is één oplossing er is één oplossing
p=(—14,25) x = 507

p=-—1,70 x =997

100 - 6 - n* =28 d 15+x72=38
~6-nt=-72 X1=23

n*=12 er is één oplossing
er zijn twee oplossingen x =232
n=12of n=—12 x = 0,00

n=1.86o0fn=-1.386

F(x) =3x(1 — x) + 2x2

f(x) =3x— 3x2+ 2x2

Flx) =~ +3x

a =—1 <0, dus de grafiek is een bergparabool.

g(x) = x(8x + 3)?

g(x) = x(64x> + 48x + 9)

g(x) = 64x% + 48x% + 9x

De functie is geen kwadratische functie en de grafiek dus geen parabool.
h(x)=-3(5-2x)*+4

h(x) = —3(@x?>—20x +25)+4

h(x)=-12x2+60x—75+4

h(x)=—12x>+ 60x — 71

a=—12 <0, dus de grafiek is een bergparabool.

i(x) = 8x% + dx(x — 1)?

i(x) =8x2+4x(x*-2x+1)

i(x) = 8x% + 43 — Bx2 +4x

i(x) =4x3 + 4x

De functie is geen kwadratische functie en de grafiek dus geen parabool.
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25

JX)=@Ex+3)H2x - D+ (7 -3x)(x+1)

Jo)= 8=t Ge— 34 Tt T—30— 3

J(x)=5x*+6x+4

a = 5> 0, dus de grafiek is een dalparabool.

k3 =t —52+6

De functie is geen kwadratische functie en de grafiek dus geen parabool.

—10x+3
y=(x—52-25+3
y=(x—57-
De codrdinaten van de top zijn (5, —22).
y=x*+3x-5
y=(x+13)" - (13] -5
=(ce -
De codrdinaten van de top zijn (—l%, —7%).
y=x-—x—28

— 1)2 1\2
y_(x_i)z_(i) =S

— 1 1
y=(x-3) -8
De codrdinaten van de top zijn (— -8 )
y=x2—-04x+0,02

=(x — 0,22 — 0,22 + 0,02
y=(x—0,22—-0,04 + 0,02
y=(x-0,2)2-0,02
De codrdinaten van de top zijn (0,2; —0,02).

3x2x—7)=x2+3x+5
6x*—2lx=x2+3x+5
5x2—24x—5=0
D={~AP— - 5B T8
24 - \/F 24— 26 oF 24 ++0676 24+ 26

X = X—=

10 10 ‘ 10 10
x=—§0fx—5
(4x— 12 =49

dx—1=-Tofdx-1=7
4x=—-6o0f 4x=8

x=—150f x=2

(6—-2x)>=10

6 —2x =—10 of 6 — 2x =410
—2x=—6—~10 of =2x=—6 ++/10
x=3+1 00fr—3—-\j_
(10x+1)(3 6x)=0
10x+1=00f3-6x=0

10x =—1of —6x=-3
x=—]1f00fx=%

9x? - Tx =16

9x*—Tx—16=0
D=(-72—4-9+--16=625

+625 7+25  7-4625 7-25
s 13 9T s 18
x=1fof x=-1

x:
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41}

27 a

28 a
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(8 —3x)?=7(8 — 3x)
8—3x=00f8—-3x=7
3x=8of -3x=-1

x=2§0fx=%
16 —9x2=-20
—9x2=-36
KL=
x=—2o0ofx=2

(x—D@x+9)=(x—-1)7x-15)
x—1=00fd4x+9=7x-5
x=1lof —3x=-14
x=10fx=4%

Voor het domein geldt 3x — 8 2 0, dus het domein is [2%, =53,
Voor het domein van A geldt x2 — 15 > 0, dus het domein is

(e, —\15]UW15, =).

Voor het domein van k geldt x> + 15 > 0, dus het domein is R.
Uit 3y6x — 1 > 0 volgt m(x) = —15, dus het bereik is [-15, —).
Het domein van n(x) = 24x> + 5 is R, want x> + 5 > 0 voor elke waarde

van x.

Voor elke waarde van x geldt {x*> + 5> \B, dus n(x) = 2\6 en het bereik is

daarom [2y/5, —).

Voor het domein van p(x) = 30 — 64 — 9x moet gelden 4 — 9x > 0, dus

9x < 4. Het domein is ((—, g].

Voor elke waarde van x uit het domein geldt y4 — 9x = 0, dus

30 — /4 — 9x < 30. Het bereik is {«, 30].

44+1-2x=7
yl—2x=3

1-2x=9

—2x=28

x=-—4

Controle: x = —4 voldoet.
De oplossing is x = —4.

4x +41-2x=1
yl—-2x=1—-4x

1 -2x=(1-4x)?

1 -2x=16x2—-8x+1
16x2—6x=0
2x(8x—3)=0

2x=00of 8x—-3=0

x=0 Ofx=%

Controle: x = %Voldoet niet.

De oplossing is x = 0.

Uit y—3x+ 6 =0 volgt 3x =6, dus x =2.

—1+4x2+7=x
yx2+7=x+1
X+T=(x+1p7

WP T=x2+2x+1
2x=6

x=3

Controle: x = 3 voldoet.
De oplossing is x = 3.
gud— o= 3

Yt —3=x+3

X2 = 3= (x+3)
x2=3=x2+6x+9
6x=-12

x=-2

Controle: x = —2 voldoet.
De oplossing is x = —2.

Het gemeenschappelijke punt van de grafiek van fen de x-asis (2, 0).

—% -~ + % = —% 4 % =0, dus lijn k gaat ook door het punt (2, 0).

Examenvoorbereiding
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30

31

32

33

b

o o

n

Invoer: y; =4—3x+ 6 en y,(x) = —1,75x + 3,5
Venster: —1<x<3,-1<y<3

Optie: snijpunt geeft x = 1,02.

De gevraagde codrdinaat is 1,02.

Uit de gegevens is af te leiden dat de parabool door de punten (0, 0) en
(165, 0) gaat, en dat de top boven het midden tussen deze punten ligt.
De top is (82,5; 51,858).

Een vergelijking is van de vorm y = a(x — 82,5)? + 51,858.

Omdat de parabool door (0, 0) gaat, geldt 0 = a(0 — 82,5)* + 51,858 =0
ofwel

a-(—82,5)2+51,858=0

a-(—82,5)* = —-51,858

—51,858 —51,858

s o= =
Ba=Te252 82,5
L8 8.5+ 51,858
B= 82,52 (x ” ) 3
~51,858
y= T’Sl(ﬁ — 165x + 6806,25) + 51,858

y=-0,0076x>— 1,2572x — 51,858 + 51,858
y==0,0076x — 1,2572x
dus a=0,0076 en b = 1,2572.

fa(x)=0als x2— 11x+28 =0 of yx = 0.
Uit (x — 4)(x — 7) =0enyx =0 volgt x=0of x=4 of x=7.
De gevraagde x-coodrdinaten zijn 0,4 en 7.

Dat is het geval als x> — 11x + ¢ = 0 precies én oplossing (ongelijk 0) heeft.
De discriminant moet dan nul zijn, dus moet gelden (=112 —4-1-¢=0.

Dat is het geval bij 4¢ = 121 ofwel ¢ = 30 %.

Uit x2 = xy/x + 2 ofwel x x = x »\[x + 2 volgt x = 0 of x =+x + 2.
Uit x =4x + 2 volgt x> =x + 2 ofwel x> —x —2=0.
(x—=2)(x+1)=0dusx=2o0f x=-1.

Alleen x =0 en x = 2 voldoen.

De snijpunten zijn 4(0, 0) en B(2, 4).

De groeifactor per dag is 1,35 = 1342,80.
De groeifactor per kwartier is 1,35}I = 1,08.
De groeifactor per vijf minuten is 1,35% = 1,03.

De groeifactor per 13 minuten is 1,35é_3 = 1,07.

De groeifactor per 10 jaar is 1,025.

De groeifactor per 5 jaar is 1,0255' = 1,0124.
Na 5 jaariser 100 x 1,0124 = 101,24%.

Per 5 jaar is de toename 1,24%.

De groeifactor per jaar is 1,025% = 1,0025.

Na één jaaris er 100 x 1,0025 = 100,25%.

Per jaar is de toename 0,25%.

De groeifactor per 25 jaar is 1,025%° = 1,0637.
Na 25 jaariser 100 X 1,0637 = 106,37%.

Per 25 jaar is de toename 6,37%.
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De groeifactor per 100 jaar is 1,025'° = 1,28.
Na 100 jaariser 100 x 1,28 = 128%.

Per eeuw is de toename 28%.

2*=5 d 245 =17
x =log(5) 5 =13
74x =3
4x ="log(3)
=1 Tlog(3)
12-6%=48 e Zog(x+1)=5
6*=4 x4 1=
x = ®log(4) x+1=32
x=31
Fetl = f 3-‘log(x—4)=6
2x + 1 =3log(7) og(x —4)=2
2x=—143log(?) x—4=4
x=—%+%°3log(7) x—4=16
x=20
Slog(4) + log(8) = °log(32) d —2-3log(0,1) +3log(a) =
3log(0,172) + 3log(a) =
3log(100) + *log(a) = *log(100a)
Zlog(36) — *log(9) + 2log(5) = e —3+2-%og(%p) =
Zog(4) + 2og(5) = 2log(20) 4logE41‘)3) + 4Yog(81p?) =
“log(z7) + “log(81p%) =
812
“og(5) = log(157?)
510g(49) +2-3log(3) = f ®log(2a) + ®log(a + 3) =
510g(-492) +3log(3?) = Slog(2a+(a+3)) =
Slog(7) + “log(9) = Jlog(63) Slog(2a? + 6a)
§-4i+2=1 d 14-2- (g) =
23+ (22 =20 3. (%) =
- 1) _ 31
93 . 92v+4 = 90 (E =31
22547 = 0 x=zlog(3})
2x+7=0
Q==
X = —3%
L 5*3=5.(3) e 6-log(x+4)=5!
572+ 5543 = 514 (57T)x Sog(x +4) =1
1
572+ 5543 = 5157 x+t4=%
Sx+l = §-x+1 x+4=.\l§
x+1l=—-x+1 x=\[§—4
2x=0
x=0
3-774=30 f 12+2-log(x)=8
=9 =10 2-log(x)=—4
x — 4= "log(10) log(x)=-2
x =4+ "log(10) =102
_ 1
X = Too

Examenvoorbereiding
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37 a

38 a

39 a

Voor de x-codrdinaat moet de vergelijking 4 — 2°%~2 = 2 worden opgelost.
703x-2 = 9

20,3,17*2 - 21

03x—-2=1

0,3x =3, dus x = 10.

De x-codrdinaat van R is 10.

In punt Q geldt y =0, dus 4 — 2°3%~2 = 0 moet worden opgelost.

20,3x—2 =4

703x-2 = 92

03x—-2=2

4
0,3x =4, dusx=ﬁ: 13%en Q(13%,0)

De richtingscoéfficiént van de lijn QP is = —%, dus een vergelijking

31

vande lijn QP is y = —%x 45,

Invoer: y, =4 —2%3%~2en y, = —(3/8)x + 5

Venster: 0 x<15,0<y<6

Optie: snijpunt geeft x =4,2952... en y = 3,3892...

De codrdinaten van S zijn (4,30; 3,39).

Het functievoorschrift van g is g(x) = f(x + 20) + 10, dus
g(x) = 4 — 2036:+200-2 4 10

g(x) =14 - 20,3x+6‘2

g(x) = 14 _ 20,3x+4

glx) =14 —24-20.3x

g(x)=14—-16-2%* dusa=14en b =—-16.
x2—3x+3=(x— 1%)2—2}7+3=(x— 1%)2+%.

(x = 1%)2 > 0 voor elke waarde van x, dus x> — 3x + 3 > 0 voor elke waarde
van Xx.

De logaritme bestaat voor elke waarde van x en de grafiek heeft daarom
geen verticale asymptoot.

Uit Zlog(x* — 3x + 3) =0 volgt x> = 3x+3=1.

x2=3x+2=0

(x—=2)(x—-1)=0

x=2o0ofx=1

De grafiek van f gaat door (2, 0) en (1, 0).

De grafiek van g gaat door P(4, 0), dus de twee waarden waarover de grafiek
van f naar rechts kan worden geschoven zijn a =2 en a = 3.

Stel de groeifactor is g per jaar, dan moet gelden g'' = 2 dus is

g =21 =1,0650...

Het groeipercentage is 6,5% per jaar.

Dan is 500 - 1,034" = 750 ofwel 1,034" = 1,5.
log(1,5)

log(1,034)

Deze grens werd dus in het jaar 1993 gepasseerd.

Dit laatste geeft ¢ = 9%#log(1,5) = A

© Noordhoff Uitgevers bv
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40 Per 5 graden Celsius neemt de overlevingstijd met de factor 2 toe.
1
Per graad is de factor 25.

0,5
Bij 0°C is de overlevingstijd e = 0,25 uur.

Dus geldt Z=10,25- 27 en is de overlevingstijd bij 7= 17°C gelijk aan
Z(17) =025+ 217 = 2,6 uur.

41
hoek in graden 0 30 | 45 | 60 | 90 | 180

T T

ST

hoek in radialen exact ‘ 0 ‘ én

42 a f(x)= 3sin(x + %n)

a = 3 dus de amplitude is 3
2
b =1 dus de periode is -1£ =2n

d = 0 dus de evenwichtsstand is y = 0
b A(x)=—10+2sin(}x)
a = 2 dus de amplitude is 2

. 2
b= % dus de periode is l—ﬂ =4n

2
d = —10 dus de evenwichtsstand is y = —10
¢ k(x)=-3+cos(n(x—1))
a =1 dus de amplitude is 1

b = dus de periode is ?ﬂ =2

d = —3 dus de evenwichtsstand is y = =3
d m(x)=cos(1,5(x — 0,75m))
a =1 dus de amplitude is 1

2
b = 1,5 dus de periode is %= 1%7{

2

d =0 dus de evenwichtsstand is y =0

43 a —1<sin(4x)=<1
Het maximum van de functie fis 3 als sin(4x) = 1 dus als
4x = %n + k+ 2 ofwel x = %n +k- %T[ (met k een geheel getal).
Het minimum is —3 als sin(4x) = —1 dus als
4x = l%n: + k- 2n ofwel x = %n + k- %n (met k een geheel getal).
Binnen het interval [0, 2n]:

Maxima 3 voor x = %T[, x= gﬂ:, x= 1%7‘[ en x = 1%1‘[.
1

Minima —3 voor x = %n, x= %n, x= I%TE enx= %n.

b —1<sin(lx)<1
Het maximum van de functie fis 5 als sin(%x) = —1, dus als
%x= 1%n+k'2n0fwelx=3n+k'4n

Het minimum is 1 als sin(%x) =1 dusals

%x=%n+k°2ﬂ0fwe1x:n+k-4ft.

Binnen het interval [0, 2nx]:
Maxima 3 aan de randen van het interval [0, 27].
Minimum 1 voor x = .
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46

[«

(1] a n o

-

=5 u

~1ssin(x— 1in)<1

Het maximum van de functie fis 6 als sin(x = 1%7{) =—1.dus als
xX-— 1%11: l%n+k'2nofwe1x=3n+k'2n

Het minimum is 2 als sin(x = 1%11) =1 dus als

X= 1%n=%n+k-2nofwelx=2n+k-2n

Binnen het interval [0, 2n]:

Maximum 6 voor x = m.
Randminima 2 voor x =0 en x = 2m.

Stel f(x) =d + asin(b(x — ¢)).

Het maximum is 105 en het minimum is 35, dus de evenwichtstand

d= %(35 + 105) = 70 en de amplitude ¢ = 105 — 70 = 35.

2n 4

De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand in het punt (110, 70), dus
¢ =110.

Een functievoorschrift is f(x) = 70 + 35 sin(é—oﬂ(x = 110)).

De periode is 140 — 20 = 120, dus b =

sin(—l%ﬂ) = sin(én) = %

col )=o)

Stel g = nx.

Uitsin(q)=% 3volgtq:%n+k°2ﬂ0fq=%rt+k°2ﬁ.
ﬂx:%ﬂ+k°2ﬂ0fﬂx:%ﬂ+k'2ﬂ
x=%+k°20fx=%+k°2

De oplossingen op [0, 2] zijnx=%enx=%.
2(:os(x+n):\ﬁofwel cos(x+n)=%\/§

Stelg=x+m.

Uitcos(q)=% 2V01gtq:%n+k-2nofq=l%n+k~2n
x+n=}Tn+k'2nofx+T[=1%n+k'2n
x=-3n+k-2nof x+n=13n+k-2n

De oplossing op [n, 2n] is x = 1}771.

2sin(3x) = 1 ofwel sin(3x) = 1

Stel ¢ = 3x
Uitsin(q)=%volgtq:%ﬂ+k-2nofq=%n+k-2ﬁ
3x=¢n+k-2nof 3x=3n+k-2n
x=11—8n+k'%nofx=%n+k'%n

De oplossingen op [0, %T[] Zijn x = 11—87{ en.x = 15—871.
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d Ste1q=%x—%ﬂ
Uit cos(q)=—1volgtg=n+ k- 2n.
%x—én=n+k-2n
ix=lgn+k-2n
x=2n+k-dn
De oplossing op [0, 6m] is x = 2%11.

e 63in(2nx—%ﬂ)=30fwelsin(2nx—%n)=%
Stelq=2nx—%n
Uitsin(q)=%volgtq:%n+k-2n0fq=%n+k-2ﬂ
2‘1‘[.76—%T[:%T[+k'2ﬂ0f2ﬂx—%ﬂ:%ﬂ+k'2ﬂ
Zﬂ.XZ%ﬂ+k°2ﬂOf2ﬂx=1%T[+k'21‘[
x=3+k-lof x=3+k-1
De oplossingen op [0, 2]zijnx=%,x=%,x=1%enx=l%.

f 3+ 6cos(nx) =0 ofwel 6cos(nx) = —3, dus cos(nx) = —%
Stel g = nx.
Uitcos(q)=—%volgtq:%n+k-2nofq=1%n+k~2n
ﬂx:%ﬁ+k°2ﬂ0fﬂx:1%ﬂ'+k'2ﬂ
x=3+k-20fx=11+k-2
De oplossingen op [—n, 7] zijn
x=—2%,x=—1%,x=—%,x=%,x=l%enx=2%.

47 a De vergelijking 2 + 3 sin(ﬂ(x + ﬁ)) = % moet worden opgelost.
3 sin(n(x + i)) = 1%
sl + ) =4
Stel g = Tr(x + %)
Uitsin(q)=%volgtq:én+k-2nofq=%n+k-2ﬁ
TE(X+%):%T[+k'2f[0fﬂ(x+%):%ﬂ+k'2ﬂ:
x+i=g+k-20fx+3=3+k-2
x=-L+k-2of x=L+k-2
De oplossingen op [0, 2] zijnx=%enx=1%.

2
b De periode van gis4, dusr= Tﬂ =

De grafiek van f heeft een maximum 5 als Tr(x + }T) = %n
1 _1
X+ gM= 57
=1
TR0
xX= ﬁ, dus (i, 5) is een hoogste punt van de grafiek van g, dus s = %.

De amplitude van fis 3, dus de amplitude van gis 2 + 3 = 6, oftewel g = 6.
De evenwichtsstand van gis y=5—-6=—1,dus p=-1.
Samengevat: p=-1,g=6,r= %n ens =

Bl
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48 a De vergelijking 1 + 2005(2x + %T[) = 0 moet worden opgelost.

2c0s(2x + %n) =-1

L y—-_1
cos(2x + gn) ey

Stelq=2x+%n.

Uit cos(q)=—%volgtq:%n+k-2n of g= l%n+k-2n.
2x+%n=%n+k'2nof2x+%n=1%n+k'2n
2x=%ﬂ+k-2ﬂ0f2x=n+k°2n
x=%n+k'nofx=;1—lrr+k'n

De x-codrdinaten van P, O, R en S zijn respectievelijk

_1 1 =i 1l
X=gmx=sm k= len enx= I

PS= 1%1‘[—%11': I%Tren OR= léﬂ—%ﬂz%ﬂ.
1
De waarde van a = L. 13_11:
OR I
b g(x)=1+ 2003(2x + %n) -2+ 5cos(2(x — %n))
glx)y=-1+ 200s(2x + %n) + SCOS(Z(x — %n))

. 5 i . 2n
De periode van beide termen met een cosinus is N =m,dusr=2.

Invoer: y; = -1+ Zcos(Zx i+ %n) + 5005(2(x = %n))

Venster: 0 < x <2n, =5<py<5

Opties: maximum en minimum geven twee opeenvolgende toppen

(0,6369; 2,4175) en (2,2077; —4,4175).

Hieruit leid je af dat de evenwichtsstand gelijk is aan

24175+ -4,4175 = 1, i,
2

De amplitude is 2,4175 — =1 = 3,4175, dus g = 3.418.

Eris een hoogste punt bij x = 0,6369, dus s = 0,637.

49 a De vergelijking —1 + sin(2x - %T[) = —% moet worden opgelost.
sin(2x - %n) = %

Stel g =2x — %TE.
Uitsin(q)=%volgtq:én+k-2nofq=%n+k-2n
2x—%n=%n+k-2ﬂof2x—én=%ﬂ:+k°2n
2x=%ﬂ+k-2ﬂ0f2x=n+k°2n
x=%n+k-ﬂ0fx=%n+k°n
De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn
x=%n,x=%n,x= lénenx= 1%7{.

b De vergelijking —1 + sin(2x = én) = 0 moet worden opgelost.
sin(2x = én) =1
2x—én=%n+k'2n
2x= %T[ +k2n

x= %n + k * 1, dus de codrdinaten van A zijn (%n, 0).

04

Overstaande hoeken zijn gelijk, dus £0AB = 75° en cos(75°) = —.

AB

1
Ewld
ol ~ 4,05,
cos(75°)  cos(75°%)

Daaruit volgt AB =

© Noordhoff Uitgevers bv
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50 a

51

52

B3 a

120
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. . . . T 1
De periode van f'is nt, dus de periode van g is 33"

Dat betekent dat b = 2% = 6.

1_
§T[
De amplitude van f'is 1, dus de amplitude van g is %.

Dat betekent dat a = % of a= —%.

flOy=-1+ sin(—éﬁ) = —1%, dus (0, —1%) is een laagste punt van g.

Mogelijke waarden zijn a = _:IT= b=6end= —1‘11.

Tot 11 uur is er elk uur een toename.

Van 11 naar 12 uur is de eerste afname.

De waterhoogte bereikt tussen 11 en 12 uur, bijvoorbeeld om ongeveer 11.15
uur, een maximum.

De toenames bij 9, 10 en 11 uur zijn even groot.

Dit betekent dat de groei in de periode van 8 tot ongeveer 11 uur lineair is.
Van 07.00 uur tot 13.00 uur is de waterhoogte in totaal
1,5+0,5+0,5+0,5—1-2=0 meter gestegen.

Om 13.00 uur staat het water opnieuw 3 + 0 = 3 m hoog.

5(6) = s(3) _ 400+ 2,36 — 400+ 2,33

6—3 3 =~ 18116 meter/uur.

De gemiddelde snelheid is

Neem het interval [1; 1,001].
Af A3-1001+6-43-1+6

Danis—-= =0,499... en
Ax 1,001 =1
1 21,12
Ag 7° 1,001 1'1
—= =0,50025.
Ax 1,001 =1 ’

De helling van beide grafieken is bij x = | ongeveer 0,50. De grafieken lopen
bij x = 1 dus even steil.

f(x):x3+\ﬁ=x3+x% e t(x):%=3(4x—5)“
Flx)=3x*+ %x‘% #(x) = —3(4x - 5)2+ 4

1) = - . -12
=3 o )= Gz —sp

g(x)=8x(x—7)

2(x) =8x2 — 56x
2(x)=16x— 56

h(x) = 8xyx = 8x12
K(x)=8-1L-x1=12yx

k(x)=5 +%= 5+ 3x72
X
K(x)=—-6x3= =9

3

Examenvoorbereiding

(x)=@x+3)-(2-x)
(x)=-4x2+5x+6
I(x)=-8x+5

m(x) = 7(5x + 4)?
m(x)=7-3(5x+4)>-5
m'(x) = 105(5x + 4)?

n(x) =412x — 7 + 5x3

n(x) = 4(12x — 7)]5 % St
W(x)=4-5(12x = 7)77- 12 + 1522

n(x)= %
o12x -7

+ 15x2
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54 a

55

56

57

= (7 — 572

p(x)=6x-(1+%) j oulx)=

(7 —Bx)?
24
P(X) = 6x + = = 6x + 24yx

\{)_‘
24 12 10
'd :6+—:6+— "J = e—
P) W)= s

A
f(x)=3x+42x+9

wW(x)=-2-(7T-5x)3--5

f(0)=0 +\]§: Jeny= 3%-0+ 3 =3, dus zowel de lijn als de grafiek van f

gaan door het punt (0, 3).

2 1
xy=3+ =3+ \
169 242x+9 Y2x+9

dus f7(0) =31,

De helling van de grafiek van fin (0, 3)is 3 %, net als de richtingscoéfficiént

vandelijn y = 3%x + 3.

De lijn y = S%x + 3 raakt de grafiek van f'dus in (0, 3).

De richtingscoéfficiént is /7 (—2%) =3+

Invullen van het punt (—2 %, =5 %) in de vergelijking y = 3 %x + b geeft
1_ 51 1
—55— 35‘ —2§+b.
N I |
b= —55 + SZ = 31

Een vergelijking van de raaklijn is y = 3%){ + 3%.

) = LN PN - Fery gl - _3l
f(x)—3+\lm—34geeft 2x+9=4dus2x+9=16enx=33

f(30)=3-31+y7+9=10{+4=14}
(3%, 14%) invullen in y = 3%3{ + p geeft 14%= 3%- 3%+p dus p= 3%

1 - —— . + !
Uit f(x) 02x + 1 12+(0,2x + 1)~ volgt
F)=12-=1-(02x+1)2-02 = 24
=12 —1-(0.2x P

4 T 0.2x + 1)

—24 24 24

De helling is /(5) = A LA A '
chellnes D =G5 +1F G+1F 4 ’
. ) 24 ) 24
U1tf(x)=2x—24x3=2x—x—3volgtf(2)=2'2—§=4—3=1.

De vergelijking van de raaklijn is van de vorm y = x + b.
Invullen van (2, 7) geeft 7=2+ b dus b = 5.
Een vergelijking van de raaklijn is y = x + 5.

f=%3(x-121-1=2(x-1P-3

Eerst oplossen waar de helling 3% is, dus 2(x — 1) — % = 3%.
2x—1)2=4

(x—172=2

x—l=—2of x—1=42

x=1-y20f x=1+42

De grafiek van f” is een dalparabool, dus de afgeleide is groter dan 3% als

x<l=—\2of x>1+42.

© Noordhoff Uitgevers bv
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f@=3-672=3-

2 6
f(x)=0als e dus als 2x> = 18 ofwel x2=9
X

Dit geeft x =3 of x=-3.
De codrdinaten zijn A(—3, —4) en B(3, 4).

59 De helling in de punten P en Q is gelijk aan de helling van /, dus 1.
Losop f(x)=1.
3

f(x)=(9x =27y, dus f(x)=LOx-27)F-9=——
; (9x —27):
Omdat /(x) = 1 moet gelden (9x — 29)5 = 3.

2
Invoer: y, = (9x—27)ien y, =3
Venster: 0<x<6,0<y<5
Optie: snijpunt geeft x = 2,42 of x = 3.58.

De x-codrdinaten van P en Q zijn respectievelijk 2,42 en 3,58.

=2

(2x—3)2_1

60  f(x)=(x-3)'-x-ldus f(x)=-Qx-3)2-2-1=

7, = _
De helling van O4 is ook —3, dus dat is dezelfde lijn.
De raaklijn k£ gaat door de oorsprong.

I = =3, dus de helling van de raaklijn k£ in 4 is —3.

61 a ¢g=-02p+13 d 2p—3:4q+5
&p 7
g—13=-0,2p 2p—3)-7T={Ag+5-8p
-5(¢-13)=p 14p — 21 = 32pq + 40p
p=-5¢+6,>5 =21 =32pgq + 26p
=21 =p(32g + 26)
=21
P= 30+ 26
b 3p+12g=16—p e 13p—4(g+2)=pg
4dp=—12¢ + 16 13p —pg=4(g + 2)
p=-3¢+4 13p—pg=4g +8
p(13—g)=4qg+38
_4g+8
p_13—q
5
c ;=3q+1 f 03¢g+12pg—45=0
5=Bg+1)-p 1.2pg =—-03q +4.,5
5 _—0,3q+4,5
3g+1 * = 1 g
5 _45-3¢ 15-¢q
P34+ ™y T g
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62 a

63 a

64 a

Pq

154+ 9¢g=
o 2g—1

(15+9¢) (29 — 1) = pq
(15+99)(2g — 1)
=p

q

d q

15
p:18c]+21—?

at+3b=6enb=8—-2p.
Substitutie geeft a + 3(8 — 2p) =6 dus a + 24 — 6p = 6 ofwel a = 6p — 18.

%=10+3benb=5p+1.

Substitutie geeft

_ 184+ 21g - 15

a
=10+ +
=2 10+ 3(5p + 1) dus

7q—3p_i

p+8 3

4+ (p+8)=(1q~

3p)-3

4p+32=21g—-9p

13p =21¢g — 32

_2g—32

# 13

a
Sp+1

a=(15p+13)(5p + 1) dus a = 75p> + 80p + 13.

2b+3ab=20en b =6p

Substitutie geeft 2« 6p + 3a+ 6p = 20 dus 12p + 18ap = 20.

Danis6p+9ap=10enis 9ap=—-6p+10dusa=

b—a=henb=p-1
Substitutie geeft p—1—a=(p—1P>dusp—1—-a=p>—-2p+1.

9p

Dus —a=p?—3p+2ofwela=—p>+3p—2.

2log(a) + *log(h) =3

Zlog(ab) =13
ab =23

a+%logh)=5
1 3logh)=5-a

log(h) =10 — 2a
b= 310-2

4 —2log(p+1)=3
—log(p+1)=—4¢g+3

Zog(p+1)=4g-3

p+1=2%73

p=243-1

© Noordhoff Uitgevers bv

C a+4=04bbi-

a+4=04p%
2,50+ 10 = h%

1

b=(2,5a+ 10)%
b= (2,52 + 10)"

Wa+16a—2b=

—6p + 10

= 15p + 13 ofwel

1

b3

0

Wa+4a—-2b=0

TNa—2b=0
2b="Ta
b=31a

(g=6){2p =1
1
5
2p=——
L2p —
1 5
p=l—
r (q—ﬁ)
_ 1
P= g -6y
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65 a 9"'(\5)5’:% c %\IE— a+3=0
(32)e« (3)p = 371 Wb=va+3
32 3ob = 371 h=4a+12
32a+%b:3*1 %b=a+3
2a+ibh=-1 h=da+12
1b=-2a-1
b=—4a-2

b 2¢-8=(1) -4 d \Ba—20b=0
2a.23:(2—1)b.(22)a Z\IE:@
2u+3:2—b.22a 4b:3a
Dat3 = 9=h+2a b= %a
a+3=—-b+2a
b=a-73

66 K =log(4)+ 1,6log(D) - 0.15
K =log(A4)+ log(D"%) + log(107%15)
K= log(loAO,IS e A- D],ﬁ)
dus p=10"2%=0,7en ¢ = 1,6.

700
67 a 10cm betekent LZ=0,1 dus S = e 70 000.

£l

700
50 cm betekent .= 0,5 dus S = 05 =2800.

H

Het aantal diersoorten van 10 cm lang is = 25 keer zo groot als het

2800
aantal diersoorten van 50 cm.

700

b S=E
700
log(S) = log(F)

log(S) = log(700) — log(L?)
log(S) = log(700) — 2log(L)
p=1log(700)=2,85en g = 2.

68 a Vulinformule 1 voor de beginsnelheid b = 25 in.
h=0,707-25-t—491-¢
h=13,675t—491- £
h=0geeft 13,675t —4,91- =0
1(13,675-491-1)=0
t=00f491-1=13,675
t=0o0f r=3,5997...
De speer is na ¢ = 3,5997... seconden weer op de grond.
De geworpen afstand is d = 0,707 - 25 - 3,5997... = 64 meter.
b Invullen van formule (3) bij formule (1) geeft

h=0,707h - d - 491 d_|’
e 0,7070 10,707k

4,91d2
0.4998...h>

2

9.8d 9.8
h=d- ’b2 ofwel}‘zza,'—?-d2
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69

70

Al

log(W)=0,075N + 0,4
W= 1000TN+04 = 104 [QOOTSN = 104 . (100075)V

Dusish=10"=25enis g= 10" = 1,2.

ZCAB = ZCEB = 50° (basishoeken in een gelijkbenige driehoek).
LACD = ZCAB = 50° (Z-hoeken), dus £ACD = 50°.

— N W LU Oy N

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

) ) 2+9 8+3
Het midden van BC is het punt D(T, T) = (5%, 5%)

ap=A(s5 =1 +(s1-1P= (4l + () =412 en uz=24D=32.
Het middelpunt van de omgeschreven cirkel is het snijpunt van de
middelloodlijnen van de zijden van de driehoek.

y

—- N W U Oy ~

0 1 2 3~4 567 8 9

Het middelpunt van de ingeschreven cirkel is het snijpunt van de deellijnen
van de hoeken van de driehoek.

¥

—_ N W A U Oy N

o
-
o
w
=~
v
=)
~
oo
=]
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72 a Waar, want elke ruit is een vlieger want een ruit is symmetrisch in de beide
diagonalen en niet elke vlieger is een ruit want een vlieger heeft in principe
maar één symmetrieas en een ruit heeft er twee.

b Waar, want als van een parallellogram alle hoeken even groot zijn dan zijn
deze 360° : 4 =90°, dus is die vierhoek een rechthoek.

¢ Waar, want als van een ruit alle hoeken recht zijn is er sprake van een
vierhoek waarvan de zijden gelijk zijn en alle hoeken 90°, dus is het een
vierkant.

d Waar, want als een trapezium A4 BCD een vlieger is dan snijden de diagonalen
AC en BD elkaar loodrecht.
Symmetrie in AC geeft dat AB= ADen BC = CD.
Omdat AB// CD is volgt ZBAC = ZDCA (Z-hoeken).
Dus de overstaande zijden zijn evenwijdig en ABCD is een parallellogram.
0ok geldt AB= AD = BC= CD dus ABCD is een ruit.

73 a AABS~ACDS dus maak een verhoudingstabel:
zijden AABS ‘ AB=6 ‘ AS=...
zijden ACDS | CD=4 | CS=...
CS:AS5=4:6.
Daaruit volgt AS = % cAC= % . 3\6 = %\ﬁ = 1%\/5.
b CS=15+AC=1-3{5=15.

BC 3
¢ tan(£BDC)=——=—dus LBDC=36,9°=37°en
DC 4
ZDBA = ZBDC (Z-hoeken), dus ZDBA = 37°,

d ZCBS=90°—- £ZDBA=90° —36,9° = 53,1°.
ABSC is gelijkbenig want BS = BC = 3, dus ZBSC = %(180" — ZCBS) = 63°,
(Dat de hoekensom niet uitkomt op 180° wordt veroorzaakt door het
afronden.)

BP=162+32=\45=19:5=3\5
b AP=+AD>+ DP>=6+ 5> =61
AS bereken je met een verhoudingstabel, want A4ABS~ ACPS met AC = 10.
De verhoudingstabel is
zijden AABS ‘ AB=8 ‘ AS= ...
zijden ACPS | CP=3 | CS=..
CS:AS=3:8,dusAS=£-4Cc=2-10=8=72
d ADQP~AADP (gelijke hoeken)

74

zijden ADQP ‘ DQ=... ‘ DP=5
zijden AADP | AD=6 | AP=+61

61
DQ-+/61 =56 dus DQ =22 =2 B 61

1 o1 yer ol
_DE 5 "
e tan(£PAD)= A0 & dus ZPAD =40
f £ZDPQ=90° - ZLPAD =50°

BC 6
g tan(£BPC)= PC = 3 =2dus £LBPC=63,434...°

. AD 6
tan(£DCA)=—=—dus £DCA = 36,869...°
DC 8
Daaruit volgt ZASP =63,434...° + 36,869...° = 100°.
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75

76 a

77 a

78 a

De oppervlakte van de cirkel is  + 4> = 16m.

De hoogte van een gelijkzijdige driehoek met zijde 4 is V4> — 22 = \fﬁ = 2\6 .
De oppervlakte van de zes gelijkzijdige driehoeken is 6 - % 4. 2\5 = 24\6 :

2443

167

De oppervlakte van vierhoek ABCP = % +8:6+ % +3-6=33.
De oppervlakte van driehoek APC = % -

De hoogte van drichoek 4BS is 18—] -6 = 17 en de oppervlakte van drichoek

_1 48 _ 192 _ 145
ABS—E'S'H_T_ 17ﬁ.
De oppervlakte van vierhoek ASPD = opp.(ACD) — opp. (PSC) =

1 1 3 & 2T 6
5'6'8—5'3'ﬁ'6—24—ﬁ—21ﬁ.

De straal van elk van de kwartcirkels is 2.
De omtrek is 10 +3+3+6+1-21-2=22+ 21 =~ 28,3 cm.
De oppervlakteis 10-3 +6-2 +2-‘1¢n- 22=42 4 2n ~48cm?.

a b 8.2

ZB=180° — 60° — 75° = 45° = =
*1 §in(60°) ~ sin(45°)  sin(75°)

) 8,2 + sin(60°) 8,2+ sin(45°)
Ditgeefta=—————=74enb=————""=6.,0.
sin(75°) sin(75°%)
18,3 15 . 18,3 - sin(45°
= volgt sin(£B) = —() 0,862... dus

Uit =
tSn(ZB)  sin(45°) 15
Z/B=60° of ZB= 180 — 60 = 120°.

ZC=180° —45° - 60° =75° of LC= 180° —45° — 120° = 15°,

; e 15 15« sin(75°)
In het eerste geval is Sn(75) = Sn(d5°) dusc= Wz 20,5.
In het tweede geval is < = 5 dusc= M =5.5.
sin(15°)  sin(45°) sin(45°) ’

b?=572+932-2-57-9,3cos(30°) =27,1639... dus b = 5,2.
v is zeker scherp, want ¢ < a.

U 32 5T . _57:sin(30%)
It nG0%)  sin(y YOIESINM =

5,2
o= 180° —30° —33°=117°.
B =180° — 100° — 35° = 45°
125 = @& ¢
sin(45°) sin(35°) sin(100°)
g _ 12,5~5in(35%) 10 _12,5-5in(100°) i74
W= gn@sy 0 T T @y T
BC?=8,32+4,12-2-8,34,1 - cos(120°) = 119,73... dus BC = 10.9.
.41 10,9 i 4,1 -sin(120°)
Uit — =— volgt sin(£C) = ———=10,324...
sin(Z£C)  sin(120°) 10,9
dus ZC=19°en ZB= 180° — 120° — 19° = 41°.
.41 8.3 i 4,1 -sin(120°)
Uit — =— volgt sin(£C) = ———=10,4277...
sin(Z£C)  sin(120°) 8.3
dus ZC=25°.

ZB=180°—120° — 25° = 35°.

Uit AC?=4,12+8,32—2+4,1 - 8,3 - cos(35°) =29,948... volgt AC=5,5.

© Noordhoff Uitgevers bv

=0,82699... dus 82,7% van de cirkel wordt bedekt door de zeshoek.

=0,548... dus y= 33°.
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79

80

81 a
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Gebruik de cosinusregel in drichoek ABC:
82=112+5-2-5+11+cos(£LA)
110+ cos(£A) = 82, dus cos(LA4) = %

AD 82 82 41
cos(£A) = = dus AD=75 -m: Z: T
Uit DE//BC volgt dat AADE~ AABC, dus % = };—]1)
_ 84D 8 41

DE= =1 T

Stel 7'is het punt aan het eind van de eerste 300 km.
Danis ZSLT =342° —310° =32° en is
TS =300+ 3152 —2-300 - 315 - cos(32°) = 28943,909....
Dus is 7S = 170,13 km.
De omweg is ongeveer 470,13 km.
Dit is 155,13 km langer dan de rechtstreekse route.

. 155,13
Uit

470,13

=(),3299 volgt het gevraagde: 33%.

Pas de sinusregel toe in driehoek ABC:
5 6 i _ 6-5in(55°)
Sin(55) = Sn(ZACB)’ dus sin(£LACB) = —s - 0,98298...
ZACB=79.415° of ZACB =180 — 79,415 = 100,585°
ZACB is stomp, dus ZBAC = 180 — 55 — 100,585 = 24.415°.
Stel de punten waar de verticale lijn uit C en D snijden met AB zijn E en F.

h
57 sin(24,415°), dus h = 5 - sin(24,415°) = 2,0667...

AE2+ 12 =52, dus AE2 =25 h?~20,73 en AE~4.55
AFr+ 2 =32, dus AF?=9—-?=473en AF=2.17
CD=FEF=455-2,17=2,38

. .. 6+ 2,38
De oppervlakte is gelijk aan 2,0667 - —5 " 8,7

Vierhoek APED is een vlieger met £P = £D = 90°.

De lijn AE verdeelt de vlieger in twee rechthoekige driehoeken.

Omdat £LZDAE = ZPAE =25°is DE= PE = tan(25°) immers AP=AD=1.
De oppervlakte van APED =2 - % *AD+DE=1-tan(25°) = 0.47.

Pas de cosinusregel toe in driechoek 4BP.

BP?=AB*+ AP> =2+ AB+ AP+ cos(£LBAP)
BP2=12+12-2-1-1"cos(90° — ).

BP=0,6dus 0,36 =2 —2-cos(90° — o)

2+ cos(90° — o) = 2 — 0,36 ofwel cos(90° — or) = 0.82.

Uit 90° — oo = cos 71(0,82) = 35° volgt o = 55°.

k: it 10x — 5y =7 volgt =5y = —10x + 7 dus y = 2x — 13,
piuit3x+6y=—-5volgt6y=—-3x—S5dusy= —%x = %.

g: uit 3x + y = 10 volgt y = —3x + 10.

De lijnen k en p staan loodrecht op elkaar want 2 - —% =-1.
(De lijnen / en g zijn evenwijdig)
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84 a Uit8x—4y=7volgt —4y=-8x+7dusy=2x— 1%. De richtingscoéfficiént
van lijn /is 2.
b De richtingscoéfficiént van de loodlijn is —%.

Invullen van (4, =3)in y = —%x + b geeft —3 = —% 4+ hdush=-1.

De vergelijking van de loodlijn is y = —%x ~ L.

cer . .. - 1
85 a De vergelijking van lijn / herschrijven geeft y = $x + 3.
De lijn loodrecht hierop door P(0, 9) heeft vergelijking y = — l%x +9.

Voor het snijpunt van de beide lijnen geldt _%x + % = —l%x +9.
Links en rechts keer 6 geeft 4x + 2 = —9x + 54 dus 13x = 52 ofwel x = 4.
Danis y = —1% -4+ 9 ofwel y = 3 en is (4, 3) het snijpunt.

De afstand van P tot lijn /is d(P, 1) = V42 + 62 =52 = 24/13.
b Een willekeurig punt op lijn n is bijvoorbeeld P(0, 2).
Een loodlijn op lijn n door P(0, 2) is dan y = —%x +2.

Nu het snijpunt van de lijnen y = —%x +2en y=3x — 2 berekenen.
Uit —fx +2 =3x — 2 volgt —x + 6 = 9x — 6 dus 10x = 12 ofwel x = 1%.
Danisy=3- 1% -2= I% en het snijpunt (1%, 1%)

De afstand tussen de lijnen is d(m, n) = \f(%)z + (%)2 = \1362; A= %\l@ = %\@

86 a Herleid 5x —2y=10tot y=21x-5.
De richtingscoéfficiénten zijn 2% en 3.

Stel de hoeken die de lijnen met een horizontale lijn maken zijn o en f3.
tan(oy) = 2% en tan(B) = 3, dus o= 68,2° en B = 71,6°.
De hoek tussen de lijnen is 71,6° — 68,2° = 3°,
b Uit6y+x=1volgty= —%x + % en uit 7y — 2x =4 volgt y = %x + %.
tan(o) = é en tan(f) = %, duso=9,5en f=159°.
De ene lijn stijgt en de andere daalt, dus de hoek is 15,9 + 9,5 = 25°,
¢ Herleid x=2y—8tot y = %x +4.
De richtingscoéfficiénten zijn % en —2.

De hoek tussen de lijnen is 90° want =2+ % =-1.

87 a y=1-3xinvullen in de tweede vergelijking geeft 9x — 2(1 — 3x) = 13, dus
9x— 2+ 6x =13 ofwel x = 1.
Dit laatste invullen in y = 1 — 3x geeft y = —2.
De oplossingis x=1en y = —2.
b a= %b — 7 invullen in de eerste vergelijking geeft 7(%.6 = 7) +3b=-10, dus
31h-49+3p=-10.
Danis6%b=39dusb=6ena=%°6—7=—4.
De oplossing is a = —4 en b = 6.

88  f(2)=2geeftda+2h+2=2en f(-1)=8geefta—b+2=28.
4a+2b=0 1{2a+b=0

a—-b=6 a—b=6

Invullen vana=h+6in2a+h=0geeft 2b+ 12+ bh=0,dus3h=-12en

bh=—4.

De oplossingisa=2en b= —4.

Dit kun je herleiden tot het stelsel {
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3x+2y=7 3x+2y=17 fwel 3x+2r=7
S(x—1)=2(x— ¥) Sx—5=2x—2p 0 " |3x+2y=5
Dit stelsel correspondeert met twee evenwijdige lijnen en heeft geen
oplossing.
{y B }Ex it herleiden tot {4y =TEs ofwel {—7x e
x=zy+4 Tx=4y+28 Tx —4y =28
Dit stelsel correspondeert met twee samenvallende lijnen, dus er zijn
oneindig veel oplossingen.

x+y=3
{‘C , 3 herleiden tot {

herleiden tot {

y=—x+3
x—y= y=x-3

De corresponderende lijnen staan loodrecht op elkaar, dus er is één
oplossing.

y=2x+ 2 invullen in de eerste vergelijking geeft 4x — 2(2x + 2) = 5 ofwel
dx—4x—4=5dus —4=>5.

Dit is niet waar, dus er is geen oplossing.

Je kunt schrijven (x +4)> + (3 — 0)*> = 5> dus de straal is 5 en het middelpunt
is (—4, 0).

Kwadraat afsplitsen geeft (x — 12)*> + (v — 4)>— 16 = 0, dus

(x =122+ (y—4)*=16.

De straal is \lﬁ = 4 en het middelpunt is (12, 4).

Kwadraat afsplitsen geeft (x + 5> — 25+ (y + 2)> — 4 = 1 ofwel

(x+ 572+ (y+ 2)*=30.

De straal is \@ en het middelpunt is (=5, —2).

Kwadraat afsplitsen geeft (x - 2%)2 - 6% + (y - 3%)2 - 12% = 10 ofwel
(x-24P (s =31 =201,

De straal is \128% en het middelpunt is (2%, 3 %)

Kwadraat afsplitsen geeft (x + 2%)2 = 6% +(y—3)2—-9+16 =0 ofwel

(x + 2%)2 +(y-3)2= —%. Dat zou betekenen dat > = —% en dat kan niet.

x = =3 invullen in de vergelijking van de cirkel geeft (=3 + 1)2+ (v — 4)2 =40

(y—4y =36
y—4=—6ofy—4=+6
y==2ofy=10

De snijpunten zijn (—3, —2)en (-3, 10).

x =1 =5y invullen in de vergelijking van de cirkel geeft
(1-5y—-4y+(y—-2=13

(=5y =3 +(y—-2P’=13

252+ 30y +9+ )2 —4dp+4=13

2612+ 26y =0

y=0ofy=-1

x=1-5-0=lofx=1-5--1=6

De snijpunten zijn (1, 0) en (6, —1).

y=x+ 3 invullen in de vergelijking van de cirkel geeft
x4 (e +3P=9

2x24+6x=0
2x(x+3)=0
x=0of x=-3

y=0+3=30fy=-3+3=0
De snijpunten zijn (0, 3) en (=3, 0).

Examenvoorbereiding
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Invullen van y = 2x + 3 in de vergelijking van de cirkel geeft

x4 (2 + P~ 6x—~T=0

X2+4x2+ 12x+9-6x—7=0

5x¢+6x+2=0

De discriminant van deze vergelijking is 6> — 4 +5+2=36—-40=—-4<0.
Er zijn geen oplossingen, dus ze hebben geen punt gemeenschappelijk.

2-1 1

—1-5 3

Het middelpunt is M(2, 1). Lijn MP heeft richtingscoéfficiént

dus de raaklijn heeft richtingscoéfficiént 3.

Invullen van P(—1, 2)in y =3x + b geeft h = 5.

De raaklijn heeft vergelijking y = 3x + 5.

Uit x2+ 32— 10x—4y+20=0volgt (x — 5> - 25+ (y—2)*—-4+20=0
ofwel (x — 5+ (v —2)*=09.

Het middelpunt is M(5, 2). Lijn MP is verticaal, dus de raaklijn is de
horizontale lijn door P(5, 8).

Een vergelijking van deze raaklijn is y = 8.

Uit 3x + 2y =23 volgt vy = —I%x + 11%. Dit invullen in de vergelijking van
de cirkel geeft (x — 1) + (—1%x + 11% = 1)2 =25.

X2=2x+ 1+ (=1hx+104f =25

X2=2x+1+25x2=313x + 1105 =25

35x2-335x+865=0

13x2—134x+345=0

De discriminant van deze vergelijking is D = 134* — 4+ 13- 345 = 16.
Dus zijn er twee oplossingen en snijdt de lijn de cirkel.

Bereken eerst de afstand van het middelpunt (1, 1) tot de lijn k: y = x — 8.
De lijn door het middelpunt loodrecht op k heeft vergelijking y = —x + b.
Invullen van (1, 1) geeft b= 2.

Delijn y=—x+ 2 snijden met y=x —8 geeft —x+2=x—8dusx=5en
y=-3.

De afstand van (1, 1) tot (5, =3) is (5 = 1)> + (=3 — 1)2 =132 = 4/2.

De straal van de vergrote cirkel is 4\/5.

Invullen van y = ax in de middelpuntsvergelijking geeft
(x—2+(ax—6)2=20

22— x4 +a?x? —12ax+ 36 =20

@+ DHx2+(-12a—4)x+20=0

Om te raken moet de discriminant gelijk zijn aan 0, dus
(—12a—4>-4-(a*+1):20=0
(—12a—42-4+(@*+1):20=0

14442 4+ 964 + 16 — 8042 —80=0

64a> + 96a — 64 =0

2a°+3a—-2=0

(2a — 1)(a + 2) = 0 (of gebruik de abc-formule)

a= % ofa=-2
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De afstand van Q tot het middelpunt (5, 4) is 3% + 62 =45 = 35
De straal van de cirkel is @ = 2\[5.

De afstand van Q tot de cirkel is 3\6 = 2\5 = \ﬁ

De middelpuntsvergelijking van de cirkel is

(x =12+ (y—42=1+16-12=5, dus de straal is y/5.

De afstand van Q tot het middelpunt (1, 4) is {82 + 4% = /80 = 44/5.
De afstand van Q tot de cirkel is 445 — /5 = 34/5.

De middelpuntsvergelijking van ¢, is (x + 1)* + (y — 1)> = 2, dus het
middelpunt is (—1, 1). Het middelpunt van ¢, is (4, 6).

De afstand tussen de beide middelpunten is

V(4= =17+ (6~ 1) =450 = 5\2.

De straal van ¢, is y2 en de straal van c, is 8 = 2y/2.

De afstand tussen de beide cirkels is 5y2 — 2 — 242 = 22.

Het middelpunt van de cirkel is (0, 0) en de straal is y20 = 2/5.

Lijn / heeft vergelijking v = —%x + 7%.

De lijn loodrecht op ! door (0, 0) heeft de vergelijking v = 2x.

Deze lijn snijden met / geeft 2x = —%x + 7%, dus Z%x = 7% ofwel x = 3.
Danisy=2-3=6

De afstand van (0, 0) tot (3, 6) is /32 + 62 = /45 = 3\/5.

De afstand tussen de cirkel en de lijn is 345 — 245 = \6

Het middelpunt is (=2, 4) en straal is @ = 2\/5.

De lijn loodrecht op / door (=2, 4) heeft vergelijking y = —2x + b.
x=-2eny=4invullen geeft 4 =-2--2+ b dus b =0.

Deze lijn snijden met / geeft —2x = %x = 7%, dus x=3. Danis y = —6.

De afstand van (—2, 4) tot (3, —6) is (3 — —2)> + (—6 — 4)> =125 = 5/5.
De afstand tussen de cirkel en de lijn is 55 — 245 = 3\5.

Substitutie van y = —%x +5in x?2 + 32 =9 geeft

x2+ (—%x +5)2=9 ofwel x2 + gsz —%x +25=9

Zg—sxz—%x+ 16=0

25x% = 120x + 144 = 0 (vermenigvuldigd met 9)

De discriminant is D = (—120)> — 4+ 25 144 = 0, dus er is slechts één
gemeenschappelijk punt wat betekent dat de lijn / raakt aan cirkel c.
De straal is 3 dus de codrdinaten van A zijn (0, —3).

Uit 0= —3x + Svolgt 3x=5,dus x =3+ 5 = 32,

De codrdinaten van B zijn (3 3—1, 0).
0--3_3
32-0 32

De richtingscoéfficiént van & is

Het product van de richtingscoéfficiénten van k en / is —% . % = —% en dat is
niet gelijk aan —1.

De lijnen staan niet loodrecht op elkaar.
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Een lijn door P loodrecht op / heeft als vergelijking v = —%x + b.

De codrdinaten van P(6, 1) invullen geeft 1 = —;1 *6+bh,dush=9.

Een vergelijking van de loodlijn is y = —%x +9.

Deze loodlijn snijden met lijn / geeft

Ix+l=-3r+9

9x + 33 = —16x + 108 (vermenigvuldigd met 12)

25x =75, dus x = 3. Het snijpunt is 5(3, 5).

De afstand tussen / en P is gelijk aan PS =+(6 — 3)> + (1 — 52 = 5.
Herleiden van de vergelijking van ¢ tot een middelpuntsvergelijking:
(x = 14)> =196 + (v — 16)* — 256 = —308

(x— 142 +(y—16)*=144

Het middelpunt is M(14, 16) en de straal is 12.

De afstand van M tot de x-as is 16.

De afstand tussen Men Pis 12+ 5=17.

Het verschil tussen deze afstanden is 1.

Het middelpunt van cirkel ¢ is R(—4, 5) en de straal is \(@ =1.
De afstand van R tot T'is gelijk aan y(p — —4)2 + (0 — 5)?
\p2+8p + 16 +25=1p* + 8p + 41.

De straal van cirkel d is 16 = 4.

De straal van cirkel e is gelijk aan R7T — 7 en ook gelijk aan ST — 4.
Npr+8p+4l —T=vp>—28p +260—4

Op je rekenmachine:

Invoer: y, =yx?+8x +41 —7en y,=vp>—28p + 260 — 4
Venster: 0<x<10,0<y<10

Optie: snijpunt geeft x = 8.
RT-7=~8"+8:8+41-7=13-7=6

De straal van cirkel e is 6.

Omdat de cirkels elkaar raken is MT=9+1=10, MN =9+ 2% = 11}—l en
MN=1+2}=3%

De cosinusregel in drichoek M TN toepassen geeft:

(115 =102+ (33 -2+ 10+ 3% - cos(£MTN)

cOS(LMTN) = —12 dus ZMTN = 104°.

De y-codrdinaat van punt T'is 1.

Met punt 4(0, 1) is drichoek 47T M een rechthoekige driehoek.
AT =+10% = 82 =36 = 6 en de codrdinaten van punt 7 zijn dan (6, 1).

De richtingscoétficiént van lijn MT is dan 06 —%.
De lijn door M en T'is van de vorm y = —%Lx + b. Invullen van M(0, 9) geeft

b=9.
De vergelijking van de lijn door Men Tis y = —%x +9.
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Meer oefenen

Hoofdstuk 12 Goniometrische functies

4 Voor de linker grafiek geldt:

Twee opeenvolgende toppen zijn (%n, 100) en (I%n, 400).
+

De evenwichtsstand d is M = 250.
De amplitude a is 400 — 250 = 150.

2
De periode is 2mt, dus b = Loy

2n
De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x =, dus ¢ = 7.

Een functievoorschrift is f(x) =250 + 150sin(x — n).
Of: de grafiek heeft een maximum bij x = I%n, dusc=x,,, = 1%7{.

axX
Een functievoorschrift is f(x) =250 + 150 cos(x - l%n).

Voor de rechter grafiek geldt:
Twee opeenvolgende toppen zijn (0,05; 1%) en (0,25; =5 %)
-51+13
De evenwichtsstand d is — =-2.
De amplitude a is 1% --2= 3%.
2
Een halve periode is 0,25 — 0,05 = 0,2, dus de periode is 0,4 en b = ﬁ = 5m.

De grafiek heeft een maximum bij x = 0,05, dus ¢ = x,, = 0,05.
Een functievoorschrift is g(x) = -2 + 3%COS(5T[(X —0,05)).

5 a Het punt (%n, 5) is gebruikt.

fx) =5+ 4sin(2(x + 1)) of f(x) =5+ 4sin(2(x - 11n))

De periode is n, dus de toppen liggen %rr naar rechts ten opzichte van de
punten waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat.

o

(2]

Twee toppen zijn (%T[, 9) en (—%n, 9).
Mogelijke functievoorschriften zijn f(x) =5+ 4003(2(x = %TE)) en
flx)=5+ 4005(2(x + %n))

: 1

15 a Uit4cos(x) = 243 volgt cos(x) = Z\E-

x=%n+k-2nofx= I%T['Fk'ZT[

De oplossingen op [—n, 2n] Zijn x = —én en x = %n en x = lgn.

b Uit cos(x)+ 1 =0 volgt cos(x) = —1.

x=n+k*2n
De oplossingen op [-n, 2n] Zijn x = —men x = .
Uit 3cos(x) —4 = —2% volgt 3cos(x) = 1% ofwel cos(x) = %
x=in+k-2nof x=1n+k-2n

(a]

De oplossingen op [—m, 2n] zijn x = —3m, x =3men x = 13w

3
Uit 2 + sin(x) = 3 volgt sin(x) = 1.

o

x=%n+k~2n

De oplossing op [-m, 2n] is x = %n.
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Uit —4sin(x) + 2\]5 = 0 volgt 4sin(x) = Z\E ofwel sin(x) = %\E

x=‘1¢n+k-2ﬂ0fx=%ﬂ+k-2ﬂ

De oplossingen op [—m, 2n] Zijn x = %n en x = %n.

sin(x)=—%\ﬁ
x=l3n+k-2nof x=13n+k-2n

: T _ 1 _ 41 — 12
De oplossingen op [-m, 2n] zijn x = —=3n, x = =37, x = Ignen x = I5n.

Uit cos(x) — 1 = 0 volgt cos(x) = 1.

x=0+k-2n

Uit 2sin(x) = \E volgt sin(x) = %\E
x=}7n+k-2ﬁofx=%ﬂ;+k-2n

Uit 2cos(x) + \B =0 volgt 2cos(x) = —\B ofwel cos(x) = —%\E ,
x=%n+k-2ﬂ0fx= Iéﬂ+k'2ﬂ

Uit 6sin(x) = —3 volgt sin(x) = —5.

x=1%n+k~2nofx=lgn+k°2n

cos(3(x - %T[)) =1

Stel g = B(x = %n)

De oplossingen van cos(g) =1 zijn g =0+ k - 2n.
3(x—%n)=0+k'2n

3x—13n=0+k"2n

3x=13n+k-2n

= %n + k- %n

De oplossingen op [0, ]%n] Zijn x = %n en x = lén.
Uit 2sin(x + 41_1“) = \E volgt sin(x * ﬁn) = %\ﬁ
Stelg=x+ in

De oplossingen van sin(g) = %\ﬁ Zijn g = %n +k2nof g= %n + k- 2m.
x+‘1—t7‘[=iﬂ:+k°2ﬂ0fx+iﬂ:=%ﬂ+k'2ﬂ
x=0+k-2ﬂ0fx=%ﬂ+k-2n

.

b=

De oplossingen op [-n, 1] ziin x =0 en x =
. 2. Y_5l e

Uit3 + cos(x - gﬂ) =25 volgt cos(x - 51‘[) =5

Stelg=x— %rr

De oplossingen van cos(g) = —% Zijn g = %n +k-2nof g= l%n + k- 2m.

x—%n=%n+k'2n0fx—;3—ln= l%n+k'2n

x=l3n+k-2nof x=2n+k-2n

De oplossingen op [0, 4] zijn

x=0,x= l%n,x=2n,x=3%nenx=4n.

Uit2 - cos(%x) = 1% volgt cos(%x) = %

Stel g = %x

De oplossingen van cos(g) = % Zijn g = %n +k-2nof g= I%n + k- 2m.

%x=%n+k'2n0f%x= l%n+k'2n

x=%n+k~4ﬂofx=3%n+k-4ﬂ

De oplossingen op [—2m, 2n] zijn x = %n en x = —%n.
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e Uit Zsin(%n(x + 1)) =1 volgt sin(%n(x + l)) =%

Stel g = %n(x +1)

De oplossingen van sin(g) = % Zijn ¢ = %n +k-2nof g= %n + k-2

Lax+ =tn+k-2nof in(x + 1) =2n+k-2n

%nx+%n=én+k'2nof%nx+%n=%n+k'2n
%nx=—%n+k'2n0f%nx=%n+k'2n
x=—%+k°40fx=%+k°4
De oplossingen op [0, 10] zijn x = %, x= 3%, x= 4%, x= 7% en x = 8%.
f Uit 3 — §sin(4x) = 23 volgt Jsin(4x) =} ofwel sin(4x) = 1.

Stel g = 4x

De oplossingen van sin(g) = 1 zijn g = %n + k- 2m.

4x = %T[ +k2n

x= én + k- %n

. o1 __3 _1 _5
De oplossingen op [-m, n] zijn x = —gn, x = —gm, X =gmen x = gm.

22 a Invoer: y, = 4cos(0,25x) en y, = 3,2
Venster: 0<x <12, -4<y<4
Optie: snijpunt
Dit geeft x = 2,57.
b Invoer:y, =12 - 7,5sin(x) en y, = 5,5
Venster: 2<x<8,0<y<20
Optie: snijpunt
Dit geeft x = 2,09 of x = 7,33.
¢ Invoer: y; = —305sin(1,5(x + 0,75)) + 120 en y, =250
Venster: 0 < x < 8, =200 < y < 600
Optie: snijpunt
Dit geeft x = 1,64 of x=3,15of x= 5,83 of x=7,33.
d Invoer: y, =1,25—-0,32cos(50(x + 10))en p, =1
Venster: 0<x<0,02,0<y<2
Optie: snijpunt
Dit geeft x = 0,04 of x=0,07 of x=0,17 of x=0,19.
e Invoer: y; =nsin(nx —0,3)en y, =2
Venster: 50 <x <52, —4<y<4
Optie: snijpunt
Dit geeft x = 50,32 of x = 50,88.

23 a cos(?.x)-cos(%x) =i
cos(2x) =0 of cos(%x)= 0
2x=%n+k-ﬂ0f%x=%n+k°n
x=£n+k-%n0fx=n+k°2ﬂ

De oplossingen op [0, nt] zijn x = %n, x= %n en x = .
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b (x2 - %) « sin(mx) = 0
i ‘11 =0 of sin(mx) =0

x2=£1—10f1'cx=0+k'rr

28 a

x=fof x=—lof x=0+k-1

De oplossingen op [-2, 2] zijn x=-2, x=—-1,x = —%, x=0,x= s

2
x=2.

2cos(x) +2cos(x) =0

Stel cos(x) = p, dan wordt de vergelijking 2p? + p\E =0.

p(2p +2)=0dus p=0of p=—12

cos(x) =0 of cos(x) = —% 2
x=%n+k°n0fx=%n+k°2nofx= 1‘]—1T[+k'2T[

De oplossingen op [0, 2r] zijn x = ;l—ln_, x= %n, x= 1%71 en x = lén.
(2 sin(S(x - %n)) + 1) *3cos(x)=0
ZSin(S(x - %n)) +1=0o0f 3cos(x)=0
sin(3(x - %n)) = —% of cos(x)=0

3(x —%n) = l%n+k-2n of 3(x— %n) =
3x— 131—11'[= lén+k'2nof3x— 1%n= 1 +k'2nofx=%n+k'n

3x=2%n+k'2nof3x=3%n+k'2n0fx=%n+k'n

Brn+k-2nof x=in+k-n
n

-8 .2 -1l .2 =1 .
x—9n+k 3n0fx—197t+k 3TEOfx 27'[+k b1

. o2 _4 _1 _8
De oplossingen op [0, n] zijn x =5m, X =57, X =57 €N X =57

Los eerst 2sin(x) — \E =0 op, ofwel 2sin(x) = \E ofwel
sin(x) = 343.

x=%7‘[+k'2ﬂ0fx=%ﬂ+k'2ﬂ

De oplossingen op [0, 3n] zijn

=1 =2 =nl =92
X=3M,X=3M,x=2znenx=23m.

Zie de plot hiernaast.
De oplossing van de ongelijkheid is

1 J 1 3,
snsxsymof 23nsx<23m
Loseerst 8 — sin(x + ) = 7% op, ofwel sin(x + ) = %

x+ﬂ:%7‘[+k'2ﬂ0fx+ﬂ:%ﬂ+k°2ﬂ

x=—%n+k'2nofx=—%n+k'2n
De oplossingen op [—n, 2n] zijn

x= —g-n, x= —%n, x= lén en x = I%T[.
Zie de plot hiernaast.

De oplossing van de ongelijkheid is
—%nst —%n of I%T[ <x< I%n.

Los eerst cos(mx) = —% op.
ﬂx=%n+k°2n0fﬂx= 1%]‘[+k'2ﬂ
x=2+k-20f x=15+k-2

De oplossingen op [—1, 1] zijn x = —% en x =
Zie de plot hiernaast.

De oplossing van de ongelijkheid is
-l1sx<-2of3<xsl.

2
3
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d Loseerst 4sin(11—0(x — %TE)) = —242 op, ofwel

. 1 1 _ 1

sinf (x = 37)) = 312

1 1 11 1 1 — 13
E(X—ET[)—Izn+k'2ﬂ0fﬁ(x—5ﬂ:)—]Zn+k'2n
%x—;—on=1}—ln+k'2n0f]1—0x—%n=1%n+k'2n
x=l13n+ke2nof sx=18n+k-2n

x=13n+k-20nof x=18n+ k- 20n

De oplossingen op [0, 307] zijn x = 13nen x = 18
Zie de plot hiernaast.

De oplossing van de ongelijkheid is </
0<x<13mof 18n<x <30m

Hoofdstuk 13 Cirkels

3 a mS5x+2y—-8=0ofwel2y=-5x+8 0fooky=—%x+4
Een vergelijking van m is van de vorm y = %x + b.
P(—5, 4) invullen geeft 4 = % +=5+b,dus h=6.
Een vergelijking van m is y = %x + 6.

b Het midden van lijnstuk ABis (3, 1).

1-5
Een vergelijking van de middelloodlijn is van de vorm y = —%x +b.
(3, 1) invullen geeft 1 = —% *3+b,dush= 2%.

Een vergelijking van de middelloodlijn is y = —%x + 2%.

De richtingscoétficiént van lijn AB is =2.

7 a Delijn /door R loodrecht op n heeft richtingscoéfficiént —%
R(5, =9) invullen in y = —%x + b geeft -9 = —15—2 *5+hdush=3.
Ly= —2;25-x +3
Voor het snijpunt 7 van / en n geldt —Z%x +3= %x + 3.
49  _
=dx=i0
x=0en y=3, dus 7(0, 3).
d(R,n)=RT=~(0- 5P+ (3 - -92=+169 = 13

b m:3x—2_v+1=00fwelm:y=1%x+%

De lijn k£ door S loodrecht op m heeft richtingscoéfficiént —%.
S(2, —3)invullen in y = —%x + b geeft -3 = —% 2+ b, dush= —1%.
I

vy =—gx = 15
Voor het snijpunt ¥ van k en m geldt —%x - 1% = l%x + %
—4x—-10=9x+3
-13x=13,dusx=-leny=13--1+1=—1,dus (-1,-1).
d(s, m)= SV =v(-1-2) + (-1 - -3)? =413
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14 a

18 a

L y=—%x+2enm: y:%x— 1%
tan(o) = % geeft o = 33,690...°
tan(P) = % geeft f=18,434...°

Z(l,m)= o+ P =52°

De straal van ¢ is AB=+(5— 1)2+ (2 — 4) =20.

e (=14 (p—~ $*=20

Invullen van (=1, 0) in de cirkelvergelijking geeft (—1 — 1)2 + (0 — 4)2 = 20,
dit klopt dus C ligt op c.

Het midden van lijnstuk BC is M(%(S +-1), %(2 + O)) ofwel M(2, 1).
De straal van dis MB =~(5— 2)>+ (2 — 1)> =10.
d(x-22+@-12=10

Invullen van de coérdinaten van 4 en C in de cirkelvergelijking geeft
(1-22+(4-1)72=10, klopt dus 4 op c.

(-1 -2)2+(0— 1> =10, klopt dus C op c.

Het middelpunt is (3, —18) en de straal is @ = S\E.

X+y’+6x—-4y+3=0
X+6x+)y2—4y+3=0
(x+ 3P =0 (P~ 443=10
(x+3P+(1—-22%=10
Middelpunt (-3, 2) en straal \IE
X+ +x-5p+25=0
x2+x+.112—5_v+2%=0

5 2
(x+1 -+ (=23 - k420
(e (524 -
Middelpunt (—%, 2%) en straal 2.
X2+ )2 =80x+ 18y
x> —80x+ )2 —18y=0
(x—40)2—1600 + (y—9)2—81=0
(x — 402+ (y—9)* = 1681
Middelpunt (40, 9) en straal 1681 = 41.
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21 a Substitutie van y = —2x — 5 in de cirkelvergelijking geeft
X2+ (=2x—512=10
X +4x2+20x+25=10
5x2+20x+15=0
X +4x+3=0
(x+Dx+3)=0
x=—lof x=-3
x=—lgeefty=-2--1-5=-3enx=-3geeft y=-2--3-5=1
De snijpunten zijn (—1, =3) en (=3, 1).
b Substitutie van y = _%x + 2 in de cirkelvergelijking geeft
(x—2P+(Sx+2-1) =25
(x=2p+(tx+1)=25
P-dn+arst iy +1=125
1332 -33x-20=0
102~ 30x — 180 =0

x2—3x-18=0
(x+3)(x—6)=0
x=-30fx=6

x=—3geefty=%°—3+2=1enx=6geeft}’=%'6+2=4

De snijpunten zijn (—3, 1) en (6, 4).
¢ I:x—5v+24=00fwel/:x=5y—-24
Substitutie van x = 5y — 24 in de cirkelvergelijking geeft
(5y =242+ 2+ 2(5r—24) -4y =8
2512 =240y + 576 + 12+ 10y —48 — 4y —8 =0
26y7 — 234y + 520=0

¥ =9y+20=0
-4y -5=0
y=4of y=5

v=4dgeeft x=54-24=—-4eny=5geeftx=5-5-24=1.
De snijpunten zijn (—4, 4) en (1, 5).

25 a Invullen van (3, +20) in ¢ geeft
324+ (202 -6-3=11
9+ 20— 18 =11 en dat klopt, dus punt 4 ligt op cirkel c.
b Bereken eerst de codrdinaten van het middelpunt van de cirkel.
X2+y?P—6x=11
X—-6x+)2=11
(x— 3p¥—9 +p2=T11
(x = 3)> + »? = 20, dus het middelpunt is M(3, 0).
Lijn M A is delijn x = 3.
De raaklijn is dan de lijn y =420.
¢ Controleer of punt Bopcligt: 1 +4—6-—1=11, dat klopt.
==
g 2
De richtingscoétficiént van de raaklijn is —2.
Invullen van B(—1, —2) in de vergelijking v = —2x + b geeft -2=-2- -1+ b,
dus h = —4 en de raaklijn is y = —2x — 4.

De richtingscoéfficiént van lijn M B is
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30 a

32 a

34 a

x2+y2—dx +2p=3

xX2—dx+y2+2y=3

(x=2P—4+(+1)2-1=3

(x = 2)*+ (v + 1)> = 8, dus het middelpunt is M(2, —1) en de straal r = \/§
MA2=(1-2)*+(2—-1)>= 10, dus M4 =10.

MA > r, dus punt A ligt buiten de cirkel.

d(4, )= MA - r=+10 —\8 =10 — 242

MB =(1-2)+(1--1)2=5, dus MB=+5.

MB < r, dus punt B ligt binnen de cirkel.

d(B,c)=r— MB=8-v5=22-+5

Het middelpunt van cirkel d is M(—3, —4) en de straal is \/@ = Z\IE.
MP?= (15— =32+ (2 — —4)2 = 360, dus MP =360 = 6y10.

MP > r, dus punt P ligt buiten de cirkel.

d(P, d)= MP - r =610 — 2410 = 410

¢ i x2+ 2+ 10x—4y +20=0

£ 3%+ 10x+ 32—y £20= 0

e (x+5P~25+(p~2P—-4+20=0

¢y 0 (x +5)% + (v — 2)* = 9 dus het middelpunt is N(=5, 2) en de straal 3.
¢y: (x = 3) + (v + 1)* = 16 heeft middelpunt P(3, —1) en straal 4.
NP=\3--52+(-1-2)2=473
d(cz,c3)=NP—r2—r3=\l7'_—3—4=\fﬁ—7

d(c,. ¢;) = 0, want de cirkels snijden elkaar.

e x>+ +8x—2y =8

clix*+8x+)y2—2y=8

cpi(x+4y-16+(p—-1*-1=8

¢ (x+4) + (y — 1)> = 25 dus het middelpunt is M(—4, 1) en straal r, = 5.
MN=(=5——4P+Q2- 12 =42
d(cl,c2)=r1—rz—MN=5—3—\E=2—\E

[:2x+yp=250fwell:y=-2x+25
¢ heeft middelpunt M(0, 0) en straal r = \@ = 2\/5.
De loodlijn vit M op ! heeft als vergelijking y = %x.

Voor het snijpunt S van / en deze loodlijn geldt
—2x+25=1x

-21x=-25

x=10eny=1+10=5en S(10, 5).

MS =410+ 52=+125= 55
dil,c)=MS—r=5{5-2y5=35

[:y=x+ 6en c heeft middelpunt M(8, 0) en straal r = \fﬁ = 4\[5.
De loodlijn uit M op / heeft als vergelijking y = —x + b.
M(8, 0) invullen geeft 0 = -8 + hdus b = 8.

De loodlijn heeft als vergelijking y = —x + 8.

Voor het snijpunt S van / en deze loodlijn geldt
xX+t6=—-x+8

2x=12

x=leny=-1+8=7en S(1,7).
MS=+(1-872+(7-072=+98=72
d(,c)=MS—-r=T2-42=32
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l:x—2y=60fwell:y=%x—3

¢ heeft als middelpunt M(—1, 4) en straal r = \B
De loodlijn m uit M op [ heeft als vergelijking y=—-2x + 5
M(—1,4)invullen geeft4 = -2+ -1+ bdush =2,
De loodlijn heeft als vergelijking y = —2x + 2.

Voor het snijpunt S van / en deze loodlijn geldt
Ax—3=-2x+2

21x=5

x=2eny=-2-2+2=-2en 82, —2).
MS=A2-—1P+(-2-4P2 =+ 62 =A45=35
d(l,c)= MS—r=3J5-~5=2V5

Het middelpunt M van de omgeschreven cirkel is het snijpunt van de
middelloodlijnen / en m van de zijden ABen AC.
Het midden van zijJde ABis (—1, 4) en het midden van zijde AC is (=2, 1).

3

3--5 &

De richtingscoétficiént van lijn AB is

Een vergelijking van /is van de vorm y = %x + b.

Invullen van (=1, 4) geeft 4 = ;l c=1+bhdush= 5% enl/:y= %x + 5%.
=5="T
1--5
Een vergelijking van m is van de vorm y = %x + b.

De richtingscoéfficiént van lijn AC 1s =2

Invullen van (-2, 1)in 1 = % «—2+bgeefth=2enm:y= %x £,

Voor het snijpunt van [ en m geldt

Ix+5;=1x+2

Bx+32=3x+12

Sx=-20

x=—4en}’=%'—4+2:0dus M(—4,0).
F=MA=(-4—-52+(7-072=450

Een vergelijking van de omgeschreven cirkel is (x + 4)* + 1> = 50.

Het middelpunt M van de omgeschreven cirkel is het snijpunt M van de
middelloodlijnen / en m van de zijden ABen AC.

Het midden van zijde 4B is (1, 10) en het midden van zijde AC1is (2, 7).
1-9

-1-3 2

Een vergelijking van /is van de vorm y = 2x + b.

Invullen van (1, 10) geeft 10=2-1+h,dush=8en/: y=2x+8&.

De richtingscoéfficiént van lijn AB is

De richtingscoéfficiént van lijn AC 1s =3 =2

Een vergelijking van m is van de vorm y = —%x +b.

Invullen van (2, 7) geeft 7= —% *2+bdusb=8enm:y= —%x + 8.
/ en m gaan beide door (0, 8), dus M(0, 8).
r=MA=(0-372+@8-97=410

Een vergelijking van de omgeschreven cirkel is x> + (y — 8)> = 10.
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b £ZC=180°—70°—44° = 66°, LMAC=22°en LZMCA = 33°
LAMC = 180° — 33° — 22° = 125°
De sinusregel in A MAC geeft
5 AM _ 5+sin(33°)

= dus AM
sin(125°)  sin(33°) sin(125°)

=3,324...

MD
In AADM is sin(22°) = T dus MD = AM -sin(22°) =1,245...

De straal van de ingeschreven cirkel is ongeveer 1,2.

Hoofdstuk 14 Verbanden

b
3 a Tabel A: voor elk tweetal waarden a en b geldt e 3, dus b is recht
evenredig met a.

. b - .
Tabel B: er geldt niet: e constant, dus b is niet recht evenredig met a.

b
Tabel C: voor elk tweetal waarden a en b geldt == —2%—, dus b is recht

evenredig met a.
b Bij tabel A is de evenredigheidsconstante 3, bij tabel C is die —2%.

6 a [ de richtingscoéfficiént is Ay = —20 1 il
Ax 10--5 15
x=-=5en y =10 substitueren in y = —2x + b geeft 10=-2--5+ b dus
b = 0. Het startgetal is » = 0.
Ay 49-45 04
m: de richtingscoéfficiént is e —8, 5_3.5 =5 = 0,08,
x =3,5en y =45 substitueren in y = 0,08x + b geeft 4,5=0,08-3,5+ 5
dus b =422, Het startgetal is b = 4,22,
B i ey A8 =G 2
n: de richtingscoéfficiént is Ax 90-80 10 0,2.
x=80en y =16 substitueren in y = 0,2x + b geeft 16 =0,2 - 80 + b dus
b = 0. Het startgetal is h = 0.
b De lijnen met startgetal 0 gaan door de oorsprong en die horen bij een recht
evenredig verband.
Dat zijn de lijnen / en n.
¢ Bij de recht evenredige verbanden is de evenredigheidsconstante gelijk aan
de richtingscoéfficiént. De evenredigheidsconstante voor /is dus —2 en voor

nis die 0,2.
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Invullen van g =4 en K= 10,3125 geeft 0,3125 = % ofwel
c=0,3125 4° = 320.

. 320
Een formule is K =
q
¢ | v 23 Ja J6 |9
k ‘ 320 ‘ 10 |1,3169]0,3125 | 0,0412 | 0,0054
1 1 1 1
x 11 2|9 |1 |3
x93 1 2 3 4 5
y 45| 9 [135] 18 [ 225
27
t
R
225
18
1355
9
4,5
(o] 1 2 3 4 5 6
. .

De grafiek is een rechte lijn.
Op de horizontale as zet je x>’ en op de verticale as y.
De richtingscoéfficiént is 12.

r=lend=12invullen bijd=c-r"geeft 12=c-1"dusc=12.
r=36en d= 86 invullen geeft 86 = 12 - 36".

36" =52=17,166...

n=3log(7,166...) = 0,55

Een formule is d = 12+ %%,

r =400 geeft d =12 - 400° = 324

d =148 geeft 148 =12+ p»55

pss =18 = 17333,

r=(12,333...)0% = 96

Meer oefenen
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27

30

31

Een formule bij tabel A is van de vorm h = ¢+ 7.

t=1enh=>52invullen geeft 5,2 =c+ 17 dus ¢ =5,2.

t=12en A= 29,6 invullen geeft 29,6 = 5,2 - 127
127=25=569...
p = "log(5,692...) = 0,70

Fen formule bij tabel A is h =52+ "7,

Een formule bij tabel B is van de vorm /i = ¢ * 7.
t =4 en h=96invullen geeft 96 = ¢ - 47,

t =16 en i =768 invullen geeft 768 = ¢+ 167.

¢+ 167 _ 768

codr 96

47 =8

96
p="log(8)=15enc= 12

ik
Een formule bij tabel B is 7= 12 - ¢,

Een formule bij tabel C is van de vorm 2= ¢ * ¢7.
t=5en h=69invullen geeft 69 = ¢+ 52,
t=21en k=219 invullen geeft 21,9 = ¢+ 212

g 217 21,9

e 69

4,20 =0,317...

p=*40g(0,317...) = —0,799... en ¢ 250

=509

Een formule is s = 250 - 7080,

log(P)=-0,92¢ + 3,4

P = 10-0921+34

pP= 10—0,92.3 i 103,4

P= 103.4 5 (}_0-—0,92)3
P=2512-0,12"dusbh=2512en g=0,12.

log(R) = p - 10g(S) + ¢

S=10en R=125,6 invullen geeft

log(125,6) = p - log(10) + ¢

log(125,6)=p-1+g¢q

g =log(125,6) — p

S=25en R=1132,5 invullen geeft

log(1132.5)=p +log(25) + ¢

g = log(1132,5) — p - log(25)

De beide vergelijkingen gelijkstellen geeft

log(125,6) — p = log(1132,5) — p - log(25)

plog(25) — p=log(1132.5) — log(125.,6)

p - (log(25) = 1) =log(1132,5) — log(125,6)
_ log(1132,5) — log(125,6)
B log(25) — 1

g = log(125,6) — 2,399... = —0,300...

Dus p=24eng=-0,3.

log(R)=2,4-log(S)— 0,3

log(R) = log(5**) + log(1070:3)

log(R) = log(107%*+ §>*) en dus R = 10703+ §24

=2,399...en
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Oefenproefwerken

Hoofdstuk 12 Goniometrische functies

1 Voor de grafiek van functie f geldt: het maximum is 3 en het minimum is —1.
De evenwichtsstand d is %(3 +—1)=1.en de amplitudeais3 — 1 =2.

2
De periode is 6, dus h = ?n = 3.

Omdat de top op de y-as ligt is het handig een functievoorschrift met
cosinus te kiezen, dan is ¢ = x,,,, = 0.
Een functievoorschrift is f1 (x) = 1 + 2003(1 TII‘C)

Voor de grafiek van functie g geldt: het maximum is 8 en het minimum —§.
De evenwichtsstand d is 0 en de amplitude a is 8.

2n
D iode is 0,02 dus b=
e periode is 0, us 0.02

De grafiek gaat in (0, 0) dalend door de evenwichtsstand, dus een
functievoorschrift is g(x) = —8sin(100mx).

2+ cofir)=cof-{) =)=
%ﬂ)=-sm(in)=—sm(% )=}
% ) COS(I L —sm( ) —cos( ) —l 2=—%\E

1%7{) 005(4 n)—sm(;ﬁ) COS( ) 2\1_

= 100m.

3 a Delengte van de drempel is gelijk aan één periode, dus 12—7[ =4,
37

De lengte is 4 meter. ?

b 10 cm is gelijk aan 0,1 meter, dus de ongelijkheid
0,06 + 0,06 sin(%nx —~ %n) > (.1 moet worden opgelost.
Invoer: y, = 0,06 + 0,06sin(0,5mx — 0,51) en y, = 0,1
Venster: 0<x<4,0<y<0,12
Optie: snijpunt
Dit geeft x = 1,465 of x = 2,535
2,535-1,465=1,07
De gevraagde lengte is 1,07 m of 107 cm.

¢ De periodeis 12m, dus ¢ = % =é
De hoogte is 14 cm = 0,14 m, dus de amplitude, die is in deze formule b, is
0.14:2=0,07 (m).
De evenwichtsstand a is 0,14 — 0,07 = 0,07 (m).
Bij x = 0 is een minimum, dus de grafiek gaat bij een kwart periode stijgend
door de evenwichtsstand, dat is bij x = 12 : 4 = 3. De grafiek is dus 3 naar
rechts geschoven, dat geeft d = 3.
Conclusie: ¢ =0,07, b=0,07, ¢ = én end=3.

4 a 2sin(3x)=12
sin(3x) =342
Stel 3x = ¢, dit geeft sin(g) = 2 2eng= 471 eng=
3x=%n+k~2nof3x=%n+k°2ﬂ
x=11—2n+k'%nofx=%n+k'%n
De oplossingen op [-n, n] zijn:
5

L =1 —pd L. 11
Loiofx= 4n0fx— lzﬂ:ofx—4nofx—12n0fx— .

X 12

12
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b

1+ Zcos(%nx) =0

COS(%TDC) = —%
Stel %nx = g, dit geeft cos(g) = —% eng= %n of g= I%n.
%nx=%n+k'2n 0f%nx= 1%n+k'2n

x=%+k-dof x=22+k-4

De oplossingen op [—n, 1] zijn:

x=13of x=-2%of x=-1Lof x=23
sin(x—%n)(cos(Z(x—n))=0
sin(x—%ﬂ)=00f (cos(2(x—m)) =0
x—_%n=O+k°n0f2(x—fr)=%7[+k°n
x=%ﬂ+k'n0f2x—2n=%n+k'ﬂ
x=%n+k-nof2x=2%n+k'n
x=%n+k'n0fx=1}—ln+k'%n

De oplossingen op [—n, n] zijn:

_2 = 3 =ik _1 =_3
x—3n0fx— 3n0fx—4n0fx—4n0fx— 4n0fx— 3T

3 — 3sin?(x) = sin?(x)

3 = 4sin%(x), dus sin%(x) =3

sin(x) = V3 = 3 of sin(x) =~} = 13
De oplossingen op [—, 7] zijn:

s 1 =2 S oy B2
x—3n0fx—31'r0fx— 3Ttofx— 3.

Invoer: y, = sin(2x) + COS(Z(x = éﬂ)) en y,=1
Venster: 0 < x <2n, —2<py<2

Optie: snijpunt

Dit geeft x = 0,09 of x= 1,09 of x=3,23 of x=4,23

De oplossing van de ongelijkheid is 0,09 < x < 1,09 of 3,23 < x <4,23.

Opties: minimum en maximum

Het minimum is —1,85 (als x = 2,16 of x = 5,30).
Het maximum is 1,85 (als x = 0,59 of x = 3,73).
—1 85+ 1BY

— "

De amplitude ¢ is 1,85 — 0 = 1,85.

De evenwichtsstand d is

Twee opeenvolgende toppen zijn (2,16; —1.85) en (3,73; 1,85).
Een halve periode is 3,73 — 2,16 = 1,57, dus de periode is 2 X 1,57 = 3,14,

2
Daaruit volgt h = LW 2
3,14

Optie: nulpunt geeft x = 2,95 dus de grafiek gaat stijgend door de

evenwichtsstand in (2.95; 0), en dat geeft ¢ = 2,95.
Conclusie: a=1,85,p=2,c=295end=0.
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6 a Deevenwichtsstand is 1 en de amplitude is 3, dus het maximum is 1 + 3 = 4.
Het maximum wordt bereikt als 2x — %n = %n + k- 2n.
2x=%n+k-2n0fwe1x=%n+k-n
De waarden op het interval [0, 2n] zijn x = 15—27[ en x = 1%1‘(.

b De periode van f is 2?“ =
Als er vier oplossingen zijn dan moet het maximum van £, groter zijn dan

het getal 5.
In dit geval moet de amplitude groter zijn dan 4, dus a >4 of a < —4.

c —23in(2x = %n) +1=2
~2sin(2x —1n) =1
sin(2x - %n) = —%
Stel 2x — %n = ¢ dit geeft sin(g) = —% met als oplossing hiervan
qg= l%n+k°2ﬂ0fq= 1%n+k°2n
2x—%n= ].éT[+k'2T[0f2x—%T[= Ign+k°2n
2x=13n+k-2nof 2x=2¢n+k"2n

_3 . —1L .
x—4n+k nofx—112n+k m

De oplossingen op [0, 2] zijn:

-1 -3 — 1L =13
x—lznofx—4nofx—llznofx—l4n

| \ X\ /1
Zie de plot hiernaast. . \ / \ /
B L%

De oplossing van —2 sin(2x = %n) +1>2is

1
1Z

Hoofdstuk 13 Cirkels

1 a m:5y=3x+5substituerenin /: 2x — 5y + 15 = 0 geeft
2x—(3x+5)+15=0
2x—=3x—-5+15=0
—x+10=0
x=10
Sy=3-10+5=35,dusy="7.
Het snijpunt van /en m is (10, 7).

b Herleiden van de vergelijking van / geeft v = %x + 3.

0<x<

3 1 3
nofzn<x<lﬁn0f lzn<xs2n.

De hoek van / met een horizontale lijn is tan‘l(%) =21,801...°.
Herleiden van de vergelijking van m geeft y = %x + 1.
De hoek van m met een horizontale lijn is tanfl(%) = 30,963...°.
De hoek tussen [ en m is 30,963...° — 21,801...° = 9°.
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2 a

Als P(1, —2) het middelpunt is van de ingeschreven cirkel, dan moet P op
gelijke afstanden van de drie zijden van de driehoek liggen.

De afstand van Ptotdeliin/: x=—-41s1 — -4 =15,

De afstand van Ptotdelijnm: y=-7is -2 ——-7=5.
n:3x+4y=20ofweln:4y=—-3x+ 20 ofweln :y=—%x+5.

De richtingscoéfﬁciént van de loodlijn vit P(1, —2) op lijn n is % = 1%,
want q —1 = —1. Een vergelijking van de loodlijn is y = 1 x+b.

P(1, —2) invullen geeft -2 = Ig *1+bh,dush=- g.

Een vergelijking van de loodlijn uit Popnis y = l%x -3 %

Het snijpunt S van deze loodlijn en lijn n berekenen geeft
1%x—3%=—%x+5

15x —40=-9x + 60

25x=100dus x=4en y= —?—1 -4 + 5= 2 het snijpunt is S(4, 2).

De afstand van Ptotnis PS=+(4— 12+ (2 - -2)2=5.

Punt P ligt op gelijke afstanden van de drie zijden van drichoek ABC,
dus P is het middelpunt van de ingeschreven cirkel.

Het middelpunt is (1, —2) en de straal is 5, dus een vergelijking van de
ingeschreven cirkel is (x — 1)* + (y + 2)* = 25.

X2+)2+10x+ 14y -26=0
X+ 10x+ )2+ 14y =26
(x+52—-25+(+7P—-49=26
De middelpuntsvergelijking van de cirkel is (x + 5) + (y + 7)2 = 100.
Het middelpunt is (=5, —7) en de straal is 10.
x2+y2-5x+12y=0

—5x+3y2+12y=0
(x-21f -6+ +62-36=0
De middelpuntsvergelijking van de cirkel is ( %) +(y+6)7= 42%.
Het middelpunt is (2%, —6) en de straal is \}42— = 6%.

x2+y2=gx+%1:+1£
2 31
x2—§x+y2—§v—1
_13_1 (,_1)2__ ﬂ
(x 3) st W% 15

De middelpuntsvergelijking van de cirkel is (x = %)2 + ( y- 3)2 =2.
Het middelpunt is (%—, %) en de straal is \E

X2+ 37 = 60x + 40y = 1200

1 x2—60x + 2 + 40y = 1200

: (x = 30)2 = 900 + (v + 20)> — 400 = 1200

s (x —30)* + (y + 20)% = 2500 dus middelpunt M(30, —20) en straal 50.

B 6 6 6

MA =~[(—10 — 30)2 + (=50 — —20)? = 50, dus A4 ligt op de cirkel.
De afstand van punt A4 tot de cirkel is 0.

MB =)(40 — 30)? + (=70 — —20)2 = 42600, dus B ligt buiten de cirkel.
De afstand van punt B tot de cirkel is Y2600 —

MC =+(75— 30)> + (—40 — —20)*> = 2425, dus C ligt binnen de cirkel.
De afstand van punt C tot de cirkel is 50 —+2425.
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l:x—Ty+24=0o0fwel /: x =7y — 24 substitueren in de vergelijking van ¢
geeft (7y — 24)> + 32 + 4(7y — 24) + 8y = 30.

49y% — 336y + 576 + 12 + 28y — 96 + 8y — 30=0

50y% — 300y +450=0

¥=6r+9=0

(v — 3)> =0, dus er is één oplossing, y = 3.

x=7+3—24 =-3, dus het raakpunt is (-3, 3).

Herleiden van de vergelijking van m geeft x = —%y + li.

Substitutie in de vergelijking van ¢ geeft

T NI
19_6.},2_%‘}}4_%-]—}:2—3})‘" 5+8J’_30=0

9y? — 30y + 25+ 16)° — 48y + 80 + 128y — 480 =0
252+ 50y —375=0

yz+2y— 15=0
(v+5ry—-3)=0
y==50of y=3

x=—%°—5+ 1%=50fx=—%-3+ 1‘]—1=—1
De snijpunten zijn (5, —=5) en (-1, 3).
De middelpuntsvergelijking van de cirkel is (x + 2)> —4 + (y + 4)> — 16 = 30
ofwel (x + 2)> + (y + 4)* = 50. Het middelpunt is M(—2, —4).
1--4
De richtingscoéfficiént van de straal naar raakpunt P(—=7, 1) is "y =-1,
dus de richtingscoéfficiént van de raaklijn is 1.
Een vergelijking van de raaklijn is van de vorm y = x + ¢.
P(—=7, 1) invullen geeft 1 = —7 + ¢, dus ¢ = 8.
Een vergelijking van de raaklijn is y = x + 8.

Het middelpunt van cirkel ¢, is (2, 1) en de straal is «Jﬁ = 3\[5.

Het middelpunt van cirkel ¢, is (3, 3) en de straal is \E

De afstand van de middelpunten van de cirkelsis (3 — 2> + (3 — 12 = \/g
¢, ligt geheel binnen ¢, dus d(c;, ¢;,) = 332 =5 — 42 = 242 — 4/5.

Herleiden van de vergelijking van / geeft y = g—x + 6%.

De richtingscoéfficiént van de loodlijn vanuit het middelpunt M(2, 1)
oplis —%, dus een vergelijking is van de vorm y = —%x + b.
M(2, 1) invullen geeft 1 = _?_1 2+ h,dush= 2;1—1 en een vergelijking van de
loodlijn is y = —3x + 23,
1L 2.3 L
sxFby=—3x¥ 25
16x + 80 =—9x + 30
25x=-50,dusx=—2eny=-3--2+21=4
Het snijpunt van / met de loodlijn is S(-2, 4).
MS=+(-2-22+{@—-12=5
De afstand van /tot ¢; is 5 =18 =5— 2.

Oefenproefwerken
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7 a Alle lijnen gaan door P(0, 2).
b Substitutie van y = px + 2in x> + »? — 8x + 6 = 0 geeft

X+(px+2P?-8x+6=0
X+pxi+d4px+4-8x+6=0
(1+p)x2+4p—-8)x+10=0

Als de lijnen de cirkel raken, dan geldt 2 =0, dus
@p—8)P—4(1+p»H-10=0

16p> — 64p + 64 — 40 — 40p* =

=24p2 —64p +24 =0

3p?+8p-3=0

—8—y87—4-3--3 —8+82—4-3--3

= G of p= C
-8-10 -8+10

p=-3geeft 10x2—20x+10=0o0ofwel x2—2x+1=0o0of (x — 1)2=0.

Voor het raakpunt geldt x = 1, het raakpunt is Q(1, —1).

p=1geeft 15x2— 63 x+ 10 =0 ofwel 3> — 6x + 9 =0 of (x — 32 =0.

Voor het raakpunt geldt x = 3, het raakpunt is R(3, 3).
c:x*—8x+1p°+6=0o0fwelc:(x—4)>+12=10.
Het middelpunt is M(4,0) en de straal is \IE

Hieruit volgt MQ = MR = \m

PO =y(1-0P+(-1-2*=A10
PR=3-02+(3-27=+10

Vierhoek POMR heeft dus gelijke zijden en is een ruit.
De richtingscoéfficiénten van PQ en PR zijn —3 en %
—3-3=—1,dus ZQPR =90°.

Hieruit volgt dat vierhoek POMR een vierkant is.

De middelloodlijn van zijde OA is x = 2%.
Het midden van zijde OB is (1%, 1%) en de richtingscoéfficiént

van lijn OB is 1.
De richtingscoéfficiént van de middelloodlijn van zijde OB is —1.
De middelloodlijn van zijde OB is van de vorm y = —x + b.

De codrdinaten van (1%, 1%) invullen geeft 1% =-1- 1% +hdush=3.

Een vergelijking van de middelloodlijn van OB is y = —x + 3.

De middelloodlijn van OB snijden met de middelloodlijn van OA geeft

= —21 +3= l Het snijpunt van de middelloodlijnen is S (21 1).

De straal van de omgeschreven cirkel is OS = \} — \j_

Een vergelijking van de omgeschreven cirkel is (x 2 ) + y = —

© Noordhoff Uitgevers bv
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Hoofdstuk 14 Verbanden

1T a A:—4x-1405=5%11,24=8x7,025=20 x 2,81 = 56,2, dus p en ¢ zijn
omgekeerd evenredig.
B: —8x2875=-5%x4,6=4x%x-575=20x%x-1,15=-23, dus pen g zijn
omgekeerd evenredig.
C:16:-2=-32:4=-9,6:12=-20:25=-0,8, dus p en g zijn recht
evenredig.
D:7,8:3=18,2:7=31,2:12=54,6:21 =2,6,dus pen g zijn recht
evenredig.

b C: de evenredigheidsconstante is —0,8

D: de evenredigheidsconstante is 2,6

n

56.2
A:g=——enB:g=—
p p

2 a Deomtrek van het bordis P=z+z + %nz = (2 + %n)z.
De omtrek van het bord is van de vorm P = ¢ * z met de
evenredigheidsconstante cis 2 + %T[.

b A=%n'zz+}7 3z =(%n+%\/§)'22
De oppervlakte van het bord is van de vorm 4 = ¢ * 22,

Op de horizontale as moet je dus z2 uitzetten.

A=(En+143)-2~0383- 22

De richtingscoéfficiént van de lijn is ongeveer 0,83.

d Stel de afmetingen zijn vermenigvuldigd met een factor k.

Dan wordt de oppervlakte vermenigvuldigd met k°.
k> = 5. dus de afmetingen moeten met factor \]g vergroot worden.

(2]

. 86,41
3 a Stel de factor is g, dan moet gelden g>° = T 1,283... en dus
g= 1,283...5 = 1,09. De waarde bij p = 0 is gelijk aan 67,34 : 1,09° = 52,
De formule zou dan zijn g = 52 + 1,097,
Controle van de overige gegevens:
p=12geeft g =52+1,09'2= 146,26
p =185 geeft g = 52-1,09!85 = 256,09
p =243 geeft g =52-1,09%*3~422,15
Conclusie: er past dus een exponentieel verband bij de tabel en de formule
hierbij is ¢ = 52 - 1,097,
b Stel bij tabel B hoort een verband van de vorm 7= a - k’.
Gebruik bijvoorbeeld 11,87 = a+3%en 19252 = a - 25°,

a-25" 19252 ne _
oy " Tie (81)"=162,190...
ol 11,87
b ="%310g(162,190...) = 2,400... ena=mz 0,85

De formule is 7= 0,85 - k4.

Controle van de overige gegevens:

k=6.7 geeft T=0,85+6,7>*=~ 81,66

k = 18,5 geeft T=0,85- 18,524 ~ 934,61

k =33.5 geeft T=0,85- 33,524~ 3886,2, ze kloppen allemaal.
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200 =52+1,09°

200
1.097 = —=3,846...

52
p="%1og(3,846...) = 15,63
0.12 = 0.85 - k>

0,12
K= 0,141

2

k= (0,141...)7 = 0,44

1974
T2

Je kunt de formule schrijven als a =

Hieruit volgt dat a en 7% omgekeerd evenredig zijn.
Dan wordt 72 vier keer zo klein, dus a wordt vier keer zo groot.

: 1974 1974 1974
Uit a = —volgt T2 = ,dus T=4——
T a a
9

wordt zes keer zo groot.

a moet zes keer zo klein worden, dus

T moet met een factor \(6 = 2,45 worden vergroot.

Omdat bij (gelijkvormige) lichamen de inhoud steeds evenredig is met lengte,
breedte en hoogte en omdat bovendien het gewicht evenredig is met de
inhoud (denk aan soortelijke massa).

/ 50 ks 100 | 125 150 175

2.3 | 8084 [20542 39811 |66511| 101160 | 144207

G 33 | 87 | 158 | 243 | 383 58,9

>

Bijvoorbeeld G = 3,3 en /%3 = 8084 invullen in G = ¢ - [*3 geeft
3,3

£l

c= = (,0004 (de andere punten geven dezelfde waarde voor c).

8084
Aangenomen wordt dat de bovengrens BMI evenredig is met G.
Uit opdracht b volgt G = 0,0004 « />3
goe 53

JZ
Neemt de leeftijd toe, dan neemt de lengte toe.

%3 is een stijgende functie, dus neemt ook de bovengrens BMI toe.

=03,

Dus bovengrens BMI =

pC _p
o 5 :—)-C
g 2

P
B= A invullen in 4 = = geeft 4 = 5 =

\NC ( )2
AC
Dus A is recht GVGHIEdig met C.

\]Z' * B=gq, dus als B door drie wordt gedeeld, wordt \/E drie keer zo groot.
Dus dan wordt C vermenigvuldigd met factor 9.

OS]
(Xx)
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