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18 Periodieke functies

Voorkennis

V1

V2

V4

Vb

a Eén ademhaling duurt 5 seconden.

b Er zit minimaal 1 liter en maximaal 4 liter lucht in de longen.

¢ Erzit gemiddeld 2,5 liter lucht in de longen en de maximale afwijking ten
opzichte van dit gemiddelde is 1,5 liter.

a Grafiek 1:
evenwichtsstand: (4 +-2):2=1
amplitude: 4 —-1=3
periode: 1 ——=5=6
Grafiek 2:
evenwichtsstand: (1 + —4):2=-1,5
amplitude: 1 — —-1,5=2,5
periode: (5—-3)x2=8x2=16
b Grafiek 3 is niet periodiek, omdat de grafiek geen stukje heeft dat zichzelf
steeds herhaalt.
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a Na 60 :4 =15 seconden is punt 4 voor het eerst op de hoogte van de as.
30 seconden later (dus 45 seconden na het begin) is punt 4 weer op de
hoogte van de as.

b Het hoogste punt bevindt zich 20 meter boven de as van het reuzenrad, dus
de straal van het rad is 20 meter.

¢ Punt 4 is na 80 seconden even hoog als na 20 seconden, dus 10 meter hoog.

d In de eerste minuut bevindt punt 4 zich na 10 seconden en na 50
seconden 10 meter onder de as. De grafiek herhaalt zich met een periode
van 60 seconden, dus punt 4 bevindt zich ook 10 meter onder de as na
bijvoorbeeld 70 seconden, 110 seconden en 130 seconden.

e Punt A4 legt in één minuut een cirkel af met een straal van 20 meter.
Datis 2 - - 20 = 126 meter.

a Bijx=11sde y-waarde bij f'gelijk aan 0 en bij g gelijk aan —3. Je krijgt de
grafiek van g dus door de grafiek van fdrie eenheden omlaag te schuiven.
Dus g(x) =f(x) — 3 ="log(x) — 3.

b Bijiedere x-waarde is de y-waarde bij /1 twee keer zo groot als bij f.

Alle punten op de grafiek liggen twee keer zo ver van de x-as af.
¢ h(x)=2-f(x)=2-2log(x)

[ Hoofdstuk 18 Periodieke functies © Noordhoff Uitgevers bv



d j(x)=f(x)+6="log(x)+6
e _y

18.1 Sinusfunctie

intro Eén rondgang in het reuzenrad duurt 30 minuten. Na 15 minuten ben je op
het hoogste punt van 135 meter. Het duurt 15 — 12 = 3 minuten voordat je
van 122 meter tot 135 meter bent geklommen. Vanwege de symmetrie ben je
drie minuten later weer gedaald tot 122 meter. Het duurt in totaal 3 +3 =16
minuten voordat je weer op een hoogte van 122 meter bent.
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1 a Het wiel is een cirkel met een straal van 1 meter. De omtrek van deze cirkel
is2-m-straal =2 -+ 1= 2n meter.
b Na nseconden heeft punt P de helft van de cirkel afgelegd. Het punt bevindt
zich dan aan de linkerkant op de hoogte van de as.
¢ Punt P bevindt zich (voor het eerst) in het laagste punt als het punt driekwart
van de cirkel heeft afgelegd. Dat is na % X 2n= l%n = 4,71 seconden.

h
1:5
1
0,5
m 2n
0 — t
05 1 1455 2 25 385 4 45 5 558
=05 7 |
-1 ‘
-1,5

e De grafiek herhaalt zich met een periode van 2n seconden, dus punt P is
opnieuw in het hoogste punt na %n +2n= 2%11 = 7,85 seconden.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 18 Periodieke functies



Periodieke functies

Invoer: y, = sin(x)
Venster: 0< x <2n, —1<y<1

De grafieken zijn gelijk.

Je ziet 3 perioden.
(=2, 0), (0, 0), (2m, 0) en (4m, 0)

Op (bijvoorbeeld) het interval Bn, Tl:] is de grafiek van ftoenemend dalend.

Op (bijvoorbeeld) de intervallen [0, %n] en [27:, 2%7{] is de grafiek van f
afnemend stijgend.

(=15m 1), (~3m =), (3 1), (12, =1), (257, 1) en (347, 1)

De grafiek van f herhaalt zich met een periode van 2.
Op de grafiek ligt het punt (%n, 1). Eén periode naar rechts ligt het punt

(2%11, I) en twee perioden naar rechts ligt het punt (4%7{, 1).

De punten (Z%n, 1) en (4%11, 1) liggen dus op de grafiek van f.

De functie f heeft in die punten een maximum.

(63n,1),(8%m 1)en (1047, 1)

(11n,-1), (34n, =1} en (5n. -1)

(0, 0), (m, 0), (2, 0) en (37, 0)

De grafiek van f'snijdt de x-as in alle x~-waarden die een veelvoud zijn van n,

dus in de punten ...(0, 0), (n, 0), (27, 0),(37. 0) ...
De grafiek van f'zal de x-as dus ook snijden in (23m, 0).

De snijpunten van de grafiek met de x-as zijn

...(=m, 0),(0,0), (1, 0), (2m, 0) ... en dus ook (7, 0).

Het punt (7m, 1) ligt niet op de grafiek van f.

De snijpunten van de grafiek met de x-as zijn

...(=7m, 0), (0, 0), (1, 0), (27, 0) ... en dus ook (119m, 0).

Het punt (119m, 0) ligt wel op de grafiek van f.

Op de grafiek ligt het punt (1 %n, -1 ) Twee perioden naar rechts ligt het

punt (5%7{, —1). Het punt (5%11, 1) ligt niet op de grafiek van f.
De snijpunten van de grafiek met de x-as zijn

...(=m, 0), (0, 0),(m, 0),(2m, 0) ... en dus ook (—11m, 0).

Het punt (—11m, 0) ligt wel op de grafiek van f.

Op de grafiek ligt het punt (1 %n, = ) Vijf perioden naar links ligt het punt
(—S%m —1). Het punt (—S%H, —1) ligt wel op de grafiek van f.

Op de grafiek ligt het punt (%n, 1). 118 perioden naar rechts ligt het punt
(236%7{, 1). Het punt (236%11, I) ligt wel op de grafiek van f.

Hoofdstuk 18 Periodieke functies
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Invoer: y, = sin(x) en y, = 0,8

Venster: 0<x <2m, —1,5<y<1,5

Optie: snijpunt

Het eerste snijpunt is (0.93;0,80), dus de codrdinaten van punt 4 zijn

(0,93:; 0,80).

De grafiek van fis (lijn)symmetrisch in de verticale lijn door x = %n.
Daaruit volgt dat de horizontale afstand tussen x = 0 en punt A gelijk is aan

de horizontale afstand tussen punt B en x = . zie de schets hieronder.

1
y N

A./_—u—_.__\g
\T

0,93

X

0,93

Dus de x-codrdinaat van punt Bist—0,93=2,21.

De grafiek van f'is (punt)symmetrisch in het punt (m, 0).

Vanwege de symmetrie is de horizontale afstand tussen punt B en (rt, 0)
gelijk aan de horizontale afstand tussen (m, 0) en punt C. Deze afstand is

1 — 2,21 =0,93. De x-codrdinaat van punt Cis n + 0,93 = 4,07.

De codrdinaten van punt C zijn (4,07; —0,80).

Vanwege de symmetrie is de horizontale afstand tussen punt 4 en (1w, 0)
gelijk is aan de horizontale afstand tussen (1, 0) en punt D. Deze afstand is
m— 0,93 =221. De x-codrdinaat van punt D isnt+ 2,21 = 5,35.

De codrdinaten van punt D zijn (5,35; —0,80).

Punt P bereikt (voor het eerst) de grootste hoogte na een kwart van de
periode, dus na ‘1—1 x 4 =1 seconde. De periode is 4 seconden, dus punt P
bereikt de grootste hoogte ook na bijvoorbeeld 5 seconden en 9 seconden.

h
1

0.5

Op tijdstip £ = 1 is de hoogte van punt P ten opzichte van de as van de
windmolen gelijk aan 1 meter.

De hoogte van punt P (ten opzichte van de grond) is dan 1 + 3 = 4 meter.
Op tijdstip ¢ = 3 bevindt punt P zich | meter onder de as van de windmolen.
De hoogte van punt P (ten opzichte van de grond) is dan 3 — | = 2 meter.
Op tijdstip 7 = 10 is punt P even hoog als op tijdstip 7 = 8, dus op dezelfde
hoogte als de as van de windmolen. De hoogte van punt P is dan 3 meter.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 18 Periodieke functies



Periodieke functies

05 a

U1 a

10

Omdat de periode 27 is, herhaalt de grafiek zich iedere 2n.
Als je vanaf het punt (%T[, 1) één periode naar rechts gaat, krijg je het punt

(Z%n, 1). Als je twee periodes naar rechts gaat, krijg je het punt (4%11, 1)
De punten (Z%T[, 1) en (4%7{, I) liggen dus op de grafiek van f.

Op de grafiek van fligt het punt (I%n, -1 )

Twee periodes (2 X 2n = 4m) naar rechts ligt het punt (5 %T{, -1 )

Het punt (5 %n, —1) ligt dus op de grafiek van f.

(—2n, 0), (21, 0) en (4w, 0).

(—m, 0), (m, 0) en (37, 0)

Op de grafiek ligt het punt (%n, 1). Zes periodes naar rechts ligt het punt

(12%11, 1)‘ Het punt A(L’Z%n, 1) ligt wel op de grafiek van f.

Op de grafiek ligt het punt (1 %rc, -1 ) Vijf periodes naar links ligt het punt

(—8 %T{, =i ) Het punt B(—S%TE, 1) ligt niet op de grafiek van f.

De snijpunten van de grafiek met de x-as zijn

...(=m, 0),(0,0), (1, 0), (2m, 0) ... en dus ook (8w, 0).
Het punt C(8m, 1) ligt niet op de grafiek van f.

De snijpunten van de grafiek met de x-as zijn

o.(=7, 0), (0, 0), (1, 0), (2m, 0) ... en dus ook (—3m, 0).
Het punt D(—3mn, 0) ligt wel op de grafiek van f.

Op de grafiek ligt het punt (1 ;l—lrc, -1 ) Drie periodes naar links ligt het punt
(—4%7[, —1). Het punt E(—4%rc, —I) ligt wel op de grafiek van f.

Op de grafiek ligt het punt (1 %T[, -1 ) Elf periodes naar rechts ligt het punt
(23 %n, -1 ) Het punt F(23 %n, —1) ligt wel op de grafiek van f.

De codrdinaten van S zijn gelijk aan (%n * 1 0) = (2,57, 0).

De lengte van de baan is gelijk aan de omtrek van een cirkel met een straal
van 1 meter plus twee keer m meter,dus: 27+ 1 +2-n=4n= 12,56 ... meter.

3600
In één uur doorloopt het punt de baan 256 " 286,5 keer.
y
1
h
0,5
n dn
0 } t
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
-0,5
-
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18.2 Amplitude en periode

intro De grafieken van de grote wijzer en de kleine wijzer hebben een andere

amplitude (4.3 meter en 2,8 meter) en een andere periode (1 vur en 12 uur)

De grote wijzer: De kleine wijzer:

=
w

e
o]
T
1
1

hoogteinm —
hoogteinm —

ollll A .

it AN

-43

hoogte
1,5 2

1
0,5
0 } tijd
=05 ? j

-1
-1,5

Invoer: y; = 3 - sin(x) (en y; = =5 - sin(x) en y; = 0.5 * sin(x))
Venster: —2n< x<2n, —6< <6

VN

Van links naar rechts: a =3, a=-5en a = 0.,5.

Als je het getal a verschillende waarden geeft, verandert de amplitude.
Als het getal @ een negatieve waarde heeft, dan veranderen de maxima in
minima en omgekeerd. De grafiek wordt gespiegeld in de x-as.

a= %, dus de amplitude is %
a

—8,3, dus de amplitude is 8,3.

a =4, dus de amplitude is 4. c
a = 1,8, dus de amplitude is 1,8. d

De codrdinaten van de toppen van de grafiek van A(x) = sin(x) op het
interval [0, 2n] zijn (%n, I) en (1 %n, —I).

De grafiek van f{(x) = 5 - sin(x) ontstaat door de grafiek van /i(x) = sin(x) te
vermenigvuldigen met factor 5 ten opzichte van de x-as. Daaruit volgt dat
de codrdinaten van de toppen van de grafiek van f (%ﬂ, 5) en (I%n, —5)

Zijn.

De grafiek van g(x) = —5 - sin(x) ontstaat door de grafiek van

f(x) =5+ sin(x) te spiegelen in de x-as. De maxima veranderen dan in de
minima en omgekeerd. De codrdinaten van de toppen van de grafiek van

g zijn dus (%n, —5) en (1 %n, 5).

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 18 Periodieke functies



Periodieke functies

12 a Invoer: y, = sin(2x) (en ¥, = sin(3x) en ¥, = sin(0,5x))
Venster: —2n<x <2, —1<y<1

Van links naar rechts: h=2,b=3enbh=0,5.

Als je het getal b verschillende waarden geeft. verandert de periode.
b Voor b > 1 is de periode kleiner dan 2.

Voor 0 < b < 1is de periode groter dan 2m.
c b |0,5|1|3|n|2n

periode|4n|2n‘%n|2‘ |

d Eriseen omgekeerd evenredig verband tussen b en de periode, deze is

2n
ey = B
periode =~
) . 2n 2n
13 a De periode is 7 —0,25—87:.
. . 2n 21 2
b Depenodels?=?=gﬂ.
: . 2n 2n
c Deperiodels?=1—=10n.
. . 2n 2n 1
d D deis—=—=7.
e periodeis —==-—=3

14 a a=13,de amplitude is 13.

2n  2n
De periode is s = ry = %n.
b a=-0,6,deamplitude is 0,6.
en 2
De periode is b _0,6_3§H'
¢ a=-20, de amplitude is 20.
) . 2m 2m
De periode is B 2
d a= 11—0, de amplitude is %.
. . 2T[ _ 27[ gl
De periode is ria E =63

12 Hoofdstuk 18 Periodieke functies © Noordhoff Uitgevers bv



15 a

16 a

I~

(]

VY

De amplitude is 6, dus a =
2 2
De periode is 3, dus b = ﬂ =2
periode 3
f(x)=6sin(3n)
a = -2, dus de amplitude van de grafiek van g is 2.

: L 2n 2
De periode van de grafiek van g is ?ﬂ = ?ﬂ =

T

w2

y

2

o] X
4

-1

—

-2

Tussen twee opeenvolgende hoogwaterstanden zit precies één periode.

2n
D iod
e periode is 0.506

ATAY

X"‘l ll3'0‘lﬁ
Invoer: y, = 1,85 +sin(0,506x) en y, = 1,20
Venster: 0 < x <30, -2<y<?2

Optie: snijpunt

Er zijn snijpunten bij x = 1,394... en x = 4,813....

Dat komt overeen met 1 uur en 24 minuten en 4 uur en 49 minuten.
Tussen deze tijdstippen staat het water boven 1,20 m.
Tussendoor niet afgerond geeft dat 3 uur en 26 minuten.

© Noordhoff Uitgevers bv

=1241...,dus 12 uuren 60 x 0.41... = 25 minuten.
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18 Periodieke functies

¢ De waterhoogte neemt het snelst af als de grafiek overgaat van toenemend
dalend naar afnemend dalend. Dat is bij de snijpunten met de horizontale
as, dus na een halve periode en na anderhalve periode.

2 .

X = A .
0,5 0.506 6,21, dat is om 6.13 uur.
1.5 x 2%~ 18,63, dat is om 18.38
£ P s B at is om 18.38 uur.

d Als het verschil tussen hoogwater en laagwater 4,3 meter is, dan is de
amplitude 4,3 : 2 = 2,15 meter. De periode verandert niet.
Het functievoorschrift is /(¢) = 2,15sin(0,506¢).

17 De straal van het rad is 0,9 meter, dus @ = 0.9.
2

De periode is 8 seconden, dus b = Lo Fm
8

Voor de hoogte van punt 4 (ten opzichte van de as) geldt /() = 0,9 - sin(%m).
h(4,5)=10,9- sin(%n X 4,5) = —0,34, dus de hoogte van punt 4 na 4,5
seconden is 34 cm onder de as.

014 a De amplitude van de grafiek van g is 4.
b De waarde van a geeft aan hoe groot de amplitude is, dus a = 4.
¢ De periode van de grafiek van / is 8.

2n _2m_ 4

d b= =
periode 81 4

h(x)= 4 -sin(}x)

; . 2
U2 a De periode is Ezli"d seconde, dus b = —12 = 880n.
440

De frequentie bij toon D is 1,5 X 440 = 660 Hz. De periode is dan

o

2 ; :
6%6 seconde en b = 1—7[ = 1320n. Een formule is T, = sin(1320mt).
660

2 1
¢ Periode is TEO = (,0036 seconden, de frequentie is —————=279 Hz.

0,00359...

18.3 Verschuiven

intro Het verschil tussen de twee grafieken is de evenwichtsstand.
De evenwichtsstand van de grafiek van de hoogte van het bakje ten opzichte
van de as is 0 meter. De evenwichtsstand van de grafiek van de hoogte van
het bakje ten opzichte van de grond is gelijk aan de hoogte van de as.

Ten opzichte van de as: Ten opzichte van de grond:
hoogte

hoogte
o foog

0]

tiid

\/ ’
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18 a

19

20 a

21 a

22 a

Invoer: y, = 3 + sin(x) (en y; = —5 + sin(x))
Venster: —2n< x<2n, —6<y<6

Van links naar rechts: d =3 en d = —5.
Als je het getal d verschillende waarden geeft, verandert de evenwichtsstand.

g(x) =sin(x) — 5,7 = =5,7 + sin(x), dus d = —5,7.
De evenwichtsstand van g is —5,7.

h(x)=4,5+ sin(x), dus d = 4,5.

De evenwichtsstand van 4 is 4,5.

Invoer: y, = sin(x - %n) (en y, =sin(x — 3) en y, = sin(x — —1) = sin(x + 1))
Venster: —2n< x <2, —2<y<2

Van links naar rechts: ¢ = %n, c=3enc=-1.
Optie: nulpunt geeft de punten waar de grafiek stijgend de x-as snijdt:

c= %T[ 1 (—4,71; 0)en (1,57; 0) (dit zijn de punten (—1 %n, 0) en (%n, 0))
c=3:(-3,28;0)en (3,0)

c=-1:(=1;0)en (5,28; 0)

Als je de waarde van c varieert, dan verschuift de grafiek in horizontale
richting.

De grafiek van g(x) = sin(x + 2) is ontstaan door de grafiek van

f(x) = sin(x) twee eenheden naar links te verschuiven. Een verschuiving
heeft geen invloed op de periode. Dat betekent dat de periode van de grafiek
van g hetzelfde is als die van f, dus 2n.

De grafiek van g gaat bij x = —2 stijgend door de evenwichtsstand.

De periode is gelijk aan 2n, dus de grafiek gaat ook stijgend door de
evenwichtsstand bij x = -2 + 2n = 4,28.

OQM
(

De waarde van d geeft aan hoe groot de evenwichtsstand is, dus ¢ = 1,5.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 18 Periodieke functies
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23 a

24 a

16

Periodieke functies

y
3

2PN A
1/ \_/
?12345678910)(
(2: 1,5)

(2; 1,5) is een beginpunt, dus een mogelijke waarde voor c is 2.
f(x)=sin(x—2)+1,5

Er staat een minteken voor sin(x — 1). Aan dit minteken kun je zien dat de
grafiek in het punt (1, 2) niet stijgend, maar dalend door de evenwichtsstand
gaat.

De grafiek van i(x) =2 — sin(x — 1) is ontstaan uit de grafiek van

f(x) = sin(x) door een spiegeling in de x-as (y = —sin(x)), een verticale
verschuiving van 2 omhoog (y = 2 — sin(x)) en een horizontale verschuiving
van 1 naar rechts (y = 2 — sin(x — 1)). Door de spiegeling veranderen de
punten waar de grafiek stijgend door evenwichtsstand gaat in punten waar
de grafiek dalend door de evenwichtsstand gaat (en andersom).

De spiegeling en de twee verschuivingen (zie vraag a) hebben geen invloed
op de periode. Dat betekent dat de periode van de grafiek van / hetzelfde is
als die van f(x) = sin(x), dus 2m.

Een halve periode % X 2n = nt) nadat de grafiek dalend door
evenwichtsstand gaat, gaat de grafiek stijgend door de evenwichtsstand.
Dus (bijvoorbeeld) in het punt (1 + m; 2) = (4,14; 2).

d =5, dus de evenwichtsstand is 5.

sin(x + 3) = sin(x — —3), dus ¢ = —3. Dat betekent dat de grafiek stijgend
door de evenwichtsstand gaat in het punt (=3, 5).

Twee andere punten waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat
zijn (=3 + 21, 5) = (3,28; 5) en (—3 + 41, 5) = (9,57; 5).

d =—4, dus de evenwichtsstand is —4.

c= %n. Dat betekent dat de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat in
het punt (%n, —4).

Twee andere punten waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat
Zijn (2%11, —4) en (4%11, -4/,

d =5, dus de evenwichtsstand is 5.

¢ = 0,3. Vanwege het minteken voor sin(x — 0,3) gaat de grafiek in het punt
(0,3: 5) niet stijgend, maar dalend door de evenwichtsstand. Een halve
periode (% X 2n = T[) later gaat de grafiek stijgend door de evenwichtsstand.
Dat is in het punt (0,3 + m; 5) = (3,44; 5).

Twee andere punten waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat
zijn (3,44 + 27, 5) = (9,72; 5) en (3,44 + 41, 5) = (16,015 5).

d=—4,75, dus de evenwichtsstand is —4,75.

sin(x + %n) = sin(x = —%n), dusc= —%n. Dat betekent dat de grafiek stijgend
door de evenwichtsstand gaat in het punt (—%n; —4,75).

Twee andere punten waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat
Zijn (I %n; —4,75) en (3%7:; —4,75).
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26 a

022 a

024 a

t =0 invullen in de formule geeft 1=1,5 + sin(O —= %T[) =0,5 meter.

Het blauwe punt bevindt zich dan onderin het rad.

De evenwichtstand is 1,5 en de amplitude is 1, dus de maximale hoogte is
1,5+ 1= 2,5 meter.

De periode is 27 seconden. Na een halve periode bereikt het blauwe punt het
hoogste punt, dat is na % X 2n = nu = 3,14 seconden.

De minimale hoogte is 0,5 meter. De minimale hoogte wordt bereikt op de
tijdstippen t = 0 en ¢ = 27 = 6,28 seconden.

De wieken zijn 2 meter lang, dus de amplitude a is 2.
De as bevindt zich 5 meter boven de grond, dus de evenwichtsstand d is 5.

; o : ; 2n
De wieken draaien in 3 seconden rond, dus de periode is3en h =—= %n.

3
Dit geeft de formule # = ZSin(%m) + 5.
Punt Q loopt % periode achter op punt P, dat is % x 3 =1 seconde.
Punt P gaat op tijdstip ¢ = 0 stijgend door de evenwichtsstand.
Dus punt Q gaat op tijdstip t =0 + 1 = 1 stijgend door de evenwichtsstand.
Punt Q loopt één seconde achter op punt P. Dat betekent dat je de grafiek
van punt Q krijgt door de grafiek van punt P én naar rechts te verschuiven.
De formule wordt dan 1= 2 sin(%n(t - 1)) + 5.

De evenwichtsstand is 2. In het functievoorschrift is dit het getal dat bij
sin(x — 1) wordt opgeteld.

De x-codrdinaat van A(1, 2) is 1. In het functievoorschrift is dit het getal dat
‘binnen de sinus’ van x wordt afgetrokken.

De y-codrdinaat van A(1, 2) is 2. In het functievoorschrift is dit het getal dat
bij sin(x — 1) wordt opgeteld.

Punt B is het volgende punt na punt 4 waar de grafiek stijgend door de
evenwichtsstand gaat. Dat is precies één periode verder.

De x-codrdinaat van punt 4 is 1 en de periode is 2.

Dus de x-codrdinaat van punt Bis 1 + 2n= 7,28.

Punt C ligt precies één periode na punt B.

De x-codrdinaat van punt Cis (1 +2n)+ 2n=1 + 4n = 13.57.

De codrdinaten van punt C zijn C(13,57; 2).

flx)=—4+ sin(x + %T[) is van de vorm f{(x) = d + sin(x — ¢).
d = —4, dus de evenwichtsstand is —4.
sin(x + %n) = sin(x — —%n), dusc= —%n. Dat betekent dat de grafiek stijgend

door de evenwichtsstand gaat bij x = —%TE, dus in het punt (—%n, —4).

De periode van de grafiek van fis 2n.

Omdat de periode 2n 1s, gaat de grafiek ook stijgend door de
evenwichtsstand in het punt (—%n + 2m, —4) = (1 %n, —4).

(33m, —4)en (55, —4)

d =1, dus de evenwichtsstand is 1.

sin(x + 1) = sin(x — —n), dus ¢ = —n. Dat betekent dat de grafiek stijgend
door de evenwichtsstand gaat in het punt (-, 1).

Twee andere punten waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat
zijn (m, 1) en (3m, 1).
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18 Periodieke functies

g d=2, dus de evenwichtsstand is 2.
c= %T[. Dat betekent dat de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat in
het punt (%n, 2).
Twee andere punten waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat
Zijn (2%:1, 2) en (4%11, 2).

h d =35, dus de evenwichtsstand is 5.
sin(x + 1,3) = sin(x — —1.3), dus ¢ = —1,3. Dat betekent dat de grafiek
stijgend door de evenwichtsstand gaat in het punt (—1,3; 5).
Twee andere punten waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat
Zijin (—1,3 + 2m; 5) = (4,98; 5) en (—1,3 + 4m; 5) = (11,27; 5).

i d=-4775, dus de evenwichtsstand is —4,75.
sin(x + 2) = sin(x — —=2), dus ¢ = —2. Dat betekent dat de grafiek stijgend
door de evenwichtsstand gaat in het punt (—2; —4,75).
Twee andere punten waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat
zijn (=2 + 2m;—4.,75) = (4,28; —4,75) en (=2 + 4m; —4,75) = (10,57; —4,75).

U3 De evenwichtstand is 2, dus d = 2.
De periode is 2nt. Een halve periode (% X 2n= n) nadat de grafiek
dalend door evenwichtsstand gaat, gaat de grafiek stijgend door de

evenwichtsstand, dat is (bijvoorbeeld) in het punt (%n + m, 2) = (1 %n, 2).
Een mogelijke waarde voor c is dus | %n.
Dit geeft f(x) =2+ sin(x — 1 1n).

18.4 Sinusoiden

intro De waterhoogte in de haven wordt beschreven met een sinusfunctie, dus
de bijbehorende grafiek is periodiek. Uit de formule kun je het volgende
aflezen:
- De evenwichtsstand is 3,2. Dus de gemiddelde waterhoogte is 3,2 meter.
- De amplitude is 1,8. Daaruit volgt dat de minimale waterhoogte
3,2 — 1,8 = 1,4 meter is en de maximale waterhoogte 3,2 + 1,8 = 5 meter.
2n

- De periode is =4mn = 12,57 uur.

bl

Dus de grafiek herhaalt zich iedere 12,57 uur (12 uur en 34 minuten).

- Als je de formule schrijft als /= 3,2 + 1,8sin(0,5(¢ — 5,6)) kun je aflezen
dat (5,6; 3,2) een beginpunt van de grafiek is. Dat betekent dat de grafiek
om 5.6 uur (om 05.36) stijgend door de evenwichtsstand gaat.

De waterhoogte neemt op dat moment het snelst toe.

—————————————————————— -3,2 meter

waterhoogte in m —

12,57 uur

1
1
1
]
1
1
1
1

o

5.6 _—
tijd in uren —

Je kunt met behulp van deze gegevens ook bepalen wat de coordinaten
van de toppen van de grafiek zijn, dus op welke tijdstippen de waterhoogte
maximaal of minimaal is.
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28 a

29 a

, y p ; C . 2
De amplitude is 3, de evenwichtsstand is 4 en de periode is 71[ =T

De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand in (bijvoorbeeld) het punt

(1,4).

d =2, de evenwichtsstand is 2.
a =4, de amplitude is 4.

2
b= 1%, de periode is _Tn: 1%1‘[.

2
¢ = 3, een beginpunt is (3, 2).
d =3, de evenwichtsstand is 3.
a =2, de amplitude is 2.

2
b =4, de periode is Tﬂ = %n.

c= —%n, een beginpunt is (—in,'_’,).
d = —200, de evenwichtsstand is —200.
a =125, de amplitude is 125.
2n
0,1m
¢ =0, een beginpunt is (0, —200).

= 20.

b =0,1n, de periode is
d =z, de evenwichtsstand is %

2
b ==zmn, de periode is l_n =6.
ETI

5
8:

a=1. de amplitude is
2° P 5"
1
3

esil . L5
¢ = g7, een beginpunt is (§T[, g).

Hoewel ¢ = 4 en d = -3, gaat de grafiek van fin het punt (4, —3) niet
stijgend, maar dalend door de evenwichtsstand. Dit komt doordat er een
minteken voor 2sin(x — 4) staat.

Het punt (4, —3) is dus geen beginpunt van de grafiek van f.

2
b =1, de periode van de grafiek van f'is Tﬂ =2m.

Een halve periode (% X2n= n) nadat de grafiek dalend door de
evenwichtsstand gaat, gaat de grafiek stijgend door de evenwichtsstand.
Een beginpunt is (bijvoorbeeld) (4 + n, —=3) = (7,14; —3)

1 N

Invoer: y; =5—8sin(x +2)en p, =5

Venster: 0 < x <2m, —5<y<15

Optie: snijpunt

Er is een snijpunt bij x = 1,14. Dus een beginpunt is (1,14; 5).

© Noordhoff Uitgevers bv
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31

20

Periodieke functies

¢=—2end=>5. Vanwege het minteken voor 8sin(x + 2) gaat de grafiek in
het punt (-2, 5) dalend door de evenwichtsstand.

Een halve periode (% X2n= n) nadat de grafiek dalend door
evenwichtsstand gaat, gaat de grafiek stijgend door de evenwichtsstand. Dat
is bij x = =2 + men dat is ongeveer 1,14.

d = 0,7, de evenwichtsstand is 0,7 meter.
a = 0,65, de amplitude is 0,65 meter.
De maximale waterhoogte is 0,7 + 0,65 = 1,35 meter.

; . 2 ;
b =0,5, de periode is Lo tn 12,57 uur (12 vur en 34 minuten).

¢ =0, een beginpunt van de grafiek is (0; 0,7).

Een kwart periode na het beginpunt bereikt het water de hoogste stand.
Dat is op t=0+£1—1><4n=n= 3,14... uur.

Dus na 3 uur en 60 x 0,14... = 8 minuten, om 3.08 uur.

Het water bereikt één periode later opnieuw de hoogste stand.
Datisop t=mn+ 4n=51= 15,70... vur.

Datisna 15 uur en 60 x 0,70... = 42 minuten, om 15.42 uur.

Driekwart periode na het beginpunt bereikt het water de laagste stand.
Datisopt=0 +% X4n=3n=942... uur.

Dus na 9 uur en 60 x 0,42... = 25 minuten, om 9.25 uur.

Eén periode later bereikt het water opnieuw de laagste stand.
Datisopt=3n+4n=7n=21,99... uur.

Dus na 21 uur en 60 x 0,99... = 59 minuten, om 21.59 uur.
¥1=0.7+0.655in(0.5X)

Minimum
K=9.4247779 ¥=0.05

Invoer: y, = 0,7 + 0,65 - sin(0,5x)

Venster: 0<sx<24,0<y<1,5

Optie: minimum

Dit geeft x = 9,42 en x = 21,99, dus het water bereikt het laagste punt op
t=942ent=21,99.

Dit komt overeen met opdracht e.

De evenwichtsstand is —2 en de amplitude is 3. dus het maximum is gelijk
aan —2 + 3 =1 en het minimum is gelijk aan =2 — 3 = —5.

: " : .
De periode is ?ﬂ = m en een beginpunt is (0, —2).

De twee hierop volgende snijpunten met de evenwichtsstand zijn (%n, —2) en
(m, —2). De toppen zijn (%n, 1) en (%n, —5).

De evenwichtsstand is 6 en de amplitude is 8, dus het maximum is gelijk aan
6 + 8 = 14 en het minimum is gelijk aan 6 — 8 = —2.

2
De periode is ?ﬂ =2 en een beginpunt is (0, 6).

De twee hierop volgende snijpunten met de evenwichtsstand zijn (1, 6) en
(2, 6). De toppen zijn (%, 14) en (1%, _2)_
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De evenwichtsstand is —42 en de amplitude is 28, dus het maximum is gelijk
aan —42 + 28 = —14 en het minimum is gelijk aan —42 — 28 = —70.

LI 10 en een beginpunt is (=3, —42).

De periode is

7

De twee hierop volgende snijpunten met de evenwichtsstand zijn (2, —42) en
(7, —42). De toppen zijn (—%, —14) en (4%, —70).

Je kunt de formule schrijven als y = 3.2 — 1,3 sin(n(x + 1)).

De evenwichtsstand is 3,2 en de amplitude is 1,3, dus het maximum is gelijk
aan 3,2 + 1,3 =4.5 en het minimum is gelijk aan 3,2 — 1,3 =1,9.

2
De periode is ?ﬂ = 2. De grafiek gaat in het punt (—1; 3,2) dalend door de

evenwichtsstand, vanwege het minteken voor 1,3sin(n(x + 1)). Een halve
periode later, in het punt (0; 3.2), heeft de grafiek een beginpunt.

De twee hierop volgende snijpunten met de evenwichtsstand zijn (1; 3,2) en
(2; 3,2). De toppen zijn (0,5; 4,5) en (1,5; 1,9).

De periode is = 365 dagen, dus een jaar.

2n
0.0172
De maximale daglengte is 12 + 2,7 = 14,7 uur (14 uur en 42 minuten) en de
minimale daglengte is 12 — 2,7 = 9,3 uur (9 uur en 18 minuten).
Een beginpunt is (80, 12). Twee hierop volgende snijpunten met de
evenwichtsstand zijn (262,5; 12) en (445; 12).
De maximale daglengte wordt bereikt op (80 +262,5): 2= 171,25 dagen na
1 januari, dat is op 21 juni.
De minimale daglengte wordt bereikt op (262,5 + 445) : 2 = 353,75 dagen na
1 januari, dat is op 21 december.
Als je vitgaat van een jaar zonder 29 februari, dan komt 1 mei
overeen met =31 + 28 + 31 + 30 = 120. Invullen in de formule geeft
D=12+27sin(0,0172(120 — 80)) = 13,71... uur.
Dat is 13 uur en 43 minuten.
Ya=18

.............

Invoer: y; =12 + 2,7sin(0,0172(x — 80)) en y, =10

Venster: 0 < x £365,8<y<15

Optie: snijpunt

Dit geeft x =31,501... en x=311,149..., dus

311,149... — 31,501... = 279,6... dagen per jaar is de daglengte meer dan
10 uren.

Dus 365 — 279,6... = 85 dagen is de daglengte minder dan 10 uren.

De periode wordt 7 keer zo klein, dus » moet 7 keer zo groot worden.
Dit geeft b = 0,0172 x 7=0,1204.

Het getal 80 in de formule is in dagen, door te delen door 7 wordt dat weken.
80:7=~1143

De formule wordt D = 12 + 2.7sin(0,1204(z — 11,43)).
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031
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Periodieke functies

d =4, de evenwichtsstand is 4.
a =3, de amplitude is 3.
b =2, de periode is 2—;— =7
¢ =1, de codrdinaten van een beginpunt zijn (1, 4).
k(x)=3sin(5x) -2
k(x)=-2+ 3sin(5(x — 0))
a=3,b=5c=0end=-2
d = -2, de evenwichtsstand is —2.
a = 3, de amplitude is 3.

; . 2n 2
b =5, de periode is 5 Tsm
¢ =0, een beginpunt is (0, —2).
d =17, de evenwichtsstand is 7.
a =4, de amplitude is 4.

b = m, de periode is ?ﬂ =2.

¢ = —2, een beginpunt is (-2, 7).
d = -5, de evenwichtsstand is —5.
a =1, de amplitude is 1.

b =2, de periode is 2% =7

c= —%n, een beginpunt is (—%n, —5).
d = —50, de evenwichtsstand is —50.
a =60, de amplitude is 60.

.

L —

b = 1,51, de periode is -zi =1
1.57

¢ =0, een beginpunt is (0, —50).
d = —3, de evenwichtsstand is —3.
a= 5%, de amplitude is 5%.

. .2
b =4, de periode is ?ﬂ- = %n.

¢ =2, een beginpunt is (2, —3).

(0.2)
evenwichtsstand: 2
amplitude: 3

: T
periode: E =
De grafiek van f gaat bij x = 0 stijgend door de evenwichtsstand.
De twee hierop volgende snijpunten met de evenwichtsstand zijn een halve
periode en een hele periode verder, dus bij x =2 en x =4,
Precies tussen x = 0 en x = 2 bereikt f'een maximum, dat is bij x = 1.
De waarde van het maximum gelijk aan de evenwichtsstand plus de
amplitude, dus 2 + 3 = 5.
Dit geeft de codrdinaten (1, 5).
De grafiek van f'gaat bij x =0, x = 2 en x =4 stijgend door de
evenwichtsstand.
Precies tussen x = 2 en x = 4 bereikt feen minimum, dat is bij x = 3.
De waarde van het minimum is gelijk aan de evenwichtsstand minus de
amplitude, dus 2 — 3 = —1.
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g De evenwichtsstand is —4 en de amplitude is 2, dus het maximum is gelijk
aan —4 + 2 = —2 en het minimum is gelijk aan -4 — 2 = —6.

2
De periode is -32 = %n en een beginpunt is (0, —4).

De twee hierop volgende snijpunten met de evenwichtsstand zijn (%T[, —4) en
(%n, —4). De toppen zijn (%n, —2) en (%n, —6).

h Je kunt de formule schrijven als y = 15 + 6 sin(2(x + 4)).
De evenwichtsstand is 15 en de amplitude is 6, dus het maximum is gelijk
aan 15+ 6 =21 en het minimum is gelijk aan 15 - 6= 9.

; " : ,
De periode is -22 = en een beginpunt is (—4. 15).

De twee hierop volgende snijpunten met de evenwichtsstand zijn
(—4+1n 15)~(-2.43; 15) en (=4 + 7, 15) = (~0.,86; 15).
De toppen zijn (—=3,21; 21) en (—1,64; 9).

i Deevenwichtsstand is 2 en de amplitude is 17, dus het maximum is gelijk
aan 2 + 17 =19 en het minimum is gelijk aan 2 — 17 = —15.

2n
De periode is P 2 en een beginpunt is (-3, 2).

De twee hierop volgende snijpunten met de evenwichtsstand zijn (=2, 2) en
(—1, 2). De toppen zijn (—2%, 19) en (—1 %, —15).

j Deevenwichtsstand is 38 en de amplitude is 20, dus het maximum is gelijk
aan 38 + 20 = 58 en het minimum is gelijk aan 38 — 20 = 18.

: " :
De periode is -li = 4. De grafiek gaat in het punt (0, 38) dalend door de
3T
evenwichtsstand, vanwege het minteken voor 20 sin(% nx). Een halve periode
later, in het punt (2, 38), heeft de grafick een beginpunt.
De twee hierop volgende snijpunten met de evenwichtsstand zijn (4, 38) en

(6, 38). De toppen zijn (3, 58) en (5, 18).

U4  Inmaand ¢ komt in het meer s(7) = 0,4 * r( — 1) miljoen m? water.

De formule wordt s(¢) = 0,4 - (10 + 9sin(%ﬁ(t + 2))) =4+ 3,6sin(%ﬂ(t + 2)).

18.5 Formules opstellen bij sinusoiden

intro In de grafiek zie je dat de bloeddruk een periodiek verschijnsel is. Je kunt het

volgende aflezen:

- De maximale bloeddruk is 130 en de minimale bloeddruk is 90.
Hieruit volgt dat de evenwichtsstand (130 + 90) : 2 =110 is en de amplitude
130 - 110=20.

- De grafiek gaat bij =0 en ¢ = 0,8 stijgend door de evenwichtsstand, dus de
periode is 0,8 seconden.

Je kunt met behulp van deze gegevens een formule opstellen voor de

bloeddruk: B=110+ 20 sin(&—’ér) ofwel B=110+ 20 sin(Z%ﬁt).
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35

24

Periodieke functies

De evenwichtsstand is (4,5 + —0,5) : 2= 2.

De amplitude is 4,5 -2 =2.5.
a=25end=2.
2 2
De periode is 2, dus b = T[ -
periode 2

Aan de grafiek kun je zien dat ¢ = 0 doordat de grafiek bij x = 0 stijgend
door de evenwichtsstand gaat.
Een formule bij de grafiek is y = 2 + 2,5sin(n(x — 0)) = 2 + 2,5sin(nx).

Het maximum is 125 en het minimum 25.
De evenwichtsstand is d = (125 + 25) : 2 = 75 meter.
De amplitude is @ = 125 — 75 = 50 meter.

2 2
j-[ :_ﬂ:%ﬂ.

De periode is 3 seconden, dus b = -
periode 3

De codrdinaten van een beginpunt zijn (1, 75).
Een beginpunt is (1, 75), dus ¢ = 1.
Dit geeft de formule H =75 + 50 sin(%n(r = I)).

Functie g:

Het maximum is 3.5 en het minimum is —1,5.

De evenwichtsstand is d = (3.5 +—1,5): 2 = 1.

De amplitudeisa=3,5-1=2,5.

De grafiek gaat bij x =2 en x = 6 stijgend door de evenwichtsstand.
2

De periode is 4 en b = Tﬂ = %n.

Een beginpunt is (2, 1), dus ¢ = 2.

Een functievoorschrift is g(x) =1 + 2.5 sin(%n(x = 2)).

Functie &

Het maximum is 35 en het minimum is —15.

De evenwichtsstand is d = (35 + —15) : 2= 10.

De amplitude is @ = 35— 10 = 25.

De grafiek gaat bij x = 5 en x = 25 stijgend door de evenwichtsstand.

2n
De periodeis 20 en b = 0 %n.
Een beginpunt is (5, 10), dus ¢ = 5.

Een functievoorschrift is #(x) = 10 + 25 sin(%ﬂ(x = 5)).

De evenwichtsstand is d = —12.
De amplitude is @ = 18 — =12 = 30.

De periode is 16en b = % =gn
Een beginpunt is (4, —12), dus ¢ = 4.

Een formule bij de sinusoide is y = —12 + 30 sin(%n(x - 4)).

Hoofdstuk 18 Periodieke functies
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37 a

(0, 6)

A

3.2

0

De evenwichtsstand is d = 6.
De amplitudeisa=6—-2=4.
Vanaf het punt (0, 6) tot het punt (3, 2) is driekwart periode.

2
Deperiodeisdus(3—0):%=4enb=%:%n‘

Een beginpunt is (0, 6), dus ¢ = 0.
Een formule bij de sinusoide is y =6 + 4sin(%nx).

¥
(5,210)

7\ /.
7 S

(17,-100)

De evenwichtsstand is d = (210 + —100) : 2 = 55.
De amplitude is ¢ = 210 — 55 = 155.
Vanaf het punt (5, 210) tot het punt (17, —100) is een halve periode.
2
De periodeisdus 2 X (17 —5)=2 x 12=24enb=-2%=~1~1§n.
Een kwart periode voor het maximum heeft de grafiek een beginpunt. Dat is
bijx=5-1-24=-1,duse=—1.
Een formule bij de sinusoide is y = 55 + 155 sin(Tlin(x + 1)).

De hoogste waarde is 58 cm en de laagste waarde —78 cm, dus de
evenwichtsstand is d = (58 + —78) : 2 =—10.
De amplitude is @ = 58 — —10 = 68.

De periode is 2+ (10.14 — 4.10) = 12.08 uur, dus b = =(,52.

B =

60
Het beginpunt bevindt zich precies tussen laag- en hoogwater, dus bij

t=(488+108):2=72, dusc=72.
De formule is # = —10 + 68sin(0,52(1 — 7.,2)).

N\ /

it

Invoer: y; = —10 + 68sin(0,52(x — 7,2)) en y, = —60
Venster: 0 < x <8, —80 < y <60
Optie: snijpunt

X=2.7471306 Y="60
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18 Periodieke functies

Dit geeft x =2,747... en x = 5,611...

De waterstand ligt 5,611... — 2,747... = 2,864... uur meer dan 60 cm onder
NAP. Dat is 2 uur en 0,864 x 60 = 52 minuten.

In de grafiek ligt de waterstand ongeveer 2 uur en 30 minuten meer dan

60 cm onder NAP, dus het verschil is ongeveer 22 minuten.

38 De x-as is de evenwichtsstand, dus ¢ = 0 cm.
De amplitude is de helft van het hoogteverschil tussen het hoogste en laagste
punt,dusa=42:2=2.1 cm.
Op de foto is te zien dat de golfplaat uit 10 periodes bestaat. Eén periode is
2n
dan98:10=9,8 cm, dus b= ﬁ= :11_8“-
Bij x = 0 is de golfplaat in een laagste punt. Een kwart periode na dit punt

heeft de grafiek een beginpunt, dat is bij x =0 + }T +9.8=12,45, dus ¢ = 2.45.

Een formule bij de sinusoide is y = 2,1 sin(}rgn(x = 2,45))‘

035 a Het maximum is 5 en het minimum is —1.
b De evenwichtsstandisd=(5+—-1):2=2.
¢ Deamplitudeisa=5-2=3.

2
d De periodeis 4, dush = Tﬂ = %n.

e De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand in het punt (1, 2).
De waarde van ¢ is dus 1.
f (o) =2+3sin(inx - 1))

036 a y

b De evenwichtsstand is gelijk aan de y-codrdinaat van een beginpunt, dus

d=2.
De amplitude is het maximum minus de evenwichtsstand, dusa =6 —2 =4,
21 2t ,
c = = —_—==
periode 5 7 T

d (3, 2)iseen beginpunt, dus ¢ = 3.
Dit geeft de formule y =2 + 4sin(%n(x =. 3)).

e Y
(4,3)
y /\/
X
0

De evenwichtsstand is d = 2.
De amplitudeisa=3-2=1.
Vanaf het punt (—1, 2) tot het punt (4, 3) is een kwart periode.

26 Hoofdstuk 18 Periodieke functies © Noordhoff Uitgevers bv



o i 2
Deperlodexsdus4><(4——1):4><Szzoenbzﬁzﬁﬂ_

(—1, 2) is een beginpunt, dus ¢ = —1.
Een formule bij de sinusoide is y =2 + sin(Tl@ﬂ(x + 1)).

/N /
4 N/

(7,-6)

De evenwichtsstand is d = (10 + —=6) : 2= 2.
De amplitudeisa=10—-2=8.
Vanaf het punt (3, 10) tot het punt (7, —6) is een halve periode.

2
Deperiodeisdus2x(7—3):2x4zgenb:?ﬂ:%m

Een kwart periode voor het maximum zit een beginpunt. Dat is bij
x=3—%-8=1,dusc=1.
Een formule bij de sinusoide is y =2 + Ssin(%n(x —: 1)).

U5 a De grote wijzer:
De evenwichtsstand is d = (3,6 + 2,8) : 2 = 3,2 meter.
De amplitude is a = 3.6 — 3.2 = 0,4 meter.

2
De periode is 1 uur, dus b = Lo

Om 0.00 vur staat de grote wijzer bovenaan. Om 0.45 uur gaat de grote
wijzer stijgend door de evenwichtsstand, dus ¢ = %.

De formule voor de grote wijzer is 7= 3,2 + 0.4 sin(Zn(t - %))

De kleine wijzer:

De evenwichtsstand is hetzelfde als bij de grote wijzer, dus 3,2 meter.
De amplitude is a = 3.4 — 3.2 = 0,2 meter.

De periode is 12 uur, dus b = :f—; = -é—n.

Om 0.00 uur staat de grote wijzer bovenaan. Om 9.00 uur gaat de kleine
wijzer stijgend door de evenwichtsstand, dus ¢ = 9.

De formule voor de kleine wijzeris # = 3,2 + 0,2 sin(én(t = 9)).

b De wijzers staan beide bovenaan om 0.00 uur en 24.00 uur. Daartussen
passeren ze elkaar elk uur. Van 0.00 uur tot 12.00 uur legt de grote wijzer
12 ronden af en de kleine wijzer 1 ronde, dus is de grote wijzer 11 keer de
kleine wijzer gepasseerd (als je 0.00 uur niet meerekent en 12.00 uur wel).
De daarop volgende 12 vur passeert de grote wijzer de kleine wijzer 10 keer
(24.00 vur niet meegerekend). Dus per etmaal passeert de grote wijzer de
kleine wijzer 21 keer.
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18 Periodieke functies

18.6 Gemengde opdrachten

39 De evenwichtsstand is d = (186 + —172) : 2=7 cm.
De amplitudeisa =186 —7 =179 cm.
Op t =0 is het hoogwater en op ¢ = 12,4 opnieuw, dus een periode duurt
21
12,4
Een beginpuntis bij 7 = (6.2 +12,4): 2=9,3, dus ¢ =9,3.
Een formule bij de getijkromme is # =7 + 179sin(0,507(¢ — 9.3)).

12,4uuren b = = 0,507.

2
40 a bh=1,In, dus de periode is ﬁ = 1,818 seconden.

2

Eén ademhaling duurt ongeveer 1,818 seconden.

b De evenwichtsstand is 2,3 liter en de amplitude is 1,2 liter.
In de longen zit dus maximaal 2,3 + 1,2 = 3,5 liter lucht.
De hoeveelheid lucht in de longen is maximaal een kwart periode na een
beginpunt. Een beginpunt is (0; 2,3).
De hoeveelheid [ucht is dus maximaal op =0 + % x 1,818 = 0,45 seconde.
Eén periode later weer: r = 0,45 + 1,818 = 2,27 seconde.
Nog een periode later weer: t = 2.27 + 1,818 = 4,09 seconde.
Op de tijdstippen t = 0,45, t = 2,27 en t = 4,09 seconde is de hoeveelheid
lucht in de longen maximaal.

c [ Ya=2

N/
i

X=1.7450631 y=2

Invoer: y; =2,3+ 1,2sin(1l,lnx) en y, =2

Venster: 0<x<2,0<y<5

Optie: snijpunt

Dit geeft x =0,982...en x=1,745....

Per ademhaling zit er gedurende 1,745... — 0,982... = 0,76 seconden minder
dan 2 liter lucht in de longen.

41 a

De evenwichtsstand is d = 1.
De amplitudeisa=7—-1=6.

2
De periodeis Sen b = ?T[ = %n.
Een beginpunt is (3, 1), dus ¢ = 3.

Een formule bij de sinusoide is y =1+ GSin(%n(x — 3)).
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42 a

(2,10)

\WAWAWA

¥ ¥ ¥

(23.-4)

De evenwichtsstand is d = (10 + —=4) : 2= 3.
De amplitudeisa=10—-3=7.
Vanaf het punt (2, 10) tot het punt (2%, —4) is een halve periode.
2
De periode is dus 2 X (2%—2)=2X%= 1 enb=TT[=2n.
Een kwart periode voor het maximum zit een beginpunt. Dat is bij
x=2-1-1=13 duse=13.

Een formule bij de sinusoide is y =3+ 7 sin(2n(x -1 %))

b= %n, dus een periode duurt 22—7[ = 3 seconden.
57‘.’
Invoer: y, =8 sin(%nx) en y, =3
Venster: 0<x<6,-10<y< 10
Optie: snijpunt
Dit geeft de tijdstippen t = 0,18; r= 1,32; t = 3,18 en 1 = 4,32.

5 |
NI

Invoer: y, =8 sin(%nx) eny,=6eny,=—-6

Venster: 0<x <3, -10<y< 10

Optie: snijpunt

De snijpunten van y, en v, zijn bij = 0,404... en 1 = 1,095...
De snijpunten van y, en v, zijn bij = 1,904... en 1 = 2,595...
Van de 3 seconden is de uitwijking gedurende

(1,095... - 0,404...) + (2,595... — 1,904...) = 1,380... seconden meer dan

6 cm.
Dat is

1,320... x 100% = 46,0% van de tijd.

© Noordhoff Uitgevers bv
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18 Periodieke functies

Onderzoeksopdrachten

43 De formule bij de bovenste sinusoide is van de vorm S, yenee = & + asin(b(x — ¢)).
De twee sinusoiden hebben dezelfde amplitude, dus @ = 50 cm.
De evenwichtslijn van bovenste sinusoide ligt op de hoogte van de top van
de onderste sinusoide, dus d = 100 + 50 = 150 cm.
De twee sinusoiden hebben dezelfde periode, dus b = %

De twee sinusoiden raken elkaar bij x = % De hoogte van het raakpunt is

us

LA 100+503in(3 %) = 125 cm.

onderste

x= % invullen in de formule voor S, , ... geeft de vergelijking:

150 + 50 sin(% (i- c)) =125

Invoer: y; = 150 + 50 sin(g (% - x)) en y, =125

Venster: 0 < x <10, 100 <y <200
Optie: snijpunt
Het eerste snijpunt is bij x = 1, dus een mogelijke waarde voor cis 1.

T
5(x—1)).

De formule wordt dan: S, ... = 150 + 50sin

Samenvatting

S1 a De grafiek van f'daalt het snelst als de grafiek dalend door de
evenwichtsstand gaat. Dat is in de punten (3n, 0) en (57, 0).
(22m, 1), (3%m, —1), (43m, 1) en (51n, —1).

o

52 Het functievoorschrift van A is i(x) = —1,5 sin(x).

S3  Deamplitude van f(x) = 12sin(x)is 12.
De amplitude van g(x) = —0,8sin(x) is 0,8.

o o x 2
S4 a bh=0,25, de periode is 0’25—811.
b b=, deperiadsisas= |
= 27, de periode is — = 1.
. . 2n
¢ bh=0,2n, de periode is — = 10.
0,27

S5 a De functie p: de evenwichtsstand is 1,5 en de amplitude is 1.
De functie ¢: de evenwichtsstand is —1 en de amplitude is 2.

b p(x)=1,5+sin(x)en g(x)=—1+ 2sin(x)
Sé a h(x)=f(x)+6=sin(x)+6
b De grafiek van k ontstaat door de grafiek van f(x) = sin(x) 7 eenheden

omlaag te verschuiven.
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S7 a

58 a

59 a

De grafiek van g gaat bij x = 3 stijgend door de evenwichtsstand, dus ¢ = 3.
Het functievoorschrift van g is g(x) = sin(x — 3).

T=sin(p +0,5) =sin(p — —0,5), dus ¢ = —0,5.

De grafiek gaat in het punt (—0,5; 0) stijgend door de evenwichtsstand.

Functie f:
d =3, de evenwichtsstand is 3.
a =5, de amplitude is 5.
2
b= %, de periode is l—ﬂ =4n.

2
Functie g:

d =10, de evenwichtsstand is 10.
a = =3, de amplitude is 3.
2
b= %n, de periode is ~1£= 6.
M
De evenwichtsstand is 10 en de amplitude is 3, dus het maximum is gelijk
aan 10 + 3 = 13 en het minimum is gelijk aan 10 —3=7.

De periode is 12_n = 6. De grafiek gaat in (0, 10) dalend door de
37T
evenwichtsstarsld, vanwege het minteken voor 3 sin(%ﬂx). Een halve periode
later, in het punt (3, 10), heeft de grafick een beginpunt.
Op het interval [0, 12] zijn de snijpunten met de evenwichtsstand:
(0, 10), (3, 10), (6, 10), (9, 10) en (12, 10).
De toppen liggen halverwege de snijpunten met de evenwichtsstand:

(13,7),(43.13),(75.7) en (103, 13).

Het maximum is 2 en het minimum is —4.
De evenwichtsstand isd=(2+—4):2=—1.
De amplitudeisa=2—-—-1=3.

21 1

T = “Z“T[.

Een beginpunt is (1, —1), dus ¢ = 1.

De periodeis4 en b =

Een functievoorschrift is f(x)=-1+3 sin(%n(x = I)).

Y
(5.4)

12

De evenwichtsstand is d = —2.
De amplitudeisa=4—--2=6.

2
De periodeis 12enb=—= én.

o
12
Een kwart periode vdor het maximum zit een beginpunt, dat is bij
x=5-1-12=2,duse=2.

Een functievoorschrift bij de sinusoide is g(x)=-2+6 sin(én(x = 2)).

© Noordhoff Uitgevers bv
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18 Periodieke functies

Test jezelf

T1 a d=-3, de evenwichtsstand is —3.
a =17, de amplitude is 7.

2
b= %, de periode is l_n =4m.

2

c= —%n, een beginpunt is (—%n, —3).

b d =7, de evenwichtsstand is 7.
a = =3, de amplitude is 3.

2
b =4, de periode is ZT[- = %T[.

¢ = —4. De grafiek gaat in het punt (=4, 7) dalend door de evenwichtsstand,
vanwege het minteken voor 3sin(4(x + 4)). Een halve periode later, in het
punt (—4 + %n, 7) = (—3,21; 7) heeft de grafiek een beginpunt.
¢ d=-0.23, de evenwichtsstand is —0,23.
a = 0,65, de amplitude is 0,65.
b = 0,4n, de periode is e =5.
0,4n
¢ =0, een beginpunt is (0, —0.23).

T2 De grafiek is (lijn)symmetrisch in de verticale lijn door x = %n.
Daaruit volgt dat de x-codrdinaat van punt B gelijk is aan n — 0,78 = 2,36.
Punt C ligt één periode (27) naar links ten opzichte van punt 4, dus de
x-codrdinaat van punt C1is 0,78 — 2= —5,50.
Punt D ligt én periode (27) naar links ten opzichte van punt B, dus de
x-codrdinaat van punt D is 2,36 — 2n = —3,92,

T3 a bh=1,25, dus de periode is % = I%n = § seconden.

b De evenwichtsstand is 1,2 liter en de amplitude is 0,7 liter.
In de longen blijft minimaal 1,2 — 0,7 = 0,5 liter lucht achter.

¢ Als de ademfrequentie 1,5 keer zo groot wordt, dan wordt de periode 1,5
keer zo klein. De waarde van b wordt dan 1,5 keer zo groot.
Dush=125x%x1,5=1,875.
De minimale longinhoud blijft 0,5 liter en de maximale longinhoud wordt
2.4 liter. Dan is de evenwichtsstand d = (2.4 + 0,5) : 2 = 1.45 liter en de
amplitude a = 2,4 — 1,45 = 0,95 liter.
De formule is H= 1,45+ 0,95sin(1,875¢).

2
T4 a De lengte van de drempel is precies één periode, dus l—ﬂ = 4 meter.
ET{
b De helling 1s maximaal als de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat,
dus in een beginpunt. ¢ = 1, het beginpunt is (1; 0,06).

1 meter vanaf het begin van de drempel ligt het eerste punt waar de drempel
een maximale helling heeft.

19 a Het maximum is 15 en het minimum is —5.
De evenwichtsstand is (15 + =5): 2= 5.
De amplitude is 15— 5 =10.
De grafiek heeft een top bij x =0 en x = 80, dus de periode is 80.
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b Uit vraaga volgtd=5en a=10.
2n 2n
— = —= ==
periode 80 40

Een beginpunt is (60, 5). Dus ¢ = 60.
Een formule bij de sinusoide is y = 5 + 10 sin(%n(x = 60)).

Té a De maximale daglengte is 19 uur in week 25.
Bij r=11,5en ¢ = 37,5 is de daglengte voor alle breedtegraden gelijk.
Deze dagen horen bij het begin van de lente en het begin van de herfst.
De daglengte neemt het sterkst toe in een beginpunt.
In de formule is ¢ = 0, het beginpunt is (0, 12).
De daglengte neemt het sterkst toe O weken na 21 maart, dus op 21 maart.
2n
0,1208
Bij 52° NB is de maximale daglengte 16,7 uur.
De amplitude is 16,7 — 12 =4,7.
Invoer: y, =12 + 4,7 + sin(0,1208 * x) en y, = 16
Venster: 0<x<52,0<y<24
Optie: snijpunt
Dit geeft x = 8,43 en x = 17,58.
Dat betekent dat ongeveer 8,5 week na 21 maart en 17,6 weken na 21 maart
de daglengte in Amersfoort 16 uur is.
g Bij 64° NB is de maximale daglengte 21 uur.
De evenwichtsstand is 12 uur en de amplitude is 21 — 12 =9 uur.

2
De periode is 365 dagen, dus b = % = 32—57(.

De tijd is in dagen, dus het beginpunt is bij =7 X 12 = 84, dus ¢ = 84.

o

(2]

d b =0,1208, dus de periode is = 52 weken oftewel 1 jaar.

-~

De formuleisd=12+9- sin(fﬁn(t - 84)).

Extra oefening

E1 a g(x)=4"f(x)=4sin(x)
b A(x) = =3+ f(x) = —3sin(x)

2
E2 a Bijeen periode van 0,2nis b = =T = o.
0,21

" ; ; 2
Bij een periode van 8 is h = ?ﬂ = }Tn.

2
b bh=1,5 dus de periode is %= 1%11.

2
b =m, dus de periode is ?n =2.

E3 a g(x)=f(x)—3.4=sin(x)—34
b De grafiek van /& ontstaat uit de grafiek van f(x) = sin(x) door deze 8
eenheden omhoog te verschuiven.
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E5 a

Eé6 a

34

Periodieke functies

De grafiek van g gaat bij x = —1 stijgend door de evenwichtsstand, dus
¢ = —1. Het functievoorschrift van g is g(x) = sin(x — —1) =sin(x + 1).
¢ = 2,5, dus de grafiek gaat in het punt (2,5; 0) stijgend door de
evenwichtsstand.

d = -3, de evenwichtsstand is —3.
a =2, de amplitude is 2.

2
b =1, de periode is —IT[- =2m.

¢ =5, een beginpunt is (5, —3).
d =17, de evenwichtsstand is 7.
a = 3, de amplitude is 3.

2
h= %, de periode is 1_1'[ = 4.

2
¢ =—2, een beginpunt is (=2, 7).
d = 8, de evenwichtsstand is 8.
a =5, de amplitude is 5.

2
b = 3m, de periode is Lo %
3n

¢ =1, een beginpunt is (1, 8).
d=-2,7, de evenwichtsstand is —2.7.
a =—1,6, de amplitude is 1,6.

b =1, de periode is 2_17[_ = 2m.

¢ = —5. De grafiek gaat in het punt (=5; —2,7) dalend door de
evenwichtsstand, vanwege het minteken voor 1,6 sin(x + 5). Een halve
periode later, in het punt (=5 + mi; —2,7) = (—1,86; —2,7) heeft de grafiek een
beginpunt.

Functie f;
Het maximum is 2 en het minimum is —2.
De evenwichtsstand is d = 0.
De amplitude is ¢ = 2.
2

De periodeis2en b = —ZE =1
Een beginpunt is (0, 0), dus ¢ = 0.
Een functievoorschrift is f(x) = 2 sin(mx).
Functie g:
Het maximum is 3,5 en het minimum is —1,5.
De evenwichtsstand is d = (3.5 +—1,5): 2 = 1.
De amplitudeisa=3,5-1=2,5.

. . 2
De periodeis 12en b = % = %n.
Een beginpunt is (1,2; 1), dus ¢ = 1,2.

Een functievoorschrift is g(x) =1 + 2.5 sin(%n(x = 1,2)).

Hoofdstuk 18 Periodieke functies
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b Van de grafiek van / is de evenwichtsstand d=(3,5+0,5): 2=2en de

Z
amplitude ¢ = 3,5—-2=1,5. De periodeis3en h = Loz,
3 A

De grafiek van /1 gaat in het punt (0, 2) dalend door de evenwichtsstand.

Een halve periode later, in het punt (1 %, 2), heeft de grafiek een beginpunt
dusc= 1%.

De formule bij de grafiek van ~is y=2 + 1,5 sin(%ﬂ:(x = 1%))

Als de grafiek van / 2 naar links en 1,5 omhoog wordt geschoven, krijg je

een grafiek waarbij de formule y =3,5+ 1,5 sin(%n(x + %)) hoort.

Invoer: y, =9,5-7.5 sin(%rc(x + 3))
Venster: 0<x<12,0<y <20
b V256

smopunt
=9.9272713 ¥=6

Invoer: y, =9,5-7.5 sin(én(x + 3)) en y, =6

Venster: 0<x<12,0<y <20

Optie: snijpunt

Dit geeft x =2,072... en x = 9,927...

Het groeiseizoen duurt 9,927... — 2,072... = 7,85 maanden.

Dat is ongeveer 7 maanden en 26 dagen.
c V2=8

i

SniJeunt
¥=9.3845653 Y=8

Invoer: y, =9,5-17.5 sin(érc(x + 3)) eny, =28

Venster: 0<x<12,0<y<20

Optie: snijpunt

Dit geeft x =2,615... en x = 9,384.... Voor dit gewas duurt het groeiseizoen
9.384... — 2.615... = 6.769... maanden. Dat is ongeveer 6 maanden en

23 dagen.

Het groeiseizoen voor dit gewas duurt ongeveer één maand en drie dagen
korter.
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E8 a b =4n, dusde periode is i—z = %

Het rad draait één keer rond in een halve minuut ofwel 30 seconden.
b ¢=0invullen geeft H= 13+ 12sin(4n(0 — 0,125)) = 1 meter.
De persoon stapt in op een hoogte van 1 meter.
¢ De evenwichtsstand is 13 en de amplitude is 12. De persoon komt dus
maximaal 13 + 12 = 25 meter hoog.

d 10 seconden komt overeen met ¢ = % = %.

t= % invullen geeft H=13+ 12 sin(4n(% = 0,125)) =19 meter.
De persoon bevindt zich dan op een hoogte van 19 meter.

2
e Alsde tijd in seconden wordt gegeven, is één periode 30 en h = = %m

Het getal 0,125 in de formule is in minuten, door te vermenigvuldigen met
60 wordt dat seconden. 0,125 X 60 = 7.5.
De formule wordt =13+ 12 sin(%n(r - 7,5)).

E9 De evenwichtsstand is 9 en de amplitude is 5, dus het maximum is gelijk aan
9 + 5 =14 en het minimum is gelijk aan 9 — 5 =4,

; .2 ' ;
De periode is ll—ﬂ =1 %en een beginpunt is (%, 9).

2
Op het interval [0, 2] zijn de snijpunten met de evenwichtsstand:

2 1
0,9),(2.9),(13.9) en (2, 9).
De toppen liggen halverwege de snijpunten met de evenwichtsstand:

(2.4). (1, 14)en (12, 4).
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Vaardigheden 9

Machtsformules

1 a Substitueer in de formule voor A een 10 keer zo grote waarde, dat is 104.
B=12,5-(104)*
B=12,5-10%. 434
B=10%*-125- 4%
De uitkomst van deze formule is 103* = 2512 keer zo groot als de uitkomst
van de formule B=12,5+ 4%* Dus B wordt 2512 keer zo groot.
b Substitueer in de formule voor A4 een 10 keer zo grote waarde, dat is 10A4.
035
- (104)34
0,35
10134 . 4134
0,35
4134
De uitkomst van deze formule is 1073 = 0,046 keer zo groot als de uitkomst

B=10"1%

£l

I

van de formule B = Dus B wordt 0,046 keer zo groot.

¢ Substitueer in de formule voor A4 een 10 keer zo grote waarde, dat is 10A4.
B=1.9876-104
B=10-1,98764
De uitkomst van deze formule is 10 keer zo groot als de uitkomst van de
formule B = 1,9876 4. Dus B wordt 10 keer zo groot.

d Substitueer in de formule voor 4 een 10 keer zo grote waarde, dat is 10A4.
B=045-(104)"9123
B= 0:45 < 1070125, 40125
B=10"0125. 0,45 . 470125
De uitkomst van deze formule is 107125 = 0,75 keer zo groot als de uitkomst
van de formule B = 0,45+ 4%, Dus B wordt 0,75 keer zo groot.

e Substitueer in de formule voor 4 een 10 keer zo grote waarde, dat is 10A4.

B= 1235
(104)075
1235
- 10075« 40.75
B 1235
B=10"07. ~o7

De uitkomst van deze formule is 1077° = 0,18 keer zo groot als de uitkomst
van de formule B = -}40—7.5- Dus B wordt 0,18 keer zo groot.

f Substitueer in de formule voor 4 een 10 keer zo grote waarde, dat is 104.
B=12500- (104
B=12500-10°- 45

1

B=10°-12500- 105+ A% |
De uitkomst van deze f0r¥nule is 103 = 2,15 keer zo groot als de uitkomst van
de formule B=12500 - 4%. Dus B wordt 2,15 keer zo groot.
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5 \Ls 4 \3
2 a K=0,32-(—) d qus'(_z)
q q
K= 0,32 ” 21,5 . q-l,s K= qs . 43 . (q—z)s
K=091-4' K=g 434
K=64-47!
16 1 4 10 3({)2
b K=—"'{5 e K=—+|—
q (Zq) qs (5
18 1w 10 94
K—;'(z) g k=725
K=16°q“‘°11m6°q4 K:IOq-S.E_S“qz
K=¢ K=36q"
=3 38 10g
K=-3¢*|— f K=——"+(49)7
‘ 7 (q ) 243 “9)
-8
=gt 7 K=5¢2-16"¢
K=24-4 K=80-¢"
K=124q K=2380

3 a Substitueer voor M een 200000 keer zo grote waarde, dat is 200000M, in de

formule S = 0,0343 « M1, Dit geeft
S$'=0,0343 - (200000 A1)1.083
S'=0,0343 - 200000':83 . 1,083
S =2000001983.0,0343 - p1.083
De uitkomst van deze formule is 20000083 = 550 827 keer zo groot als de
uitkomst van de formule S = 0,0343 - M"-0%3,
Het skeletgewicht van een olifant is niet 200000 keer zo zwaar.

b Het skeletgewicht is 550 827 keer zo groot.

¢ Substitueer voor M een 60 keer zo grote waarde, dat is 60M, in de formule
S =0.0343 - M98, Dit geeft
S =0.0343 - (60M)-0%3
8= 0’0343 « 601083 . 71,083
S = 601983 . 0,0343 - pq1.083
De uitkomst van deze formule is 6098 = 84 keer zo groot als de uitkomst
van de formule S = 0,0343 - 1083,
De skeletgewichten hebben een verhouding 1 : 84.

Formules herleiden

b a y=(p+d(p-95 d K=-T7x-4(3x-2)
y=p*=5p+4p-20 K=-7x—12x+38
y=p2—-p-20 K=-19x+38

b ¢=(t—5)6-30)
g=6t—32—-30+15¢
g=-32+21t-30

¢ m=23n+6n2n+5)
m=3n+ 1202+ 30n
m = 151>+ 30n

38  Vaardigheden ?

e A=18k— (17— 5k)
A=18k— 17+ 5k
A=23k—-17

f T=5+3r2r +2)
T=5r+6r+6r
T=6r2+11r
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9x+2y—-10=0
2y=-9x + 10
y=—4%x+5

Sx=4y+9
4dy=5x-9
y=1§x-2%

04x+12y=28
1.2r=-0,4x+38
y= —%—x-l- 6%

P=10- QO,S
0% =0,1P

0 =(0,1P)
0=001-F2
P=004- 0"

5

013 = m
pla=75p

Q= (25P)5

0=13.13- P
P=124 ¢
=pP-12
0=(P-12)

0={Fp-12

© Noordhoff Uitgevers bv

S(x—2)+2y=15+8y
Sx—10+2y=15+8y
—6y=—-5x+25

- 1

Y=gy —4g
3x+T7p=12-4x+ 5y
2y=12-7x
y=—3%x+6

1 1 1
lyx—3r=2
18x—4y=27
y=43x—63

P=16- Q"

QW =16 P

Q=(16—P)'™
P=18+2-0%
2:QM=p-18
ol=1ip-9
0=(3r-9)"

P=0250"-18
0250% = P+ 18
0¥ =4P+72

O=(4P+72)5

Vaardigheden ¢

39



Vaardigheden 9

8 a Q=2geelft K=500- B2}

K =500 -8B
8B =500 - K
B=625-3K
b K =100 geeft 100 = 500 — B+ Q3
B+ 0% =400
400
s

9 q=—2p+8ofwel2p:—q+8enp:—%q+4.

Dit substitueren geeft K= (—%q + 4) cqdus K= —% 2+ 4q.

Differentieren

10 a f(x)=30x+5x"—-30
f(x) =30+ 35x°6
b A(H)=0,1£%—-10+0,01¢
A'(1) =10+ 0,01
¢ Klg)=-2¢q+2+gq
K(g)=—q+2

K(g)=-1

11 a Met de kettingregel:
y=yuenu=8~+6

b1
du_z\[;endr_
dy 1 81t
—=—— 16t =—
di - 24u u
a__s

dr 82 +6
b A=3*

dA

—_— -5

7 12¢
dd__12

dr £

40  Vaardigheden ?

m

-

fp)=p*—6p+9
f(p)=2p-6
Wiz)y=z"-16
W(z) =4z

Met de kettingregel:
y=wenu=1r—-4
dy du

L REEUIL IF 7.
T 51,44erldZ 3t

d
i:=5u4-312=1512-u4

d
T(1)=152-( —4)*

Met de kettingregel:
y=5ubenu=3—+r
dy du 1

30w -
dr " 20t \t

da __15G-\n'

dr i
Met de kettingregel:

7 1.k
y=——=33y 2enu=1t+2
" 2\[; 2
dy 3 o du
a=—lzu 2enE=l
d 1 !
d—f=—1f’¢u Bop=—13y
d4 1t
E=—1%(r+2) 2
d4 =7

dr A+ 2Nt +2
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12 a P(=r+-6t

PH=324+2t—6
De formule van de raaklijn is van de vorm P = at + b waarbij a = P'(2).
P(Q)=3+22+2-2-6=10
P=10t+b
P(2) =0, dus de raaklijn gaat door het punt (2, 0). Dit invullen geeft
0=10x2+5b
b=-20
De formule van de raaklijn is » = 10z — 20.

b Voor de top geldt P(r)=0
Invoer: y, =3x2+2x -6
Venster: =5<x<5,-10<y <10
Optie: nulpunt
De codrdinaten van de nulpunten van de grafiek zijn (—1,79; 0) en (1,12; 0).
De grafiek van P heeft een top bij t = —1,79en ¢t = 1,12.

¢ Er geldt P(¢) =2, dus de op te lossen vergelijking is 31> + 2 — 6 = 2.
Invoer: y; =3x>+2x—6eny,=2
Venster: —5<x<5,-5<y<5
Optie: snijpunten
De codrdinaten van de snijpunten van de grafieken zijn (-2, 2) en (1,33; 2).
De helling is gelijk aan 2 voor t = —2en ¢ = 1.33.

Exponentiéele en logaritmische formules herleiden

13 a 2—4+5log3) = e 2-‘log(x) - 5 *log(x) =
Slog(25) — Slog(3%) = “log(x?) — “log(x?) =
Slog(%f-) 4log(x1%) =

“log(xyx)

b 1-1log(2)+log(5)= f log(2a—1)+log(a+6)=
log(10) — log(2) + log(5) = log((2a — 1)(a + 6)) =
log(5) + log(3) = log2a? + 12a—a—6) =
log(25) log(2a*> + 11a — 6)

c 2-3log(3) + ’log(2) = g ’log(dk —6)—3+"log(k)=
Slog(9) + Slog(2) = Tog(4k — 6) — Tlog(k?) =
Slog(18) 4k -6

"log e

d L-3log(16) - log(12) = h 3-log(P) - logP) — 3 =
Slog(167) — Ylog(12) = log(P%) — Tlog( ) + log(8) =
Slog(4) — og(12) = “log( #%7) + *log(8) =
310g(%) =-1 %Iog(SPZ%) =

“log(8#P)
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15 a

16 a

17

18 a

42

Vaardigheden 9

f(x)=-1+1log(3x—2)

£(x) = log(0,1) + log(3x — 2)
£(x) =1og(0,3x — 0,2)

g(x) = -3+ 2log(8x"

g(x) ="log(27?) + %log(8x*)
g(x)="log(273+ 8x%)

g(x) =" log(x*)

h(x)=14+2-log(x) — log(x* + 5)
h(x) =log(10) + log(x?) — log(x* + 5)
h(x) = log(10x2) — log(x* + 5)

10x?
h(x)= lo,g(x4 +5 )

v = 50 invullen geeft D =4 + 36 - log(50) = 65.

Het maximale geluidsniveau in de bebouwde kom is 65 dB.
De op te lossen vergelijking is 4 + 36 + log(v) = 75.

36+ log(v) =71

71
log(v) = %

V= 10% =93.8

Bij een snelheid van 93,8 km per uur is het geluidsniveau 75 dB.
D=4+36-log(v)

D =1og(10000) + log(»*%)

D =1o0g(10000 - v36)

In stap 2 is gebruik gemaakt van de rekenregel (gf)¢ = g7,

1
En in stap 3 is gebruik gemaakt van de rekenregel g™ = —

N =37 d N()=42
N@=3-(3% N() =424
N(@)=27-9' N =1+ (&)
N()=2- 9" e Nopy=(L)
N(iH=2- (9%)1 N(1)=(371)!-3
N()=2-3" N = 3-1+3
N(r) =371 3%
N =5 (3
N(ty=1-27"
N(r)=5-32 f N =16""
N(t)=5+31+37 N = (24
N(t)=5-3 -Sl—, N(7) = 22!
N@p=2-3 N(1)=271-2%
N(ty=3-4'

Vaardigheden 9
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19 a

20 a

21 a

y=72-0,6/"!
y=7,2+0,6"1+0,6

—2.061
"o
y=12-0.6
v=2-6-06
y=2u

De uitdrukkingen voor Sen Uinvullenin § =4U geeft

1004t+2 = 4 ‘p* 10041
102 “ 100,4: =4 “p- 100,41

4p =100
p=25
y= 3. 5x+2

x+2 1
5 +2_§y
x+2= 5]0g(%y)
x=—1 + 5Iog(%y)

y=23-3log(x +2)
Slog(x +2) =3y

x+2=5%y

1
x=5"=-2

2log(2S) =3 — log(37)
2log(2S) +2log(3T) =3

2log(6ST) =3

2log(6ST) =13
65T=23
6ST=8
s-T=%=1

1

3
_—

a—13

© Noordhoff Uitgevers bv

p=—12+15- 751
157 1l=yp+12

-1 =1 12
7 AT

2= 1 ="log(y + )
2x=1+ 710g(%y + %)

1

=1 ol (L i)
=545 ]°g1s-V+5

y=—4,5+1,6"log(4x - 3)
1,6 < log(dx—3)=y+4.,5
y+4.5

Nog(4x —3) = T

2
y+45

dx—3 =775

y+4.5

dx=3+771s

yt+4.5

« 7%

x=g+

AW B
EN N

5 13
T 7y+21—6

x:

Vaardigheden ¢
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Periodieke functies

22 a De grafiek van f heeft periode 2, evenwichtsstand 1 en amplitude 4.
De grafiek van g heeft periode 4, evenwichtsstand —3 en amplitude 2.

flx)y=1+ 4005(2?“x)
f(x)=1+4cos(nx)of f(x)=1+ 4sin(ﬁ(x - 1%))

o

2
g(x)=-3+ ZSin(Tﬂx)

g(x)==3+ 2sin(}nx) of g(x) ==3 + 2sin(}n(x - 1))

2
23 a Periodeis Iﬂ- = %n, amplitude is 3 en evenwichtsstand is 8.
; . 2n ; : ; ;
b Periode is —= 2, amplitude is 450 en evenwichtsstand is 200.

; ;.. 2 : ; ; g
¢ Periode is I 20m, amplitude is 0,3 en evenwichtsstand is —0,2.

3

2 8
24 a a=5enb=3—n=—=2%—
it 3

b De evenwichtstand is (=3 + 3) : 2 =0 en de amplitude is 3 — 0 = 3.
Een halve periode is %T{ = ;};n = % 71, dus de periode isten ¢ = -?;[ﬂ =
De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x = %n.
Een functievoorschrift is f(x) =3 sin(Z(x - %n))
25 a 1(3)=2,5+1,8sin(0,4n-3) =~ 1,44
Als t = 3 bevindt er zich ongeveer 1,44 liter lucht in de longen.
b De periode is . = 5 seconden. Er wordt in én minuut 60 : 5 = 12 keer

4T
in- en uitgeademd.

n

De op te lossen vergelijking is 2.5 + 1,8 sin(0,4nz) = 3.

Invoer: y; = 2,5 + 1,8sin(0,4nt) en y, =3

Venster: 0<x <10, -2<y<?2

Optie: snijpunt

De codrdinaten van de snijpunten van de grafieken zijn (0,22; 3), (2,28; 3),

(5,22; 3)en (7,28; 3).

Op de tijdstippen = 0,22, t = 2,28, t = 5,22 en ¢ = 7,28 bevindt er zich precies

3 liter lucht in de longen.

De op te lossen ongelijkheid is 2,5 + 1,8 sin(0,4n¢) < 1. 1=2 5+ L.8sIn{e. i X3
Invoer: y, = 2,5 + 1,8sin(0,4nt) en v, =1

Venster: 0<x<10,0<y<5

Optie: snijpunt i

Bij r=3,283... en t =4,216... is er precies één liter /
lucht in de longen aanwezig.
Gedurende 4,216... — 3,283... = 0,93 seconden is er AT T y=1

minder dan één liter lucht in de longen aanwezig.

o

44 Vaardigheden 9 © Noordhoff Uitgevers bv



19 Functies bewerken

Voorkennis

V1 De grafiek bij de functie f(x)=3" (%)x gaat door het punt (0, 3) en is dalend.
Grafiek 3 hoort hierbij.
De grafiek bij de functie g(x) = Zlog(x) gaat door het punt (1, 0) en is
stijgend. Grafiek 1 hoort hierbij.
De grafiek bij /(x) = x? is een dalparabool door (0, 0). Deze grafiek is niet
getekend.
De grafiek bij de functie van i(x) = x* gaat door (0, 0) en is stijgend. Deze
functie hoort bij grafiek 2.

V2 a Ditis een periodieke grafiek.
b Van de functies f(x) = ¢ * x" en van de functie f(x) = ¢log(x) is geen grafiek
getekend.
¢ Bij grafiek 2 hoort een lineaire functie dus f(x) =ax + b.
Bij grafiek 3 hoort een kwadratische functie dus f(x) = ax” + bx + c.
Bij grafiek 4 hoort een exponenti€le functie dus f(x) = b+ g~

)
h(x) =3log(x)

¢ fen hzijn stijgend als g > 1.
fenhzijndalend als 0 <g< 1.
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Functies bewerken

1
4
3
—2
1
x 3
-3 -2 -foO 1 2 3
-1 2
-2 1
-3
-3 -2 -10
-4 | | o
a=lenn=5 a=lenn=-2

Alsa=1lenn=5,danis f(x)=x.

De grafiek is voor x < 0 afnemend stijgend en voor x > 0 toenemend
stijgend.

Alsa=1lenn=-2,danis f(x)=x2

De grafiek is voor x < 0 toenemend stijgend en voor x > 0 afnemend dalend.

Alsa=1,danis f(x)=x"
(2, l) invullen geeft % =2n

n= 2log(%) ==3

n = —3 hoort bij deze grafiek.

Invullen van x = 1 in f(x) = x" geeft f(1)=1"= 1.

Voor elke waarde van n gaat de grafiek van fdoor het punt (1, 1).
Invullen van (1,4) in f(x)=a*x"geeft4=a-1" = 4=a1 = a=4.

e Invullen van (3, 36) in f(x) =4+ x" geeft 36 =4 - 3".

VB a

Vé a

46

3=9dusn=2
f(x)=x(3+2x) = 5(x — 6) ¢ g(0)=(9—4)(x+5)
f(x)=3x+2x>—5x+30 g(x) =9x + 45 — 4x* — 20x°
f(x)=2x>—2x+30 g(x)=—4x*—20x%+ 9x + 45
£(x) = =34 (8 = T d ()= sx4(4x v %)
40x*
g(x) = —24x7 + 21x" i(x) = 20x° + x_;‘
g(x)=21x19 - 24x" i(x) = 20x° + 40x
y=13-4(2x-3) ¢ y=(Qx+1y
y=13-8x+12 y=dx?+4x+1
y=25-8x
! 12(x-2)
B= 6-9" d y= —
4-3(3x-2)
A 4x—24
= . 2 =
= (9 ) 4-x+6
— 6 -3 _ 4x - 24
r = 10— x

Hoofdstuk 19 Functies bewerken
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19.1 Grafieken verschuiven

intro  Grafiek 2 ontstaat door de grafiek 1 vier eenheden omhoog te verschuiven.

Grafiek 2 kan ook ontstaan door grafiek 1 twee eenheden naar rechts te
verschuiven.

T a 50)=02=0env0)=02+6=6

Grafiek 3 gaat door het punt (0, 0) en hoort dus bij functie s.
Grafiek 1 gaat door het punt (0, 6) en hoort dus bij functie v.

b De grafiek van v ontstaat uit de grafiek van s door deze grafiek 6 omhoog te
schuiven.

¢ Grafiek 2 ontstaat uit de grafiek van s door deze 2 omhoog te schuiven.
Grafiek 4 ontstaat uit de grafiek van s door deze 2 omlaag te schuiven.

d Een functievoorschrift bij grafiek 2 is #(x) = x>+ 2.
Een functievoorschrift bij grafiek 4 is w(x) = x2 — 2.

e f(0)=0>+a=12dusa=12.

2 a Harold staat na 20 seconden boven aan de trap.
b Harold stijgt 0,5 meter per seconde.
Een formule is dus /2 = 0,5¢.

—_
o

hin meters —

o = N W R U Oy N W

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tin seconden —

d De richtingscoéfficiént is gelijk aan de grafiek van Harold dus p =0,5.
De grafiek van Elize loopt vier seconden achter dus ¢ = 4.

3 a Grafiek 1 is uit de grafiek van de standaardfunctie f(x) = x? ontstaan door
een verschuiving van 2 naar rechts en 3 omlaag.
b Vervang x door x — 2 en trek van de functiewaarden 3 af.
Een functievoorschrift bij grafiek 1 is (x) = (x — 2)> = 3.
¢ Grafiek 2 is uit de grafiek van de standaardfunctie g(x) = \/; ontstaan door
een verschuiving van 3 naar links en 1 omlaag.
Vervang x door x + 3 en trek van de functiewaarden 1 af.
Een functievoorschrift bij grafiek 2 is i(x) =yx+ 3 — 1.

[N

4 a De grafiek van m is ontstaan door de grafiek van f 6 naar links en 7 omlaag
te verschuiven.
b Jan heeft 4x vervangen door 4x — 20 maar je moet x vervangen door x — ....
¢ 4dx—-20=4(x—-15)
De grafiek van k is ontstaan uit de grafiek van fdoor deze 5 naar rechts en
25 omhoog te verschuiven.
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Functies bewerken

Herschrijf de formule naar y =4 + 11 sin(2(x — 2)).

Vervang x door x + 5 en verminder y met 3.

Een formule bij de beeldgrafiek is y =4 + 11sin(2(x + 5 = 2)) — 3.
Dit kun je vereenvoudigen tot ¥ =1 + 11sin(2(x + 3)) ofwel
y=1+11sin(2x + 6).

Herschrijf de formule naar y =9 + 11sin(2(x — 3)).

Eris dus een translatie toegepast van 1 naar rechts en 5 omhoog.

De richtingscoéfficiéntis 2: 3 = % Het startgetal is —2.

Het functievoorschrift is f(x) = %x =
Een verschuiving van 3 omhoog.

Tel bij de functiewaarden 3 op.

g =3x-2+3=%x+1

Een verschuiving van 4% naar links.

e Vervang x door x + 4%.

g(x)=2(x+44)-2

g(x)= %x +3-2= %x + 1, dit is gelijk aan het antwoord van opdracht c.

De formule bij de beeldgrafiek is y=2(x + 5) — 3

Dit kun je herleiden tot y = 2x + 7.

De grafiek van y = 2x + 7 kun je ook krijgen door de grafiek van
y = 2x — 3 tien omhoog te verschuiven.

De codrdinaten van de top van de grafiek f'zijn (0, 0).

De top van de grafiek van g is 3 eenheden naar links verschoven ten opzichte
van de top van de grafiek van f.

De top van de grafiek van g is 2 eenheden omhoog verschoven ten opzichte
van de top van de grafiek van f.

Om de grafiek 3 naar links te verschuiven, vervang je x door x — —3, ofwel
x+3.

Om de grafiek 2 omhoog te verschuiven, tel je 2 bij de functiewaarde op.

Je krijgt dan g(x) = (x + 3)* + 2.

De grafiek van £ is uit de grafiek van f(x) = x? ontstaan door een
verschuiving van 4 naar rechts en 1 omlaag.

Vervang x door x — 4 en trek van de functiewaarden 1 af.

Een functievoorschrift bij de grafiek van / is A(x) = (x —4)? — 1.

Bij p = 3 hoort de functie g(x) = ¢ + \[ﬁ
De grafiek is 3 naar rechts verschoven.
De grafiek gaat door (7, I)dus =g + m ofwel g = —1.
Bij ¢ = —2 hoort de functie g (x) = =2 ++x — p.
De grafiek is 2 omlaag verschoven.
De grafiek gaat door (7, I)dus 1 = -2 + H
T7—-p=3
T—-p=9
p=
7

=-2

=g++y1-p

y1 — p 20 dus voor ¢ moet gelden g < 7.

Bij waarden van ¢ > 7 kun je geen waarde van p berekenen.

Hoofdstuk 19 Functies bewerken
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19.2 Herschalen

intro De diepte d wordt een factor 100 keer zo groot.

Je moet & dus vermenigvuldigen met 0,01.
T=18+2-+0,01d ofwel T=18 + 0,02d.

8 a De trein legt 40 meter af per seconde.

b

c
d
e

-

o

De trein legt 40 x 0,001 = 0,04 km af per seconde.

Als s =1, dan is S = 0,001. Hieruit volgt S = 0,001s.

5=0.001 - 40z ofwel S=0,04-¢.

1 minuut is 60 seconden dus de tijd 7 in seconden is 60 keer zo groot als de
tijd 7' in minuten, ofwel t =60 - T.

§5=0,04-60T ofwel S =24T

Invullen van 7= 10 geeft S=2,4 x 10 =24,

Na 10 minuten heeft de trein 24 km afgelegd.

§=6+4%+ 10 =106 (dit is de afstand in meters)
¢ = 60047+ 1000 = 10600 (dit is de afstand in centimeters)
106 m = 10600 cm, dit komt overeen met de formules.

De hoogte neemt met (270 — 120) : 3 = 50 meter per minuut toe.

De richtingscoéfficiént is daarom 50.

De beginhoogte is 120 meter, de bijbehorende formule is 7 = 50z + 120.
H=0,1h

Dit geeft H = 0,1(50z + 120).

H=5t+12

T =601 ofwel ¢ = 61—0T.

H=5-2-T+12ofwel H=1T+ 12.

De hoogte neemt met 300 : 1 % = 200 meter per minuut toe.
Een formule hierbij is 4 = 200¢.
k=0,00lhent= Gl—os

— 1 _ 1
k =0.001(200 - &5) ofwel k = 5.

Omdat 1 pond gelijk is aan 0,5 kg geldt K= 0,5P.
K=0,53a*> - 4) ofwel K =1,5a*> - 2.

Omdat 1 jaar gelijk is aan 12 maanden geldt m = 12;.

T=3+ 5sin(n(12j - 1)).

Omdat 1 cm? gelijk is aan 0,0001 m? geldt 4 = 0,0001 - O dus

A =0,0001 - 2y5x + 10 ofwel 4 = 0,0002y5x + 10.

21

¢t =0 invull ft =331+ = 3,17 Volt.
invullen gee ; o—128 "> o
2
Los de vergelijking 3,31 + 148 =1 op met de rekenmachine.
Invoer: y, = 3,31 + 128 )2~ 1

Venster: 0 < x <200,0<y<2

Optie: snijden

De oplossing is x = 138,909....

Na ongeveer 139 uur is de spanning afgenomen tot 1 Volt.

© Noordhoff Uitgevers bv
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¢ Omdat 1 vur gelijk is aan 60 minuten is s = 60 + 7 ofwel ¢ = % - &

Omdat 1 Volt gelijk is aan 1000 mV geldt W= 1000 V.

Dit invullen geeft W= 1000-|3,31 + T————|.
" s— 148
1260 1 260 000
W=1000-(3,31 + ——— | ofwel W =3310+ ———
s — 8880 s — 8880

13 a Als ballon B zijn draaggas twee keer zo snel verliest als ballon A, dan zal de

hoeveelheid draaggas in ballon B na 2 dagen evenveel zijn als die in ballon
A na 4 dagen.

b De eenheid bij de variabele tijd is bij ballon B 2 keer zo groot.
In de formule van A vervang je ¢ door 2¢.
Het resultaat is B = 1000 - 0,995%.

¢ De eenheid bij de variabele tijd is bij ballon C % keer zo groot.
In de formule van A vervang je ¢ door -;-t.

1
Het resultaat is C = 1000+ 0,995"".
d r=7w
Dit geeft A = 1000 - 0,995

010 a his waterhoogte in dm.

H is waterhoogte in meters.

1 dm is gelijk aan 0,1 m.

Alsh=1danis H=0,1.

Daarom is H = 0,1A.

In stap 4 wordt 67 + 1 vervangen door 0,1(67 + 1).
Dit geeft H=0,1-(6¢+ 1), na haakjes wegwerken wordt dit H = 0,67 + 0,1.
f 7isde tijdin uren.

T is de tijd in minuten.

1 uvur is gelijk aan 60 minuten.

h 77=60-1¢, dust=6_ldT.

i H=06"3;T+0,1 ofwel H=001T+0,1.

" o n o

_5 7
U2 C=5F-173
5. 7
§F—C+l7§

C= gF - 17% en m = 60u substitueren in de formule

C'=0,005m — 10 geeft
2F—174=0,00560u— 10

5 7. -
T 175—0,31‘1— 10

2F=03u+7]
F=0,54u+ 14
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19.3 Somfuncties en verschilfuncties

intro

12
t

510

T g

]

g 6|

S

g 4

=

o

T 0

a 3

a 1‘M101112131415
=2 e ‘ g x 1000 —
-4

De blauwe grafiek geeft het verband tussen het aantal racefietsen en de
winst. De winst is het verschil tussen de opbrengst en de kosten..

14 a N = G- S omdat de natuurlijke aanwas het verschil is tussen geboorte en

sterfte.

Je kunt de grafiek van N tekenen door bij elk jaartal de waarde van G minus
de waarde van S te nemen. De punten die je zo krijgt vormen samen de

grafiek van N.

In dat punt was de natuurlijke aanwas even groot als de sterfte (in procenten

bevolking).

Je kan ook zeggen: de geboorte was twee keer zo groot als de sterfte (in

procenten bevolking).

Dat betekent dat de natuurlijke aanwas negatief is, of dat de sterfte groter is

dan de geboorte.

Beide formules invullen in N = & — S geeft

N=1,1-0,0017¢ - (0,85 + 0,00717)
N=1,1-0,0017¢— 0,85 — 0,0071¢

N=0,25-0,0088¢

s=h+k geeft
s=3m2—4m+9+7+ 10m
s=3m+6m+ 16
§=h+k geeft

3 2
s=2+6p——+3—-5p+—
’ p ’ p

1
s=5+p——
F P
s=h+ k geeft

s=2a@-1)+(La-2)2a+5)
s=%a2—%a+a2—1%a—10

s=l%a2—2éa— 10

§s=h+k geeft
2
s—tz——2+r—3—0,71‘2
4 2
- S
s =03t t2+3

© Noordhoff Uitgevers bv

v=h—k geeft
v=3mr—4m+9 —(7+ 10m)
v=73m?—14dm+2

v=h—k geeft

3 2
y=2+6p—=—[3-5p+=
p-2-[3-5+3)

5
p=—14 11p=—2

P
v=h—k geeft
v=2aa-1)-(Ja-2)2a+5)

v=%a2—%a—(a2—l%a—10)

v=—%a2+%a+10
v=h—k geeft
4 (2
v—tz—t—z—(t—3—0,7:2)
4 2
— A2t =
v=1,7t 175
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17 a

52
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TW=TO - TK geeft
TW=30g - 34> — (54 + ¢%)

3 1 2
TW=30g—-15¢"—54
400
5 350 - - - 10
3 300 - ®
=2
2250
ES
2200
150
100 ,
d |

//23456789101112131415161718 20

q

=50

Er wordt winst gemaakt als de grafiek van TW boven de horizontale as ligt,
zie het zwart gestippelde gebied in de grafiek bij opdracht b.

Oplossen TW =10, dus —1 %qz +30g — 54 =0.

Invoer: y, = —I%Q'2 +30¢g—54=0

Venster: 0 < x <20, —50 <y <100

Optie: nulpunt

De oplossingis x =2 en x = 18.

Er wordt dus winst gemaakt als ¢ meer dan 2 en minder dan 18 is.
2+18

De maximale winst is bij ¢ = — = 10 oftewel bij 10000 producten.

TW=30-10-11-10°-54=96

De maximale winst is €96 000,- bij 10000 verkochte producten.

TW(g) = —5¢° + 273q — (—0,2954 + 284 + 463)
TW(q) = —5¢° + 0,295¢% + 245¢ — 463

TWq) = —14* + 0,59 + 245

TW is maximaal als THW(g) = 0.

Invoer: y = —%xz +0,59x + 245

Venster: 0 < x <50 en —50< <50

Optie: nulpunt

De oplossing is x = 28,01, hier gaat de grafiek van de afgeleide dalend door
de horizontale as. De winst is dus maximaal bij ongeveer 28 000 producten.
TW(28.,01) = —é- 28,013 4+0,295- 28,012 + 245+ 28,01 — 463 = 4189

De maximale winst is ongeveer €4189,-,

Hoofdstuk 19 Functies bewerken

© Noordhoff Uitgevers by



: . 2
18 a De periode van g is l—ﬂ =,
A

-6

¢ De grafiek van s is niet periodiek omdat niet steeds hetzelfde stuk herhaald
wordt, het volgende stuk ligt hoger.

d De maximale afwijking van de grafiek van s(x) = f(x) + g(x) ten opzichte
van die van f(x) is het maximum van s(x) — f(x) ofwel het maximum van
J(x) + g(x) — fx) = g(x).

Het maximum hiervan is de amplitude, en deze is 4.

19 a De richtingscoéfficiént is (355 — 337) : 10 = 1,8 en het startgetal 337.

Dit geeft m = 1,8 en n = 337.

b De maximale uvitwijking ten opzichte van de stippellijn is ongeveer 4.
De periode is één jaar dus h=2n: 1 = 2n.
a is de maximale uitwijking ten opzichte van de stippellijn, dus a = 4.
De formule wordt dus § = 4sin(2m#).

d De formule voor Cis C = 1,8¢ + 337 + 4sin(2nz).
De vergelijking 1,87 + 337 + 4sin(2n¢) = 375 moet worden opgelost.
In de grafiek zie je dat die oplossing na 1990 ligt, dus bij 7 > 10.
Invoer: y, = 1,8x + 337 + 4sin(2nx) en y, = 375
Venster: 10 < x <30, 350 < y <400
Optie: snijpunt
De oplossing is x = 19,17
Dit is dus na 19 jaar en iets meer dan 2 maanden. Dit is dus in maart 1999.

015 a s=4m*+9m—13 +-10m + 17
b s=d4m?-—m+4
¢ Omdat je bij het aftrekken erop moet letten dat het teken kan wisselen.
d v=04m>+9m—13)— (=10m + 17)
e v=4m?+9m— 13+ 10m—17
v=4m?+ 19m — 30
f s=8m’—12m—7+14-3m v=8m?— 12m—T— (14 — 3m)
s=8m?—15m+7 v=2_8m2—9m—21
9 7 9 7
g s=5 3q+q+12+4q 7 v=35 3q+q (12+4q q)
2 16
s 17+q+q v 7 7q+q
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U3 Omdat er hier maar twee groepen zijn, moeten alle verkeersongevallen wel
door deze twee groepen veroorzaakt worden. De somgrafiek is een grafiek
die voor elk jaar 100 procent is.

Dus de horizontale lijn percentage = 100.

19.4 Productfuncties en quotientfuncties

intro  De lengte wordt /+ 6 en de breedte wordt b + 6.
Een formule voor de oppervlakte is dus Opperviakte = (I + 6)(b + 6).

20 a «=188-30-1,90 =188 — 57 = 131 netjes mandarijnen op een dag.
b w=0,6-1,90-09=1,14-0,9 =0,24 euro per netje.
Zijn totale winst is 131 - 0,24 = 31,44 euro.
Zijn totale winst is het aantal netjes dat hij verkoopt vermenigvuldigd met
de winst per netje.
(188 = 30p)(0,6p — 0,9)=0
188 —30p =0 of 0,6p—0,9=0
30p = 188 of 0,6p=0,9
188 0.9

30 0B P70

Bij een prijs van 1,50 euro en (ongeveer) 6,27 euro per netje maakt hij geen
winst en geen verlies.

(2]

o

1,5

21 a (2x-5)-(7+3%x)=0 ¢ (2—1)-(6x—40)=0
2x—=5=00f 7+33x=0 x2-1=00f 6x—40=0
2x=50f31v=-7 x*=1of 6x =40

40
x=2Lof x==-2 p=—1,x=1ofx=—=63
b (2x+23):(2*-8)=0 d x¥(1-yx)=0
2x+23=0 of 2*—=8=0 B=00f 1 —\x=0
2x=-23 of 2¥=8 x=0of yx=1
x=—111 of x="log(8) =3 x=0of x=1

22 a Van 20 cm kun je niet meer dan 2 maal 10 cm afknippen.

De lengte van het doosje is 40 — 2x en de breedte van het doosje is 20 — 2x.
De hoogte van het doosje is x.

De inhoud I van het doosje is lengte x breedte x hoogte, dus

I=x(20 — 2x)(40 — 2x).

Invoer: y; = x(20 — 2x)(40 — 2x)

Venster: 0 < x <10, 0 <y <2000

Optie: maximum

Dit geeft de oplossing x = 4,23.

o

n

23 a Het aantal verkochte exemplaren kan niet negatief zijn.
b De opbrengst is gelijk aan nul als de teller gelijk aan nul is, dat is hier als
20000¢g = 0 oftewel g = 0.
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24 a

200004

7+ 500 =10000
200004 = 10000 (¢ + 500)
g+ 500=2q

¢ =500

q | 0 | 10000 | 20000 | 30000 | 40000 | 50000

o | 0] 19048 | 19512 | 19672 | 19753 | 19802

De opbrengst nadert naar 20000 euro.

20000
t
e
2 15000
=
£ 10000
B
5000
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
q —
Je ziet dat als ¢ heel groot wordt, de grafiek nadert naar de grenswaarde

20000.

t M

1000 |4,0040040
2000 | 4,0020010005
3000 |4,001333777926

In de tabel zie je dat bij toenemende waarden van ¢ de waarden van M steeds
dichter naderen naar 4. De grenswaarde is M = 4.

M =0 als 4z = 0. Hieruit volgt t = 0.

(0, 0) is het snijpunt met de horizontale as.

P | M

1000 | 2,005
2000 |2,0025
3000 |2.001666667

In de tabel zie je dat bij toenemende waarden van P de waarden van M
steeds dichter naderen naar 2. De grenswaarde is M = 2.

M =0 als 2p + 5 =0. Hieruit volgt p = —2%.

(—2%, 0) is het snijpunt met de horizontale as.

b | M

1000 | 49,8877246
2000 [49,9438062
3000 [49,9625250

In de tabel zie je dat bij toenemende waarden van b de waarden van M
steeds dichter naderen naar 50. De grenswaarde is M = 50.

M =0 als 100h — 25 = 0. Hieruit volgt b = 5.

(i, 0) is het snijpunt met de horizontale as.
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d m |M

1000 0,03199936
2000 0,01549992
3000 0,01022219

In de tabel zie je dat bij toenemende waarden van m de waarden van M
steeds dichter naderen naar 0. De grenswaarde is M = 0.

M =0 als 3m + 200 = 0. Hieruit volgt m = —66 %

(—66%, 0) is het snijpunt met de horizontale as.

200g + 12000
2q =0
200g + 12000 = 0 mits 2g =0
200g = —12000 mits g # 0
g=—60
Deze waarde is niet van belang voor de producent omdat je geen negatief
aantal schaatsen kunt produceren.

25 a

b g GK
1000 106
2000 103
3000 102

10000 | 100,6

De gemiddelde kosten naderen naar 100 euro.
De grenswaarde is dus 100.

¢ De totale kosten zijn het geproduceerde aantal ¢ vermenigvuldigd met de
gemiddelde kosten per paar.

Dit geeft TK =g

6000
100 + T) = 100g + 6000.

021 a De functie f(x) is de productfunctie van g(x) =4x — 3 en A(x) = 2,5x + 10.
b Als4-B=0danisA=00of B=0.
c 4x-3=0 25x+10=0
4x=13 25x=-10
g x=-4
d Invoer: y, = (4x — 3)(2,5x + 10)
Venster: —10<x <10, -10<y <10
Optie: nulpunt
Dit geeft de oplossing x = 0,75 en x = —4.

e 3x—-15)2+6x)=0 g x(4x—30)=0
3x—15=00f2+6x=0 x2=00f4x—-30=0
3x=150f 6x=-2 x=0of 4x=30
x=50fx=—% x=00fx=7%

f (2x+1)(2*—16)=0 h X2-+x)=0
2x+1=00f2—16=0 WM=00f2-x=0
2x=-1of 2*=16 x=0ofyx=2
x=—%0fx=4 x=0of x=4
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024 a «x |10 |100 |1000 |10000

B I 3,619 | 3,9602 | 3,996 | 3,9996
b Bij grote waarden van x nadert B naar 4.
¢ Invoer: y, = 2
" 1+ 2x

Venster: 0<x<100,0<y<5

s

A
d AlsE=0danisA=0(mitsB;é0).

8x—4=0
8x=4
o=
e De gevraagde codrdinaten zijn (%, 0).
f g C
10 |25
100 |2,9412
1000 | 2,994
10000 | 2,9994

De grenswaarde is 3.

3g=0dusg=0

Het snijpunt met de horizontale as is (0, 0).
g r C

10 |-0,2

100 |-1,82
1000 | —1,982
10000 | —1,998

De grenswaarde is —2.

18—2r=0

2r=18dusr=9

Het snijpunt met de horizontale as is (9, 0).
h s C

10 |-39
100 |-12,87
1000 |—12,08

10000 | 12,01

De grenswaarde is —12,

245 —-6=0

24s=6duss= ;11-

Het snijpunt met de horizontale as is (%, 0).

© Noordhoff Uitgevers bv
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i d C
10 |84
100 |0,3292

1000 |0,0258
10000 | 0,0025

De grenswaarde is 0.

S5d+160=0

S5d=-160 dus d = -32

Het snijpunt met de horizontale as is (—32, 0).

U4  De codrdinaten van punt P zijn (p, 8- é pz).
de lengte van rechthoek OAPBis OA = p en de breedte AP =8 — é P

A=0A4-AP,dus A=p-(8-1p?).

A
Er is een maximum als — = 0 dus als 8 — p>=0.
dp 2

107 =8

p>=16

p = —4 (voldoet niet) of p =4

De oppervlakte is maximaal bij p = 4.

De maximale oppervlakte van rechthoek O4APBis A = 4(8 — % . 42) =21 %

19.5 Redeneren met formules

13500

intro Bij r = 01is het aantal kakkerlakken 4 = 14000 — ————=11300.
2x0+5
13 .
Als t toeneemt, neemt de noemer van de breuk 2715 toe, dus de uitkomst
13500 oo
van 2+ 5 neemt af

Van 14000 wordt een steeds kleiner getal afgetrokken, dus 4 neemt toe.
Het aantal kakkerlakken nadert op den duur naar 14 000.

26 a t=0dus7=20-16:0,75"=4.
De temperatuur van de melk is 4 °C.
b ¢ | 0,75 | 160,75 |20 - 160,75

0 1 16 4
5 10237 | 3,797 16,203
10 | 0,056 | 0,901 19,099

0,75 < 1 dus hoe groter de exponent ¢ is, des te kleiner wordt 0,75".
0,75' nadert naar nul, 16 - 0,75 nadert ook naar nul.

d 20-16-0,75 nadert dan naar 20 — 0 = 20.

De temperatuur nadert op den duur naar 20 °C.

n
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27 a

28 a

2

P= 11

7+2t
Bijr=0is P=2:(7+2-0)— 11 =-102.

Als r groter wordt, wordt 2 gedeeld door een steeds groter getal en nadert

naar nul.
7+ 2t
2
P =————11 nadert dan naar 0 — 11 = —11.
T+ 2
De waarde van P neemt af en de grenswaarde is —11.
P=4-0,85

Bijr=0isP=4—-1=3.
Als t groter wordt nadert 0,857 naar nul.
P =4-0,85nadert dan naar4 — 0 =4,
De waarde van P neemt toe en de grenswaarde is 4.
2
245
Bijr=0is P=3+2:(0+5)=3%

P=3+

Als r groter wordt, wordt 2 gedeeld door een steeds groter getal en nadert

2
m naar nul.

P=3+ nadert dan naar 3 + 0= 3.

2
2345
De waarde van P neemt af en de grenswaarde is 3.
P=7+2-045
Bijt=0isP=7+2-1=9.

Als t groter wordt nadert 2 - 0,45 naar nul.
P=7+2-0,45 nadert dan naar 7+0=7.
De waarde van P neemt af en de grenswaarde is 7.

t |0 |10 |20 |50 |100
K | 5.5 | 7,8626 | 7,996... | 7,999... | 8
In de tabel zie je dat de grenswaarde 8 is.
K=3+ 3
1+0,7

Bijr=0is P=3+5:(1+1)=5.5.
Als ¢ groter wordt, nadert 0,7 naar 0 en 1 + 0,7 nadert naar 1.

nadert dannaar5:1=25.

140,77
5
EnK=3+ nadert dan naar 3 + 5=8.
1+0,7
3
=14 -
" 2-09

Bijt=0isw=14-3:2-1)=11.
Als t groter wordt, nadert 0,9 naar 0 en 2 — 0,9" nadert naar 2.

nadert dan naar 3:2 =1,5.

2—10,97
3
Enw=14- 209 nadert dan naar 14— 1,5=12,5.

x|0 |1 | 5 |w |m po

r | 0.,4545 |0,4118 | -0,25 | —-0,955 | -1 | -1
De grenswaarde is —1.
© Noordhoff Uitgevers bv
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29 a t=0geeft A=5-(2,2+5,8+0,72") =5 x 8 =40.
b Als ¢ groter wordt nader 5,8 - 0,72" naar nul.
2,2+ 5,8+0,72' nadert dan naar 2.2+ 0=2,2.
En A4 nadert dan naar 5 x 2,2 =11.
Het aantal telefoontjes neemt wel af, maar de grenswaarde is 11.
De doelstelling wordt daarom niet gehaald.

30 a 1 meteris gelijk aan 100 cm.

Los de vergelijking T+ 90082 =100 op.
320
Invoer: y, = T+ 9-008x+z SN V2 = 100

Venster: 0 < x €50, 0<y <200
Optie: snijpunt
Dit geeft de oplossing x = 20,51...
Na 7-20,51... = 144 dagen komt de klimplant al &n meter boven de grond.
b Maak bijvoorbeeld een tabel.
t |0 |10 |20 | 50 |100 |200

H | 3.9 | 214 | 93,9 | 316,1 | 320 | 320
De klimplant komt maximaal 320 cm boven de grond.

80M — 30

31 a Maak een tabel bij de formule V"=
M+ 0.04

M|0,5|1 |5 |10

v 185 |481 [ 734 | 767

In de tabel zie je dat de snelheid V toeneemt als M toeneemt.
b ¥=0als 80M —-30=0.

30
80M = 30 geeft M = P 0,375.
Bij 0,375 m? per voetganger komt de voetgangersstroom tot stilstand.

c M|10 |100 |200 |1000 |2000

Vv | 76,7 | 79,7 | 79.8 I 79,97 | 79,98
In de tabel zie je dat de snelheid 7" nadert naar 80 meter per minuut.

d Omdat 1 meter per minuut gelijk is aan 61—0 meter per seconde, wordt de
eenheid snelheid 6—10- keer zo groot. S = 316 + V dus
1 80M —30 80M — 30

s=L fwel § = ————.
60 2004 0 0C 60M + 2.4

32 a Invullen van r = 21,5 en d = 2 in de formule geeft
_2+215+2 45
T 3,14-21,5 67,51
b 7 is minimaal als beide cirkels elkaar raken en dan is d = 0.
240 2Fv | 2
4.1 314-r 3.4

=0,666567... en dit is ongeveer%.

d = 0 invullen in de formule geeft I"'= =0,636%4...

en dit is groter dan 0,6369.
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r+d

¢ Alsde verhouding gelijk is aan % dan is 3 ldr

W

33,14+ ) = 4(2r + d)
9.42+r=8r+4d
142-r=4d

— 4 .
142

4
De waarde van ¢ = mz 2,817.

P d

027 a p |p+1] 1

p+1l

0 | 1

10 | 11 | 0,0909
100 | 101 | 0,0099
1000 | 1001 | 0,000999

b De waarde van p + 1 wordt steeds groter.

¢ De waarde van nadert naar nul.

+1
1
d Als p steeds groter wordt, wordt e

I steeds kleiner.

De waarde van 4 neemt af.
e Anadertnaar12+0=12.

1
De formule 4 =12 + 1 heeft grenswaarde 12.
p

f Bijx=0isy=15-6-0,8=9
Als x steeds groter wordt, nadert 0,8 naar nul want 0,8 < 1.
6 - 0,8¥ nadert dan ook naar nul.
De waarde van y zal dan naderen naar y =15—-0=15.

g De waarde van y neemt toe als x steeds groter wordt.
h De formule y = 15 — 6 - 0,8* heeft grenswaarde 15.
24
i Bijr=0isN=——=8.
3+0

Als ¢ steeds groter wordt, wordt 3 + ¢ steeds groter.
24 wordt gedeeld door een steeds groter getal.

nadert dan naar nul.
3+1¢

De waarde van N zal dan afnemen en de grenswaarde is 0.
i Bijt=0isN=14-2-0,85"=12.

Als 1 steeds groter wordt, nadert 2 - 0,85 naar 0 want 0,85 < 1.

De waarde van N neemt toe en de grenswaarde is 14.

80
446-07
Als ¢ steeds groter wordt, wordt 4 + 6 - /2 steeds groter.
80 wordt gedeeld door een steeds groter getal.

k Bijr=0is N=38— 18.

80
1568 nadert dan naar nul.

De waarde van N zal dan naderen naar 38 — 0 = 38.
De waarde van N neemt toe en de grenswaarde is 38.
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l Bijt=0isN=17+7-0,45=24,
Als 1 steeds groter wordt, nadert 0,45 naar nul want 0.45 < 1.
77+ 0,45 nadert dan ook naar nul.
De waarde van N zal dan naderen naar 17 + 0 =17.
De waarde van N neemt af en heeft grenswaarde 17.

Us m |1 |10 |100 |1000 |10000

84m — 60
16m

1,5 4,875 5,2125 5,24625 5,249625

84 0
Door redeneren of een tabel zie je dat T6— nadert naar 5.25.
m

B> — 1 nadert dus naar 5,25.
B?nadert naar 6,25.
B nadert naar 16,25 = 2.5.

19.6 Gemengde opdrachten

33 a Eris sprake van een exponentieel verband.

De beginhoeveelheid is 4 en de groeifactor is 2 per 2 jaar, dat is gelijk aan
203 per jaar.

b Voor 2015 geldt ¢ = 54. Het aantal transistoren per chip zou dan
A=4-2053= 1536870 912 zijn, dus ruim een half miljard.

¢ 2%5°1=1000
0.5¢ = 2log(1000) = 9,658
=199
Na 20 jaar is het aantal transistoren 1000 keer zo groot geworden.
Of door voor ¢ een aantal getallen in te vullen en uiteindelijk te komen bij
20519 = 724 en 295-20 = 1024, dus er is 20 jaar nodig.

d Omdat 1 week gelijk is aan é jaar, wordt de eenheid bij de variabele tijd %
keer zo groot: w =52 - t ofwel t = 51—2 - w. Dit invullen geeft

A= 42055

A=4.20"

Omdat het aantal in miljarden moet je 4 met 107 vermenigvuldigen.
A=107-4-2%"

A= 0,000000004 - 27"

34 a TK=q'p
TK=5000-x""+ (250 + 3032
- 3000250 + 302?)

X

e 1250000 + 150000 x2
%

K=125?€ﬂ+ 150000 x
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35 a

36 a

TK=1250000-x""+ 150000 - x
TK =~—1250000+ x2 + 150000

—1250000 + 150 000x2

2

TK =

De totale kosten zijn minimaal als 7K = 0.

—1250000 + 150000x> =0

150000x> = 1250000

x2=1250000 : 150000 = 8,333... dus x = 8,333... = 2,887

De kosten zijn minimaal bij een oppervlakte van ongeveer 2,9 m? per paneel.
_ 1250000
2,886...

De minimale kosten zijn € 866.000,-.

+ 150000 - 2,886... = 866025.,40...

Invoer: y, = 27%1¥ - 10sin(mnx)
Venster: 0< x €20, =10y <10

De grafiek van y = 10sin(nx) is een periodieke grafiek met evenwichtstand
2
de x-as, periode f =2 en amplitude 10.

Deze grafiek wordt vermenigvuldigd met 270-'* en voor grote x nadert dit tot
nul.
Daarom zie je naar rechts een steeds kleiner wordende uitwijking.

De toppen zitten bij x = %, x=1 %, x= 2% enzovoort.

Maak een tabel op je GR met start bijvoorbeeld x = 50% en stapgrootte 1.

De kleinste waarde van x waarvoor dat geldt is x = 66%.

Vervang in het functievoorschrift de term 27%1¥ door een term die voor
grotere x steeds grotere waarden geeft, bijvoorbeeld 2°!*.

Het functievoorschrift wordt dan g(x) = 2%!* -+ 10 sin(mtx).

De top van grafiek bij functie /2 heeft codrdinaten (0, 0).
De top van de grafiek bij functie f heeft codrdinaten (3, 4).
De grafiek is dus 3 naar rechts en 4 omhoog verschoven.
Een functievoorschrift bij grafiek fis f(x) = —(x — 3)* + 4.
Het randpunt van de grafiek bij functie i is (0, 0)

Het randpunt van de grafiek bij functie g is (=4, —1).

De grafiek is dus 4 naar links en 1 omlaag verschoven.
Een functie voorschrift bij grafiek gis g(x) =yx+4 -1
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Onderzoeksopdrachten

8289.3
37 a B>0dus

]

Als B steeds groter wordt, dan nadert naar nul.

B is de breedte van de weg in meters, je mag aannemen dat B < 50 en dat
daarom log(B) < 1,7.
Als B groter wordt, dan wordt log(B) groter en 1,778 — log(B) kleiner.
Als B groter wordt, dan worden beide factoren van de formule voor N_,
kleiner en daarom is N een dalende functie.
b Een formule voor de breedte van de oorspronkelijke weg is
_ 8289,3
max B
Een formule voor de bredere weg is dan
_ 82893
max B+0,5
Als het verschil 126 is, dan moet gelden
8289,3 8289,3
% (1,778 — log(B)) — B+05
Deze vergelijking invoeren in je rekenmachine.
8289,3 8289,3
. (1.778 — log(x)) — ~+05
v, =126
Venster: 0 < x €20, 0<y <200
Optie: snijpunt
Dit geeft x = 6,50.
De oorspronkelijke weg was dus 6,5 meter breed (of 65 dm).

(1,778 — log(B)).

(1,778 — log(B + 0,5)).

(1,778 — log(B + 0,5)) = —126.

Invoer: y, = (1,778 — log(x + 0,5))

Samenvatting

S1 a s(x)=6x3+11x2—5+20x2—7x>+8
s(x)=—x3+31x24+3
v(x) =6x>+ 11x2— 5 — (20x2 — 7x* + 8)
v(x)=13x* =912 - 13

18 21
b =2\} +—+3\/ -—+6
s(x) x+ X=3

3
S(x)=5\/;c—§+6

v(x)—2\[;+1—§—(3\/;—2—i+6)
X

v(x)=— x+%—6
X

52 a s(x)=3x—-1+-2x+2

s(x)y=x+1
b v(x)=3x—-1-(-2x+2)
v(x)=5x-3
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S3 a

S4

S5

Sé6 a

S7

Vervang x door x — —2 = x + 2 en trek van de functiewaarden 6 af.

Dit geeft g(x) =log(x + 2) — 6.

De grafiek van jis ontstaan uit de grafiek van k door een verschuiving van 3

naar rechts en 5 omhoog.

Omdat 1 kilogram gelijjk is aan 1000 gram geldt K = 0,001 - G.

Dit invullen geeft K = 0,001 « (0,54 + 3) ofwel
K =0,00054%+ 0,003.

Omdat 1 dm gelijk is aan 10 cm geldt H = 10/ ofwel 2= 0,1H.

Dit invullen geeft K= 0,0005 - (% H)2 + 0,003 ofwel
K=0,0005+0,01H*+ 0,003
K=10,000005- H2+ 0,003

Voor de snijpunten met de x-as geldt p(x) = 0.
(5x—=12)(8 =3x)=0
Sx—12=00f8-3x=0

Sx=120f 3x=§

x=2%0f x=22

Een tabel bij /(x) = Z;f’; maken.
X |0 | 10 |100 |1000 |10000
f(x) |1,4 |—o,371 | —0,4s9| -0,499 | -0,5

De grenswaarde van f(x) is —0,5.
Voor de snijpunten met de x-as geldt g(x) = 0.
x2-9

=0alsx2—9=0(en2x—13%0)

2x—13

x2=9

x=-30f x=3

_ 108

a—8—c3+9

Coigeg 108
BIJC—OISG—8—0+9—S— =—4.

Als ¢ steeds groter wordt, wordt ¢ en ¢* + 9 dat ook.

108 wordt gedeeld door een steeds groter getal dus

8 —

0
5 nadert dan naar 8 — 0 = 8.
¢ +9

De waarde vana =8 — =
¢’+9

© Noordhoff Uitgevers bv

3 nadert naar nul.
¢ +9

neemt toe en a heeft grenswaarde 8.
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Test jezelf

T1 a Grafiek 1is ontstaan door een verschuiving van | naar rechts van de grafiek
van f(x) = x% Bij grafiek 1 hoort g(x) = (x — 1)~

b Grafiek 2 is ontstaan uit door een verschuiving van 3 omhoog van de grafiek
van f(x) = 2% . Bij grafiek 2 hoort A(x) = 2* + 3.

¢ Grafiek 3 is ontstaan door een verschuiving van 3 naar links van de grafiek
van f(x) = \E Bij grafiek 3 hoort A(x) =+x + 3.

d Een verschuiving van 2 naar links betekent dat je x vervangt door x + 2.
Een verschuiving van drie omlaag betekent dat de evenwichtstand verandert
in2-3=-1.

Een formule bij de beeldgrafiek is j(1) = —1 + 4 sin(3n(x + 2))
x = 1 invullen in deze formule geeft

D ==1+4-sin(in(1 +2))=-5

Ja, de beeldgrafiek gaat door het punt (1, —5).

T2 a Voor de snijpunten met de x-as geldt f(x)=0.
(X -1D2x+3)=0
x—-1=00f2x+3=0
x=-lof x=1of x=-13
De codrdinaten van de snijpunten zijn: (—1, 0), (1, 0) en (—I %, 0).
b s(x)=(*-1)2x+3)+3x*>-2x
s(x) =253+ 32— D~ 3+ Bt~ D
six) =28+ 62— Ax—3
v(x) = (x2— 1)(2x+3)— (3x2 - 2x)
v(x)=2x3+3x2 - 2x—-3-3x"+2x

) = 2%~ 3
¢ Voor de snijpunten met de horizontale as geldt g (x) = 0.
3x2-2x=0
x(3x—2)=0
x=00f3x-2=0

_ _2
x—Oofx—g

De codrdinaten van de snijpunten zijn: (0, 0) en (%, 0).

T3 a De trendlijn gaat van 1940 naar 1955, dus 15 naar rechts en van 10 naar 6,
dus 4 omlaag. Daarom is de richtingscoéfficiént a = —% =—0,27.
b is het startgetal, het aantal werkloze boeren in 1940, dus b = 10.
Er zijn 15 periodes tussen 1940 en 1955, dus 1 periode is 1 jaar. Hieruit volgt

datc=21—ﬂ=2n.

b De formuleis N =-0,27 -t + 10 + sin(2n¢) met N in miljoenen en ¢ in jaren.
Omdat 1 maand gelijk is aan T%jaar, krijgjem =12 -t ofwel t = Tli “m.

Dit invullen geeft N =-0.27 - ﬁ -m+ 10+ sin(Zn - 11—2 - m) dat gelijk is

N'=-0,0225m+ 10 +sin(t - m).
Het aantal A in duizendtallen betekent dat N duizend keer zo groot wordt.
A=1000(=0,0225 - p + 10 + sin( - m) ) ofwel

A==22,5-m+ 10000 + 1000 - sin(}7 - m).
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T4 a

15 a

T6 a

38g + 157

Maak een tabel bij de formule K =

6g + 18
q |0 |10 |100 |1000 |10000 |100000
K 18722 6885 | 6403| 6341 6334 6333

Als g heel groot wordt, dan nadert de kostprijs tot ongeveer 6,33 euro.

Als ¢ heel groot wordt, wordt 6g + 21 heel groot en de uitkomst van

+
nadert dan tot nul. Sl
33 .
De grenswaarde van K = 5% + 67+ 21 is daarom 5% +0= 5%:.
33 o ” :
g en dus ook is altijd positief, dus de uitkomst van
6g + 21

- M Y dan 51

=33t a1 is altijd meer dan 53.

De grafiek zal de horizontale as niet snijden omdat K = 0 niet voorkomt.
De totale productiekosten is het product van het aantal producten g en de
kostprijs K per product.
33g
1
=5-g+
397 g+2i

TK=q(S%+

6g + 21

De grenswaarde van K = 5% + is 5% (zie opdracht b).

6g + 21
TK = g+ K. Bij grote waarden van g worden de totale kosten 5% X g.
De totale kosten zullen blijven stijgen en niet tot een bepaalde waarde
naderen.

Het snijpunt met de verticale as is het punt (0, 50), dus de grafiek van
L =+x is 50 omhoog verschoven, dus ¢ = 50 en L. = 50 + b\f)_c.

De grafiek gaat bijvoorbeeld ook door het punt (9, 140).

Dit invullen geeft 140 = 50 + b\@.

140 =50+ 3b
3h=90
b=130

Omdat | jaar gelijk is aan 12 maanden, is x = % . s.

Dit invullen geeft L = 50 + 30 Tlf ‘5.

De grafiek van groei is de somgrafiek van die van natuurlijke aanwas en
migratiesaldo.

Tussen 2000 en 2010 snijden de grafieken natuurlijke aanwas en groei elkaar.
Dat kan alleen als op die momenten het migratiesaldo nul is en dat is in die
jaren niet het geval.

In 2010 is de groei 85 (X1000) en in 2040 is deze nul.

De richtingscoéfficiént is —%—% =-2 %.

De formuleis G = —2%1‘ + 85, met £ =01n 2010 en G in duizendtallen.

Volgens deze formule zou in 2050 de groei G = —2% <40 +85= —28% Zijn.
Dat is een afname van ongeveer 28 duizend in 2050.
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Extra oefening

E1 a P(m)=4+2og(m—9)
De grafiek van P ontstaat uit de grafiek van f(m) = *log(m) door een
verschuiving van 9 naar rechts en 4 omhoog.
b Vervang m door m + 5.
0 =4+ log(m+5—9) ofwel Q=4+ log(m — 4).

E2 Omdat 1 kilogram gelijk is aan 10 ons, is O = 10K.
De formule wordt O = 10(3,8(V> + 7V)) = 38(V>+ 7V).
Omdat 1 dm? gelijk is aan 0,001 m?, is "= 1000v
Dit geeft O = 38((1000v)> + 7 - 1000 v).
0 = 38(1000000 v> + 7000 v) ofwel O = 38000000+ + 266000 v.

E3 a

b (Sx—9)(2-0,5x)=0
5x=9=00f2-0,5x2=0
5x=9of x>’=4
x=2=1%ofx=-20f x=2

(—2,0), (1 %, 0) en (2, 0) zijn de snijpunten met de x-as.
f(0)=(5-0-92-0,5-01)=-9-2=-18
(0, —18) is het snijpunt met de y-as.

c y
8
7
6
5
4
3
2
1
X
WAL PP (v Y
-2

(x—4)-log2x—1)=0
x—4=0o0f log2x—1)=0
x=4of 2x—-1=10=1
x=4o0f 2x=2
x=4ofx=1

68 Hoofdstuk 19 Functies bewerken © Noordhoff Uitgevers bv



E4 a

E5 a

(1, 0) en (4, 0) zijn de snijpunten met de x-as.
g(0)=(0—4)-log(2-0—1)=—4-log(—1) dit heeft geen oplossing, dus de
grafiek van g heeft geen snijpunt met de y-as.

dx+1
a =0als4x+1=0dusx=—%‘
2~ 3%
Het snijpunt met de horizontale as is (—%, 0).
. 4dx + 1
Maak een tabel bij f(x) =
2-3x
X | 0 | 1|10 |100 |1000 |10000
F(x) | 2 ‘ -5 ‘ ~1,464 ‘ ~1,346 ‘ -1,335 ‘ ~1,333
De grenswaarde is —1 %
2—~4
;C_ 8x=0alsx2—4=0
x2=4
x=—2o0f x=2
De snijpunten met de horizontale as zijn (=2, 0) en (2, 0).
2-4
Maak een tabel bij g(x) = =
3—-8x

X |0 |1 |10 |100 |1000|10000

g(x) | -1,333 |0,6 |—1,247 | -12,54 | —-125 | —-1250
Eris geen grenswaarde.
3
T n+2

Bijn=0isz=3:2-1=1.
Als n steeds groter wordt, wordt n + 2 ook groter.

3 wordt gedeeld door een steeds groter getal dus .

— 1 nadert dan naar0 — 1 = —1.
Fi=k

3
De waarde van z = ey 5 — 1 neemt af en heeft grenswaarde —1.
n

z=5+2-0,9"
Bijn=0isz=5+2-1=7.
Als n groter wordt, nadert 0,9” naar nul want 0,9 < 1.
2 +0,9" nadert dan ook naar nul.
5+ 2+0,9" nadert dan naar 5+ 0 = 5.
De waarde van z =5+ 2+ 0,9" neemt af en heeft grenswaarde 5.
6
4n+5
Bijn=0isz=4-(6:5)=2.8.
Als n steeds groter wordt, wordt 4n + 5 ook groter.

z=4

6
6 wordt gedeeld door een steeds groter getal dus o

nadert dan naar4 — 0 =4.
4n+5

De waarde van z =4 — neemt toe en heeft grenswaarde 4.

dn+ 5

© Noordhoff Uitgevers bv
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4
yn+9

Bijn=0isz=4:3+10=11%

Als n steeds groter wordt, wordt yn + 9 ook groter.

4
yn+9

d z= + 10

4 wordt gedeeld door een steeds groter getal dus nadert naar nul.

4
+ 10 nadert dan naar 0 +10 = 10.
yn+9

De waarde van z =

4
+ 10 neemt af en heeft grenswaarde 10.

yn+9

E6 a Desomgrafiek geeft de ontwikkeling van het totaal aantal inwoners in

Friesland van 65 jaar en ouder weer.
b m is het aantal mannelijke inwoners.

f—-m=v
m=f—v
m=2820+22¢t— (3t — 14)
m =834+ 19¢

c T=m+f
T=2834+19¢+ 820 + 22¢
T=1654+41t

E7 a Als groter wordt, wordt 93¢ + 140 groter en de breuk 40 kleiner.

93¢ + 140
. 490 )
En dus wordt ook de hoeveelheid afval 4 = 1,5+ ————— kleiner.
93¢+ 140
o ; 490
¢ Voor 2030 geldt ¢ = 20. Dit invullen in 4 = 1,5 + —————— geeft
490 93¢ + 140
= 4+ = it
A=13 93-20+ 140 1,343

De doelstelling van 1,75 miljoen ton per jaar in 2030 wordt dus bereikt.

E8 a De oppervlakte van de poster is 2 m2, dus breedte x hoogte = 2.
2
De breedte is x meter, dus x X hoogte = 2 ofwel hoogte = o

b Aan de linkerzijkant en rechterzijkant gaat 15 cm af, dus in totaal
30cm = 0,3 m.
De breedte van het bedrukte deel is daarom x — 0,3 meter.
Evenzo gaat er bij de hoogte tweemaal 20 cm af, dus in totaal 40 cm = 0,4 m.

2
De hoogte van het bedrukte deel is daarom o 0.4 meter.
De oppervlakte is breedte X hoogte, dit geeft
2
A=(x— 0,3)(; = 0,4).
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-1

-3

Een poster moet dusdanige afmetingen hebben dat hij nog iets kan
voorstellen. Als de breedte x bijvoorbeeld 4 meter is, dan is de hoogte van de

2
poster 7 = 0,5 meter en het bedrukte deel 0,5 — 2 x 0,2 = 0,1 meter hoog en

dat is niet realistisch, een poster van 4 m breed en 10 cm hoog.

Realistische waarden voor x zijn bijvoorbeeld waarden tussen 1 en 3.
2

Invoer: y, = (x — 0,3)(; = 0,4)

Venster: 0<x<5,0<y<2

Optie: maximum

Dit geeft x=1,22en y= 1,14

De oppervlakte is maximaal 1,14 m?.
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20 Differentieren

Voorkennis

V1 a f(x)=4-xl3- d flx)=3(x2)
flx)=4-x73 f(x)=27+x75
1 4 _3.1
b ]‘(36)—3';'):2l e f(x)—15 =
flx)=3- x_21. v f) = % i
fx)=3-x12
¢ f(x)=(=2)*x* £ fe)=7-22-332-Jx
flx)=16-x* fly=teney
f =48
V2 a 4100

90
80
70
60
50
40
30
20
10

kosten K in euro’s per stuk —

0 . |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 9001000
productie q per week —

De getekende raaklijn gaat door de punten (0, 65) en (650, 0).

0-65
De helling van de grafiek in (200, 45) is 650 -0 =-0,1.

b K=0,025¢+ 15+ 50004

dK
—=0,025+5000+—1-¢g72
dg " q
dK 5000
—=0,025-
dg 7
dK 5000
De helling van de grafiek in het punt (200, 45) is — = 0,025 — == <, L.
dg 200
25 P
V3 a g(x)=-6x7 b )= S
=—6+2
r(H)=12,5-3,5¢%°
r(t) = 43,753
r(t) = 43,75t
c TK= _0,5+1_5.L d AZS%' %
q 3 P D ; P
TK= ¢ + 5¢72 A=5p'
dTK dA i
—=-0,5¢"'+5--2g73 —=5-1zp
dq =l q dp 3P
dTK dA L
—=-0.5 ~1,5_10 -3 _:6l 4
g Sl q ap aP
dTK 1 10 d4 1 4
e e —_— 6_ .
dg  2q\q & dp 4 1
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V& a

W) =3+ = d2-d £ p@)=5-2 "+ 6
a3
hd)=14d" - da* p(q) = 80¢°* + 64
Wdy=1% ——d”% —2l4s P(@)=80-3242+6
wd)=—-4d"5 - 214" P(q) =256+ 6
4 1

(d) = 2L

- Sad
De schakels zijn y =’ en u = 10x — 2.

dy du
W S5uten T 10
dv dy du
dx du dx
£(x) = 50(10x — 2)*
De schakels zijn y = Tu® enu =3 — x.
dy du
—=7-0,6u*=42uy"en —=—-1
du ST
dy dy du _ i il
dx_du . =42u 1=-42u
W(x) = —4,2(3 — x)04

—=54*+10 = 50u*

L
De schakels zijn y = \E= w en u = 55— 10.

d _1od

£=%u 2e1rigu=5-3s*2= 155%

dy dy du_ 1 | 1
e S . Sy 15 2=7—.§‘2' 3
ds du ds 2l N g¥

1552

3 24583 - 10
De schakels zijn y = u_ =3uenu=p*—p.
dy

1
A'(s) = 735%(55% — 10) 2, ofwel A'(s) =

d
—=3--2u=—6uen—=2p-1

du dp

dy dy du

= =6y (2p— 1) =(=12p+6) - u3
dpdudpu(p)(p)u
Q'(p) = (—12p + 6)(p* — p) 3, ofwel Q(p) =

g(f)=3+@5f+~6y

De schakels zijn y = 3u* en u = 25 + 6.
dy du
— e, 3= 3 —_—i
i 3+4u’=12uen O 25
dv dy du
df du df

£(f)=30025f+ 6)°

1
W)= (3t-1)'" ]
De schakels zijn y = Wenu=3t-1.
dy L du

—_= 2—:
i lundt 3

= 12u3+ 25 = 3004°

dy dydu 12 :
g arrals ke 4sue

H(1) = 45 (31 = 17, ofwel (1) = 433 = 1

© Noordhoff Uitgevers bv
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Differentieren

20.1 Productregel

intro

74

F(x)=x'% dus £(x) = 1122, ofwel £(x) = 114x.

g(x) kun je niet differentiéren omdat je dit niet kunt schrijven als een
kettingfunctie met schakels.

h(x) kun je niet differentiéren omdat je dit niet kunt schrijven als een
kettingfunctie met schakels en je kunt (nog) niet een exponentiéle functie
differentiéren.

k(x) = x* dus k'(x) = 3x%

L
De schakels bij functie m zijn v = \[ﬁ =wenu=6x+1.

dy ;1 d

s 2 —=

an Ju endx 6

dp _dy du_; -1 -1
_ = e == .6:3 2
dx du dx 2" ”

m'(x) = 3(6x + 1Y%, ofwel m(x) =

3
yox + 1

Invullen van bijvoorbeeld x = 1 in de formule van Willem geeft
p'(1)=-=2x1=-2. Volgens de tabel is p'(1) = —1.

De formule van Willem voor de afgeleide is dus niet juist.
plx)=x2 =3

pl(x)=2x— 3x?

P=3) =2 % 3 —3x (=32 =-33, klopt
PO)Y=2x0-3x02=0,klopt
p(H=2x1-3x%x12=-1, klopt
P(2)=2x2-3x%x22=-8, klopt
p'(5)=2x5-3x5>=-65, klopt

AO is gelijk aan de som van de drie gearceerde rechthoeken.

Deze rechthoeken hebben oppervlaktes van Al+ b, [+ Ab en Al + Ab.
Dat betekent dat AO=Al-b+ [+ Ab+ Al- Ab.

Als Al en Ab heel klein zijn, dan is het product A/ - Ab praktisch 0.
DanisAO=Al+b+1+Ab+0,dusAO=Al+b+1[-Ab.

Dan nadert Al naar g en A—b nadert dan naar %
At ds At ds
Danis—0=ﬂ'b+l'%
dr dr ds

.do . dl _ _ b,
Verder is I 04(3) o (). b=>b(t),]=It)en T b(1).
Dit invullen geeft O'(r) = I'(z) - b(t) + I(z) - b'(7).

De functie f(x) is de productfunctie van g(x) = x¥ en A(x) = x> — 1.
De afgeleiden zijn g'(x) = 3x% en A'(x) = 2x.

Met de productregel vind je:

Fx)=g(x) - hx) + g(x) * H(x)

) = 3 (ot — 1) +xt 2

(%) =3x*—3x2 + 2x*

[(x) = 5x* — 352

Hoofdstuk 20 Differentiéren © Noordhoff Uitgevers bv



De functie p(x) is de productfunctie van g(x) = x> — 3xen A(x) = 2x + 5.
De afgeleiden zijn g'(x) = 2x — 3 en /(x) = 2.

Met de productregel vind je:

P'(x)=g'(x) ~ h(x) + g(x) * h'(x)

P(xX)=2x=3)+2x+5) +(x*—3x)-2

P(x)=4x>+10x— 6x— 15+ 2x* — 6x

p(x)=6x2—2x—15

De functie /(g) is de productfunctie van g(g) = 2¢ — 7 en h(g) = 3 — 5¢°.
De afgeleiden zijn g'(¢) = 2 en h'(¢g) = —10q.

Met de productregel vind je:

Iq) = g'(q)* h(g) + g(q) - h(q)

Ng)=2-(3=5¢)+(29-T7)-—10q4

(g) =6 — 10g*> — 204> + 70g

(g)=-304"+70g + 6

s(0)=5(t+3)(10: — 9)

s(2) = (5¢t+ 15)(10¢ = 9)

De functie s(¢) is de productfunctie van g(¢) = 5¢ + 15 en /(¢) = 10¢ — 9.
De afgeleiden zijn ¢'(z) = 5 en /'(z) = 10.

Met de productregel vind je:

s(1) = g'(0) * (1) + g(1) - (1)

S(t)y=5-(10¢ = 9)+ (5t + 15)- 10

§'(¢) = 501 — 45 + 50 + 150

§'(t) = 100z + 105

F(x)=9x2+ 15x + 15x + 25, ofwel f(x) =9x2+ 30x + 25
F(x)=9-2x+ 30, ofwel f"(x)=18x+ 30
De schakels zijn y = #?> en u = 3x + 5.

dy du
a—2uena—3

dy dy du B
FrR T et

f(x)=6(3x + 5), ofwel f"(x) =18x+ 30

De functie f(x) is de productfunctie van g(x) =3x + 5en ii(x) =3x + 5.
De afgeleiden zijn g'(x) = 3 en A'(x) = 3.

Met de productregel vind je:

)= g(x) - h(x) + g(x) - h(x)

f(x)=3Bx+5)+(Bx+5)-3

F(x)=9x+15+9x+ 15

f(x)=18x+ 30

De schakels zijn y =« en u = 5x — 10.

dy du

_‘.:32 —=5

du M

dy dy du__, .,
i dn dx—3u 5=15u

K(x) = 15(5x — 10)°

De functie f(x) is de productfunctie van g(x) = 4x en i(x) = (5x — 10)%.
De afgeleiden zijn g’(x) = 4 en A'(x) = 15(5x — 10)%.

Met de productregel vind je:

) =g(x) - h(x) + g(x) - 1(x)

F(x)=4+(5x—10)* + 4x - 15(5x — 10)*

F(x) =4(5x — 10)3 + 60x(5x — 10)?

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 20 Differentiéren
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De functie r(s) is de productfunctie van g(s) = s* en A(s) = (3s — 5)°.
De afgeleide van g(s) is g'(s) = 2s.

De afgeleide van /(s) bereken je met de kettingregel.

De schakels zijn y = u’ en u =35 — 5.

dy du

—=3 2 —==

du “ ends

dv dy du
—=3u+3=9u

ds Cdu ds “ “

(s)=9(3s — 5)2

Met de productregel vind je:

r(s) = g'(s) * Ils) + g(s) * ()

r(s)=2s-(3s — 5 + 52 - 9(3s — 5)2

r(s) = 25(3s — 5)% + 95%(3s — 5)?

De functie N(¢) is de productfunctie van g(¢) = 3t en h(t) = (41 + 1)°.
De afgeleide van g (1) is g'(¢) = 3.

De afgeleide van /(z) bereken je met de kettingregel.

De schakels zijn y=w’ en u=4¢ + 1.

dy du
—=5uten—=4

du T d

dy _dy du

- du dt_5u4 4 =20t

K(t)=20(4¢ + 1)*

Met de productregel vind je:

N(1) = g'(1) * h(1) + g(r) * H'(2)

N(D=3-(4t+ 1)y +3r-20(4e + 1)*

N(t)=3(4t + 1)° + 601(4t + 1)*

De functie P(n) is de productfunctie van g(n) = 2n’ en h(n) = \fm
De afgeleide van g(n) is g'(n) = 2 - 3n* = 6n2.

De afgeleide van /(n) bereken je met de kettingregel.

De schakels zijn y = \[1; u2 enu=3+n.

dn du dn EI“
H(n)=3(3+n)*

Met de productregel vind je:
Pn)=g'(n)- h(n) + g(n) - 1'(n)

Pn)y=6n>-\3+n+2n: % 3+ n)A%
_L n
Pn)y=6n\3+n+n*-(3+n): ofwel P(n)=6n\3+n+
)= 6 G+m =6

De functie /(d) is de productfunctie van g(d) = 2d + 5 en h(d) = (4 — d)*.
De afgeleide van g(d) is g'(d) = 2.

De afgeleide van /i(d) bereken je met de kettingregel.

De schakels zijn y=w>enu=4—d.

a=2uena=—l
dV _dy du _
et N T el

H(d)=-2(4—d)=-8+2d
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Met de productregel vind je:

I(d)=g'(d) - h(d) + g(d) - h'(d)
Hd)=2-(4—-d)?+Qd+5)(-8+2d)

(d)=2(16 — 8d + d*) + —16d + 4d> — 40 + 10d

I(d)=32—-16d +2d*— 16d + 4d*> — 40 + 10d

Nd)y=6d*>—22d-38

De functie k(b) is de productfunctie van g(b) = (% b+ 1)4 en h(h) = 2b%.
De afgeleide van g(b) bereken je met de kettingregel.

De schakels zijn y =u*enu = %b +1.

d_v du 1

gy =2(p+1)

De afgeleide van h(h) =2 - 3b* = 6h.
Met de productregel vind je:

K'(b) = g'(b) - h(b) + g(b) * h'(b)
Ky=23p+1) 203+ (b + 1) - 602

Kby =403 Lo+ 1) + 62l + 1)

De functie f(x) is de productfunctie van g(x) =2x+ 1 en A(x) =4 — x.
De afgeleide van g(x) is g'(x) = 2.

De afgeleide van /i(x) bereken je met de kettingregel.

De schakels zijn y = \f; u2 enu=4-x.
dy 1 _% du

dv dV du
dx du dx

K(x)=-3(@4-x)"
Met de productregel vind je:
F(x)=g(x) hix) + g(x) - A(x)

2x+1

F0) =2\ —x+Qx+ 1) 2 @)%, ofwel f(x) = 2& - "
X

Alsx=1danisg=100x1"'=100en p=10+5x 12=15.

De kosten zijn dan 100 X 15 = €1.500,-.

Als x=4danisg=100 x471=25en p =10+ 5 x 42=90.

De kosten zijn dan 25 X 90 = €2.250.-.

TK=¢q*pdus TK=100x""- (10 + 5x?)

De formule TK is de productformule van g = 100x~!en p = 10 + 5x2.
o g dp

De afgeleiden zijn — =100+ -1+ x2=-100x"2en —= 5+ 2x = 10x.

dx dx
Met de productregel vind je:

dTK dq dp

dx T dx RS dx

dTK
e T —100x72+ (10 + 5x2) + 100x7! - 10x

X

dTK 1 —100(10 + 5x2
S = 100 - =+ (10 + 5x%) + 1000 = Z10000+ 559 | 1000

dx x2
dTK —1000 — 500x2 —1000

= + 1000 = + 500
dx x2 x?

© Noordhoff Uitgevers bv
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Differentieren

Deze afgeleide is nul als 2 = 2, dus als x = 2.

Bij een oppervlakte van ongeveer 1.41 m? per poster zijn de kosten
minimaal.

x =12 invullen geeft TK = 100 x \27! x (10 + 5 x y22) = 1414.

De totale kosten zijn €1.414,-

Er worden dan 100 x \E‘l =71 posters gedrukt.

In stap 1 zijn de factoren van de productfunctie benoemd.

In stap 2 zijn beide factoren gedifferentieerd.

Op de eerste puntjes moet /(x) staan, dus 50 + 4x.

Op de tweede puntjes moet /'(x) staan, dus 4.

Sx)=10x*- (50 + 4x) + 2x7 -4

f(x) = 500x* + 40x> + 8x°

f(x) = 48x° + 500x*

De functie f(x) is de productfunctie van g(x) = 2x2en i(x) = 8 — x°.
De afgeleiden zijn g'(x) =2 - 2x = 4x en /(x) = —2x.

Met de productregel vind je:

F(x)=g(x) = h(x) + g(x) - (%)

f(x)=4x-(8—x)+2x?--2x

f(x) =32x — 4x3 — 453

fx) = 32x— B

S(H=(-32+4009+ 1)

De functie s(¢) is de productfunctie van g(r) = —32 + 4ten i(t) =9 + ¢.
De afgeleiden zijn g'(t) =4 en /() = 1.

Met de productregel vind je:

s'(1) = g(6) ~ (1) + g(0) - (1)

S()=4-09+)+(-32+4n-1

S(t)=36+4t—32+4¢

S(t)y=8t+4

De functie /(g) is de productfunctie van g(g) = ¢ + 60 en ii(g) =8 — ¢°.
De afgeleiden zijn g'(¢) = 1 en A'(g) = —3¢>

Met de productregel vind je:

Iq)=g(@) - h(g) + glq) - H(g)

Ng)=1-(8=¢)+(g+60) =3¢

Hq)=8—¢>—3¢> — 1804°

I(g)=—4¢> — 180¢> + 8

De functie p(x) is de productfunctie van g(x) = 6x — Sen A(x) =2 — &7,
De afgeleiden zijn g'(x) = 6 en A'(x) = —3x2.

Met de productregel vind je:

P(x)=g'(x)  h(x) + g(x) * h'(x)

P(x)=6-2—x)+(6x—5):—3x2

p(x)=12—-6x3 — 18x% + 15x2

pl(x)=-24x>+15x* + 12

g'(x) =8+ 3x? =24x?
De functie /1 bestaat uit twee schakels, namelijk y = \/; enu=6x+10.
De schakels zijn y = \f; =ulenu=6x+ 10.

d_v i.—k du
Emat LIk P

dy _dy du _; -1 1
—_— e —_—— .6:3 2
dn fw g 2° o

(x) = 3(6x + 10) 2
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1
d f(x)=24x7-y6x + 10 + 8x*+ 3(6x + 10) °
£16) = 24x26x + 10 + 24x3(6x + 10)%, ofwel

3
Fx) = 24x26x + 10 + L
6x + 10

U1 De functie u(x) is de productfunctie van g(x) = 3x en i(x) =+/6x + 5.
De afgeleide van g(x) is g'(x) = 3.
De afgeleide van /4(x) berelfen je met de kettingregel.
De schakels zijn y = \E =wenu=6x+5.

dy_l -1 du_
du_zu endx—6
dy _dy du _; -1 L
—_— L. =1 g=13,
dx du dx 2 =

W(x) = 3(6x +5)

Met de productregel vind je:

w(x) = g'(x) * h(x) + g(x) * H(x)

=Tl B BB b 2

=3B * 5+ B (G +5)
OO o 0 s S

_36x+5)+ 9

i \bx +5

. 18x + 15+ 9x
u(x)=——F/——

V6x:+.5
5

27x + 1
\’6x+55

20.2 Quotientregel

intro  Je kunt de functie op de grafische rekenmachine invoeren bij y, en dan bij y,
de formule (y,(x + 0,001) — y,(x))/0,001. Je moet dan de vergelijking y, =1
met de grafische rekenmachine oplossen.

Of door een raaklijn te tekenen met helling 1 die de grafiek van fraakt en
dan te kijken in welke punten dat is.

Maar als je de afgeleide van f kunt vinden dan zou je de punten ook
kunnen vinden door de vergelijking /"(x) = 1 op te lossen.

w(x)

u'(x) = dusa=27enb=15.
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Dan zou de helling van de grafiek van f overal 2 zijn. De grafiek van f zou
dan een rechte lijn zijn met hellingsgetal 2. Dit is niet het geval.

fis een productfunctie omdat je het kunt schrijven als f(x) = g(x) - A(x).
h(x) = (2x + 7)1 is een kettingfunctie met schakels y =uw'enu=2x + 7.
Je hebt dus beide regels nodig om f(x) te differentiéren.

In stap 1 is de afgeleide g'(x) berekend.

In stap 2 zijn de schakels van /(x) benoemd.

In stap 3 1s de afgeleide /'(x) berekend met de kettingregel.

In stap 4 is de productregel /(x) = g'(x) - A(x) + g(x) - /'(x) ingevuld om de
afgeleide f’(x) te berekenen.

7 — il 1 == -—1
F= S oy T AR Ty
D S GO )

TO= T v 7
42x+T) -8x—6

= onr e T a7y

, . 8x+28—-8x—6

=g e

o

') = sy

1

De schakels zijn y =« en u = n(x).

dy du
—_—=—1- —2 e

o u-en . n'(x)
dy B dy du _ P
FraE e

De afgeleide is —1 « (n(x))™2 « #'(x).

S(x) = g'(x) = h(x) + g(x) - A(x)

g(x) = 1(x) en h(x) = (n(x))"!

g(x) =r(x)en H(x) = 1+ (n(x))  n'(x)

S(x)= f’Exg : (r"t'(x());1 + (f(?)f) s (n(x)2 - n(v)
i o BN e ~ G

=0 oy

o) = f(x) n(x) —t(x)-n(x)
" ((n)(x»(2 )+ ( ()"(x)()z)
f(x) - n(x)— t(x) - #(x
re= T

Hoofdstuk 20 Differentiéren
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De functie f is het quotiént van #(x) = 5x + 6 en n(x) =2 — x2,
De afgeleiden zijn #(x) = 5 en n'(x) = —2x.
Met de quotiéntregel vind je:
, 1(x) * n(x) = 1(x) - n'(x)
flx)=

(n(x))*
o 5.2- xZ()2 _—(i);) 2+ 6)+ —2x
£ = 10 - 5;;22411)6(1;2 + 12x
o) = 5x2(;r 1 2;2; 10

De formule A is het quotiént van #(p) = 6p — 2p>en n(p) =p + 15.
De afgeleiden zijn #(p)=6—-2-2p=6—4dpenn(p)=1.

Met de quotiéntregel vind je:

dd _1(p)-n(p) = «p) - 1(p)

dp (n(p))?

dA _(6=4p) - (p+15)—(6p—2p) -1
dp (p + 15

d4 _6p+90—4p?—60p —6p + 2p?
dp (p+ 150

d4 _—2p*—60p +90

dp (p+ 15

De formule L is het quotiént van #(u) = 1 en n(u) = u + 3.
De afgeleiden zijn (u) = 0 en n'(u) = 1.

Met de quotiéntregel vind je:

dr _ t(u) - n(uw) — tu) - n'(u)

du (n(u))?
dL _ 0-(u+3)—1-1
du (u+3)
o -1

du  (u+3)7

De formule R is het quotiént van #(s) = (4s + 5)° en n(s) = s.
De afgeleide van #(s) bereken je met de kettingregel.
De schakels zijn y = w’ en u =4s + 5.

d du

B e gl A,

" 3u ends 4

dy dy du g 3
o dn 4 =3u-4=12u

t(s) = 12(4s + 5)?

De afgeleide van n(s) is n'(s) = 1.
Met de quotiéntregel vind je:
dR _ t'(s) - n(s) — 1(s) - n'(s)

ds (n(s))?

AR 12(4s+ 55— (4s+ 571
ds 52

dR _ 12s(4s + 5 = (45 + 5)°

ds §2
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d De formule ¥ is het quotiént van #(¢) = c en n(c) = \[ﬂ
De afgeleide van #(c) is t(¢) = 1.
De afgeleide van n(c) bereklen je met de kettingregel.
De schakels zijn y = \E= wenu=2-c.

dv 1 1 du
a=§u2ena=—l
dl—d_y.d_”—l ‘%._1
de du de 2

o) =—L@2-0)

Met de quotiéntregel vind je:

dw _ t'(¢) - n(e) — t(c) - n'(c)
de (n(c))?

wd
g Lol ~o~ g @-d >

de (2 —cp
t
aw VT e

dw i-c+le@-o7 o
de 2-¢ WOERE e 2-¢

13 a Deformule N is het quotiént van 7(7) = 3> — 5en n(t) = 9.
De afgeleiden zijn T(t) =3 - 2t = 6ten n'(1) = 0.
Met de quotiéntregel vind je:
dN _ T(0) - (1) — T(2) - n'(2)

dr (n(1))?
dN_6t-9—(312—5)-0
dt 92
v _ sk
dt 81
oy &,
de 3
325
b N=———,dusN=lt2—g
9 9
dN_l _2
E—E 21‘—:3.‘1‘

¢ De tweede manier is in ieder geval sneller.
De formule N is het quotiént van 7(z) = 3#(t + 4) = 3> + 12t en n(t) = 21.
De afgeleiden zijn T9(t) =32t + 12=6¢t + 12 enn'(z) = 2.
Met de quotiéntregel vind je:
dN _ (6t+12)-2t— (32 +121)2

de (21)
AN 127 + 241 — 612 — 244
dr 2.7

dN 67 dn
dar a2 dr
Of op een andere manier:
32412t 3
N="—""

12t 1 dN
= —4+ — =]1-r+ —_— =
ofwel N % o ofwel N=15¢+6, dus e 1

=1%

b=
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14 a De formule C is het quotiént van T(z) = 87 en n(z) = 1> + 4.
De afgeleiden zijn T(z) = 8 en n'(r) = 2.

Met de quotiéntregel vind je:

dC _ T(0) - n(2) — T(2) - n'(0)

011

dr (n(1))?

dC _8+(r?+4)—8¢-2¢

dr (2 + 4)2

dC _ 84 +32- 16

dr (P +4)7

dC -8~ +32

ds &+ 4)2 . . dcC —82+ 32

De concentratie is maximaal als — =0, dus ————=
dr (4

-82+32=0

812 =32

2=4

t=2(t=-2vervalt)
De concentratie in het bloed is maximaal na 2 uur.
dC_ —-8x02+32
¢t = 0 invullen in de afgeleide geeft T = W =2.
Het geneesmiddel wordt met 2 mg/liter per uur opgenomen.
dC —-8x52+32
t = 5 invullen in de afgeleide geeft ar = W
Het geneesmiddel wordt met 0,20 mg/liter per uur afgebroken.

~ —0,20.

De vergelijking = | moet worden opgelost.

t
2 +4

Invoer: y, = eny, =1

a+a
Venster: 0<x<10,0<y<3

Optie: snijpunt

De codrdinaten van de snijpunten zijn (0,54; 1) en (7,46; 1).
Tussen deze snijpunten is de concentratie ten minste 1 mg/liter.

Na ongeveer 7,5 uur moet er een tweede injectie worden gegeven.

De afgeleiden zijn #(x) = 13- 2x = 26x en n'(x) = 1.
Flo) = 1(x) * n(x) — 1(x) * n'(x)
3 (1)’

Je vermenigvuldigt de hele tweeterm x + 6 met (x). Als je geen haakjes zou

schrijven dan staat er dat je alleen x met #(x) vermenigvuldigt.
; 26x(x+6)—13x2-1
fx) =

(x + 6
o 262 +156x— 1352
o= (e +6)
, . 13x7 4+ 156x
== ep
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20 Differentieren

U2 a De functie f is het quotiént van #(x) = —x? + 21x — 56 en n(x) = x — 1.
De afgeleiden zijn #(x) = —2x + 21 en n'(x) = 1.
Met de quotiéntregel vind je:
, 1(x) * n(x) = 1(x) - n'(x)
fx)=

(n(x))* .
o= (—2x +21) + (x —(1)3: gzx +21x—56)- 1
Py = Gt Dok 21;—_211); x2— D456
o) = —xl(:_fb;; 35

(x—1)P=xT-2x+1dus—1-(x—1pP=—x2+2x—-1
—ac % P~ 14+ 1+ 35

="
O
flx)y=-1+ %

b f1®) =1+ 361)2 =5

De top van de getekende grafiek is een maximale waarde. Na de top daalt
de getekende grafiek dus is "(x) < 0. En dat is ook zo voor alle x-waarden
die groter dan de x-codrdinaat van de top zijn. f*(8) < 0 dus de x-codrdinaat
van de top is kleiner dan 8.

20.3 Hellinggrafiek

intro  Als de linker grafiek een top heeft, dus helling nul, dan snijdt de rechter
grafiek de horizontale as en is daar nul. De linker grafiek is de grafiek van
f en de rechter grafiek is de grafiek van f”.

15 a De grafiek van H heeft een top na 40 minuten en de bijbehorende formule
heeft daar een maximum. De hoeveelheid werkzame stof is dan dus
maximaal.

b De grafiek van A’ snijdt de horizontale as na 40 minuten. Voor 40 minuten
ligt de grafiek van H” boven de horizontale as. Daarna ligt de grafiek van H’
onder de horizontale as. Er is dan sprake van een maximale waarde van H.

¢ Van 0 tot 40 minuten ligt de grafiek van H” boven de horizontale as dus de
hoeveelheid werkzame stof neemt dan toe.

Na 40 minuten ligt de grafiek van H” onder de horizontale as dus de
hoeveelheid werkzame stof neemt dan af.

d De grafiek van H is na 70 minuten afnemend dalend.

Je ziet dat de grafiek van H dalend is omdat de grafiek van H’ daar onder de
horizontale as ligt. Je ziet ook dat de grafiek van H afnemend is doordat de
grafiek van A’ de horizontale as nadert.
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16

17 a

18

19 a

toenemend dalend afnemend dalend constant dalend
X X

Als x < =2 dan ligt de hellinggrafiek onder de x-as, dus de grafiek van g is
dalend. De hellinggrafiek nadert de x-as, dus de grafiek van g is afnemend
dalend.

De grafiek van g’ snijdt daar de x-as, dus is de helling van g nul.

g heeft daar een minimum omdat de grafiek links van x = —2 daalt en rechts
van x = —2 stijgt.

Er is geen punt bekend waar de grafiek van g doorheen gaat, maar de vorm
van de grafiek moet eruit zien zoals hieronder.

x=0

x=-2 x=2

Hellinggrafiek A ligt voor x = 0 boven de x-as, dus de bijbehorende grafiek
is daar stijgend. De hellinggrafiek ligt na x = 0 onder de x-as, dus de
bijbehorende grafiek is daar dalend. De enige grafiek die hierbij past, is de
grafiek bij functie ;.

Hellinggrafiek B ligt overal boven de x-as, dus de bijbehorende grafiek is
altijd stijgend. De enige grafiek die hierbij past, is de grafiek bij functie f.
Hellinggrafiek C ligt overal boven de x-as behalve bij x =0, dus de
bijbehorende grafiek is overal stijgend behalve bij x = 0. Bij x = 0 heeft de
bijbehorende grafiek een horizontale raaklijn. De enige grafiek die hierbij
past, is de grafiek bij functie g.

Hellinggrafiek D ligt overal onder de x-as dus de bijbehorende grafiek is
overal dalend. De hellinggrafiek nadert ook de x-as dus de bijbehorende
grafiek is afnemend dalend. De enige grafiek die hierbij past, is de grafiek bij
functie /.

4K _ 55000- 0,62 - p0-38
dp

dK

—=15500+ 03¢
dp

helling

0]

De hellinggrafiek ligt overal boven de P-as dus de grafiek van K is stijgend.
De hellinggrafiek nadert de P-as dus de grafiek van K is afnemend stijgend.
Dit betekent dat de kosten bij een lage productie (kleine waarden van P) veel
sneller toenemen dan bij een hoge productie (grote waarden van P).

© Noordhoff Uitgevers bv
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1: Als de grafiek van f een minimum heeft bij x = 2 dan is daar de helling
nul. Dit is niet het geval dus uitspraak 1 is niet waar.

2: Bij een nulpunt snijdt de grafiek van f de x-as. Je kunt dan geen uitspraak
doen over de bijbehorende helling in dat punt. Daardoor kun je niet uit de
hellinggrafiek opmaken of de functie f één nulpunt heeft.

3: De hellinggrafiek laat zien dat er twee x-waarden zijn waarvoor de helling
nul is. In deze punten snijdt de hellinggrafiek de x-as. Bij x = 0 is er sprake
van een maximum van f omdat de helling van positief naar negatief gaat.
Bij x = 4 is er sprake van een maximum van f omdat de helling van negatief
naar positief gaat. Uitspraak 3 is dus waar.

4: Uit de toelichting op uitspraak 3 volgt dat de grafiek van ftwee toppen
heeft. Een parabool heeft maar één top. Uitspraak 4 is dus niet waar.

5: Bij x = 2 is de waarde van de helling minimaal. De helling is bij x =2

ook negatief. Dit betekent dat de grafiek bij x = 2 het snelst daalt en dat
uitspraak 5 waar is.

De grafiek van g is dan stijgend, want daar is de helling positief.

Na opdracht a weet je dat de grafiek van g daar stijgend is. De grafiek van g’
nadert de x-as dus de grafiek van g is dan afnemend stijgend.

Voor x < —3 is de grafiek van g afnemend stijgend. Na x = —3 ligt de grafiek
van g’ onder de x-as dus is de grafiek van g daar dalend. De grafiek van g
gaat bij x = =3 over van stijgen in dalen.

De grafiek van g gaat bij x = —3 van stijgen over in dalen. De functie g heeft
dan een maximum bij x = —3.

De grafiek van g’ gaat tussen x = —3 en x = =2 weg van de x-as, dus de
grafiek van g is dan toenemend dalend.

Tussen x = —2 en x = 0 is de grafiek van g afnemend dalend.

=3 -2 =1 0 1

L

De grafiek van f snijdt de x-as bij x = 0 en gaat van negatief naar positief.
De grafiek van f” heeft bij x = 0 een minimale waarde en is een dalparabool.
Er zijn dan drie mogelijke situaties.
1 De grafiek van /" heeft geen snijpunten met de x-as.
De grafiek van f” ligt helemaal boven de x-as. De grafiek van f gaat dan
van afnemend stijgend naar toenemend stijgend.
helling ¥
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2 De grafiek van f” heeft één snijpunt met de x-as.
Dit punt is de top van de grafiek van f”. De grafiek van f gaat dan
van afnemend stijgend naar een horizontale raaklijn bij x = 0 naar
toenemend stijgend.

helling ¥

0 X / 0 !

3 De grafiek van f” heeft twee snijpunten met de x-as.
De grafiek van f gaat dan van afnemend stijgend naar toenemend
dalend naar afnemend dalend naar toenemend stijgend. De grafiek van f
heeft dan twee toppen.

helling ¥

20.4 Redeneren met de afgeleide

intro

21 a

De afgeleide is een breuk. De teller van de breuk is altijd negatief terwijl
de noemer van de breuk altijd positief is. Dit betekent dat de waarde van
de afgeleide altijd negatief is waardoor het aantal sprinkhanen juist zou

afnemen. Deze afgeleide kan dus niet juist zijn.

De functie /4 is het quotiént van #(x) =5 — xen n(x) = x + 3.
De afgeleiden zijn #(x) = —1 en n'(x) = 1.
Met de quotiéntregel vind je:

t(x) * n(x) — t(x) * n'(x)

h(x)=

(n(x))?
e = +(j)+_3§f s
=% (—x3+—3§2+ x
Ma=e 183 P

Het maakt niet uit wat je voor x invult, de waarde van (x + 3) is altijd
positief omdat je een positief getal (x > 0) in het kwadraat doet.

Als x toeneemt, dan neemt zowel x + 3 als ook (x + 3)* toe.

Je deelt —8 door iets positiefs. De waarde van /#(x) is dan altijd negatief.

De waarde van /'(x) is altijd negatiet’ dus de grafiek van #(x) ligt altijd
onder de x-as. De constante —8 wordt door een steeds groter wordend getal
gedeeld waardoor de waarde van A(x) nadert naar nul. De grafiek van #'(x)
komt dan steeds dichter bij de x-as.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Als de grafiek van /#'(x) onder de x-as ligt dan daalt de grafiek van A.
Als de grafiek van /'(x) daarnaast ook steeds dichter bij de x-as komt dan is
de grafiek van i afnemend dalend (voor x > 0).

—437.5
S(x) = 1250 - —0,35x713 = —437,5x713 ofwel f/(x) = —=—
AL
Als x > 0, dan is f"(x) negatief voor elke waarde van x, want de teller is
altijd negatief en de noemer is altijd positief en het quotiént van een negatief
getal en een positief getal is negatief. Hieruit volgt dat de grafiek van f
dalend is.

—437.5
Als x toeneemt, dan neemt x'-** ook toe. De breuk ——=— nadert dan naar
x £l

a8

nul want —437,5 wordt door een steeds groter getal gedeeld.
De grafiek van f is daarom afnemend dalend.
g(x)=—-6x""

g ~ 72
g(x)=—-6+—12x"13=72x"1 ofwel g'(x) = NE
Als x > 0, dan is g'(x) positief voor elke waarde van x, want de teller en
noemer zijn beide positief en het quotiént van twee positieve getallen is
positief. Hieruit volgt dat de grafiek van g stijgend is.

72

Als x toeneemt, dan neemt x'° ook toe. De breuk —5 nadert dan naar nul
X

want 72 wordt door een steeds groter getal gedeeld.

De grafiek van g is afnemend stijgend.

De afgeleide van 124,9 is 0.
De afgeleide van R = 0,0007(1.5¢ + 5) bereken je met de kettingregel.
De schakels zijn y = 0,0007> en u = 1,5¢ + 5.

dy d
=L = 0,0007 - 3> = 0,002 en — = 1.5

du dt

dy dy du

— == =0,00212- 1.5=0,003 152
At du dr TR !
dRr

i 0,003 15(1,5¢ + 5)?

(1,5¢ + 5)? is positief en 0,003 15 - (1,5¢ + 5)? is dus ook positief. Hieruit volgt
dat de grafiek van R stijgt: het aantal reigers neemt toe.

Als t toeneemt, dan neemt (1,57 + 5) toe en 0,00315 - (1,5¢ + 5)* dus ook.

Er is dan sprake van een toenemende stijging.

x+0,001) - y,(x
Invoer: y; = 4500 — 55 (x + 30)? en y, = = 0 001) =

Venster: 0< x <60, —10<y<2
helling

0 t

De hellinggrafiek ligt onder de #-as, dus de grafiek van K is dalend. De
hellinggrafiek gaat weg van de t-as, dus de grafiek van K is toenemend
dalend. De aantallen kikkers namen dus steeds sterker af.
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24 a

25 a

26 a

Des te minder mensen er in de tunnel zijn, des te groter R wordt.
26 .
B nadert dan naar nul en er wordt steeds minder van 87 afgetrokken

waardoor de waarde van ¥V toeneemt.
Dus als er weinig mensen in de tunnel zijn, dan lopen mensen sneller.

V=87-26R"!

4 o §-26--1R?=26R"
dRr

dr_26

dR  R2

dyr
Als R >0, dan is ) positief voor elke waarde van R, want de teller en de

noemer zijn beide positief en het quotiént van twee positieve getallen is altijd
positief. Hieruit volgt dat de grafiek van 77 stijgend is. Als er weinig mensen
in de tunnel zijn dan lopen mensen sneller.

t = 23.49 invullen geeft P =4,99087(42,5 — 23,49)"8! = 1030,7
De atlete krijgt 1030 punten.
De schakels zijn y = 4,99087u!8 en u =425 — 1.

d d
2 o 4.99087+ 1,815 = 9,003474 7408 en <% = —1
du ds

dy dy d
S 5.0034747u0% - —1 = —9,003 474 703!
dt du dt
dp
<= ~0.0034747(42,5 — ¥
dP
Als ¢ tussen 0 en 42,5 ligt, dan is (42,5 — ¢)°®! positief en is — negatief

ds
voor elke waarde van ¢ omdat je een negatief getal vermenigvuldigt met een
positief getal. Hieruit volgt dat de grafiek van P daalt.
Als ¢ toeneemt, dan nadert 42,5 — ¢ naar nul en dus ook (42,5 — 1)*%! en ook
—9,0034747(42,5 — 1)>#1. De grafiek van P is dan afnemend dalend.
Invoer: y, = —9,0034747(42,5 — x)*8!
Venster: 0 < x <42,5, —200<y <10

helling
0 t

De hellinggrafiek ligt onder de x-as, dus de grafiek van P is dalend.

De hellinggrafiek nadert de x-as, dus de grafiek van P is afnemend dalend.
Dit betekent dat bij kleine waardes van ¢, het verschil in punten sneller
afneemt dan bij grote waardes van ¢. Het verschil in puntenaantal is bij de
twee snelste lopers groter dan bij de twee langzaamste lopers.

1000000000 : 125 = 8000000 minuten levensduur
8000000 :60=133 333% uur levensduur

133 333%— : 24 = 5555,6 dagen levensduur

5555,6 : 365 = 15,2 jaar levensduur

De gemiddelde levensduur is dus 15,2 jaar.
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. y . 1000000000 1000000 000

Als L in jaren is, danlsL=Tofwe1H=f
Wl i mtm ik il DO o i D

s L in minuten is, dan is /f = === ="~ ofwel /= —
H=1900L"!
dH dH —1900
—=1900—1L"2=—-1900L72, ofwel —= ———
drL dL L2

dH
Als L >0, dan is T negatief voor elke waarde van L, want de teller is

negatief en de noemer is altijd positief. Het quotiént van een negatief getal
en een positief getal is altijd negatief. Hieruit volgt dat de grafiek van H
daalt.

Als L toeneemt, dan neemt > ook toe en

72 nadert dan naar nul want

—1900 wordt door een steeds groter getal gedeeld.
De grafiek van H is daarom afnemend dalend.

Fix)= 32+1,2x02 = 384502
Als x > 0, dan is x"2 positief en 38,4 - x2 ook, dus ["(x) is positief.
De grafiek van f is stijgend voor x > 0 omdat /"(x) positief is.

x |0 |100 |200 |300 |400 |500

f(x) | 0 | 96,46 I 110,80 | 120,16 I 127.28 I 133,08
De afgeleide neemt toe als x toeneemt.
Als x toeneemt, dan neemt x*2 ook toe. Dan neemt 38,4 « x*2, dus f(x) ook
toe.
De grafiek van f is stijgend volgens opdracht ¢, en toenemend volgens
opdracht f. De grafiek van f is dus toenemend stijgend.
g(x)=—-4x72

g(x)=—4+-2x3=8x73 ofwel g'(x) = %
X

Als x > 0, dan is ¢'(x) positief voor elke waarde van x, want de teller en
noemer zijn beide positief en het quotiént van twee positieve getallen is altijd
positief. Hieruit volgt dat de grafiek van g stijgend is.

8

Als x toeneemt, dan neemt x° ook toe en — nadert dan naar nul, want 8
x

wordt door een steeds groter getal gedeeld.

De grafiek van g is daarom afnemend stijgend.

Volgens Pythagoras is r> = x> + 102, dus r = \/x2 +100.

100 000
Dit invullen geeft S = 100000 - (\Jx2 + 100)73, ofwel S =

(Y2 + 100)°

100000
Dit kun je schrijven als § = ofwel
(Yx2 + 100)? + Yx? + 100

oo 100000

(x2 + 100)Yx> + 100

100000 .

§=——""—— ofwel S=100000(x2+ 100) "2

(x2 + 100)"2

.
De schakels zijn y = 100000u 2 en u = x> + 100.

d _3l 51 d
=L 100000 - —11u7% = ~150000u" en S = 2
du dx
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dy dy d -2l ~27
O 1500000 2% = —300000x w2
dx du dx

ds gt ds _ —300000
=2 = ~300000x(x2 + 100) 2, ofwel — = ——————
(x2 + 100)™2

dx dx
Als de grafiek van S van toenemend dalend naar afnemend dalend overgaat,

dan heeft 3—S daar een minimale waarde.
X

—300000x
(x2 + 100)%2
Venster: 0< x <10, -10<y <0
Optie: minimum
De codrdinaten van de top zijn (5; —8,59).
De gevraagde waarde van x is 5.

20.5 Gemengde opdrachten

27 a f()=t-\b\i-Vt=1+2+7 ¢ ofwel f(r)=2¢"
F0=2-126=32¢ ofwel f(1)=3%- 4§
b T(g) =f(q) + g(q) met f(q) = 7¢° en g(q) =

fg)=7-2q=14q
De functie g is het quotiént van #g) = ¢ en n(q) = 2¢° + 3.
De afgeleide van #(g) is #(g) = 1.
De afgeleide van n(qg) is n'(g) = 2 - 2g = 4q.
Met de quotiéntregel vind je:
1(q) - n(g) — t(g) - n'(q)

Invoer: y, =

q
24> +3

g9 = oty
1 Q2g"+3)-qg-4q
g’(Q) - (2q2 " 3)2
22 +3— 44
g’(Q) - (2q2 + 3)2
_ —24°+3
g’(Q) - (2q2 + 3)2
T(9)=1"(q9) +g(q)
. =205 3
T(q) = 14q + GETIE

¢ De functie /(n) is de productfunctie van g(n) =2n — 1 en h(n) = 3n + 2.
De afgeleide van g (1) bereken je met de kettingregel.

1
De schakels zijn y =\u =1 enu=2n— 1.

dv ; 2t du

— 2 —

i su ‘en 2

dy dy du 1 “15 -
s A (.. S D=y z
dn du dn 2% “

20n) = (2n — 1Y% ofwel g(n) = yore

De afgeleide van A(n) is #'(n) = 3.
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Met de productregel vind je:
I(n) = g'(n) * h(n) + g(n) * K'(n)
1
I(n) = “Bn+2)+y2n—1-3
)= o (0 +2)

3n+2
I'(n)= +3y2n— 1
n) V2n—1 "

Z(a) = 2a ++9 - Ja)?, ofwel Z(a) = 2a + 3a%)2

De schakels zijn y =u?enu=2a + 3.

y 3 ok y sk
E—Zuena—2+3 §a1—2+15a 2
dv dy du y
L o+ 11,2
da du da 2u (2 134 )

1

Z(a)=2Qa+ 3a)(2 + 11a7)

Z'(a) = (4a + 6va) - (2 + 2%

120
Als ¢ toeneemt dan neemt (0,057 + 1) toe en —————nadert dan naar
(0,05t + 1)
nul, want 120 wordt door een steeds groter getal gedeeld.

De inhoud neemt daarom af.

Ivoer: = — 120 _ Pi(x +0,001) = y,(x)
1T 0,05x+ 12 P2 0,001
Venster: 0< x <10, -20<y <5
helling
0 t

i

De hellinggrafiek ligt onder de x-as, dus de grafiek van 7is dalend.
De hellinggrafiek nadert de x-as, dus de grafiek van 7 is afnemend dalend.

De inhoud van het reservoir neemt dus steeds langzamer af.
I=120(0,05¢+ 1)72
De schakels zijn y = 120u~2 en u = 0,05¢ + 1.

d
= - 120 ~2u3 = ~240u4~% en i—"t’ =0,05

du

dy dy du _ " _ 5
U odn dr 240u™ - 0,05 =—12u

drs dr -12

_ - =+ 3 _—_——
TS 12(0,05¢ + 1)°, ofwel 4t 0051+ 1)y

. dI . : :
Als t >0, dan is T negatief voor elke waarde van ¢, want de teller is negatief
en de noemer is altijd positief en het quotiént van een positief getal en een
negatief getal is negatief. Hieruit volgt dat de grafiek van I daalt.

Als ¢ toeneemt, dan neemt ook (0,05¢ + 1) toe. nadert dan naar

-12
(0,051 4+ 1)3
nul, want —12 wordt door een steeds groter getal gedeeld.
De grafiek van I is afnemend dalend.

De inhoud van het reservoir neemt dus steeds langzamer af.
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1680 x 40
400 + 402

29 a v=40invullen geeft 4 = =336

33,6 X 15 = 504 auto’s passeren in die 15 minuten tijd.
b De formule 4 is het quotiént van #(v) = 1680v en n(v) = 400 + 2.
De afgeleiden zijn #(v) = 1680 en n'(v) = 2.
Met de quotiéntregel vind je:
d4 1680+ (400 +v?) — 1680y * 2v

dv (400 + v?)*
dA4 _ 672000 + 16801* — 336012
dv (400 + 12)?2

dA _ 672000 — 16801
dv (400 + )

672000 — 1680” _
(400 + 17)2

Er is een extreme waarde als

672000 — 1680v2 =10
1680v* = 672000

v2 =400

v =20 (v = —20 vervalt)
Bij een snelheid van 20 km per uur is het aantal passerende auto’s per
minuut zo groot mogelijk.

1680 x 20

T — 4
400 + 20°

¢ v=20invullen in de formule geeft 4 =

Er passeren dan 42 auto’s per minuut.

Onderzoeksopdrachten

. afstand . afstand
30 a Je weet dat snelheid = ———, dus tijd = _
tijd snelheid
De snelheid van Bert is 1,5 m/s en de stroomsnelheid is v m/s. Als Bert tegen
de stroom in zwemt, dan is zijn snelheid v m/s minder dan 1.5 m/s, dus
1,5 — v m/s. Op dezeltde manier is zijn snelheid met de stroom mee 1,5 + v
m/s. De afstand is steeds 500 meter.

500
De tijd dat hij erover doet als hij tegen de stroom in zwemt is 5,
. - . . 500
De tijd dat hij erover doet als hij met de stroom mee zwemt is 15+
S+
De tijd dat hij nodig heeft om heen en weer te zwemmen is de som van deze
500 500
twee tijden, dus +
I.5—v 15+v
500 500
b = +
15—-v 15+v
500(1,5 +v) 500(1,5—v)

t= +
(15-w(1,5+v) (1,5+w(1,5-v)

750 + 500v + 750 — 500v 1500
= fwel t = ————— dus ¢ = 1500(2,25 — v¥)™!
22512 W5 — 2 2 )
De schakels zijn y = 15004 en u = 2,25 — 2.
d d
=L 1500 —1u2= ~1500472 en <= = 2y
du dy
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20 Differentieren

S T P o Py e
a5 e i 15004 2y =3000v - u
dr di 3000v

£l = 30001(2,25 — ?)2, ofwel —— = ———'
dv V(2,25 v ofwel = s vy

dt
Het snelst heen en terug betekent — = 0.

Dit betekent 3000v = 0, dus v = 0. De stroomsnelheid 1s 0 m/s.
Bert is inderdaad het snelst heen en terug bij stilstaand water.

31 a Teken een rechte lijn tussen de punten van de grafiek bij r =0en ¢ = 16.
De helling van deze lijn geeft de gemiddelde snelheid aan waarmee het
aantal everzwijnen toeneemt. Als het aantal everzwijnen sneller toeneemt
dan het gemiddelde, dan is de grafiek tussen deze aantallen everzwijnen
steiler dan de getekende rechte lijn. Dit is tussen ongeveer t =4 en t = 13%
het geval dus in de jaren 2025 tot en met 2034.

b d—A=—2'312+52'21‘+2
dt
Bl _ =612+ 1041 + 2
dr
Als de grafiek van A4 overgaat van toenemend stijgend naar afnemend
dalend, dan heeft de afgeleide van 4 een maximum.
Invoer: y, = —6x? + 104x + 2
Venster: 0 < x <16, 0 < y <500
Optie: maximum
De codrdinaten van de top zijn (8,67; 452,67).
Na 8,67 jaar gaat de grafiek over van toenemend stijgend naar afnemend
dalend. Dit is in 2029 het geval.

Samenvatting

ST a f(x)=(x*+2x—6)(8 — 10x — 5x?)
De functie f(x) is de productfunctie van g(x) = x>+ 2x —6en
h(x) =8 — 10x — 5x2.
De afgeleiden zijn g'(x) =3x*+ 2en A(x) = =10 — 5+ 2x=—10 — 10x.
Met de productregel vind je:
J1x) = g(x) = h(x) + g(x) - H(x)
Flx) = B2 +2)~ (8B —10x — 5x%) +(x? + 2x— 6) < (10 — 10x)
Fix) = =255 — 4003 — 67 +20x+76
b g(x)=—-6x(5x+90)!'+ 56
g(x) =f(x) +j(x) met f(x)=—6x(5x+90)!" en j(x) = 56
De functie f(x) is de productfunctie van A(x) = —6x en i(x) = (5x + 90)'1.
De afgeleide van A(x) is 72'(x) = —6.
De afgeleide van i(x) bereken je met de kettingregel.
De schakels zijn y = u'' en u = 5x + 90.

dy du
—_= 10 —l—
du Lhc™an dx 3
dy dy du

ol Sk MM 10,5 — 10
i dn v 11"+ 5= 55u

7(x) = 55(5x + 90)10
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Met de productregel vind je:

Fx)=h(x) = i(x) + h(x) - ()

f(x)=—6+(5x +90)!" + —6x + 55(5x + 90)'0
f(x)=—6(5x +90)!! — 330x(5x + 90)1¢

De afgeleide van j(x) = 0.

g(x) = f1(x) +j(x)

&'(x) = —6(5x +90)!" — 330x(5x + 90)!°

h(x) = 3x(x — 8)

De functie A(x) is de productfunctie van i(x) = 3x en j(x) = (x — 8)2
De afgeleide van i(x) is 7'(x) = 3.

De afgeleide van j(x) bereken je met de kettingregel.
De schakels zijn y=u?enu=x—8.

dy du
T
dv dy du
S Eh DR e
B S doe "

J(x)=2(x—-8)=2x-16

Met de productregel vind je:

H(x) = i(x)* j(x) + i(x) * j(x)
H(x)=3+(x—8)+3x-(2x— 16)
R(x) =3x% — 48x + 192 + 6x2 — 48x
h(x) =9x> — 96x + 192

De functie f is het quotiént van #(x) = Sx en n(x) =6 — x.
De afgeleiden zijn (x) = 5 en n'(x) = —1.
Met de quotiéntregel vind je:
, f(x) - n(x) — #(x) - n'(x)
flx)=

(n(x))*
o 3 0= %) = 3% =1
f =t
, . 30—>5x+5x
e
P -
OB
(54 3 9xP4 B0x425
glv) = 4x 4x

De functie g is het quotiént van #(x) = 9x% + 30x + 25 en n(x) = 4x.
De afgeleiden zijn #(x) =9 - 2x + 30 = 18x + 30 en n'(x) = 4.
Met de quotiéntregel vind je:
t'(x) - n(x) — t(x) - n'(x)
gx)=

(n(x))*
(18x +30) - 4x — (9x2 +30x +25)-4
gx)=
v (4x)?
72x%2+ 120x — 36x2 — 120x — 100
36x2— 100
AT
9x2—25
gx)=

452
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96

Differentieren

De functie /1 is het quotiént van #(x) = =5 en n(x) = (3x + 8)°.
De afgeleide van #(x) is #(x) = 0.

De afgeleide van n(x) bereken je met de kettingregel.

De schakels zijn y = u? en u = 3x + 8.

dl—Zuend—u—

du dx

dy _dy du _ B
e Ay e 0 ToAe

n(x)=6(3x +8) = 18x + 48
Met de quotiéntregel vind je:
(x) - n(x) — t(x) - n'(x)

)= ()7
iy 2 L Bx+8) = =5+ (18x + 48)

(x) = ((3)( T 8)2)2

. 90x+240 , . 303x+8) 30
h(x) = G + 8)° ofwel Alx) = (Bx+8)*  (3x+8)°
P S 3
() =16+ 53— -=16+-5—

54

i(x) = /(x) + g(x) met f(x) = 16en g(v) = 35—

De functie g is het quotiént van #(x) = 54 en n(x) = 3x? — 2.
De afgeleide van #(x) is #'(x) = 0.
De afgeleide van n(x) is n'(x) = 3 * 2x = 6x.
Met de quotiéntregel vind je:

1(x) - n(x) = 1(x) - n'(x)
gx)= 3

(n(xx))
0-(3x*—2)—54-6x

(Bt~ 2P
—324x

g’(x) - (3x2 _ 2)2
7(x) = f1(x) + g'(x)
o e —324x g o —324x
l(x)—O-l-mOfwell(x)—m

gx)=

De hellinggrafiek snijdt de x-as bij x = —6. De grafiek van g heeft bij

x = —6 dan een horizontale raaklijn. Links van x = —6 ligt de hellinggrafiek
onder de x-as dus daar daalt de grafiek van g. Rechts van x = —6 ligt de
hellinggrafiek boven de x-as dus daar stijgt de grafiek van g. De grafiek van
g heeft dan een minimum bij x = —6.

A: De hellinggrafiek ligt onder de x-as, dus de grafiek van g is dalend.

De hellinggrafiek nadert de x-as, dus de grafiek van g is afnemend dalend.
B: De hellinggrafiek ligt boven de x-as, dus de grafiek van g is stijgend.

De hellinggrafiek gaat weg van de x-as, dus de grafiek van g is toenemend
stijgend.

C: De hellinggrafiek ligt boven de x-as, dus de grafiek van g is stijgend.

De hellinggrafiek nadert de x-as, dus de grafiek van g is afnemend stijgend.
D: De hellinggrafiek ligt onder de x-as, dus de grafiek van g is dalend.

De hellinggrafiek gaat weg van de x-as, dus de grafiek van g is toenemend
dalend.

Hoofdstuk 20 Differentiéren
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S&  T=1536-(576 — w?)"!
De schakels zijn y = 1536w en u = 576 — w™.

d d

- 1536 —1u"2= —1536u2 en =2 = —2
du dw

dy dy du _ _2 _ 5
I du dw 1536u 2w=3072w-u
dT

a =3072w(576 — w?) 2

a7 3072w

dw (576 — w2y
. dTr
Als 0<w<24,danis ™ positief voor elke waarde van w, want de teller en
w

de noemer zijn altijd positief en het quotiént van twee positieve getallen is

positief. Hieruit volgt dat de grafiek van 7 stijgt.

Als w toeneemt, dan neemt 3072w toe en (576 — w?)” af. De uitkomst van
3072w

(576 — wh)?

Test jezelf

T1 a fix)=2x3+4x2+3x2+ 6x=2x3+ Ix2 + 6x
f(x)=2-3x2+7-2x+6
Fx)=6x*+14x+6
b De functie g(x) is de productfunctie van f(x) = 2x2en h(x) = (4 — 5x)°.
De afgeleide van f(x)is f(x)=2-2x = 4x.
De afgeleide van /i(x) bereken je met de kettingregel.
De schakels zijn y=wenu=4— 5x.

neemt dan toe. De grafiek van T is toenemend stijgend.

dy du

;:32 —=-5

du A

dy dy du _ 3 _ 5
i du dx—Su 5=—15u

H(x) =—15(4 — 5x)*

Met de productregel vind je:

g(x) = f(x) * h(x) + f(x) - ()

g () =dx~ (4 — 52 4+ 22 ~—]1 5@ — 5x)?
'(x) = 4x(4 — 5x)* — 30x%(4 — 5x)?
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Differentieren

¢ De functie A is het quotiént van #(x) = x> — 2xenn(x) =1 + x.
De afgeleiden zijn #(x) = 3x> — 2 en n'(x) = 1.
Met de quotiéntregel vind je:
() * n(x) = 1(x) - n'(x)

H(x) =

(n(x))?
e = (3x2—2) - (1(:;)){ ;2 (x¥*—2x)- 1
() = 2 ¥ Bx® 2124__33? = %4 2x
=222

d j(x)=3x*—5x3+3x2—5x
Jx)=3-4x-5-3x?+3:2x-5
Fx)=12x*—15x*+6x—5
e De functie k(x) is de productfunctie van g(x) = x — 1 en /(x) =y2x + 8.
De afgeleide van g(x) is g(x) = 1.
De afgeleide van /i(x) bereken je met de kettingregel.

1
De schakels zijn y = \E =wenu=2x+8.

dy I du

PRI —_=2

FRa L

dy dy du -1 1
—_— —_—— = . 2 = 2
dx du dx 2% "

K(x) = (2x +8)7
Met de productregel vind je:
K'(x) = g1(x) = h(x) + g(x) = H(x)

By= 1oBx T B & be="1)+ 2z +8)7

=N TE

f Ix)=303x+5)"

&
De schakels zijn y = 3u ?en u=3x+ 5.

dy 1 =L 1 il

a: —5u 2=—13u 261’15_3
dV dV du 1 _IL 1..-14
B, 2.3=—44 2
dx du dx " 2¥

1
I(x)=-41(3x+57"

o -9
1= 2(3x + S3x + 5

T2 a -2 +210¢+900=0

Tnvoer: y, = Y=2x> + 210x + 900

Venster: 0 < x <200,0<v<30

Optie: nulpunt

De codrdinaten van het snijpunt zijn (109,1; 0) (het andere snijpunt voldoet
niet). De waterton is na ruim 109 dagen leeg.
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T4 a

1
De schakels zijn y = \f; =wenu= -2+ 210z + 900.

dv I*E‘ l.ul du

i |l T L, T — 47 +

a2 U fen g 2:21+210=—-4¢+ 210

dy dy du_; 4

SrE o m (<A 210) = (<26 + 105)”
X

(ii—’:" = (=2t + 105)(-22 + 210t + 900)-%

dH _ -2+105
di =22+ 2107 + 900

dH
Als0<r<52 %, dan 1s ar positief voor elke waarde van ¢, want de teller en

noemer zijn beide positief en het quotiént van twee positieve getallen is altijd
positief. Hieruit volgt dat de grafiek van H stijgt.

dH
De waterhoogte is maximaal als T =0.

=2t + 105 —0
\/—2r2 + 2107 + 900
Danis -2t + 105=0,dus t = 52%.

Na 52% dagen is de waterhoogte maximaal, en deze is dan

=2+ (521) +210- 521 + 900 ~ 80 cm.

De verdubbelingstijd bij 40 °C is kleiner dan de verdubbelingstijd bij 42 °C.
Dit betekent dat de populatie bij 40 °C eerder is verdubbeld dan bij 42 °C.
Nee, de groei van de populatie bij 42 °C is niet sterker dan de groei bij 40 °C.
V=169 (-T>+ 75T — 1350)7!

De schakels zijn y = 16,94 ' en u= -T2+ 75T — 1350.

d
& 169 —1u2=—169u2en S = 27+ 75
a7

du

dy dy du

—=—-—=—169u2- (-2T+ 75) = (33,87 — 1267,5) - 2
aT du dar 6% ( IR, )
dr

37~ (38T~ 1267.5)- (-T2 + 75T - 1350)°2

dv _ 33.87-1267,5
dT  (=T2?+ 75T - 1350)2

5 op o 3BT 12675
€ groei 18 net Ssterks &S(_T2+75T_1350)2—
1267,5
33,87 - 1267,5= 0 dus T= ——==375

De groei is bij een temperatuur van 37,5 °C het hoogst.

De hellinggrafiek ligt boven de x-as, dus de grafiek van f is stijgend. De
hellinggrafiek nadert de x-as, dus de grafiek van f is afnemend stijgend.

De grafiek van f is afnemend dalend als de hellinggrafiek onder de x-as ligt
en de x-as nadert. Dit is het geval op het interval (-1, 1).

De grafiek van f heeft twee toppen. Bij x = —2 snijdt de hellinggrafiek de
x-as en de helling gaat van positief naar negatief. Er is sprake van een top bij
x = —2 dat bij een maximum van f hoort.

Bij x = 1 snijdt de hellinggrafiek de x-as en de helling gaat van negatief naar
positief. Er is sprake van een top bij x = 1 dat bij een minimum van f hoort.
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Differentieren

In Appingedam is d = 1027 : 24 =42.79...
B 0,6+42,79...
0,15+ 0,0027 - 42,79...

In Delfzijl isd = 1668 : 133 =12,54...
_ 0,6-12,54...

N= 0,15+ 0,0027 - 12,54. .

In Loppersumis d=710:111 =6,39...

0,6-6,39...

N= =

0,15+ 0,0027 - 6,39...

In de nieuwe gemeente is het grondoppervlakte 24 + 133 + 111 = 268 km?2 en

het aantal basisschoolleerlingen 1027 + 1668 + 710 = 3405.

d=3405:268=12,70...

_ 0,6-12,70...
0,15+ 0,0027-12,70...

Het is voor een gemeente nadelig als de opheffingsnorm lager wordt.

Dit is alleen het geval voor de gemeente Appingedam.

De formule A is het quotiént van #(d) = 0,6d en n(d) = 0,15 + 0,00274.

De afgeleiden zijn #(d) = 0,6 en n'(d) = 0,0027.

Met de quotiéntregel vind je:

dN _ t(d) - n(d) — t(d) *n'(d)

= 96,7

~ 40,9

22,9

=414

dd (n(d))*

dN _ 0,6-(0,15 +0.0027d) — 0,6d - 0,0027
dd (0,15 + 0,0027d

dN _ 0,09 +0,00162d — 0,001 62d

dd (0,15 + 0,0027d)*

dN 0,09

dd = (0,15 + 0,0027d)?
. dN o

Als d>0,dan is u positief voor elke waarde van d, want teller en noemer
zijn beide positief en het quotiént van twee positieve getallen is altijd
positief. Hieruit volgt dat de grafiek van N stijgt.
Als d toeneemt, dan neemt (0,15 + 0,0027d)? toe. De uitkomst van

0,09
(0,15 + 0,0027d)?
groter getal gedeeld.
De grafiek van N is daarom afnemend stijgend.
De grafiek van N is afnemend stijgend. Dit betekent dat bij kleine waarden
van d de verandering van N groter is dan bij grote waarden van d.
De uitspraak van de politicus klopt.

nadert dan naar nul, want 0,09 wordt door een steeds
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Extra oefening

E1 a De functie f(x)is de productfunctie van g(x) =8 — 3x + 2x*en
h(x)=1+4+x+ 7x2
De afgeleiden zijn g'(x) = -3+ 2-4x*=-3+8x’en
Mx)=1+7-2x=1+ 14x.
Met de productregel vind je:
F(x)=g1(x) = h(x) + g(x) - H(x)
L) =(=3+8x) (1 +x+7xH+ (8 —3x+2xH- (1 + 14x)
Fx)=-3-3x—21x2+ 8x> + 8x* + 56x° + 8 + 112x — 3x — 42x2 + 2x* + 28x°
F(x) =84x7 + 10x* + 8x% — 63x% + 106x + 5

b De functie g(x) is de productfunctie van f{x) = xen h(x) =5 — x.

De afgeleide van f(x)is f(x) = 1.
De afgeleide van /(x) bereken je met de kettingregel.

1
De schakels zijn y = \E =wenu=5—-x.

d_v i . du

F e

dy dy du -t 1 -L
= =y e = =2y 2
dv du dv 2" 2"

Hx) =15 -7

Met de productregel vind je:
g(x) =f1(x)* h(x) + f(x) * K(x)

) =1 —x+x--1(5-07

R R

¢ De functie /i(x) is de productfunctie van f(x)=3x—4en g(x)=(7 — 2x)~%
De afgeleide van f(x)is f'(x) = 3.
De afgeleide van g(x) bereken je met de kettingregel.
De schakels zijn y =w’enu=7— 2x.

dy du

Fo g S ee g

A g

dyv dy du
;:;._zz -_2=_4
% o dr “

g(x)=—47—-2x)=8x-28

Met de productregel vind je:

H(x) = f(x) - g(x) + f(x) - g'(x)

H(x) =3 ~(T —2xP4+ (3 — 4) ~(Bx—28)

K(x) =147 — 84x + 12x% + 24x2 — 116x + 112

h(x) = 36x2 — 200x + 259 ;
d De functie j(x) is de productfunctie van g(x) =5 + \f; =5+xfen

h(x)= (3 — 6x)'°. ]

De afgeleide van g(x) is g'(x) = % 3%

De afgeleide van /4(x) bereken je met de kettingregel.

De schakels zijn y =u'" en u =3 — 6x.

dy du

— = 9 —ie

i 10u” en o 6

dy dy du_ .
e A 10u 6 = —60u

H(x) = —60(3 — 6x)°
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Met de productregel vind je:
J(x)=g'(x) * h(x) + g(x) * H(x)
F) =1 X7 (3 - 610 + (5 + %) - —60(3 — 6x)°

) (3-6x)10  60(5+x)

X)= -
4 x| G-6yy
e De functie k(x) is de productfunctie van g(x) = 5x% en i(x) =x — 1.

De afgeleide van g(x) is g'(x) = 5+ 2x = 10x.
De afgeleide van /4(x) bereken je met de kettingregel.

1
Deschakelszijny=\fa=uienu=x— 1.

o1 _Lend——l
du 2 d
dy dy du L

Hp 8y O o4 oo
dx dw dx - i

Hx)=3(-1)"
Met de productregel vind je:
K'(x) = g1(x) « h(x) + g(x) - I(x)

K(x)=10x-\x—1+52- 1 (x= 1)

5x2
K(x) = 10xx = 1 +
) * 21

f De functie /(x) is de productfunctie van g(x) = x + 3 en A(x) = (x — 3)°.
De afgeleide van g(x) is g'(x) = 1.
De afgeleide van /1(x) bereken je met de kettingregel.
De schakels zijn y=u?enu=x—3.

dy du
a—2uendx—l

dy dy du

&5 g o

F(x)=2(x—3)=2x-6

Met de productregel vind je:

I(x) = g'(x) * h(x) + g(x) - H(x)
H)=1(x-3P+(x+3)(2x—-6)
I(x)=x2—6x+9+2x2—6x+6x—18
N(x)=3x>—6x—9

E2 a De formule yis het quotiént van #(x) =4 — x en n(x) = 2x + 1.
De afgeleiden zijn (x) = —1 en n'(x) = 2.
Met de quotiéntregel vind je:
dy  7(x)-n(x) — (x) - n(x)

dx (n(x))*

dy —1+Qx+1)—(4-x)+2
dx Qx+ 1)
dy_—2x—1—8+2x

dy  (Qx+ 1)

dv -9

dx Qv+ 17
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b De formule y is het quotiént van #(x) = 6x en n(x) = 8x + 10.
De afgeleiden zijn #(x) = 6 en n'(x) = 8.

Met de quotiéntregel vind je:

dy _ 1(x) - n(x) = ((x) - n(x)

dx (n(x))*
dy  6:(8x+10)—6x-8
dx (8x + 10)2

dy _ 48x+ 60— 48x

dx  (8x+10)

dl _ 60

dx  (8x + 10)

De formule y is het quotiént van 7(x) = 17 en n(x) = —x2 + 5x.
De afgeleiden zijn #(x) = 0 en n'(x) = —2x + 5.

Met de quotiéntregel vind je:

dy  #(x)-n(x) — x) - n(x)

dx (n(x))*

dy 0-(—x2+5x)—17-(-2x+5)
dx (=2 + 5P

ﬂ 34x — 85

dx (—x2 + 5x)?
De formule y is het quotiént van #(x) = 100x — 110 en n(x) = x%
De afgeleiden zijn #(x) = 100 en n'(x) = 2x.
Met de quotiéntregel vind je:
dy  7(x) - n(x) — (x) - n(x)

dx (n(x))*

dy 100+ x* = (100x — 110) * 2x
a - (x2)?

dy _ 100x2 — 200x2 + 220x

dx o

dy  —100x2 + 220x

dx x*

dy _ —100x + 220

dx b4

De formule y is het quotiént van 7(x) = x en n(x) = yx2 — 1.
De afgeleide van #(x) is #'(x) = 1.
De afgeleide van n(x) bereken je met de kettingregel.

1
De schakels zijn y = \E =wenu=x"—1.

dy 4 du_
a2 nd =2x
dy dy du - L

() = x(x2 = 1)

Met de quotiéntregel vind je:

dy  #(x)n(x) = Hx) nl(x)

dx (n(x))*

dy 1o —1—xex-1)7

dy (sz_ 12
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E3

E4

104

Differentieren

=] ——
dy x2-1
dx -1
dp -] -
‘;x (2 - 1)-1\/x2—1
y -

dx (x2-1)- 1’x2 =1

De formule y is het quotiént van #(x) = 5x* — 7x en n(x) = 3x + 2.
De afgeleiden zijn #(x)=5-4x’ — 7 =20x> — 7en n'(x) = 3.

Met de quotiéntregel vind je:

dy  #(x) - n(x) — ((x) - n(x)

dx (n(x))*

dy  (20x*—7)-(3x+2)—(5x*-7x)3
dx (3x + 2)2

dy _ 60x*+40x> — 21x — 14 — 15x* + 21x
dy (3x +2)?

dy  45x*+40x° - 14

dx  (3x+2y

De hellinggrafiek ligt boven de x-as, dus de grafiek van f is stijgend.
De hellinggrafiek gaat weg van de x-as, dus de grafiek van f is toenemend
stijgend.
Op het interval («, 0) ligt de hellinggrafiek onder de x-as, dus daar is de
grafiek van g is dalend. De hellinggrafiek nadert de x-as, dus de grafiek van
g is daar afnemend dalend.
De enige plaats waar de hellinggrafiek de x-as snijdt, is bij x = 0, dus de
grafiek van g heeft een horizontale raaklijn bij x = 0. De hellinggrafiek ligt
links en rechts van x = 0 onder de x-as dus de grafiek van g daalt daar.
De grafiek van g heeft dus geen top.

Y

G=75(x—5)"1+15,8

G=F+Hmet F=75(x—5)""en H=15,8.

De afgeleide van F bereken je met de kettingregel.
De schakels zijn y=75u"'enu=x — 5.

dy du
- = S, - M =2 —_
i 75—l 75u endx 1
dy dy du

—_———=-75 —2.1:_75 -2
dx du dx " .
d—F= =75(x— 52

dx

Hoofdstuk 20 Differentiéren
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E5 a

Eé a

dH
De afgeleide van H is o 0.

X
dG _dr dH
dx dx dx
4G 4G =75
& o _75(x - 5)2, ofwel <2 =
dx (e =3)7, ofwel 4 = a3y

dG . ) . .
—d is negatief voor elke waarde van x, want de teller is negatief en de
X

noemer is altijd positief en het quotiént van een negatief getal en een
positief getal is negatief. Hieruit volgt dat de grafiek van G dalend is.
(x =5y
dan naar nul, want —75 wordt door een steeds groter getal gedeeld.
De grafiek van G is afnemend dalend. Dan daalt de prijs per m? steeds
minder sterk bij toenemende grootte van een vloeroppervlak.

Als x toeneemt, dan neemt (x — 5)% ook toe. De uitkomst van nadert

De winst neemt toe als de hellinggrafiek boven de u-as ligt. Dit is het geval
op het interval {0, 40).

De winst is maximaal als de hellinggrafiek de w-as snijdt en de hellinggrafiek
eerst boven de wu-as lag, en daarna onder de u-as. Dit is het geval bij u = 40.
De grafiek van I gaat over van toenemend stijgend naar afnemend stijgend
als de hellinggrafiek een top heeft dat bij een maximale waarde hoort. Dit is
het geval bij u = 20.

w

0

De functie W(g) is het quotiént van #(q) = 180¢ en n(g) = (0,5¢ + 1)*.
De afgeleide van #(g) is #(g) = 180.

De afgeleide van n(g) bereken je met de kettingregel.

De schakels zijn y = u? en u = 0,5¢ + 1.

d

l=2uend—u=0,5

du dg

dy dy du

= =y 0.5=
dg du dg SRR R

n'(g)=0.5¢ + 1
Met de quotiéntregel vind je:
1(q) - n(q) — (q) - n'(q)

(A s
gy = 130 S0+ 1)2 = 180¢ - (0,5 + 1)
(0,59 + 1)%?
| 4542+ 180g + 180 — 904> — 180¢
wig) = (0,54 + 1)*
45+ 180
WD="055+ 1)

© Noordhoff Uitgevers bv
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Differentieren

—45-42+ 180 5
W(4)=————=-6%
¢ MO=s a0 6
Dit betekent dat als er 400 producten verkocht worden, de winst op dat
moment met 6% euro per product afneemt.

. ) —454” + 180
d De winst is maximaal als ——————=
(0.5¢ + 1)*
—45¢>+ 180 =0
=4

g =2 (g =-2 vervalt)
De winst is maximaal als ¢ = 2.
180-2

e W(Z):m:m)

De maximale winst is 90 x 100 = 9000 euro.
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Vaardigheden 10

1 a Een recursieve formule is u(n + 1) = u(n) + 1,50 met 1(0) = 50.

Of u(n) =u(n — 1) + 1,50 met u(0) = 50.
Een directe formule is u(77) = 50 + 1,50 * n.

b De rij is een rekenkundige rij omdat het verschil tussen twee opeenvolgende
termen constant is.

¢ 50+ u(l) +w2) + u(3) +u(d) +ud) =
50 + 51,50 + 53 + 54,50 + 56 + 57,50 = 322,50
In het eerste halfjaar van 2021 ontvangt zij € 322,50.

d Een directe formule is u(n) = 50 - 1,02,

2 Petra ontvangt in 2021
121, u(k) = % <12+ (a(0) + u(11)) = 6 - (50 + 66,50) = 699 euro kleedgeld.
lggrdine ontvangt in 2021
E (k) = u(12) — u(0) _50- 1,022 - 50-1,02°

i r—1 1,02 -1

= 670.60 euro kleedgeld.

3 a upy,is de 118 term na u,, dus u;,, = u, + 118a.
85— -269 _
180
u, =—269—-3=-272
Ujgg = —269 + 98 X 3 =25
b Een recursieve formule is u,,; = u, + 3 met u, = —272 — 3 =-275.

Het verschil is

Een directe formule is u(n) = =275+ 3 - n.

n

20
Yu, = % 20 (u; + tsg) = 10+ (=272 + (=275 + 3+ 20)) = —4870
k=1

4 a uyisde 3°term na u,.

3645 =r3-135
_ (3645 \s _
r_(135 )3_3

135
u, :T:45 enu,,=135-3%=885735
b Een recursieve formule is u,,; =3 « u, met u, = %5 =15.
Een directe formule is 2, = 15« 3".
J Uy —u; 885735—135 885600
c Yu-= = =

= = = 442800
T -1 3-1 2

5 a v, =1500-0,02=30
v, = 1500+ 1,02+ 0,02 = 30,60
vy =1500-1,022-0,02 = 31,21
b Elke term is steeds 1,02 keer groter dan de vorige term.
v, =1500-1,02"~1-0,02, dus

v, =30+1,020""
20 v — v, 301,022 -30-1,02° J3RGD
(o Vv, = = = 3
| 1,02-1

k=

Na 20 jaar heeft Nico €728,92 aan rente ontvangen.

d Met de berekening 1500 - 1,02 bereken je het bedrag op de bankrekening
na 20 jaar. Wanneer je hier het beginbedrag van € 1500,- van af trekt, heb je
de ontvangen rente na 20 jaar berekend.
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Formules herleiden

d (2K-1)=3t+6

6 a 1=16K-5)

2t=6K-5
6K=2r+5

= RN
K=gttyg

b 3(K—5+2t=6-4(t-3)

3K-15+2tr=6—-4r+ 12

3IK=6—4r+12+15-2¢

3K=33 -6t
K=11-2¢
c (1+502K-3)=8

8
2K-3=—r
t+5

3t+6
2K—-1=
6
2K:3+?+1
3
K=—+2
t
2t—7=(K—3)]3
K-3=Qt-77
K=2t—7+3
t=\}3K+l
3IK+1=¢
IK=1-1
K=1p-1

7 a L =K% substitueren in ¥ = 5K"7- [0 geeft

8 a

108

Y= 5K0,7 . (KO,S)O,ﬁ
Y= SKO,T . KO,B
Y=5K

b K%=L
K=1A

En nu K= L? substitueren in ¥ = 5K%7+ L% geeft

Y= S(LZ)O,'? . [ 006
Y= 5L1,4 P L0,6
Y=512

y=4-3(x-2)
y=4-3(x*—4x+4)
y=4-3x2+12x-12
y=—3x2+12x—-8
y=(x+17-4
y=x+1-4
y=x-—-3

b

a Dit wordt gedaan om de noemers van de breuk gelijk te maken. Je moet
zowel de teller als de noemer met x + 2 vermenigvuldigen omdat de breuk

dan gelijk blijft, immers

Vaardigheden 10

X+

X

y=03Bx)2—-2-3x-7
y=9xr—6x—-7

2y =4(2t +6)
y=4r+12
y=4r+12

t =2 — 3xinvullen
y=42-3x)+12
y=8-12x+12
y=-12x+20

2 is gelijk aan 1.

© Noordhoff Uitgevers by



10 a

Bij de tweede breuk zijn teller en noemer met x vermenigvuldigd en bij de

derde breuk zijn teller en noemer met x * (x + 2) vermenigvuldigd.

Stap 2: de breuken zijn bij elkaar opgeteld.
Stap 3: de teller is herleid.

1 1
=T+

x  3x

3 1
fo) =+

flx) =5

2
g()=3-7

3 2
g="-1
3x—-2
1.3, 2
h(x)—x 4+x—1
4-(x—1) +—3'x'(x—l)+ 2e4.x
4ex+(x-1) 4:x+(x-1) 4:x:(x-1)

4x—4—3x2+3x + 8x
dx(x—1)
—-3x2+ 15x—-4
dx(x—1)
2
+
x—1 =2—2
1+(x—2) 2 2(x—1)
(x—1-(x=-2) (x—1+(x-2)
X 2 2= D
(x = 1)x=2)
3x—4
(x=1)(x—2)
_ — 5
k(x)=24x—1+ \fﬁ
_2\/x—1°\/x—1+ 5
M)y = yx—1 yx —1
k(x)=2(x—1)+5
vx—1
2x+3

T

1 1
m(x)=1+

x—1 x+3
_ = Ly (+3) x+ 3 % ~ 1)

glx)=

h(x) =

h(x) =

h(x) =

Jx)=

J(x)=
Jx) =

Jx) =

k(x) =

m(x) = + +
(x=1D-(x+3) (x—-D-(x+3) (x—-1)-(x+3)

X4+3x—x—-3+x+3-x+1
(x—1D(x+3)
xX2+2x+1
(x—1)}x+3)

m(x) =

m(x) =

© Noordhoff Uitgevers bv
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Vaardigheden 10

Sinusoiden

11 a Deevenwichtsstand is (6 + —2): 2 =2.
b Deamplitudeis 6 —2=4.
¢ Deperiodeis 3,75 — 0,75 =3.
d Een punt waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat is (1 %, 2).

12 a Eenformuleis y=2+ 4sin(23—“ (x — 1%)), ofwel y=2+ 4sin(%n(x —~ 1%))
De grafiek gaat dalend door de evenwichtsstand in het punt (0, 2).

o

De grafiek kan dus ook worden beschreven met y =2 — 4sin(2—375 (x— 0)),
ofwel y =2 — 4sin(§nx).

De toppen die bij een maximum horen, hebben als x-codrdinaat 2,25; 5,25;
8.25; 11,25; 14,25; 17,25; etc.

De toppen die bij een minimum horen, hebben als x-coérdinaat 0,75; 3,75;
6.75;9,75; 12,75; 15,75; 18,75, etc.

Op het interval [10, 16] zijn de codrdinaten van de toppen (11,25; 6),
(12.75; =2). (14,25; 6) en (15,75; —2).

(a]

13 a De evenwichtsstand is (80 + —30) : 2 = 25.
De amplitude is 80 — 25 = 55.
De periode is (25 — 15) x 2 = 20.
De x-codrdinaat van het punt waar de grafiek stijgend door de
evenwichtsstand gaat, is 15 — % x 20 = 10.

Een formule is 4 =25+ 55 sin(% (p-— 10)), ofwel
A =25+ 55sin(F(p - 10)).

b De toppen die bij een maximum horen, hebben als x-codrdinaat 15, 35, 55,
75,95, 115, ete.
De toppen die bij een minimum horen, hebben als x-codrdinaat 25, 45, 65,
85, 105, etc.
De codrdinaten van de eerste top waarvoor geldt p > 100 zijn (105, —30).

14 Het tijdstip van de maximale waterstand ’s avonds ligt volgens de grafiek
rond 22,75 uur oftewel 22.45 uur.
Uit w=4 + 128sin(0,51(z + 5,4)) volgt:
2
De evenwichtsstand is 4, de periode is 051 ;[1 uur en de grafiek gaat stijgend
door de evenwichtsstand in het punt (—5,4; 4).
Een beginpunt in de avond heeft volgens de formule als 7-cotrdinaat

£l

—s4+2-22 = 19239,
0.51

2
Het maximum komt een kwart periode na het beginpunt, hiervoor geldt

2
t=19,239... + % . ﬁ= 22.319... uur, dat is om 22.19 uur.
Het verschil is ongeveer 45 — 19 = 26 minuten.
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Systematisch tellen

15 a Onder P, I en G staat een w, dus het drietal Petra, Ineke en Gerlinde.
b wwwnn, wwnwn, Wnwwn, nWwwn
WWNNW, WIWNW, NWWNW
WNNWW, NWhWWw
NNWWW
Dat zijn 10 verschillende drietallen.

15
16 a Er kunnen ( . ) =455 rijtjes ontstaan.

o

10
Er zijn ( 5 ) = 252 rijtjes met vijf keer kop en vijf keer munt.

[a]

7 7
Je kunt een groep van 7 personen op ( 3) = (

4) = 35 manieren in een groep

van drie en een groep van vier verdelen.

—_
~]
1]

8
Er zijn (5) = 56 verschillende mogelijkheden om vijf lampen aan te doen.
8

sesin 3 g+ )

mogelijkheden om minstens vijf lampen aan te doen.

o

) =56+ 28 + 8 + 1 =93 verschillende

18 a Erzijn 16 velden met voor elk twee mogelijkheden, dus 26 = 65536
mogelijkheden.

o

16
Er zijn ( g ) = 12870 mogelijkheden om 8 velden zwart en 8 velden wit te

verven.

n

Er zijn (126) = (ii) = 120 mogelijkheden om twee velden wit te verven.

Daarna zijn er (If) = (13) = 1001 mogelijkheden om van de overige 14
velden er 4 zwart te verven. De resterende 10 velden worden rood.
In totaal zijn er dus 120 - 1001 = 120 120 mogelijkheden.
d Onder de nummers van de kleuren past een rijtje van 20 met 16 keer ‘ja’en 4
keer ‘nee’, dus
20\ (20
(16) |4
De 16 gekozen kleuren kunnen in 16! volgordes in de vakjes worden
ingekleurd.
In totaal zijn er 4845 x 16! = 1,01 - 107 mogelijkheden.

) = 4845 mogelijkheden.

9 9
19 a Erzijn (3) = ( 6) = 84 mogelijkheden om drie personen te kiezen voor de

- 6 " ; ;
gele boot. Dan zijn er ( 3) = 20 mogelijkheden om uit de overige 6 personen

3 personen te kiezen voor de rode boot. De laatste 3 personen gaan in de
blauw boot.
In totaal zijn er dus 84 - 20 = 1680 mogelijkheden.
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Vaardigheden 10

Mogelijke verdelingen over de drie boten zijn dan 2-3-4 en 3-3-3.

Het aantal mogelijkheden bij de verdeling 3-3-3 is 1680 (zie opdracht a).
Het aantal mogelijkheden bij de verdeling 2-3-4:

Stel dat er twee toeristen in de gele boot, drie in de rode en vier in de blauwe
7
3
Maar ook elke andere volgorde van kleuren kan op 1260 manieren.

In totaal zijn er 3! = 6 verschillende ‘kleurvolgordes’ van de boten.

Bij een verdeling van 2-3-4 zijn er dus 6 X 1260 = 7560 mogelijkheden.
Samen met de 3-3-3-verdeling zijn er dus 1680 + 7560 = 9240 manieren.
De negen toeristen kunnen in principe over 1 boot, 2 boten of 3 boten
verspreid worden.

Elke toerist heeft steeds keuze uit drie boten, dus zijn er 37 = 19683
mogelijke verdelingen over de drie boten.

Het is niet mogelijk dat alle drie boten leeg blijven.

bot gaan. Dit kan dan op (Z) " ( ) = 1260 manieren.

Het is op drie manieren mogelijk dat er twee boten leeg blijven. Alle
toeristen stappen dan immers in dezelfde boot, dat kan de gele, de rode of
de blauwe zijn.

Nu kijken we naar het aantal mogelijkheden waarop de toeristen over twee
boten verspreid kunnen worden. De keuze van de twee boten uit drie kan op

drie manieren (G-R, G-B en R-B).
s s 9 9 9 9 9 9 9 9
In totaal zijn hiervoor | | + + + + + 6 + 7 + g =510
o ; U = . s
Merk hierbij op dat er in de situaties ( 0) en ( 9) één van de boten leeg blijft

1 2 3 4 5

manieren.

en dat mag niet.

Dus er zijn 3 X 510 = 1530 manieren waarbij één van de boten leeg blijft
en 3 manieren waarop twee boten leeg blijven, dus in totaal 1533 manieren
waarop minstens één van de boten leeg blijft.

Dan blijven er 19863 — 1533 = 18 150 mogelijkheden over waarbij geen
enkele boot leeg blijft.

Ze kan kiezen uit één, twee of drie van de registers 3, 7 en 13 aan.
16 16 16
+ ( ) + ( 3 ) =16 + 120 + 560 = 696 verschillende

1 2
registraties waaruit ze kan kiezen.

Er zijn dus (

Toetsenbord 1 heeft 16 registers, toetsenbord 1I heefter 31 — 17+ 1=15en
toetsenbord I1I heeft er 45— 32+ 1 = 14.

Elk register kan ‘aan’ of ‘uit’ zijn, dus er zijn twee mogelijkheden.

Ze kan kiezen uit elk toetsenbord. Er klinkt altijd één register als ze speelt.
Er zijn dus 2'¢ + 215 + 2% — 3 = 114685 mogelijke registraties.

Vaardigheden 10
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21 Exponentiele en logaritmische functies

Voorkennis

184 206 230 258
V1 a Bloq12, 26011280 12en B~ 1,12

Er is sprake van exponentiéle groei, want de factor is steeds ongeveer gelijk.
De groeifactor per jaaris 1,12.

Per jaar neemt het aantal konijnen met 12% toe.

b=164eng=1,12

Op 1 januari 2030 geldt ¢ = 13. Er zijn dan 164 - 1,1213 = 716 konijnen.

" o n o

V2 a +25%

i

100% 125%

L

100 = 1,25 =125

o

Bij de groeifactor 0,91 hoort een procentuele afname van 9%.
Bij een toename van 40,5% hoort de groeifactor 1,405.
Bij een afname van 1,7% hoort de groeifactor 0,983.

o N

V3 a De groeifactor per kwartaal is 1,14.

De groeifactor per jaar is 1,14% = 1,6890.

De groeifactor per halfjaaris 1, 142 1.299¢6.
De groeifactor per maand is 1,143 = 1,0446.
Het groeipercentage per jaar is 68,90%.

Het groeipercentage per halfjaar is 29,96%.
Het groeipercentage per maand is 4,46%.

o

(a]

V&4 a De groeifactor per vier dagen is 1307; 0,37.

De groeifactor per dag is 0, 37 = 0,78.

Een formule is & = 100 - 0,78".

De op te lossen vergelijking is 100 - 0,78 = 10

0,78 =0,1

t =%og(0,1)= 9.3

Na 9,3 dagen is er nog 10 mg van het geneesmiddel in het lichaam aanwezig.

n o

%]

a ’‘log(8) =3, want 8 =23,
b Zlog(16) =4, want 16 = 2%
¢ ’log(10) is geen geheel getal, want 10 is geen macht van 2.
log(10)
d Zlog(10)= =3
0g(10) Tog) ~ >
Vé a Slog(10)+3log(7) = ¢ 2-7log(a) — log(5) =

"log(a®) = "log(5) =

7log(cg—2) = 7Iog(%a2)

b 4-log(2) = d Slog(h) + 3 Slog(2) =

log(10 x 7) = *log(70)

Slog(2%) = *log(16) Slog(h) + Slog(2%) =
Slog(h) + log(8) = log(8h)
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21 Exponentiéle en logaritmische functies

e Jlog(15) -5 log(25) = f 3-log(x)+log(5x) =
3log(15) - log(25%) = log(x?) + log(5x) =
log(15) — *log(5) = log(x?« 5x) = log(5x%)
log %5" =
log(3)=1

V7T a Z2log(2') =1, Zog(2?) =2, %log(2’) = 3 en 2log(2'") = 10

b ¢log(g)=a

¢ Hij kiest voor grondtal 5 omdat log(2) ook grondtal 5 heeft.

d Slog(5%) +°log(2) =
Slog(125) + *log(2) =

Slog(125 % 2) = 3log(250)
A 2+3log(8) =
log(3?) + Jlog(8) =
Jog(9) + 3log(8) =
Yog(9 x 8) ="log(72)
B 5+4-’log(x)=
Zog(2%) + 2log(x*) =
Zlog(32) + Zlog(x*) = Zlog(32x%)

21.1 Formules herleiden

intro  De formule is goed te gebruiken voor vragen waarbij je moet berekenen na
hoeveel tijd er een bepaald aantal inwoners besmet is.

1 a Zlog(5)= %z 2,32
b A 4=12 C 0,65 =3
t=*%0g(12) = 1,79 2t = %63]og(3)
t=1-650g(3)~—1,28
B 3-1,2=21 D 38-25-1=19
121=7 3.8-2.5=19
£ =12log(7) ~ 10,67 250=5

t=>log(5) = 1,76

2 a Stap I: links en rechts verwisseld.
Stap 2: links en rechts — 6.
b x=2og(y—6)
c A=0,5-34
05-39=4
39=24
g ="log(24)
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b N=0,1-57¢
0,1-57=nN
50-60=10N
t —6="log(10N)
[ =6+ log(10N)

c N=4-0,72'+1

4-072"+1=N

4-0,720=N-1

0’721:N__1
4

=gl

4 a Na vijf dagen geldt r = 5.

N=2-305-12
2-305—12=N
2-3050= N + 12

N+12
2
0,5t = 3log(N-l- 12)
’ 2

N+ 12
2

t=2-log(5 N +6)

30,5r —

t=2-3log

N = 101.25t+4
101,251+4 =N
1,25t + 4 = log(N)
1,25¢t=log(N) — 4
t=2-log(N) - 3%

6N—1=1-7
Lemt=6N-1
7t=18N -3

t ="log(18N — 3)

Na vijf dagen is er nog 4 = 1000 - 0,9952%5 = 951 m? draaggas aanwezig.

b Opt=0iser 4=1000-0,995*"= 1000 m? draaggas aanwezig.
De hoeveelheid draaggas is gehalveerd als er nog 1000 : 2 = 500 m? draaggas
aanwezig is. De op te lossen vergelijking is 1000 - 0,995 = 500.

0,995 = 0,5

2t = 9%510g(0,5) dus ¢ = 1 + 9%log(0,5) ~ 69
Na 69 dagen is de hoeveelheid draaggas gehalveerd.

¢ 1000-0,995% = 4

0,995% = i
1000
A
— 0,995 A
2t log( 1000 )

A
ti= % . 0,99510g( 1000 )

A =500 invullen geeft ¢ = % « 099 og

|-

Dit antwoord komt overeen met het antwoord van opdracht b.

5 a Stap I: links en rechts verwisseld
Stap 2: links en rechts + 1
b Uit r = %log(a) volgt g’ = a.

© Noordhoff Uitgevers bv
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p="log(q) d p=4-2-5log(lq)
“log(q) = p 4-2-Slog(tq)=p
g=4 —2+Slog(}g)=p -4
log(39) = ~3p +2
tg=57""
g=2+5 ¥
p="%log(g) - 9 e p=log(3g+2)
"8log(q) —9=p log(3¢+2)=p
"8log(g) =p+9 3g+2 =107
q=0,8" 3g=107-2
g=3-107 -3
p=5-3log(2q) f Zlog(pg) =1
5+3log(2q)=p pg=21
2
Ylog(2¢) = 3p >
2q=3"
g= % o 3§P

y=24+og(x+3)

v ="log(3?) + *log(x + 5)

v =3log(9) + Jlog(x + 5)

y =log(9(x + 5))

v =1log(9x + 45)

y=-2+"og(10 — x)

v =og(272) + Hog(10 — x)

v ="log(}) + 2log(10 - x)

y=log(}(10 - x))

=t2d- )

y= 2Iog(—%x + 2%)

Opt=0iser C=500—500"-0,96"= 0 mol per dm? aanwezig.
Op t=10iser C=500— 500+ 0,96'° = 168 mol per dm> aanwezig.
In de eerste tien minuten is de concentratie met 168 mol per dm?
toegenomen.

Als ¢ heel groot wordt, dan nadert 0,96 tot nul. Dan nadert 500 - 0,96" ook
tot nul en dus nadert 500 — 500 - 0,96’ tot 500 — 0 = 500.

De grenswaarde is 500 mol per dm?.

C =500 - 500-0,96!

500 — 500+ 0,96'= C

-500+0,96'= C - 500

0,96' = =35 C+ 1

L= 0,9610g(_5(])_oc + l)

C =17 invullen geeft 1 = °=9610g(—§%ﬁ - 250 + 1) 27,

Na 17 minuten is de concentratie 250 mol per dm?.
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Bij x = 18 hoort P = 100. Deze waarden in de formule invullen geeft
100 =a-log(18 + 1)
100 = a - log(19)

a= 00 = 78,201

 log(19)
P=78-log(x+1)
78 -log(x+1)=P
log(x+1)= %P

x+1=107"

1
x=10%" -1

n=7.1—8=0,013 enm=—1

Stap 2: links en rechts — 2.

Stap 3: links en rechts : 3.
2

R
N=6-9
6-9'=N

1
4
0.81' = 4N
t = %8og(4N)

N=7+9-2!
7+9-2'=N
9+2'=N-7
sr=Llpn_1

9 9

(= ox{3 -

Stap 2: links en rechts — 7.

10p = 4477

447
10

p =log(q)

log(q) =p

q = 2}5’

p:

p="log(q) + 6
%Iog(g) +6=p
*log(g)=p—6
q=02r"¢

© Noordhoff Uitgevers bv

N=0,5-5%
0,5-573=N
5'73=2N

t — 3 ="log(2N)
{ =3log(2N)+ 3
N=2-10"-4
2:10*%-4=N
2-10%=N+4
10%=1N+2

3t= 10g(%N+ 2)
t=%-log(%N+ 2)

8N =1.0,1"
Loor=8n
0,1'=24N

t =%og(24N)

p=3+"log(4q)
3-%log(4g)=p

Slog(dq) = 1p

dg = 8%‘”l

g= % g 85-"
p=1-"log(2q)
1 -7log(2g) = p
—log(2g)=p -1
Slog(2g)=—p + 1
Dg=581

g= % . 5P+l
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h p= log(%q) i Clog(p+g)=1
log(5¢) =p prg=2
%q= 10» =2~
q = 5 . IOP

U1 Zlog(R)=445-231S
R= 24,45—2,31.5‘

R = 7445.9-2318
R= 24,45 “ (2-2,31)5‘

R=21,86-0,20°

De waarden zijn b = 21,86 en g = 0,20.

21.2 Hetgetale

intro Anne heeft deze afgeleide berekent met de regel: de afgeleide van
f(x)=cx"is fi(x)=n-cx""L.
Deze afgeleide kan niet kloppen, want als deze wel zou kloppen dan is
£1(0)=0-2"1=0. Dit zou betekenen dat de grafiek van fin x = 0 niet stijgt
en niet daalt, maar in de grafiek is te zien dat de grafiek van f'stijgt in x =0.

10 a De groeifactor is % =2 en de beginwaarde is 1.

b «x S(x) f1x)
0 1 0,693
1 2 1,386
2 | 4 2,773
3 8 5,545
4 | 16 | 11,090

1386 . 2,773 _ . 5452 . 11,090 _
0.603 = 227386 — 2 2713 = 2 5452 = 2

n

Er is sprake van exponenti€le groei, want de factor is steeds gelijk.
De groeifactor is gelijk aan 2 en de beginwaarde is gelijk aan 0,69.
e [f(x)=0,69-2%

=8

fox |g) | 2
0 | 1,099
1 3 3,269
2 9 9,888
3 27 29,663
4 81 88,988
3296 _ ., 9.888 _ . 29,663 _ ., 88,988 _
1,099 — 3, 3.269 3 9,888 3 29,663 3

De afgeleide is g'(x) = 1,10 - 3*.
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functie f afgeleide f”
flx)y=2% f(x)=0,69-2%
f(x)=2,5" f(x)=0,92-2,5"
flx)=3" f(x)=1,10+3"
f(x)y=4x f(x)=1,39-4~
In de tabel zie je dat de beginwaarde van de afgeleide kleiner dan 1 is als

a < 2,5 en dat de beginwaarde van de afgeleide groter dan 1 is als a 2 3.
Hieruit volgt dat f"(x) =1-a*voor a tussen 2,5 en 3.

fix)y=4-¢* c Mx)=-—e*
gx)=13-e d K(x)=02-e"
Met de kettingregel:
y=e'enu=3x+5

dy . du 3
—=e'en—=

du dx

dy dy du

(T i i o T u.3:3. i

Ay du dx - ©

Flx) =3 e¥+5

Met de kettingregel:
rv=e'enu=—t
EU-—e“end—u——l

du dr

dl—d_y.d_u— e —] =—] e

dr dw a4 o T TE
giy=-1e"

Met de kettingregel:
y=2-e'enu=4qg-—7

dy " du

du_2 e endq—ﬁi

dv d
lz_y.d_uzz.eu.4=8.eu

dg du dg

plg) =8¢t

Met de kettingregel:
y=15+e"enu=-2d

dy du
—=15-e*en—=-2

de 0 ° M ad

dy dy du . : .
34" du dd—lSe 2=-30-e

Nd)y=-30-e%

De functie B is het product van g(x) = %x3 en i(x) =e".
g(x)=xen i (x)=¢*

Met de productregel:

B'(x) = g1(x) - h(x) + g(x) - H(x)

B’(x)=x2°ex+%x3'e"

Met de kettingregel:
y=eYenu=-8p+1

dy . du

(—1;-=e ena——S

Y B de g g
dp du dp
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De functie W is het product van
g(p)=—Tpenh(p) =e¥"!
g(p)=~Ten H(p)=8-c¥*!

Met de productregel:
Wp)=g(p) h(p) +g(p)- h(p)
W'(p) =T eSp«}-l e _7p -8 e8p+1
W(p) =—7+ e+ — 56p - !

14 a De formule is te schrijven als P = 40 - (e~0:006),
De groeifactor per dag is e ¢ = 0,994.
b De op te lossen vergelijking is (e -0%6) = %
t=<""log(})= 116
De halveringstijd is ongeveer 116 dagen.
¢ Met de kettingregel:
y=40-¢e"en u=-0,006¢

dy du

T =40-e"en T —0,006

dv _dy du
—=——r—=40-e%-—0,006=—-0,24 - e
dr du di B il
d_P =—0.24- e—0,00Gz

dr ’

d Voor honderd dagen geldt # = 100.
: . dpP dpP
t = 100 invullen in — geeft — = —0,24 - e 0-006"100 5 —() 13,
dr dr
Na honderd dagen neemt het vermogen af met 0,13 watt per dag.

15 a Na twee uur geldt # = 2.
¢t = 2 invullen in de formule geeft
C=2-2-e%1%220,36
Twee uur nadat het infuus wordt gestart is de concentratie 0,36 mg per liter.
b Met de kettingregel:
y=-2-e'enu=-0.1¢

ﬂ=—2-e“e171d—1'!=—0 1

du ds ’
%=2—£-3—?=—2-e”-—0,1 =02-¢"

((11_? =020l

¢t =2 invullen in (ii_f geeft i—f =0,2:e%1%2%(,16.

Na twee uur neemt de concentratie toe met 0,16 mg per liter per uur.
€ C=2-—2:g%0l

2-2.g0l=(C

e 0lt=C—7

g 0l = —%C +1

-0,1r ="log(-1C+1)
t=-10-clog(-C+1)
t=-10-¢log(1 - 1C)

120 Hoofdstuk 21 Exponentiéle en logaritmische functies © Noordhoff Uitgevers bv



16 a

013 a

C = 0,5 invullen in de formule van opdracht ¢ geeft
t=-10-clog(1 -1 % 0,5) =2,876...
Het middel is werkzaam na 2 uur en 0,876... X 60 = 53 minuten.

Voor 1 januari 2017 geldt 1 = 0 en voor 1 januari 2020 geldt ¢ = 36.
1200

T+0.5 . o00ax0 = 800 bevers en op | januari

Op 1 januari 2017 waren er B =

B 1200
2020 waren er B = [ 0.5. o 00%% ~ 1073 bevers.
1073 — 800

Dat is een toename van 800 x 100% = 34,1%.

v

0041

1+0,5-e %% kan geschreven worden als | +

»

ook steeds groter. De breuk X

Als ¢ steeds groter wordt, dan wordt e®%%

wordt dan kleiner, want de constante 0,5 wordt door een steeds groter getal
gedeeld en de breuk nadert dan naar nul. Voor grote waarden van ¢ nadert

—0,04¢

denoemer1+0,5-¢e naar de waarde 1 + 0 =1,

Voor grote waarden van  nadert de noemer 1 + 0,5+ e %% naar 1.

L 1200.

B nadert dan naar de grenswaarde
Met de kettingregel:
y=0,5-e“en u=—0,04¢

dy du

——=0,5-e"en — = —0,04

R TR

dy dy du _ " B "
— =5 g =05 e —0,04=-0,02-¢

De functie B is het quotiént van g(¢) = 1200 en A(7) = 1 + 0,5 - e7%0%,
Met de quotiéntregel:
dB_0-(1+0,5-e7%%)—1200+-0,02- 0%
dr (1+0,5- e 004y
d_B. _ 24 - o004
dr  (1+0,5-e 004y
Voor 1 juli 2020 geldt ¢ = 42.
: . dB dB 2 g 0
t =42 invullen in m geeft & = (1405 e 00y =3,74.
Op 1 juli 2020 is de groeisnelheid van het aantal bevers gelijk aan 3,74 bevers

per maand.
e 094 is positief voor elke waarde van ¢. Hieruit volgt dat de teller voor elke

s . s . dB .
waarde van ¢ van positief is. De noemer is ook altijd positief, dus §; 18 voor
elke waarde van ¢ positief. De grafiek van B stijgt.

De schakels zijn y=e“enu=4x + 1.

dy _  du _
a{-—e ena—él-
dr_dy du_,
dx du dx ©

f’(x) =4 . pirtl
g(x)=3xeng(x)=3
h(x)=e*en h'(x)=¢*

K'(x) = g1(x) « h(x) + g(x) - h(x)
K(x)=3-e"+3x-¢e¥
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Met de kettingregel:

y=e'enu=2x—-1

dy . du 5

—=e'en—=

du dx

dy dy du

T 8 S T u.2:2. ]

Ay du dx - ©

f=2¢ e

Met de kettingregel:

y=3-e'enu=—5t

d_v d 1

a—=3 e“eng-:—i

dy_dy du_ 5 1_ 1 5

df du dE T E g 1gE
L

Wy=—-1%-¢7

Met de kettingregel:

y=05-e*enu=p+10

dy du

—=0,5e"en—=1

3, 05ce endq

dy dy d

l:_y._u:(),s.eu.‘l:ojs.eu

dg du dg

¢(p)=05-er*!?

Met de kettingregel:

y=10+e'enu=-7d+ 4

dy du

—=10-e*en—=-7

de - Mad

dy dy du

——=——v—=10+e"* =7 =—T70e¥

dd du dd_ = °© ¢

s(d)= =70+ ¢e7Td+4

De functie 4 is het product van g(x) = x* en A(x) = e".
g(x)=4x*en h'(x) ="

Met de productregel:

A'(x) = g'(x) * h(x) + g(x) - H(x)

B(x)=4x3 e+ x*-e"

Met de kettingregel:

y=eYenu=2+3qg

De functie W is het product van
g(q) = 6q en h(q) = e**
glg)=6enhl(q)=3-e*¥

Met de productregel:

Wq) =g'(q) - h(q) + g(q) - W'(g)
W(g) = 6+ e2*3 + 6g - 3e2+3
W(g)=6-e>*3+ 18¢-e>*3

f(x)=e*+e-x"1+1

f0)=e"+e-071+1=2

Drie functies waarvan de afgeleide gelijk is aan zichzelf zijn bijvoorbeeld:
2(x)=0,h(x)=5-e*en m(x)=9-e**10,
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Exponentiele functies differentieren

De termen % en (%)t zijn beide positief voor elke waarde van ¢. De afgeleide

V(t)= % “ (%)t is dus altijd positief en dit zou betekenen dat de grafiek van
V' stijgend is. Dit kan niet kloppen omdat er langzaam lucht uit de band
ontsnapt en de grafiek van V dus dalend moet zijn.

Met de kettingregel:
y=eenu=5Sx

dy — du _

$=e ena—5

dy dy du
a=a'a=e" 5=5-¢
W(x)=5-¢"

1
Op dezelfde manier is k'(x) = % cet,

De afgeleide van f(x) = e** bereken je met de kettingregel

y=e'enu=ax

dy _  du_
a:e ena—a
dy dy du " %
a=a-a=e-a—a-e

fy=aren

Stap 1: rekenregel (g9)” = g*? is toegepast.

Stap 2: uit g# = gBvolgt A = B.
Stap 3: uit g = a volgt z = flog(a).
a =-<log(2) = 0,69

f(X) =¥ ~ eO,69-x
f(x)=a-e™=0,69-e%9*=0,69-2%
eax = 3x

(ea)x = 3x

e“=3

a="log(3)=1,10

g(x) ~ el,lO-x

2(x)=1,10-gl10*

£ =In(4) - 4

()~ 1,39 4
¢(x) =300+ In(1,75)  1,75*
¢(x)~ 167,88 + 1,75%

Met de kettingregel:
y=10"enu=2s—-2

dy Lo du
a—ln(lO) 10 en P =2
dy dy du ,
o dn A In(10) - 10%-2
¥ (s)=2-1In(10) - 10>~2

F(s) = 4,61 - 10572

© Noordhoff Uitgevers bv

¢ H(x)=25-In(})-(3)"

()= -17,33 - (L)"
K(x) = 6+ In(0.8) - 0,8*
K(x) = ~1,34-0.8"

Met de kettingregel:
y=9-7“enu=%t

dy Wodu
a—9 In(7) - 7" en TR
dy dy du o1
df du a0 T

1
H(t)=41+1n(7)- 7
()~ 8,76 T2
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Met de kettingregel:
y=45+3"enu=4h+6

d d
& Ay e = A

i b
dy dy du
;:_._:45-1 3 -3H-4
a6 du dh e

K'(b) = 180 - In(3) - 34+6
K(b) = 197,75 - 346

Met de kettingregel:
y=—134“enu=n+1

e Met de kettingregel:

y=8-e’enu=—0,64p

dy du

a{-—S e endp— 0.64
dy d
lz_y.ﬁzg.eu._oﬁg;
dp du dp

N(p)=—5,12+ ¢ 064

F(x) = 5x* = In(5) - 5°
Fi(x) = 534 — 1,61 + 5¢

d d
S 13- In@) - 4ven L=
dn

du
dy dy du _ .
o de A 1,3-In(4)-4%-1

Wn)=—13-In(4) - 47+
W(n) ~—1,80 - 47+

Het verband tussen N en ¢ is exponentieel.

Een formule is N = 120000 - 1,018".

De op te lossen vergelijking is 120000 « 1,018 = 150 000.

1.,018'=1,25

t = 10180g(1,25) = 12,5

In 2033 zal het aantal inwoners gelijk zijn aan 150000.

8y _ 120000 - In(1,018) - 1,0187

o dN  _dN

t = 12,5 invullen in Fy geeft - 120000 + In(1,018) + 1,018 = 2676.

Het inwoneraantal neemt op dat moment toe met 2676 inwoners met jaar.

Na één dag geldt 1 = 1. :

¢ =1 invullen in de formule geeft C=2-1-¢ ' =143,
Na één dag is de concentratie 1.43 mg per liter.

Met de kettingregel:

y=elenu= —%t

dy  du_
3, g =73
dr_dy du_ , 1_ 1.
dt du dt & 3 1
De formule is het product van g(r) = 2ten h(r)=e *".

g()=2eni(r)=-1- e

Met de productregel:

dC i _L
E:Z.e 31+2t.—%|e 3t
dC T
E = 2 e 3 — §I s 3

dc
De concentratie gif is maximaal als a 0.

1 1
iy, e B e B
Invoer: yy =2+¢ %" —%5x-e°

Venster: 0<x <10, -1<y<?2

Optie: nulpunt

De codrdinaten van het snijpunt van de grafiek met de #-as zijn (3. 0).
De concentratie gif in de melk is maximaal na 3 dagen.
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Na drie dagen geldt ¢ = 3.
¢t = 3 invullen in de formule geeft de maximale concentratie gif:

&
C=2-3-¢° 3=2,21 mg per liter.

Eerst de tabel verder invullen:

tijd t in minuten | percentage P | verschil

0 5 95
15 39 61
30 61 39
45 75 25
60 84 16
75 90 10
90 94 6

8120,64,22 20,64, 2~ 0,64, 16 =0,64,12 0,63, £ =06

De factor is steeds ongeveer gelijk, dus is er sprake van exponentiéle afhame.
De groeifactor per kwartier is 0,64.

De groeifactor per minuut is 0,64 = 0,971.

t = 0 invullen geeft:

P=100—-b-g"=100-5b

Opt=0is P =15, dus moet 100 — b = 5 zijn. Hieruit volgt » = 95.
P=100-95-0,971"

De batterij is voor de helft opgeladen als geldt P = 50.

100 —95-0,971'= 50

-95-0,971"=-50

0,971 =13

t=9"log(12) ~ 21,8

Na ongeveer 22 minuten is de telefoon voor de helft opgeladen.
dp

—=-95+1n(0,971) - 0,971

dt

dr

—=2.80+0,971"

dt

dp . . .

7l is altijd positief en nadert nul als ¢ steeds groter wordt, want de

groeifactor is kleiner dan 1. Hieruit volgt dat de grafiek van P afnemend
dalend is. Het percentage neemt daarom steeds langzamer toe.

De schakels zijn y=4.5-2%enu=3x + 1.
y=452"enu=3x+1

dy _ Lo du
5—4,5 In(2)-2*en o 3
dy dy du .
i dy de 4,5+In(2)+2%+3

Fx)=13,5-In(2) - 2+
In(2) = 0,69 en 13,5+ In(2) = 9,36
Hieruit volgt f(x)= 9,36« 231,
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U3 Als 1 steeds groter wordt, dan neemt 0,9/ af en nadert nul. De term
9+0,9" nadert dan ook naar nul. Hieruit volgt dat de noemer 1 +9 - 0,9’
voor grote waarden van ¢ nadert naar 1.

i 1000.

De grenswaarde is

De helft van de grenswaarde is 1000 : 2 = 500.
Om te berekenen na hoeveel dagen het aantal fruitvliegjes gelijk is aan 500,

v s 0 _
moet de vergelijking 14909 500 worden opgelost.
1+9-09'=2
9-0,9t=1
_1
0,9 =5

¢ =log(}) = 20,854...

De formule N is het quotiént van g(¢) = 1000 en 4(r) =1+ 9-0.9".
Z(t)=0en (1)=9-In(0,9)- 0,9

Met de quotiéntregel:

dv _0-(1+9-0,9)—1000-9-1n(0,9)- 0,9

dr (1+9-0,9)
dN _ —9000 - In(0,9) - 0,9’
dt ~ (1+9-0,9)

Het aantal fruitvliegjes neemt het snelt toe als de grafiek van av een
maximum heeft.
=9000 - In(0.9) - 0,9~

(1 +9-0,9%)?
Venster: 0< x<50,0<y <30
Optie: maximum
De codrdinaten van de top die bij een maximum horen, zijn (20,854; 26,340).
Je ziet inderdaad dat op het moment dat het aantal fruitvliegjes gelijk is aan
de helft van de grenswaarde, dat dan het aantal fruitvliegjes in de afgesloten
ruimte het snelst toeneemt.

Invoer: y, =

Logaritmische functies differentieren

intro De grafiek van g is afnemend stijgend. Dat betekent dat de hellinggrafiek
van deze groeicurve boven de horizontale ligt en nadert naar 0.

23 a Invoer: y, =In(x)
Venster: 0<x <10, -4<yp<3
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24 a

25 a

26 a

05%x2=1,1x1=1,2x1=1,5%x02=1en10x0,1 =1
x * f(x) is steeds gelijk aan 1.

1
Uit x - f(x) = 1 volgt f(x) = ~ Wanneer je links en rechts deelt door x.

f(x)y=4- % ¢ Met de kettingregel:
4 y=5-In(u) en u=3x
=3 dy_ 1 du_
X an 5 L, cn ax 3
dy_dy du_ 1 (15
dx du dx u u
Fo = 15
3x
R(x)= ;
Met de kettingregel: d Met de kettingregel:
y=In(u)enu=2x+5 v=Inw)enu=—
dy 1 du_ 1 de_
du u Mdx du u " dx
de_dv du 1, 2 @ _dr a1
dv du dx u u dx du dx u u
J) =5 g ==
1
gvy==
clog(x) In(x) 1
2 — =1 =" .
080 = {0e@ " @) @) "™
g(x)= 210g(x) en uit opdracht a volgt dat dit gelijk is aan
£ = o )
Met de productregel:
11
Zx)=0-In(x) + ——-—
In2) ~
1
g = ln(2) '~
1
Op de manier van opdracht a kun je aantonen dat *log(x) = HITS)“ In(x).
Op de manier van opdracht b volgt hieruit dat #(x) = %(3) %

N
S = e~

L1
ST~
|

=9-.
f0=9
0= g5,
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(g = me 1

7 - o
r(q) 2304 1

Met de kettingregel:
v="log(uyenu=d+1
dl = L en . =1

due In(7)-u dx

dy dy du 1 1

@ A b ow - law
— 1
e = In(7)+ (d+ 1)
1
1,954 + 1,95
Met de kettingregel:
y="log(u)en u=3r—17
dy 1 du
ERRlT T
dy_dydu__ 13
dr du dr In(2)-u In(2) - u
3
In(2)+ 3r—17)
3
2,08+ — 4,85
Met de kettingregel:
y="%1og(u)en u=2s
dy _ 1 du
N Dy
b ddu 12
ds du ds In(0,1)-u In(0,1) - u
2
In(0,1) * 2s

I(d) =

A'(r)=

Ay =

B(s)=

B(s) =

-2.30s

Met de kettingregel:
y="1%og(u)enu=2p -6

dy 1 du
—=————en—=2

du In(1,06)-u dp

dr_dy du_ ] 2

dp du dp In(1,06)u 2= In(1,06) * u
d4 _ 2

dp  In(1,06)- (2p — 6)

dd 2

dp 0,12p—035

Met de kettingregel:
y=4-10g(u)enu=%p

O S P

du In(10)+u  dp 2

dy_& du_ L .2

dp du dp  In(10)-u 2 In(10)-u
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da_ 2
dp  In(10)-1p
4 __ 4
dp  In(10)-p
d4 4

dp N 2,30p

+3

3

De formule 4 is het quotiént van #(p) = p + 2 en n(p) = In( p).

1
‘(p)=1lenn(p)= 5

Met de quotiéntregel:
d4 _ 1(p)-n(p) = «(p) - n(p)

dp (n(p))?
1
dd _ 1 'IH(P)—(P+2)‘;
dp (In(p)y*
2
dA_In(p)—1+[—)

dp (In(p)y
Met de kettingregel:
vy =3log(u)en u=p—4p3

dy 1 du

—= —=1-12p?

de mB)u " dp v

dy d 1 — 12
lz_y.d_uz 1 c(1-12p%) = A
dp du dp In(3)-u In(3)-u

d4d 1 =12p*

dp In(3)-(p—4p)

d4 1 —12p?

dp ~ 1,10p — 4.39p°

Met de kettingregel:

y=In(u)enu=12p +7

dy 1 du_

4 a & 12

dy dy du 1 12
LA y. u—_.u:_

a_du dp wu u

De formule 4 is het product van g(p) =pen h(p) =In(12p + 7).

12
£ =1enH(p) = 3

Met de productregel:

L= ) )+ 20 D)
P

A
== - + + -
I-In(12p+7)+p 1 7

dp

dA 12p
a— In(12p +7) + T+ 7
Met de kettingregel:
y=In(u)enu=2p

dy 1 du_

a = ; en @ =2

dy_& du

2
dp du dp u

1
=—-2=
u

© Noordhoff Uitgevers bv
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De formule 4 is het quotiént van #(p) = S en n(p) = In(2p) + 3.

, , 2 1
if(p)=0€nf1'(p)=g=—

Met de quotiéntregel:
da _ (p)-n(p) — «p) - n'(p)
dp (n(p)?

1
0'(ln(2p)+3)—5';

da

dp (In(2p)+3)
5

A p

dp  (In(2p) + 37

dAd -5

dp p-(In(2p) +3)

t = 1 invullen in de formule geeft
s=6+13,8-log(l)=6
¢t = 2 invullen in de formule geeft
s=6+13,8-log(2)=10,2
Tussen ¢t = 1 en ¢ = 2 heeft het autootje 10,2 — 6 = 4,2 km afgelegd.
s=6+13,8-log(?)
6+ 138 log(t)=s
13,8 log(t)=5s—6
5s—6

log(?) = —13 2

o

i

t=10"™
s = 12,5 invullen in de formule van opdracht b:

1256

t=1013 =20958...
Na ongeveer 3,0 uur heeft het autootje 12,5 kilometer afgelegd.

|

ds 1
a8 In(10) - ¢
ds ds 1
t = 5invullen in — geeft — =138+ ————=1.2.
invullen in = geeft - 8 )5
Na 5 uur rijdt het autootje 1,2 km per uur.
De op te lossen vergelijking is 13,8 - W =1.
138 i
In(10)- ¢
In(10)- 1=
. 13,8
T In(l0)

Na 6 uur is de snelheid nog maar 1 kilometer per uur.

¢t = 0 invullen in de formule geeft

T=150In(8-0+ 1)+ T,

T=150-0+T,=T,

Op tijdstip ¢ = 0 is de temperatuur gelijk aan T},

De temperatuur op ¢ =0 is gelijk aan T}, en de temperatuur na ¢ uur is gelijk
aan T. Hieruit volgt dat de temperatuurstijging gelijk is aan 7 — T,.

Uit 7= 150 -In(8¢ + 1) + T}, volgt T'— T, = 150 - In(8¢ + 1) wanneer je zowel
links als rechts T}, aftrekt.
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024

De op te lossen vergelijking is 150 * In(87 + 1) = 500.
In(8¢ + 1) = 34

1

3

8t+1=¢"’

1
Sr=e’'—1

3

=1
1= 234

8
Na 3,4 minuten is de temperatuurstijging 500 graden Celsius.
Met de kettingregel:

=150 In(u)enu=8r+1
dv I du
=150-—en—=238
du u " dr
dv dy du 1 1200
=150-—-8=
dr du dr u u
d7 _ 1200
de  8r+1
dT dr 1200

t = 3,4 invullen in a4 geeft — e mz 428,

Op dat moment stijgt de temperatuur met een snelheid van 42,8 graden
Celsius per minuut.
Als ¢ steeds groter wordt, neemt de noemer 8¢ + 1 toe. De uitkomst van de

1200
breuk TR neemt dan af, want de constante 1200 wordt door een steeds
groter getal gedeeld. De snelheid waarmee de temperatuur stijgt neemt dus
af. Hieruit volgt dat de temperatuur het snelst stijgt op 7 =0, als de brand

net is uitgebroken.

De functie f(x) is geen kettingfunctie omdat tussen de haakjes bij de
natuurlijke logaritme alleen x staat. De functie g(x) is een kettingfunctie
omdat tussen de haakjes bij de natuurlijke logaritme 4x — 7 staat. Om die
reden heb je wel de kettingregel nodig om g(x) te differentiéren en niet om
f(x) te differentiéren.

1
1) =4~ ofwel f(x)= %

=ln(u)enu=4x -7

b1 du_
du u dx
& _d du 1, 4
dx du dx u u
g =7
g’(x)=3-% e Met de kettingregel:
3 y=In(w)enu=6x+1
gx) =~ dy 1 du
X —=— =6
du u " dx
a1 6
dx du dx u = u
, . 6
= e
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Met de kettingregel: g Met de kettingregel:
y=%-1n(u)enu=2x v=In(u)enu=x+1
dr 11 1 du dv 1  du

W 2w w2 Frairlar el
dv_dy du_1 1 dv_dy du_1 1
dx du dx 2u u dx du dx u u
o L i s

h(x)—a- k(x)—x_i_1

A 1is het quotiént van #(p) = In(p)en n(p) =2p — 1.
1
Instap 1: f(p) =—
p L: 7(p) =

Instap 2: n'(p) =2

dd _7(p)-n(p) — «p) - 1(p)

dp (n(p))?

Er zijn haakjes geplaatst om 2p — 1 omdat #(p) met de hele term 2p — 1
vermenigvuldigd moet worden. Als deze haakjes er niet zouden staan, dan

zou t'( p) alleen met 2p vermenigvuldigd worden.

%-(2p—1)—1n(p)-2

dd _
»- @-1
t = 0 invullen in de formule geeft s = 180 - log(0,02+ 03+ 1) = 180 - log(1) =0

{ =10 invullen in de formule geeft s = 180 - log(0,02 - 10° + 1) = 238
De gemiddelde snelheid gedurende de eerste tien seconden is
238:10 = 23,8 meter per seconde.

Met de kettingregel:

¥ =180-log(u) en u= 0,026+ 1

dy 1180 du
e ¥ m0)w maoy-u a0
ds dy du 180 10,872
_:—o—:—.0,06t2=—
de du dr In(10)-u In(10) * u
ds 10,872
dz In(10)- (0,022 + 1)

ds ds 10,8 - 22

geeft —= = 16,2.

dr dr In(10)-(0,02-2%+ 1)
Op tijdstip ¢ = 2 rijdt de auto met een snelheid van 16,2 meter per seconde.

t =2 invullen in

. . ds .
De snelheid is maximaal als E een maximum heeft.

10,8 - x2
In(10) - (0,02 - x*+ 1)
Venster: 0 x <10,0<y <40
Optie: maximum
De codrdinaten van de top die bij een maximum horen, zijn (4,642; 33,684).
De snelheid is maximaal als ¢ = 4,6.

Invoer: y, =
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21.5 Logaritmische schalen

intro Lisa heeft geen gelijk. De grafiek is weliswaar een rechte lijn, maar op de
verticale as is een logaritmische schaalverdeling aangebracht. Dit betekent
dat de luchtdruk exponentieel afneemt.

30 a Je kunt zien dat er een logaritmische schaalverdeling is gebruikt omdat de
waarden bij de schaal steeds met 10 vermenigvuldigd worden.

b a=10"1=0,032

¢ b=10%=75

d 5h=101¥%63,1

e (=1"0g(3200) = 3,5, dus 3200 = 1033

f o102 10! 10° 10" 10? 10° 104 10°
:IIIIIIIIII=I:II:f|l::|l]l:lilil:1f|l;
001 0,1 1 10 1100 1000 10000 100 000

a b c 3200
31 10°=0,8 100=7
t =1log(0,8) = —0,1 t=1log(7) = 0,85
0,8=107%! 7 = 1008
107 = 3000
t =log(3000) = 3,5
3000 = 1033
T2 107! 10° 10 102 103 104 10°
IIIIIIIIIIIIIIIIl%l|ll%ll1[}lllll{1llli
0,01 0,1 " 110 100 1000 10000 100 000
0,8 7 3000
32 a «x | 0 | 1 | 2| 3| 4

f(x) | 3 | 30 |300| 3000 |30000

b y
10 000

glx) =2000-0.5%

1000

100

10

0 1 2 3 4

¢ De grafiek is een rechte lijn.

d De grafiek van g is een rechte lijn omdat het een exponentieel verband
betreft. Voor het tekenen van een rechte lijn heb je slechts twee punten
nodig.
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ex|0|2

2(x) | 2000 | 500

Zie het assenstelsel bij opdracht b.
f x | 0 I 4

m) | 1| ss

Zie het assenstelsel bij opdracht b.

33 a Tussent=0en ¢ =4is de grafiek bij benadering een rechte lijn. Dit betekent
dat de gemiddelde hoogte van de zonnebloemen in de eerste vier weken bij
benadering exponentieel is toegenomen.

b Als # steeds groter wordt, dan neemt 0,497’ af en nadert naar nul, want
0,497 < 1. Hieruit volgt dat de noemer 1 + 25 - 0,497 ook afneemt en
1+ 25-0=1 nadert. De grenswaarde is g =256.
De gemiddelde hoogte van de zonnebloemen is maximaal 256 cm.

¢ Inde figuur gaat de grafiek op den duur naar de horizontale lijn op hoogte
256.

d De formule H is het quotiént van g(#) =256 en (1) =1+ 25+ 0,497,
Z(t)=0en I(r)=25-1n(0,497) - 0,497
Met de quotiéntregel:
dr _ g0~ W) — g0 - W)

dr (h(1))*
dH 0+ (1 +25+0,497") — 256 - 25 * [n(0.497) - 0,497"
dr (1+25-0,497)

dH  4475-0,497
dr T (1+25-0497)
. dH .
e De zonnebloemen groeien het snelst als r een maximum heeft.
4475+ 0.497F

(1+25-0,497%)?

Venster: 0<x<10,0<y <50

Optie: maximum

De codrdinaten van de top zijn (4,604; 44,75).

Na 4,6 weken groeien de zonnebloemen het snelst.
f De maximale groeisnelheid is 44,75 cm per week.

Invoer: y, =

34 a Bram denkt dit omdat de grafiek tussen 1 maart en 1 april steiler is dan

tussen 1 april en 1 mei.

In de grafiek kun je aflezen dat er op 1 maart 70 besmettingen

waren, op 1 april 200000 en op 1 mei ongeveer 1 000000. In maart

zijn er 200000 — 70 = 199930 besmettingen bij gekomen en in april
1000000 — 200000 = 800000. In april is de toename van het aantal
besmettingen groter dan in maart. Nee, Bram heeft geen gelijk.

200000

b De groeifactor per maand was tussen 1 maart en 1 april = 2857.

De verdubbelingstijd kan berekend worden door 2857 = 2 op te lossen.
[ =2Tpg(2) =0,0871...
De verdubbelingstijd is 0,0871... maanden, dus 0,0871... X 31 = 2,7 dagen.
c Opr=0geldt N=h-e*"=bh.
Op ¢t =0, dus | mei 2020, waren er 1 070000 besmettingen. Hieruit volgt dat

b =1070000.
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031 a

n o

a = o0 o

Voor 1 juli 2020 geldt 1= 61.

(61, 2630000) invullen in de formule geeft 2630000 = 1070000 - e*¢!,
2630000

1070000

a-61

2630000
}n( 1070 ooo)

61

6l-a= ln(2630000) dusa=

1070000 = 0,01474

N =1070000 - 001474
Met de kettingregel:
¥=1070000+¢*en u=0,01474¢

d
& 1070000+ e en S = 0,01474
du ds

dy d
l:_y.d_”=1070000-3"-0,01474:15771,8-e“
di  du dt

dN

— =15771,8 - 001474
dz

: . dN dN
t =0 invullen in T geeft T 15771,8 + e*01474:0 = 157718

Op 1 mei 2020 nam het aantal besmettingen toe met 15771,8 per dag.

Met de rekenmachine kun je narekenen dat 10° = 1.

0,01 =1072,0,1 =107 10 =10, 100 = 102, 1000 = 103, 10000 = 10* en
100000 = 10°.

Met de rekenmachine kun je narekenen dat 10> = 316.

De exponenten nemen lineair toe. Dit betekent dat 1022 precies tussen 102 en
10% in ligt omdat 2,5 precies tussen 2 en 3 in ligt.

Uit 10" = 500 volgt 7 = log(500) = 2,7.

500 ligt tussen 10% en 103, want het ligt tussen 100 en 1000.

500 ligt dichter bij 10* dan bij 10> omdat 2.7 dichter bij 3 dan bij 2 ligt.

10-2 10-1 100 10! 102 103 104 108

=||||I||I||=|I|||}||l|{ll]ll}|][|{l||ll}

0,01 0.1 ' 1T 10 100 1 1000 10000 100 000
0,3 2 500 80000

10'=10,3 100=2

t =log(0,3) = —0,5 t=1log(2)=0,3

0,3= 10703 2= 1003

107 = 80000

£ =10g(80000) = 4.9

80000 = 10%?

Op de log-schaal bij opdracht g zijn de getallen 0,3; 2 en 80000 aangegeven.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 21 Exponentiéle en logaritmische functies

135



21 Exponentiéle en logaritmische functies

US a 4 | 1 |10 |100|1000 |10000

v | 3| 95| 30| oa9]

1000
t
E
=

= 100
£
g

10

1

1 10 100 1000 10000

diepte inm —»

b De grafiek is een rechte lijn.
c v=73:d%

log(v) = log(3 - d°7)

log(v) = log(3) + log(d")
log(v) = log(3) + 0,5 * log(d)
a=0,5en h=1og(3)=~0,48

300

21.6 Gemengde opdrachten

35 a N=5+;-82

5+%-8%2=pN

;' 8*2=N-5
8*2=4N - 20

t+ 2 =38log(4N — 20)
1= =2 + Slog(4N — 20)

b N=3"log(2¢)

3-log(2H)=N
log(2) =N

1
2r=10""

=110

¢ N=In(12-9)
In(12-0=N

12—t=¢eV
—t=eVN-12
t=—eN+12

d %N—2-e°’“=0
—2-elli= —%N
allr = %N

0,11 =1In(} )

t=10In(:N)

36 a De hoeveelheid daglicht is gehalveerd als P = 50.

136

100+ 0,75¢= 50
0,75/=0.5
d ="%"log(0,5)= 2,4

Op een diepte van 2,4 meter is de hoeveelheid daglicht gehalveerd.

b P=100-0,75
100+ 0,75¢= P
0,759 = 755 P
d= 0’75log(11mP)
c A=60+2-"log(d)
A ="10g(0,9%) + “log(d?)
A= 0,910g(0,960 . d2)
A =%%00g(0,0018 - d?)
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37 a

P =1 invullen in de formule van opdracht b geeft

d'=""log(155* 1) = 16,00...

d =16,00... invullen in de formule van opdracht ¢ geeft

A =%10g(0,0018 - 16,00...%)~ 7,4

Als er nog maar 1% van de hoeveelheid daglicht aanwezig is, dan zijn er nog

7.4 algen per cm?.

Met de kettingregel:
y=T-e'enu=2x+1

3;: =T7-e%en g—i: =2

dy _dy du b "
a aa— & 2=14-e
F(x)=2+14-eXt!

Met de kettingregel:

v ="log(u) en u=3t

dy 1 du

du (5w tdr

dv dy du 1 3

A du B Wem . ez

De functie k is het product van g(z) = 5 en A(r) = 3log(31).
3 1

In(5)-3¢t In(5)-¢

Met de productregel:

K'() = g'(e) = h(1) + g(t) - (1)

k() = 10t - Slog(3¢) + 5¢*

¢(t)= 10t en 1(1) =

In(5) - ¢
5t

- 5
K'(¢) =101 - °log(31) + m
Met de kettingregel:
y=6-In(w)enu=p+1
By, 8ol
du dx
G _dr a6 s
dp du dp u Cu
(p)= ES
De functie W is het quotiént van #(a) =3 en n(a) =7 + 4+ 24

(ay=0enn(a)=4-In(2)-2¢
Met de quotiéntregel:

t(a) - n(a) — t(a) * n'(a)

Wia) =

0-(7 én(;);z 3+4+1n(2)-2
, _ . + « Dy — . * |Inl « )a
W= (7 +4- 29
W,(a):—lz-ln(z)-za
(7+4-29?
, —8,3+2¢
V=G iy
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38 a 90% van 3.6 liter is 0,9 x 3,6 = 3,24 liter.
De op te lossen vergelijking is 3,6 * (1 — e™>°") = 3,24,
1-e2%=0,9
_e-2,5.r =—0.1
e—2,5r = 0,1 5
—2,5t=1n(0,1)
_ In(0,1)
= -2.5
Na 0,92 seconden is 90% van de maximale hoeveelheid verse lucht

= 0,92

ingeademd.

b L=3.6(1-e>)ofwel L=3,6-3.6+¢7>
Met de kettingregel:
v=e'enu=-2,5t

%=e”enz—u= -2.5

%=2—£-2—?= gt —25=-25-¢"

% =-3,6+-2.,5 e > ofwel (‘ij—ltl =9.e72

t =0 invullen in (ji_[; geeft % =9.g %0 =9,

Op tijdstip # = 0 neemt de hoeveelheid verse lucht toe met 9 liter per seconde.
¢ In de grafiek is af te lezen dat de maximale hoeveelheid verse lucht gelijk is

aan 2,2 liter. Hieruit volgt dat ¢+ 3,6 =22 dusa = % = % =0,61.

Onderzoeksopdrachten

39 a Inde grafiek is te zien dat de grenswaarde gelijk is aan 28 000.
Als ¢ groter wordt, neemt e af en nadert naar nul. De noemer neemt dan

. a
ook af en nadert naar 1 + ¢+ 0= 1. De grenswaarde N is T =a.

Hieruit volgt dat a = 28 000.
b 5 besmettingen op 1 januari 2014 komt overeen met de codrdinaten (0, 5).

Deze codrdinaten in de formule invullen geeft ZSL? =
14 geg 2
28000 _s
1+¢
1+e= 28200

1 + ¢ = 5600 dus ¢ = 5599

Halverwege oktober komt ongeveer overeen met r = 288.

De codrdinaten (288, 10000) invullen in de formule geeft
28000

1 + 5599 - g 0288

1+5599-¢528 =238

5599 -8 =18

=10000

In(555)

—288

e o'2Rs — % dus —b- 288 = ln(%) en b=

~0,028.
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40 a v=80invullen in de formule geeft
L=89,5—9,9-log(80a) + 0,16 - 80 — 0,03a
L=102,3-9,9"-1og(80a) — 0,03a

Met de kettingregel:

y=-9,9 - log(u) en u = 80a

dl=—99- 1 i end—u
du T In(10) u In(10)ru  da
dy_dy du_ 99 . 79
da du da In(10)+u ~ In(10)-u
dL =792

da  In(10)-80a

=380

De teller is negatief en de noemer In(10) - 80a is altijd positief, want a is

positief en In(10) ook. Hieruit volgt dat de uitkomst van de breuk

s ¢ 3 . ; dr
altijd negatief is en dus is de uitkomst van — =

=792
da In(10)-u

=792
In(10) * u

— 0,03 ook altijd

negatief. De grafiek van L is dalend. Hieruit kan geconcludeerd worden dat
de lawaaioverlast afneemt als de afstand tot de snelweg groter wordt.

b « =100 invullen in de formule:

L=89,5-99-log(v-100)+ 0,16v — 0,03 - 100

L=89,5-99-1log(100v) +0,16v—3
L=286,5-99-log(100v) + 0,16v

Invoer: y, = 86,5 — 9,9 + log(100x) + 0,16x

Venster: 0 < x <100,0<y <100
Optie: minimum

De codrdinaten van de top die bij een minimum hoort, zijn (26,872; 56,849).
Het gemiddelde lawaainiveau bij deze woning is minimaal bij een

gemiddelde snelheid van 27 km per uur.

Samenvatting

S1 a s=10 c
107=¢
r=log(s)
b s=3-12r d
3:1,2"=gs
1,r=1¢
r= 1’210g(%s)
S2 a y="%log(x) c
"log(x) =y
x=0,65r
b y=7+"%l0g(0,lx) d

7 + 8log(0,1x) =y
$log(0.1x)=y—7
0.lx=8"7

x=10-8°7
© Noordhoff Uitgevers bv

§=5-4-081"
5-4-081"=3s
—4-081"=5-5

081'=—1s+1%

r= O’Sllog(—is + li)

§=9 + g 025

9+ 0r=g

e Or= g g
—0,25r =In(s — 9)
r=—4-+In(s—9)

y=log(2l + x)
log2l +x)=y
21+ x =10

x=10"-21

y=2+1In(x)
2+3 In(x) =y
Len(x)=y-2
In(x)=2y—4

x =g
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21 Exponentiéle en logaritmische functies

S3 a g(r=12-¢
b Met de kettingregel:

y=%-e“enu=4x—l

dV 1 du

—=.aU —=4

grefen =

dy dy du 1
= . =-.pl.f =¥
dv du dx +°77°¢
A'(x) =e*1

S& a f(x)=4-In(1,6)- 1,6
fi(x)=1,88 1,67
b Met de kettingregel:
y=10"en u=—t

dy du

— = In(10)- 10" en —=—1

i ) = e

dy dy du . B .
o= 2 o= In(10)+ 107 ~1 = ~In(10) - 10

B(f) = —In(10) - 10~ + 10
Bl(t)~-2,30+ 10" + 10

dN

S5 — =800+ In(3)- 3’
5 n(3)
dN
—= 878,93
dt dN
b ¢=2invullenin 4 geeft
dN
—=1878,9+32=17910,1
dt
Op ¢ = 2 neemt het aantal bacterién toe met een snelheid van 7910 bacterién
per uur.
, 1 7
S6 a fi(x)=7 Pl

b De functie / is het product van 7(¢) = 5t en g(7) = **log(¢).
(f - 2 i 1
f=5eng()= n(0.65) - ¢
Met de productregel:
KO =1 g0)+f(0)-g0)
1

NPy = 5§ o 0,65 LS. — &
W)= 5+ 2l0g(1) + 51+ oo
5t

rN — & 0,65 —_
H(o)=5-"log(n) + e

5
ff) = 5. 0.65 +
M =5+ "logn) + o

()= 5+ "Slog(r) — 11,61
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S7

S8 a

Met de kettingregel:
y=—%°log(u)enu= 1-2n

ﬂ—_l.; .d_u—_z

du 2 I(10)-u"dn

v _dyde_ 0,1

dn du dn 2 In(10) - u In(10)+ u
1

W) = ——————

™ =1q0)-a = 2m

1

W (n) =~

2,30—-4,61-n

De functie T is het quotiént van #(g) = ¢ en n(g) = Ing.
/ 2 1

fg)=1 enn(@)=g

Met de quotiéntregel:
o Ug) n(g) — Hg) - n'(q)
()=

(n(q))*
1
1°ln(q)—q;
"g)=—F—=—
(In(g))*
. Inlg)—1
T =%
(In(g))
100=5 10" = 2000
t=log(5)=0,7 t = log(2000) = 3,3
5=10% 2000 = 1033
107! 100 10' 10? 103 104
s+ ¢+ ¢+ I+ v ¢ 1111
I T ' T T T 4 1
0,1 1 C10 100 1000 10000
5 2000

Je kunt zien dat er op de verticale as een logaritmische schaalverdeling is
gebruikt omdat de getallen bij de as steeds met 10 zijn vermenigvuldigd.

b is de startwaarde, de waarde van N bij ¢t =0. 1 = 0 hoort bij 1 januari 2015
en op dat moment is N = 40. Hieruit volgt dat b = 40.

Op de grafiek liggen de punten met codrdinaten (0, 40) en (5, 200).

. .. 200 . N
De groeifactor per 5 jaar is 0 = 5 dus de groeifactor per jaar is

2=5~1,380.

Voor | januari 2025 geldt r = 10.

Op 1 januari 2025 zullen er 40 - 1,380'° = 1002 herten zijn.
t | 0 | 5

N | 800 I 499

1000

—‘\_\\—
100/

10

aantal herten —

3015 2016 2017 2018 2019 2020
jaartal —
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21 Exponentiéle en logaritmische functies

Test jezelf

T a 4A=6-2:0,75 ¢ A=5%og(t)+1
6-2:0,75'=4 5+-4og(f)+1=4
-2:0,75'=4-6 5+4og(f)=A4—1
0,75 =34 +3 “log(t) =34 — %

Lol
fi= 0’7510g(—%A + 3) t=45175
b A=e05¥ d 14=In(r-1)-8
e3-3 = 4 In(t—1)-8=14
0,5 3t=In(4) In(r—1)=34+8
1
—3t=1In(A4) - 0,5 t—1=e*?
1
t=—%In(4)+} t=e""t 41

T2 a Het aantal liter chemische vloeistof in de tank neemt met 70% per minuut af.
V'=1200-0,30
200-0,30'=V

.
0,30" =505V

o

t= 0’30101‘%(5(1)'6 V)

¢ De helft van de hoeveelheid chemische vloeistof is verwijderd als
V'=200:2=100.
7= 100 invullen in de formule van opdracht b geeft
t = 93og(555 - 100) = 0,5757...

De helft van de hoeveelheid chemische vloeistof is verdwenen na
0,5757... X 60 = 35 seconden.

dv

— =200 - In(0,30) - 0,30’

dt

dv

—=—240,8- 0,30’

ds

o

dr dr
e t=1invullenin F geeft 4 =-240,8 - 0,30! = =72.2.

Na precies één minuut neemt de hoeveelheid chemische vloeistof af met 72,2
liter per minuut.
De op te lossen vergelijking is —240,8 - 0,30 = —1.

_ 1
0,30 = 5408

-~

_ -1
t= 0’3010g(_ 40’8) ~ 4,55
Na 4 minuten en 0,55 x 60 = 33 seconden is de afnamesnelheid van de
hoeveelheid chemische vloeistof gelijk aan één liter per minuut.

13

f(x)=-8+In(0,91)- 0,91~
f(x)=0,75-0,91%

b Met de kettingregel:
y=%-e“enu=5x— 1

dy d

—=—.plU —=135

du 20 My

dv dy d

o S e“-5=2%-e”

= = _ 1,
dx du dx 2
g(x) = 2%. ey
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¢ Met de kettingregel:
y=12+e'enu=—0,28¢

dy du

3—12 e’ en dt__0’28

dv dy du

— = — .= {2-ev-—0,28 = 3,36 -
dr du di e Sl

De functie /1 is het product van f(1)=300en g(r)=1+ 12+ e %28,
f(H)=0en g'(t) = 3,367

Met de productregel:

() g(t)—f(0)- gz
PPNA R CRGR

(g(0)
= 0:(1+12-¢7928)—300+—3,36 0.2
0= (1 +12-e0.2812
1008 + e~0:28¢

()= -

(1 +12+e 02802

d Met de kettingregel:
y=4-2log(u) enu=%;s
dy 1 4 du
A [ = en—=1
du In2)+u In@2)-u ds *
dy dy du_ 4 1 1

ds du ds InQ2)-u 4 In@)u

1
r(5) = — ofwel r(s) =
) 12).%S () In(2)-s

)~ 069

e De functie U is het product van f(z) = z* en g(z) = “*log(z).

f(2)=3z2engl(z) = W

Met de productregel:
Ul2)=f12) g(2) + f(2) - £12)

1
—32-2.08 Po_=
Ulz)=3z log(z) + z n(08) 2
2
—12-2.08
Ulz)=3z log(z) + n(0%)

U(z) = 3z% - “Blog(z) — 4,48z2
f De functie B is het product van #(x) = In(x) en n(x) = x + 2.
H(x) = % enn(x)=1
Met de quotiéntregel:
1(x) - n(x) = ((x) - n'(x)
(n(x))*
%-(x+2)—1n(x)' 1
Hie) = (x +2)
x+2

Bx) =

—In(x)
BO="Gror

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 21 Exponentiéle en logaritmische functies

143



T4 a

15 a

T6 a
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Exponentiéle en logaritmische functies

GW= GO - GK
GW=17.5"log(2¢ + 1) — g

Met de kettingregel:

y=17,5logu)enu=2g+1

dy 1 du

—=175+———en—=2

de 7 ma0)u " dg

d

B (g g,

dg In(10) - u In(10) - u

dGW 35 e R
dg In(10)-(2g+1) 2\[5

dGw 35 1

dg  In(10)-2q+1) g

De gemiddelde winst is maximaal als geldt qoW. =0.
R § !
In(10)- 2x+ 1) \R
Venster: 0< x <100, -1 <y<1
Optie: nulpunt
De codrdinaten van het snijpunt van de grafiek met de g-as zijn (56,758; 0).
De gemiddelde winst is maximaal bij 57 verkochte producten.
De maximale gemiddelde winst is 17,5 *log(2+ 57 + 1) — 2\/5 = 20,96 euro
per product. De maximale winst 1s 57 X 20,96 = € 1194,72.

Invoer: y, =

De grafiek gaat door de punten (0, 20) en (22, 1000).

1
De groeifactor per jaar is (1(2)%)2’- = 1,195.

Een formule is N =20-1,195".

Voor begin 1990 geldt z = 13.

Begin 1990 waren er N =20 - 1,19513 = 203 ransuilen.

Voor het begin van 1990 geldt # = 0 en voor het begin van 1995 geldt ¢ = 5.
Begin 1990 waren er N =225 — 43+ 0,6° = 182 ransuilen en begin 1995 waren
er N=225-43-0,6°=222.

Tussen begin 1990 en begin 1995 is het aantal ransuilen met

222 - 182
—
dR =—43-1n(0,6) - 0,6

dr dR

Begin 1995 nam het aantal ransuilen toe met Fe —43+1n(0,6) + 0,6° = 1,7
ransuilen per jaar.

Als 1 steeds groter wordt, dan neemt 0,6’ af en nadert naar nul.

225 —-43+0,6' neemt dan toe en nadert naar 225 — 43 x 0 =225,

De grenswaarde is 225.

x 100% = 22,0% toegenomen.

H =10 invullen in de formule geeft
M=16+1In(10) + 31 =68

Een hond van 10 jaar is in mensenjaren 68 jaar.
v _ o116

dH H H

De waarde van H is altijd positief. De constante 16 is ook positief. Een
positief getal gedeeld door een positief getal is positief, dus de waarde van

ST is altijd positief. Daarom is de grafiek van H stijgend.
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Als H steeds groter wordt, wordt de constante 16 door een steeds groter

16
getal gedeeld. Hierdoor neemt ] af en nadert naar nul. Dus de grafiek van

H is afnemend stijgend.

¢ In de praktijk betekent dit dat als de leeftijd van een hond toeneemt dat dan
zijn mensenleeftijd in verhouding steeds minder toeneemt.

d M=16-In(H)+ 31
16+ In(H)+31 =M
16+ In(H) = M - 31

M-31
In(H)=
M=-31
H=¢
H=e%M_%

1 3l
H=etM .ol

ERPY
H=elt. (elﬁ

H~0,1441 + £0.0625M

e M =75 invullen in de formule van opdracht d geeft

E1 a

b

E2 a

b

H~0,1441 - 0062575 + 15 65

De echte leeftijd van een hond als deze 75 mensenjaren oud is, is 15 jaren en

0,65 x 12 = 8 maanden.

Extra oefening

y= 8x—3
8x-—3 =y
x—3="%og(y)

x ="%log(y)+3

y=12-4-0,72%
12-4-0,72%=y
—4-0,72*=y— 12
0,72=—3y+3

x= °=7210g(—,1—1y + 3)

s = log(r)
log(r)=s
r=10°

= % Tlog(r) = 3

s
%- Nog(r)—3=s
%- og(r)y=s5+3
log(r) = 1,55 + 43

1,55+41

r=17

© Noordhoff Uitgevers bv

- L, 1px
[ y—3+5 10

3+1-10v=y
Lotor=y-3
107=2y -6
x =log(2y — 6)

y = 50 - e—0,001x

50 - e~0,001;¢ =y
-0,001x = L

¢ 50

~0,001x = In(35)

x=-10001n(»)

OBlog(r —s)=1
r—s=0,8!
r=s+0,8

s=2+In(0,5r — 3)
2+1In(0,5r = 3) =3
In(0,5r — 3) = %s

1
0,5r—3=¢
lS
0,5r=¢e* +3
L
r=2+e"+6
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¢ Met de kettingregel:
y=e'enu=3x+8

dy du
a=e”ena=3
de_dv du_ L
dx du dx

K(x)=3-e**8
d Met de kettingregel:
y=e'enu=1-x

dl—e”end—u——l
du dx
dl_dy du

PR T

De functie k is het product van f(x) =4xen g(x)=e!™*,
fx)=4dengl(x)=—e'"*

Met de productregel:

K'(x) = f(x) - g(x) + f(x) - £'x)
K(x)=4-e""*+4x-—e!™

K(x)=4-el"*—4x-el~>

E4d a f(x)=7-1n(0.8)-0.,8*
f(x)=—1,56-0.8"
b gi(x)=-5+In(0,91)+0.91*
2(x)=047-0,91%
¢ Met de kettingregel:
y=10"enu=4x+9

d
& In(10)- 10ven Y = 4

du dx
dy dy du N "
o an T In(10) - 10“+ 4 = 4In(10)- 10

K(x) = 4In(10) - 10**+2
K(x)= 9,21 - 10++9
d De functie k is het quotiént van #(x) = 3* en n(x) = x°.
(x) =1n(3) - 3* en n'(x) = 3x°
Met de quotiéntregel:
In(3) - 3% x*— 3% 3x2

K'(x) = 2
X

1,10« x3 = 3% — 3x2 - 3%
K(x)= 5

E5 a Met de kettingregel:
y=ln(u)enu=%x—5

dy 1 du
du uwtdx 2
dv_dy du 1.1 1
dx du dx u 2 2u
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Eé

_
)

fx)=

Fe=—=

Met de ketnngregel:
=In(u) en u=2x

dy L8
du udy
a1, 2
dx du dx u = u
Op dezeltde manier kun je laten zien dat de afgeleide van In(3x) gelijk is
3

aan ;

3
gx)= —x W

1 1
g)=7-7=0
De functie A is het product van f(x) = 6x2 en g(x) = log(x).
1
(7 — 12 /, —

F9 = 12ven g0 = 1o —

Met de productregel:
H(x) = f(x) - g(x) + f(x) - g'(x)
h(x) = 12x +log(x) + 6x7+

In(5) - x
H(x) = 12x - Slog(x) + —
X x +“log(x n(5)
H(x) = 12x%log(x) + 3,73x
Met de kettingregel:
=log(u)enu=x>+x+1
dy 1 du
= ———en——=2v+1
du In(10)-u "dx
dv _dy du _ 1 2x+ 1
L e x4z
dx du dx In(10) - u In(10) - u
2x+1
)=
) = 10 -2+ x+ 1)
2
K= 5 30w + 2.30x + 2,30
100 =0,5 10°=20
t =log(0,5)= —-0,3 t=1log(20)= 1,3
0,5=10"03 20=10"3
107 =800
t=1og(800) =29
800 = 1022
107! 100 10! 107 10° 10
: L1k : | | 1 : L1 | 1 : 1 11 1 : 11 1 1 %
0,1 . 10 100 1000 10000
05 20 800
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E7 a

E8 a
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Exponentiéle en logaritmische functies

De grafiek gaat door de punten (0; 0,12) en (5, 30).
30 \s 3
g=(%F =2507=3,0

De op te lossen vergelijking is 0,12 - 3,0" = 100.
3.0t =190
> 0,12

¢ =3og(18) = 6,121...
De oppervlakte was 100 km? na 6 uren en 0,121... X 60 = 7 minuten.
Dat was op het tijdstip 16:07 uur.

dA4
—=0,12-1n(3,0) - 3,0
—-=0.12:1n(3,0) "3,

dA4
t=6,121... invullen in Ty geeft

i_‘jz 0,12+ In(3,0) * 3,06121-- = 109.86. ..

De oppervlakte nam op dat tijdstip toe met een snelheid van 110 km?/uur.

F=b-g 1
De groeifactor g = (%)5 =1,9667...
De beginhoeveelheid b = 140 : 1,9667...> = 36,194. ..
De formule is F=36+1,967.

340 ~
Als t heel groot wordt, neemt e "*# af en nadert naar nul. De noemer neemt

Opt=0ziner F= 6.
. 340
dan ook af en nadert naar 1 + 54 x 0 = 1. De grenswaarde is =B = 340.

Volgens de formule is het mogelijk dat er 6 tot 340 fruitvliegjes in de
kweekruimte aanwezig zijn.

Met de kettingregel:
y=54-e'enu=-024¢

dy du

e 54-e'en — 0,24

dy dy du
—=——+—=54-¢4--0,24=-1296-¢¥
dr du dr 0 © ©

De formule Fis het quotiént van (1) =340en g(1) =1+ 54 - e70.2%
f(t)=0en g'(t) = —12,96 - e -2

Met de quotiéntregel:

drF _f10- g0 - f(0- &0

di g0y
dF _ 0+ (1+54-e702%) — 340 - —12,96 - 7024
dr (1 + 54 - g 02412

dF 44064 - e 024
dr (1 + 5470242

T dF .
Het aantal fruitvliegjes neemt het snelst toe als a een maximum heeft.

4406,4 - e~0-24x
(1 + 54 - g 024x)2
Venster: 0 < x <30,0<y<30
Optie: maximum
De codrdinaten van de top van de grafiek die bij een maximum hoort, zijn
(16,621; 20.4).
17 dagen na de start van het experiment verdooft Gijs de fruitvliegjes om ze
te kunnen tellen.

Invoer: y, =
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22 Afsluiting formules en verbanden

Voorkennis

V1 a De grafiek snijdt de verticale as in het punt y = 3.

Het getal % is de toename van de y-codrdinaat bij een toename van 1 van de
x-codrdinaat.

De lijn m gaat door de punten P(6, —2) en Q(3, 3). Dan is

. toename tweede codrdinaat 3 — (=2) __s

o

toename eerste codrdinaai 3 — 6 3
Gebruik bijvoorbeeld de codrdinaten van P, x =6en y = —2.
Vul deze in de vergelijking y = —%x + hin.
Je krijgt dan —2=—3+6 + b.
-2=-10+hdush=28.

(2]

V2 a Lijn p gaat door A(8, 1) en B(-2, 6).

C e =1
De richtingscoéfficiént is Y = _TSG = —% dus y= —%x +b.

Vul nu de codrdinaten van punt A4 (8, 1) in.
1=-1-8+hdush=5.
De vergelijking van lijn p is y = —%x + 5.
b Lijn g gaat door C(—28, 10) en D(20, 46).
De richt éfficiént is ————=—=3d =zx+bh.
e richtingscoéfficiént is 0—(28) @ ° us y=zx
Vul de coérdinaten van punt C(—28, 10) in.
10=3+(-28) + b dus b = 31.
De vergelijking van lijn g is y = %x +31.
Lijn r gaat door A(%, —2%) en B(%, 2%)
24-(2) s

De richtingscoéfficiént is —————=

n

TR

=—19dus y=-19x + b.

|
=

=
b=

Vul de coérdinaten van punt F (%, 2%) in.
L_ ok

P g

N T P

b—2§+4z—7z

De vergelijking van lijn ris y = —19x + 7%.

V3 a Erissprake van een lineair verband omdat de grafiek een rechte lijn is.
b Gezin A heeft 80 m* heeft gebruikt en €150,50 betaald.
Gezin B heeft 200 m? verbruikt en heeft € 342,50 betaald.
C ———— ... 342,5-150,5 192

De richtingscoéfficiént van de gevraagde lijn is ~00—80 120
De vergelijking van de lijn wordt dan b = 1,6w + ¢. Hier zijn b en w de
variabelen en c is het startgetal dat we zoeken.
Met de gegevens van gezin 4 vind je de vergelijking:
150,5=1,6-80+¢
¢=150,5-128=22,5
De formule wordt b = 1,60 - w + 22.50.

1.6.
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211,85-192,25 19,6 _
143-129 14

De vergelijking wordt h= 1,4 w + c.

Je vult bijvoorbeeld de gegevens van Boelens in, je krijgt de vergelijking

211.85=14-143+¢

¢=211,85-200,20=11,65

De formule voor dit waterbedrijf is dus b= 1,40 - w + 11,65.

¢ De richtingscoéfficiént wordt nu 1.4.

V&4 a y=53x-1)-3(x+2) c y=x2—(x+3)(x+7)
y=15x—-5-3x-6 y=x—(2+3x+7x+21)
y=12x-11 pra— pt =3~ Tx —21)

yp=—=10x—-21
S5x—T = 6x2+4
b y= = Eeg d y=(x-8)2x—3)-
y= 2ot y=(e-8x-3) - 25

p=222 = 19x + 24— (22 + 11)

= 1
y=25%— 195+ 24— 2382 — 15

y=—3éx—% y=-19x+222
VB a y=5x3-2x13 ¢ r=6Jx-Yx
L L
y:5-_2.x3.x1,3 y:6x2_x4
3
pe—10x3 %3 y=6x*
y =—10x*3
4,8x37
b y= 3,;51,4 d y=xI5e(Qx42: x718)2
y= 4’T8. x3,7—(-1,4) y= xl,S u (2x2,4)2
y=1,6x>! syl g s
y =4x53
Vé a y=7-5" € y=7-272-8%.3202
y=7.51.5x y=(7-2‘2-32°!2)-8x
=35 5 p=(7-22-2)-8
y=T-271.8%
— 2l gx
y=338
5 .2x 1
b = =6-3%-2-0x
y g 0,5’“ d ¥ 3
5 2=
y:ng y:ﬁ.%.3x.9x
y=§.22x y=2.(3.9)x
y:§-4x y:2'27x
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22.1 Lineaire verbanden

intro

Tot een hoeveelheid van 2 m? is het bedrag evenredig met de hoeveelheid.
Bij 2 m? of minder betaal je €150,- per m?.
Bij meer dan 2 m? betaal je voor elke m? extra €50,-.

A: Op basis van de eerste twee paren in de tabel, namelijk (1, 2) en (2, 5),

zou de richtingscoéfficiént = 3 moeten zijn. Op basis van de laatste

twee paren zou dit echter
verband.

—— = l zijn. Dat kan dus niet, dus geen lineair
B: Steeds als de waarde van x met 1 toeneemt, neemt y met 1% toe.

Als x met 3 toeneemt, neemt y met 4% toe.

Dit klopt, het verband is lineair.

C: Bij de eerste twee paren in de tabel neemt x met 2 toe, en neemt y met

24 af. Dus bij een toename van x met 1, neemt y met 12 af.

Dit is niet in de hele tabel het geval. Het verband is dus niet lineair.

0,1g—p=13
0.lg=p+13
g=10(p + 13)
g=10p + 130

p=13q-16
11g=p+16
c(139)=3- w19
g=2%p+10%
18—3p+24¢=0
24g=3p—18
g=3"CGr=18)

3 18 1 3
q=51p—§zofwelq=§p—z

2x+8=5y—x+7

Sy—x+7=2x+8

Sy=3x+1

1

5

Je kunt de vergelijking schrijven in de vorm y = @+ x + b. Het verband is dus

_v:%X‘l‘

lineair.
2x + 8 =5y — x + 7 kun je schrijven als y = %x + % (zie opdracht a).

De bijbehorende vergelijking is %x + % = %x + 14%.
Links en rechts vermenigvuldigen met 10 geeft
6x+2=5x+145
x=143eny=1-143+145=86

1W0r—-6x=1
10y =6x + 1
23,1
y=5xtyg

De grafieken bij de twee vergelijkingen hebben dezelfde richtingscoéfficiént.
De grafieken lopen evenwijdig en snijden elkaar niet.
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Om 19.45 uur is de temperatuur 14,7 °C.
Om 20.00 uur is de temperatuur 14,4 °C.
L 147-144 .
De afname is 1 = 0,02 °C per minuut.
Om 19.55 uur is de temperatuur 14,7 — 10 x 0.02 = 14.5 °C.

De temperatuur tussen 18.00 vur en 18.45 uur neemt niet lineair af.

De gemiddelde toename per jaar van het aantal eenoudergezinnen is in
. - 590000 — 385000

20 jaar gelijk aan 20 =10250.

Het aantal eenoudergezinnen is in 2015 ongeveer gelijk aan

385000 + 15+ 10250 = 538 750.

Het aantal eenoudergezinnen is in 2030 ongeveer gelijk aan

590000 + 10 - 10250 = 692 500.

Het gemiddelde gewicht van de Nederlandse vrouw is in 30 jaar 5 kg
gestegen. Het gewicht neemt dus 556 = é kg per jaar toe.

De formule is van de vorm G = ét + b.

Op t =0 (1981) is het gemiddelde gewicht gelijk aan 65 kg, het startgetal is
dus 65.

Het lineaire verband wordt beschreven met de formule G = %t + 65.

De bijbehorende vergelijking is 66,5 = ét + 65.

%r= 1%dust= 1%%=9

Dus 9 jaar na 1981 was het gewicht gemiddeld 66,5 kg.

In 1990 was volgens de formule het gemiddelde gewicht 66,5 kg.

Tussen 1974 en 2011 neemt de bevolking telkens in ongeveer 12 jaar met een
miljard toe. De toename is daar dus lineair.

In 1987 waren er 5 miljard mensen.

De toename van 0,5 miljard duurt 12 : 2 = 6 jaar.

In 1987 + 6 = 1993 waren er voor het eerst meer dan 5,5 miljard mensen.

De toename tussen 1974 en 2011 is de toename per jaar 3 : 37 = 0,08 miljard.

In 1980 waren er ongeveer 4+ 6 X 0,08 = 4,5 miljard mensen.

In 2030 zullen er dus volgens dit model 7 + 19 x 0,08 = 8,5 miljard mensen
Zijn.

Tussen 2011 en 2020 is de toename 0,8 miljard.

Dit is een toename van 0,8 : 9 = 0,09 miljard per jaar.

De bevolking is dus na 2011 sneller gegroeid.

De groei van de bevolking tussen 1804 en 1959 was niet lineair.

Volgens de prognose is de jaarlijkse toename van de bewoners in
30000 — 23000 _ 7000

Amersfoort-Vathorst

9 9
Het aantal bewoners in Amersfoort-Vathorst op 1 januari 2010 was dus
7000
23000 -6+ 5 = 18 300.
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X1 a De codrdinaten van punt B zijn (20, =9).
Dit betekent dat in 2000 de gierzwaluw op 23 april terugkeerde.

b De codrdinaten van dat punt zijn (29, —13).

De vroegste datum was in 2009, 13 dagen voor 2 mei.

Dit was dus op 19 april 2009.

¢ Volgens de grafiek komen de gierzwaluwen in 40 jaar 12 dagen eerder terug.

o w1 .
Dit is 20 = 0.3 dagen per jaar eerder.

De formule bij de lijn is n = —0,37.
d Bijr=50isn=-03%x50=-15
De datum is dus 17 april.

X2 a Bij ongeveer 13 kg is de melkproductie maximaal. Bij de verhoging van
13 kg naar 14 kg per dag is voor het eerst sprake van een afname. Bij de
verhoging van 14 kg naar 15 kg per dag neemt de melkproductie verder af.
b Tussen 14 kgen 15 kg krachtvoer per dag neemt de melkproductie met

ongeveer 0,11 — 0,03 = 0.08 kg per dag af.
De afname bij 14 kg is 0,03 kg per dag.

De totale afname bij 18 kg is dus 0,03 + 4 X 0,08 = 0,35 kg per dag.

22.2 Evenredig en omgekeerd evenredig

intro  Als het aantal kippen a keer zo groot wordt, wordt de oppervlakte per kip a

keer zo klein.

Als het aantal kippen a keer zo groot wordt, wordt de totale hoeveelheid

voer per dag ook a keer zo groot.

10 a De breedte wordt 5 keer zo groot.
De hoogte isdan 5 X 13 = 65 cm.
b De hoogte wordt dan ook 8 keer zo groot.

¢ De hoogte van de foto is % keer groter dan de breedte.

Dush=2-p(of h=1%-b)

11 a lengteincm | 0,1| 0,5| 1 | 6 |96

breedte in cm |240 |48 | 24 | 4 | 0,25

b Dan wordt de lengte zes keer zo klein, ofwel é keer zo groot.

¢ Het verband tussen ben /is b+ /=24 ofwel b = %

Op de puntjes moet 24 staan.

© Noordhoff Uitgevers bv
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11 38,5 66 99
Bij tabelAgeldt—= B 7 55 o =5,5e en- o= 5,5.
Het verband tussen p en g is recht evenredig.
Bij tabel B is het verband niet evenredig en niet omgekeerd evenredig.
Bij tabel C geldt 5-13,2=66;8+8,25=66;12+5,5=66en 24+ 2,75 = 66.
Het verband tussen x en y is omgekeerd evenredig.
Bij tabel A hoort de formule g =5,5+p.
Bij tabel B neemt w met 3 af als ¥ met 1 toeneemt.
Alsu=0danisw=1+3-3=10
Een formule bij tabel B is w= 10 — 3u. 66
Bij tabel C hoort de formule x - y = 66 ofwel y = -

150
Simon loopt deze 150 m in 187 stappen. Zijn staplengte is dus S = (TR
Die 187 stappen doet hij in 100 seconden. Het aantal stappen per minuut is
n= W 187 =112.2.
112 2
Voor Simon geldt dus — = —=—~ 140.
187

De formule klopt in dit geval.

Voor Sietse geldt een staplengte S =0.85.

Volgens de formule is m 140

Dus het aantal stappen per minuut is n = 0,85 X 140 = 119.

In een uur doet hij dus 60 X 119 stappen van 0,85 meter.

De afgelegde afstand per uur is 60 X 119 X 0,85m = 6069 m =~ 6,1 km.
Zijn snelheid is 6,1 km per uur.

Uitgaande van % = 140 is het aantal stappen per minuut n = 140 - S.

Bij een staplengte van § meter legt de wandelaar dus 60 X 140+ S - S meter
per uur af ofwel 8400 « S meter per uur.
Dit is 8,4 - §? km per uur.

90 cmis 0,9 m dus d=0,9.

_ 270
0,9= Jl.54
270

Al ==—=1300
0.9

h =300 5 e = 40.6 meter.
h wordt twee keer zo groot, dus vervang s door 24.

_ 270
(2h)l,54
270
d= 21,54 k] 54
1270
d==15" yis

1
d wordt —— T 0,344 keer zo groot.
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15

X3 a

X4 a

Bij een windmolen van dit type geldt 1400 = 0,000197 « v3« L2,

. 1400
0,000197 « L2
0,000197
i/ 1400 _2 _2
y={l———+L =192 L °
0,000197
_2
v=192-L 3

=
De gevraagde exponent is —3.

15

H=0,2en D=15invullen geeft }"=13,72 - W

= 4,77 dus het vriespunt

daalt dus zelfs tot onder de —4 °C.

=370+
58,5+ H

e 3.72 b
585 H

Voor een vaste waarde van H is V dus evenredig met D.

£l

= =629 ofwel D=629- H
3,72

De hoeveelheid neerslag H is uitgedrukt in kg/m? en de dosering D is
uitgedrukt in gram/m?.

De dosering d in kg/m? is d = 0,001 * D.
d=0,001-629-H=0.0629-H

Het gevraagde percentage is ongeveer 6,3%.

D
H
D_585-4
H

Voor Marian geldt 20 < BMI<25.

g
Ter - 20 geeft g =20+ 1,637~ 53,1 kg.
g
1,632

Het gewicht van Marian ligt tussen 53 kg en 66 kg.

=25 geeft g =25-1,632= 66.4 kg.

Bij /= 1,7is BMI= 1‘%: 0,346 - g en ¢ = 0,346,

2

Bij /= 1,8 is BMI= 1%: 0,309 - g en ¢ = 0,309,

£l

%z 0,277-gen c=0,277.

El

Bij7=1.9is BMI=
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30

25

20

1550 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
gewicht in kg —
d In de grafiek bij opdracht c zie je dat:
Bij /= 1,7, het gezonde gewicht ligt tussen ongeveer 58 kg en 72 kg.
Bij /= 1,8, het gezonde gewicht ligt tussen ongeveer 65 kg en 81 kg.

Bij /= 1,9, het gezonde gewicht ligt tussen ongeveer 72 kg en 90 kg.

22.3 Formules opstellen

intro 50,9 nadert op den duur naar nul en 7 naar 20 graden Celsius, dus a = 20.
Op het tijdstip r =0is 7= 95.
20+ 5:0,9°=95dus b+0,9" =75 ofwel b+ 1 = 75.
De gevraagde waarden zijn ¢ = 20 en b= 75.

16 a Alsje naar de eerste twee paren kijkt zou de richtingscoéfficiént

242-121 1 .. ..
—32-10 = 1013 moeten zijn, terwijl de laatste twee paren een

o . 33;1— 37,2 o
richtingscoéfficiént geven van SA—ae ” 8,83, dus het verband is niet
lineair. ’ ’

b Indien dit het geval is, dan geldt een formule van de vorm M = b - g5.
2

24,2\1;
De groeifactor g tussen de eerste twee paren getallen is (m)] e 1,78.

De groeifactor g tussen de laatste twee paren getallen is (ﬁ)m‘ = 1,22.

Een exponentieel verband kan niet twee verschillende groeifactoren hebben,
dus hier is geen exponentieel verband.
¢ S=len M=121 invullenin M =p - 5% geeft 12,1 =p- 19en 14=1 voor alle
waarden van ¢.
Hieruit volgt p = 12.1.
d Bij de vergelijking 31,2 = p - 2,9¢ weet je niet de uitkomst van 2,9 en hou je
twee variabelen.
Bij de vergelijking 12,1 = p + (1.0)7 is (1.0) altijd 1.
Dus valt hier de variabele ¢ uit de vergelijking weg.
e Uitgaande van M = 12,1 - §Y moet dit kloppen voor M = 53,1 en §=54.
53,1 =12,1-(5,4)
53,1
12,1

53,1
= 34log|——| = 0,877.
=5tog 57 0.

¥

(5,4)‘1 =
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17

18

19

De formule wordt dus nu M = 12,1 + §0877,
5 | 1,o| 2,2 | 2.9 | 3.6 [ 5.4

M I 12,1 | 24,16 I 30,78 | 37,21 | 53,1
De tabellen komen overeen. Je kunt dus concluderen dat er sprake is van een
machtsverband.

De formule is y = ¢ * x™.

Als je de gegevens van het eerste paar invult dan krijgje 5 = ¢+ 1” ofwel ¢ = 5.
De formule heeft de vorm y = 5 - x". Je kunt de waarde van n bepalen door
de gegevens van een van de andere paren te gebruiken, bijvoorbeeld de
laatste. Je krijgt dan 140 =5 - 8",

8" =28 dus n = *log28 ~ 1,60

De formule is y = 5« x1:00,

Als x vijf keer zo groot wordt, vervang je x door 5x.

3 =5+ (5x)l60

y =5 5160, 160

y wordt dus 56 = 13,1 keer zo groot.

Een lineaire formule is van de vorm D = aK + b.

4
61 =2,6,jekrijgt D=2.6+- K+ b.

Vul bijvoorbeeld K =1 en D =4 in om het startgetal 5 te vinden:
4=26+1+bdusb=14.
De gezochte lineaire formuleis D =2,6- K+ 1,4.

De richtingscoétficiént a =

Een exponentiéle formule is van de vorm D = b - g¥.
1
17\s
De groeifactor g is (I)S = 1,336.

Vul bijvoorbeeld K= 1en D =4 in om de beginhoeveelheid te vinden.
4=p-1,336...!

b= ~ 2,995
133...

De exponentiéle formule is D = 2,995 - 1,336K,

Een machtsformule bij de tabelwaarden heeft de vorm D = ¢+ K".
Invullen van de meetgegevens geeft 4 = ¢+ 17dus ¢ = 4.
D=4-K" nu K=6en D =17 invullen

17=4-6"
17

6" =—
4

n="Clog(4%) = 0,808
De machtsformule is D = 4 - K808,

In 2010 telde met 348 roofvogels, dus als r = 0 dan R = 348.

Dit invullen in de vergelijking R = a — b - 0,6" geeft 348 =a — b - 0,6 en
omdat 0,6° = 1 geldt 348 = a — b ofwel a = b + 348.

In 2014 telde men 504 roofvogels, dus als # = 4, dan is R = 504,

Dit invullen in de vergelijking R =a — b+ 0,6’ geeft

504=a—-bh-0,6*

504=a—0,1296-5b

a=504+0,1296- b
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De uitdrukkingen in a aan elkaar gelijk stellen geeft
b+ 348 =504 +0,1296- b

0,8704 b =156 dus b = i =179,23 en a=179,23 + 348 = 527,23.
0,8704

£l

a
20 a Als ¢ steeds groter wordt dan nadert . naar nul.
¢
a
Dan nadert T=——+ b naar h.
6

De tabel suggereert dat voor grote waarden van ¢, T nadert naar 6, dus b = 6.
a

De formule wordt nu 7= + 6.
&
b ¢#=0en 7 =18 invullen in de formule geeft 18 = 0:1- + 6.
¢
a

12= ;dus a=12c.

¢ t=20en 7T =84 invullen in de formule geeft 8,4 = A 6.
20+ ¢
4 = 2.4 ofwel a =48 + 2.4¢

20+ ¢
d Een vergelijking bij de formules van opdracht b en ¢ wordt 12¢ =48 + 2,4c.

9.6c =48

c=48:9.6=5

a=12c=12%x5=60

De formuleis T'= IG—O + 6.

+5
e ¢ i T via formule
0 18 18
5 12 12
10 10 10
15 9 9
20 8.4 8.4
200 6,3 6,29
2000 6,03 6.0299
20000 6,003 6,002999

De formule past goed bij de gegeven tabel.

21 a De dagproductie verschilt ongeveer 16,0 — 9,5 = 6,5 kg.

b M(t)=a-?+b-t+c
M(t)=2a-t+b.
Voor de t-codrdinaat van de top geldt dat de afgeleide nul is als = 12, dus
2a+12+hH=0
24a + b =0 ofwel b = —24a.

¢ Omdat b = —24a is de formule voor M(f)=a - >+ b+t + ¢ te schrijven als
M@)=a-£2—-24a-t+ec.
De grafiek gaat door (4, 6), dit invullen geeft
6=a-4—-24a-4+c.
6=16a—96a+ ¢
6=—-80a+c
c=80a+6
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d De formule voor M kan nu worden geschreven als
M()=a+?—24a-t+80a+6.
De grafiek gaat ook door (12; 9,8), dit invullen geeft
9.8=a-122—24a-12+80a+6
9.8 = 144a — 288a + 80a + 6
3.8 =—64a dus a =3.,8: — 64 =—0,06

e h=-24x-0,0593...=1,425
¢=80x-0,0593... +6=1,25
Een formule is M = —0,06/2 + 1,425 + 1,25
Invoer: y, = —0,06x> + 1,425x + 1,25 :
Venster: 4 < x <16, 4 <y <20 /_\
De grafiek bij de gevonden formule komt goed overeen met de
kromme voor vaarzen.

|||||||||||||

X5 a De oppervlakte van het grondvlak is 2x, de hoogte is 9 — a - x.
Deinhoud 7=1-2x-(9—ax)=2x- (9 —ax) =6x-2ax2.
b Voor a=2is de inhoud I,(x) = 6x — I%xz.
L(x)=6-2%x.
De inhoud is maximaal als /,(x)"= 0 dus als 6 — 2%x =0.
23x=6dusx=6:23=23.

¢ I,(x)=6-l3ax
De inhoud is maximaal als I‘; (x) =0 ofwel 6 — I%ax =0.
1
43 9
ax=6: 1%=4%dus xMAX:fOfwelxMAX:%_

X6 a Deevenwichtsstand is (13 + 57) : 2 =35 dus a = 35.
De amplitude is 57 — 35 =22 dus b = 22.
De periode is 24 dagen dus ¢ =2n: 24 = ]1—211.
De formule is dus F=35+ 22 sin(ilin(t = 3)).
b De evenwichtsstand is @ = 2.
De amplitudeis 3,8 —2=1,8dus b = 1,8.
De periode is 24 dagen dus ¢ =2n: 24 = 1—12-11
De grafiek gaat stijgend door de evenwichtstand bij ¢ = 18.
De formuleis G=2+ 1,8 sin(ﬁn(f - 18)).

22.4 Redeneren met formules

intro  Als a steeds groter wordt, nadert de uitkomst van de breuk naar nul en
nadert G naar 0,015.
Gaat a van 1 naar 2, dan gaat G van 5,015 naar 2,515; een daling van 2,5.
Gaat @ van 100 naar 101, dan gaat G van 0,065 naar 0,0645...; dat is een
daling van 0,0005, dus een veel kleinere daling.

22 a Als ¢ steeds groter wordt nadert 0,756 naar nul, 35 - 0,756’ nadert dus ook
naar nul. En de noemer 1 + 35-0,756 nadert naar 1 + 0 = 1.

100
De noemer van de breuk nadert naar 1 dus P nadert naar T = 100.
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b De formule P is het quotiént van 7= 100 en N =1 + 350,756
T'=0en N'=In(0,756) - 35+ 0,756" = —9,79 - 0,756
dP_0-100--0,979-0,756'  979-0,756'

At (1+35-0,756)° (1 +35-0,756')
979+ 0,756%

(1+35-0,756%)

Venster: 0 < x <40, -5<y<10

d De grafiek is eerst toenemend stijgend, dus het percentage van de
oppervlakte dat bedekt is met eendenkroos neemt steeds sneller toe.
Vervolgens daalt de grafiek dus de toename neemt af.

De grafiek nadert naar 0 dus de oppervlakte verandert op den duur niet

¢ Invoer: y, =

meer.
%= 2] =
23 a x=1lenAd=4invullenin 4 = pgeeft4= 2
prx p-l
4p=2-p
Sp=2
p=%
b I o _2x-1 _ X
nvoer: yy = —en )y = ———

Venster: —5<x<5,-5<y<5

¢ tabel
X Y1 Y2
1 1 []
10 19 |e9
100 |199 |e99
1000 1.999 0.999
10000 | 1.9999 | 0.9999

De blauwe tabel/grafiek hoort bij p = 1 en heeft grenswaarde 2.
De rode tabel/gratiek hoort bij p = 2 en heeft grenswaarde 1.

_2x-p_2x p _2 1
prXx p*x p*x p X

d 4

1 2
Als x erg groot wordt nadert  faar 0, dus 4 nadert dan naar ;
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) 2
e De grenswaarde is 3% als ; =3 %

th|ws

3%-p=2dusp=2:3-;-=

2 1 2
f Indeformule 4=———is p>0dus—>0.
p X P

1 2 1
Als x > 0 groter wordt dan wordt < kleiner en ; -3 wordt groter.

Dus is 4 voor x > () een stijgende functie van x voor elke p > 0.

L. 2
g Indeformule 4 = ; —Lispeen constante dus I_7 is constant.

Je kunt dit schrijven als 4 = ¢ — x7L.

dA 1
—=0--1- D
dx i x2

1
h Omdat — > 0 voor x > 0, is de grafiek van A een stijgende grafiek.
2
1
Als x toeneemt neemt — af en nadert nul. De grafiek van 4 is dus een
X

afnemend stijgende grafiek.

24 a Als x toeneemt dan neemt In(2x) ook toe. Dus 10 + 3 - In(2x) neemt toe.
dK 1 3

dK .. .. .
¢ De grafiek van P ligt bij x > 0 boven de x-as en is een dalende grafiek.
X

Dit betekent dat de grafiek van K een afnemend stijgende grafiek is.

25 a Als ¢ steeds groter wordt, nadert 0,68 naar nul en 62 * 0,68 nadert dan ook
naar nul.
1900 wordt dan door een steeds kleiner getal gedeeld, dus G neemt toe.
b Als ¢t toeneemt nadert de waarde van de noemer naar 1,3+ 0=1,3.

920 = 1462 gram.

De waarde van G nadert naar de grenswaarde

El

¢ De formule G is het quotiént van 7=1900en N = 1,3 + 62 - 0,68,
T'=0en N =1n(0,68) - 62 - 0,68’
dG _0-1900-1n(0,68) 0,68 45431 0,68’
dr - (1,3+62-0,68)2  (1,3+62-0,68)

dGg
d Maak een plot van de grafiek van de afgeleide s

45431 - 0,68*
(1,3 +62-0,68)
Venster: 0 < x €40, =5<y< 150
De grafiek stijgt eerst, dus neemt het gewicht steeds sneller toe.
Vervolgens daalt de grafiek dus de toename neemt af.
De grafiek nadert naar 0 dus het gewicht verandert op den duur
niet meer.

Invoer: y, =
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X7 a

162

Afsluiting formules en verbanden

Als ¢ steeds groter wordt dan nadert (0,55)' naar nul.

1+ 399 - (0,55) nadert naar 1 en — nadert naar 30 = 400.
1 +399-(0,55) 1

De grenswaarde is 400 cm.

Alsc>0danise >e’=1.

Dat betekent dat als ¢ toeneemt dat dan e“"/ ook toeneemt.

Als t toeneemt, neemt 1 + 86 - e’/ toe.

De noemer van de breuk wordt steeds groter. De teller is constant, dus &

nadert naar 0.

De grenswaarde is hier dus 0.

Als c<0danis 0 <e“< 1. Als t toeneemt nadert e’ = (&)’ naar 0.

40
4 + 86 - e'! nadert dan naar 4 en G nadert naar T, = 135.

De grenswaarde bij ¢ < 0 is 135.

De formule C| is het quotiént van 7= 167 en N = 190> + 160.
T'=16en N' =380t

dC;  16(1907 + 160) — 167+ 3807 _ —340> + 2560

dr (1907 + 160)2 (1907 + 160)

dcC
De concentratie is maximaal als d_tl =0 ofwel —34072 + 2560 = 0.
340¢2 = 2560

(=) = 2,143...
340

2,743... uuris 2,743... X 60 = 165.
Dus na 165 minuten is de concentratie maximaal.

16-0
t=0geeft €y = 15— 7go =0en G, = 0,13(" —¢") = 0,13 x 0 =0.
16+ x - -
Invoer: y= m en ¥y — 0’13(3 0,651 — e 3,91)

Venster: 0<x<5,0<y<0,1

Optie: snijden

Dit geeft x =2.05....

2,05...uuris 2,05... X 60 = 123.

Na 123 minuten ofwel 2 uur en 3 minuten is de concentratie bij beide
formules gelijk.

formule C;:

Bij een toename van ¢ neemt de noemer van de breuk sneller toe dan de
teller van de breuk. De breuk nadert naar de waarde nul.

formule C,:

Bij toename van 7 naderen e en e > beide naar nul.

0,13 wordt dus vermenigvuldigd met nul.

De waarde van 0,13(e™%" — =% nadert naar de waarde nul.

Bij beide formules gaat de concentratie dus na verloop van tijd naar nul.

—0,65¢
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22.5 Gemengde opdrachten

27 a De grafiek van A4 gaat door het punt (0, 10).
t=0en 4 =10 invullen in de formule geeft

c
=T
c
T Y
c=10(1 + k)
b ¢#=2en A =8 invullen in de formule geeft
B c
ST

¢ =8(1 + 1,44k)

¢ Uit de antwoorden van opdracht a en b volgt
8(1 + 1,44k) = 10(1 + k)
1.52k=2
k=15enc=10(1+15)=233
k=132enc=23,16

2335 440

d Het functievoorschrift is dan 4 = ———— of 4= —
1+18.1,2 19+25-(§)

Als ¢ toeneemt dan neemt (g)r toeen 19+ 25- (%)r neemt dan ook toe.
¢ wordt gedeeld door een steeds groter getal. dus 4 neemt af.
De grafiek van A is dus een dalende grafiek.
e De constante ¢ wordt gedeeld door een steeds groter getal.
De grenswaarde van A is dus 0.

B 15,48p + 10,92
a 2.4
15,48 10,92
K =

— P - =+
2,4 14 2:4 0,25p 3,11 0,24 0,36}_’)

28 a —0,25p + 3,11 = 0,12(2 - 3p)

K=645p+4,55-025p+ 3,11 — 0,24 +0,36p
K=645p—-0.25p+0,36p +4,55+3,11 - 0,24
K=656-p+742
Het verband is dus lineair.

b 3p=5G-6
5G=3p+6ofwel G=0,6p + 1,2
K=Gdus6,56p+742=0,6p+ 1.2
5.96p = —6,22
p=-736:696=—15=

29 a De grafiek van de formule V"= a* G7? is een rechte lijn met op de

horizontale as G” en op de verticale as de variabele V.

b ¥=362,5en G” =29 invullen in de formule V'=a -+ G? geeft 362,5=a-2.9
dusa=362,5:2,9=125.

¢ 317=29dus p =13og(2.9) = 0,31
38,57 = 3.1 dus p = *log(3,1) = 0,29
47,17 = 3,3 dus p =*"log(3.3) = 0,31
56,97 = 3.5 dus p = **’log(3.,5) = 0,31
De waarde van p is dus ongeveer 0,31.
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22 Afsluiting formules en verbanden

d Volgens de gegevens in de grafiek wegen de chimpansees tussen de

1 1
2,9%7 =~ 31 kg en 3,587 = 57 kg.
Als de schedel van een chimpansee is geldt de vergelijking 450 = 125 - G%¥!

)|
450\
dus G. —( )“5=39,1.

chimpansee — 180

De schedel is waarschijnlijk van een chimpansee.

Onderzoeksopdrachten

30 Het kunstwerk heeft 3200 : 60 = SS%periode.
Eén periode is dus 100 : 53% = 1,875 meter = 187,5 cm.
De evenwichtsstand is (17 + 70) : 2 = 43,5,
De amplitude is 70 — 43,5 = 26,5.
Een formule bij het kunstwerk is K= 43,5 + 26,5 sin(lgz% x)‘
Floortje zit op hoogte 50 cm dus hierbij hoort de vergelijking
43,5 +26,5sin(7225.x) = 50.

Invoer: y, =43,5+ 26,5 sin(-lg%x) en y, = 50

Venster: 0< x <200,0<y <75

De oplossingen zijn x = 86,354... en x = 194,895...

De plank van Floortje is 194.895... — 86,354... = 108,5 cm lang.
De plank van Floortje is langer dan die van Annemarie.

Dus Annemarie komt lager dan Floortje te zitten.

c
31 Als 1 steeds groter wordt is de grenswaarde van 4 = T+ d 04 gelijk aan c.
In de grafiek zie je dat de grenswaarde gelijk is aan 700, dus ¢ = 700.
700
In de grafiek is af te lezen dat bijr=0is 4 = Tad™ 50.

1+d=700:50=14 dus d=13.

Samenvatting

S1 a 02xv+5p=3(y—4) c 8-3x-1iy=0
02x+5y=3p—12 —%y=3x—8
2y=-02x—-12 y=—12x+32
y==0,Ix—-6

b %+3:10 d 24x—3+y)=5+3(x-2)
%
—=7 Bx—6+2y=5+3x—-10
2y
14y =x 2y=-5x+1
y=1—14-x y=—2%x+%

52 Het produceren van 50 kopjes extra kost €213,- — €189,- = €24 -,
Het produceren van 200 kopjes extra kost 4 X €24,- = €96,-.
Het produceren van 300 kopjes kost dus €213,- + €96.- = €309,-.
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S3

S4 a

Sh a

Sé6 a

Het verband in tabel A is omgekeerd evenredig want 90 X 1,2 = 108 en
36 x 3 = 108.

108:72=1,5;108:6=18en 108:54=2

x | 1,2| 1,5| 3] 6[54

¥ | 90 | 72 | 36 I 18 | 2
i ; 108
Een formule bij de tabel is x + y = 108 ofwel y = =

Het verband in tabel B is omgekeerd evenredig want 2 x 20 = 120 en
30 x 4 =120.

120:1=120;120:6=20en120:80=1,5

n | 1| 2[ 6|30|80

k |120 | 60 | 20 | 4 | L3
s : 120
Een formule bij de tabel is n - &k = 120 ofwel k = )

Het verband in tabel C is evenredig want 27:3=9en 72:8 = 9.
6XxX9=54;12x9=108
P | 3 | 6 [ 8 | 12

q |27|54|72|108

Een formule bij de tabel is ¢ = 9p.

210000 — 17500
De toename is T = 2333 per jaar.
175000 + 5 x 2333 = 186665
In 2010 had Almere naar schatting ongeveer 187000 inwoners.
210000 + 6 x 2333 = 223998.

In 2026 heeft Almere naar schatting ongeveer 224 000 inwoners.

Omdat de vorm van het verband tussen 7 en A4 gegeven is, is het voor het
bepalen van de waarde van p voldoende om de gegevens van één planeet
te gebruiken, bijvoorbeeld die van Neptunus invullen in 7= 0,2 » 47 geeft
60150=0,2-4497r

44977 = 300750

p =*"0g(300750) ~ 1,5

De aarde draait in ongeveer 365 dagen om de zon. Dus voor de aarde is
T =365ener geldt 365=0,2+ 4",

A5 =1825

1

A =(1825)" = 149,3

De afstand van de aarde tot de zon is ongeveer 149 miljoen km.

T2A) = 0,2+ (24)'5 =215(0,2 - A1) =215 T(A)

Dit betekent dat als 4 twee keer zo groot wordt, dat T dan 2! = 2,83 keer zo
groot wordt.

Als x steeds groter wordt, wordt de noemer 2x + 1 ook steeds groter.

Van de breuk

20
Tt 1 is de teller constant en de noemer wordt steeds groter.
x

De waarde van nadert dan naar nul.

2x+1

De waarde van — 3,2 nadert naar de grenswaarde 0 — 3,2 = —3,2.

2x+1
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22 Afsluiting formules en verbanden

b Als de waarde van ¢ toeneemt, nadert de waarde van 0,85 naar nul.
12+ 0,85 nadert op den duur dan ook naar nul.
De noemer van de breuk nadert dan naar 45 — 0 =45.

9 9
En K= m nadert dan naar de grenswaarde 5 0,2.

S7 a Als k steeds groter wordt, wordt de noemer van de breuk steeds groter.
3 wordt gedeeld door een steeds groter getal.
Dus 4 nadert naar de grenswaarde nul.
b Schrijf de formule als 4 =3 - (2k + 1)™2.
A is een kettingformule met y =3u 2 enu =2k + 1.

dy o du_

PR 6u° en dk_2

dA4

E{-=2- —6u=—12u73
dA4

—_ e -3

ak 12(2k + 1)
da__-12

dk  (2k+1)

¢ Bij k> 0is noemer positief en de teller negatief, dus de uitkomst van de
breuk negatief. De afgeleide is negatief, wat betekent dat de grafiek van 4
een dalende grafiek is.
Als k steeds groter wordt, nadert de afgeleide de grenswaarde nul.
De grafiek van A4 is daarom afnemend dalend.

Test jezelf

N Het gemiddelde gewicht bij een leeftijd van precies 2 jaar is volgens de
grafiek ongeveer 11,6 kg.

Het gemiddelde gewicht horend bij precies 5 jaar is ongeveer 18,2 kg.
18,2-11,6

Per jaar is de toename van het gemiddelde gewicht — s - 2.2 kg.

Voor de leeftijd van precies 6 jaar is het gemiddelde gewicht bij benadering

18,2+ 2,2 = 20,4 kg.

Voor kinderen van 6 jaar (dus tussen 6 en 7 jaar) is het gemiddelde gewicht

182+ 1,5x22=215kg.

T2 a De overlevingstijd neemt niet lineair toe. Bij het toenemen van de
watertemperatuur neemt de overlevingstijd steeds sneller toe.
b Tussen T=5en T =20 is de groeifactor van de overlevingstijd 4 : 0,5 = 8.

1
De groeifactor bij een toename van 1 °C is 8% = 1,1487...
Bij 17 °C is de overlevingstijd 2,0 - 1,1487...2 = 2,6 uur.

T3 a Maarten heeft er dus z—g + 60 = 48 minuten over gedaan.
b Als de gemiddelde snelheid v twee keer zo groot dan is de benodigde tijd
twee keer zo klein.
Algemener: Als de gemiddelde snelheid v k keer zo groot dan is de
benodigde tijd ¢, k keer zo klein.

36 36
Bij dit verband hoort de formule v = - of t= - of v+t=236.
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T4 a

T5 a

De snelheid is % keer zo groot, de tijd wordt dan dus ~2§ keer zo klein ofwel %
keer zo groot.
Nico heeft 1,5 keer zo veel tijd nodig als Maarten.

Invullen van de gegevens van Daan en zijn fiets in de formule geeft
190=(k-9.2>+4)-9.2
190
k+922+4=—
9,2

190

k9,02 =
“ 90
190
——4}:9,22%0,2
(55~ 4s22-0

4
Je

De formule is P = (k + v? + 4) - v. De vraag is dus: Als de snelheid hetzelfde is
maar k kleiner, wat is dan te zeggen over het te leveren vermogen P?
Als k kleiner is met dezelfde v, dan is k - v? en ook k - v* + 4 kleiner.
Hetzelfde geldt voor P = (k- v +4)-v.

Je kunt dus met een kleinere A-waarde met minder vermogen dezelfde
snelheid bereiken.

Hierbij hoort de vergelijking 250 = (0,2 v> +4) - v

Invoer: y, = (0,2x% + 4)x en y, = 250

Venster: 0 < x €20, 0< y <300

Optie: snijden

Dit geeft als oplossing x = 10,154....

Zijn snelheid is ?ggg x 10,154... = 36,6 km per uur.
De nieuwe k-waarde wordt k= 0,75 x 0,2 =0,15.
Invoer: y, = (0,15x% + 4)x en y, = 250

Venster: 0 < x €20, 0 <y <300

Optie: snijden

Dit geeft als oplossing x = 11,107....

s ; . 11,107... — 10.154...
Zijn maximaal haalbare snelheid is met X 100% = 9,4%

10,154...
toegenomen.

De eerste 4 punten liggen op een rechte lijn, die bovendien door de
oorsprong gaat. Dus is er sprake van evenredigheid tussen E en L voor de
waarden van L van 0 tot 100.
Neem het vierde punt. Dit heeft bij benadering codrdinaten (100, 47).
De richtingscoéfficiént van een lijn door de oorsprong en (100, 47) is 0,47.
Dus de formuleis E= 0,47+ L.
E(100) = 64 - (1 — 0,6%021%0) = 64 - (1 — 0,6%) = 40,96.
De waarde van E behorende bij L = 100 is 47.

.. 47 — 40,96
De geschatte waarde 40,96 wijkt daar T X 100% = 12,9% van af.
Als L steeds groter wordt dan nadert 0,6%°*L naar nul.
En nadert 1 — 0,6%%2L naar 1.
Dus 64(1 — 0,6%92L) nadert naar de grenswaarde 64 X 1 = 64.
Het aantal larven met een eitje is dus maximaal 64.
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Vaardigheden 11

Logaritmische en exponentiéle formules

1 a 3+2log(5)=

3+1+2log(5) =

3+ 2og(2) + 2log(5) =

2og(2?) + og(5) =

2log(8+5) =

Zlog(40)

b 2-3log(x)+3log(x—1)=
Ylog(x?) +log(x— 1) =
log(x*+ (x— 1)) =
log(x? — x?)
2 - %log(2x) — ®log(4x) + 1 =
Slog((2x)?) — “log(4x) + ‘log(6) =
4x7 ) _
— | + ®log(6) =
4x
log(x) + Clog(6) =
‘log(6x)
log(100x + 200) — log(x + 2) =
100x + 200} _
( x+2 ) B
100« (x +2)

Og( X2
log(100) = 2 mits x # =2

(a]

log

a.

2 a u=05-%
3¥=2u
p =log(2u)
1—u
b p= 0,6510g( = )
1—u
2
2:065%=1-u
u=1-2+065
p = "log(10u — 250)
1.27 = 10u — 250
10u =1,27 + 250
u=2=1.20 425

0,65 =

(2]
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24

N=—=—
240,53
24
2+40,5-3 ==
N
24
0,5-3==—-2
N
v (B
N
48
Y=—-4
N

P =8K+og(W)+40
P =8K +2log(1024) + 40
P=8K+10+40

P=8K+ 50
8K=P—-50

_1 1
K—§P—61

P =825+ log(W)+ 40
P =240 + 2log(W)
Zlog(W) =P — 240

= 2P-240

50 = 8K + Yog(W) + 40
Zog(W)=10-8K

W= 210-8K

0,65 nadert naar 0 als de waarde van ¢ steeds groter wordt, want 0,65 < [.
1+ 299 - 0,65 nadert op den duur naar 1 + 299 X 0 = 1 als ¢ steeds groter
wordt. 300

De grenswaarde van L is T = 300.

Als p steeds groter wordt, dan nadert 0,43” naar 0, want 0,43 < 1. Dan

nadert 3 + 21 - 0,43” naar 3 + 21 X 0 = 3. De grenswaarde is 3.

Als x steeds groter wordt, neemt **log(x) steeds verder af, want 0,5 < 1.

Dan neemt 2 + 3 « “Jlog(x) ook steeds verder af. De constante 14 wordt dan
14

gedeeld door een steeds kleiner negatief getal en dan nadert Wﬁlog(x)

naar 0. De grenswaarde is 0.
Als p steeds groter wordt, dan nadert 0,81% naar 0, want 0,81 < 1. Dan
nadert 13.2(3 + 0,81%) naar 13,2(3 + 0) = 39.6. De grenswaarde is 39.6.

1
Als L steeds groter wordt, dan nadert = naar 0, want de constante 1 wordt
1
door een steeds groter getal gedeeld. Dan nadert 0,65 naar 0,6° = 1 en dus

1
nadert 2 + 0,6% naar 2 + 1 = 3. De grenswaarde is 3.
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7 a L=76en B=533invullenin B=20-log(N)+ %L — 157 geeft
_ 4
53,3=20-log(N) +%-76 - 157
- 4
20+ log(N) = 53,3 — 3+ 76 + 157
533-%-76+157
20

53.3-176+157
N=10——5——=~280759

log(NV) =

Er passeren dus 280759 vliegtuigen per jaar op deze plek.
b N =2N invullenin B=20-log(N) +3%L — 157 geeft
B=20-10g(2N) +3L— 157
B=20-(log(2) + log(N)) + 31 - 157
B=20-1og(2) + 20 - log(N) + 3L — 157
De toename is dus 20 - log(2) = 6,0.
¢ 53,3=20-log(N)+3r-157
3L=533-20"log(N)+ 157
L=2(210.3-20"log(N))
L=157,725-15-log(N)
d B=45invullen in de formule geeft
45=20-log(N) + 3L~ 157

20-log(N)=45—-3L+157
_ 1 4
log(NV) =35 (202 -5 L)

log(V) = 10,1 — < L

N= 1010,1—%1,

N =10101. 1075
N=10"1-(107)"
N=1,259-10'°- 0,858~

e Met de formule bij opdracht d:
N(70) — N(76) = 1,259 - 10'° - 0,8587° — 1,259 + 10'° - 0,8587¢ = 167 126.
Er mogen 167126 vliegtuigen meer vliegen bij een gelijkblijvende
geluidsbelasting van B = 45.

Differentieren

8 a De gemiddelde toename is

Ay _f@ 1) _(WE-3-4)-(#T-31) 6-3]

= =2
Ax  4-1 3 36
Ao _(WT-31)-(40-3-0) 33-0
Ax 1-0 1 o172
c f)=dx-3x
)= 4o 1
Fx) = e 2
f=F-3
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2 1_2.1
e iTiTT

2
Voor x > 16 is de noemer groter dan 4, dus —<

e

d Voorx= 1615——%

\[_

De waarde van f'(x) is negatief voor x > 16, dus daalt de grafiek van f.

9 a fi(x)=0,64-2,75x75—3,75-0,12x70.88
fx) =1,76x"7 — 0,45x 7088
b De functie g is het quotiént van #(x) = 2x> — 7x + S en n(x) = x°.
(x)=4x—Tenn'(x)=2x
Met de quotiéntregel:

t(x) * n(x) — t(x) - n'(x)

Ty
_(x=T7)x*—(2x*—Tx+5)*2x
g’(x) - (x2)2
= Ao — T ~ 43)c;+ 14x%— 10x
_ 7xr— 10x
g ()= —
Tx—10
gx)=

¢ Met de kettingregel:
y=utenu=3x2-4

d

£=4usen§—z=6x

d__v_dv du 5

i~ du dx—4u 6x =24x -1

) = 24%(3x% = 5
d Met de kettingregel:
y=3-elenu=4x

dy Lo du

du_3 e end =4

dyv dy du

L) e _—3 u.4=24 u
dx  du dx ¢
g(x)=12-e*

e De functie /1 is het product van f(x) =2x>+ 7x —4 en g(x) =5 — 3x.
f(x)=dx+T7engl(x)=-3
Met de productregel:
H(x) = f(x) - g(x) + f(x) - £'(x)
Hx)=@x+T7)-(5-3x)+(2x2+7x—4)--3
R(x0) =200—12x%435 —=Tlx— 62 = Bt 12
A(x) =—18x2 — 22x + 47

© Noordhoff Uitgevers bv Vaardigheden 11 1M
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De functie /is het quotiént van #(x) = x* — 3x*en n(x) = 3x + 7.
f(x)=3x2—6xenn(x)=3
Met de quotiéntregel:

f(x) = n(x) — t(x) - n'(x)

S TTE

Ko = o) (Bt T — (P — B3
Bx+7)?

Hx) = 9x3 + 21x2 — 18x2 — 42x — 3x3 + 9x2

(Bx+7)

, 6 +12x2 — 42

=57

Jx) = (2 = 3x) = \fx

Jx) = xWx = 3xyx
1 1
JX)=x2+xT—3x-x2
1 1
J(x)= X =3yl

1 1
J6)=25x7-3+ 142

()= 235 =45

Met de kettingregel:

y=10tenu=—x

dy Lo du

a—ln(lO) 10 endx— 1

dy dy du

—=—-—=1In(10)- 10*- =1 = =In(10) - 10#
FRR e n(10)

Op dezelfde manier vind je dat de afgeleide van 10>* gelijk is aan
2In(10) - 107,

w(x) =—In(10) - 107 + 2In(10) - 10>

wi(x)=—2,30-10">*+ 4,61 - 10%*

De functie g is het product van f(x) =2x — 1 en A(x) = In(x).
f(x)=2enH(x)= %

Met de productregel:
g(x) = f(x) * h(x) + f(x) - ()
gx)=2+In(x)+2x-1)- %

g(x)=2In(x) +2 - i

CLV_ 1
dx x-+In(10)

P—15’6—228
== ;

P=156-G"'-228
dp

bl . (2
15= 156G
dp _ -156

dG &

Vaardigheden 11
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11 a ¢=25invullen in de formule voor GW geeft

GW=—-0,125-25+10 —12%0: 0,875

In 2015 was de gemiddelde winst per passagier €0,875.
b De totale winst in 2015 was 0,875 x 25000000 = 21 875000 euro.
TW=GW-q
150
TW=[-0,125¢ + 10 — T ‘g
TW=-0,125¢>+ 10g — 150
d 7TW=-0,125-29+ 10
TW =-0,25¢ + 10
Bij maximale winst is TW’= 0.

~025¢+10=0
Sl U
1= 925

Bij 40 miljoen passagiers is de maximale winst
0,125+ 40% + 10 -+ 40 — 150 = 50 miljoen euro.

12 a Een directe formule voor het aantal zitplaatsen is
u(n) = 456 — 6n met n = 0 voor de bovenste rij.
De onderste rij hoort bij n = 57 en heeft u(57) =456 —6-57 =114
Zitplaatsen.
b Rij u is een rekenkundige rij, dus er zijn
57
Y ulk) =5+ (57 = (0= 1)) - (w(0) + u(57)) =

=0
£ 58+ (456 + 114) =

k
L

2

1.58+570 = 16530 zitplaatsen.

Ja, er is genoeg plaats voor 16000 mensen.

13 a Rijuis een rekenkundige rij, dus
Ty = S u(k) =75 (n = (1= 1) (1) + u(n) =
k=1

n((152-2) + (152 - 20)) =

1n+(302-2n) =
151n—n?
b 30 minuten zijn 30 - 60 = 1800 seconden.
De op te lossen vergelijking is 151n — n*> = 1800.
Invoer: y; = 151x — x%en y, = 1800
Venster: 0 < x <150, 0 < y £2500
Optie: snijpunt
De codrdinaten van het snijpunt van de grafieken zijn (13,05; 1800) en
(137.95; 1800).
Bij n = 138 is zijn rondetijd negatief, dus alleen n = 13 voldoet.
Hij kan dus 13 volledige ronden afleggen.

© Noordhoff Uitgevers bv Vaardigheden 11 173



Vaardigheden 11

¢ Het bedrag wordt steeds met 2 vermenigvuldigd, dus de bedragen vormen
een meetkundige rij b, = b, * ¥ met reden r = 2.
De term voor n =1 1is 0,01, dus de beginterm b, van de rij is (—)%)l =0,005.
De rij heeft dus de vorm b, = 0,005 - 2.

a gbk= b, — b _ 0,005 211 —0,005 - 2! _ 10,24 — 0,01
=1 r—1 2-1
Als Abe na tien ronden stopt, betalen zijn ouders €10,23.

=10,23

14 a In maart worden % - (5200 + 4000) = 4600 tubes ingekocht.
b Voor juli geldt n= 6.

In juli worden er 4413 tubes verkocht.

c n Vin) verschil met V(n—1)
7 4393.75 18.75
8 4403,125 9,375
9 4398.4375 4,6875
10 4400,78125 2.34375
11 4399,609375 1,171875
12 4400,1953125 0,5859375

Het verschil neemt af en na 12 maanden is het verschil kleiner dan 1.
Het aantal tubes blijft na 12 maanden 4400.

Systematisch tellen

19 a Voor elke positie zijn 10 cijfers beschikbaar.
Er bestaan 10 x 10 % 10 x 10 = 10* = 10000 pincodes.

b Van elke 10000 pincodes is er dan één gelijk aan jouw bankpas, dus

24700000 _
Toooo = 2470.

¢ Er zijn veel meer dan drie pogingen nodig.
Stel hij probeert 4600, 4601 en 4602.
Er zijn nog heel veel andere pincodes die voldoen aan de gestelde eis.
Tom heeft lang niet genoeg mogelijkheden om uit te proberen.

d Als X een ander cijfer dan een 2 of een 5 voorstelt:

aantal keer 2 | aantal keer 5 | aantal keer X aantal mogelijkheden
1 1 2 4xX3x8x8=768
2 1 ‘ (4) X2 8=96
2
3 1 0 4
1 2 1 iz 3) ——_—
2

2 2 0 4
x1=6

2
1 3 0 4

Je kunt dus 768 + 96 + 4 + 96 + 6 + 4 = 974 codes maken.
174  Vaardigheden 11 © Noordhoff Uitgevers bv



16

17 a

18

19

20 a

Het aantal mogelijke drietallen met twee mannen en één vrouw is
4 (4

x| |=6x4=24,
)3

2-6. 3-5, 4-4, dus op 3 manieren.

Het verschil | komt met 7 keer het meest voor.
Het verschil 5 komt met 1 keer het minst voor.

15 maak je met een worp die bestaat uit de ogen 6-6-3, 6-5-4 of 5-5-5.

6-6-3 kun je op 3 manieren gooien, want de 3 kun je over elke kleur verdelen,
6-5-4 op 3 X 2 X 1 = 6 manieren, want de 6 kun je over elke kleur verdelen,
de 5 dan nog over twee en de 4 ten slotte alleen over de laatste.

5-5-5 kan maar op 1 manier.

In totaal zijn er dus 3 + 6 + 1 = 10 manieren.

Voor de eerste baan kun je kiezen uit 3 kleuren.

Voor de tweede baan kun je kiezen uit alle kleuren behalve die van de eerste
baan, dus 2 kleuren.

Voor de derde baan kun je kiezen uit alle kleuren behalve die van de tweede
baan, dus 2 kleuren.

In totaal zijn er 3 X 2 X 2 = 12 mogelijkheden.

Er zijn 2 soorten ogen, 2 soorten vormen en 2 soorten huidskleuren.
Er zijn 2 x 2 x 2 = 2% = 8 typen uiterlijke verschijningsvormen voor zowel
mannetjes als vrouwtjes.

.. (8 - . ;
Er zijn ( 2) = 28 mogelijkheden om een mannetje te kiezen.

Op dezeltde manier kies je de vrouwtjes.
Er zijn 28 x 28 = 784 samenstellingen mogelijk.

© Noordhoff Uitgevers bv Vaardigheden 11
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Vaardigheden 11

Er zijn (130) = 120 mogelijke kaartjes.

A staat op het kaartje, dus A verdwijnt uit de namen van beschikbare
straten.

9
Er zijn ( 2) = 36 kaartjes met een A.

A en B staan op het kaartje.

Er blijven nog 8 namen over van beschikbare straten die op de derde plaats
komen.

Er zijn dus 8 kaartjes met A en B.

Er zijn 8 kaartjes met A en B (zie opdracht c).

Er zijn 7 letters beschikbaar na de C, dus er zijn 7 kaartjes die beginnen met
AC.

Er zijn 6 letters beschikbaar na de D, dus er zijn 6 kaartjes die beginnen met
AD.

In totaal zijn er dus 8 + 7 + 6 = 21 geschikte kaartjes.

Uit al deze kaartjes kun je er 7 kiezen maar bij de AD-kaartjes mist het
ABD-kaartje. Dat moet hij dan aanvullen door bij ABD in de AB-kaartjes
voor AD te kiezen.

Het is dus mogelijk.

Vaardigheden 11
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Examenvoorbereiding

13,6 13,24 39

7 E_Zla_ Ta

1a —x—==2-1 B s N ey
9 5 45 15b 28 7 28 28 28 28
2 _S¢_6a_Sa_-2u g 8-120_18 12a_,
9 27 27 27 27 6 6 6

2 a 21—5 deel van 650 is 650 : 25 = 26.

£ deel van 650 is 6 x 26 = 156.

of

6
75 = 0,24

£ deel van 650 is 0,24 x 650 = 156,
b édeel van 81000 is 81000 : 9 = 9000.
gdeel van 81000 is 4 x 9000 = 36000.

= deel van 50000 is 50000 : 125 = 400,

[a]

155 deel van 50000 is 13 X 400 = 5200.

d 117 deel van 8585 is 8585 : 17 = 505.
Z deel van 8585 is 2 x 505 = 1010.

w
L]

aantal mensen | 1,35| ?

percentage I24 I 100

?7=1,35%x100: 24 = 5,625
De totale bevolking is 5,625 miljoen.

b  waarde aandelen in euro’s | 10,07 | ?

percentage | 105 | 100

100 x 10,07 : 105 = 9,59

De waarde van het aandeel een dag eerder was dus €9,59.
¢ Het totaal aantal delen is 7.

Eén deel is €350,-: 7 = €50,-

3 delen is 3 X €50,- = €150,-

4 delen is 4 x €50,- = €200,-

d Het aantal meisjes is % van het totaal.
Er zijn dus g X 27 = 12 meisjes.

4 a 42kmen195m=42195m
2452118 2 X 3600 + 45 x 60 + 21 = 9921 seconden.

2195

9921

Zijn gemiddelde snelheid is =4,253... =4,25 meter per seconde.

b 1 uur = 3600 seconden
afstand in km | 42,195 | ?

tijd in seconden | 9921 | 3600

?=3600 x 42,195: 9921 =15,31
Zijn gemiddelde snelheid is 15,31 km per uur.
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Een gemiddelde snelheid van 82,5 km per uur betekent 82,5 km in
60 minuten.
afstand in km | 82.5 | 43,6

tijd in minuten |60 | ?

?=60x43,6:825=31,7
José is dus bijna 32 minuten onderweg.

1 L =1dm?, dus alle maten in dm nemen.

De inhoud is 50 X 30 X 5 = 7500 dm? = 7500 L.

De inhoud van de vijver is 7500 dm? = 7,5 m?.

Per week moet er 7 X 7,5 X 5 =262,5 mL van het middel toegevoegd worden.
Het gewicht hiervan is 262,5 gram, wat gelijk is aan 0,2625 kg,

Een halve liter is 500 mL, dus aan 1 fles heb je voldoende.

De opbrengst per jaar is 2500 X €0,225 = €562,50.
De aanschafprijs zonder subsidie was €6.999,-,

15% van €6.999,- is €944,85

De subsidie was dus maximaal en € 650,-.

De aanschafprijs was €6999,- — €650,- = €5.649,-
De terugverdientijd is 5649 : 562.5 = 10,04 jaar.

In 2023 is het aankoopbedrag volledig terugverdiend.

Het aantal personen dat op vakantie gaat is 35,5: 2,78 = 12,76... miljoen.
aantal mensen in miljoenen | 12,76... | ?

percentage |80,7 | 100

?=12,76... x 100 : 80,7 = 15,82377
De CVO-populatie is dus 15824 000 (of 15824 duizend).

- De gaswinning stijgt met (ongeveer) (47 — 22) : 22 % 100% = 114%.
Het aantal aardbevingen stijgt met (ongeveer) (31 — 3) : 3 X 100% = 933%.
dus bewering 1 is niet waar.

- In 2003 is de gasproductie gedaald, maar het aantal aardbevingen in 2004
1s gestegen ten opzichte van 2003 dus bewering 2 is niet waar.

- Het aantal aardbevingen in de periode 2005-2011 is gemiddeld per jaar met
31-18

6

gemiddeld per jaar met

= 2 gestegen. Het aantal aardbevingen in de periode 1998-2004 is

= | gestegen, dus bewering 3 is waar.

2 uur, 43 minuten en 32 seconden is gelijk aan
2 % 3600 + 43 x 60 + 32 seconden = 9812 seconden.
De afstand is 42 195 meter.

De snelheid van haar is

Examenvoorbereiding © Noordhoff Uitgevers by



10 renner | afstand in km | snelheid km/uur | tijd op kop in uren | tijd in seconden | vermogen in watt | arbeid
1 0.8 50 0,016 57,6 500 28800
2 0,69 51 0,014 50,4 600 30240
3 0,5 53 0,009 32,4 650 21060
4 0,5 58 0,008 31,0 750 23250
5 0,3 62 0,005 18 950 17100
6 0,2 67 0,003 10,8 1400 15120

In de tabel zie je dat de renners aan kop aan het begin van de sprint meer

arbeid verrichten dan de renners aan het eind van de sprint.

Functies en grafieken

11 a De toename tussen t =8 en ¢ = 13 is 68 — 38 = 30.
De gemiddelde toename per week is 30 : 5 = 6 gram.
Het gewicht na 11 weken is 38 + 3 X 6 = 56 gram.
b De toename tussen = 17ent=211s 104 — 88 = 16.
De gemiddelde toename per week is 16 : 4 = 4 gram.
Het gewicht na 26 weken is dus 104 + 5 %X 4 = 124 gram.

12 a Invoer: y, = 4x"7 + 25x

Begin de tabel bij x = 0 en gebruik stapgrootte 1.
In de tabel zie je dat bij x = 24 de uitkomst gelijk is aan 637.

b Verander de stapgrootte in 0,1.

Bij x = 3,7 is de uitkomst gelijk aan 102,5.

13 a Invoer: y; =120 — 84-0,95%en y, = 100 — 0,5x

Venster: 0< x <50,0<y <100
Optie: snijpunt
De oplossing is x = 20,06

b Invoer: y, =—x>+6x—10
Venster: —10<x <10, -10< y <
Optie: maximum geeft x =3 en
Het maximum is —1.

}: =

10

14  van A naar B: toenemend stijgend

-1

van B naar C: eerst constant stijgend, dan afnemend stijgend

van C naar D: constant

van D naar E: eerst constant dalend, dan afnemend dalend

van E naar F: constant stijgend

15 a Invoer: y; =2x3 — 15x2+ 24x +
Venster: —2<x<7,—-10<y <25

Optie: maximum, dit geeft x=1en y =21
minimum, dit geeft x=4en y=-6

10

De formule heeft een maximum van 21 bij x = 1 en heeft een

minimum van —6 bij x = 4.

b De grafiek is toenemend stijgend bij x > 4.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Maak een tabel bij P = 145(5 — 10+ 0,25%).
t | 0| 1 | 10|100

P |—725 | 362,5 | 725 | 725

De grenswaarde is P = 725.

300
Maak een tabel bij k= 585 — =

a | 1| 10|100 |1000|10000

k | 285 | 582 |584,97 | 585 | 585

De grenswaarde is k = 585.
Maak een tabel bij 4 = 50x7.
x|0|1| 10| 100| 1000

4 1 0 ] 50 | 5000 | 50000 | 50000000

Deze formule heeft geen grenswaarde.

Maak een tabel biju=%
¢ | 0 | 1 |10 |100 |1000 |10000
u |—1,2 |—1,125 |—1,8 | —1,516| —1,502| -1.5

De grenswaarde is u = —1,5.

Op het tijdstip / = 0 is de temperatuur 21 — 6-0,9°=15°C.
Als de waarde van ¢ toeneemt, nadert 0,9’ naar 0.

De waarde van 6 + 0,7 nadert dan ook naar 0.

21 — 6+0,9" nadert dan naar 21.

De grenswaarde is 21.

De temperatuur van de kamer wordt op den duur 21 °C en verandert dan
niet meer.

Los de vergelijking 21 — 6 - 0,9 = 20 met de rekenmachine op.
Invoer: y;, =21 —-6+0,9"en y, =20

Venster: 0<x<50,0<y<25

Optie: snijpunt

De oplossing is x = 17.

Na 17 minuten is de temperatuur 20 °C.

Los de vergelijking 21 — 6 - 0,9” = 18 met de rekenmachine op.
Invoer: y; =21 —-6-0.9"en y, =20

Venster: 0< x <50,0<y<25

Optie: snijpunt

De oplossing is x = 6,6.

Vanaf 7.07 uur is de temperatuur meer dan 18 °C.

Examenvoorbereiding
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18 a

19 a

20 a

21 a

Als je voor a steeds grotere waarden invult, wordt 1,6¢ steeds groter.
8+ 1,6¢ — 10 wordt steeds groter.

De noemer van de breuk

0 steeds groter.

De waarde van de breuk nadert dan naar 0.

De grenswaarde is O = 0.

Als je voor a steeds grotere waarden invult, wordt 1,38 steeds groter.
5+1,38%— 4 wordt steeds groter.

De formule heeft geen grenswaarde.

Als je voor a steeds grotere waarden invult, nadert 0,84 naar 0.

2 — 0,8% nadert dan naar 2.

De breuk
e breu =08

De grenswaardeis Q=7+ 1 =8.

Als je voor a steeds grotere waarden invult, nadert 0,754 naar 0.
4 — 0,75% nadert dan naar 4.

De grenswaarde is Q = 5 X 4 = 20.

18,1=0,15P+62%4—10
18,1 = 0,15P + 14,8

33=0,15P
P=22

_4x3-3x2+4

2
nadert naar E

2%5
_1o

10

x=1

X

16

_4Y-3x-2+4

2x0,5
4Y+ 10
1
16=4Y+ 10
4Y=6
Y=15

16=

g=4p—10
4p=¢q+ 10

P=39+23
g=3p+8
5P=q-8
p=2¢-16

© Noordhoff Uitgevers bv

24,71=0,15% 8,2 + 62U — 10
24,71 = 1,23 + 62U — 10

6,2U =33.48
U=54

_4x10-3Z+4

2%25
44-37
5
20=144-37
-24=-37
=2

12

4 =

_4x35-3x4+4

2P
6
12=—
2P
24P=6

1
1

2g+5p=10
sp=10-2g

pP=2-3%q
10g — 4p = 40
—4p =—10g + 40

p=235¢-10

Examenvoorbereiding
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24

25
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10=-2,5:2+1,5R+ 6P
10=-5+1,5R+6P
15=1,5R+6P
6P=15-1,5R
pols LK

6 6
P=25-0,25R
0=-2,50+1.5-10+6P
250=15+6P

15 6P
T
O=6+24P
N=-250+15-6+60
N=350+9

_(08:5+4)(=2-5+6p)
0= 5—4
_ 8(-10+6p)
=
O =—80 +48p
3(4-2-2)+6p(2-4-2)
a 2+4
_3-6+6p-6
B 6
6 6
O=6p+3

3pES 4227
p=4r+—
15+ 14

5
p=4r+£+1—4

5 S
p=4r+3r+238
p=Tr+28

p=dr+

N=45-8+8-8-(6-0,5R)—12,5-8- R
N =136+ 64(6 - 0,5R)— 100+ R
N=36+384-32-R-100-R
N=—132R + 420

Examenvoorbereiding
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26 a

27 a

28

29

30 a

Sx)=2x—-5+-3x+4

Sx)=—x-1
Vix)=2x—-5—-(-3x+4)
Mx)=5x—-9

P(x)=2x—5)(-3x+4)
P(x)=—6x+8x+15x—20
P(x)=—6x>+23x—20
2x—35

o) = —3x+4
Bij F(x) = 5x — 9 is er sprake van een constante stijging.
Geen functiewaarde als de noemer 0 is, dus als —3x+4 =0.
3x=4dus x=1 %

% | 0 | 1 |10 |100 |1000 |10000

O(x) |—125 | -3 |-0577] 0659 | —-0.666] —0.667

Ja, O heeft een grenswaarde namelijk —%.
R(x)=2(-3x+4)-5

R(x)=—6x + 8 — 5 ofwel R(x)=—6x + 3.
T(x)=-32x-5 +4

T(x)=—6x+ 15+ 4 ofwel T(x) =—6x + 19.
Dit is niet gelijk aan R(x) = —6x + 3.

De grafiek van f'is 4 naar rechts verschoven.
h(x) = (x — 4)° ofwel A(x) = x? — 8x + 16.
De grafiek van g is 4 omhoog en 2 naar links verschoven.

1
k(x)= +4
() x+2
1 minuut is 60 seconden, dus s = 60m.
1000 meter is 1 km, dus g = 16107) G.
1, 10000 10

Dit geeft G = 1555 Om ofwel G = Om

Als de waarde van f toeneemt, nadert 0,5%2% naar nul.

21+ 0,5"%% nadert dan ook naar nul en 21 — 21 - 0,5 nadert naar 21.

De grenswaarde van het aantal bitcoins in omloop is 21 miljoen.

BMR=2000en J =30

De formule wordt 2000=10+ G- 530+ 6,25+ L + 5.
10G=2000+150-6,25L—5

10G=2145-6,25L

G=-0,625L+214,5

a=-0,6enb=214,5

W=22Gdus G=55 W en L=30,48H

Dit invullen in de formule geeft
BMR=10+55W=5+Y+625-30,48H + 5
BMR=~455-W—5-Y+190,5- H+5

© Noordhoff Uitgevers bv
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G G
F'}" 0,18 en§<0,22

G>15*x0,18en G<15x0,22
G>607,5en G<742,5
Zijn gewicht mag tussen 608 en 742 gram liggen.
De lengte wordt groter dan bij een correcte meting.
Het gewicht verandert niet, dus de teller in de formule voor R blijft gelijk en
de noemer wordt groter.
De schildpad krijgt een kleinere Jackson Ratio dan hij in werkelijkheid heeft.
G =454W en L = 2,54] invullen in de formule van R geeft
454w
T (2,541)°
_ 454w
T 254 P

454
c —

255 =207

In 1990 was het aantal vakanties ongeveer 11 100 duizend.
In 2001 was dit aantal ongeveer 14400 duizend.

De gemiddelde toename per jaar in die periode was
14400 - 11100
11

In 1985 was het aantal buitenlandse vakantie ongeveer

11100 — 5 % 300 = 9600 duizend ofwel 9 600 000.

Het aantal binnenlandse vakanties is T— B

T— B=-203+951¢+ 24800 — (—10,1# + 587t + 10200)
T-B=-10.2#+ 364t + 14600

het maximum bereken je met de rekenmachine:

Invoer: y; = —10,2x* + 364.x + 14600

Venster: 0 < x <30, 10000 < y 20000

Optie: maximum

Dit geeft x = 17.8.

In 2008 was het aantal binnenlandse vakanties maximaal.
Het totaal aantal vakantie dagenis 4 X L

A+ L=(0,0316¢ + 2,43)(—0,024¢ + 9,3)

De vergelijking (0,0316¢ + 2,43)(—0,024¢ + 9,3) = 25 oplossen.
Invoer: y; = (0,0316x + 2,43)(—0,024x + 9.3) en v, = 25.
Venster: 0 < x <60,0<y <50

Optie: snijpunt

Dit geeft x = 44.8

Na 45 jaar ofwel vanaf 2035 gaan de Nederlanders langer dan 25 dagen per
jaar op vakantie.

= 300 duizend.

Examenvoorbereiding
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Lineaire en gebroken functies

33 a In 1950 waren er 1350 miljoen vissen en het aantal nam met 125 miljoen per
jaar af.
b Tussen p = 10en p = 50 is de toename van A4 gelijk aan 80.
Dit is een toename van 80 : 40 = 2 per stap.
Tussen p = 50 en p = 75 is de toename van A4 gelijk aan 50.
Dit is een toename van 50 : 25 = 2 per stap.
Tussen p = 75 en p = 90 is de toename van A gelijk aan 30.
Dit is een toename van 30 : 15 = 2 per stap.
Tussen p = 90 en p = 100 is de toename van A4 gelijk aan 20.
Dit is een toename van 20 : 10 = 2 per stap.
De toename per stap is steeds 2, dus de tabel hoort bij een lineair verband.
¢ De toename van Q is 520 — 670 = —150.
De toename van Pis 23 — 18 = 5.
De toename van @ is dus —150 : 5 = =30 per stap.
Bij P =44 is P toegenomen met 44 — 23 = 21 stappen.
De waarde van Q bij P = 44 is dan 520 + 21 X =30 = —110.

34 De toename van K is 26 — 23 = 3.
De toename van a is 20 — 14 = 6.
De richtingscoéfficiént is dus 3 : 6 = 0,5 en de formule is van de vorm
K=0,5a+b.
Invullen van (20, 26) geeft 26 = 0,5+ 20 + b.
26=10+hH dush=16
De formule is K = 0,5a + 16.

35 De toename van yis 13 — 18 = =5.
De toename van x is 200 — 150 = 50.
De richtingscoéfficiént is dus —5 : 50 = —0,1.
De formule is van de vorm y = —0,1x + b.
Invullen van (200, 13) geeft 13 = —0,1 - 200 + A.
13=-20+5h dus h=33
De formule is y = —0,1x + 33.

36 a Detoename van yis 0 — 6 = —6.
De toename van xis 8 — 0 = 8.
De richtingscoéfficiént is dus —6: 8 = —0,75.
De formule is van de vorm y = —0,75x + b.
De lijn gaat door (0, 6) dus het startgetal » = 6.
De formule is y = —0,75x + 6.

b De toename van yis 33 — 12 =21.

De toename van xis 11 — 5= 6.
De richtingscoéfficiént is dus 21 : 6 = 3,5.
De formule is van de vorm y = 3,5x + b.
Invullen van (11, 33) geeft 33=3,5-11+ 5.
33=38,5+hdush=-55
De formule is y = 3,5x — 5,5.

© Noordhoff Uitgevers bv Examenvoorbereiding 185



37 a

38 a

39 a
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De toename van yis —5,7 — 1,3 =—7.

De toename van x1s 3,5 — 0,7 = 2,8.

De richtingscoéfficiént is dus —7: 2,8 = =2,5.
De formule is van de vorm y = —2,5x + b.
Invullen van (0,7; 1,3) geeft 1,3=-2,5-0,7 + b.
1,3=—-1,75+ h dus h=3,05.

De formule is y = —2,5x + 3,05.

Als het inkomen met 4000 — 1800 = 2200 euro stijgt, stijgt de ouderbijdrage
met 650 — 430 = 220 euro.

Dus als het inkomen met 100 euro stijgt, stijgt de ouderbijdrage met 10 euro.
Bij een inkomen van 2700 euro betaal je een ouderbijdrage van

430 + 9 x 10 = 520 euro.

De toename van [ is 4000 — 1800 = 2200.

De toename van B is 650 — 430 = 220.

De richtingscoéfficiént is dus 220 : 2200 = 0,1.

De formule is van de vorm B = 0,17+ b.

Invullen van (4000, 650) geeft 650 = 0,1 - 4000 + b.

650 =400 + b dus b = 250

De formule is B = 0,17+ 250.

—3x+ 12=5x+28 ¢ 225t=-25¢+ 10(131 + 18)
-8x+12=28 225t =-25¢t+ 130z + 180
-8x=16 225t =105t + 180
x=-2 120 = 180

_q1

t—lz
Ix+l=2-2x d 0,7p—6p+1,3=12(4-5p)
Lx+l=2-24 0,7p—6p+13=48—6p
By+i=2 0,7p+1,3=48
13x=13 0,7p = 3,5
x=1 p=5
g=-02p+1,3 c 13p—-4(g+2)=gq
-02p+13=g¢q 13p—49g—-8=¢q
p—65=-5¢ 13p=5¢+8
P=-54+65 p=dq+d
Ip+12¢g=16—p d 03¢+12p—48=0
4p=16-12¢ 12p=4.8-0,3¢
p=4-3q p=4-025
A:36:45=08;10:125=0,8;12,8:16=0,8en40:50=0.,8

Het verband tussen x en y is recht evenredig, de formule is y = 0,8x.
B:16:4,5=3,555...en14,4:5=2,88

Het verband tussen p en ¢ is dus niet recht evenredig.
C:12:80=0,15en24:40=0,6

Het verband tussen Wen R is dus niet recht evenredig.
D:40:16=25:50:20=2,5;90:36=25en 100:40=2,5

Het verband tussen x en y is recht evenredig, de formule is y = 2,5x.
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41

42

43 a

44 a

Bij een recht evenredig verband is de grafiek een rechte lijn door de
oorsprong.
Grafiek B hoort bij een recht evenredig verband.

A: Voor de hele tabel moet gelden dat x X y = 0,8 x 60 = 48.
B: Voor de hele tabel moet gelden dat x X y =15 X 6 = 90.

x|0,8|1,5|2|6|80 x|1|3|5|15|60
y|60|32|24|8|0.6 y|90|45|18|6|1.5
(A} (B

p % ¢ is constant, het verband tussen p en ¢ is omgekeerd evenredig.

5 : tis constant, het verband tussen s en ¢ is recht evenredig.
Het verband tussen 4 en B is lineair maar het punt (0, 0) ligt niet op de
grafiek bij deze formule.
Het verband tussen 4 en B is niet recht of omgekeerd evenredig.
200
/= 5 het verband tussen / en b is omgekeerd evenredig.
200
b'l:2000fb:T
¥ = 5x, het verband tussen x en y is recht evenredig.
%= 36 kun je herleiden tot y = %x.

Het verband tussen x en y is recht evenredig.
S —8
f=)= 2x+6

Bij invullen van grote waarden voor x, nadert de functiewaarde naar 2.5
De grenswaarde is 2,5.

x=3
Bij invullen van grote waarden voor x, nadert de functiewaarde naar 5.
De grenswaarde is 5.
3x—9
"= rs
Bij invullen van grote waarden voor x, nadert de functiewaarde naar 0.
De grenswaarde is 0.

1) =5+ —5—

Bij invullen van grote waarden voor x, nadert de functiewaarde naar 5.
De grenswaarde is 5.

© Noordhoff Uitgevers bv
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3a= 6 c 2 —L
2b+4 at4 b-—-4
6
2b+4=— S(h—4)=2a+4)
2
2b=5—4 S5h—20=2a+8
1
b=a——2 5h=2a+28
b=04a+ 5,6
+ i
b 5=a—1 d Ta 3b=i
a—>5 h+8 3
b+5=(a—1)a-5) 4(b+ 8)=3(7Ta — 3b)
hb+5=ag*—6a+5 4p+32=21a—-9b
b=a?—6a 13pb=2la—-32
— 18 6
b—lﬁa—,’lﬁ
3 +1 3 1
=—+p— c d= e
p P N+1 N
+4 AN I(N+1
p NIN+1) NN+
_ 2N-1
NN +1)
=Q+L d k:q__L
2t 4t q g->5
_2u+2 1 _(g+2)g-5 g
¢ 4 q(g = 5) q(qg = 5)
_2+3 k_q2—3q—10 lg
Y,  §A-5g g*>— 5q
2—4g-10
k=q 161
g~ —3q
De grafiek van k, gaat door de punten (0, 18) en (12.8).

§—18 -—10
T —% en het startgetal 18.

Een formule is &k, = —% <+ 18.
De vergelijking k. = k, moet worden opgelost.

De richtingscoéfficiént is

-2¢+18=-031¢+10,0

-0,52...-t=-8

t=15728...

In 2024 zal de kostprijs van de windenergie van zee even hoog zijn als de
kosten van de windenergie van land.

Er moet gelden k,, = 2+ k;. ofwel 0,287 + 4,3 =2+ (-0,317 + 10,0)

0.28¢ +4,3=-0,62r + 20

0.9r=15,7

t=1744

In 2026 zal de marktprijs twee keer zo hoog zijn als de kostprijs van de
windenergie van windmolens op het land.
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48 a a=4enbh=25
L1y
¢ 25 4
¢c=1:0,15=6,67

De straal is 6,7 cm (of 67 mm).

b Als b afneemt, neemt % toe, dan neemt %— l ook toe.

1
P neemt toe, dus ¢ neemt af.

1 a b
T ab ab
1 a-b
¢ ab

c(a—b) = ab ofwel ¢ = =

a—b

49 a Uit de recht evenredigheid volgt dat ¢ groter wordt als p groter wordt.
Conclusie 1 volgt inderdaad uit het recht evenredige verband.
Als p twee keer zo klein wordt, wordt, op basis van de recht evenredigheid,
g twee keer zo klein en wordt 15 — ¢ dus groter.
Als BC kleiner wordt, wordt 4D juist groter.

Conclusie 2 volgt niet uit het recht evenredige verband.
b De lijn gaat door (0, 0) en (20, 3).

v ; 5 o
De richtingscoéfficiént van de lijn is 0 =0,15.

Machtsfuncties, kwadratische functies en wortelfuncties

50 a De grafiek van de functie f heeft een symmetrieas.

b Alle grafieken gaan door het punt (1, 1), want 1¢ = 1 voor elke waarde van a.
De grafieken van de functies g en / gaan door het punt (—1, —1).

¢ Delijn y = 4 heeft twee snijpunten met de grafiek van f'en heeft één snijpunt
met de grafieken van g, hen k.
De lijn y = =2 heeft geen snijpunten met de grafieken van f'en k en heeft één
snijpunt met de grafieken van g en /.

d Er moet gelden m(x) = 18 ofwel x> = 18.
Invoer: y, = x'" en y, =18
Venster: —1 < x<10,-1<y<30
Optie: snijpunt
De grafiek van m heeft &én snijpunt, namelijk (5,22; 18) met de lijn y = 18.
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Fl) =3l —ad) 4+ 2x?

AX) =3~ 3%+ 207
f(x)=—x+3x

a < 0, de grafiek is een bergparabool.
gx)=@x+3)2x— D+ (7—-3x)(x+ 1)
g(x)=8x2+2x—-3-3x>+4x+7
g(x)=5x2+6x+4

a > 0, de grafiek is een dalparabool.
i(x) =8x2+ 4x(x—1)?

i(x) =8x2+4x(x* - 2x+1)

i) =8x2+4x>— 8x%+4x

i(x) =4x3 + 4x

Deze functie is niet kwadratisch, dus de grafiek is geen parabool.

Invoer: y, =0,5x> +3,2x — 7

Venster: —10<x <10, -10<y <10

Optie: minimum

Dit geeft x=—3,20en y = —12,12

De codrdinaten van de top zijn (—3,2; —12,12).

Optie: nulpunten

Dit geeft x=—8,12en x= 1,72

De snijpunten met de x-as zijn (—=8,12; 0) en (1,72; 0).
Het snijpunt met de y-asis f(0) = -7, dus (0, 7).

De top verschuift dan ook 3 omhoog en 2 naar rechts.
x=-324+2=-12eny=-12,12+3=-9,12

De codrdinaten van de top zijn (—1,2; —9,12).

A \]16x +48 =
\l16(x +3)=

16-yx+3=

A x+3

~

Formule A is te herleiden tot formule 2.

B: 8+ 6yl +x—9=
8 + 6V5 (2 + 4x — 36) =
8+6°%‘Vx2+4x—36=

8+ 3yx2+4x—36
Formule B is te herleiden tot formule 3.

L
. 3 -

8+512-6x=
8+ Vs (12— 6x) =
8§+ yl3—32x

Formule C is te herleiden tot formule 1.

Examenvoorbereiding
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56 a

a=0,5{b
0.5\b = a
% =2a

b=(a)
b= 8d°

2-Jb+2=4a

b +2 =24
b+2=(2a)
b=32d5-2

a+4=040b
0b=a+4
Vb=21a+10
b=(25a+10)

bh=6%a*+50a+ 100

Q= y25p*=5p

R=(2-9) =8¢’

(0,5 025x2

X X
t = 32k - \[18k = 3\36k> =3 - 6k = 18k

b=(%'a)4°V16a2=11—6'a4°4a=‘1¢a5
1d2 il 1
g= 3..(61!.3)2: ;-dz-(d-3)2=§-d-

02-p°+8=K

02-p°=K-8
p5=5K—40

p=5K—40

K—6-p*=27
—6p*=—-K+27
p4=éK—4%
13p%7 - 65K =0

13p%7 = 65K
pO.’? = 5K1
p=(5K)7

10
p=(ESK)"

© Noordhoff Uitgevers bv

3a =4a—2b
2h=du - Wa
2b=+a
b=1\a

\[257"‘3:4“

2b+3 = 164>
2b=16a*-3
b=82-13

a=yhb—4+9
\/m+9=a
b—4=a-9
b—-4=(@-9)?
b=d’>—18a + 85

d*+9=3d

1
15+p =K

=1
pr=K-15
p=(K—15)2
o

P= k=150
2-3p—4K=10
2:3p=10+4K
Jp=5+2K
p=(5+2K)
K=32p+1

Qp+1F=K
2p+1=K*
2p=K*-1

_1 1
p=3K'~3
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De relatieve toename van het aandeel van armen en handen is
21,0 - 18,15
18,15
De relatieve toename van het aandeel van benen en voeten is
38.8 — 31.65
31,65

SDubais,QL = 05007184 ' (ZL)0’725 : (SJ‘J)()AZS

SDubois.QL =0,007184 - 20,725 . 70,725, g0,425 . pg0.425

S puboiear, = 20725 - 80425 0,007184 + L0725 + Jg0425

S puois ar, = 20725 - 80425+ 0,007184 + L0725 + pf0425

En omdat 2073 « 89423 = 4 krijg je S0, = 4+ 0,007184 » L0733+ Af0425
ofwel S, p0i20. = 4 S pupois

Dus bij verdubbeling van lengtematen krijg je een verviervoudiging van

lichaamsoppervlakte.
S Mostetter = m
Maosteller — % . m
Mosteller — % . \/E . W

|

= 1.3,
Mosteller — 60 L M

- 100% = 15,7%.

- 100% = 22,6%, dus deze is het meest toegenomen.

L «Lh U«

De lengte van het grondvlak is 0,5(40 — 6) = 17 cm.
De breedte van het grondvlak is 30 — 6 = 24 cm.
Deinhoudis /x b x h=17 x 24 x 3= 1224 cm?.
De lengte is 0,5(40 — 2h).

De breedte is 30 — 24.

De inhoud is "= 0.5(40 — 2Ah) * (30 — 2h) - h.
V'=10,5h(1200 — 80k — 60h + 4h?%)

V'=600h — 70h* + 2h° ofwel V' =23 — T0h*> + 600h
De oppervlakte 4 = 12,57{1’2.

A A \2 1L
2 = =|—-] = 2 =
i 12.57 dusr (12’57) (0,084)* =~0,084
De inhoud van de bol is 4,19 - r* met r =+/0,084.

De inhoud van de bol is 4,19 - (10,08 4)3.

14
4,19(+/0,084)°

De hoeveelheid energie die per jaar wordt geproduceerd neemt in 41 jaar af
van 23,4 naar 0.

Dit geeft E=

De afname van de hoeveelheid geproduceerde energie TE is dus -23—14 per
jaar.

De hoeveelheid geproduceerde energie kun je berekenen met de formule
TE=234-22.

TK=TEg,dus TK= (234~ 20 ) - (2,8 j + 44.4)

TK = 65,52j + 1038,96 — 1,60/ — 25,34/

TK =—1,6/2+40,2j + 1039,0

a=-1,6;bh=40,2enc=1039,0

Examenvoorbereiding
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Exponentiele en logaritmische functies

60

61

62

63

64

65

a ¢=0invullen geeft P =275-1,075" = 275.
Op 1 januari 2010 waren er ongeveer 275000 werklozen.
b Het aantal neemt toe, omdat de groeifactor 1,075 groter is dan 1.
¢ De groeifactor is 1,075, dus de toename per maand is 7,5%.
d ¢=4 geeft P=275-1,075*= 367,25.
Op 1 mei 2010 waren er ongeveer 367 250 werklozen.
e t=—1geeft P=275-1,075"1~2558]1.
Op 1 december 2009 waren er ongeveer 255800 werklozen.

De groeifactor tussen p = 0 en p = 1 is volgens de tabel 216 : 288 = 0,75.
t=5:288-0,75° = 68,3, dit klopt met de tabel.
t = 6:288-0,75° = 51,3, dit klopt met de tabel.
t=10:288-0,75'9 = 16,2, dit klopt met de tabel.
De tabel kan dus bij een exponentieel verband tussen p en ¢ horen.
a De groeifactor per dag is 1,287 = 374,
1
b De groeifactor per kwartier is 1,28 = 1,0637.
1
¢ De groeifactor per vijf minuten is 1,287 = 1,0208.
13
d De groeifactor per 13 minuten 1,28% = 1,0549.
a De groeifactor per 10 jaar is 1,025.

De groeifactor per 5 jaar is 1,025% = 1,0124, dus een toename van 1,24%.

b De groeifactor per jaar is 1,025%! = 1,0025, dus een toename van 0,25%.

¢ De groeifactor per 25 jaar is 1,025>° = 1,0637, dus een toename van 6,37%.

d De groeifactor per 100 jaar is 1,025'° = 1,2801, een toename van 28,01%.

. . 100-2.6
a De groeifactor is —————=0,974.
100

De formule is dus &’ = 180000 - 0,974,
b De groeifactor per half jaaris 1,10.
De groeifactor per jaar is 1,12 = 1,21.
De formuleis dus N=12+10°+1,21".
De groeifactor per 4 jaar i312.
De groeifactor per jaar is 2* = 1,1892.
De formule is dus N=5-+10%-1,18927,

(a]

a =3 geeft 4=135600-0,94°=112627.
Op 1 januari 2012 waren er dus ongeveer 112600 abonnees.
b 0,94 X 100% = 94%, dus de afname is 6%.
¢ De groeifactor per 4 jaar is 0,94% = 0,7807.
0,7807 x 100% = 78%, dus de atname is ongeveer 100% — 78% = 22%.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Bij een halvering hoort de vergelijking 0,94/ = 0,5.

Invoer: y, =0,94%en y, = 0,5

Venster: 0<x<20,0<y<1

Optie: snijpunt

De oplossing is x = 11,20.

(of 0,94' = 0,5 dus 7 = "*og(0,5) ~ 11,2)

Na iets meer dan 11 jaar, dus in het jaar 2020, is het aantal abonnees

gehalveerd.

Bij een verdubbeling hoort de vergelijking 1,157 = 2.

Invoer: y, =1,15en y, =2

Venster: 0<x<10,0<y<4

Optie: snijpunt

De oplossing is x = 4,96.

(of 1,15' =2 dus ¢ = 1log(2) = 4,96)
Na 5 dagen is het gewicht verdubbeld.

2¥=5 d
x =log(5)
%5032

12-6%¥=48 e
6r=4

x = %log(4)

x =077

32x+l = 7 f
2x + 1 ="log(7)

2x=—1+3log(7)

x= —% + % *3log(7)

x=0.39

Slog(4) + Slog(8) = e
Slog(4 - 8) = *log(32)

Zlog(36) — 2log(9) = f
(36

’log 5 Ylog(4)

% -3log(49) + 2 - 3log(3) = g
Slog(497) + Slog(3?) =

Slog(7) + “log(9) = Jlog(63)

2 + flog(x) = h

%log(36) + ‘log(x) = ‘log(36x)

Examenvoorbereiding

245 P=17
56 §H= 13

T =3

4x ="log(3)
x=1+Tlog(3)
x=0,14
Zog(x+1)=5
x¥ 1.=23
x+1=32
x=31
3-4og(x—4)=6
log(x —4)=2
x—4=16
x=20

-2 +3log(0,1) + 3log(a) =
Nog(0,172) + Jlog(a) =
log(100) + 3log(a) = *log(100a)
-3+ 2-%og(9p) =

“log(47%) + “log(81p?) =

“log() + “log(81p?) =
81p?
)i
flog(2a) + Slog(a + 3) =
Slog(2a - (a+3)) =
$log(2a” + 6a)
4 - Ollog(x) — “og(x?) =
“Mog(x*) — "log(x?) =

a
0’110g(7) = *Tlog(x?)
X=
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72 a

‘log(b+5)=a
b+5=4¢
h=44-5
a+3-log(h)=5
1-3logh)=5-a
log(h) =10 — 2a
b =310-2a

log(a) + *log(h) =3
2log(ab) =3
ab=23

8
b==-
a

22a~b:8
92a~b = 93
2a—b=3
b=2a-3

5a+3 i Sb =1
5u+3+b =1

5u+3+b - 50

a+3+h=0
b=—a-3

Bij toename van x, neemt 0,63 af en nadert naar 0 want 0,63 < 1.

d 2-5"=100a + 30
56=50a+ 15
b =">log(50a + 15)
e 3¢t =243
3u+4b:35
a+4b=5
4b=5—-a
=11- ﬁ
1
b se(g)
3a.37h = 3
Ja— b:32

U'
.m

\——/

a—b=2
b=a-2

¢ 20-8=(1) -4
2a . 23 — 2—.5 . 22a
2a+3 — 2—b+2a
a+3=-bh+2a
a+3=-b+2a
hb=a-3

d 9+ (3)=3
2. 3;"5 = 3_1

1
32“+5b — 3,1

2a+%b:—1
1b=-2a-1
b=—-4a-2

150+ 0,63 nadert dan ook naar 0.
—20 + 150 - 0,63* nadert dus naar —20.
De grafiek is dalend met als grenswaarde —

De grafiek van g is een verschuiving van de grafiek van fmet 10 naar links.

De grafiek van f'is een stijgende grafiek voor x > 0, de grafiek van g is dus
een stijgende grafiek voor x > —10.

De grafiek van g(x) = 2log(x + 10) is stijgend.

Bij toenemende x neemt “log(x + 10) toe, dus 120 — *log(x + 10) neemt af.
De grafiek van A(x) = 120 — log(x + 10) is dus dalend.

Omdat 2 = ™02 jg 2+ = glog2)x

= 3+ 2¥is dan te schrijven als y = 3 - e"@¥ = 3 « 0:693x,

A: N=3.e2*2 B: N=l-e:5"+2 C: N=glspt*l
¢
1
N:3.e2.e2t N=— 2.65.r NzeZH—l
e
N=2217-e¥ N=e-e* N=e¢'-e¥
N=272-e N =272+
N=0,2-et!
5N=er+l
(+1=1n(5N)
t=In(5N)-1
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73 a 4-3-In(2-14)=0 b 4-3-n(2-1i)=Mm
-3+In(2-11)=-4 =3+n(2-11)=m-4
n(2-12)=1% m(2-%¢)=4m-11

1 LoaresgL

2-1r=eh 2-dp=e"h
1 LI
—%t=e1§—2 —%t:—2+e13 M

1 L
t=-2+¢'T+4=-3,59 t=4-2-¢"

74 a N=10**=17780

b Bijr=2leesjeal N=10>=100.
¢ Bijr=8leesjealf N=10> =3162.
d Bijz=18is N=10°= 1000000.
e Bijr=01leesjeaf N=10'"=31.62.

De groeifactor per 4 dagen is 10.
De groeifactor per dag is 10%2 = 1,7783.
Een formule bij de grafiek is dus N = 31,62+ 1,7783".
f Bijr=5leesjeaf N=1027=562.
of met de formule N = 31,62+ 1,7783° = 562.
g 31,62-1,7783" = 2000
2000

b= 1’778310g(m) =712

75 Bij = 0 kun je aflezen dat N = 35.

Bij r = 6 kun je aflezen dat N =1000.

Bij ¥ = 3000 kun je aflezen dat ¢ = 7,7.
Bij ¥ = 30000 kun je aflezen dat ¢ = 11.7.

a nNn o w

76 a Erzijntotaal 2 X 52 + 4 = 108 kaarten, dus n = 108.
A=1,5+log(108) = 10.1
De kaarten moeten dus minstens 11 keer worden geschud.
b Het aantal kaarten is 4n
Dus 4 = 1,5+ 2log(4n)
A =1,5(log(4) + log(n))
A=1,5-log(4) + 1,5 2log(n)
Het aantal keren dat er extra moet worden geschud is 1,5 - Zlog(4) = 3.
Er hoeft dus inderdaad maar drie keer extra worden geschud.

77 a Je kunt aflezen dat het werkelijke aantal ongeveer 33750 is.
Omdat in de formule ¢ = 0 overeenkomt met week 1, gebruik je voor week 43
in de formule ¢ = 42.
N =4500 » e0:0463%42 ;31 459
Het verschil is dus 33 750 — 31459 = 2291, afgerond op honderdtallen is dit

2300.
b 4500 « 04631 = 45 000
2004631 = 1)

0.0463 - ¢ =1n(10)
t=1n(1):0,0463 = 49,7
Na 50 weken is het aantal klanten 10 keer zo groot.
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78 a

79 a

N = 4500 » 004631

e(),0=|-63'.r = l
4500
0,0463 -t =In m)

I 1
T 00463 (4500 ' N)
£ = 21,60 * In(0,00022 + N')
a=21.60 en b = 0,00022

Voor bos A geldt p, =0,7en p, =0,3.
H=—(0,71n(0,7) + 0,31n(0,3)) = 0,61

Voor bos B geldt p, =09 en p,=0,1.
H=-(0,91n(0,9) + 0,11n(0,1)) = 0,33

De Shannon-index van bos A is het grootst.
Invoer: y; = —(xIn(x) + (1 — x) In(1 — x))
Maak een tabel of een grafiek.

p | 0,001 | 0,01 | 0,05 | 0,1

H | 0,0079| 0,056 | 0,1985| 0,3251

In de tabel en de grafiek zie je dat als p naar 0 nadert, H ook naar 0 nadert.
Als het aantal eiken dus p nadert naar 0 (of naar 1) dan nadert de grafiek
naar 0. De Shannon-index nadert dus ook naar 0.

In augustus 2012 waren er ongeveer 66 aardbevingen met een magnitude = 2
en waren er ongeveer 22 aardbevingen met een magnitude > 2.5.

22 van 66 aardbevingen hadden een magnitude van meer dan 2,5.

Dit is 22 : 66 % 100% = 33%.

Bij een verschuiving naar rechts moet ¢ vervangen worden door (¢ — 85).
Formule B is dus de juiste formule.

of

De grafiek bij magnitude > 1,5 gaat bij # = 0 door het punt

A =12 -3 0=,

De grafiek bij magnitude 2 2 gaat dus door het punt (85, 12).

Formule B voldoet hier aan dus formule B is de juiste formule.

M =1en N=10invullen geeft

10=10"1

a—1=1dusa=2

N=10>"M

2— M=log(N)

—M=-2+log(N)

M=2-log(N)

p=2eng=-1
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Periodieke functies

80 a Deamplitude is 3, de evenwichtsstand is 0, de periode is 2 en een beginpunt

is (—zll_*T[, 0).
2
b De amplitude is 2, de evenwichtsstand is —10, de periode is TT[ =4men een
beginpunt is (0, —10). 2

2
¢ De amplitude 2, de evenwichtsstand is —3, de periode is ?T[ =2eneen
beginpunt is (1, —3).
81 Van f(x) = 1,5 + 3sin(2x) is de amplitude 3, de evenwichtsstand 1,5, de
2
periode ?n =1 en een beginpunt (0, 0).
Op het interval [0, 27] zijn er dus twee periodes van fen zijn er ook twee
maxima en twee minima.
De maxima worden bereikt voor x = %n enx=1 }Tn
en zijn beiden 1,5 + 3 =4,5.
De minima worden bereikt voor x = %n en x = ].%T[
en zijn beiden 1,5 -3 =—1.5.
82 a De periode is 2 en een beginpunt is (0, 5).
Deze grafiek heeft een top (maximum) bij x = %n van y=5+2=7.
De top (minimum) rechts hiervan is bij x = 1 %n enisy=5-2=3.
De codrdinaten van de toppen zijn (%n, 7) en (1 %n, 3).
b De periodeis 2nt: 3n= % en een beginpunt is (0, —4).
Deze grafiek heeft een top (maximum) bij x = % . % = évan y=—4+8=4,
1 1

De top (minimum) rechts hiervan is bij x = ¢ + % =senisy=—-4-8=-12

De codrdinaten van de toppen zijn (%, 4) en (%, —12).
¢ De periode is 2 : 2n = 1 en een beginpunt is (6, —3) ofwel (0, —3).

Deze grafiek heeft een top (maximum) bij x = % ‘1= % van y=-3+1=-2,
De top (minimum) rechts hiervan is bij x = }—L + % = % enisy=-3—-1=-4.
De codrdinaten van de toppen zijn (%, = ) en (%, —4).

d De periodeis2n: & = %n en bij het punt (0, 6) gaat de grafiek dalend door de

evenwichtsstand.

Deze grafiek heeft een top (minimum) bij x = }T . %n = 11—6n van
y=6-15=45.

De top (maximum) rechts hiervan is bij x = Tléﬂ + én = l‘iﬁn en is
y=6+15=75.

De codrdinaten van de toppen zijn (11—611; 4,5) en (13—6n; 7,5).
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83 a

84 a

85 a

2
De periode is % =4 uur, dat 1s 12,5663... uur ofwel 12 uur en

!

0,5663... X 60 = 34 minuten.

Omdat het beginpunt om 00.00 uur is wordt het eerste maximum op i deel
van de periode bereikt.

%deel van 12 uur en 34 minuten is 3 uur en 8 minuten, dus om 3.08 uur.

12 uur en 34 minuten later, dus om 15.42 uur.

12 uur en 34 minuten na 15.42 uur, dus om 27.76 uur = 28.16 uur = 4.16 uur
voor het eerst en ook 12 uur en 34 minuten na 4.16 uur, dus om 16.50 uur.
De waterhoogte neemt het snelst toe als de grafiek door de evenwichtsstand
omhoog gaat. Dat is om 0.00 vur en om 12.34 uur.

De evenwichtsstand is y = (70 + 10) : 2 = 40, de amplitude is 70 — 10 = 30,
de periode 50 — 10 =40dus h=2n:40= %n en een beginpunt (10, 40).

Het functievoorschrift is f(x) =40 + 30 sin(zl—0 ni(x — 10)).

Waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat. gaat de grafiek over
van toenemend stijgend in afnemend stijgend.

Dat is in bijvoorbeeld de punten met codrdinaten (10, 40) en (50, 40).

De periode is 40. De functie heeft een maximum bij x = 20.

De functie heeft dus ook een maximum bij x = 20 + 4 X 40 = 180 en bij

x =20+ 5x40=220.

De evenwichtsstand isa = (2,1 +0,3) : 2=1,2.

De amplitudeis h = (2,1 = 0,3): 2=0,9.

De periode is | jaar,dus c=2n:1=2n.

De groeisnelheid is maximaal na % deel van de periode,

Een beginpunt ligt % deel van de periode eerder dus d = 0.

Hierbij hoort de vergelijking 1,2¢ + 0,14 + 0,14sin(2n(f — 0,25)) = 5.

Invoer: y; = 1,2¢ + 0,14 + 0,14 sin(2n(x — 0,25)) en y, =5

Venster: 0<x<10,0<y<10

Optie: snijpunt

Dit geeft x = 4,13 dit komt overeen met 4 jaar en 0,13 X 12 = 1,56 maanden.
Dus na 4 jaar en 2 maanden is de dikte 5 cm.

De afwijking is gelijk aan D — T.

D —T=0,14sin(2n(r — 0,25))

De maximale afwijking van de evenwichtsstand is 0,14 cm.

Bijr=0is D=12-0+0,14 + 0,14sin(2n(0 — 0,25)) = 0.

Bijr=0,5is D=1,2-0,5+ 0,14 + 0,14 sin(2n(0,5 — 0,25)) = 0,88.
Bijr=1isD=12-1+0,14 +0,14sin(2n(1 — 0,25)) = 1,2.

In het eerste half jaar is de diameter gegroeid met 0,88 cm en in een heel jaar
groeit de diameter met 1,2 cm.

Dat is (8,8 : 1,2) x 100% = 73% in het eerste half jaar.
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e De punten waar de helling minimaal is, is de groeisnelheid minimaal.
7

Dincm —
[=2]

0 0,5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
tin jaren —
De helling is 0.a. mimimaal in punt A4, dit is bij = 0,75.
Bijr=0,75is D=1,2-0,75+ 0,14 + 0,14 sin(2n(0,75 — 0,25)) = 1,04.
Bij r=0,7501 is
D=12+0,7501 + 0,14 + 0,14 sin(27(0,7501 — 0,25)) = 1,040032.
1,040032 - 1,04 _ 0,000032 0.3
0,7501-0,75 0,000

De minimale groeisnelheid is dus 0,32 cm per jaar.

De helling van de grafiek in punt A4 is

86 a Deevenwichtsstand a = (6,46 + 2,48) : 2 = 4,47, de amplitude

b=(6,46 —2,48):2=1,99. De periode is 30 dus ¢ =2 : 30 = %ﬂ =0,21.

b De gemiddelde hoogte van de overkapping is de evenwichtsstand en deze
is 4,47 meter. De gemiddelde hoogte van de trap is 2 meter. Het verschil
hiertussen is 4,47 — 2 = 2,47 meter.
(indien er is gerekend met @ = 4,5 wordt het verschil 2,5 meter.)

¢ Gegeven is dat het punt (2,7; 4) een punt van de trap is en hier lijkt het
verschil met de overkapping klein.
De hoogte van de overkapping bij x = 2,7 is
h=4,5+2,0sin(0,2(2,7 + 7,5)) = 6,28 meter.
Het hoogteverschil met de trap is 6,28 — 4 = 2,28 meter en is dus kleiner dan
2.35 meter.

Veranderingen en afgeleide functies

87 a Na 11 uur gaat de waterhoogte afnemen, dus om ongeveer 11.30 uur bereikt
de waterhoogte een maximum.
b Tussen 8.00 en 11.00 uur is de toename constant, dus stijgt de waterhoogte
lineair.
c 3+1.5+05+0,5+0,5-1-2=3meter.

88  Bijr=3geldt 4=40-173%=8788.
Bij r = 6 geldt A =40- 1,3 =193,072....
As _s(6)—s(3) 193,072... — 87,88
At 6-3 6-3

= 35,06.... meter per minuut.

s ses

De gemiddelde snelheid is = (0,58 meter per seconde.
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89 a

90 a

s

-3 -2-10] 1 2 3 4 5 6 7
-1

De raaklijn gaat door de punten (—1, 2) en (3, 4).
4-2 2

5—-1 4
De helling van de grafiek in punt P is dus ongeveer %

De richtingscoétficiént van de raaklijn is %

f)=y3-1+6=3

f(5)=13-5+6=121

De gemiddelde verandering is s-1 ¢ 0,40.
Neem het interval [1; 1,001].

A 3-1,00l+6—+3-1+6

A 3 v = 0,50

Ax 1,001 -1
g(x) =8x(x — 7) = 8x? — 56x
g(x)=16x—56

h(x) =16 — 0,5x = (16 — 0,5x)03

De schakels zijn y = u* en u= 16 — 0,5x.

D osu5en = g5
ga P T Blge~
dy

— = —0,254703

dx u

H(x) = —0,25(16 — 0,5x)™°5 ofwel A'(x) = ; -1

A16 — 0,5x
3
k(x) = 5x™2 + == 5x72 + 3x72
B
k'(x) = 36x%2 — 6x73
; 6
k(%) = 36532 — =

=2+ 1) =9 = (T2 + 1) - (x — 9)05
A(x)=T7x2+ len g(x)=(x—9)*

h(x)=14x en g'(x) = 0,5(x — 9)™%>

J(x) = 14x(x — 9)% + (7x? + 1) - 0,5(x — 9) %>

T4 1
(x)=14x *yx — 9+ ——
J(x)=14x - yx Sele—B
m(x) = (5x>* + 4)

De schakels zijn y = v® en u = 5x>* + 4.

dy du

a =3u’en i 12x14
dy

— = 3u2. 122 1.4

dx *

m'(x) = 36x14(5x24 + 4)2
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Hx)=Tx—4enn(x)=2x>+3
(x)=Tenn'(x)=4x

B T2x2+3)— (Tx —4) - 4x
- (232 + 3)?

z(x)

—14x2+ 16x + 21
(2x2 4+ 3)2

Z(x) =

p=3-e

d(x)= x2-2¢%

g(x)=x"en h(x)=2"

) = 2x en K(x) = In(2) - 2*
d(x)=2x-2*+ x2+In(2) - 2%

1 .
O (2-log(x))™!

De schakels zijn y = u™" en u = 2log(x).
& e 2

dg R e oAl
B gyt 2

dx ¢ X m(10)
K(x)=—1+(2log(x))*

k(x)=

x - 1n(10)
-2

k’(x) = ln(lO)  x (2 . log(x))z

¢(x) =T
De schakels zijn y=7+e*en u=5x— 3.
dy

y " du
du—'/ eendx—S

dy ”
a =T-e"5
¢(x) =353

a(x) =24 -Uog(5x —2)

De schakels zijn y = 2,4 - *log(u) en u = 5x — 2.

ﬂ=24° 1 end—u=5
du 7 In(2)-x  dx
du

£=2’4°1n(21)-u°5
=10 l(ix —2)

Hx)=2x+lenn(x)=3+6-1,2"
f(x)=2enn(x)=6+In(1,2)+ 1,2%

2-(3+6:1,29 - 2x+ 1) (6-1n(1,2) - 1,2

g = (3+6-1,2%

Examenvoorbereiding
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92 a

93 a

94 a

Tot x = 0 is de afgeleide positief, dus stijgt de grafiek.

Tussen x = 0 en x = 3 is de afgeleide negatief, dus daalt de grafiek.

De grafiek van fheeft dus een top bij x = 0.

Tussen x = 0 en x = 3 is de afgeleide negatief, dus daalt de grafiek.

Vanaf x = 3 is de afgeleide positief, dus stijgt de grafiek.

De grafiek van fheeft dus een top bij x =3.

Bij x = 0 heeft functie feen maximum, bij x = 3 heeft functie feen minimum.
Op het interval (<, 0) is de grafiek van f afnemend stijgend.

De grafiek is daar toenemend dalend.

f(x) = (¢ + 3x)?

De schakels zijn y = u? en u = x2 + 3x.

dy
$=2ueng—_l;=2x+3
dy
;1=2u'(x2+3x)

dx

f(xX)=2(x2+3x)-(2x +3)
f(x)=0als2+(x*+3x)-(2x+3)=0
2-(x2+3x)-2x+3)=0

x2+3x=00f 2x+3=0

x(x+3)=0o0f 2x=-3

x=00fx=—30fx=—1%

f0)=(02+3-02=0, f(-3)=((-3+3--3)2=0en

1\ _ 1\2 12 _ <1
f(_li)_((_lf) +3-_15) = SE
De codrdinaten van de toppen zijn (0, 0), (=3, 0) en (—1 %, 51%)-
De helling is hier gelijk aan f/(1)=2+(1>+3-1)+(2:1+3)=2-4+-5=40.

d—T= 6p* + 6p
dp

Bij p = 0is L = 602+ 6~ 0= Oen bij p = —1 i se= 6~ (12 + 6-(~1) = .

dp dp
De grafiek heeft dus een top bij p = 0 en een top bij p = —1.
N(f) =15+ 32(5¢ — 10)°3

y=15+32-u"en u=5:-10

dy du

A Bl S

a 16t "% en a4 5

dy

=2 = 1605 §

drs “

N'(t) = 80(5¢ — 10)™%
_ 80

W= 53— 10

N'(t) is positief als 7 > 2, de grafiek is dus stijgend.

Bij een toename van ¢ neemt de waarde van de noemer toe, en de waarde van
de teller blijft constant dus de waarde van de breuk nadert naar nul.

De waarde van N'(¢) is positiel en nadert naar nul, dus is de grafiek
afnemend stijgend.
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12x—13
¢ TS
Hx)=12x—13enn(x)=4x-5
(x)=12enn'(x)=4
, 12(4x — 5)— 4(12x — 13)
)=

(4x — 50

-8
(4x — 5)?
De teller van p/(x) is negatief, de noemer is altijd positief.
De waarde van p’(x) is negatief voor x > 1 %. De grafiek van p daalt.
Bij een toename van x. neemt de waarde van de noemer toe, dus de waarde
van p’(x) nadert naar nul.
De waarde van p'(x) is negatief en nadert naar nul, dus de grafiek van p is
afnemend dalend.

p(x)=

95 2 94_55 :
a —= .
ds (3,5t + 1)+ In(1,7)
3,5
Invoer: y, =

(3,5¢+ 1)+ In(1,7)
Venster: 0<x<10,0<y <10

dA4
De grafiek van m ligt boven de x-as, dus de grafiek van A is stijgend.

dA4 ;
De grafiek van — nadert de x-as, dus de grafiek van 4 is afnemend

stijgend.
b f(x)=3x"—12x+9 :
Invoer: y; =3x?— 12x +9 ]
Venster: 0<x <10, -5<y<5 ]
De grafiek van f"(x) ligt bij x = 2 onder de x-as. ' ]
De grafiek van f'is dus dalend bij x =2. ] \_/
De grafiek van f"(x) gaat bij x = 2 over van dalen naar stijgen.
De grafiek van f gaat dus bij x = 2 over van toenemend dalend naar

afnemend dalend.

dH
96 De Shannon-index is maximaal als — = 0.

P
—In(p)+In(1 —p)=0
In(p) =1In(1 - p)
p=1-p
2p=1dus p=0,5
De Shannon-index is maximaal bij 50% eiken en 50% beuken.

dD
97  S==0,533-3,65- €05
dt
dD
S 190533
de 7
. .. db . .. N
%333 ig positief dus P positief. De grafiek van D is stijgend.
Als t toeneemt, dan neemt %33 toe en neemt 1,9 - %333 ook toe.

dD . oy :
A7 1s positief en neemt toe als ¢ toeneemt, dus de grafiek van D is

toenemend stijgend.
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98

99

100

101

3b
3-b

po
thy=3bhenn(b)=3-5h

(by=3enn'(h)=-1
de 3(3-b)—3b--1

db (3 — by
de 9
db (3-h)

d .
De teller en de noemer zijn positief, dus é is altijd positief.

Dit betekent dat ¢ toeneemt als b toeneemt.
Dit betekent ook dat ¢ afneemt als b, de straal van de kleinste zeepbel,

afneemt.

dd_, 1

dn 7 n-In(2)

d4 2,16

dn " n dA

De teller en de noemer van de breuk zijn positief, dus —is altijd positief.

dn
Dit wil zeggen dat 4 toeneemt als » toeneemt.

. dA4
De teller van de breuk is constant, dus als # toeneemt, neemt e af en
n

nadert naar nul. Dit betekent dat 4 afnemend stijgend is.

dv
— = 6h% — 140h + 600
dh

dv
De inhoud ¥ is maximaal als E =0 dus 64% — 1404 + 600 = 0.

Invoer: y; = 6x% — 140.x + 600

Venster: 0<x <10, -5<y<5

Optie: nulpunt

Dit geeft x = 5,657...

Bij een hoogte van 5,7 cm is de inhoud maximaal.

b 2300 + 601
naiger 307 40,60
T'=2300 + 60t en N = 207 + 0,6¢

de dt
AP 60+ (207 + 0,67) — (2300 + 60¢) - 0,6
dt (207 + 0,61)>
AP, uwr 11040
dr (207 + 0,61)°
dp

Rajaar

ds
dus stijgend. Bij toenemende waarde van ¢ neemt de waarde van de noemer

zijn beide positief, de grafiek van P is

najaar

De teller en noemer van

najaar

dt
is daarom afnemend stijgend.

nadert naar nul.

toe, de teller is constant, dus

De grafiek van P

najaar
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102 =0,013-12-001%

d4
dt
d_A =0.156" e0,013:
dt ’

dA
Bij =117 s 7 -= 0,156 e0013X117 20,714

t = 01is in april 1994,

t =117 is 9 jaar en 9 maanden later.

t =117 komt overeen met januari 2004,

In januari 2004 nam het aantal aardbevingen met een magnitude = 1,5 met
0,7 per maand toe.

103 a Je krijgt de volgende term door van de voorgaande term 5 af te trekken.
De volgende termen zijn:
19-5=14;14-5=9;9-5=4:4-1=-1
Een recursieve formule is u(n) = u(n — 1) — 5 met u(0) = 34.

b =3 u—4=3-3-4=5
u, =3 u —4=3-5-4=11
u;=3u,—4=3-11-4=29
uy=3 u;—4=3-29-4=83
us=3-u,—4=3-83-4=245

¢ Je krijgt de volgende term door de voorgaande term met —% te
vermenigvuldigen.
De volgende termen zijn:

- y [ 1 - 1 Lo sl prl 3 1
—50X—5—25, 25X—5——125,_125X—5—61,6ZX—§——3§

Een recursieve formule is u(r) = u(n — 1) X —% met u(0) = 400.

104 a Mode: Rij
Invoer: u(n + 1) =12 + 0,6 * u(n) met x(0) = 50
Venster: 0<n<10;0<x<10,0<y <50

1
2
3
Y
H
6
4
8
9

b De termen naderen de grenswaarde 30.

105 a Rij A is rekenkundig omdat er elke keer 5 vanaf gaat.
Rij B is meetkundig omdat er elke keer met 4 vermenigvuldigd wordt.
Rij Cis geen van beide, omdat je de volgende term krijgt door de
voorgaande eerst met 2 te vermenigvuldigen en er vervolgens 1 bij op te
tellen.
Rij D is meetkundig omdat er elke keer met 1,2 vermenigvuldigd wordt.
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106 a

107 a

108 a

Rij A: u(n + 1) = u(n) — 5 met u(0) = 14
Rij B: u(n + 1) = 4+ u(n) met u(0) =5
RijC:u(n+1)=2-u(n) + 1 met u(0)=3
RijD:u(n +1)=1,2 - u(n) met u(0) = 10
Rij A: u(n) =14 — 5n

Rij B: u(n)=1- 4"

RijD: u(n)=10-1,2"

15
2 (2n + 5) is de som van een rekenkundige rij met 15 — 2 = 13 termen.
n=3
De eerste termisuy=2+3 + 5= 11 en de laatste term is ;5 =2+ 15 + 5 = 35.
De som is 3+ 13« (11 +35) = 299.
10

s(10) = X u(n), dat is de som van een rekenkundige rij met 11 termen.

n=0
De directe formule is u(n2) = 48 — 10n.
De eerste term is v, = 48 en de laatste term is 1, =48 — 10+ 10 = =52,
De som is % +11-(48 +—52) = -22.
Dit is de som van een rekenkundige rij met directe formule u(n) = 12 + 3n.
Er zijn 31 termen en u(0) = 12 en «(30) = 102.

De som is 3+ 31 + (12 + 102) = 1767.

S§o=uy=-2-0+15=15

5, =8, +tu;=15+-2-1+15=28

S,=8 +u,=28+-2-2+15=39

Voor s, zijn er 21 termen die opgeteld moeten worden, u(0) =15 en
u(20)=-2-20+15=-25.

$0=13+21+(15+—25)=—105.

n
De formule is s, = X u(k) = % - aantal termen - (eerste term + laatste term).
k=0
Van k=0 toten met k =n zijn n + 1 termen.

De eerste term is 1, = 15 en de laatste term is u, = =2 -n + 15.

Dit invullen geeft s, = ¥ u(k) = % (n+1)-(15 +=2n + 15) ofwel
k=0

5, = 5 u(k) =3 (n+ 1)(=2n + 30).
k=0

Van glg.(%)kisr:%, 25, = 18‘(%)2=4%enu13: 18-(%)13_
) LR g L

Elg.(%)kzlg(f)—%=8,996

k=2 E_I

15
Van ¥ (1,3)¢is r = 1,3, 4, = (1,3)° = 1 en w5 = (1,3)'6.

k=0
E (1,3f= wz 218,472
i 1,3-1 ’
Dit is een meetkundige rij met reden r = 5, u, = 0.1 en
U, =5-39062,5=195312,5.
195312,5-0,1

De som is B — =48828,1.
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110 a

208
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Een directe formule bij de cd-verkoop is C(n) = 18 - 0.91~,
s 19,0
Los de vergelijking 1 +26.14-0.73" =18-0,91" op.

19,0
1+26,14+0,73"
Venster: 0<x<10,0<y <20
Optie: snijpunt
Dit geeft x = 9,1
Na 10 jaar, dus in 2018, is de cd-verkoop kleiner dan de downloadverkoop.

Invoer: y, = en y,=18+0,91"

De eerste 20 die hij wegspeelt levert hem 20 x 50000 : 100 = 10000 euro op.
De volgende 20 levert hem 20 x 50000 : 80 = 12500 euro op.

De volgende 20 levert hem 20 x 50000 : 60 = 16600 euro op.

De volgende 20 levert hem 20 x 50000 : 40 = 25000 euro op.

De volgende 20 levert hem 20 x 50000 : 20 = 50000 euro op.

In totaal wint hij 10000 + 12500 + 16600 + 25000 + 50000 = 114100 euro.
Als je alleen al naar de laatste ronde kijkt en de kandidaat

heeft daar één tegenstander, dan levert deze tegenstander hem
50000
1 X T: 1 X 50000 = 50000 euro op.
Als hij in de laatste ronde a tegenstanders heeft, dan leveren deze hem

50000
a X — - 50000 euro op.
Dus alleen al in de laatste ronde wint de kandidaat 50 000 euro, minder zal
hij niet krijgen.
In ronde 4 zijn er nog 97 kandidaten en de waarde van de weggespeelde

speler is = 515 euro, waardoor het totaalbedrag op

1515+ 515 = 2030 euro komt.
In ronde 5 zijn er nog 96 kandidaten en de waarde van de weggespeelde

speler is 000
p 96

2030 + 521 = 2551 euro komt.
In ronde 6 zijn er nog 95 kandidaten en de waarde van de weggespeelde

= 521 euro, waardoor het totaalbedrag op

speler is = 526 euro, waardoor het totaalbedrag op

95
2551 + 526 = 3077 euro komt.
Het totaalbedrag na ronde 6 is 3077 euro.

: 3 50000
Een recursieve formule is B, = B,_, + 10l —n met B, = 0.
Om het maximale totaalbedrag te vinden bereken je B,;, met de
rekenmachine.
Mode: Rij
Invoer: u(n) =u(m —1) + met u(0) =0

101 —n
Kijk in de tabel bij n = 100, dit geeft u(n) = 259 369.

Het maximale bedrag dat een kandidaat op deze manier kan winnen is
ongeveer 259 369 euro.
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111 a Aflezen in de grafiek bij mei 2013 geeft een aantal van ongeveer 30000.
A, =-375x2+ 37250 = 36500

36500 — 30000
De uitkomst van het model is 30000 X 100% = 22% hoger.

b Het aantal neemt elke maand met 375 af.
Een recursieve formule is dus 4, = 4,_; — 375 met 4, = 37250 (maart 2013)

112 a 1e partij 2e partij 3e partij

C <
r
\/ enz.
X 3 X

De wedstrijd kan op 3 x 3 X 3 = 27 manieren verlopen.
b De uitslag 2-1 kan op zes manieren tot stand komen: KKc, KcK, cKK, Krr,
rKren rrK.

3 3

113 a Jekunt5-4-3-2-1= 5= 120 ‘woorden’ maken.
b Jekunt5-5-5-5-5=25%= 3125 ‘woorden’ maken.

114 Mieke kan er 2, 3, of 4 keer over doen om twee knikkers van dezelfde kleur
te pakken.
Eerst het aantal trekkingen voor twee rode knikkers:
in 2 keer: RR
in 3 keer: RGR, RWR, GRR, WRR
in 4 keer: RWGR, RGWR, WRGR, GRWR, WGRR, GWRR
Totaal zijner 1 + 4 + 6 = 11 verschillende trekkingen om twee rode knikkers
te pakken.
Voor twee witte knikkers zijn er ook 11 verschillende trekkingen evenals
voor twee groene knikkers.
In totaal dus 3 X 11 = 33 verschillende trekkingen.

115 a Door af te lezen in het rooster bovenaan de bladzijde, kun je zien dat er 20
verschillende routes van A naar B zijn.
b In het rooster bovenaan de bladzijde kun je aflezen dat er 10 verschillende
routes zijn naar het punt (3, 2): er zijn 10 verschillende routes van B naar C.
Van A naar C, via B, zijn er dan 20 x 10 = 200 verschillende routes.
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117 a

118 a

119 a
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(5.3)
L3 L - L * L
1 4 10 20 35 56
L L] L3 L] * L]
1 3 6 1 15 21
L3 L L3 L ] * L
1 2 3 4 5 6
L] L 3 L ] . L]
1 1 1 1 1

Er zijn 56 verschillende routes naar het punt (5, 3), dus zijn er 56 mogelijke
scoreverlopen bij een voetbalwedstrijd die eindigt in 5-3.

(3.3)

L . L3 L
1 4 10 20
L L] * L]
1 3 6 10
L 3 L] L3 L
1 2 3 4

L] L] L

1 1 1

Er zijn 20 verschillende routes naar het punt (3, 3), dus zijn er 20
verschillende gezinssamenstellingen mogelijk bij gezinnen met drie meisjes
en drie jongens.

Zekandatop 10+9-8+7+6+5+4-3-2-1=10! = 3 628 800 manieren
doen.
Ze kan op 10+ 9 - 8 = 720 manieren een top-3 samenstellen.

10 : .
Ze kan op ( 4 ) = 210 manieren vier cd’s selecteren.

De volgorde waarin de tien schapen gekozen worden, doet er niet toe.
Er is dus sprake van een combinatie van 10 uit 26.

Dat kan op

- = 5311735 manieren.
10
i .. 14 . .
De vijf witte schapen kan hij op 5= 2002 manieren kiezen.

12
De vijf zwarte schapen kan hij op ( 5 ) = 792 manieren kiezen.

De groep van vijf witte en vijf zwarte schapen kan hij dus op
2002 x 792 =1 585584 manieren samenstellen.

12
Voor de vier rode shirtjes zijn er ( A ) =495 mogelijkheden, daarna zijn er

voor de vier blauwe shirtjes nog ( 4) = 70 mogelijkheden. Tenslotte zijn er
voor de vier groene shirtjes nog maar vier jongens over, dat kan dus maar op
€én manier.

In totaal kun je op 495 % 70 x 1 = 34650 manieren de shirtjes te verdelen.

Je kunt het estafetteteam op 12+ 11 -10+9 = 11 880 manieren samenstellen.
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121 a

122

123 a

124 a

Er zijn 5 trio’s van drie dezelfde cijfers (niet met 1 of 2 omdat er daar te
weinig voor zijn).

7
Er zijn ( 3) = 35 trio’s van drie verschillende cijfers.

Voor de trio’s twee gelijke cijfers zijn er met de cijfers 2 tot en met 7
6 x 5 = 30 mogelijkheden.

Met een één en twee andere cijfers zijn er 6 mogelijkheden.

In totaal zijn er 5 + 35 + 30 + 6 = 76 verschillende trio’s mogelijk.

Er zijn 10 x 26* x 10 = 17576 000 mogelijkheden.

Er zijn dus 17600 000 mogelijkheden, afgerond op honderdduizendtallen.
Voor de eerste twee cijfers zijn er 10 X 10 — 1 = 99 mogelijkheden.

Voor de eerste letter zijn er 12 mogelijkheden.

Voor de tweede en derde letter zijn er 26 — 8 = 18 mogelijkheden.

Het aantal mogelijkheden voor de drie letters is 12 x 182 — 82.

Er zijn totaal 99 x (12 x 18— 82) x 10 = 3767940 mogelijkheden.

Dit is 3767940 : 18000000 x 100% = 21%.

De verslaggever heeft geen gelijk, het aantal is iets meer dan 20%.

Er zijn zes verschillende symbolen.
Elke mogelijke tegel met twee dezeltde symbolen komt vijf keer voor.
Dat zijn dus 5 - 6 = 30 tegels.

. (6 o :
Er zijn (2) = 15 mogelijke tegels met twee verschillende symbolen.

Elke mogelijke tegel met twee verschillende symbolen komt zes keer voor.
Dat zijn dus 6 + 15 = 90 tegels.
In totaal worden er bij Genius 30 + 90 = 120 tegels gebruikt.

14
Er zijn ( ) ) mogelijkheden voor Nikos Place.

Vervolgens

12 .
5 ) mogelijkheden voor Hydrele Beach.
Er blijven er dan nog 7 over voor Kouros Bay.

14 12
Het totaal aantal mogelijkheden is ( 5 X ( 5 ) =72072.

Het aantal verschillende programma’sis 5 X 4 X 3 X 2 X 1 X 5 X 4 x 3 =7200.

Voor elke plek zijn er twee mogelijkheden, namelijk een 0 of een 1.
Voor acht plekken zijn er dan 2% = 256 mogelijkheden.

783 megabyte is 783 X 1000000 X 8 bits.

Een seconde muziek is 44 100 X 16 x 2 bits, dus een minuut muziek is
60 X 44100 x 16 X 2 bits.

783 x 1000000 x 8
60 % 44100 x 16 x 2

In totaal kan er op één cd maximaal =73,979..., dus

ongeveer 74 minuten muziek.

Als een code van 14 bits uit zes enen bestaat, zijn er 14 — 6 = 8 nullen.

Bij zes enen heb je vijf tussenruimtes die uit minimaal vijf maal twee nullen
bestaan (dus minstens tien nullen).

Met acht nullen is dat onmogelijk.
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18 Periodieke functies

5 a De snijpunten van de grafiek met de x-as zijn

. (71, 0), (0, 0), (11, 0), (27, 0) ... en dus ook (11w, 0).
Het punt (11m, 1) ligt dus niet op de grafiek van f.

De snijpunten van de grafiek met de x-as zijn

. (=1, 0), (0, 0), (11, 0), (27, 0) ... en dus ook (—80m, 0).
Het punt (—80m, 0) ligt wel op de grafiek van f.

o

(2]

Op de grafiek ligt het punt (1 ;l—ln, -1 ) Drie perioden naar rechts ligt het
punt (7%71, —1). Het punt (7%71, 1) ligt dus niet op de grafiek van f.

a.

Op de grafiek ligt het punt (1 ;l—lrr, —1). Drie perioden naar links ligt het punt
(—4%7[, —1). Het punt (—4%7{, —1) ligt wel op de grafiek van f.

(4]

Op de grafiek ligt het punt (%n, 1). 99 perioden naar rechts ligt het punt
(198%7{, 1). Het punt (198%11, 1) ligt wel op de grafiek van f.

-

Op de grafiek ligt het punt (1 %Tc, -1 ) 16 perioden naar links ligt het punt
(—30,57; —1). Het punt (—30,5m; —1) ligt wel op de grafiek van f.

10 De amplitude van f(x) = —6sin(x) is 6.
De amplitude van g(x) = 1,4sin(x) is 1,4.

14 a a=21,deamplitude is 21.

i . 2n 21 1
De periode is 3 = i =g
b a=—1%,deamplitudeislg-.
n . 2n 21 1
D deis—=—=33m.
e periode is b 06 3T
c a= %Tt, de amplitude is %n.
2n 2n
D iodeis —=——=
e periode is b ol
d a=-045, de amplitude is 0.45.
D . 2n 2n 4
e periode is —=—=73.
g b 6n 3

2
16 a b =3, dusde periode isTﬁ=4n= 12,56... uren.

2
Dat is 12 uur en 60 % 0,56... = 34 minuten.

......................

Invoer: y, =2+ sin(%x)
Venster: 0 < x <24, -3<y<3
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24 a

28 a

Ya2=1.50

e 7%
\/ U

X=14.262495 ¥=15

Invoer: y, =2+ sin(%x) en y, = 1,50

Venster: 0 < x <24, -3<p<3

Optie: snijpunt

Er zijn snijpunten bij x = 14,262... en x = 17.153...

Gedurende 17,153... — 14,262... = 2,890... uur per periode is de waterstand
hoger dan 1,50 meter boven NAP. Dat is 2 uur en 53 minuten.

Als het verschil tussen hoogwater en laagwater 5,1 meter is, dan is de
amplitude 5,1 : 2 = 2,55 meter. De periode verandert niet.

De formule is A = 2,55 sin(%r).

d = -3, dus de evenwichtsstand is —3.

c= ;ln. Dat betekent dat de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat in
het punt (%T[, —3).

Twee andere punten waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat
Zijn (2%11, —3) en (4‘5—111, —3).

d = 6, dus de evenwichtsstand is 6.

sin(x + 4) = sin(x — —4), dus ¢ = —4. Dat betekent dat de grafiek stijgend
door de evenwichtsstand gaat in het punt (—4, 6).

Twee andere punten waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat
zijn (—4 + 2r, 6) = (2,28; 6) en (—4 + 47, 6) = (8,57; 6).

d =1, dus de evenwichtsstand is 1.

c=1 % Dat betekent dat de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat in
het punt (1 % y 1).

Twee andere punten waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat
zijn (11427, 1) = (7,78; 1) en (11 + 4, 1) = (14,07; 1).

d =—0,3, dus de evenwichtsstand is —0,3.

sin(x + %n) = sin(x = —%n), dusc= —%n. Vanwege het minteken voor

2 sin(x + %n) gaat de grafiek in het punt (—%Tl'; = 0,3) niet stijgend, maar
dalend door de evenwichtsstand. Een halve periode (% X 2n = rr) later gaat de

grafiek stijgend door de evenwichtsstand. Dat is in het punt (%TE; —0,3).
Twee andere punten waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat
Zijn (2%11; —0,3) en (4%n; —0,3).

d =1, de evenwichtsstand is 1.
a =2, de amplitude is 2.

. e
b =3, de periode is ?ﬂ= %T[.

c= %n, een beginpunt is (%n, 1).
d = -5, de evenwichtsstand is —35.
a = 6, de amplitude is 6.
. 5 2
b= 1%, de periode is 1—15 = I%n.
3
¢ = —2, een beginpunt is (-2, —5).
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d= —%, de evenwichtsstand is —%.

a = 7, de amplitude is %

=1
—3
; "
b= %T[, de periode is l_n =8.
ZT[
¢=—Ln een beginpunt i (—l ——)
¢, ginpunt is {—¢m, —73).
d = 85, de evenwichtsstand is 85.
a = 63, de amplitude is 63.
2n
0,31

- §

¢ =0, een beginpunt is (0, 85).

b = 0,37, de periode is =6

L]

De evenwichtsstand is —5 en de amplitude is 7, dus het maximum is gelijk
aan —5 + 7 =2 en het minimum is gelijk aan =5 —-7=—-12,

2
De periode is Tn = 6m en een beginpunt is (0, —5).

3
De twee hierop volgende snijpunten met de evenwichtsstand zijn (3w, —5) en

(6m, —5). De toppen zijn (1%71, 2) en (4%7{, —12).
De evenwichtsstand is —11 en de amplitude is 9, dus het maximum is gelijk
aan —11 + 9 = =2 en het minimum is gelijk aan —11 — 9 = -20.
2
De periode is S—H = % en een beginpunt is (0, — 11).
I

De twee hierop volgende snijpunten met de evenwichtsstand zijn (%, -1 1) en

z,—ll . De toppen zijn L, —2)en l, =20).
5 10 10

De evenwichtsstand is 27 en de amplitude is 35, dus het maximum is gelijk
aan 27 + 35 = 62 en het minimum is gelijk aan 27 — 35 = —8.

2
De periode is 3_11 = % en een beginpunt is (4, 27).
T
De twee hierop volgende snijpunten met de evenwichtsstand zijn (4%, 27) en
(4%, 27). De toppen zijn (4%, 62) en (4%, —8).

Je kunt de formule schrijven als y = —5,1 — 1,5sin(0,2n(x + 5)).
De evenwichtsstand is —5,1 en de amplitude is 1,5, dus het maximum is
gelijk aan —5,1 + 1,5 = —3,6 en het minimum is gelijk aan —5,1 — 1,5 = —6,6.

~ = 10. De grafiek gaat in het punt (—5; —5,1) dalend door

De periode is

»

de evenwichtsstand, vanwege het minteken voor 1,5sin(0,2nx + n). Een
halve periode later, in het punt (0; —5,1), heeft de grafiek een beginpunt.

De twee hierop volgende snijpunten met de evenwichtsstand zijn (5; —5.1) en
(10; =5,1). De toppen zijn (2,5; —3,6) en (7,5; —6,6).

De maximale bloeddruk is 110 + 20 = 130 mm kwik en de minimale
bloeddruk is 110 — 20 = 90 mm kwik.

De periode is i—: = % seconden.

Een beginpunt is (%, 110). Twee hierop volgende snijpunten met de
evenwichtsstand zijn (%, 110) en (1 —é—, 110).

De maximale bloeddruk wordt (% + %) 2= % seconden na het starten van

de metingen bereikt. (maar ook bij de start van de metingen zelf, na | %
seconden, na 2 seconden, enzovoort)

Meer oefenen
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De minimale bloeddruk wordt na (% + ]%) : 2 =1 seconde na het starten

van de metingen bereikt. (maar ook na | % seconden, na 2% seconden, na 3
seconden, enzovoort)

b =0 invullen geeft B= 110 + 20 sin(3rt(0 — 0,5)) = 130 mm kwik.
Bij het begin van de metingen is de bloeddruk 130 mm kwik.

C Y2=105

A\

Snijeunt
¥=0.4731898 ¥=105

%

Invoer: y; = 110 + 20 - sin(3n(x — 0,5)) en y, = 105

Venster: 0<x<1,80<y <140

Optie: snijpunt

Er zijn snijpunten bij x = 0,193... en x =0,473...

Gedurende 0,473... — 0,193... = 0,279... seconden per periode is de
bloeddruk lager dan 105 mm kwik.

In één minuut gaan 60 : % = 90 periodes. De bloeddruk is

90 x 0,279... = 25 seconden per minuut lager dan 105 mm kwik.

35 Functie f;
Het maximum is 1 en het minimum is —1.
De evenwichtsstand is d = 0.
De amplitudeis a = 1.
De grafiek gaat bij x = 1 en x = 3 stijgend door de evenwichtsstand.
De periodeis2en b = Tﬂ =1
Een beginpunt is (1, 0), dus ¢ = 1.
Een functievoorschrift is f(x) = sin(n(x — 1)).
Functie g:
Het maximum is 4,5 en het minimum 1s 1,5.
De evenwichtsstand is d = (4,5+ 1,5): 2= 3.
De amplitude isa =4,5-3=1,5.
De periodeis 2nen b = £ =1.
2n
Een beginpunt is (2, 3), dus ¢ = 2.
Een functievoorschrift is g(x) =3 + 1,5sin(x — 2).
Functie A:
Het maximum is 2 en het minimum is —6.
De evenwichtsstand is d= (2 + —6) : 2= -2,
De amplitudeisa=2--2=4.
De periode is 12en b = % = érr.
Een beginpunt is (1, —=2), dus ¢ = 1.
Een functievoorschrift is i(x) = -2+ 4 sin(én(x = 1)).
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0

De evenwichtsstand is d = 18.
De amplitude isa =18 — 16 = 2.
. . 2
De periodeis 12en b = % = %n
Een beginpunt is (2, 18). Dus ¢ = 2.

Een formule bij de sinusoide is y = 18 + 2 sin(%n(x = 2)).

1N :

De evenwichtsstand is d = —4.
De amplitudeisa=5—-—-4=9.
Vanaf het punt (—1 ﬁn, —4) tot het punt (0, 5) is een kwart periode.
2
De periode is dus 4 X I%n =5nenb =5—ﬂ=%.
s
Een beginpunt is (—l %T[, —4). Dusc=-1 %.

Een formule bij de sinusoide is y=—-4+9 sin(% (x+1 Alfn)).
y

(27, -111)

c (=3,177)

/ O

De evenwichtsstand is d = (177 + —111) : 2 =33.

De amplitude is a = 177 — 33 = 144.

Vanaf het punt (—3. 177) tot het punt (27, —111) is een halve periode.
2

De periode isdus 2 X (27 —=3)=2 X 30=60enb=£=%n.

Een kwart periode voor het maximum heeft de grafiek een beginpunt. Dat is

bij x=-3—1-60=-18,dus c = —18.

Een formule bij de sinusoide is y = 33 + 144 sin(;—on(x + 18)).
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19 Functies bewerken

3 a

Grafiek 1 is uit de grafiek van de standaardfunctie f(x)= —x> ontstaan door

een verschuiving van 2 naar rechts en 8 omhoog.

Tel bij de functiewaarden 8 op en vervang x door x — 2.
Een functievoorschrift bij grafiek 1 is g(x) = —(x — 2)> + 8.
De grenswaarde van de grafiek van g is 0. Grafiek 2 heeft grenswaarde —2.
De verticale verschuiving is dus 2 omlaag.

De grafiek van g snijdt de y-as in (0, 1). Grafiek 2 gaat door (-5, 1).
De verschuiving is dus 5 naar links

Grafiek 2 is uit de grafiek van de standaardfunctie g (x) = 0,5" ontstaan
door een verschuiving van 5 naar links en 2 omlaag.

Trek van de functiewaarden 2 af en vervang x door x + 5.

Een functievoorschrift bij grafiek 2 is A(x) = 0,575 — 2.

De grafiek bij de functie k is uit de standaardfunctie f(x) = \/; ontstaan
door deze 11 naar rechts en 18 omlaag te schuiven.

De grafiek bij de functie m is uit de standaardfunctie f(x) = "log(x)
ontstaan door deze 10 naar links en 7 omhoog te schuiven.

Een translatie van % omhoog en van % naar rechts van de grafiek
met formule y = -1 % + %sin(x + %) geeft een grafiek met formule
V= —1_%+ %sin(x + % = %) + % ofwel y = —1%+ %sin(x + }T)

Omdat 1 cm? gelijk is aan 0,0000001 m?* wordt de eenheid bij de

variabele inhoud 0,0000001 keer zo groot: 4 = 0,000001 - I dus
A=0,000001 - 24/5a + 10 ofwel 4 =0,000002y5a + 10.

Omdat 1 maand hier gelijk is aan 4 weken wordt de eenheid bij de
variabele maanden 4 keer zo groot: g = ﬁ - w ofwel w=4-g, dus

H=28 - 2sin(}n(4q +3)).

Omdat 1 kg gelijk is aan 10 ons wordt de eenheid bij de variabele gewicht 10

keer zo groot.

0 =10(9c2 + 1,5 - ¢) ofwel 0=90¢2+ 15— 10c.

Omdat 1 cm gelijk is aan 0,1 dm wordt de eenheid bij de variabele lengte
0,1 keer zo groot, d=0,1 - cofwel c =10+ d.

De formule wordt dan P =90(104)*>+ 15 — 10 - 10d ofwel

0 = 90004 + 15 — 100d.

] 6,44
L =6 invullen geeft 6 =7,73 — m
644
LT3
1,73+ (1,17 + 2a) = 6,44
2,0241 + 3.,46a = 6.44
3.46a=4,4159 dusa = 4159 ~1,28.
3,46
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Omdat 1 mm gelijk is aan 0,1 cm wordt de eenheid bij de variabele lengte

0.1 keer zo groot. Dus ¢ = 0,1 * g ofwel a = 10 - ¢. Dit invullen geeft
6,44 6,44

L=13 - 510 O™ L= 773 1 ooe

Omdat 1 gram gelijk is aan 0,01 ons wordt de eenheid bij de variabele

gewicht 0,01 keer zo groot, dus G = 0,01 - L. Dit invullen geeft

( 6,44 ) 6,44
G=0011773-——|=0,07713 - ——

1,17 + 2¢ 117 + 2000¢
§=k + h geeft v=k — h geeft
s=11=-5t+-2+6:t—7 v=11 - Se—{—=E+66—7)
s=—1r+1r+4 v=¢2—-111+18
§=k + h geeft v=k — h geeft
s==5\1-238+ -1 v==5t=238 - (1 =)
s=—6y1— 1,38 y=—41 =338

TW=TO — TK geeft

TW=-}q +24q - (38 + 1)
TW=—1q"+24q— 38— 14’

TW=—34%+24q - 38

Eerst oplossen TW =0, dus _%qz +24g-38=10

Invoer: y, = —%xz +24x-38eny,=1

Venster: 0 < x <40, =50 < y <200

Optie: nulpunt

De oplossing is x = 1,67 en x = 30,33

Kijken naar de plot geeft TW > 0 als ¢ meer dan 1 en minder dan 31 is.
Optie: maximum

Dit geeft x = 16en y =154

De winst is maximaal 154 euro bij 16 verkochte producten.

Bx=7)-(13+61x)=0 ¢ (4x+2)-(3*=27)=0
3x—=7=00f 13+63x=0 4x+2=0 of 3¥-27=0
3x=7of 65x=—13 4x=-2 of 3*=27

x=210f x=-2 =—1 of x=3log(27) =3

=

(B —8)(x*—1)=0 d (12-2)-G5x-4=0
x¥=8=00f x**—1=0 1x2=2=0 of 5x—4=0
x*=8ofx*=1 x1=4 of 5x=4
x=2of x=—-1lof x=1 x=—20fx=20fx=g
t M

10000 5,988024
20000 5,994006
30000 5,996003

In de tabel zie je dat bij toenemende waarden van 7 de waarden van M steeds
dichter naderen naar 6. De grenswaarde is 6.

M =0 als 6¢ = 0. Hieruit volgt ¢ = 0.

Het snijpunt met de horizontale as is (0, 0)

Meer oefenen
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P M

10000 1,49925
20000 1,499625
30000 1,49975

In de tabel zie je dat bij toenemende waarden van p de waarden van M
steeds dichter naderen naar 1,5. De grenswaarde is 1,5.
M =0 als 6p — 30 = 0. Hieruit volgt p = 5.
Het snijpunt met de horizontale as is (5, 0).
k M

10000 —17,0041
20000 =17,0021
30000 -17,0014

In de tabel zie je dat bij toenemende waarden van k de waarden van M
steeds dichter naderen naar —17. De grenswaarde is —17.
M =0 als 85k — 15 = 0. Hieruit volgt k= 137

Het snijpunt met de horizontale as is (%, 0).
d M

10000 | 0,00449
20000 | 0,00225
30000 | 0,00150

In de tabel zie je dat bij toenemende waarden van d de waarden van M
steeds dichter naderen naar 0. De grenswaarde is 0.

M =0 als 9d — 153 = 0. Hieruit volgt d = 17.

Het snijpunt met de horizontale as is (17, 0).

P=-3+04
Bijt=0is P=-3+0,4°=-2.
Als 1 steeds groter wordt, nadert 0,4’ naar nul, want 0,4 < 1.
P =-3+ 0,4 nadert dan naar = -3 + 0 = —3 de grenswaarde —3.
De waarde van P neemt af en de grenswaarde is —3.
_ 6
“§t32 °
Bijt=0is P=6:8-5=—4L.
Als ¢ steeds groter wordt, wordt 6 gedeeld door een steeds groter getal en

6
nadert > naar nul.
8+ 37
=si3r 5 nadert dan naar P=0-5=-5.
De waarde van P neemt af en de grenswaarde is —5.
P=2+50-0,17

Bijt=0is P=2+50-0,1°= 52,

Als 1 steeds groter wordt, nadert 0,1/ naar nul want 0,1 < 1.
50+ 0,17 nadert dan naar 0.
P=2+50-0,1"nadert dan naar P=2+0=2.

De waarde van P neemt af en de grenswaarde is 2.
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B 3
£B+2

d P=

Bij:=0isp=7=—1§.

Als 1 steeds groter wordt, wordt 3 gedeeld door een steeds groter getal en

3
naar nul.
P42
De waarde van P neemt toe en de grenswaarde is 0.

nadert P=—

: . o 5 2000
30 Met de rekenmachine los je de vergelijking m =300 op.
Invoer: y, =2000: (1 + 19 % 0,9%) en y, = 300
Venster: 0 < x €20, 0 <y <400
Optie: snijpunt
De oplossing is x = 11,48.
Na ruim 11 maanden zijn er voor het eerst meer dan 300 personen met een

abonnement.
2000
b P=r——
1+19-0,9°
Als 1 steeds groter wordt, nadert 0,9/ naar nul en 19 - 0.9’ nadert dan ook
naar nul.
2000 0
= m nadert dan naar de grenswaarde 170 =2000.

Dit betekent dat er op den duur in het dorp maximaal 2000 personen zullen
Zijn met een abonnement.

20 Differentieren

3 a De functie g(x) is de productfunctie van f(x) = 5x2en A(x) = 3x*+ 7.

De afgeleiden zijn f(x) =5+2x=10xen A'(x) =3 - 4x> = 12x°,
Met de productregel vind je:
g(x) = f(x) * h(x) + f(x) - ()
g(x)=10x - 3x*+7) + 5x%- 12x°
2'(x) = 30x° + 70x + 60x°
g(x) =90x° + 70x

b De functie z(x) is de productfunctie van g (x) = 2x* + 5 en i(x) = 10 — 3x.
De afgeleiden zijn ¢'(x) = 2+ 4x% = 8x% en A'(x) = —3.
Met de productregel vind je:
Z(x) = g'(x) * h(x) + g(x) - ()
Z(x)=8x (10 — 3%) +(2x* + 5)-—3
Z(x) = 80x® — 24x* — 6x* — 15
Z(x) = —30x* + 80x3 — 15

c I(M)=(2v+7)(5-18%)
De functie /(v) is de productfunctie van g(v) = —2v + 7 en i(v) = 5 — 18",
De afgeleiden zijn g'(v) = -2 en A'(v) = —18 - 3p2 = =542,
Met de productregel vind je:
I(v) = g'(v) - h(v) + g(v) - h(»)
I(y)=-2+(5-18v) + (-2v+7)* =542
I(v) =—=10+ 36y + 108+* — 378y7
I'(v) = 144v3 — 378y — 10
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d De functie ¢(r) is de productfunctie van g(r) =9 —ren A(r) = 10r + 5.
De afgeleiden zijn g'(r) = —1 en A'(r) = 10.
Met de productregel vind je:
q(r)=g'(r)* h(r) + g(r) - H'(r)
gr)=-1-(10r+35)+9-r)-10
¢ (r)=-10r—5+90— 10r
g'(r)=—-20r + 85

6 a De functie #(s) is de productfunctie van g(s) = 252 en A(s) = (4s + 7)*.
De afgeleide van g(s) is g'(s) = 2+ 25 = 4s.
De afgeleide van /(s) bereken je met de kettingregel.
De schakels zijn y=wu*enu=4s+7.

dy du

_:4 3 —:4

du ¥ ends

dy dy du
—_—=——=4 3.4:16 3
ds du ds “ “

h'(s) = 16(4s + 7)
Met de productregel vind je:
1'(s) = g'(s) = h(s) + g(s) = H'(s)
(s) = 4s(4s + 7y + 252 - 16(4s + 7)3
(s) = 4ds(ds + T)* + 325%(ds + 7)°
b De functie A(g) is de productfunctie van f(g) = —4g en h(g) = (6g — 8)°.
De afgeleide van f(g) is f(g) = —4.
De afgeleide van /i(g) bereken je met de kettingregel.
De schakels zijn y = w’ en u = 6g — 8.

d

l=5u4end—u=6

du dg

dy dy du _ B
dg_du dg—5u4 6 = 30u*

h(g) = 30(6g — 8)*
Met de productregel vind je:
A(g) =g h(g) +f(g) I(g)
A(g)=—4-(6g—8)’ —4g-30(6g - 8)*
A'(g) = —4(6g — 8)’ — 120(6g — 8)*
¢ De functie B(¢) is de productfunctie van g(¢) = 2¢’ en h(f) = m
De afgeleide van g(z) is g'(t) = 2 - 915 = 1845,
De afgeleide van /(z) bereken je met de kettingregel.

L
De schakels zijn y = \f; =wenu=1t+8.

e 'l n;u=1

du 2 dt

dy _dy du_; -t | -t
—_— —— —— .lzﬁ 2
dr du dr 2" ¥

B(o=te+8)"
Met de productregel vind je:
B(1) = g'(t) * h(2) + g(2) - '(2)

1
B()=186-yi+8+20-1(1+8)
B(t) =185t + 8+ £(1 + 8)‘%

9
B(t) = 18t8\/t+8+
@ At+8
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d De functie /(b) is de productfunctie van g(bh) = (9 — 5b)*> en h(b) = b — 6.
De afgeleide van g(b) bereken je met de kettingregel.
De schakels zijn y = «?>en u =9 — 5h.

dy du
a—2uen£— 5

dy dy du _
E_du db—Zu 5=—10u

2(h)=-10(9 — 5b) = 505 — 90
De afgeleide van A(b) is h(h) = 1.
Met de productregel vind je:
I(b) = g'(b) - h(b) + g(b) - ()
I'(h)=(50h—90)-(h— 6)+ (9 —5h)*- 1
I'(h) = 50b% — 300h — 90h + 540 + 81 — 90h + 25h>
I(b) = 75b*> — 480h + 621
e De functie k(b) is de productfunctie van g(b) = (%b = 8)3 en h(b) = 92h2.
De afgeleide van g (b) bereken je met de kettingregel.
De schakels zijn y=w’en u = %b =8

dy du 3
—=3 2 e I
du Mgy 2
dy dy du

e . R R )
W dy db X ok

g(b) =25(3b -8

De afgeleide van /i(b) is i(b) = 92+ 2b = 184b.
Met de productregel vind je:

K'(b) = g'(b) * h(b) + g(b) - 1'(b)
Kb)y=25(3b-8) 9202+ (36 -8) - 184b
Kby =20702(2b — 8) + 184b(3 5 — 8)

f r(x)=(9x+ 13541 — x
De functie r(x) is de productfunctie van g(x) = 9x + 135 en A(x) =41 — x.
De afgeleide van g(x) is g'(x) = 9.
De afgeleide van /(x) bereken je met de kettingregel.

1
De schakels zijn y = \E =uwenu=41 - x.

dV dV du 1 _1 1 .
e B i B e [ .’.._1:_._ 2
dv du dx 2" 24
H(x)=—3(41-x)

Met de productregel vind je:

H(x) = g'(x) * h(x) + g(x) - I'(x)
() =931 —x + (9x + 135) - —L (41 - )
F(x) = WA —x — L Ox + 135)@1 — x)=

9x + 135
(X) = W4l — x — ——=
) 2\/41 —s
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De functie f(x) is het quotiént van #(x) = x> — 4 en n(x) = x + 3.
De afgeleiden zijn #(x) = 2x en n'(x) = 1.
Met de quotiéntregel vind je:
, f(x) - n(x) — t(x) - n'(x)
fx)=

(n(x))*
)= 2v e (x +(i)+— 3();:2 -4)-1
£l = 2x2 -l_(f:-;; +4
oSzt

De formule B is het quotiént van #(r) =8 — ren n(r) =r> + 5.
De afgeleiden zijn #(r) = —1 en n'(r) = 3r°.

Met de quotiéntregel vind je:

dB _ t'(r) n(r)—tr) - n'(r)

dr (n(r))*
dB_—1-(rP+5)—(8-r)-3
dr (r + 5)

dB _ —r'=5-24r7 431"

dr (3 + 5)?

dB 2 -24r-5

dr (3 +5)

De formule B is het quotiént van #(r) =4 en n(r) = 9r + 6.
De afgeleiden zijn #(r) = 0 en n'(r) = 9.

Met de quotiéntregel vind je:

dB _ (r) - n(r) = t(r) - n'(r)

dr (n(r))y*
dB_ 0+ (9r+6)—4-9
dr (9r+6)
dB =36

dr (9 +6)

De formule B is het quotiént van #(r) = (6r — 10)* en n(r) = 3r.
De afgeleide van #(r) bereken je met de kettingregel.
De schakels zijn y = u* en u = 6r — 10.

dy du

kil = 3 e

i 44 en T 6

dv dy du
L (R Nl N |V Yy T 3
e dr 4i? - 6 = 24u

t(r) = 24(6r — 10)?

De afgeleide van n(r) is n'(r) = 3.
Met de quotiéntregel vind je:
dB _ 1(r) * n(r) = t(r) - n'(r)

dr (n(r)y

dB _ 24(6r —10)*+3r — (6r — 10)*+3
dr (3r)?

dB _ 72r(6r — 10)° - 3(6r — 10)*
dr 9r2

dB _ 24r(6r - 10)’ - (6 — 10)*
dr Al
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De formule B is het quotiént van #(r) = —8r en n(r) = r — 3.
De afgeleide van #(r) is #(r) = —8.
De afgeleide van n(r) bereken je met de kettingregel.

1
De schakels zijn y = \{E =wenu=r-—3.

ﬂ—l::f%end—w—l

du 2 dr

dy dy du_ -1 1 -k
—_ = e — == .1:_ 2
dr du dr 2 24

n'(r) = %(r -3)?

Met de quotiéntregel vind je:

d_B 3 t'(r) n(r)—tr) - n'(r)

dr (n(r))*

dB —8-\r—3--8r-i(-3)7
dr (F—3)

dB  —8\r—3+4r(r - 3)_%

dr ¥ —3

4r
—B\r—3+
dB _ Afr—3

5 r—23

De hellinggrafiek ligt onder de x-as, dus de grafiek van / is dalend.

De hellinggrafiek nadert de x-as, dus de grafiek van / is afnemend dalend.
De grafiek van A’ snijdt de x-as bij x = —6, dus de helling van # is daar nul en
de grafiek van & heeft daar een horizontale raaklijn.

Links van x = —6 ligt de hellinggrafiek onder de x-as, dus de grafiek van A

is daar dalend. Rechts van x = —6 ligt de hellinggrafiek boven de x-as, dus
de grafiek van /i is daar stijgend. De grafiek van / is eerst dalend en daarna
stijgend, dus is er sprake van een minimum voor x = —6.

Bij x = 0 snijdt de hellinggrafiek de x-as, dus is er daar sprake van een
horizontale raaklijn. De hellinggrafiek ligt links en rechts van x = 0 boven de
x-as, dus de grafiek van / stijgt aan beide kanten van x = 0. Er is dan geen
sprake van een top.

)

-6 0 6

Hellinggrafiek A ligt voor x = 0 onder de x-as, dus de bijbehorende grafiek
is daar dalend. De hellinggrafiek ligt na x = 0 boven de x-as, dus de
bijbehorende grafiek is daar stijgend. De enige grafiek die hierbij past is de
grafiek bij functie ;.

Hellinggrafiek B ligt overal onder de x-as, dus de bijbehorende grafiek is
dalend. De helling is overal constant, dus de bijbehorende grafiek is een
rechte lijn. De enige grafiek die hierbij past is de grafiek bij functie f.

Meer oefenen
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Hellinggrafiek C ligt overal onder de x-as behalve voor x = 0. De bijbehorende
grafiek daalt overal behalve bij x = 0 waar de grafiek een horizontale raaklijn
heeft. De enige grafiek die hierbij past, is de grafiek bij functie g.
Hellinggrafiek D ligt overal boven de x-as. De bijbehorende grafiek stijgt
alleen maar. De enige grafiek die hierbij past, is de grafiek bij functie /.

x+18

V=F+GmetF=12en G=——
0,1x+4

dF
De afgeleide van Fis i =0.
X

De formule G is het quotiént van #(x) = x + 18 en n(x) = 0,1x + 4.
De afgeleiden zijn #(x) = 1 en n'(x) = 0,1.

Met de quotiéntregel vind je:

dG _ t(x) * n(x) — #(x) * n'(x)

dx (n(x))*

dG _1+(0,1x+4)— (x+18)-0,1
dx (0,1x + 4)
dG_0x+4-0,1x-18

dx (0,1x + 4)

dG 22

dxy  (0.1x +4)?

dv_dF 4G

dx dx dx

av_ 22

dx  (0,1x +4)?
Ldy
Als x>0, dan is i positief voor elke waarde van x, want de teller en
X
noemer zijn beide altijd positief en het quotiént van twee positieve getallen

. . S dr . .
is positief. Hieruit volgt dat de grafiek van rm altijd boven de x-as ligt.
X

Als x toeneemt, dan neemt (0,1x + 4)? ook toe. neemt dan af]

(0,1x + 4)?
want 2,2 wordt door een steeds groter getal gedeeld.

dv
De grafiek van ™ komt steeds dichter bij de x-as als x toeneemt.
x

dv
De grafiek van o ligt altijd boven de x-as, dus de grafiek van ¥ is stijgend.
X

dv
De grafiek van I komt steeds dichter bij de x-as als x toeneemt, dus de
X

grafiek van Vis afnemend stijgend.

f(x)=-240+—-0,3x"13 = 72x713 ofwel f(x)= s

1.3
PG
Als x > 0, dan is f"(x) positief voor elke waarde van x, want de teller en
noemer zijn altijd positief en het quotiént van een positief getal en een
positief getal is positief. Hieruit volgt dat de grafiek van f stijgend is.
: 72
Als x toeneemt, dan neemt x"* ook toe. De uitkomst van — 5 nadert dan
x £l
naar nul want 72 wordt door een steeds groter getal gedeeld.
De grafiek van f is daarom afnemend stijgend.
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b g(x)=—15x"15%
() =~15~—1596x"15°6 =239 Jx-1635
239.4
glx) = 16,96

Als x > 0, dan is ¢'(x) positief voor elke waarde van x, want de teller en

noemer zijn altijd positief en het quotiént van een positief getal en een
positief getal is altijd positief. Hieruit volgt dat de grafiek van g stijgend is.

3

16,96 i -
x]6,96

Als x toeneemt, dan neemt x ook toe. De uitkomst van nadert dan

naar nul want 239,4 wordt door een steeds groter getal gedeeld.
De grafiek van g is afnemend stijgend.

21 Exponentiéle en logaritmische functies

3a N=2-3 N=1-10%
2-3=N 1-10%=N
t=N+3 10 =2N
t ="log(N + 3) 2t =log(2N)
1
t=5"log(2ZN)
b N=032-FF N = 310025
0,2 . 7:—5 =N 31~0,025t =N
75 = 5N 1 - 0,025¢ = *log(N)

i —5="Tlog(5N)
t=5+"log(5N)

—0,025: =3log(N) - 1
t =—40 - log(N) + 40

c N=4:5+1 IN-3:8=0
4-5+1=N -3.8=-2N
4-5=N-1 '=55N

1 1 = 1
PRGN 5 t—glog(SgN)

= log;N - )

6 a p=Slog(g) p=5-og(3q)
Slog(q) = p 5+ "log(lq)=p
q= "log(tq)=1tp

Lg=02"
1
g=2-02"

b p=3-"1log(q) p="log(4qg—4)
3 —3log(g) =p log(4g—4)=p
—3log(g)=p—3 4g—4="5
Slog(g) =—p+3 dg=r3r+4
g=3as q:i-SP+l

¢ p=log2g) Ylog(p—q) =1
log(2g9)=p p=g=2
2¢g=10° —-g=2-p
g=1-100 g=—2+p
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13 a

Op t=0zijner 4 =20000— 19800 - 0,9° = 200 gebruikers.
Na twee maanden, op 7 =2, zijn er 4 = 20000 — 19800 - 0,9° = 3962
3962 — 200

gebruikers. Dat is een toename van 00 x 100% = 1881%.

Als 1 steeds groter wordt, neemt 0,9 af en nadert naar nul. Dan neemt
19800 - 0,9" ook af en nadert ook naar nul. De grenswaarde is daarom
20000 — 19800 x 0 = 20000 gebruikers.

A =20000- 19800 0,9

20000 —19800-0,9'= 4

—19800-0,9'= 4 — 20000

g = A= 20000
: —19800
A —20000 !
= °’9‘°g(m) ofwel £ = ?log(~ a5 4 + 155)

A =17500 invullen in de formule van opdracht ¢ geeft
£ = 9log(—15k55 % 17500 + 155) = 19.6

Na 19,6 maanden zijn er 17 500 gebruikers.

Met de kettingregel:

y=e" enu—%s
dy du

" 1
a—e ena 7
dr_dy du_ ,1_1,.
ds  du ds 2 3
r’(s)=% 62
Met de kettingregel:
y=3-e'enu=2t
dy du
W =3-e'en dt_2
dv dv du
Frab Tl el g
H(t)=6-¢*
Met de kettingregel:
v=e'enu=4b+1
Y ey
du © db
dv dy du

u.4=4. U

db du db © ©
kK'(h) =4 - e+l
Met de kettingregel:
y=5+e“enu=5n
dy du
— = 35.al — =5
du e et dn
dy dy du

—e+—=5+e¥:5=25¢"
dn du dn s .
W (n)=25-¢™

© Noordhoff Uitgevers bv
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De functie N is het product van f(p) = \/E en g(p)=er.

1= Een g =e
Met de productregel:
N(p)=f(p)-g(p) +f(p) g'(p)

1
N(p)=—=-el+yp-e’
\IE
N(p) = —=+\per
2\p

Met de kettingregel:
y=e'enu=5—3x

dy du

d——e ena=—3

dv dv du _ _ ,
F e L

De functie f'is het quotiént van #(x) = &> ¥

(x)=-3+e>"enn(x)=2
Met de quotiéntregel:

t'(x) « n(x) — #(x) « 1n'(x)

en n(x) = 2x.

4= oy
T i e
)= 7
- e 3 VoD — 3K
P = 6x-e = 2+e

Na één minuut bevindt de ballon zich op een hoogte van
1200 + 60 x 1 = 1260 meter. Er geldt dan h = 1,26.
De luchtdruk na één minuut is p = 1000 - ¢~0-14'1.26 =~ 838 hPa.

Na ¢ seconden bevindt de ballon zich op een hoogte van 1200 + ¢ meter.

: 1200 + ¢
Voor de hoogte / in km geldt dan /4 = S - 1.2+ 1000
Hieruit volgt de formule p = 1000 + e™%14(1.2 1)

Met de kettingregel:

»=1000-¢*en u=—0,14- (12+1000)

dy du

- = 1000 ¢*en = =0,14- 1555 = =0,00014
dy dy du

—=—+==1000"e** —0,00014 = —0,14 - ¢
dr du dr © ©
dp

E= —0,14 - 7014 (1.2+15)

Na vijf minuten geldt = 5 x 60 = 300.
. . dp
¢t = 300 invullen in o geeft

d
L o _0,14- e 0 (12450) = —0, 11
dt

Na vijf minuten neemt de druk met 0,11 hPa per seconde af.

Meer oefenen
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19 a

20

27 a

f(x)=100+1n(1,2) - 1,2*
fl(x)=18,23+1,2"

Met de kettingregel:
y=3%enu=4¢

E—a Ezln(3)'3 *4=4In(3)-3

2(f)=4-1n(3) - 3%
2(t)=4,39 - 10*

Met de kettingregel:
_v=%' 10%enu=3g—1

dy du
—=1n(3) - 3% —=4
4 @) Feny

dy _dy du

dy 1 du
a=§-ln(10)-10”ena=3

dy dy du

—=—+—==2-In(10)- 10+ 3 = In(10) - 10#
a7 du dg n(10) n(10)

P(g) = In(10) - 10%~!
P(q) =230 10%"1
(d)=-5-1n(0,81)-0.,81¢
I(d)=1,05-0,814

Met de kettingregel
y=4-e'enu=2p+1

dy

—=4°e“end—u=2
du dp

W (p)=8-e>*!
B(x) = In(5) - 5% — 5x4
B(x) = 1,61 - 5 — 5x*

Een formule is N =15-0,976".

De op te lossen vergelijking is 0,976" = %
t = 9og(1) ~ 28,5

De halveringstijd is ongeveer 28,5 jaar.
dN

T 15+1n(0,976) - 0,976'

Op 1 januari 2030 geldt ¢ = 9.

t =9 invullen in E:
dnN

— = 15+1n(0.976) 0,976’ = =029

Op 1 januari 2030 neemt de hoeveelheid Strontium-90 af met een snelheid

van 0,29 gram per jaar.

dd_. 1
dp In(1,5) - p
d4_ 3

dp  In(1,5)+p
da 3

dp 041p
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b Met de kettingregel:
v=log(u)enu=8—p

dr 1 du

f e d

dy _dy du 1 -1
dp du dp Im(10)-u = In(10)-u
dd _ =1

dp  In(10)- (8 = p)

d4 -1

dp 18,42 -2.30p
¢ Met de kettingregel:

y= l In(u) en u = p?

dv 11 1 du

du 2 u dp

G b1 s
dp du dp 2u = 2u u
d4 p fwel d4a 1

== =L ofwel ——=—

dp P dp p

d De formule A is het product van f(p)=p + 1 en g(p) =1In(p).

, 1
fp=1 eng’(p)=;
Met de productregel:

S ) e + ) £0)
p

dA4 1

—=1-In(p+(p+1)-—

. (M+p+1) -

dA p+1

_ = 11’1 o

T (p) »

e Met de kettingregel:
y="%log(u)en u=5p* —p

- SO -

du (025 -u “dp ¥

dy dy 2007 -1
R HRE Vi
dp du dp In(0,25)-u In(0,25) - u
d4 2003 -1

dp  In(0.25)- (5p* = p)
dA4 20p° - 1
dp ~ —6.93p*+ 1,39
f De formule A4 is het quotiént van #(p) = In(p) en n(p) = p — 10.

A(p)= f) en (p) = 1

Met de quotiéntregel:
dd _ (p)-n(p) — «p) - n'(p)

dp 1 (n(p))?
=+ (p—10)=In(p)- 1
da P
»- p-10p
10
4 1—?—11’1(}7)

dp (p — 10)?
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28 a

31 a

Een boom met de diameter van 20 cm heeft een hoogte van

H="1og(100 x 0,20) = 7,388... meter en een boom met een diameter van
25 cm heeft een hoogte van H = *log(100 x 0,25) = 7,938... meter.

Als de diameter toeneemt van 20 cm tot 25 cm, dan neemt de hoogte toe met
7.938... — 7,388... = 0,550... meter, dus ongeveer 55 cm.

H="1og(100D)

Slog(100D) = H

100D = 1,5%

1.
l)—m 1,54

Een boom van 9 meter hoog heeft een diameter van D = 1(170 - 1,59 = 0,38 meter.

Met de kettingregel
v = log(u) en u= 100D

dy 1 du

Be WS D

b by de 1 0
dD du dD In(1,5)-u In(1,5) - u
dH 100

dD ~ In(1,5) - 100D

dH 1

dD  In(1,5)- D

dH 247

F )

D is altijd positief. De teller en de noemer van % zijn beide altijd positief,
dus de grafiek van H is stijgend. Als D toeneemt, neemt de nitkomst van de
breuk 2’% af, omdat de constante 2,47 door een steeds groter getal wordt
gedeeld. De uitkomst van de breuk % nadert naar nul. Hieruit volgt dat

de grafiek van H afnemend stijgend is.

107 =35

t=log(35)=1,5

35=10

107! 100 10! 102 103 104

: L1 Il 1 } 11 1 1 } 1 1 I 11 I | N i : I 11 1 | ll

0,1 g 10 1 100 11000 10000
04 85 700

100 =04 101 =700

t=log(0,4)=—-04 t=log(700) = 2,8

0,4=107% 700 = 10%#

Zie opdracht b.

Op de schaalverdeling zijn de getallen 0.4 en 700 geplaatst.

© Noordhoff Uitgevers bv
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18 Periodieke functies

1 a 1 Opde grafiek ligt het punt (%TL’, 1). 4 perioden naar links ligt het punt

(—7%1‘[, 1). Het punt (—7%11, 1) ligt wel op de grafiek van f.

2 Op de grafiek ligt het punt (l %n, -1 ) 40 perioden naar rechts ligt het punt
(81 %n, —1) en 41 perioden naar rechts ligt het punt (83%7{, —1).
Het punt (83n, = 1) ligt niet op de grafiek van f.

3 Op de grafiek ligt het punt (1 %n, = ) 57 perioden naar links ligt het punt
(—1 12%7{, —1) en 58 perioden naar links ligt het punt (—1 14%n, —1).

Het punt (—l 13%71, = 1) ligt niet op de grafiek van f.
4 De snijpunten van de grafiek met de x-as zijn

oo (=1, 0), (0, 0), (m, 0), (2r, 0) ... Het punt (21 %n, 0) ligt niet op de grafiek
van f.
b Op de grafiek ligt het punt (1 %Tc, —I). 19 perioden naar rechts ligt het punt

(39%7{, -1 ) De x-codrdinaten van de punten op de grafiek van f(x) = sin(x)
op het interval [39n, 43n] zijn 39%11 en 41 %n.
. . . . .. 2n
2 a Deamplitude is 4 en de periode is gelijk aan — = 6.

L
M

b Op het interval [0, 12] passen precies twee perioden.

¥

4
0 X
1 2 3 4 5 6 7 8 ) 10 1 2

-4

c glv)=1 % . 4sin(%nx) =6 sin(%nx)
d &i(x)= 4sin(% . %nx) = 4sin(énx)

+15

5
3 a Deevenwichtsstand is =10, dus d = 10.

De amplitude is 15— 10= 5, dusa = 5.
De afstand tussen twee opeenvolgende snijpunten met de evenwichtsstand is
gelijk aan een halve periode. Een halve periode is dus gelijk aan 8 —=3=5en

. . - 2
de periode is 10. Hieruit volgt b = % =0,2m.

Een beginpunt is (3, 10).
Dit geeft de formule y = 10 + 5sin(0,2n(x — 3)).

0
b De evenwichtsstand is =7,dusd=17.

De amplitudeis [0 —7=3, dusa = 2%.
De afstand tussen twee minima is 8% = 2% =6.
2m
Hieruit volgt b = F %T{. Een beginpunt is (4, 7).
Dit geeft de formule y =7+ 3 sin(%ﬁ(x - 4)).
232  Oefenproefwerken © Noordhoff Uitgevers bv



De top van de sinusoide is bij x =5 %
Het verschil in x-codrdinaat van de top met die van het gegeven punt is 1%.
Het volgende punt met y-codrdinaat 12% heeft vanwege de symmetrie een

x-codrdinaat van x = 5% + 1_% = 7%.
Een periode verder geeft de punten met x-codrdinaten 13% en 17%.

Op het gegeven interval zijn de oplossingen x = 7% en x = 132.

De evenwichtsstand is 3,2 en de amplitude 4,5.

2n

De periode is — = 6 en een beginpunt is (—%; 3,2).

In
2
De evenwichtsstand is —11, dus p = —11. De periode is ?n = 2. De grafiek

gaat dalend door de evenwichtsstand in het punt (3, —11). Een halve periode
eerder gaat de grafiek stijgend door de evenwichtsstand. De x-codrdinaat

van een beginpunt is 3 — % x 2 = 2. Hieruit volgt dat ¢ = 2.

m
125" 5 seconden.

=

De periode is

Bij het uitademen blijft er minimaal 1,2 — 0,7 = 0,5 liter lucht in de longen
achter.

De evenwichtsstand is nu (0,5 + 2,4) : 2 = 1,45 en de amplitude is

2.4 —1,45=0.95. De nieuwe periodeis5:1,5= 3% seconden. De waarde van

2
ais S_T[ = %n. Een formule is H = 1,45 + 0,95 sin(%mf).

1
3

De evenwichtsstand is 75 en de grootste en kleinste waarde van de hoogte
Zijn 75 + 30 = 105 en 75 — 30 = 45. De periode is 3,5.
Deze gegevens leiden tot de onderstaande schets.

H (in cm)

105
90
75

60

45

2 t(ins)
0 o5 1 15 2 25 3 35

Een formule is H =75+ 30 sim(:f—T_fS t) ofwel H="75+ 30 sin(%nt).

De lichaamstemperatuur schommelt tussen de waarden 36,55 — 0,95 = 35,6
graden Celsius en 36,55 + 0,95 = 37,5 graden Celsius.
Vier uur s middags komt overeen met # = 16. Dit invullen geeft
LT =0,95sin(0,2618(16 + 11)) + 36,55 = 37,2
Om vier uur s middag is de lichaamstemperatuur 37,2 graden Celsius.
2n

0,2618

De periode is gelijk aan = 23,9999 en dit is afgerond 24 (uur).

© Noordhoff Uitgevers by Oefenproefwerken
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d Een kwart periode na het beginpunt, dusop =11+ 6 =17 uur, is
de lichaamstemperatuur op zijn hoogsten op =11 — 6 = 5 uur, is de
lichaamstemperatuur op zijn laagst.

Dus s middags is de temperatuur hoger dan ’s ochtends.

e De op te lossen ongelijkheid is 0,95sin(0,2618(¢ + 11)) + 36,55 > 37.
Invoer: y; = 0,955in(0,2618(x + 11)) + 36,55 en y, =37
Venster: 0 < x <24, 35<y<39
Optie: snijpunten

¥1=0.955In(0.2618(X+11)+36.55

Snigeunt Uttt
X=23.115006 v=37

De codrdinaten van de snijpunten van de grafieken zijn (14,884...: 37) en
(23.115...:4.37).

De tijd hiertussen is de temperatuur hoger dan 37.

Dat betekent dus 23,115... — 14,884... = 8,23 uur ofwel 8 uur en 14 minuten.

19 Functies bewerken

1 a Een horizontale verschuiving van 4 naar links.
b Een verticale verschuiving van 2 omlaag.
¢ Een horizontale verschuiving van 14 naar links geeft de formule

y=-lx+14)+1
y=—%x—7+1

y= —%x -6

De formule van lijn 2 is y = —%x =T,

Dit betekent dat de grafiek na de horizontale verschuiving nog 5 omhoog
geschoven moet worden.

2 a W=(0,034+0,11g) — (1250 + 1,34¢9)
W=0,03¢° - 1,23¢ — 1250
b De op te lossen ongelijkheid is 177> 0.
Invoer: y; = 0,03x3 - 1,23x — 1250
Venster: 0 < x <100, —1500 < y £ 10000
Optie: nulpunt
De codrdinaten van het snijpunten van de grafiek met de x-as zijn (35,06; 0).
Vanaf 3506 geproduceerde artikelen wordt er winst gemaakt.
¢ De formule voor de gemiddelde kosten GK is
TK 1250+ 134 1,25
GK = = =
100g 100¢
De formule voor de gemiddelde winst G is
W 0.03¢°+0,11¢
100 100g

+0,0134

GW

=0,0003¢> + 0,0011
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1,25
Als g steeds groter wordt, nadert T tot 0, want de constante 1,25 wordt

door een steeds groter getal gedeeld. Daardoor nadert GK de waarde 0,0134.

De grenswaarde voor de gemiddelde kosten is 0,0134.

Als g steeds groter wordt, neemt 0,00034> toe, waardoor G ook toeneemt

en dus geen grenswaarde heeft.

5000
Als 1 steeds groter wordt, neemt 7 + 1 toe en dus neemt EE af, want de

constante 5000 wordt door een steeds groter getal gedeeld. Bij 10000 wordt

daardoor een steeds kleiner getal opgeteld. Het inwoneraantal neemt af.

5000
Op t = 0 is het inwoneraantal gelijk aan 10000 + BEl = 15000.

: : s 5000
Op ¢t = 5 is het inwoneraantal gelijk aan 10000 + B =10833.

15000 — 10833

Het inwoneraantal is met x 100% = 27,8% afgenomen.

15000
_— 5000

De vergelijking 10000 + T = 10400 moet worden opgelost.
5000
—=400
t+1

_ 5000
t+1= 200
t=11,5
Halverwege het jaar 2027 zal het aantal inwoners gelijk zijn aan 10400.

000
+1
constante 5000 wordt door een steeds groter getal gedeeld.
De grenswaarde is 10000 + 0 = 10000 inwoners.

Als ¢ steeds groter wordt, neemt 7 + | toe en nadert . naar 0, want de

g(a)=0geefta=00fa®>+1=00f6a—-1=0
a=0of a=%(a2+ 1 = 0 heeft geen oplossing)
P(1)=0 geeft 41 =3 (5—-31) =0

1 Iy
41—25+15l—0

1 1 _
5§f—25—0
1, _ Al
5§t—2§
5
_5%_11
D i T2 e oadlost wod
e vergelijking 025404 moet opgelost worden.

4,5t+32=40-(0,25t + 0,4)
4,5t+32=10t+ 16
—5,5t=-16

t= : =2,909
55 200

Na 2,9 minuten is de thee afgekoeld tot 40 graden Celsius.

© Noordhoff Uitgevers bv

Oefenproefwerken

235



236

Oefenproefwerken

| 10 | 100 | 1000 | 10000

| 26,552 | 18,976 | 18,099 | 18,010
De grenswaarde van de temperatuur Cis 18 graden Celsius.

1 minuut is gelijk aan 60 seconden, dus ¢ = % T. Deze formule substitueren
in de formule voor C geeft

1
3 4,5'%T+ 32
- 1
0,255, T+0.4

45T+ 1920
T 025T+24

3
h =——— rsubstitueren in /= - r* - h geeft:

2nr
3
I=mn- 25 [ e
mer S r)
32 ’
=——Tqr
2nr T
I= % r—
De formule van I heeft betekenis als 72 0.
I=0 geeft:
g r—mr=10
"(E - T[l‘z) =

r=00f%—nr2=0

r=0of 1=

r=0of r=Y==0,69 (r=— —0,69 heeft geen betekenis)

ﬁ = |~|u
m
u

De formule heeft betekenis als r tussen 0 en 69 cm ligt.
De op te lossen vergelijking is % r—mri=0,3.

Invoer: y, = %x - nx*en y,=0,3
Venster: 0<x<1,0<yp<1

Optie: snijpunt

De codrdinaten van de snijpunten van de grafieken zijn (0,22; 1) en (0,55: 1).

3
r=0,22 geeft h = m -022=1,95
3
=0,55 fth=———-0,55=0,31
B T 0,55 T

Als de inhoud van het vat gelijk is aan 0,3 m?® dan is de straal 22 cm en de
hoogte 195 cm of de straal is 55 cm en de hoogte is 31 cm.
1 m3 is gelijk aan 1000 liter, dus "= 10001.

1

1 meter is gelijk aan 100 em, dus r = 755 5.

Hieruit volgt: "= 1000 - (2 1005 (% ) )
ofwel V=155 — 0,001 s’

Oefenproefwerken
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7 a Een formule is B =15000+1,01752
b De op te lossen ongelijkheid 5000 « 1,0175/~2 > 5000 - 1,015,
Invoer: y; = 5000+ 1,0175* 2 en y, = 5000 - 1,015*
Venster: 0 < x <20, 5000 <y <7000
Optie: snijpunt
Y2=5000%1.015~(X)

De codrdinaten van het snijpunt van de grafieken zijn (14,104...; 6168,36).
14 jaar en 0,104... X 12 = 1,3 maanden na | januari 2016 is het bedrag dat

Nout op 1 januari 2018 gestort meer geworden dan het bedrag dat hijop 1
januari 2016 heeft gestort. Dat is in februari 2030.

20 Differentieren

1 a Met de kettingregel:
v=uwtenu=2+5a

e 15
du da = 2fa 24
dv dy du g B 2003

—_— e il u —

202 + 5\a)?
g) = = TN

pla) a
, 102+ 5yay’
P (a) - \ja

b De functie p is het quotiént van #(b) = 10 en n(b) = 7b3 + 5.
(h) = 0en n'(h) = 21h
Met de quotiéntregel:
1'(b) - n(b) — 1(b) - n'(h)

’b =

7o b))

(2 0 (B3 +5) = 102157
0)= (75> + 5)°
2108

1OV = Tt sp

¢ De functie r is het product van f(¢)=c¢*+2¢—10en g(c) =c + 1.
fe)=3c2+2engl(c)=1
Met de productregel:
()= f1c) - gle) + fle) - g(c)
(e)=Bc2+2)(c+ 1)+ (A +2c-10)- 1
re)=@B2+ 2+ 1)+ +2c-10

© Noordhoff Uitgevers bv
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Invullen van ¢ = 5 geeft 4= 1,10+ 5 = 5,50.

Dit invullen in de formule voor ¥V geeft V' = %T[(S,S)"’ = 87,1 cm?.

(= Lol =aY L

e (1,100)°
1,103 £

E::;'%T['I,IO?"tz

dy
oy =1n-1,103- 2

: . drV dr
t =4 invullen 1nzgeeft 3, 1,103+ 42=33,5.

Op t = 4 groeit de sinaasappel 33,5 cm? per maand.

De formule van / kun je schrijven als /= 2\3[t_ =27,
d/

—=2- —t
dr

d/ d/ i
¢t = 5 invullen in T geeft —=12- % 5 *=0,78.

de

De bladlengte neemt op £ = 5 met 0,78 cm per maand toe.

Met de kettingregel:
y=Auenu=8+1¢

dy 1 du -1
du 2\[_
dy _dy. du | 1

dr du di 2\{5'1_2_\{;

De functie g is het product van f(f) = ren h(r) =8 + 7.

1
fO=1en(0=3 Y=

Met de productregel:
g0 =f@) - h@) + () h(1)

— 1 .. . 1
g’(t) 1 8+ ¢r++¢ ‘\/_t
HN=y8+1r+
£)= {—

_\18+t 2\I8+r 1
&= 1 28+r+2\/8+t
_28+0
&)= B+1 2B+1

Met de kettingregel:
y=Auenu=82+ 7
dy 1 du

—_—— e + 2
ot 2\[_en 16t + 3¢
dv dy du 16¢ + 322
—_—— (161 + 3¢%) = ———
dr  du di 2\{; ( ) 2\[;
161 + 3¢
gt =

B+
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16¢ + 3£2

A e

16t + 3¢2
28 + ¢

1
+1§

8
g = T,

gn=

Met de kettingregel:
y=utenu=3x+4

dy du

—=2 —=3

du M ax

dy dy du _

s gy gy T ae
Met de kettingregel:
y=uenu=8-x

dy du

. s, A

3 6u° en i 1

dy dy du
—_—=—r—= 5._1:_6 5
B fr g O .

De functie f'is het product van g(x) = (3x +4)% en A(x) = (8 — x)°.

Z(x)=6(3x +4) en h'(x) = —6(8 — x)°

Met de productregel:

J1x) = g(x) = h(x) + g(x)  H(x)
f(x)=6(3x+4)-(8—x)°+(3x+4)*—6(8 —x)°
f(x)=6(3x +4)(8 — x)° — 6(3x + 4)%(8 — x)°

Met de kettingregel:

y=wenu=3a-7

dy du

— = 2 - =

i 3u-en i 3

dy dy du

e TR T e 2
da du da W E3=0n

De functie g is het quotiént van #(a) = 3a — 7)* en n(a) =2 — a*.

(@)=903a—-T)12enn(a)=-2a
Met de quotiéntregel:
(@)= t(a) - n(a) — t(a) - n'(a)

(n(a))? . .
_93Ba-T7y-2-a)—Ba—77-2a
g’(a) - (2 _ 02)2
_ 93a — 72— a*) + 2a(3a — T)

Met de kettingregel:
y=wlenu=22+1

dy 232 du At
—=3uen—=
du dr

dy _dy du

8D Y i 2
aE du g “

De functie /4 is het quotiént van f(t) = —5en g(¢) = (262 + 1).

F(H)=0en g(t) = 12022 + 1)?
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Met de quotiéntregel:
J(0) - g(0) = f(1) - g'0)

(1) =

(1) ( 2(gl()tz)2 e
yo 0022+ 1)Y ——5-1212£ + )?
Ha= @+ )

i 60282 + 1)

==z 1)

.. 601

D=1y

De op te lossen vergelijking is 4/12007 + 900 = 190.

12001 + 900 = 1902

1200¢ + 900 = 36 100

1200¢ = 35200

1=291

De pomp wordt uitgezet na 29 uur en 20 minuten, dat is op 24 maart om
17.20 uur.

Met de kettingregel:

y=+uen u= 1200z + 900

dy 1 du

du—z\laendr—IZOO

W _ddu_ 1 6o
dt du dt N \u
dh 600

dr /12007 + 900

dh .. . ” s
De teller en noemer van 7 zijn beide altijd positief, dus de waarde van

dh
I is altijd positief. Als ¢ steeds groter wordt, dan neemt 12007 + 900 toe.

600
Dan neemt 4/1200¢ + 900 ook toe en dus neemt ————— af en nadert 0

4 1200¢ + 900

omdat 600 door een steeds groter getal wordt gedeeld.

De grafiek van £ is afnemend stijgend, ofwel de waterhoogte neemt steeds
langzamer toe.

Op 23 maart om 14.30 vur geldt ¢ = 2,5.

3 ; dh 600
t = 2,5 invullen in — geeft —= =961
dr dr = 41200+ 2.5+ 900

Op 23 maart om 14.30 uur neemt de waterhoogte met 9,61 cm per uur toe.

250 woningen op 10000 vierkante meter betekent =40 woningen per

hectare, dus x = 40. Invullen in B geeft B = 0.4 - 40'-% =~ 306.
De kosten voor het bouwrijp maken bedragen ongeveer 306 000 euro.
K=0,4x"% + 180x7!

4k =0,32x%2 — 180x2
dx

dK _ 0.32x'% 180

dx  a? X2

dK _ 0,32x" - 180

dx X2

Oefenproefwerken
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dK
¢ —=0geeft0,32x¥ - 180=0
dx

0,32x"* = 180
x4 =562.5

1
x =562,5%~ 33,7
Dit betekent dat de kosten minimaal zijn bij 34 woningen per hectare.

7 a De grafiek van f heeft een maximum bij x = 0, want bij x = 0 gaat de
hellinggrafiek over van boven de x-as naar onder de x-as en dus gaat
de grafiek van f'bij x = 0 over van stijgen naar dalen. Daar heeft f'een
maximum.
b De grafiek van fis afnemend stijgend als de hellinggrafiek boven de x-as ligt
en naar de x-as toe gaat. Dat is het op het interval (—1,8;0).

21 Exponentiele en logaritmische functies

1 a n="log(2g+1)
Slog2g+1)=n

2¢+1=5"
2¢=5"—-1

1. en_ 1
q:i.s _5

o

n="18log(q) - 17
M¥log(q) —17=n
Llog(g)y=n+17
q= 1,8"+17

n= % -log(3g — 5)
%' log(3g—5)=n
log(3g — 5)=2n
3g-5=10>
3g=107+5
g=1-10"+13

(2]

Lo
2 a N=243-081""
N=243-081" 081"

1
N=243-081"-(0,81)"
N=30-09"
De groeifactor is 0,9, er is een afname van 10% per dag.

o

1
¢ De groeifactor per uur is gelijk aan 0,9%* = 0,9956.
Er is een athame van 0,44% per uur.

d N=30-09
30-09'=N
N
0.9'= —
? 30
b= 0’9log(31—0N)
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3 a De functie fis een exponentiéle functie omdat de grafiek een rechte lijn is in
een assenstelsel met op de verticale as een logaritmische schaalverdeling.
b Op de grafiek liggen de punten P(2, 8000) en Q(5, 4000).

0 1
D ifactor 1 3 tijd heden i =5
[~ groel acltor 1s per IJ seenneqaen 1s 8000 2

1
3

De groeifactor per tijdseenheid is (%) =0,7937.

De beginwaarde is = 12700.

8000
0,7937*
Een functievoorschrift is f(r) = 12700+ 0,7937".
¢ De grafiek is evenwijdig, de groeifactor is dus ook 0,7937.

De beginwaarde is = 63500, dus een functievoorschrift is

0,79378
g(#)= 63500+ 0,7937",
d h(0)=200en h(9) = 23718
¥

104

103

2 t
W7 3 1 5 & 7 8 9

4 a Met de kettingregel:
y=e‘enu=2x

dy du
a=e“ena—=2

dy dy du ; .
a:a'a:e 2=2-¢

f1)=2-c=
b Met de kettingregel:
y="T-loglu)enu= %x

_, 1 __ 7 du_,
du ' 10-In(@) 10-In(m) "dx 2
d_dvdu_ 7 17
dx du dx In(10)-u 2 2In(10):u
) 7
K(x) = ————

21n(10) - L x
s . @
)= e =
T
() ==
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¢ x+*log(x)is het product van f(x) = x en A(x) = *log(x)

S0 = Ten H(x) = — e

Met de productregel vind je de afgeleide van x * “log(x):
1) h(x) + (%) * B (x)

1-%og(x)+x-

In(4) - x
Hog(x) + (4;)'x

Hlog(x) + -7~ ( 2

(x) = 20+ 4% In(d) + “log(x) + ——

In(4)
2(x)= 27,73 - 4° + *log(x) + 0,72
Met de kettingregel:
y=eYenu=1-x

dy y du

d—=e ena=—1

dv dv du _
dv du dx © T °

De functie / is het product van f(x)=1—xen g(x) =el=~

Flo) =-1eti gxy= '

Met de productregel:

H(x) = f(x) - g(x) + f(x) - £'(x)

Hx)y=-1-e"*+(1—-x)-—e'"~

H(x)=-2e!""*+x-el~

Met de kettingregel:
=ln(u)enu=x>+1

dy 1 du

a =—en a =2x

dy dv du 1 5 2x

dx du dx u T

De functie / is het product van f(x)=x%en g(x) =In(x*>+ 1).

f(x)=2xengl(x)=
Met de productregel:
I(x) = f(x) - g(x) + f(x) - £'(x)

2+1

2
F(x) = 2% In(x2 + 1) + x2 e ==
x2+1
I
(x)=2x-In(x*+ 1)+
I(x)=2x-In(x*+1) 241
Met de kettingregel:
y=e'enu=0,5x
dy — du
e eendx—O,S
Wb du_ o
dy du dx o 0T 77f

S1x)=6— 0,505
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b f(x)is maximaal als /"(x) =0.
6— 0,55 =0
0.5-e""=6
el5x =12
0,5x =1In(12)
x=2-In(12)
x =1n(12?)
x =In(144)

6 a groeitijd in weken | 0 | 5 | 10 | 15 I 20 | 25

gewicht in grammen | 32 | 1031 = 126 | 106 = 398 | 103 = 1000 | 1032 = 1585 |103=25 =~ 1778

b Opt=0is G=232. De op te lossen vergelijking is 32 = -
1+K-¢e
3= 1900
1+ K
1= 1200
32
1+ K=159,375
K =58375
¢ Opt=15is G =1000. De op te lossen vergelijking is
— 1900
T 58,375 - e P15

o _ 1900
1+ 58,375-e71% = 1000

58,375-e"1% =09

0.9
APl =
€ 58,375
_ 0,9
—15p= ln(ss,}ﬁs)
0,9

ln(58,375)

= 0,28
=15 ’

p —
_ 1900
1 + 58,375 - e70.28
Met de kettingregel:
y=58375-¢e"en u=—0,28¢

dy du

a= 58,375+e"en E: —0,28
Ell=ﬂ-d—w=58 375-¢%-—0,28 =—16,345-¢"
dt du dt ’ ’ ’

De formule G het quotiént van f(7) = 1900 en g(7) = 1 + 58,375 - 7028,
f(H)=0en gl(t) = —16,345- ¢ 2%

Met de quotiéntregel:

dG _f10) - g0 —f(0)- g

dz (g(0))*
dG _ 0+ (1 +58,375+ ™) — 1900 - —16,345 - =2
dr (1 + 58,375 - e 0:281)2

dG _ 310555703
dr (1 +58375- 032

. dG .
Het gewicht van de courgette neemt het meeste toe als =7 een maximum
heeft.
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31055,5 - e 028

Invoer: y, = (1+ 58,375~ e-0,28x)2

Venster: 0< x <30,0<y <150

Optie: maximum

De codrdinaten van de top van de grafiek die bij een maximum horen zijn
(14,52; 133).

In de 15° week neemt het gewicht van de courgette het meest toe.

7 a Alsde afstand r steeds groter wordt, dan neemt de noemer van de breuk
49-10°
2

toe. De uitkomst van de breuk neemt dan af, want de constante
’

4.9 - 10° wordt door een steeds groter getal gedeeld. Hieruit volgt dan

49-10°
10 - log( - 5 ) ook afneemt. De geluidssterkte neemt af als de afstand tot

r
de geluidsbron toeneemt.
b D=10-log/ 221"

D =10 (log(4,9 - 10%) — log(+?))
D=10"1og(4.9-10%) — 10 - log(r?)
D =56,901... — 20 - log(r)
A=569en B=-20

¢ D=56,9-20-log(r)
20-log(r)=56,9—-D

56,9-D

log(r) = 20

56.9-D

F=10 @

22 Afsluiting formules en verbanden

1 a De formuleis van de vorm y=a-x + b.
Grafiek 1 gaat door de punten (0, 2) en (3,3).

= % en het startgetal is 2.

De richtingscoéfficiént is

Een formule is y = %x + 2,
b Grafiek 2 gaat door het punt (2, 2). Deze codrdinaten invullen in de formule:

2=p+ 22
2=4p
p=t

Een formule is y = % « ol

¢ De formule is van de vorm y = b - g*.
Grafiek 3 gaat door de punten (0, 4) en (1,2).
De beginwaarde is 4 en de groeifactor is %
Een formuleis y =4+ (%)x

d De formule is van de vorm y = a - x.

De codrdinaten (12, 30) invullen in deze formule geeft
30=a-12

a=2.5

Een formule is y = 2,5+ x.
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. a
De formule is van de vorm y = —,
X

De codrdinaten (—2, 7) invullen in deze formule geeft

7=2L
=3
a=-14

; -14
Een formule is y = =

2k + 0,05t =-0,01t + 4k + 3
—2k=-0,06r+3
k=0,03—-1,5
20=0,12—-k)=10+1,2¢
2t—02+0,1k=10+1.2¢
0,1k=10,2-0,8¢

k=102 - 8¢

Steeds 19 er bij.

x|4|5|6|7

v | 362 381 | 400 | 419

Proberen: 2 x x>
by | 1 | 2| 3| 4

}’|2|16|54|128

Steeds vermenigvuldigen met 2.
- | 2 | 3 | 4 | 5

v 12143816

x en y zijn steeds gelijk.
o0 | 1 | 4 | 9 | 16

vl lalolis

¥ =19x + 286 y=5-2*
J,: = 2 . x3 y =Xx

Het geboorteoverschot per dag is 465 — 405 = 60.

Het immigratieoverschot per dag is 540 — 405 = 135.

Gemiddelde totale toename per dag is dus 60 + 135 = 195 inwoners.
Over een heel jaar is dit 365 X 195="71 175.

Over een periode van 18 (2034 — 2016) jaar is dit 18 x 71175 = 1281 150.

Dat komt dan op 21 maart 2034 uit op veel meer dan 18 miljoen.
Zelfs drie maanden eerder, begin 2034, zijn het er meer namelijk
17,75 x 71175 = 1263 356.

Eris dus geen gebruik gemaakt van lineair extrapoleren.

De totale stijging over de periode van 33 jaar is gelijk aan
7,7 —5=2,7 miljard.

Per jaar is dat een stijging van 23—3- =0,0818... miljard.

In 2005 was de omvang van de wereldbevolking ongeveer
5+ 18 x 0,0818... = 6,5 miljard.

De tijd die één trilling duurt is de periode van deze formule.
2n

400m

Deze periode is = 0,005 seconde.

De frequentie is gelijk aan = 200 trillingen per seconde.

3
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De getallen op de horizontale as liggen niet op gelijke afstanden.
Of: de grafiek gaat niet door het punt (0. 0).
De codrdinaten van (36, 20) en (89, 120) invullen in de formule geeft:

20
20=c 36" dit geeft c=—

367
. 120
120 = ¢ - 897 dit geeft ¢ = o
De formules voor ¢ gelijkstellen aan elkaar:
20 120
360 89
20 120
Invoer: y, = 36 en y, = FTH

Venster: 0<x<3,0<p<1
Optie: snijpunt
De codrdinaten van het snijpunt van de grafieken zijn (1,98; 0,017).

Hieruit volgt p= 1,980 en ¢ = =0,014.

20
361.980
En formule is r = 0,014 « 1980,

Eén mijl per uur is gelijk aan 1607 meter per uur, oftewel 1,607 km per uur.
Het verband tussen ven VVisv= Té(ﬁ V.

Een formule is = 0,014 - (1 6107 V)l,980

21270

L =20 invullen geeft K = +233-20=5723,5.

Bij een kavellengte van 20 hectometer zijn de kosten € 5723,50.
K=21270- L + 233L

dK
——= 0~ L 24233
dr
dK _ -21270 2503
dr.~ I?
dK dKk -21270
L =15 invullen in — geeft —= + 233 = 138.5.

dr dr 15
Dit betekent dat als de kavellengte gelijk is aan 15 hectometer de kosten
stijgen met 138,50 euro per hectometer.

Als L steeds groter wordt, neemt de breuk af en nadert naar nul, want

de constante 21 270 wordt door een steeds groter getal gedeeld.
De formule nadert dan naar de formule K= 0 + 233L ofwel K= 233L
De kosten nemen dan met 233 euro per hectometer toe.
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