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1 Vergelijkingen

Voorkennis

V1 a y=(x+6)(x—-2) € y=6x*—(3x—-2x?)
y=x2—-2x+6x—12 y=6x%—3x+ 2x?
y=xt+4x—12 y=8x2—3x

b _v=—3x(2—%x) d y=%x2+2x(x—3)
y=—6x+%x2 y=%x2+2x2—6x
y=241¢x2—6x y=2%x2—6x

V2 a y=3x(2x-9)+4x e y=(x?—3x)?—-x?
y=6x2—27x +4x y=x*=3x*-3x*+9x? - x?
y=6x2—23x ¥ =x*— 6x7 + 8x2

b y=x(2-x)+x-5x f p=(1-2xP(x+3)
y=2x—x2+1 y=(1—4x+4x2)(x +3)
y=—%x2+2x pxek Tl = Tt 1057

yp=dx>+8x%— 1lx+3

€ y=Bx+6)(x—2) g y=3-x(x—6)?
y=3x2—6x+6x—12 y=3—x(x?-12x + 36)
y=3x"—12 P=F—at 4 12— 36

y=—x34+12x2-36x+3

d y=%x(—%—x+%)+x h y=2x+3-(x—4)
y=—%x2+ﬁx+x y=2x+3—(x2—8x+16)
_v=—%x2+lﬁx y=2x+3-x*+8x—-16

p=—xt 10x —13

V3 a ¢=15p+20p? e b=—-6a+21a*

q=5p"(3p+4) b=—3aQ#~7)

b p=-34>-27q f h=¢-100s+900
7= =gl + B h=(t - 90)(t — 10)

c g=p>—25p—150 g h=p>+6p+9
g=(p—30)p+5) h=@+3)p+3)=@+3)?

d 2=027-0,68 h g=p*-4
h=0.22(1 - 31) e

V&4 a De richtingscoéfficiént van lijn /is 5, dus de vergelijking wordt y = 5x + b.

De codrdinaten van punt (2, —3) invullen geeft =3 =52 + b dus

b=-3-10=-13.

Een vergelijking van lijn /is y = 5x — 13.

De richtingscoéfficiént = ve.rtlcale BEE 6—-2 2 1.
horizontale toename 1—--7 8§

De vergelijking wordt y = x + b.

De codrdinaten van punt (1, 6) invullen geeft 6 =1+ b dus h = 5.

Een vergelijking van lijn /is y = x + 5.

Lijn /en lijn m zijn evenwijdig dus de richtingscoéfficiénten zijn gelijk.

De codrdinaten van punt (3, 5) invullen in y = —0,25x + b geeft

5=-0,25-3+h,dush=5+0,75=575.

Een vergelijking van lijn /is y = —0,25x + 5,75.

o

(2]

6 Hoofdstuk 1 Vergelijkingen © Noordhoff Uitgevers bv



VB a

b

Vé a

1.1 Lineaire vergelijkingen

intro  De kaars is opgebrand als 12 — 0,27 = 0 ofwel 60 — ¢ = 0, dus na 60 minuten.

1 a De haakjes zijn weggewerkt.

2x—3=-3x+7
5x=10
x=2

%x—2=7—3¢x
2x—8=28—x
3x =136
x=12

(x+3)2=381
x+3=9%o0fx+3=-9
x=6of x=-12

1
x+2
x+2=%

—_13
o=l

6x + 1%x= 1%x+9
60x + 12x=15x+90

57x=90
57 57 19
—2x+23=45-22x

spmtt e ke

20 10
x+3=5
x+3=25
x=22
28

=7

x—2
x—2=4
x=6

De kaars is voor de helft opgebrand na 30 minuten.

b Links en rechts van het = —teken wordt 2x opgeteld.

[«

b

—5x+30=10
-5x=-20

_ 20 _
x=—==4

Ix4+56-2x4=14-4(1x4+1)
12+5x-2=14-4x3

12-10=14-12
2 =2, klopt.

8x—4=3x+7
S5x—4=7
S5x=11
x=15—1=2%
-12x+6=3-5x
-Tx+6=3

—-Tx=-3
——3 _3
TS m = g

%x—5=%x+l
3x—-30=4x+6
-x—30=6

—-x =136
x=-36

© Noordhoff Uitgevers bv

1%x+1=2x—3
10x +7=14x - 21
—4x=-28

x=7
15-2x—6)=7x+4
15-2x+6=7x+4
-2x+21=Tx+4
—-9x =-17
x=__—97=lg

9x =6x—5(2 - 3x)
9x=6x—10+ 15x
9x=21x-10

—12x=-10
_-10_5

X =10 "¢

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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Vergelijkingen

10— (3 +4x)=—Tx+1 h ix+15=11x-3
10-3-4x=-7x+1 6x+17=12x-3
T—4x=-Tx+1 —6x=-20

- _ 20 _ 41
3Ix=-6 X = G 35
E=—0
Het hellingsgetal is het getal dat voor de x staat, dus —%.

Van (0, 4) naar (8, 0) is 8 naar rechts en 4 naar beneden oftewel 1 naar rechts
en % naar beneden.

Van (0, —1) naar (4, 7) is 4 naar rechts en 8 naar boven oftewel 1 naar rechts
en 2 naar boven. De richtingscoéfficiént van lijn £ is dus 2.

Lijn & snijdt de y-as in het punt (0, —1), dus het startgetal van lijn £ is —1.
De richtingscoéfficiént van Iijn k1s 2, dus k: y=2x — 1.

4-1x=2x-1

8—x=4x-2

=5x=-10

x=2eny=4-1:2=4-1=3

Het snijpunt van de lijnen /en k is (2, 3).

2x-1=8-13x

33x=9

Tx=18

X = l,',.§ = 2%

Rechts van x = 2% ligt lijn / hoger dan lijn m, dus voor x > 2% geeft de

formule van y = 2x — 1 een grotere uitkomst dan de formule y = 8 — I%x.

—%x +8= %x -1

-x+32=2x-4

—3x=-36

x=12

Uit de grafieken blijkt dat g(x) > f(x) voor x > 12.

6y

4
2///////
e

~16-14-12-10 -8 20 2 4% 3 )

Ix-2=1x+1

x—8=2x+4

-x=12

x==]12

Uit de grafieken blijkt dat fx — 2 <Jx+ 1 als x> —12.

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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‘IOy
g f
8

4
| 2

X
18 46 -4 20 4 6 8 12
RO 7 ‘m\

-4

6x—14=-3x+6
18x —42=-2x + 18
20x =60

x=3

Uit de grafieken blijkt dat f(x) 2 g(x)als x = 3.

De haakjes zijn weggewerkt.
Tx=21

x=3

9= (x—=T)=5x+2
9—x+T7=5x+2
16—x=5x+2
l6—6x=2
—6x=-14
v=t=1=al
—1lx—-4=9+2x
—13x-4=9
—13x=13

x=-1

2(3x —4) = 5(4 — 3x)

6x—8=20-15x
21x—8=20

21x =28

—8_4_41
X=31 3713

4x—2=—%x+7%
lox —8=-3x+30
19x =38

=2

—3x—-2(2x—8)=5x—-6
—3x—4x+16=5x—-6
-Ix+16=5x—-6
—12x+16=-6
—12x=-22

02x—(4-x)=20
02x—4+x=20
1,2x—4=20

12x =40 =200

lox —5=4x+17
12x=-5=17

Vanaf x = 2 ligt de grafiek van g lager dan de grafiek van f.

X

0
v =0 invullen geeft §+ -5-= 1, dus §= 1 ofwel x = 3.

Het snijpunt met de x-as is (3, 0).

x = 0 invullen geeft%+ %z 1, dus §= 1 ofwel y = 5.

Het snijpunt met de y-as is (0, 5).

§ =2

© Noordhoff Uitgevers bv
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1 Vergelijkingen

U2 a Vul de codrdinaten van punt S(3, 5) in beide vergelijkingen in.
Invullen in k geefta+5+2-3=7ofwelSa+6=17.
Dit geeft 5a=1dusa= %
Invullen in m geeft 63— 5+5=5+3 ofwel 18 — 25 =35.
Dit geeft =7 = 3b dus b= —2 = —21
b b= 14 invullen geeft m: 6x — 5y = 14x ofwel =5y =8x dus y = —%x.
_ . . =2 7
De vergelijking van k& kun je herleiden tot ay = —2x + 7 ofwel y = - + e
De lijnen snijden elkaar niet, dus k is evenwijdig met m en de
2

richtingscoéfficiénten zijn daardoor gelijk: — 3 e

Links en recht vermenigvuldigen met —5a geeft 8¢ =10, dus a = 18—0 = ‘5—1 =1
¢ Als klijnstuk ABin 4(4, 1) snijdt, geldt a + 8 =7, dusa = —1.
Als k lijnstuk 4B in B(12, 3) snijdt, geldt 3a + 24 = 7 ofwel 3a = —17 en

= e 22
= 53.

al—

k zal lijnstuk 4B tussen 4 en B snijden voor —5% <a<-l.

1.2 Kwadratische vergelijkingen

intro  Op de grond geldt 7 =0, dus =5 + 5t +3=0.
Oplossen met de abc-formule geeft D =52 —4+-5+3 =85,

~5-+4/85 —5+485
= 2—_\[5_ =142 of x = 2—_\[5_ = —0,42 (hier geen betekenis).

De bal komt op de grond na ongeveer 1,42 seconden.

8 a (x-3)(2x-10)=0

x—=3=00f2x—-10=0
x=30f2x=10
x=3ofx=5

b p—-10)(p+3)=0
p—10=00ofp+3=0
p=100of p=-3

¢ Deze vergelijking is niet te ontbinden in factoren, omdat er niet twee gehele
getallen zijn te vinden met product —13 en som 7.

d 4a>+24a=0

Aa(a +6)=0
4da=0o0ofa+6=0
a=0ofa=-6

9 a xX-x-16=-4 b x(x—1)=4x
P—-%-12=0 P-F=4x
(x—hHx+3)=0 x2=5x=0
x—4=00fx+3=0 x(x=5=0
x=4of x=-3 x=0o0fx—-5=0

x=0of x=5

10 Hoofdstuk 1 Vergelijkingen © Noordhoff Uitgevers bv



¢ ¢*— 50g = 5000
¢* — 50g — 5000 =0
(g —100)(g +50)=0
g—100=00f g+50=0
g =100 of g =-50

d 842+15=47
Ba-=32
at=4
a=-2o0ofa=2

e 22—-10t+12=0
2=5t+6=0
(1 —2)(t—3y=0
t—2=00ft—3=0
t=2o0oft=3

10 a 3x+4)2=25
3x+4=50f3x+4=-5
3x=1of 3x=-9
x=%0fx=—3

b x+5=-3x

11 a (x-82=9
x—8=30fx—8=-3
x=1lofx=5

b (7a+8)2=(a+8)*
TJa+8=a+8of Ta+8=—(a+8)
6a=00f7Ta+8=—-a—8
a=0of 8a=-16
a=0ofa=-2

c (4-py=(5p+16)y
4—p=5p+16of
4—-p=—(5p+16)
—6p=120f4—p=—-5p—16
p=-2o0f4p=-20
p=-2o0f p=-5

(a+Ta—-1)=20
aA—-a+Ta—-7=20
a*+6a—-27=0
(a+9)a—3)=0
a+9=00fa—-3=0

a=—-9ofa=3

Sx2-x=4

Sx2—-x—-4=0

D=(=12-4-5--4=1+80=81
| ++481

= =1of
10

_l_ﬁ_ 4

AT R

(4x +2)>=(5-2x)

16x2 4+ 16x + 4 =25 — 20x + 4x2
12x2+36x—21=0
4x2+12x—-7=0
D=122-4-4- —7=256

=12 —+256
(2
2-4
“124+4256
YTy T2
(5x4+6)F = 3

Sx+6=xof Sx +6=—x
4x=—60f 6x=-6

x==1tof x=-1

9p* = (12 - p)?

Gpy=(12-py
3p=12-pofip=—(12-p)
4p=120f 3p=—12+p
p=3of 2p=-12

p=3of p=-6

(2 —8x)y =36

x>—5x=6o0f x>—5x=-6
= 5k~ e=00l -5 +6 =0
(x+D(x—6)=00f
(x—2)(x—=3)=0
x=—lofx=60of x=20fx=3

12 a x=7iseen oplossing, want als je x = 7 invult, krijg je

4-77-1=51-17)
28-0=5-0
0 = 0 en dat klopt.

b 4x=5o0fwelx=15

© Noordhoff Uitgevers bv
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13 a

14 a

15 a

011

12

Vergelijkingen

Cx=5)(x+4)=T(x+4)
x+4=00f2x—-5=7
x=—4of 2x=12
x=—4ofx=6

(5t +3)(2 - 4)=5(5t+3)
5t+3=00of £—-4=5
5t=-30of =9
t=-of t=-30f t=3

(x— 4P'=(5x+ 6)
x—4=5x+60of x—4=—(5x+6)
—4x=100of x—4=-5x-6

x=-25of 6x=-2
x=—2%ofx=—%
(t+3)(r—1)=32
P2—t+3i—-3=32
2+2t-35=0
(t+7Ne—5=0
t=-T7o0ft=5
(t+3)(t—4)=2:t+3)
t+3=00ft—4=2¢
t=-3of t=-4

f(x) =0 geeft (x — 5)(2x + 3)=0.
x—5=00f2x+3=0
x=50fx=—1%

(e~ 9= Tk
2W2x—N=Txx
x=00of2x—-9="7x
x=0of =5x=9
x=00fx=—1%
Cx+N(x -3 =(x-5)?
x—5=00f2x+7=x-5
x=50f x=-12

Bt —Fx= 1

8x2—-2x—-1=0
D=(=22—4-8-—1=4+32=36
246 4 2=l

1 1
TRl TR

X

(x—6Y+6=22
(x—6)?2=16
x—6=4o0ofx—-6=—-4
x=10of x=2

= 7%
P=13=0
x(x=7=0
x=0ofx=7

Uit de grafiek blijkt dat f(x) 20 als x < — 1% of x=5.

g(x) =49 geeft (x — 5)>=49.
x—5=T0of x—-5=-7
x=120f x=-2

Uit de grafiek blijkt dat g(x) <49 als -2 < x < 12.
g(x) =f(x) geeft (x — 5)%> = (x — 5)(2x + 3).

x—5=00f2x+3=x-5
x=50f x=-8

Uit de grafieken blijkt dat g(x) = f(x)als =8 < x < 5.
f(x)=3-g(x) geeft (x — 5)(2x + 3) = 3(x — 5)~

x—5=00of 2x+3=3(x—-35)
x=50f2x+3=3x—-15
x=50f —x=-18

x=50f x=18

8g=3of 6g=-3
3 _ 1
q=gofg=—;
(6a— 37 =(a+3)
6a—3=a+3of
6a—3=—a-3
Sa=60f Ta=0
a=1%ofa=0

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen

€ (x—4)P=5

x—4=50fx—-4=-5
x=9of x=-1

(2b — 3)2 = b2
2b—3=bof2b—3=-b
b=30f3h=3
b=30ofh=1

© Noordhoff Uitgevers by



013 a

U3

Ub a

(x =62 =49 g 16(x—2)2=(2x— 1)

x—6=T7of x—6=-7 dx—-2)=2x—-1of
x=130of x=-1 dx—-2)=-2x+1
(2—3p)P=(4p - 12) 4x—8=2x—-10of
2—-3p=4p—-120of 4x—-8=-2x+1
2=-3p=—4p+12 2x=T7o0f 6x=9
~Tp=-140of p=10 x=37of x=1}
p=2o0f p=10

2t—=7=00f*-2=7
t=3%0f =9
t=31of t=—-30f 1=3
(x+3)(x—4)=2x(x+3)
x+3=0o0of x—4=2x
x=-3of —x=4
x=-3of x=—4

x(5x— 16) = 4x2
x=0of 5x—-16=4x
x=0of x=16
2x—4)(x+5=8(x+5)
x+5=00f2x—4=28
x=-50of2x=12
x==50fx=6

Bx 4+ 5)(x +3) = (x + 3)?
x+3=00of 3x+5=x+3
x=-30f 2x=-2
x==-30f x=-1

De codrdinaten van de snijpunten met de horizontale as bereken je door
f(x) =0 te stellen, dus x> —4x + ¢ = 0.

D=(—4Y—-4-1-c=16—4c

Minstens één snijpunt betekent D = 0, dus 16 — 4¢ 2 0 ofwel ¢ < 4.

Voor ¢ =4 krijgje f(x)=x>—4x+4=(x—2)>.

De grafiek hiervan is een parabool met één snijpunt met de x-as, (2, 0).
Als ¢ kleiner wordt verschuift de parabool verticaal naar beneden. De lijn
x = 2 blijft de symmetrie-as.

Het linker snijpunt met de x-as zal dan eerder links van x = 1 komen te
liggen dan het rechter snijpunt met de x-as rechts van x = 6 komt te liggen.
Als het rechter snijpunt (6, 0) is, dan is het linker snijpunt (-2, 0).
f(6)=0geeft 62— 4-6+c=0o0fwel 36 =24+ ¢=0,dus e =—12.
Conclusie: =12 < c¢< 4.

Er is één oplossing als D =0, dus (3a)> —4-1-(2a+ 5)=0.

94> —8a—20=0.

De discriminant van deze vergelijking is (—8)> — 4+ 9+ =20 = 784.
_ 8—y784 84784

i R ) | =
a= 55 lgofa 7.9

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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1 Vergelijkingen

b x=5iseenoplossing, dus 5> —4-a+-5+4a*>—-4=0.
25—20a+4a’>—4=0
4a°—=20a+21=0
D=(-20—-4-4:21 =64

WG . 20+6
a=——0r———=lzaf g =——=13;

24 244
a=3%geeftx2—14x+45=Oofwe1(x—5)(x—9)=0,dusx=50fx=9.

a=1%geeftx2—6x+5=00fwe1(x—5)(x—1)=0,dusx=50fx=1.

1.3 Wortelvergelijkingen

intro De grafieken lijken elkaar te snijden bij x = 2.
Controle: f(2)=+2+4=+6en g(2) =10 — 2- 2 =16, klopt.
Het randpunt van de grafiek van fis (=4, 0).
fix)<g(x)als—4<x<2.

16 a De wortel van een negatief getal bestaat niet.
b 2x—520,2x25dusx22;
c 2x—5=4
2x=9
xX= 4%
d De wortel uit een getal is nooit negatief.

—Sx= 2}7
~e=6}
x=-121
17 a x-5=7 d 5—\6-3v=21
Yx =12 6—3x=21
x =144 6—3x=63%
1
_SX_Z
_1
=13
b 2+3p-5=11 e \ip-s5=A11
\3p=14 p-5=11
3p =19 p=16
p=65% p=48
c \/6—%)6 =43 f yx2-2x+6=3
6-1x2=13 x2-2x+6=9
_%x2:—3 x2—2x—3:0
x2=6 (x=3)(x+1)=0
x= 60fx=—\{g x—3=00fx+1=0
x=3o0of x=-1

14 Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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18 a

19 a

20 a

In stap 1 is links en rechts x afgetrokken.

In stap 2 is links en rechts gekwadrateerd.

x=(2—x)

=4 —di+ 12

x2—5x+4=0

(x—=4)x—-1)=0

x=4ofx=1

Controle: x = 4 invullen geeft 4 + \ﬁ = 2, dit klopt niet.
x = 1 invullen geeft 1 + \ﬁ =2, dit klopt wel.

De oplossing is x = 1.

9+3x=17
3Wx =8
Y=t
x=(§f
_64 _ ~1
=9 = /g

Bart heeft niet door 3 gedeeld, maar links en rechts gekwadrateerd.
9x=64,x=69—4=7%

2+\}x+10=x
yx+10=x-2
x+10=(x—2)?
4+ 10 =xt—dx+4

x2=5x-6=0
(x=6)x+1)=0
x=6ofx=-1

x =6 invullen geeft 2 +6 + 10 = 6ofW312+\/E: 6, klopt.

x = —1 invullen geeft 2 ++—1+ 10 = —1 ofwel 2 +\l§: —1, klopt niet.
De oplossing is x = 6.

x+4y2x+4=10

V2x+4=10—-x

2x+4=(10— x)*

2x+4=100-20x+ x2

xX2—22x+96=0

(x—16)(x—-6)=0

x—16=0ofx—6=0

x=16of x=6

x =16 invullen geeft 16 ++2+ 16 + 4 = 10 ofwel 16 +\/¥: 10, klopt niet.
x =6 invullen geeft 6 +2+ 6 +4 =10 ofwel 6 + \/E =10, klopt.

De oplossing is x = 6.

Hl-x=x+2

41— x)=(x+2)?

4—4x=x>+4x+4

x2+8x=0
x(x+8)=0
x=0of x=-8

x =0 invullen geeft 241 — 0 =0 + 2 ofwel 2\ﬁ =2, klopt.
x =—8 invullen geeft 241 — —8 = =8 + 2 ofwel 2\@ = —6, klopt niet.
De oplossing is x = 0.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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1 Vergelijkingen

16

d \/;“\l@:bc
x(S—%x)=2x
x-(8—%x)=4x2
8x—%x2=4x2
4%x2—8x=0
x(4%x—8)=0
x=00f45x-8=0
x=00f}c=i=19—6 1%

1

x=0invuIIengeeft\f_°\8—1-0=2°00fwele_°\]_=0 klopt.

7. 16, . Jo _ 1,16 _
= lomvullen geelf - {i8—gio= B

De oplossingis x=0 of x = 1%

e V2x2—x+2-3x=0

Y2xP—. 6= Bx—2

2x2— x=(3x—-2)

2xr—x=9x?—12x+4

75— 11lx+4=0

D=(-112—-4-7-4=121-112=9
11 +49 -9 5

7

2.7 2.7 147

x=1invuIIengeeft\}2°12—1+2—3-1=00fwe1\ﬁ+2—3=0,k10pt.

x= % invullen geeft\JZ : (i)z—i +2—3 i = 0 ofwel \}2 = i + 2—E =0

ofwel\l_+ —Oen +2—15—0 klopt niet.

De oplossing is x = 1.

f VI —=3x-46x+1=0

y1—=3x=0o0of yv6x+1=0
1-3x=00f6x+1=0
—3x=-lof 6x=-1
x=%0fx=—é

=%invullengeeft \}l —3-%-\J6-%+1:00f‘wel\/1 —1+42+1=0, klopt.

ofwel s

8
3= ?, klopt.

—éinvullen geeft \)1 -3 -—-é“ \)6° —%+ 1 =0 ofwel \[1 +%- \H—l +1 =20, klopt.

De oplossing is x = 3 of x=—¢

a Uitix—120volgtx>2.

b Ex_1:3
%x—1=9
%x=10
x=20

€ x=

0 is geen oplossing, want \}% 0-1= \f—_l en die bestaat niet.

d Hij gebruikt het getal 2, omdat \/% 2-1= \fﬁ =0 en dit is kleiner dan 3, dus

x = 2 is een oplossing van de ongelijkheid %x =53

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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22 a fheeft alleen functiewaarden voor x < 6.

017 a

Eerst de vergelijking oplossen.

V6 — x =yx*+4

6—x=x*+4

PHEx-2=0

(x+2)(x—1)=0

x+2=00fx—-1=0

x=—2o0fx=1

x = =2 invullen geeft Y6 — —2 = (—2)? + 4, klopt.

x =1 invullen geeft /6 — 1 =+/12 + 4, klopt.

De oplossingis x=—2of x=1.

Uit de grafieken blijkt dat f(x)<g(x)alsx<—2of [ <x<6.
Eerst de vergelijking oplossen.

'\jm =—-x+4

6—x=(—x+4)

6—-x=x2—8x+16

x2—-T7x+10=0

(x—2)(x—-5=0

x=2o0fx=5

x =2 invullen geeft \f6T =-2+4, klopt.

x = 5invullen geeft \fm = =5 +4, klopt niet.
Uit de grafieken blijkt dat f{(x) < A(x) als x < 2.
Eerst de vergelijking oplossen.

2x—%=\]m

4x2-2x+5=x2+4

3x2-2x-32=0

D=(-2P-4:3--32=4+45=49

_2+\{E_9 1 2-89 -5
== =—=-}

*=F3 § ¥ g3 6
x= I%— invullen geeft 2 - l% - é— = \’(l%)z + 4 ofwel 2% = \16_4%, klopt.
x= —% invullen geeft 2 - —% = % = \’(%)2 + 4 ofwel —2% = 4%, klopt niet.

De oplossing is x = 1%

Uit de grafieken blijkt dat A(x) 2 g(x) als x 2 1%

Er is een bordje gelegd op 2 — p.
Er is aan beide kanten gekwadrateerd.

2—-p=4

p=-2

x—-17=5 f7-1=15
s
1+v5¢-4=17 £x2=2

\V5g—4=6 x2=28

5¢—4=36 x=y8=22 of x=-242
5g =40

qg=28

© Noordhoff Uitgevers bv
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020 a

18

Vergelijkingen

8

Tg-a=+8 i 143
V2x—3=7

Ldm

79-4=8 2x—3=49
lg=12 I=5p
q=84 x=26

Na—-3=2
ya=5

a=25

Er staan haakjes, omdat je de hele vorm moet kwadrateren.
2x+3=36—12x+ x°

x2—14x+33=0

(x=3)x—-11)=0

x=3of x=11

x =3 invullen geeft 3 ++2 -3+ 3 =6 ofwel 3 + \@ = 6, klopt.

x =11 invullen geeft 11 ++42-11 + 3 =6 ofwel 11 + \]—2_5 = 6, klopt niet.
De oplossing is x = 3.

YAKE 34+ 2%=3

V4x?—=3=3-2x

4x?—3=(3 - 2x)?

47 =3=9—12x +4x2

12x=12

x=1

x =1 invullen geeft y4+ 12— 3 + 2+ 1 =3 ofwel \ﬁ + 2 =3, klopt.
De oplossing is x = 1.

1 -

x(2—§x)—x
x(2——§-x)=x2
2x—%x2=x2
Gx— 2= 3x°
4x2—6x=10
4x(x—l%)=0
x=00fx=1%
x = 0 invullen geeft 0-(2—%-0)=Oofwel\ﬁ:o,klopt.
x =13 invullen geeft 13 (2 =+ 13) = 13 ofwel {13+ 13 = 13, klopt.
Deopiossingisx=00fx=1%
Wi-x=1ix+3
\jl—x=%x+l
l—x=(%x+])2=;1fx2+x+l
1

Zx2+2x=0
%x(x+8)=0
x=0of x=-8

x =0 invullen geeft 3y1 —0 = 1% - 0 + 3 ofwel 3\/-1_ =3, klopt.

x =—8 invullen geeft 341 — -8 = 1% - —8 + 3 ofwel 3\[5 = —12 + 3, klopt niet.

De oplossing is x = 0.

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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f 3+4x+17=x
yx+17=x-3
x+17=(x-3)
x+17=x*—-6x+9

xX2-Tx—-8=0
(x+D)(x—8)=0
x=—lofx=8

x = —1invullen geeft 3 +\}—1 + 17 =—1 ofwel 3 +\[1—: —1, klopt niet.
x = 8 invullen geeft 3 ++8 + 17 = 8 ofwel 3 +\/E: 8, klopt.
De oplossing is x = 8.
g V6x+2-y3x—-2=0
6x+2=00f3x-2=0
6x=-20of 3x=2
x=—%0fx=%

x= —% invullen geeft \}6 . —% +2- \j3 : —% —2=0 ofwel \]6\[—_3= 0, klopt niet.

x=%invullengeeft \!6-%+2-\j3-%—2=00fwel\/€-\f6=0, klopt.

.. _2
De oplossing is x = 3

US a y10-2{x=2
10-2yx=4

=3
x:

9
b Jx+yx+1=2
\/x+1=2—\[;
x+1=4—dx+x
dyx =3

= 9
X =16

C \E+%=3

x+2=3x

(x+2)2=9x

xX+4x+4=9x

2~ Sx+ 4=0

(x—-Dx—-4=0

x =1 of x =4, beide oplossingen voldoen.

6

+a
36

x+4

36=(x+4)9—x)

36=—x2+5x+36

x=5x=0

x(x—5)=0

x =0 of x =35, beide oplossingen voldoen.

=49 —x

9—x
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1 Vergelijkingen

Vx +24x —4=3x
Wx—4=2x
4(x —4)=4x
4x— 16 =4x

—16 =0, dit is niet waar dus deze vergelijking heeft geen oplossing.

1.4 Gebroken vergelijkingen

intro  f(x) = 1 heeft geen oplossing, omdat de teller x altijd groter is dan de

23 a Als.x =5, want dan is de noemer nul en delen door nul is onmogelijk.

24

25

20

b

n

o

noemer x — 4.

Voor x = 4 bestaat de functie niet.

3x—-15=12
3x=27
x=9

120
3x—15
3x—15=20
3x=35
x=2=11%

=6

18
Tx+2
Tx+2=6

x2+3=8

x2=5
x== 50fx=\]§

Bijx= —2% is de noemer nul en delen door nul is niet mogelijk.
De berekening van Ilse is onjuist voor x = =2 %, want dan vermenigvuldigt
7e links en rechts met 0.

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen

6p—3=-5

6p=-2

pP=-3
30

16 — 242
30

16 — 242

16-242=4

242 =12

=6

g=—\6of ¢ =6

—45
+ 1=
5t+3 =10

25=5

b=

_~l
_75
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26 a

27 a

150 = 12x2 + 30x

12x2+30x—150=0
D=30"-4-12--150=28100
_ —30+48100  —-30+90

I
S TE T 24 2y0f x 212 24
3 x
x—2 x+2
X
(k24D = (x=D) (1 42)

3(x+2)=x(x—2)
Ix+6=x2-2x

Voor x =2 en x = —2 vermenigvuldig je met 0 en dat mag niet.

Ix+6=x2-2x
x2=5x-6=0
(x=6)(x+1)=0
x—6=00fx+1=0
x=6of x=-1

4 x
3x—1 3x-2

23x—2)=x(3x-1)

mitsx;t%enx;t%

6x—4=3xr-x
3x2—Tx+4=0
D=(-7R-4-3-4=49—48=1
gl .
= ¢ Ofx—T
x=1lof x=1
18
3x—1_x

18x = x(3x — ) mits x 21
18x =3x*—x
3x2—-19x=0
x(3x—-19)=0
x=0o0f3x—-19=
x=00fx=1?9=6
2x
x—4
2x
¥ —
2x=(2x — 6)(x —4) mits x #4
i m i o R A o ) |
2x2—16x+24=0
x2—8x+12=0
(x—6)}x—2)=0
x—6=00fx—-2=0
x=6o0of x=2

0

1
3

+6=2x

=2x—6

© Noordhoff Uitgevers bv

75
d x+10=—"2+2

x+8=

x—38
(x+8)x—8)=75mits x#8
P~ 64="75
x2=139
x= ]390fx=—@

x—4 x+3

x+6 x-—1
(x—4Hx—-1)=(x+3)(x+6)
mits x# —6enx#1

¥ —=5x+4=x2+9x+ 18
—14x =14

x=-1

x¥2=4xmits x#0

x2—4x=0

x(x—4)=0
x=0ofx=4

aangezien x # 0 is de enige
oplossing x = 4.

-30 - \}8100 _=30-90

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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Vergelijkingen

28 a Voor x = 3 bestaat f niet, omdat dan de noemer nul is.
b P is het snijpunt van de grafiek van f'en lijn /.

2+ _3=2§
1 2
x—3_§
2x—6=3
2x=9

x=4kdus P(4L,22).
¢ De grafiek van fligt lagerdandelijn I: y = 2% voor x <3 of x> 4%
d Qen Rzijn de snijpunten van de grafiek van f'met de lijn m.

2+
1

%= 3
(x—4d)x=3) =1 mits x 23

_ 1
x—3_x_2E

=gl
—x42

x2—7%x+13%=1

x2—7%x+12%=0

(x-5)(x-23)=0

x—5=0of x—21=0

x=50fx=2%
x:5geefty=5—2%=2%enx=2%geefty=2%—2%=0
Dus Q(S, 2%—) en R(Z%, 0).

e 2+

2x—2%
o

Uit de grafieken en opdracht c blijkt x < 2% of 3<x<5.

024 a Stap 1: links en rechts is 2 opgeteld.
Stap 2: er is een bordje op 8 — m? gelegd.

b 8—m2_3
8—m?=5
m?>=3
m=—\[§0fm=\l§
2 28
c 2—x_8 e 3—2x+3_
2—-x=3 28
x=-1 3-2x
i -33 _ 3-2x=7
10 — 2a x=-2
10—2a=-3 63
f =9
2a=13 pr+3
s P+3=7
pr=4
p=—2o0fp=2

22 Hoofdstuk 1 Vergelijkingen © Noordhoff Uitgevers bv



027 a

Ué a

15
=3 >
5x—3=5
5x=8
x=1%

36

(x—2)2_3:1

36
-2 ¢
(x=2y=9
x—2=-30fx—-2=3
x=-lofx=5

A _C
De regel: uitE=EvolgtA-I)=B- Cmits B#0en D #0.

3x+1)=2(x—1)mits x#1
3x+3=2x-2
x=-5

bx
2x—3_x
6x = x(2x — 3) mits x # 13
6x =2x%—3x
2x2—~9%=0
2x(x—4H=0
x=00fx=4%
i:;=2x—5

3—-x=(x—3)2x -5 mits x #3
F—g=2t - LI+ 15
2x2—=10x+12=0
x—-5x+6=0
(x—2)(x—3)=0

x =2 of x =3 (voldoet niet)

2+l -1

x—1 x+1

(x+1)P=(x-1)?

mits x#lenx=—1
x+tl=x—-lofx+1l=—-x+1

x + 1= x—1 heeft geen oplossing
x+1l=-x+1geeftx=0

X

Z;X_I—O
x—1_2
x=2x-2
x=2

x—-2 x+6

x+3 x-2
(x—=2P2=(x+3)(x+6)
mits x# —3enx#2
XX—4x+4=x>+9x+18

—13x=14
—_14__,L
=T T T

2

=3
x—1 H

x> =3x(x— 1) mits x#1
x2=3x2-3x

2x2—3x=0
x(2x—-3)=0
x=0o0of 2x=3

x=00fx=1%

%x+3 3 -y

X 6x
6x(%x + 3) =x(3 - x)mits x#0
25>+ 18x=3x—x°
3+ 15x=0
Ix(x+5)=0
x = 0 (voldoet niet) of x =-5

X

;x—l:4
x—1:_2
x=—2x + 2
3x=2

=2
&3

Uit de grafiek blijkt: 0 < f(x) £4 voor x < % of x22.
De lijn y = 2 — x gaat door de punten (0, 2) en (2, 0).
In de grafiek is te zien dat f(x) <2—xvoorx<Qof 1 <x<2.
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1 Vergelijkingen

X

c 2—

X

x_1=ax—4

—x=(x—1)ax—4) mits x =1

—x=ax-—ax—4x+4

ax*—ax—3x+4=0

ax*+(—a—3Nx+4=0

Deze vergelijking heeft precies één oplossing als D = 0.
(—a—-3Y-4-a4=a*>+6a+9-16a=a’>-10a+9=0
@?+6a+9-16a=a>—10a+9=0

a*—10a+9=0

(a—1)a—9=0

dus voor a = 1 of @ =9 heeft de lijn y = ax — 2 precies één snijpunt met de
grafiek van f.

U7 a —=—=2++x
x—Ax
x =2 +yx)(x —yx)mits x# 1 en x>0
x=2x—2\[;+x\j;—x
x=x—2\/;+x\/;
0= —2\x + xyx
0 =x(—2 + x)
x =0 (voldoet niet) of x =2
: 4—+x 5-4x
4++x  1+4x
(4 = V(1L +%) = (5 = y¥)(4 + ) mits x 2 0
4+3\];—x=20+\f;—x
Wx=16

yx =8, dus x = 64

1.5 Herleiden

intro  Vermenigvuldigje y =6 — I%x links en rechts met 4, dan krijg je de
vergelijking 4y = 24 — 6x ofwel 6x + 4y = 24,
Deel je bij de vergelijking 6x + 4y = 24 links en rechts door 24, dan krijg je

de vergelijking f + Jé = 1. De drie vergelijkingen zijn dus gelijkwaardig en

daarom krijgen ze alle drie dezelfde lijn.

29 a 8x-2y=15
—-2p=-8x+15
y=4x—7%

b 8x—-2y=15
Bx=2y+15
x=ﬁlfy+l§

¢ 3m+4n=12
3m=—-4n+12
m=—1%n+4

24 Hoofdstuk 1 Vergelijkingen © Noordhoff Uitgevers bv



30 a

31

32

33

34

6
b
6=b+(Ta—14)

6
b= a—1a
a=+\b+1
ad=h+1
b=a>-1

y=3Tx—-2)+5
y=2lx—-6+5
y=2lx—-1

y==5(19x + 18) + 89

y=-95x—-90+ 89
y=-95x—-1
y=8(5-2x)+10
y=40-16x+ 10
y=-=16x+ 50

pP+5p+6=0
P+2(p+3)=0

p+2=00f p+3=0

p=-2of p=-3

3x—7=-20f 3x—-7=-3

3x=50f3x=4
x=13of x=13

© Noordhoff Uitgevers bv

18¢—12=3p+2(g— 1)
18¢—-12=3p+2g—-2

16g=3p+ 10
4=+
(g+t1)=6p+5
3g+3=6p+5
3g=6p+2
q=2p+%
10p—dg=6p+12
—4g=—-4p +12
g=p-3

_ 8
b+4
2a-(h+4)=8

2a

8
hb+4=—
2a

a+3=vyb-2
(a+3P=h-2
b=(a+3)7+2

h=8(2a+6)—10
h=16a+48—10
b=16a+38

V=6-3(2+4)
yh =35 — 12
y=-3x2-6
y=0Bx+17+9
y=9x7+6x+1+9
y=9x2+6x+ 10

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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36 a

Vergelijkingen

pP=13p+36=0
p-Hp-9=0
p=4of p=9
x2=4of x*=9

x=2ofx=-2of x=3o0of x=-3

x*—17x2+16=0
substitutie x> =p
P2=1Tp+16=0
(p—Dp-16)=0
p=lof p=16
omdat p = x* geldt
xI=1of x*=16

x=—lof x=1of
x=—4of x=4
(Z—3P-35G2-3)=6
substitutie x> — 3 =p

pP=5p—6=0
@p+Dp-6=0
p=-lof p=6

omdat p = x? — 3 geldt
#—=F= <1 of > —3=6
x2=20f x2=9
x=—=\20f x=12 of
x=—3of x=3
x4=24x2-25=0
substitutie x> = p
pP—24p—-25=0
(p—25)(p+1)=0
p=250f p=-1
omdat p = x- geldt
x2=250f x2=-1

x=—50fx=5

3xt-8x2+5=0
substitutie x> = p

3P—-8p+5=0

D=(-8)2—4-3-5=64—60=4
8 ++4 . )

p=y3 =lgofp=79=

omdat p = x- geldt

w=1%0f 2 =1

x='\ll_%0fx=—'\jl_%of

x=lofx=-1
(2x+5)2+32x+5) =18
substitutie 2x+5=p
pP+3p—18=0
pt6)p—3)=0
p=—6of p=3

omdat p =2x + 5 geldt
2x+5=—60f2x+5=3
2x=-1lof 2x=-2
x=—5%ofx=—l

(1= 2x) = 2(1 = 2x)2 =8
substitutie (1 — 2x)>=p
P-2p-8=0
(p+2(p-4=0

p=—2of p=4

omdat p = (1 — 2x)? geldt
(1-2x)2=-20f (1 —2x)2=4
1=2x=20of 1 -2x=-2
—2x=1of -2x=-3
x=—%0fx=l%

031 a Instap 1 wordt links en rechts gekwadrateerd.

In stap 2 wordt links en rechts a opgeteld.

In stap 1 wordt links en rechts vermenigvuldigd met 1 — 5.
De eerste formule: b = (5 + a)* + a ofwel b = a*> + 9a + 25.

26

De tweede formule:
12=2a+3)1-b)

L. 12

T 2a+3
42
T 2a+3

12

7T

h=1

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen

1

© Noordhoff Uitgevers by



036

b(da—10)=3
3
b=
da— 10

r=2x+1
B —f—2=0

(t+D(=2)=0

t=-loft=2

2x+1=-lof 2x+1=2

1

x=-1 ofx=5

x*—8x2=128

substitutie x> = ¢

£ —8t—128=0
(t+8)(r—16)=0

t=—-8o0f t=16

omdat ¢ = x- geldt

x? = —8 heeft geen oplossing
x?=16geeft x=—4of x=4

(32 =2P—T(x2=2) +12=0
substitutie x2—2=1¢

P=Tt+12=0

(t=3)t—4)=0

i=3oft=4

omdat 7 = x? — 2 geldt
N-2=3ofx2-2=4
x2=50f x?=6
x=—y50f x =45 of
x== 6ofx=\]g

© Noordhoff Uitgevers bv

a—5=\[m

(a—52=4b+3
4b=(a—57-3
b=1(a-57-2

ab=4

b=
a

d
— =4+
2b “

a=2b(4+a)

a=bh(8 + 2a)
a
8+ 2a

Bx+4)*-23x +4y2 =15
substitutie 3x +4)2 =1
£=2t—15=0
(t+3)(t—5=0
t=-30fr=5
omdat ¢ = (3x + 4)* geldt
(Bx+4)y2=-30of Bx+4)*=5
3x+4=—50f3x+4=45
3Ax=-4-+50f 3x=—4+5

1 1 1 1
x=—13—3\60fx=—13+§\]§
53+ x)=1—-14(3+ x)?
substitutie 3+ x=1¢

S5t=1-14£

14£2+5t-1=0
D=25+56=81
__5_9__1“ —_5+9—J.
= s T T

omdat ¢ = 3 + x geldt
3+x=-fof3+x=}
x=—3%0fx=—2%

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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U9 a

b »

28

Vergelijkingen

6
m—?’a— 14
6

Ta— 14
6
b= -
Ta— 14
_6—(Ta—14) 20-7a
" 7a-14  Ta-14

WZS—a
a+b+1=(3-a)
b=B-aP-a-1
hb=9—6a+a*—a—1
b=d*—Ta+8

b+1=

y=02x—-3-(2x-3)+4

y=4x? = 12x+9-2x+3 +4

y=4x>—14x+16
geldt voor alle x.
_(2+2P+6(x2+2)
T (2+2) -2
x* - do 4 A Bt 12

y= xg

X+ 10x2+ 16
e

geldt voor x #0.

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen

9= 16
" b—4da
16

b= 16 +4a
a—9
_16+4a(a—9)
a a—9
_4a2—36a+16
a a—9

f a+3=+h—-2a
(@a+3YP=b-2a
b=(a+3)2+2a
b=a*>+6a+9+2a
b=a*>+8a+9

b

b

geldt voor x#0en x # —%.

d V=i ™=y
s 1
a2
%2 it
1
TTas
X2 X
1
y_4+8x
2
2
y_4+8x

geldt voor x#0en x # —%.
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1.6 Parameters

intro  De lijn is dan twee keer zo steil.

37

38

39

b

n

b

b Elke lijn van die vorm gaat door het punt P(2, 12) want 12=a+(2—-2) + 12.

[«

Nee, de lijn door (4, 5) evenwijdig aan de y-as heeft als vergelijking x = 4.

-6 -5 -4 -3 -10 2 3 4 5
=3 !

¥ = ax + 3. De codrdinaten van punt (5, 18) invullen geeft
18=a+5+3

Sa=15

a=3

h(0)=a+0+ 3 =3 voor elke waarde van a.

3x+2y=3

2y=-3x+3

y=-1ix+1}

Voora=— 1% is de grafiek van / evenwijdig aan lijn m2, want dan hebben

beide lijnen dezelfde richtingscoéfficiént.

2,(x)=ax? + 4x — 7, de grafiek gaat door (2, 5) dus
a-2>+4-2-7=5

da+1=5

4da=4

a=1

k (x) = 3x? + ax — 6, de grafiek gaat door (2, 0) dus
322 4g2—~6=0

12+2a—-6=0
2a=-6
a=-3

x24+ax—-2=x—a

x =4 is een oplossing, dus
+4g-2=4-a
le+4a—-2=4-a
Sa=-10

a=-2

f(2)=2-(8—-2)=2-6=12,dus P(2, 12) ligt op de grafiek van f.

x8—-x)=alx—2)+12
8x—x?=ax—2a+12
xX2+ax—8x—2a+12=0
X’+(@—-8)x—2a+12=0

De vergelijking heeft één oplossing als D = 0.

© Noordhoff Uitgevers bv
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40 a

41

038 a

040 a

U10 a

30

Vergelijkingen

(@—8P—4-1+(=2a+12)=0
P—16a+64+8:—48=0

a*—8a+16=0
(@a—4P=0
a=4

Een vergelijking van de raaklijn is y = 4(x — 2) + 12 ofwel y = 4x + 4.

f(8)=—-64+32=-32eng(8)=a—2:8=-32
a—16=-32

a=-16

—x2 A =g—2n

—x2+ 6x —a =0 moet één oplossing hebben, dus D = 0.
a=-1,b=6,c=-a

D=6*—4-—1-—a=0

36—4a=10

d4a =36

a=9

De grafiek van g, snijdt de grafiek van f'niet als D <0.
36—4a<0

—4a <36

a>9

Pis het punt (2, 4), want f(2) =a-(2—2)>+4 ofwel f(2)=a*0+4=4
voor elke waarde van a.

6=ayd+5 c g(3)=9%+6-5
6=a-3 9a+1=17

a=2 9a=6
k,(3)=18+3m—3 d 22+2p—-5=2-p
15+3m=10 3p=3

m=-5 r=

A(x)=x+3x—4
X+3x—4-p=0
D=3>-4(-4-p)=9+16+4p=25+4p

25+4p=10
4p = =25
p=-6;

De grafiek bij de functie /1 is een dalparabool. Er zijn twee snijpunten als
de lijn y = p hoger ligt, dus als p > —6%
Of ook: er zijn twee snijpunten als D > 0 ofwel 25 + 4p > 0, dus p > —6}7

f(x)=alx—4)>+5
f0)=a(0—4P +5=16a+5
16a+5=10

- _35
a="1g

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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4 4

U11 a ];(1)—[?5 c px—S_x
[%=3 x(px—S5)=4
3(p—5)=4mits p£5 px2—5x=4
p-5=11 px2=5x—4=0
p= 6% Er is &n oplossing als D = 0.
4
b ];(—10)=m D=(=52—4-p+—4=0
bestaat niet als —10p—5=0 25+ 16p=0
-10p=5 l6p =—25
= il _ 9
pP== p=-lig
1.7 Gemengde opdrachten
42 a 3(x—-2)+2x=3+3(5-x) e 4x(7-2x)=(x—-3)(7 - 2x)
3x—6+2x=3+15-3x 7-2x=0o0fdx=x-3
8x=24 —2x=-T7o0of 3x=-3
x=3 x=3%0fx=—l
18 x+4 2x
b x—4__6x f 2x+1 13—-x
18 = —6x(x — 4) mits x =4 (x+4H(13—x)=2x2x + 1)
18 = —6x2 + 24x mits x # — 3 en x# 13
6x>—24x+18=0 13x — x2+ 52 —4x =4x+ 2x
xX2—4x+3=0 5x2—=7Ix—-52=0
(x=3)(x-1)=0 D=(-7?-4-5--52=1089
7 ++/1089
x=3=00fx-1=0 x=————=4of
2:5
_ _ _7-+41089
x=3ofx=1 x——2-5 =rde
c 2yx—-1+3=7 g (2x+1)P2=(x—5)7
Hx—1=4 2x+1=x—-S5of2x+1=—x+5
Yyx—1=2 x=—60of3x=4
x—1=4 x=-60f x=1}
x=35
d Bx—1)(x+5=-5 h (x—42Yx2—9=25yx2—9
32+ 15x—x—-5=-5 Vx2=9=00of (x—4)2=25
3x7+ 14x=0 xX*=9of x—4=50fx—-4=-5
xBx+14)=0 x=3ofx=-30f x=9
x=0o0f3x+14=0 (x = —1 voldoet niet)

x=00fx=—l3i=—4%
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1 Vergelijkingen

1 1 1 1 1 1
e Tl eI

43 3 A At
1 1 1 1 1 1
—_— g — —_—— =
8 b 10 8 h v
1 1 1 1 1 1
= =4
b 8 10 b 8 v
1.5 4 L. ¥ &
b 40 40 h 8y 8y
1.1 1_v-8
b 40 b 8

8v

b=40 b_v—S
De beeldafstand is 40 cm.

44 a Een vergelijking van de lijn is y = mx + 3%
Snijden met de grafiek van f geeft \lm =mx+ 3%
8x — 8 = (mx +33)’
8x— 8= mAx+ Tmx + 121
m’x? + Tmx — 8x + 20%= 0

m?x? + (Tm — 8)x + 20,51r =0

Voor een raakpunt moet gelden D = 0, dus

(Tm—8)2—4-m?-205=0

(7Tm—8)°*—-81m*=0

(7m — 8)> =81m?

Tm—8=9mof Tm—8=-9m

2m=—8of 16m=8§

m = —4 (voldoet niet, zie grafiek) of m = %

Een vergelijking van de getekende lijn is y = %x + 3%
b m= % invullen in m2x2 + (7m — 8)x + 20& =0 geeft

1x2—4lx+201=0o0fwel x2— 18x+81 =0

(x—9)’=0,dusx=9eny=1-9+31=8

De codrdinaten van het punt zijn P(9, 8).

Onderzoeksopdrachten

45 a f(x)=4-p16—x

De grafiek gaat door (=9, 14), dus f,(=9) = 14.
4-pl6—-9=14

4—-p-5=14

=5p=10

p=-2

32 Hoofdstuk 1 Vergelijkingen © Noordhoff Uitgevers bv



b Het randpunt van de grafiek bij de formule 7 ,(x) =4 ++/16 — x is (16, 4).
Een lijn die door R(0, 8) en (16, 4) gaat heeft twee snijpunten met f_,
4 = 8 1

6-0 4

Alsa< —% dan snijdt de grafiek van y, = ax + 8 de grafiek van f_, alleen in
R(0, B), zie grafiek.

Het kan ook zo zijn dat de lijn y, = ax + 8 de grafiek van f_, raakt in (0, 8).
Om deze waarde van a te berekenen moet de vergelijking

4 +4/16 — x = ax + 8 maar &én oplossing hebben.

yle—x=ax+4

16 — x = (ax + 4)?

16 — x = a®x2 + 8ax + 16

x>+ 8ax+x=0

x>+ Ba+1)x=0

Eén oplossing als D =0, dus als (8¢ + 12 —4-a*- 0= 0 ofwel (8a + 1)2=0.
8a+1=0,dus alsa=—%
Conclusie: voor a < —i of a> —% snijdt de lijn y, = ax + 8 de grafiek van f_,
alleen in R(0, 8).

De richtingscoéfficiént van deze lijn is

46 a Lijnstuk 4B is de lange zijde van een gelijkbenige rechthoekige driehoek
met hoekpunten 4, Ben C(Xp, ¥,). Als AB=6y2,is AC=x,— x, = 6.
X, en xp volgen uit x> = x + p ofwel x> — x —p =0.
D=(-1—-4-1-—p=1+4pdus

xA=%—% 1+4pean:%+%\}l+4p
xp—xy =5+ 3T +dp— G -I\T+4p)=+1+4p
V1 +4p =6 geeft 1 +4p = 36 ofwel 4p = 35, dusp=8%

b x?— x— p =0 heeft geen oplossingen als D =1+ 4p < 0.
4p<-—1,dus p< —%
¢ MN = (xy— x,)*\2 (zie 0ok 46a)

Samenvatting

ST a y=-2x+3
b —2p=-3x+4,dus p=11x-2

S2 a D=62-4+1--9=72en D > 0, dus twee oplossingen.
b D=42-4-1-8=—16en D <0, dus geen oplossingen.

S3 a 3(5—-x)=53—-2x)+21 b —4(x—5)—2(7-3x)=4x
15-3x=15-10x+21 —4x+20—- 14+ 6x = 4x
Tx=21 -2x=-6
x=3 x=3
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S4 a

Sh a

Sé6 a

34

Vergelijkingen

(x+1)P2=4(x+1) € (Bx—12P=(6 - 2x)*

x+1=0ofx+1=4 3x—12=6-2xof

x=—lof x=3 3x—12=-6+2x
Sx=180f x=6
x=3%0fx=6

4> -9x+6=0 d 2x-3)2x+1)=4Q2x+1)

D=(-97%-4-4-6=-15 2x+1=00f2x—-3=4

geen oplossingen 2x=—-lof 2x=7

—_1 -1l
x= 2of)c—32

2\’m=8—%x
4x—4)=(8-1x)
4x—16=64 — 8x + 1 x?
lv-12¢+80=0

x2—48x+320=0

(x—8)x—40)=0

x=8of x=40

x = 8 invullen geeft 2@= 8 _%, 8 ofwel 2 -2 =8 — 4, klopt.

x =40 invullen geeft 240 -4 =8 — % - 40 ofwel 2 - 6 = 8 — 20, klopt niet.

De oplossing is x = 8.

SN = oy
Tow=—2-ly

—1—x=(—2—%x)2
—1—x=4+2x+}7x2
ix2+3x+5=0

X2+ 12x+20=0

(x+2)(x+10)=0

x==2o0of x=-10

x = =2 invullen geeft % =2+ \}—1 ——2=-2ofwel -1 + \ﬁ = =2, klopt niet.

x = —10 invullen geeft % + =10 + -1 — =10 = -2 ofwel =5 + 3 = =2, klopt.
De oplossing is x = —10.

2 1
3x—9 %x+4

2(%x+4)=3x—9mitsx¢3 en x#—8

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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S7 a

S8 a

S9 a

S10 a

x+1

4x—3:x

x+1=x(4x—3)=4x2—3xmitsx;’=%
x+1=x(dx—3)=4x2-3x

42 —4x—-1=0
D=(-4)2=4-4--1=32

_4-432  4+4y32

=24 T

4 — 42 4+442
L=

X

X

(1-2x)2+(1-2x)—12=0 b (x+27=4(x+2)

substitutie | —2x=p
pPr+p—-12=0
pP+dHp-3)=0
p=—4d4of p=3
omdat p =1 — 2x geldt

1-2x=—40of 1-2x=3

—2x=—-50of -2x=2

substitutiex +2=p
p=dap

p.p2:4p2

p=4dof p2=0
p=4dof p=0

omdat p = x + 2 geldt
x+2=4o0fx+2=0

x=230f x=-1 x=20f x=-2

6a=42
a=17
Alle grafieken gaan door het punt (0, 2 — \ﬁ).

p+2q_

2p+q_3

pt2q=302p+gq)
pt+2g=06p+3q

-5p=g¢, dusp=—%q
g—\p—29=3
g—3=p—-2q
(q—3)7=p—2q
p=(q-3F+2q=q¢"—4q+9

Eerst de vergelijking oplossen.

X+ 22 -8x=0

x(x>+2x—-8)=0

X(x+4)x—2)=0

x=0of x=—4o0of x=2

Uit de grafiek blijkt dat f(x) > 0 voor —4 < x <0 of x > 2.
Eerst de vergelijking oplossen.

X +2x2-8x=Tx

X +2x2-15x=0

x(2+2x-15=0

x(x+5x-3)=0

x=0of x=-50fx=3

Uit de grafiek blijkt dat f{x) < g(x) voor x<—50f 0<x <3,

© Noordhoff Uitgevers bv
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1 Vergelijkingen

Test jezelf

T1 a 13+2x=3(x—-5+7x
13+2x=3x—-15+"7x
13+2x=10x—-15

28 = 8x
x=28—8=3%

b ip+3=3p-8
2p+30=3p— 80
110=p
p=110

(a]

33x-3=2ix+1)

T2 a Eerst de vergelijking oplossen.
43-2x=3x+1
45—-20x=8x+ 10
—28x=-35

=35 _11
L= gge L

o

Zie hiernaast.

Eerst de vergelijking oplossen.
-1,5x+7=2x+6
—3x+14=4x+12

-Ix=-2

X =

n

-2

0
6
i 1
Uit de grafieken blijkt dat g(x) < f(x) voor x < li . ?

Y

N

X
—y-z_g 2 4\6

-4

Uit de grafieken van opdracht b blijkt dat —=1,5x + 7 2 2x + 6 voor x < %

T3 a a?=9a+22
a*=9a-22=0
(a—11)}a+2)=0
a—11=0o0fa+2=0
a=1lofa=-2

b yx?+4-1=x

V2 t+d=x+1

X+4=(x+1)

2 4= 5t 0% i1

4=2x+1

2x=3

x =1} (voldoet)

(2x—=3)>=(1-8x)

2x—3=1-8xof

2x—3=-1+8x
10x =4 of -6x=2

n

4 _2 2_ 1

x=jg=50fx=~g=—3

36 Hoofdstuk 1 Vergelijkingen

=x—4
x+1
“3x=(x—-4)(x+1)
A= F—3%—4
x2=4
x=—2ofx=2
x+4 x+2
x-2 X
(x+dHx=x2-4

mitsx#2en x =0
xX2+4x=x2—-4

4dx=—-4
26 =]

1
x2—2=x2_2
*x*=-22=1

mits x # 2enx¢—\f§
xt—~ F= Liof ¥ —2=~1
x?=3of x*=1

x =~ 30fx=\/§0f

x=—-lofx=1
© Noordhoff Uitgevers by



g (¥-8P=x-8
substitutie x> — 8 =p
pr=pofwelp-p=p-1

p=0of p=1

omdat p = x? — 8 geldt
x2—-8=00of x2-8=1
x2=8of x2=9

x=—\8=-2\2 of x =242 of

x=-30of x=3

Ag+1)=4p—5

(Bx—12-53x-1)=6

h \2x—1-y3-5x=0

2x—1=00f3-5x=0

_1 _
x—zofx—

xX= % invullen geeft

VI=1-43-2L=0,klopt.

xX= % invullen geeft

1
15—1-43-3=0, klopt.

De oplossing is x = % of x=

1
G
4 pt6

substitutie 3x — 1 = p geeft p? — 5p = 6 ofwel

pPP=5p—6=0

(p+Dp-6)=0
p=—lofp=6

omdat p=3x—1geldt3x—1=—-1of 3x—-1=6

3x=0o0f 3x=7
x=00fx=2%

xt=13x2-36

substitutie x> = p geeft p> = 13p — 36 ofwel

pP—=13p+36=0
(p—Hp-9=0

p=4dof p=9

omdat p=x?geldt x2=4 of x>=9
x=—2o0of x=2of x=-30f x=3

© Noordhoff Uitgevers bv
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T6 a

38

Vergelijkingen

4 2
(x + 1) Pt

4
p2

substitutie x + 1 = p geeft

4—2p=12p?

1292+ 2p—4=0
6p>+p—-2=0
D=12-4:6--2=1+48=49

- ot )

P=hle T RT3 P T
0mdatp=x+1geldtx+1:—%ofx+1

T o
x= lsofx— 3

(x+2)2-3=2
(x+2P2=5
x+2=4y50fx+2=—5
x=-2+450f x=-2-15

m:x—2y=lofwelm:2y=x—lofwelm:y=—;—x—

grafiek van f; snijden met lijn m geeft
(x+2P-3=3x—3
x2+4x+4—3=%x—%
2+3iv+1i=0

26+ TE+3=D
D=72-4-2-3=49-24=25

—7+425  , —7—+25
T a i A T
x=—§geefty—%-—§—%=—%
x=—3geefty=%-—3—%=—2

_3

f(0) =5 geeft (0 + py —3 =15 ofwel
pP—-3=5
p=8
(X+P)2—3=%x—%heeft één oplossing.
_1 1

>4 Tmet gt Bmpme—g
x2+2px—%x+p2—2%=0

1
Y240

2
b=l -41- 22l

4p2—2p+;11——4p2+10=0

-2p=-103

00—

=5

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen

= 3: 12 ofwel
P

b —

© Noordhoff Uitgevers by



17 a

T8 a

Het domein van de functie fis x 2 —2.
Eerst de vergelijking f(x) = 7 oplossen.

2=x+dx+2=7
4fx+2=x+5

16(x +2)=(x + 5)*
16x+32=x2+ 10x + 25

x2—6x-7=0
(x+D(x=-7=0
x=—lofx=7

Uit de grafiek blijjkt dat f(x) < 7voor -2<x<-lof x>7.

De lijn y = —x + p is een dalende lijn die de grafiek van f nog net snijdt als
de lijn door het randpunt (=2, 4) gaat.

Invullen in y = —x + p geeft 4 =2 + p ofwel p = 2. Voor p = 2 heeft de lijn
y = —x + p dus één punt gemeenschappelijk met de grafiek van f.

Voor p <2 heeft de lijn y = —x + p geen snijpunten met de grafiek van f.
Of: het snijpunt bereken je met de vergelijking 2 — x + 4yx + 2 = —x + p.
MHNx+2=p-2

yx+2= % 7 %

De wortel uit een negatief getal bestaat niet, dus zijn er geen snijpunten als
ip—%<00fwe1%p<%ofwe1p<2.

Voor het snijpunt van f5(x) met de lijn & : ¥ = x — 8 moet je de vergelijking
5

— 2 =x — 8 oplossen.

=2

xiZZX_6
S=(x—6)(x—2) mits x 2
5=x2-8x+12
x2-8x+7=0
(x—D(x—-7)=0
x=lofx=7

y=1-8=-Tof y=7-8=-1
De codrdinaten van de snijpunten zijn (1, =7) en (7, —1).

5
Snijpunt met de y-as dan x = 0 invullen f5(0) = o 2=-4 %

5=2=0

Snijpunt met de x-as dan fi(x) =0 ofwel
=

— =2ofwel x = 2=23dus x = 4.

0, -4 %) en (4 %, 0) liggen even ver van O, namelijk 4%.
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1 Vergelijkingen

E1

E2

40

1 43 -
(x_2)2=x_z—Zsubstltutlex—2=p
1 1
—2=—2—21inks en recht maal p* geeft
p P
1=41p-2p
22 -4lp+1=0
4p>—-9p+2=0
D=(-9Y—-4-4-2=49

9-v49 9-7 | 9 ++/49
P="354 :T:ZOfp: 2-4

omdat p = x — 2 geldt
x—-2=z0f x—2=2
x=230f x=4

d Snijpunt met de y-as (x = 0) geeft /(0) =
a

Snijpunt met de x-as (f,(x) = 0) geeft

x—

2x=a+4dusx=%a+2.

a

=
=2 ofwel a = 2x — 4 ofwel

Ca=laon,

2

De punten (0, - (%a + 2)) en (%a +.2, 0) liggen even ver van O, namelijk %a + 2.

Extra oefening

a 42x—-35+4=1-3(8-x)
8x—20+4=1-24+3x
8x—16=-23 + 3x

Sx—16=-23
Sx=-7
x=—-1=-12%
5 S
b 2(ix—6)=-2x+3(x+12)

tx—4=-2x+ix+4

lx—a4=-13x+4
2x—4=4
2x=8dusx=4

a 8=3x—%x2
Ix2-3x+8=0
x2=12x+32=0
(x—4H(x—8)=0
x=4of x=8

b (4k — 3)* = 100k>
(4k — 3)* = (10k)?
4k —3 =10k of 4k —3=-10k
—6k=3o0f 14k=3
__1 _3
k——zofk—ﬁ

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen

Tx —15x2=19x — 7x2
—12x— 8x*=0
—4x(3+2x)=0
—4x=00f3+2x=0
x=0o0of 2x=-3
x=00fx=—%——l%
6xX(x—2)=30(x—-2)
6x2=300fx—2=0
x¥=50fx=2

x=ySof x=—50f x=2

© Noordhoff Uitgevers by



E3 a

E4 a

246 —2x=18
V6—2x=9
6—2x=8l

—2x=75

x=-371
\]4Tx—2=5x

YA+ x=5x+2

4+ x=(5x+2)

4+ x=25x2+20x+4
25x2 4+ 19x=0
x(25x+19)=0
x=0o0f25x+19=0
x=00fx=—%
x = 0 invullen geeft

V4+0-2=5-0, klopt.

x= —% invullen geeft

\’4 + —%2— = =5 —%%, klopt niet.

De oplossing is x = 0.

112
Tl
—4(2x + 3) = 112 mits x # 13
2x+3=-28
2x=-31

Bl gl
He—a= 152

1-6x
=2
2x
1—6x=2X2xmitsx#0
1—-6x=4x

1=10x

=
T

© Noordhoff Uitgevers bv

(Bx—12n5x+30=0
3x—12=00f 5x+30=0
x =4 of x =—6 (beide voldoen)

2x+4x—=7=20
Vx—7=20-2x
x—=T=(20-2x)

x — 7 =400 — 80x + 4x?

4x* - 8lx+407=0
D=(-81Y-4:4-407=49
x=—8;-_47=9%0fx=—8;:|_47=11
x=9iinvullen geeft

2 x93 4491 —7=20, Klopt.

x = 11 invullen geeft

2% 11 +4/11 =7 =20, klopt niet.

De oplossing is x = 9%.

3x=5_4

5—x  3x
3x(B3x—5)=4(5-x)

mits x#5en x#0

9x? — 15x =20 — 4x
9x2—11x—-20=0
D=(-11>-4-9--20=2841

11 —+841 11 ++/841
Y= = jofx=———
2+9 2-9
2 1
x+4 2

x2=%x(x+4) mits x # —4
x2=%x2+2x
%x2—2x=0
%x(x—4)=0
%x=00fx—4=0
x=0of x=4

=2

ol

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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E5 a

Eé a

E7 a

E8 a

42

Vergelijkingen

(1 -3x)?2=24-5(1-3x)
substitutie 1 —3x=p
pr=24-"5p
pP+5p—24=0
P+8(pP-3)=0
p=-8of p=3

omdat p =1 — 3x geldt
1=3x=-8o0f 1 -3x=3
3x=9o0f 3x=-2

- PR )
x—30fx——§

Er moet gelden f,(1) = 5.
(1=-32+2p—-9=5
(-2*+2p—-9=5
4+2p—9=5

2p=10

p=>5

b 2x%+3=5x2
substitutie x> = p
2p*+3=5p
2pr=5p+3=0
D=(-5P—-4:2:3=1

—~ 3

p=%=lofp=5 -\ﬁ=l%
omdat p = x? geldt

- !
xz—lofxz—li

x=-lof x=1of x=—y1}of x= 11

Voor het snijpunt met de x-as geldt (x = 3>+ 2p — 9 =0,

x2—6x+9+2p—-9=0
xXX—6x+2p=0

Als er geen snijpunt met de x-as is, is de discriminant kleiner dan 0.

D=(=6P—4-1-2p<0

Il
%)
+
b

|
o))

+
[
Il
W]
+
ol

’§|u: I |w I |w
+
o))
s
1l
o
+
Pl

=
I
3w
+
(=)}
—
|
[§e3

b y=Q2t+7)7>-3tent=3k-5
y =203k — 5)+ 7 - 33k — 5)
y=(6k—10+ 7> -9k + 15
y=(6k—3)? -9+ 15
y=36k—36k+9 -9k +15
y = 36k> — 45k + 24

X
-4 =20 6 8 10 12 14 16 18 20
ol 1+ ¢

Eerst de vergelijking —%x +10= %x — 2 oplossen.

—6x + 150=5x-30
—11x=-180

_ 180 _ 1.4
x=—2 =167

Uit de grafieken blijkt, dat —%x + 10> %x — 2 voor x < 16%

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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E9 a S3,5ligtoplink,dusa+5+2+-3=7ofwel5a=1,dusa=

1
5
S ligt ook op lijn m, dus 6-3—5-5=h-3 ofwel 3b = -7, dus b= -1 = —21

b m:6x—5y=14x ofwel =5y =8x,dus y = —I%x.
k:ay+2x=7ofwelay=-2x+7, dusy=—%x+%
De lijnen snijden elkaar niet als ze evenwijdig zijn, dus als de
richtingscoéfficiénten gelijk zijn.

_%z_@

-2=-1ia

8a=10dusa= 1%

¢ De grafiek van fen de lijn / hebben &én gemeenschappelijk punt, dus de
vergelijking x* + 3x + 2 = —x + b heeft één oplossing (discriminant 0).
xX2+4dx+2-5b=0
D=42-4-1-2-b)=0

16—8+4h=0
4h=-8
h=-2

E10 a [ 4x+2y=45o0fwel 2y =—4x +45,dus y=-2x + 22%
—2x(x — 8) = —2x + 223
—2x2+ 16x = —2x + 223
—2x2+ 18x—224=0
D=182-4--2--221=144

_-18-4144 | —18 +4144

x= TP —750fx= T

Invullen in de vergelijking van de lijn geeft

1

b |—

y==2:T3+223="750f y==-2-13+221=191
De snijpunten zijn (7%, 7%) en (1%, 19%).
b f(6)=-12(6-8)=24enl:y=-2-6+221=103

AB=24-101=13}

¢ De y-codrdinaten van punt 4 en punt B krijg je door x = p in te vullen.
De y-codrdinaten van punt 4 is dan —2p(p — 8) en de y-codrdinaat van punt
Bis—2p+221.

A ligt boven B dus de afstand AB=-2p(p — 8) — (—2p + 22%) = 6%.
-2+ 16p+2p— 221 =61

20— 18p+29=0

D=(-18)2—4-2-29=92

18 —+492
T\Zl_ 4%—%@ofp=

18+492

2-2

4t+ 123

p:

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 1 Vergelijkingen 43



1

E11 a

E12 a

44

Vergelijkingen

voor het linker snijpunt geldt
fx)=g(x)

x+5=—-4x

5x=-5

=]

voor het middelste snijpunt geldt
g(x) = h(x)

—4x=2x—-6

—6x=-6

x=1

voor het rechter snijpunt geldt
J(x) = h(x)

x+5=2x-6

-x=-11

x=11

uit de figuur blijkt f(x) > g(x)
voor x > —1.

eerst (x) = 0 oplossen.
2x—-6=0

2x=6

x=3

uit de figuur blijkt
0<h(x)<f(x)voor3sx<ll
(f(x))? = (h(x))?

(x+ 5= (2x — 6)
x+5=2x—6ofx+5=-2x+6
—x=-1lof 3x=1

x=1lof x=1

J(x) - g(x) = f(x) - h(x)
(x+5)-—dx=(x+5)-(2x—6)
x+5=00f -4x=2x-6
x=-50ofx=1

f(-8)=2+--8—+y-8+8=—16en f(17)=2-17—-+17+8=34-5=29
De lijn gaat dus door de punten 4(—8, —16) en B(17. 29).

De richtingscoéfficiént is

17==8 B85 5

29--16 45 9

De vergelijking is van de vorm y = %x +b.

Invullen van x =17 en y = 29 geeft 29=%- 17+ 5, dusb=29—%= —1%

De vergelijking is y = I%x = 1%

2x—Vx+8=12
2x—12=+4x+8
2x—122=x+8
4x?—48x+ 144 =x+8
452 - 49x +136=0
D=(—49)2—4-4-136=225
_4&9—\lﬁ_41

X

oo 49rmS
24 a0

X= 4% invullen geeft 2 - 441‘; — \14% +8= 8% = 3% # 12 dus klopt niet.

x =& invullen geeft 2-8 —8 + 8 =16 —4 =12, klopt.

De oplossing is x = 8.

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen
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2 Machtsfuncties

Voorkennis

V1 a 23-22=2-.2.2.2.2=25
b a**ad*=a*aaararaa=d

c xIexf=x?

d (23)4 = 23 23.23.93 =912

e (¥)=

f (2x3)4_2x3.2x3.2x3.2x3=2.2.2.2.x3.x3.x3.x3= 16x12

g (3x%)7 =243x%

V2 a 32.3%=32%4=36 d (5%)2+56=56.56=56+6= 502

b 72-77-73="72+7+3 = 712 e 11-113-114-112=11!1+3+4+2 =110
97 - 6 (62)4 6-62% 6-68 6118

g ¥=27 =2 f 6-65 6 & 6

69 9-6 — (3
=6""%=6
65
V3 a K=p*p* d P=(¢°) ¢
K:p'? pP= qlﬂ i q2
P= q12

b b= (a*? e r=a-(a)
b= ag F=a- aS

r=a°

c N:g4-g.2.(g3)5 f h:q3.q2.q.q2
N=g-g2-gls h=qt
N=g

V4 a f(x)=(3x3* e jla)=(4a%*- 243
=3y J(a) =256a"¢- 24°
Flx)=81x"2 Jj(a) =512a"

b g(p)=(5p*) fk(x)=(=2x%)- (5x)
g(p)=5(p?’ k(x)=—8x"+25x2
g(p) =25p* k(x) = —200x"!

6\ 1842 ¢
Bty [ — _
¢ hw) (M) 6 =
63 184
0= Gay =5
216 18¢#°
hw==2 0=
h(u) = 27 (=2
3 2 3
d ip)= (p_4) h m(x)= ( ) < 9x>
32 43
N — s
i(p) ToE m(x) ST Ox
9 64
i(p)=— m(x) = B 9x>
m(x) = %
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2 Machtsfuncties

V8 a flx)=2%x"—2x% d R(t)=1(t+1)+3
Ff(x)=x7-2x* RO=++3¢
R(H=44+71
b gip)=p>)° -3p"p° e P(n)=n(n*>+3n)—n*(3n—18)
a(p)=plt = 3plo P(n)=n3+ 30— 30 + 8n2
g(p)=-2p'° P(n)==2n+ 11n?
¢ A=Kk + 51 - 262) £ A = 5x%(x = 3) + (32 = S)(x2 + 5)
A(K) = I3 + 5K — 1065 h(x) = 53¢ — 153 + x4 — 25
A(k) = 6k3 = 1045 h(x) = 6x4 — 15x3 = 25
Vé a y
g/ /f

o

De vergelijking x* = 81 heeft twee oplossingen, want in de geschetste
grafiek zie je dat er een positieve oplossing en een negatieve oplossing is.

c x*=125 x* =81
H=-5 x=3o0of x=-3
V7 a 4169 =13, want 132= 169 e 1-243 = -3, want (-3)° = 243
b 410000 = 10, want 10*= 10000 f 3~1 bestaat niet, want —1 < 0
c m=5, want 52 =125 g IQH=1, want 110=1
d \—8=—2, want (-2)*= -8 h Efm =8, want 8% = 512

2.1 Negatieve exponenten

intro In 2012 waren er 300 konijnen, dus in 2011 waren er 300 : 2 = 150 konijnen
en in 2010 waren er 150 : 2 = 75 konijnen.
Ja, dat klopt met de formule, want invullen van ¢ = —2 geeft
A=300x22="75.

Tab
35| 34 33| 32| 31 | 30 | 371| 32
243|81|27|9|3|1 §|§
R A N W AE Rl R R A Ry o
:3 3 3 -3 3 £ 13
e b
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50=1,4"=1,3=1,2=1en1°=1
Volgens dit rijtje zou de uitkomst 0° = 1 kunnen zijn.
0°=0,0*=0,02=0,0°=0en0'=0
Volgens dit rijtje zou de uitkomst 0° = 0 kunnen zijn.

Op grond van opdracht a zou k” = 1 kunnen zijn, maar op grond van
opdracht b zou k° = 0 kunnen zijn. In het geval dat k = 0 krijgt je twee
verschillende mogelijke uitkomsten, dus bestaat &” dan niet.

gl i, 2
t3:I_3 d ZCIS—E
| 21
az-a‘6=a‘4=g e 7a4-3a2°a‘8=21a‘2=§
Sp-p’ S5p 5 gxt 8t
T b oo g o a=4
5 1
E=5 E=5 a =543
1 11 1 ., 4 _
wa g s
1 1 1
A —==3.—=13p3 C —=—.—=1,-4
P p? & 6x° 6 4 6
2 2.1 35 . 1 1 1 4 _
B oE=g moe Dys=3 w2
6 _ 6  ,_3 d 18x* __18x4_1_8_£_3 -1
8 8 4% e2E B B 2
1 1 _ 6x 6 «x B _
TS ¢ 3973 @ 2NN
M_1l_ 5 Pl C 3 S S - S
x7 X7 3x 3x 3x
7:1 7-4°

7 7-1 7
Ergeldt —=——enl= d°. Invullen daarvan geeft —=——= ~
a

a’? a? a? a
Dat is handig, omdat er dan zowel in de teller als in de noemer een macht
van a komt te staan.
Bert komt aan zijn antwoord door de teller en de noemer met a° te

vermenigvuldigen.
8 8-4° . 8 8:a° 8a° 8’
G g S SdTTEd o s Ty T
-12 -12+4°
=2 = 12d of
-12 -12+d” -12d7 -12d7
= = = - = T
d7  d7-d7 d° 1 12d
4 4 X9 4 4 x3 4x3  4x3
=—s——=12" 0__3:23 f :—:—-:23
2x3 2 x° Y Y © 23 2x e 2 2.1 Y
5 8 & v o 5 5 B S S i
R A e “h

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 2 Machtsfuncties
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Machtsfuncties

_ 31
€ e g a2 g
_1 _ —1 p3 _1.p3 _1.p3:_l ;
273 2pepd . 2P0 7.1 2P
25 25 &
f 4—_421‘%:6%‘&0__4:6%04 of
a a
25 254 _25a4_25a4_61a4
dat dat-at 4d® 4.1 O
et 10 d7+d™l  d° - 1
BE e m T S R
b _(b2)4:ﬁ=b2 e (QS)MZZLI(): _14=L
B3P b 7 7 4 P
18p° 18 p' 5 dx’.x3 4 N 5,
B e = - e
24p=2 24 p2 4 I 10 =7

9 @ (AT =F(2P =1pl0
4 1\
b xz.(%x) =x2-(5) .x4=_1%x6

5 V. 5 125 125
22 . x3 (22)3 . (x3)3 26x9 64x9

=8

— 161
=lggx

d (—4x)° = (—4)° - x0 = 4096x°
e 35 (_%x2)5 =35, (_%)5 ()0 =243 - _% e 10 = 39,10

6x7+ (=2x)  6x2+(=2)-x% 6x2--32x5 -192 X7 ”
f 3 % I T =48
—4(x7) —4x —4x -4 x

03 A =F, rekenregel 4
B =], rekenregel 1
C =1, rekenregel 3
D = H, rekenregel 5
E =G, rekenregels 3, 1 en 2

05 a Bijstap 1 heeft ze de rekenregels g* - g” = g**? en g" = 1 gebruikt.
b Bij stap 2 heeft ze de rekenregel (g%)® = g*** gebruikt.

¢ En bij stap 3 heeft ze de rekenregel & = g“7? gebruikt.

g

d 24x~x2:g_x_3:4x_6 5 32(x*P :32x8:£.£=2x2
6xY 6 x° 8x2-2x* 16x* 16 x©
5x6 5 6 15 15 x°
- . = ~3 - .= 3
¢ (x3)} 1 x—5x B x2 3 x2—5x
wd el Bl o B CA5(x2)3 - () 45x6- 12 45 I8
f = =—=x 1 1 = =—'—=5x16
x* x¥ Xt 9x2+ x0 9x2+ 1 9 x?
U'l a xa+b=xa.xb=p.q d xﬂ“b:%:g
X
b 3= (xb)3 — q3 e xutb=2a. b= (xa)z - xP :pz g
(X5)* = x5 = (x4) = p f o (x3) 25k = yGatISh = y~6a. ISh =

(xa)-6 . (xb)ls :p—6 " qls
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intro

10 a 3°~17

b

[«

o,

o

o o

oo

o

[a]

o,

o

4x_3‘f < x e 3x2

2atl+3g-3 = P
2 12

4(x73) - x - 357
2 ot 1=(=3¢+3) =
Tz

Als dit voor elke waarde van x gelijk moet zijn aan 1, dan moet T% =1 ofwel
= 12 zijn. Ook moet dan 5g + 8 = 0 ofwel g =

2.2 Gebroken exponenten

De groeifactor per uur is 600 : 100 = 6. Dat zou betekenen dat de groeifactor
per half uur maal de groeifactor per half uur 6 zou moeten zijn.
Je weet dat \f_ \/— 6, dus de waarde van 6’- \fg

= 3%.2 = 31 =3
Er geldt ook dat (\l_ 3)%> = 3. Zowel 32 als \f_ 3 zijn positief en daaruit volgt dat 3
Er geldt dat (43) =43=41=4en (V4)} = 4. Daaruit volgt dat 4= \a.

-

m

Ja, beide berekeningen kunnen kloppen.
Op grond van deze berekeningen kan (—8)° zowel 2 als —2 zijn.
Dat kan niet, dus kun je geen waarde aan (—8) toekennen.

7= {72 =339
st =45 = {3125

"= 6" = 6{6° = 647776
3. 32—32{ 93

-
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Machtsfuncties

5 4.5 11

17 a .\[_ \{_ 1%j_ 26 23 o5 = 212*12*1’5 ="
1 5,9
b ,\{a . ;\l']_ _ 73 .575 715 g 7[5 7;2 é _ 7§3 %% _ 7;8
LA L R &

18 a .‘\‘]g 3:3%.3%:3% %: %%:33 d W.\ﬁlﬁ:'ﬁ.'ﬁ:'ﬁ""%:'ﬁ*%:ﬁ
L
p Lo L 1 e e LB g gty
66 gl.q0 " 33
8 5 5
1L _ 1 _1_ . VP P s
€ s iTTETP f === - P TP
PP pl.ps ps PNP pl.p4 p4
1 wdy 3L il I 3,2 s s
19 a a2 a=d a2 ad=da =" =4=g g =a¥d
_1 _5 2 201 1
b (a 3)5 a=a’ al—a13+1=a3=—§=3—2
2 S & \/a_
2a dq a L L
c (24) —=— ,=%a12=1%a1 a2=1%a\/5
Na 34 3 g ;7
1 2 1
d (aﬂ)s.ﬂ?:as as:as:_l.:..s_
& d
Bl L 1

20 a Bijeen gewicht van 40 gram oftewel 0,04 kg is de huidoppervlakte

§729,0 - 0,042 = ill,1664 =1,0526 ... dm?en dat is ongeveer 105 cm?2.

2
b Bij de mens is H =1404,9 - G* =1404,9 - {G? = 11,1999G", dus a = 11,2 en b =2

2
¢ Bijdeegelis H=y421,9- G =421,9-{G?= 7,5001G", dus a = 7.5 en b =2

2. . L .. 8
015 a 5%is gelijk aan (5°)" en dus gelijk aan 5>
2
b 7%is gelijk aan 7° - 7° en dus gelijk aan 73\5}72

1 1
¢ aiis gelijk aan — en dus gelijk aan 5=
a Va
3 3 1
d 10" =<10*=1000 h 5.5=5"0=5b= =545
& 2
e 8 =48 ={512 i 43-43:43{/&3:64\%

L 1_ 11
f 6= 3646 i 9 3= ==
6276 = 366 jotet=e
2y 4 o = | 1
al =a = a"’ k at=—=
9 («) PR
019 a x_%'x=x—%'xl=x—5+1=x%
1 l 1
T I T 7= 27
b \l_ = P ,
A . " e L o Y
¢ De breuk heeft nu de vorm —. Dat is te schijven als x* ™= x" "B2=x 2
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U3 a x%a=(x")%=\f;=\[g_)

b

n

-

21 a Bij grafiek 1 hoort de functie g, bij grafiek 2 hoort de functie /, bij grafiek 3
hoort de functie f'en bij grafiek 4 hoort de functie /.

De grafieken 1 en 4 zijn lijnsymmetrisch.

De grafieken 2 en 3 zijn puntsymmetrisch.

n o

o o

23 a

a N T

o= () =7 =
V=G = (=
4 —(Ya)j (\jb)“
RS
" a=2b la~§b_i_
A= () T = =T

a L L
Er geldt dat W =2en 2\[5 =21.22=2"% pe grondtallen zijn gelijk,
dus de exponenten moeten dan ook gelijk zijn en dat geeft = 1%.

3 1 1
Een formule voor het verband tussen aen b is % =17 ofwel a = 13 5.

2.3 Machtsfuncties

intro Invullen van bijvoorbeeld x = 0 geeft f(0)=0""= (1-) en dat kan niet, dus
grafiek B hoort bij de functie £.
Invullen van bijvoorbeeld x = 0 geeft g(0) = 02 \f_ 0, dus grafiek A
hoort bij de functie g.

l 1
f(x)=Tengly)=—3
Grafiek B hoort bij £, want bijvoorbeeld x = —1 invullen geeft f(—1) = } =

Grafiek A hoort bij g, want bijvoorbeeld x = —1 invullen geeft g(—1) =
Van beide grafieken is de verticale asymptoot de lijn x =0 en de horlzontale
asymptoot de lijn y = 0.

Van functie g is de grafiek lijnsymmetrisch.

Van functie fis de grafiek puntsymmetrisch.

Grafiek A hoort bij g, want bijvoorbeeld x = —1 invullen geeft
g-1)=(-1y*=

invullen geeft f(—=1)=(=1)7=
Van de functie g is de grafiek h}nsymmetrisch‘

Van de functie fis de grafiek puntsymmetrisch.

De grafiek van deze functie is lijnsymmetrisch. Je kunt /2(x) = x™12

= l = 1. Grafiek B hoort bij £, want bijvoorbeeld x = —1

— en dan zie je dat de uitkomst bij x = @ altijd gelijk is aan de

uitkomst bij xX=-a,
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26

27

28

026

Uus

52

a n o w

Machtsfuncties

f) =¥ = xen g0 = x'= s
Grafiek B hoort bij £, want bijvoorbeeld x = 4 invullen geeft

fd= 4% = \/4_1 = 2. En grafiek A hoort bij g, want bijvoorbeeld x =4
1
invullen geeft g(4)=4*= \3/3 = 1,6.

3 2
f(d) =4 =B =64 = 8,00, g(4) = 4 =& =16~ 2,52
Loy 1
h(4)=4" =4~ 141 en k(4) =4 =34~ 1,32.
Grafiek A hoort bij de functie k, grafiek B hoort bij de functie 4, grafiek C
hoort bij de functie g en grafiek D hoort bij de functie f.

De vier grafieken hebben de punten (0. 0) en (1, 1) gemeenschappelijk.
Ja, de twee punten uit opdracht c liggen ook op de grafiek van /, want

10)=0 =4 =40=0eni)=11={T=4T=1.

g == d g=x"
g(x) =22 g(x) =3xS
g =2 x g0 =%
glx)= x* . e glx)= X 5
gx)=x* gx)=x'-x°
g0 =% g0 = x -3
g =x" tog)=x7
gx)=xx° gx)=x>-x
g(x) = x*Jx g(x) =2+ ¥

f(3)=3%7=1,_87en g(3) =3"%=6,33.

Grafiek A hoort bij de functie g en grafiek B hoort bij de functie f.

Voor iedere waarde a > 1,68 geldt dat de grafiek van de functie /i(x) = x*
bij elke waarde van x > 1 hoger ligt dan grafiek A.

Invullen van ¢ = 44 en d = 0,36 in de formule geeft dat hoogte van de boom
h =44 % 0,36"%% = 22 6 meter is.
Invullen van # = 18 en d = 0,20 in de formule geeft ¢ - 0,209 = 18

18

dus szﬁ 51

Bij de laatste stap is de rekenregel g « g® = g“*® gebruikt.
Op de puntjes komt het getal %te staan.

g0 =2 - 2

g(x)=x15 g g(v)=xT7 3
S = gl = s e 50
g()_ s g()_ .
gl =x-Jx gl =74
gl =x% h gx)=x%
g(x)=x2- x? g)=x*- x5
g(x) = rofx gl = -
gy =x5 i g(x)=x%
g(x) =xley3 g(x) =30

gx) = x- 3l g =2
Invullen van x =1len y =6 geeft ¢+ 1“=6, dus ¢ = 6.

Invullen van ¢ =6, x =4 en y = 48 geeft 6 - 49 = 48, ofwel 44 = §.
Dat is te schrijven als (2%)¢ = 23, ofwel 22¢ =23 dus2a=3ena = 1%.
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Ué De grafiek van f'gaat door het punt (4, 16). Invullen van x =4 en y = 16 in
de functie f geeft 0,5 - 4 = 16, ofwel 4¢ = 32. Dat is te schrijven als (2%)¢ = 2°,
ofwel 2%*=2% dus2a=5ena=2,5.

De grafiek van g gaat door het punt (1, 20)

Invullen van x = 1 en y = 20 in de functie g geeft ¢+ 1° = 20, dus ¢ = 20.

De grafiek van g gaat ook door het punt (4, 40).

Invullen van ¢ = 20, x = 4 en y = 40 geeft 20 - 4 = 40, ofwel 4° = 2.

Dat is te schrijven als (2%)° = 2!, ofwel 22 = 2!, dus 2b =1 en b = 0.5.

Invullen van x = 8 geeft f(8)=0,5-8%%=90,5en g(8) =20 - 8% = 56,6.

Bij x = 4 ligt de grafiek van fonder de grafiek van g en bij x = 8 ligt de

grafiek van f'boven de grafiek van g, dus het snijpunt ligt links van de lijn x = 8.

2.4 Vergelijkingen oplossen

intro x =0 is een oplossing van de vergelijking )ér‘ = 4x.
x =4 is een oplossing van de vergelijking x* = 2.
x =1 is een oplossing van de vergelijking x> = I.
x =45 is een oplossing van de vergelijking x> = 5.
x=45is geen oplossing van een van de vergelijkingen.
x = —y5 is een oplossing van de vergelijking x> = 5.
2

x = 8 is een oplossing van de vergelijking x* = 4.

29 a y
20
f

15
10

5

X
-3 -2 -1 0 1 2 3
-5
b De vergelijking x* = 16 heeft twee oplossingen.

Invullen van x = 2 geeft 2* = 16 en dat klopt en invullen van x = —2 geeft
(—=2)* = 16 en dat klopt ook.

d Invullen van x = =2 geeft (—2)° = —32 en dat klopt.

Het is de enige oplossing, want een positief getal tot de macht 5 heeft een
positief getal als vitkomst.

{—=1000 = y—1- 1000 = —1 x 41000 = —1 x /1000 = —/1000.

(2]

e
30 a =32 d ¢*—47=34
w=430.=2 ¢* =81
q=§‘f8_=3ofq=—481=—3
b p*=20 e 7+2k8=4
2=3200f p=-320 28 =-3
KB=-1,5
geen oplossing
c y¥=-12 f 02x*=-12
y=4-12 X*=-60
x =4—60
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32 a

33 a

34 a

54

Machtsfuncties

s . 1 . s A
Bij stap 1 is de rekenregel g7 = E gebruikt en bij stap 2 dat uit . G
volgt dat B+ C = A.

3x¥=1

x5=%

_ 51

x=13

x =3

x’5°x5=3°x5

1=3x°

x5=%

__ 150

x=13

x3=8 d 6x3=4

1 6

w8 [

8x3 = 4x3=6

X =% x3=1%

_ Al |

X =13 e 8x1+9=10

1

X x
8

Zidh= 1 —=1
X

x4:% x=8

x=’d§0fx=—%

® = f 100-5x2=80

1 4 5

64 o
5

xb=4 —2=20
X

x=640fx=—§/z 20x% =15
S 1
x—

4
—4l=1 — i1
x“l;_zofx_ \ﬁ_ 2

2

Het is handig om x* tot de macht % te verheffen, omdat je dan als macht
2,3 s

3 %5 =1 krijgt.

Dat volgt uit de rekenregel (g¢)? = g«2.

Ergeldt\lﬁ=\/25-5=\f§-\[§=S\E,dusp=5.

3 5
X=§ b xX*=6
21 59 9
(Y7)3 =§ (x9)5 =6
T 9
x'=8 sl B
x=487=128 x =6
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35 a

36 a

37 a

Het is handig om links en rechts tot de macht ]—;—5 te verheffen, omdat je
dan als macht 1,35 x T13_5 =1 krijgt.

x =743
X0 =42 d 5x$=100
x=42m=3,15 x1=8:210
x=201F =528
1,987 = 6,]23 e 6y 234+7=025
X = 6523 - 2551 6x—2*3 = 18
x2=13
o
x=32=0,62
% P3=0,975 f 45— 8x034% =
1
x=0,975%"=1,08 R 0.3498 = 45
X0M% = 5,675
o
X = 5,625 = 139,45
8x% = x’
8x —x"=0
x(8—-x%)=0

x=00f8-x2=0

x=0of x2=8

x=00f x=48=2\20f x=—8=-2y2
Linda houdt dan de vergelijking 8 = x? over.
Linda vindt de oplossing x = 0 niet.
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38 a

39 a

032 a

56

Machtsfuncties

X0 =4x*

x6—4x*=0

X2 —4)=0
x*=0o0fx*-4=0
x=0of x2=4
x=0of x=20f x=-2
—3x13 =048
—3xB3—-0x8=90
=3x8’ +3)=0
-3x¥=00f x*+3=0
x=00of x3=-3
x=00fx=\5]—3
Sx? = 80x7
Sx?—80x"=0

5x3(1 = 16x%) =0
55*=00f 1 -16x*=0
x=0of 16x*=
x=00fx4=-llg

_ gl -
x=0of x= ]6—20fx—

5x73 = 80x7
5=80x!0
gk

¥ =13]% of x A 116
3x2=12

3=12x7

M=3=

23367 — 5524 =
N2H(N1B — §5) =
XM =0of 2x 2 -5=0

x=00of Zx2 =5
w=lof x¥=03%

1
x=0of x=2,5"=211
2x4-7=5
25 *=12

X 4=6

d %x9+5x5=0
%xs(x4+ 10)=0
1 =00f ¥ +10=0

x=00of x**=-10
x=0

e 3x2=12x\x
32— 12x)x =0
3fx(x —4)=0
3xyx=0of yx—4=0
x=0of \x=4
x=0of x=16

f ox2=2x

X=Wx=0
P =2)=0
Jxr=0of x2=2=0

s

x=0of x"=2
x=00fx=2§
x=0of x=23=18
d 4x34i=5x3
x3'xi=%x3
x?’—OOf,Y‘IT:%

e 3x245+5=80
3245 =175
X = 95

£
x=25F~372

f 3x2%¥=x
Fpe wliliz s
145

X**X gx

x=00fx1*45=%

x=0o0f x= (1) ~047

Uitx™4= 6v01gtL4= 6 en dus 614 =1,
X

xt= %. De vergelijking heeft twee oplossingen.
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038

u7

1

De oplossing is x = d% of =4z,

x3=8§ i 8x7=1
1 8
= & = -
8xi=1 X =38
x?’—% x=%8
= glas 1
X=Ng~ 2
% Pl j 3x'1-2=7
1 3
X X
2UNS=1 3y
X
=5 9x =3
_ 40 _3_1
x2=1 k 79-4x4=15
| - 4
=1 79—-—=15
¥ 4 %
4
2=4 = =64
¥ ¥
x=2o0ofx=-2 64x* =4
_4_1
TS
_A1_1 _ A1 _ 1
x=\pg=z0fx=-y=

tag—

Op de puntjes moet 3 — ¥°2 = 0 staan.

EV I 2
(xz)5 =35, dusx! =3
De oplossing is x =0 of x = {13_= {@

5x3=x3

5x3=x2+ 3

x}=0of 5=x2

x=00fx=\{§0fx=—\l§

De codrdinaten van 4 en B zijn (—\B, —25\[5) en (\fg, 25\[5_).

AB = {(25) + (50452 = 12520

Invullen van x =1 geeft a x 1% — b x 1*= 10, ofwel a — b = 10.
Invullen van x =45 geeft a X @ — b x 5% = 10, ofwel 254 — 5b = 10,
dus Sa—bh=2.

Uit a — h =10 volgt a = b + 10. Dat invullen in 5a — b = 2 geeft
5(b+10)—b=2, oftewel 5Sh+ 50— b =2, dus4b=—-48en b= —12.
Invullen van b =—12ina=h + 10 geefta =—12 + 10 = 2.

Invullen van a = —2 en b = —12 geeft de vergelijking —2x* + 12x* = 10.
—Z 1204 —~10= 0

x—-6x*+5=0.

F-DE*-5=0

x*=1=00of x*-5=0

= ot g=3

x=l=lofx=-1=-1lof x=y{50f x=—35

Ja, de vergelijking heeft nog meer oplossingen, namelijk x =—1 en x = —(‘B.

© Noordhoff Uitgevers bv
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2 Machtsfuncties

U8 a x¥+2x24+x=0 d (% & Dix—3=0*" % D(x—3)
202 +2x+1)=0 XM+ 1=x*"+1ofx—3=0
x(x+D(x+1)=0 xhl= ! of =3
x=0ofx+1=00fx+1=0 xtTex2d=x4of x=3
F=0uf %=1 sh=gof #®t=1olx=3

x=0of x=1of x=3
b X345+ 2524 + X145 = 0 & 1 L IP=(ad= I
xMPx2+2x+1)=0 X+1=2x¥-1lof ¥+1=—-2x-1)
XHx+Dx+1)=0 l=x"—-1lof x+1=-2x3+1
x=0of x+1=00fx+1=0 xoi= Dol 358 =10
= 0of x =1 x=420f x°=0
x=320f x=0
¢ x3-322=0 g B ey
x—1
1-32x3=0 83+ x2=(x+1)(x—1)
3= 1 8x i+ x2=x2-1
x5=313 gx3=-1
N |
8 2,

2.5 Herleiden

intro Invullen van L = 190 geeft H = 0,0463 - 190°7> =~ 2,078 en

1
190 = 69,3636 - H'", oftewel H'" = 30 dus H = (g555)™ = 2.077.

Ja, beide formules leveren (ongeveer) dezelfde huidoppervlakte op.

40 a f(v)=x-x-x
f(x) = xl . x%. x%
fx) = x4
f(x) =16
3
b o(x)=——="+(x?)*:5x73
g(x) o (x%)
g0) = Sy 570
W' .
g(x) = 3x 2o xbe 5573
g(x) = 15x-15+8-3
g(x) = 15232
¢ De herleiding geldt niet voor x = 0, omdat er dan 0 in de noemer van de
breuk komt en delen door 0 kan niet.
7)?
41 a f(v=2"1x b A=
6x;5
f) =26 o S ==
16x7:
f(x) = 2x% f(x)= %x?’%
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42 a

43 a

44 a

SxZ'W

= 2. 45 d =
£ =272 =55
i 82 x%
Sy =x2 ey fx)= T
32
1 8x27
f(x)=x2-2-x Sy ===
x32
£l =231 £ =837
f(x) = 8x7"is
In stap 2 is rechts en links door 10 gedeeld.

In stap 4 1s de rekenregel (p - ¢)* = p* - ¢“ toegepast.
q=0,16-po8
L
P=0 d P=0,75-0V
1
O=p 0,75- Qi =P
0= P 0" =575 P
{1 .p%
0=(55s Py
it T W, of
0=(s5F - P
g~ 125 pLit
P=25-0% e P=146-0707
25-Q3=p 1,46- Q076 =p
1 m
Q3’5=E'P Qonﬁzﬁ.p
L AL
0= (% . P)z,s 0= (1’% . P) 07
0= () it 0=(rig) -
Q=040 PO¥ Q=1,65+ p122
P=0,01-Q03% f P=1000-Q7°
0,01- Q%P =p 1000 Q3 =P
00375 =100 - P Q—szﬁ.}a
1 -]
Q= (100 - P)*7" Q:(IOIW.P)s
L { yel L
Q= 100075 - pams g= (W) 3.p73
Q=~21544347 - P27 Q=10 P03

Invullen van H = 0,750 geeft 0,012 - L%¢7 = 0,750, oftewel L% = 62,5, dus

L = 62,5 = 479,0909...

Het gemiddelde lichaamsgewicht van een giraffe is ongeveer 479 kg.
In de formule L door 2L vervangen geeft H = 0,012+ (2L)*%, ofwel
H=0,012-2067. 7067,

Als het lichaamsgewicht verdubbelt, dan wordt  met 2067 = 1,59
vermenigvuldigd. Dat is een toename van H met ongeveer 59%.
0,012: L% =H

067 =_1 .
L 0,012 H

L= (53 HJ7

il i
I = (0 012)0,57 . J0E
L =736,03- H'¥
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45 a Invullen van G = 360000 geeft dat het vleugeloppervlak

0.1 x 360000°¢7 = 528 m? is.

b 0=0,1-G"
0,1-G*%"=9Q
G =10-0Q

1

G: (10 . Q)O,b?
G=~31,08-0\¥
Dusa=31,08en b= 1.,49. 1 ]

¢ Invullen van Q = 350 geeft G = 10°7 x 350°7 = 194 829,08....

Dit vliegtuig mag maximaal ongeveer 194 830 — 150000 = 44 830 kg
personen en vracht meenemen.

3 1
b sz'%{;=8xz'x§=8x2
32 is gelijk aan 27+ (x*)? en dus gelijk aan 4x°.

041

N L

De noemer (2x

8x2.{l;
! S Gor
2t

8x
f0=75

f@ =22
flx)=2-x3%

043 a Instap 2is links en rechts door 0,5 gedeeld of met 2 vermenigvuldigd.

1
b 0=(-PF
0= PP
c Q:22,5.P2,5
0= 5,66 P>’
1
d P=¢° f P=025-Q"1%
1
Qi =pP 0,25 o QO,IZS =i
Q:P3 Q0,125=4.P
0=@- Py
0=65536- 1
3
e P=10-0% g P=%-Qlg
]0.Q2,5=P %.Q1%=P
o¥=L.p Qlé:i-P
10 2
| 1 3 s
Q:(E.PZ,S Qz(f'P)s
L L 5 5
Q:(l_lﬁ)zs.Pz,s Q:(%)B.Ps
0~040- P> 0=1,29 - po63
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h P=0,72-0'*
0.72-Q ¥4=p

P=100-0Q°
100- Q5 =P

Q=251+ P02

4
U9 a Je kunt de vergelijking x* = y* schrijven als x = )",

Invullen in de andere vergelijking geeft (yE)IE +32 =12, ofwel 32 +y?=12,

dus 212 = 12 of y* = 6. Dit geeft y =~/6 of y = —6.

Invullen van y =6 in de vergelijking x* = y* geeft x* = /6, ofwel 3 = 36,

dus x = %{%

Invullen van y = —6 in de vergelijking x3 = y
=36,dusx = ﬁ

4 geeft 13 = (—6)%, ofwel

Deoplossingisx=ﬁen]}=\l€ 0fx=il_6eny=—\[g.

b Je kunt de vergelijking \E X' SChI'l_]VEl‘l als y=x

2

_-um

Invullen in de andere vergelijking geeft 2x7 - x27)4 =0, ofwel 2x7 - xT =0,
dusx(2 x) 0D1tgeeftwc Oofx Zdusx 00fx—128
Invullen van x = 0 in de vergelijking \E X' geeft \f_ 0" dus y=0.
Invullen van x = 128 in de vergelijking \E x! 7 geeft \/_ = 128 : , ofwel

v = 1024, dus y = 1048 576.

De oplossingis x=0en y=0,0f x=128 en y =1 048576.

Er moet gelden dat

Dit geeft m = (87")"

Verder geldt dat b =

2.6 Gemengde opdrachten

46 a

3.4

3p3ept 3pT 3p

gp~* Sp S
@y 167 2°

L L
47 a 3{/5:31-33:313
7 7

S

© Noordhoff Uitgevers bv

Gpy _320°_32

2

S

wlvb

oftewel m =8 =

0° el
Mm

w,.._

m»
Il

oo
i

=g!. 8%=8 -{8=8-2=16.
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48 a

49 a

50 a

62

Machtsfuncties

x5 d 100 — 5k*=60
x3=21 5kt = 40
1
x=(2%)‘_3 k=38
x=421 k=48 of k=-18
2
4p’=5 e yif;=12
2 1,
p"f:li yl.vzzlz
1 4

p=(11) ¥=12
p={1]

p =412}
-5 0=0 foxS =5y
5 Lol ol
x>~ §=() X 2 oy B=S5t

1 1

x’=5 x25=00fx52=5
x=v5 x=00of x=5

x=0of x=52=125
f(x)=4x73 —ax7?

4
f@==5-5
4x*
f="-5
4x2 —
o)==

2 _

De grafiek van f heeft snijpunten met de x-as als =0endatis zoals
4x>—a=0en x#0.

De vergelijking 4x2 — a = 0, ofwel 4x2 = a heeft geen oplossingen als a < 0.

3

De grafiek van fheeft geen snijpunten met de x-as alsa < 0.

Invullen van R = 778 en T = 4329 geeft 4329 = ¢ - 778", dus
_ 4
77815
Invullen van ¢ = 0,2 en T = 88 geeft 88 = 0,2+ R!, oftewel R' = 440, dus

¢ =0,199... =0,2.

L

R=440""=57849...
Mercurius is gemiddeld ongeveer 58 miljoen km van de zon verwijderd.
Invullen van ¢ = 0,2 en T'= 365,25 geeft 365,25 =0,2 - R, oftewel

R'S = 1826.25, dus R = 18262575 = 149.407...

De afstand van de aarde tot de zon is gemiddeld ongeveer 149 miljoen km.
T=02- RS

02-RS=T

BH=5- T

R=(5: 1

R=515.T1
R=292 7050
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Onderzoeksopdrachten

0,12
51 Invullen van L =30en W =0,12 geeft 0,12 = a - 30°, ofwel a = 30
1.51
Invullen van L =70 en W= 1,51 geeft 1,51 = a - 70°, ofwel a = ey
0,12 1,51 0,12 30° 0,12 30\°
E t gelden dat ——= ofwel — , dus
T MOt BEAER G 30r T 08 151 700 " 151 (70)
0,0794... = (%)b . Proberen van enkele waarden van b geeft

(%)2 =0,183..., (%)3 =0,078..., dat is het al bijna. ( )2 e 0,0794.

0,12 0,12

S0 302 =~ 4,62+ 1078,

Dush=299ena=
2
52 a P(x)=(4x—5)';

2 2
P(x)—4x';—5';

10
P(x)—S—?

10 10
Voor x>0 is - >0en8— -~ < 8, dus dan kan de functie P alleen waarden

aannemen die kleiner zijn dan 8.
b Neeg, als je de voorwaarde x > () weglaat, dan is de bewering niet meer waar,

10
want bijvoorbeeld voor x =—101is P(=10) =8 ———=8+ 1 =9.

10
Samenvatting
2 S B 2458 5 L : — i
S1a p2p’-pi=p =p —E € 4x° =4yx
7 2 4 4
b 7x“3=—3 d 4da 3:—2=—

X

52 a De functie /1 bestaat alleen voor x = 0.
b g()=4¢  h(x)=5x2
3 5
g =Mx A=

¢ De twee asymptoten zijn de lijnen x =0 en y = 0.

1 - 24x*  24x> 2 o
25 3 9x5_2x € O9x-4x6 36x7 3¢ 37
6 6 13
= —= -8 _— =9 = 9
o 6x d = 13x 13x

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 2 Machtsfuncties

63



Machtsfuncties

4 L2 1,4 L L
S& a 3={3"=1s1 ¢ 57.5=5%"%=5%=5.5=25{5
b a%_\/Eg d at%-arzé—a‘55 %=a2%=a2-a%=a21\5}a“
SHh a 3x*+1=19 d 18+ 5x137=63
3xt=18 Sxl37=45
x4=6 x137=9
1 1
x=460fx=—% (xlAyT= gl
1
=97 %497
b 2x3=5 e 8x2-x'=0
2
;=% X@B-xH)=0
x*=064 x2=00f8-x2=0
x=\3fa=4 x=0of x>?=8
¥x=0of x=220f x=-242
2
€ #£=3 f 9xyx=3x2
w3 1L
(xs)’=32 9x 2= 3x2
1 1
x =435 =243 x7T=00f9=3x
x=0ofyx=3
x=0of x=9

Sé a f(x)=10x%-yx-Jx?
F()=10x2 37+ i
f(x) = 102271070 = 10520

b f(x)=4x"340x

f(x)=4x7 40y
£O) =453 32
fy=1ox%

S7 a s=0,1+7%1%

0,1 - 0125 = g
P15 =105

P = (10 - 5)7=

P = 10715 - 15
r = 100000000 - 5*

ik
b s=400-r"
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Test jezelf

@8 _

1 a

T2 a

13

b

2

4y 4x
(4_)53)2 168

2 4

X X

A= B
B°=4

B=A°

x=(-8)
x=%-8~-1,52

I+2x°=0
xX*(3+2x3)=0

x=00f3+2x*=0

x=0of 2x*=-3
x=00fx3=—1%

x=0of x=3-11=-1,14

1
=10
»=104=10000
x#=-3

|
¥

geen oplossing

© Noordhoff Uitgevers bv

16x2

32

18x%-x% 18x®

2x°

G2 27x6

37=12
2
=4

3
z=4
z=443=38
afti= O
x3=2x-x3
x*=00f1=2x

— 1
x—Oofx—i

13-6:p5=1
6 .p1,25 =12
P1’25:2

4
pP=2

p=324=16=~1,74

Hoofdstuk 2 Machtsfuncties

65



T4 a

15 a

Té6 a

66

Machtsfuncties

x=0of x=922=4=1,32

1
Invullen van x =1 geeft f(1)=3-1°=3-1 =3eng(1)=—2-€ﬁ=—2- 1=-2.
Bij fhoort grafiek A en bij g hoort grafiek B.
De lijn y = x heeft twee snijpunten met grafiek A en één snijpunt met grafiek B.

1
3-x=x

=

Unj—
g

1
R =%

(FS]

*x
x% =0of3= xqg

x=0of x= 3“i

x=0of x= {{3_ = %

Invullen van x = 0 geeft y = 0 en invullen van x = @ geeft y = @.

De codrdinaten van de snijpunten zijn (0, 0) en (#3_5, @) ofwel (3&‘5, 3&‘5).
p)=3-x-2-{x

PRSP .

px) = =635

px)= =63
g =2+ 227
= 5 ks ek
4 = -2+
4x)= =2 %
gx)=—2-x3 xz]?

g(x)= =2 A

S o7 4ys
= =23 — =
= ¢ ¢ 55 AT
(dz)ﬁ_d_”_ d 2k°k”_2k12_% .
- d 3k k73
L 14 14 3
2371 Tyt = 14x 1%=—I=— c 3x4=3#F
8 oYX
1 1
1 3x7lex? 3x 2 _3 3
X =4x d = =3x §=—
" FOIE

Hoofdstuk 2 Machtsfuncties
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x2;]‘: xHx
: 2 2 B 't
f 2x5'x1=2x5=—,=5—3 h =—F=3x
¥voox 2x 952
7 2 A1) =(1) =) =3
3 3
1= =~
an=3 3=y )
b x*=10 x*=10
v=y10  x=110

%l
o
|
tad
=
=
?
—
o
—

CD=

18 Als de straal R van de buis 20% groter wordt, dan wordt de straal 1,2R.
Invullen in de formule geeft V= p- (1,2R)*, ofwel ¥'=p - 1,2*+ R*, of
V'=2,0736p- R4
De hoeveelheid vloeistof wordt dan 2,0736 keer zo groot.

De hoeveelheid vloeistof neemt met 107,36% toe.

T9 a Invullen van 2 =0,80 en s = 0,90 geeft v= 0,78+ 0,907 - 0,807":16 = ,85.
De snelheid is ongeveer 0,85 m/s.
b Invullen van s = 0,85 geeft voor de vader v=0,78 - 0,85"67 « j;~1.16

Voor zijn dochter geldt dan v = 0,78 « s1:¢7 - (%h)_Lm
0,78+ 17« (11) 1% = 0,78 + 0,85167 - 116

0,78 + 5167+ (1)7M%116 = 0,78 - 0,851:67 - 116
J167. (%)‘1’16 =0,85"67

§167 = 0,85167 . (%)1’16

1

s=(0.8517- (L)1) = 0,5251...

De stappen van de dochter moeten ongeveer 53 cm zijn om haar vader bij te
kunnen houden.

Extra oefening

1 dd0 g
E1 e d =—=—
2AETA A P
1, 1 1 1 e (e)? e-et 1
R s R e T
. 12¢2 2 Y et 6" 3 s
186 3¢ 10x°  10x° 5x5 5
i 1 1 1
E2 a pi=Np? c mbh= =
P P mG% ms.%
2
" 4x‘2-x5_x‘1;‘_ 11 4 (5a73)? 254 25

8x2 2 2 943 %{; 3aa - 3a:a - 3a®a
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Machtsfuncties

E3 a 2p*=11 e 74%4=4
2
pt=57 7=3
5
b 32+4=9 f x—o,z:.};
3
t_2:5 x02=35
=3 x=5=3125
t=of 1=
¢ 25r =502 g 18x° =623
\]'_’_2"2:0 18x2- 3 =6x3
\r(1 = 2rmfr) =0 xX3=00f 18x2=6
Vr=0of 1 =2rr=0 x=00of =3
1
r=0of 2r2=1 x:()ofx:\gofx:_\g

d x‘l‘_=% h 3x7—4%x=0
x=(%)4 1%x7(2—3x§)—0
x—é—? l%x%=00f2—3x%=0

; 72
x=0of x'=3
x=0of x= (%)7=0,57
16x% - yx 2
EA a _](‘()C):(ZT)2 C f(x): =
3 3
16x8'ﬂ _xi-x_z
f¥ === fx)=—=
x 3
! 1 2
f('x) = 4x81—2 f(_x) = x‘li . xS
f) =4+ f) = x4
flx)y=x7°

b f(x)=x3- (x5 d f(x)=2x" 3x-x2

2
f(x)=x“3'x1° f(x)=2'3'x4'x°x5
fey=of )= 25

E5 a N=025-K° b N=1.k
0525.K5:N %‘K;_=N
K5:4'N Ké-zz-N
K=& K=23- N3
K=1732: N0 K=8:N°
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Eé

E7

E8

a n o w

N=8:K*> e N=28: K.

8- K25S=N 2,8 K167 =
K2=5:%-N Kl,ﬁ'f:ﬁ.N
il Al = =l
K= (%3.)2,5 . N23 K= (Elg);,ﬁ? . NL6T
K = 0,44« N4 K = 0,54 - NO6©
1
N=12+ K03 f N=001 -lelf
12-K03=N 001K *=N
K’0=3:%'N K—15=100'N
| AT T
K=(&) ¥ N K=1007-N
K=184+ N33 K =0,05 - N-0.67

De lijnen x =0 en y = 0 zijn asymptoten van de grafiek van f.
De grafiek van fis puntsymmetrisch.
De grafiek van g is lijnsymmetrisch.

6x3=-18
6
—=-18
B
__1
x3 = —'5
41
X=N73
De codrdinaten van het snijpunt zijn (%j—_%, - 18).
o1
4x=3
e
x> 9
x2=36

x=436=60f x =36 =6
De codrdinaten van de snijpunten zijn (6 l) en (—6 1).

59 59
6x 3 =4x72
6 =4x
x=1%

Invullen van v = 1,65 geeft 7, = 23,47 - 1,65>%% = 73,515...
Als hij zwempak B draagt, dan geldt 73,515... = 21,83 - v22!, ofwel

eI T3,515, 4
2,21 = oo == =
y 183 ,dus v ( 183 ) 1732

Met dezelfde inspanning kan hij een snelheid van ongeveer 1,73 m/s halen.
21,83 - 221

23,4728
21,83 _
K= 23,T .y 0,07
K=0,93+y007
10x"8 + 4 = 100 xyx =100
10x%8 =96 1L
>=100
0.8 — X
X 9,6 ,
x=100°=21,5

X=9.6% =169
De grafiek van f'snijdt de lijn y = 100 bij x = 16,9 en de grafiek van g snijdt
de lijn y = 100 bij x = 21,5, dus punt S ligt boven de lijn y = 100.

© Noordhoff Uitgevers bv
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70

Vaardigheden 1

De richtingscoéfficiént is —2 en het startgetal is 8, dus /: y = —2x + 8.

C e 3 .
De richtingscoéfficiént is =2 en het startgetal is 3, dusm : y = 2x + 3.

n gaat door de oorsprong, dus het startgetal is nul. n:y = ax.

96
De richtingscoéfficiént is ry =12, dusn:y=12x.

m is een horizontale lijn dus de richtingscoéfficiént van m is 0.
m gaat door (0, 4%) dusm:y= 4%.

n is een verticale lijn door (6, 0), dus n:x = 6.

k gaat door (0, 3) en (2, 6), dus de richtingscoéfficiént is

=1

12—

2-0
Het startgetal is 3, dus k:y = 1 sx+ 3. 6 3 _
[ gaat door (0, 8) en (4, 6), dus de richtingscoéfficiént is 5

Het startgetal is 8, dus /: y = _Ex + 8.

verticale toename Yp~ V4

De richtingscoéfficiént is . =
horizontale toename Xz — X,

o o 41-14 27 4
De richtingscoéfficiént van k is fo= 13 6 42
36-12 24

=1

De richtingscoéfficiént van mz is =—=1d
2 MR- 1§ 2

Dit is een verticale lijn, dus er is geen richtingscoéfficiént.
Dit is een horizontale lijn, de richtingscoéfficiént is 0.

V2-o_
2-0
1—=3 1+43 1+\j"

De richtingscoéfficiént is = = —0,789.

0-223 -3 23

De richtingscoétficiént is

kiy=4ix+b
41 =43+ 19+b geeft 41 =853+ b, dus b = —443

Een vergelijking van kis y = 4%3: = 44%

52-10
De richtingscoéfficiént is =3 3.
l:y=3x+bdoor (3, 10) geeft 10=3-3+h,dusbh=1.
liy=3x+1.
De richtingscoéfficiént is %

—2

l:y=%x+ b door (-2, 8)geef t8=1+—2+b,dush=09.
liy= Ex +9.

29 —89
De richtingscoéfficiént is YT = 15.
[:y=15x+ b door (25, 89) geeft 89 = 15+ 25 + b, dus b = —286.

l:y=15x—286.
Een richtingscoéfficiént is er niet, want het is een verticale lijn. Dus /:x = 10.
De richtingscoéfficiént is 0, want het is een horizontale lijn. Dus /: y = 3.

35-7
De richtingscoéfficiént is — o —14 en het startgetal is 7. Dus /:y = —14x + 7.
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7 a \}121—11 d y225=15
b \i=1 e V169 =13
¢ 036=06 f =
8 a (62)?2=36-2=72 ¢ 53-2(12= 10436 =10-6=60
b 4\7-83=3221 d (W3)2=49-3=147
9 a TI=\B-{Z=138 ¢ 2B =6} =150
b 95 =+81-5=1405 d 1432=1;:\32=18
10 a 712=436-2=62 f \125=425-45=5{5
b 54 =19-+6=36 g 3W24=3-4-\6=3-2:6=6V6
¢ 4200 =4100-42= 1042 h 2/45=2-49-45=2-3-y5=6\5
d 75=125-3=53 i 863 =8-9-y7= 8:3-\7T=247
e V98 =449-\2="72 j 8080 =80-416-45=
80+ 4 ++/5= 32045
11 a 32-42= d /180 — 280 =
M2-2=32 6Y5—2-4-45=
6\5 — 8y5=-25
b 43++27= e 86 ++54=
43+33=73 8y/6 + 3\6 = 1146
¢ \45+420= f 182-2yI8=
35+ 2(5=5{5 182-2-3\2=
182 - 6\2=1242
12 a y=+4x++0x
y=2yx+3x
y=5{x
b A y=+16x++169x C y=+100x —y16x
y=dx + 13 y=10yx - dx
y=1Nx y=6x
B y=+I8x +50x D y=+lx+25x
3= 32x + 5\2x y=Lx+5(x
y=82x y=55x
13 Dan komt er in de noemer een kwadraat te staan en kun je de breuk voor
het wortelteken halen.
[5 7_ \l_
1’ E_ﬂ_ 24_1 _l.gE 1
b \f .8 \l;_\{—_ _8@_8 2\[6_4\%

NN
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Vaardigheden 1

37 6 7 13 4 6_3 13_21 13_8_ 41
15 a Z+§=g+§=—8-=1§ d 3—17:T—7_7—7=7=17
5 220 18_2 4 3,01 _ 17,3 _34 21 _55_ 13
b ™13 36 3% B e 23+t L=+ y=g+tu=u=3nu
11 1 11 3 g 3 3_ 13,11 _-13 ,22_9_ 41
€ 33" 9 9 9 b -l+2i=—=%+3=5 575~ g
16 a S4+2-27,40_67 e 23 10
§'8 7 1 12 P p P
L1235 1811 a5 _5a_5
9 5 45 45 45 6 a 6a 6
8. 4_12 3 w_ &2 2
g X x_x o 13- -3 39 13
g 6, 3_18_ 9 L a4 _12ab_6
17 4 68 34 2b Ta  ldab 7

17 Door 72 als gemeenschappelijke noemer te nemen.

8 4 8x5 4 40 4 44
18 a —+—=

9 5S¢ S5¢ 5¢ S5¢ 54 Sq
2 1 12 4 8 1

b % 2 82 8a 8 a

6,5_6x7 5x4_ & 0 _ & _31

4a Ta dax7 Tax4 28a 28a 28a lda
7 347

3 +q 3 S 8 Q q

I p Tp Ip  Ip
8 7 8 7 8a-—7

i il
2 4 2x7 4 X 3a 14 12a 14+ 124
f 4= + - .
32 Ta 3a*x7T Tax3a 2la® 212 21a?

a

72  Vaardigheden 1 © Noordhoff Uitgevers bv



3 a
b

o

o

De grafische rekenmachine

a . |
\/ /z/—?!\v/

Bij de derde plot is de grafiek het best in beeld.
Deze waarde moet lager worden.

De grafiek is een bergparabool. Als je bij x = 0 begint met stapgrootte 1
blijven de p-waarden heel lang oplopen. Je kunt beter een stapgrootte nemen
die groter is en dan kijken waar de y-waarden gaan dalen. Zo kun je sneller
de top vinden. want bij deze stapgrootte duurt dat erg lang.

Bijvoorbeeld: startwaarde 0 en stapgrootte 10.

y
800
600
400

200

—80 —60 -40 —20? 20 40 60 8‘ 100 ‘IZOX

-20

Je vindt deze kleinste waarde van x door te berekenen voor welke waarde
van x geldt: 2x + 100 = 0.

Dat is het geval als x = —50.

Je kunt deze waarde ook vinden door een tabel te maken.

Bijvoorbeeld: Xmin = —60, Xmax = 60, Ymin = —10, Ymax = 25.

Als het projectiel op tijdstip ¢ = 0 wordt afgeschoten, hebben negatieve
waarden van ¢ geen betekenis.

Ook de hoogte /1 kan niet negatief zijn.

Maak een tabel met startwaarde 0 en stapgrootte 0,5. Dan blijkt dat de
waarde /= 0 wordt bereikt tussen t = 3 en t = 3,5.

De grootste waarde van /1 in deze tabel is 11,475.

De waarden van ¢ liggen tussen 0 en 3,5; de waarden van /1 tussen 0 en 12.
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De grafische rekenmachine

C h
12
t
0 3
7 a bijvoorbeeld: Xmin = —15, Xmax = 15, Ymin = —130, Ymax = 50
b bijvoorbeeld: Xmin = —2, Xmax = 2, Ymin = —10, Ymax = 200
¢ Dbijvoorbeeld: Xmin = =15, Xmax = 15, Ymin = —10, Ymax = 50
d bijvoorbeeld: Xmin = =10, Xmax = 10, Ymin = =10, Ymax = 10

8 a bijvoorbeeld: Xmin = —5, Xmax = 10, Ymin = —50, Ymax = 10
b Met de optie: waarde. Het snijpunt met de y-as is (0, —5).
Met de optie: nulpunt. Het snijpunt met de x-as is ongeveer (6,29; 0).
Met de opties: minimum en maximum.
De toppen zijn ongeveer (—0,08; 4,96) en (4,08; —41,04).

9 a Met de optie: nulpunt vind je x = 0,20 en x = 2,08.
b Met de opties: minimum vind je de top (1,36; 4,09).

10 a Om het derde nulpunt te vinden zal Carl de aanwijzing geven om de
vensterinstelling te veranderen.
b Voerin: y, =0,2x — 3x? — 6x met vensterinstelling bijvoorbeeld
Xmin = —10, Xmax = 25, Ymin = —200, Ymax = 105
Gebruik de optie: nulpunten.
De nulpunten zijn x = —1,79; x =0 en x = 16,79.

11 a bijvoorbeeld: =10 < x < 10en —10 < y < 20.
b Voeriny =x+6xen y,=3y—x+7.
Kies de optie: snijpunten.
De oplossingen zijn x = =7,52 en x = 1,04.

Uit de plot lees je de oplossing af: —7,52 < x < 1,04.
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12 a Invoer: y,=x*+4x-7
Venster: —10<x<10en —-10<y <20
Optie: nulpunten
De nulpunten zijn x = —=5,32 en x = 1,32.
Optie: minimum
Detopis (=2, —11).
b Invoer: y, =200x3 — 50x
Venster: —2<x<2en—-10<y <10
Optie: nulpunten
De nulpunten zijn x = —=0,5en x=0en x = 0,5.
Opties: minimum en maximum
De toppen zijn (—0,29; 9,62) en (0,29; —9.62).
¢ Invoer: y, =1000— 11 x 1,43*
Venster: =10 < x €20 en —1000 < y < 1500
Optie: nulpunt
Het nulpunt is x = 12.61.
De grafiek heeft geen toppen.
d Invoer: y, =19 — 3\&
Venster: —10<x <60 en —10<y <20
Optie: nulpunt
Het nulpunt is x = 40.11.
De grafiek begint in het randpunt (0, 19), dit is het hoogste punt van de
grafiek.
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3 Functies en grafieken

Voorkennis

V1 a Van functie fis het startgetal 4 en de richtingscoéfficiént —3.
Van functie g is het startgetal 0 en de richtingscoéfficiént 3.

b Bij functie g is de tabel een verhoudingstabel.
¢ 4—-3x=3x
4 =6x
_6_2
Ve

g3)=3-3=2

Het snijpunt is (%, 2).

V2 a Van fis de richtingscoéfficiént 2 en het startgetal 1, dus f(x) =2x + 1.

b Van g is de richtingscoéfficiént —% en het startgetal —1, dus g(x) = —%x — L
V3 a 0.5(x—4)(x+2)=0
x—4=00fx+2=0
x=4of x=-2
De snijpunten met de x-as zijn (4, 0) en (=2, 0).
b De grafiek van g is een dalparabool.
¢ De symmetrieas ligt precies tussen de snijpunten met de x-as, dus

dat is bij x = 1. Invullen van x = 1 geeft g(1) = 0,5(1 — 4)(1 + 2) ofwel
g(1)=0,5+-3+3=-41.
De top is (1, —4%).

V& a —x2+3x+10=0

x2=-3x-10=0
(x=5(x+2)=0
x=50ofx=-2

b De symmetrieas is x = 1%. Invullen van x = 1% geeft

)=-11243. 114 10= 121 dusdetopis (1, 121).
2 2 2 4 p 3 7
c —x2+3x+10=6

x2=3x-4=0
(x—=4(x+1D)=0
x=4of x=-1

Dus de snijpunten met de lijn y = 6 zijn (4, 6) en (—1, 6).

VB a

y
20
15
o | |
| 5 \ A

20-15-10 -51% 5 10 15 20

L10

b x -10| -5 -1 0 1 5 10

h(x) Lo -4 lkn |6 |2 |1

[ e
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Vé

V7

V8

V9

n

n o

o w

o

h(—0,0001) =

h(0,0001) =

-0,0001

0,0001

+1=50000+1=50001

+1=-50000+1=-49999

In de buurt van x = 0 is de grafiek links van de y-as heel laag en rechts van
de y-as heel hoog.
Als x steeds verder van 0 wordt gekozen, nadert de grafiek zowel links als
rechts de lijn y = 1.

De wortel uit een negatief getal bestaat niet, dus 9 — x > 0 ofwel x < 9.

(9,0)

Als functiewaarde zijn de getallen 0 en groter mogelijk.

£(0,3)=1++3-0,3-1=1++-0,1 en—0,1 bestaat niet.

£(0,33)=1++3-0,33—1 =1 ++-0,01 . Nee, £(0,33) bestaat niet.

3x—-1=0

3x=1
_1

=g

f(%) =1+143 -%— 1=1 +\[6= 1, dus het randpunt is (%, 1).

Bij getallenlijn 1 hoort ongelijkheid B, bij getallenlijn 2 hoort ongelijkheid F
en bij getallenlijn 3 hoort ongelijkheid C.

(e, -11(-2,4) (1, =)

ongelijkheid -2<x<6 x>-9 x<0 —2<xsx1

interval o o|o P | ¢ o °
= 6|9 =2

intervalnotatie [-2,6) (-9,—) («,0) (-2,1]

3.1 Domein en bereik

intro  f(x)=1++x— 3, dus op de puntjes moeten 1 en 3 staan.

1 a f(1)=2++1-4=2++-3 en -3 bestaat niet.

2

b Alsx—420,dusalsx=>4.

¢ \x—420,dus f(x)=2+yx—422

d

(4,2)

NESE

-20-15-10 =50

~10

X
5 10 15 20
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Functies en grafieken

b x =0 kun je niet invullen, want dan deel je door nul.

4
¢  Wat je ook voor x invult, = zal nooit gelijk zijn aan 0. Daaruit volgt dat
g(x)=5+% #5. :

— _._3_ 1
3 a 2x+3=0geeftx=—3=-13.

)

h(—I%) =3-42- —1%+ 3=3 —\16= 3, dus het randpunt is (—1%, 3).
b [—ll,—>)
¢ («.3]

4 a Bij beide functies kun je voor x alle getallen invullen.

b x>-2x-8=0
(x=4)x+2)=0
x=4of x=-2
De snijpunten met de x-as zijn (4,0) en (=2,0).

¢ Desymmetrieasis x=1,dus x,,,=leny,,=g(1)=12-2:1-8=-9.
De topis (1, —9).
Het bereik is R.
De grafiek van g is een dalparabool, dus het bereik is [-9, —).

5 a Voor het domein geldt x = 0. Het domein is [0, —).

\E kan niet negatief zijn, dus f(x) > —2. Het bereik is [-2, —).

b Voor het domein geldt x + 12> 0, dus x > —12. Het domein is [-12, —).
yx + 1220, dus g(x) > 6. Het bereik is [6, —).

¢ Voor x kun je alle getallen invullen, dus het domein is R.
3x* >0, dus A(x) < 10. Het bereik is {«, 10].

d Voor het domein geldt x — 7 20, dus x 2 7. Het domein is [7, —).
Vx =720, dus i(x) 2 10. Het bereik is [10, —).

6 a Voor x kun je alle getallen invullen, dus het domein is R ofwel (<, —).

X220, dus f(x) = 9. Het bereik is [9, —).

b x kan niet gelijk zijn aan 0, het domein is {«, 0) U {0, —).
x220, dus g(x) > 0. Het bereik is {0, —).

¢ x kan niet negatief zijn, dus het domein is [0, —).
Vx 2 0, dus /(x) < 16. Het bereik is {«, 16].

d 6—2x20alsx<3, dus het domein is («, 3].
\6 —2x 20, dus /(x) < 21. Het bereik is {«, 21].

e Voor x kun je alle getallen invullen, dus het domein is R ofwel («, —).
x2+ 121 dus m(x) is positief en maximaal gelijk aan 6. Het bereik is 0, 6].

f Voor x kun je alle getallen invullen, dus het domein is R ofwel {«, —).
x4 20 dus n(x) = 3, Het bereik is [3, —).

f(=3)=3-1,1"3=2254en f(3)=3-1,13=3,993.

Voor x kun je alle getallen invullen, dus het domein is R.

Dan nadert f(x) naar 0.

Het bereik is (0, —).

De groeifactor heeft geen invloed op het domein en het bereik.
Als de beginwaarde negatief is dan wordt het bereik (<, 0).

" o n oW
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02 a

06 a

>

I 35 Ja 3 S1of 1 1 5 6
| 7p | * |
20

Het domein van /', gen /i is R.

x*20, dus f(x) < 7. Het bereik van fis (<, 7].

Met de rekenmachine bepaal je het minimum van g, dat is —6,25.
Het bereik van g is [-6,25; —).

2(x+ 1)6 20, dus A(x) = —7. Het bereik van A is [-7, —).

Bijvoorbeeld f(x)= x.
Bijvoorbeeld f(x)= x7.
Bijvoorbeeld f(x) = x.
Je kunt niet delen door 0.

12
g10)=3+5=3+12=42

12
100)=3+—=3+0,12=3,12
2(100) 100 3 ;

2(1000) = 3 + —2— =3+ 0,012 = 3,012

1000
= + —=
g(1000000)=3 1000000 3,000012
De uitkomsten komen steeds dichter bij 3.
12
g(—10)=3 +_—10= 3-1,2=18

12
— = =+ = _ =
g(-100) =3+ —o-=3-0,12=288

1
—oe== 30,012 = 2,988

Wat je ook voor x invult, 12 7al nooit gelijk zijn aan 0. Daaruit volgt dat
glx)=3+ 1?2 # 3. Dus 3 kan niet als functiewaarde voorkomen.

2(—=1000) = 3 +

Ja, het domein is R.

De formule y = (3x — 1)? heeft uitkomsten die groter dan of gelijk aan nul
zijn. Daaruit volgt 7(x) <2, dus het bereik van fis (<, 2].

20— 4x >0 als x < 5, dus het domein van g is («, 5].

d y20—-4x20
e

U1l a

Het bereik van gis [-6, —).

16 —x220
-x?2-16
2216

—4<x<4
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b Voor elke x geldt dat x? > 0. Hieruit volgt dat 16 — x? < 16.
De grootste waarde van f(x) = \’ 16 — x2is dus f(0)= \/ﬁ =4,

De kleinste waarde van f(x) = V16 — x?is f(—4) =f(4) = \16 =0.
Het bereik van f'is [0,4].

2-x)x—-10)=0alsx=2o0of x=10

Het domein van g is [2, 10].

g is maximaal als x = 6, g(6) =+—4-—4= \/ﬁ =4.
V(2 = x)(10 — x) 2 0, dus het bereik van g is [0, 4].

U2 a x=12invullen geeft voor het randpunt 12a + 4 = 0 ofwel a = —%

b yax + 420, dus dan moet gelden 2h — 3= -7.
Daaruit volgt 2b = —4 ofwel b = —2.

3.2 Gebroken functies

intro De breedte van zo’n rechthoek is x, de hoogte is y. Dus x * vy = 12 ofwel

y= 12 Het functievoorschrift is dan flx)= 2

10 a «x |—5 |—1 |0| 1| 2| 2,9| 3 |3,1|10 |100

k(x)| 1,25 | 0,5 | 0 |—1 | —4|—58 |k.n. | 62 | 2,86' 2,06

'IGy
14
12
10

8
6
4
2

18-16-14-12-10 -8 46 4 —20[\2 4 6 8 10 12 14 16 18
! . ‘ -
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12

b Je kunt niet delen door 0.
Dan deel je 6 door een heel klein getal waardoor A(x) ver van 0 komt.

d k(-10)=

__6 17
_10_3+2__ﬁ+2_lﬁ

6
—100) = +
K ) —100 -3
e De functiewaarden komen steeds dichter bij 2.

S t2=13%

2="153 103

16-14-12-10 8 6 4 20| 2 4 6 8 10 12 14 16"
L2

def 1\
8
10

b x=2enx=-2, want dan wordt de noemer nul.

a «x |—2|—1| 0| 1| 2| 3| 4| 5
o [l

b 7-2x=0alsx= 3%, dus het domein van g is is ((—, 3% )u(3%, _>>

c

d De verticale asymptoot is x = 3% en de horizontale asymptoot is y = 1.
e Het bereik is ((—, 1wl " =
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82
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x—9#0dus x#9. Het domein van fis (<, 9) U (9, —).

kan alle waarden aannemen behalve 0 dus f{(x) # 2.
Y —

Het bereik van fis («,2) u (2, —).

x2—16#0dusx#4enx# — 4. Het domein is («—, —4) U (-4, 4) U {4, —).
Voor waarden van x ver van 0 komt g(x) dicht bij 0. Verder geldt

g(0)= —}—g = —% Het bereik van g is ((—, —%] kil 5

Voor x kun je alle waarden invullen, dus het domein van /2 is R.
Voor waarden van x ver van 0 nadert /(x) naar 18.

=18 — 5 =13, dus het bereik van & is [13, 18).

hO)=18 - ===

=1+

x—4>0als x >4, dus het domein van k is (4, —).
Als x heel erg groot wordt nadert k(x) naar 3, dus het bereik van k is (3, —).

x|0|1|2|3|4|10|100

sx)l 3 1 1 ] o | -05 |-0.75 |-0996] =-1

Als x heel groot wordt nadert (%)x naar 0 en dat betekent dat p(x) nadert
naar —1. Dus y = —1 is de horizontale asymptoot van de grafiek van p.
Nee, je kunt elke waarde voor x invullen.

Het domein van p is R en het bereik is (=1, —).

Hoofdstuk 3 Functies en grafieken
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15 a

16 a

17 a

013 a

015 a

De verticale asymptoot is x = 2, de horizontale asymptoot is y = 4.
De verticale asymptoot is x = —2, de horizontale asymptoot is y = 18.
x? + 9 is voor geen enkele x gelijk aan 0 dus er zijn geen verticale
asymptoten. Voor waarden van x ver van 0 nadert 4(x) naar 0, dus de
horizontale asymptoot is y = 0.

Er is geen verticale asymptoot.

Voor hele grote waarden van x nadert 0,7 naar 0, dus k(x) nadert naar 200.

De horizontale asymptoot is y = 200.

x> + 4 is voor geen enkele x gelijk aan 0, dus daarom heeft de grafiek van f
geen verticale asymptoot.

x2—4=0als x =2 of x=-2, dus de grafick van g heeft twee verticale
asymptoten, namelijk x = -2 en x=2.

Voor beide functies geldt dat voor waarden van x ver van 0 de

functiewaarden naderen naar 0. Dus beide grafieken hebben een horizontale

asymptoot y = 0.

De noemer is voor geen enkele waarde van x gelijk aan 0.

Als x heel erg groot wordt nadert f(x) naar 0, dus y = 0 is een horizontale
asymptoot van de grafiek van f.

Als x heel erg klein wordt (negatief en ver van 0) dan nadert 2¥ naar 0, dus
f(x) nadert naar 15-?- = 2. Dus ook y = 2 is een horizontale asymptoot.

18
3?-9
x = —3, omdat ook dan de noemer nul wordt.

(e, =3)u(-3,3)u(3,-)

2(10) = 4,198

2(100) =4,0018

2(1000) = 4,000018

g(—10) = 4,198

2(—100) = 4,0018

g(—1000) =4,000018

Voor waarden die steeds verder van 0 liggen nadert g(x) naar 4.

18
g3)=4+ =4+ T Dit bestaat niet, omdat je niet kunt delen door 0.

18
ymng(o):4+02_9:4"'__9:4_2:2
(—.2]u(4, )
x=lenx=-1

De verticale asymptoten zijn x =1 en x = —1.
f(=1000) = 5,000024

f(—100) = 5,0024

£(100) = 5,0024

f(1000) = 5,000024
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d

De lijn y = 5 is de horizontale asymptoot van de grafiek.

e 2x—7=0alsx= 3%, dus de verticale asymptoot van g is x = 3%
2(100) = —=0.512..., g(1000) = —=0,501...

De horizontale asymptoot van gis y = —%

-~

Elke waarde van x kan ingevuld worden, dus er is geen verticale asymptoot.
h(50)=13,998... en A(100) = 13.999...
De horizontale asymptoot van /1is v = 14,
g x7 20 dus de noemer kan niet 0 worden. Elke waarde van x kan daarom
ingevuld worden. Er is geen verticale asymptoot.
k(100) = k(—100) = 0,0039... en k(1000) = &(—1000) = 0,000039...
De horizontale asymptoot van &k is y = 0.
h x2-2x-15=0
(x=5)(x+3)=0
x=50fx=-3
De verticale asymptoten zijn x = 5en x = —3.
{(100) = 0,003..., (1000) = 0,000030..., I(—1000) = 0,000029...
De horizontale asymptoot van /is y = 0.

X
6

U3 a De richtingscoéfficiént van lijn QA4 kun je schrijven als r(x) = % =

ofwel r(x)=1+ =

o

2 2
=]+ —= =], i = i
H100) = 1+ 7== 1,02, 71000) = 1 + === 1,002

Als x steeds groter wordt, nadert r(x) tot de waarde 1.
Bij een richtingscoéfficiént van | hoort een hellingshoek van 45°.

(2]

U4 a Er zijn twee verticale asymptoten als de vergelijking x* + ¢ = 0 twee
verschillende oplossingen heeft. Dat is zo als ¢ < 0.
b Het bereik is én interval, namelijk {0, 4]. Hieruit volgt dat de grafiek van A
geen verticale asymptoten heeft. Dus ¢ > 0.
Voor waarden van x ver van 0 nadert /(x) naar 0, dus y = 0 is een
horizontale asymptoot.
h(x) is maximaal als x> + ¢ zo klein mogelijk is, dus als x = 0. Dan moet

= 4. Hieruit volgt dat ¢ = :

0+c 2

3.3 Soorten functies

intro  fis een machtsfunctie, g een exponentiéle functie, 7 een wortelfunctie, k een
kwadratische functie, m een lineaire functie en » is een constante functie.

gelden dat A(0) = 4 ofwel

18 a p.keng
b kwadratische functie (f'en s)
derdegraads functie (n)
machtsfunctie (/)
wortelfunctie (m en g)
exponentiéle functie (r)
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19

20

21

22

23

020

Uus

Ué

- 0 o n o w

f)=(x=3)(x+5)=x+2x 15
g(x) = (2= 2)(x?* -3 =x*-5x2+6
h(x) =223 = x) + 6(33 = 22+ 1) =622 = 23+ 23 = 622+ 6 =6

W)= 2 —52x+3D=xCx2 ~Tx — 15) = 22 -T2 —15x
kx)=(-DxP-1)=x-4x-x>+4

De graad van functie f'is 2. van functie g is de graad 4, van functie / is de
graad 3 en van functie k is de graad 5.

Bij de vorm f(x) = a(x — p)*> + ¢ is de top eenvoudig af te lezen, dat is het
punt (p,q).

Bij de vorm f(x) = x(x — m)(x — n) weet je zeker dat de grafiek de x-as
snijdt. De snijpunten zijn (m,0) en (n,0).

Als de grafiek de x-as niet snijdt, kan het gaan om een dalparabool die in
zijn geheel boven de x-as ligt. In dat geval zijn @ en ¢ beide positief.

Het kan ook gaan om een bergparabool die in zijn geheel onder de x-as ligt.
In dat geval zijn a en ¢ beide negatief. De waarde van p doet er niet toe.

f1s een machtsfunctie, g is een exponentiéle functie.
Van functie fis het domein R en het bereik R.
Van functie g is het domein R en het bereik {0, >).

GOy
50
40
30
20
10

f

g

-5 -4 -3 -27~10 12 3 4 5
~10

Er zijn twee snijpunten: optie snijpunten geeft (2.48; 15,22) en (3, 27).

Het domein hoeft niet R te zijn bij wortelfuncties (onder het wortelteken
mag geen negatief getal staan), bij machtsfuncties (met gebroken
exponenten) en bij gebroken functies (de noemer mag niet 0 zijn).

De functie f heeft graad 3 en functie g heeft graad 2.

) =0—1D(x*—8)=x6-9x*+8

Omdat de hoogste macht zes is, heeft de functie /1 graad 6.

k(%) = 3x(x —2)(2x+7) = 3x(2x%+ Tx— 4x— 14) = 3x(222 + 3x— 14)
k(x) = 6x* + 9x? — 42x

Omdat de hoogste macht drie is, heeft de functie k graad 3.

In alle functievoorschriften komt de factor x — 1 voor, dus 1 invullen geeft 0
als uitkomst. Alle grafieken gaan daarom door (1,0).

Omdat de factor x — 2 en ook x — 3 bij meerdere functies voorkomt, liggen
de punten (2,0) en (3,0) op meerdere grafieken.

De graad van functie fis 1, die van g is 2, die van /1 is 3 en die van kis 4.

De drie snijpunten met de x-as zijn bekend, dus f(x) = x(x — 1)(x — 2).
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3.4 Grafieken verschuiven en vermenigvuldigen

intro  A: de grafiek komt 50 hoger te liggen.
B: de grafiek loopt iets steiler en gaat bij 2040 door de s-as.

24 a Het randpunt van fis (0,0), van g is het (—5,0) en van £ is het (0, 3).
b Door de grafiek van f'vijf naar links te verschuiven ontstaat de grafiek van g.
Door de grafiek van f'drie omhoog te verschuiven ontstaat de grafiek van /.

25 a

b De grafiek van g ontstaat door de grafiek van f'vijf naar rechts te verschuiven.

26 a De grafiek van fover een afstand van 1 naar links te verschuiven geeft
hx)=3(x+1) 2 =-2x+1)=3(x2+2x+1)—2x—2=3x2+4x+ 1.
De grafiek van g over een afstand van | naar links te verschuiven geeft
k(x)==2(x+D+yx+1+1 =—2x—2+\}x+2.
b De grafiek van fover een afstand van 6 omlaag te verschuiven geeft
h(x) =3x?—2x — 6.
De grafiek van g over een afstand van 6 omlaag te verschuiven geeft

k(x)=-2x+~x+1-6.

27 a Alle y-codrdinaten worden % keer zo groot, dus er wordt vermenigvuldigd
met % ten opzichte van de x-as.

b Alle y-codrdinaten worden 2 keer zo groot, dus er wordt vermenigvuldigd
met 2 ten opzichte van de x-as.

28 a f(x)=2x2—-5x+1
Vermenigvuldigen met 3 ten opzichte van de x-as geeft /i(x) = 3(2x> — 5x + 1)
ofwel A(x) = 6x% — 15x + 3.
Daarna 4 omlaag verschuiven geeft j(x) = 6x>— 15x + 3 — 4 ofwel
J(x)=6x2—15x— 1.

g(x)=3x+ \l%x+ 5

Vermenigvuldigen met 3 ten opzichte van de x-as geeft

k(x) = 3(3x + YEx + 5) ofwel k(x) = 9x + 3Ex +5

Daarna 4 omlaag verschuiven geeft /(x) = 9x + \’%x +5—4
b f(x)=2x2—5x+1
5 omhoog verschuiven geeft (x) = 2x> — 5x + 1 + 5 ofwel A(x) = 2x> — 5x + 6.
Daarna vermenigvuldigen met —2 ten opzichte van de x-as geeft
J(x) = =2(2x% = 5x + 6) ofwel j(x) = —4x? + 10x — 12.
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29 a

30

31 a

32 a

g(x)=3x+ \%x +5
5 omhoog verschuiven geeft k(x) = 3x + \}%x +5+5.
Daarna vermenigvuldigen met —2 ten opzichte van de x-as geeft

1x)==2(3x + \Ex+ 5 +5) ofwel /(x) = —6x — 241 + 5 - 10,

= o

-5 -4 -3 -2 410 12 3 4 5

5 \
~10

Janet vergeet de 1 met —3 te vermenigvuldigen.

1 omhoog verschuiven geeft s1(x) =1 + 2%,

Daarna met —3 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as geeft
J(x)==3(1 + 2%) ofwel j(x)=-3—3-2%

Eerst met —3 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as, daarna 1 omhoog

verschuiven.

f(x) = x> — 4x eerst 2 omhoog verschuiven geeft g(x) = x> — 4x + 2.
Daarna vermenigvuldigen met —% opzichte van de x-as geeft
h(x)= -1 (x2 = 4x + 2) ofwel h(x) = —122 + 2x — 1.

Eerst vermenigvuldigen met 2 ten opzichte van de x-as, daarna 4 omlaag
verschuiven.
Eerst 2 omlaag verschuiven, daarna vermenigvuldigen met 2 ten opzichte
van de x-as.

Door bij de functie f(x)=2x2— 16x + 23 = 2(x? — 8x) + 23 kwadraat af te
splitsen krijg je f(x)=2((x —4)>— 16) + 23 ofwel f(x)=2(x—4)> =32+ 23
dus f(x)=2(x—4¥-9.

Door g(x) = x? eerst 4 naar rechts te verschuiven, daarna te
vermenigvuldigen met 2 ten opzichte van de x-as en tot slot 9 omlaag te
verschuiven (of 4,5 omlaag, maal 2 t.o.v. de x-as en dan 4 naar rechts).

M) =1+ ixe=1+1%

Door k(x) = \E eerst te vermenigvuldigen met % ten opzichte van de x-as en
daarna % omhoog te verschuiven ontstaat A(x) = % + Alfx.

Een andere mogelijkheid is door A(x) = \f)_c eerst 1 omhoog te verschuiven,

daardoor ontstaat p(x) =1+ \];, en daarna te vermenigvuldigen met % ten

opzichte van de x-as. Hierdoor ontstaat i(x) = % (1+ \];) = % + % x ofwel

) =1+ Ly,
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028 a g(x)=2x—42

b h(x)=2x—-42+10=2x—-32

¢ Door k(x) =1 — 242x — 5 eerst 3 omhoog te verschuiven krijg je
(x)=1-+42x—5+3 ofwel (x) =4 —+2x — 5.
Daarna vermenigvuldigen met —3 ten opzichte van de x-as geeft
n(x) = =3(4 —2x — 5) ofwel n(x) = =12 + 3\2x — 5.
Door m(x) = 8 — 6x? eerst te vermenigvuldigen met 5 ten opzichte van de
x-as krijg je p(x) = 5(8 — 6x7) ofwel p(x) =40 — 30x7. Daarna 8 omlaag
verschuiven geeft r(x) = 40 — 30x2 — 8 ofwel r(x) = 32 — 30x2.

[= 9

031

k(x) =4 f(x)

kx)=4-(1x+3)

k(x)=2x+12

b Om van de grafiek van k(x) = 2x + 12 de grafiek van g(x) = 2x + 1 te krijgen
moet je de grafiek van k£ 11 omlaag verschuiven.

Om van %x naar —x te komen moet je met —2 vermenigvuldigen.

Door f(x)= %x + 3 te vermenigvuldigen met —2 krijg je j(x) = —x — 6.

Om daarna A(x) = —x — 9 te krijgen moet er een translatie 3 omlaag komen.

a n

u7

Door g(x) = %xz — 2 eerst te vermenigvuldigen met 2 ten opzichte van de
x-as ontstaat j(x) = 2(%x2 - 2) = x? — 4. Door vervolgens 4 omhoog te
verschuiven ontstaat f(x)=x>—4+4 = x".

Een tweede mogelijkheid is door g(x) = %x2 — 2 eerst 2 omhoog

te verschuiven, dat geeft A(x) = %xz -2+2= %xz en vervolgens te
vermenigvuldigen met 2 ten opzichte van de x-as geeft k(x) =2 - %xz =x2,
h(X)=-x>+8x+2=—(x—4)2+18

De grafiek van /1 ontstaat uit die van g(x) = %xz — 2 door eerst

met —2 te vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as. Dat geeft

l(x)= —2(%x2 - 2) = —x” + 4, daarna 4 naar rechts te verschuiven

geeft [(x) = —(x — 4)> + 4 en tenslotte 14 omhoog te verschuiven geeft
h(x)=—(x—4)>+18.

Een tweede mogelijkheid is door g eerst 4 naar rechts te verschuiven, dan 7
omlaag en tenslotte met —2 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.

o

30 B 15 B 15
22 +8x+20 x*+4x+10 (x+2*+6
Hieruit volgt @ = 15 en b = 6 en de verschuiving is 2 naar links.

3.5 Vergelijkingen oplossen

intro  De leeftijd van Opa Joost is een kwadraat, dus dat kan 64 of 81 zijn. Als
Opa Joost 64 is, dan is Kevin 8, Bo 12 en Iris 16. Dat is samen precies 100.

ug  glx=

33 Alleen de oplossingen van Annet zijn juist. Yvonne geeft een benadering van
&én van de oplossingen.
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34 a

35 a

36 a

37 a

Zg=y ¢ x-1=yx-1

X

X2=-2x+1=x-1
xX2=3x+2=0

—3+4x=x"mits x#0
x2=4x+3=0

(x—3NHx—-1)=0 (x—-2X(x—1)=0

x=30fx=1 x =2 of x =1 beide voldoen
2 — A3 2 — 2

2x(x* —3x) = 2x° — 4x d ;—l—x

2—x=x*mits x#0
¥M+x2=-2=0
stel x> =p
pP+p-2=0
P+2p—-1)=0
p=—2of p=1
x=-20f ¥2=1

x=lof x=-1

3-45+2x2=0 c 1 =

R S
2x2+x+3

\}5+2x2=3 2

2x2+x+3:

2x3 — 6x2=2x3— 4x
—6x2+4x=0
-2x(3x—-2)=0
x=00fx=%

S+2x2=9 22+ x+3=4

2x2=4 2x2+x—-1=0

x2=2 D=12-4-2-—-1=9
-1+3

x= 20fx=—\j§ x= 2 =%0 x=

(\E,O) en (—\E,O) (%,0) en(—1,0)
Yot box—1 =0 d x*=7x2+12=0

B - T= B stelx?=p

D=12—-4-1--1=5 pPP=Tp+12=0
=1 ++/5 —-1—=45

x= z{ofx= 2\,_ (p=3)p-4=0

R EE TS

x2=30f x1=4

x=43of x=—30ofx=20fx=-2
(43, 0), (3, 0), (2, 0)en (-2, 0)

De omtrek is 2+ 1% = 3n en de oppervlakte is 7 (1%)2 = 2% 1.

De lengte van de evenaar is de omtrek van de aarde is 127321 = 39999 km.

De diameter is ook een benadering en niet exact.

Invoer: y; = x>+ 6x> en y, = 4(x + 6)

Venster: —10<x <10, -10<y <50

Optie: snijpunten

De oplossingen ziln x = -6 of x=2o0of x=-2
X+ 6x2=4(x+6)

XA(x+6)=4x+6)

x+6=00f x*’=4

x=—6of x=20of x=-2
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38 a

39 a

40 a

90

Functies en grafieken

De vergelijkingen B en D zijn exact op te lossen.

vergelijking B

2x* = 5x3+2x2=0

220t — 5% +2)=0

=00l 22-5x+2=0

SR POVl O
4

vergelijking D

2x+ 1 =+4x+10

4 +4x+1=4x+10

4x*=9

2x=30of 2x=-3

—3_41 —_3__41
x—z—lzofx— 5= 12

&

=

x=0of x=

# ‘

x= 1% invullen geeft 3 + 1 =+/6 + 10, klopt.
x= —1% invullen geeft —3 + 1 =+/—6 + 10, klopt niet.

De oplossing is x = 1%
vergelijking A

Invoer: y; = x>+ 2x%en y, =15
Venster: —5<x<5,-10<y <20
Optie: snijpunt

x=1,95

vergelijking C

Invoer: y, =50-0,8%en p, =17
Venster: —10<x <10, -10<y <50
Optie: snijpunt

x=4,83

Aflezen: x=—-1lenx=1.

F=D)=(-1+1)(-1-32=0-16=0eng(-1)=4(-1 + 1)=4-0=0
F)=(1+1)(1-372=2+(-2P2=8eng(l)=4- (1 + 1) =8, klopt beiden.

(x+D(x—-32=4x+1)
x*+1=00f (x =3P =4
x=—lofx—3=20f x—-3=-2
x=—lofx=50fx=1

Ja, er is een derde oplossing, namelijk x = 5.

x=22C2x+D)=(x-2°(x+2)
(x=2=00f 2x+1=x+2
x=2o0ofx=1
x=-2202x+D=(x-2)°

(x= 2P x+ 1)=(x—2)2 (x—2)
(x—2P=00of 2x+1=x-2
x=2o0of x=-3
(x—3):2x=2x—6
(x—3)-2*=(x—-3)-2
x—3=0o0f2¥=2

x=3o0fx=1

Hoofdstuk 3 Functies en grafieken
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41 a

034 a

4x+1

——=l6x+4

1
S (x+ ) =4@x+1)

E

~=4ofdx+1=0

=

x=fof dx=-1

a1 i e
x=z0ofx=—30fx=—;

—x2+5x+6=0

x2=-5x-6=0
(x—6)(x+1)=0
x=6of x=-1

Omdat de grafiek van y = —x?> + 5x + 6 een bergparabool is, is —x> + 5x + 6 2 0
als—1<x<6

Het domein van fis [—1, 6].

Jx) =g(x)

-x?+5x+6=x+2

x21—4x—-4=0

D=16-4-1--4=32\D=32=42

4+ 42 4—42
= 2\j_=2+2\f§0fx= 2\{_:2—2\5

A

flx)<glx)als—1<x<2-22Vv2+22<x<6

X

g
—=2x+3
X

5=2x2+3xmits x#0
22+ 3x—=5=0
D=9-4-2--5=49
347 7
4 4
P —1)=2%
=32 =2%
= ¥ —2%=0
x(x21-x-2)=0
x(x=2)(x+1)=0
x=0ofx=20of x=-1

x=v4x+12

x2=4x+12

xX—-4x-12=0

(x—=6)(x+2)=0

x =6 of x = -2 (voldoet niet)

x = —2 voldoet niet omdat een wortel niet negatief kan zijn.

x:
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038 a A iseen lineaire vergelijking en B een kwadratische en deze kun je beiden
exact oplossen.

b 0.2x+7=03x—-1 2t~ 5=
—0,lx=-8 252~ S5k —=T=10
x =80 D=25-4:2--7=81
549 5=9
x=T=3%ofx=T=—l

¢ vergelijking C:
Invoer: y, = x3 + x%en y, = 43
Venster: =5<x<5,-10<y <60
Optie: snijpunt
x =320
vergelijking D:
Invoer: y, =5+ 6+2%en y, =95
Venster: =10 x <10, -10<y <150
Optie: snijpunt

x =391

vergelijking E:

I . — 10 [
nVOer: yy = 5 en py = X

Venster: —5<x<5,-5<y<15
Optie: snijpunt
x=147
vergelijking F:
Invoer: y; = (x— 1)(x—2)(x—3)en y,=—6
Venster: =5<x<5,-10<y<10
Optie: snijpunt
x=0
d (x—-1)(x—=2)(x—-3)=-6
P2 #]llx—-6=-6
x(x?—6x+11)=0
x=0of x> = 6x + 11 =0, van deze laatste vergelijking is D < 0, dus heeft
geen oplossing.

1
U9 a TInvoer: y, =3 +xto

Venster: —10<x<10,-10<y <20
Optie: minimum
v = 3,91, dus het bereik van £is [3,91; —).

|
b 3+x+§=x+3%

1
E_Z
=4
x=2

1
c Invoer:y1=3+x+§eny2=2x

Venster: —10<x <10, -10<y <20
Optie: snijpunt
x=3,12
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U10 a x—4\[;=%x—3%

= e}
Byx=x+7

64x = x2+ 14x + 49
x2—50x+49=0
(x—49)(x—-1)=0
x=490of x=1

x =49 invullen geeft 49 — 449 =1 - 49 — 31 Kklopt.
x =1 invullen geeft 1 — 4\ﬁ = % -1 - 3%, klopt.

De snijpunten zijn (49, 21) en (1, —3).

In de plot is te zien dat er één snijpunt is als p > 0 en één snijpunt als de

grafiek van g, de grafiek van fraakt.
X— 4\& = %x A

—4\E=—%x+p
8yx=x-2p

64x = x2—4px + 4p?
x2—64x —4px +4p>=0
X2+ (=64 —4dp)x +4p*=0
D=(—64—4pP—4-1-4p2

de vergelijking heeft één oplossing, dus D =0.

(—64 — 4p>) — 16p> =0
4096 + 512p + 16p% — 16p2 =0
512p = —4096

p=—8. Eriséén oplossingals p>0V p=-8

© Noordhoff Uitgevers bv
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3.6 Gemengde opdrachten

42 a De grafiek heeft geen verticale asymptoot, omdat de noemer 1 + 2 voor
geen enkele waarde van x nul kan zijn.

b ¥

‘ 8
| - N ¢
—2
- X
-12-10 -8 =6 -4 20| 2 FT—%—8—10-V
- ) -

-3
-6

¢ Voor hele grote positieve x-waarden nadert f(x) naar —1, voor negatieve
x-waarden ver van 0 nadert f(x) naar 8.

De horizontale asymptoten zijn y = —1 en y = 8.
d Het bereik is (-1, 8).

N R Y 0 © K

/II—_.
-14-12-10 -8 -6 -4 20f 2 4 6 8 10 12 ‘I‘4X

b Het domeinis {«,—1) u{—1, =) en het bereik is {«, 2) U (2, —).

3
c 2-— =-3x—1
x+1
3
— =—3x-3
x+1
3
=3x+3
x+1

3=Bx+3)(x+1)mits x#—1
3=3x2+6x+3

3x2+6x=0
Ix(x+2)=0
x=0of x=-2

De snijpunten zijn (0, —1) en (=2, 5).

d Invoer: y, =2— eny,=x*+x-12

x+1
Venster: —10<x <10, -20<y <10

Optie: snijpunten

(—4.39; 2,88), (—0,79; =12,17) en (3,18; 1,28).

3 9 9

e g(x)=_3(2_m)_12=_6+x+1_12=x+1

- 18
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44 a A hoort bijm, B bij #. C bij g en D bij A.
b Het domein van f'is R en het bereik is R.
Het domein van g is (<, 4) u (4, —) en het bereik ((—, 2% )u(2% , —>).
Het domein van / is («, 5] en het bereik [0, —).
Het domein van m is R en het bereik {0, —).

9
-x+4
(6 +x)(—x+4)=9, mits x#4
—6x+24—x*+4x=9
a2+ Ix— 15 =0

45 a =6+x

(x +5)(x—=3)=0

x==50fx=3

b x0=3x*+4

stel X¥*=a
@=3a+4
a?—3a—4=0
(@+1)a-4)=0
a=—1lofa=4
x=—-lof x3=4
x=-1 ofx=€ﬁ

c Y3x+1l6=2x—-1

Ix+16=4x2—4dx+ 1

4x2—Tx—-15=0

D=(-7?-4-4--15=289
7m0

X—W——lzof

T+\289

2-4

a*—5a-6=0
(a+ 1)a—6)
a=-lofa=6
x2=-lof x2=6
x=- 6ofx=\jg

Onderzoeksopdrachten

4é Eén rode rechthoek is x cm breed en 10 — 2x cm lang, dus de oppervlakte
van de vier rode rechthoeken samen is 4 + x(10 — 2x) = 40x — 8x%cm?.
De totale oppervlakte is 100 cm?. De oppervlakte van de rode delen is gelijk
aan de oppervlakte van de gele delen, dus beide zijn dan 50 cm?.

40x — 8x2 =50
8x2—40x+50=0
D=1600—4-8-50=0

x= % = 2% , dus voor x = 2% cm is de totale oppervlakte van de rode delen

gelijk aan die van de gele delen.

47 a £(0)=0als b =0, a kan een willekeurige waarde hebben.

b f(0)=0,dush=0.

f(1)y=3dus 1°+a-1+0=23ofwel 1 +a = 3. Hieruit volgt dat a = 2.

¢ f(0)=0,dush=0.

De grafiek heeft twee toppen als er 3 snijpunten met de x-as zijn.

X +ax=0

x(xX+a)=0

x=0of x*+a=0

Er zijn 3 oplossingen als a < 0.

© Noordhoff Uitgevers bv

Hoofdstuk 3 Functies en grafieken

95



3 Functies en grafieken

Samenvatting

S1 Functie g heeft domein R, de noemer zal nooit nul worden.

S2 a kwadratische functie
b constante functie

¢ gebroken functie

d exponentiéle functie
e machtsfunctie

f

veeltermfunctie

S3 /i een verschuiving van 3 naar rechts.
g: een vermenigvuldiging met 12 ten opzichte van de x-as.
h: een verschuiving van 3 naar rechts gevolgd door een vermenigvuldiging
met 12 ten opzichte van de x-as (of andersom).

S4 a Hetdomeinis [-6, —) en het bereik is [-1, —).
Het domein is R en het bereik is {«, 5).

o

S5 a De noemer van /1 is gelijk aan 0 als 2x — 9 = 0 ofwel als x = 4%
De verticale asymptoot is x = 4%. Voor toenemende waarden van x komt de
functiewaarde steeds dichter bij 3 te liggen. De horizontale asymptoot van /
isy=3.

o

Eris geen verticale asymptoot omdat je voor x elke waarde kan invullen.
Voor toenemende waarden van x nadert de term 20 - 0,75* naar nul.
De horizontale asymptoot van g is y = —4.

Sé f(x) =2+ 3 x*eerst 5 omhoog schuiven geeft g(x) =7+ 3 - x*.
Daarna g(x) =7 + 3 - x* vermenigvuldigen met 2 ten opzichte van de x-as
geeft k(x) =2+ (7 + 3x*) ofwel k(x) = 14 + 6x*.

10 10
S7 a 4+ =3x b 4+ =-x+9
3x—1 3x—1
10 10
3x_1=3x—4 Invoer:y1:4+3x_1
Bx—13Bx—-4)=10 y,=—x+9
9x2—15x+4-10=0 Venster: =10 < x < 10
92— 15x—-6=0 —-10<y<20
3xt— Bx—2=0 Optie: snijpunten
D=25-4:3--2=49 x=1,2lenx=4,12.
5+7 5—1
x= 3 =2o0of x= G =—%

Test jezelf

T1 a Hetdomeinis («,4) U{4, =) en het bereik is («,0) U {0, —=).
b Het domeinis {«,0) {0, —) en het bereik is («,2) U{2, ).
¢ Het domeinis («,4)w (4, =) en het bereik is («,—19) U (=19, —).
d Het domeinis { — 4, —) en het bereik is (2, —).
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T2

13

T4

15

16

g: verticale asymptoot x = 3 en horizontale asymptoot y = —2.
h: geen verticale asymptoot en horizontale asymptoot y = 0.

A, D,EenF
A 3dx—-1=5 E 8+y4—-x=10
94x—1)=25 4—x=2
36x—9=25 4—x=4
36x =34 x=0
=34 _17
XTR6 1
-4
D 1622 +9 = 24x F =y
x—3
16x>—24x+9=0 x(x—=3)=x-4
D=576—-4:16-9=0 ¥M-3x=x—4
x=%=% x2—4x+4=0
(x=2)(x—2)=0
x=2

B Invoer: y, =8(x +2)Yen y,=x>+1
Venster: =20 < x <20, —100 < y £2000
Optie: snijpunt
x=11,13

C Invoer: y, =6-0,8*—3
Venster: —10<x< 10, -10<y< 10
Optie: nulpunt
x=311

f(x) =2 — 4x% vermenigvuldigen met % ten opzichte van de x-as geeft

glx) = % (2 — 4x%) =1 - 2x°. Hierna de grafiek 3 naar beneden verschuiven

geeft i(x) =1 — 2x° — 3 ofwel h(x) = -2 — 2x°.

2 omlaag verschuiven en dan vermenigvuldigen met —% ten opzichte van de x-as.

1x2+x-10=-10
%x2+x=0

Lix+2)=0

x=0of x=-2

De symmetrieas van de parabool is dus de lijn x = —1.

AB =14, dus de x-codrdinaat van punt Bis —1 + % 14 =6.

B is het punt (6, 0) en 4 is het punt (=8, 0).

f(6)= % *36 + 6 — 10 = 14, dus de hoogte van de rechthoek is 14.

Grafiek 1 hoort bij k&, 2 hoort bij £, 3 hoort bij # en 4 hoort bij g.

k(0) = 3, dus A(0,3).

3 — 1 =0 geeft x =6, dus B(6, 0).

f(0)=3-1,5"=3, dus C(0,3).

9-2x=0alsx= 4%, dus D(4% s 0).

Grafiek 2 heeft horizontale asymptoot y = 0 en grafiek 3 heeft horizontale
asymptoot y = —1.

Het domein van fis R en het bereik is{0, —).

Het domein van g is ((— 5 4%] en het bereik is [0, —).

Het domein van A is (<, 2) w{2, —) en het bereik is {«, =1} u{-1, —).
Het domein van k is R en het bereik is R.
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Invoer: y, =3+ 1,5 en y,=10
Venster: —10<x<10,-10<y <20
Optie: snijpunt

x=2,97

fix)<10als x< 2,97

T7 a Een vierhoek met vier gelijke zijden en vier rechte hoeken is een vierkant.
De vier zijden van vierhoek PORS zijn alle vier de schuine zijde van een
rechthoekige driechoek met zijden ¢ en 6 — a, dus zijn alle vier even lang.
Verder zijn in driehoek 4 S de hoeken P en S samen 90°. Omdat driechoek
PBQ congruent is met driechoek 4APS, zijn de hoeken P van beide driehoeken
samen 90°. Dus is ook hoek P van vierhoek PORS 90°. Dezelfde redenatie
geldt ook voor de andere hoeken van PORS.

b AS=6-a

De oppervlakte van AAPS is % “AP- AS= %a(G —a)=3a- %az.

(2]

O(a) =36 — 4+ (3a — $a?) = 36 — 12a + 242 ofwel O(a) = 24> — 12a + 36.
Invoer: y, = 2x2— 12x + 36

Venster: 0<x<6,0<y <50

Optie: minimum

x=3eny=18

De minimale oppervlakte is 18 voor a = 3.

e Het domein is (0, 6).

0(0) = 36 en O(6) = 36 dus het bereik is [18, 36).

Invoer: y, =30

Optie: snijpunten

x=0,55enx=545

De oppervlakte van PORS is groter dan 30 als 0 <a < 0,550f 545 <a<6.

Extra oefening

E1 a Het domeinis R.

x? —8x =0 geeft x =0 of x =8, dus x,,, = 4.
f(4)=16 — 32 =—16, dus het bereik is [-16, —).

b Het domein is R.
De horizontale asymptoot is y = 0. Het maximum is g(0) = 592 = 5, dus het
bereik is (0, 5].

¢ 4x—3020alsx> 7%dus het domein is [7l ; —)).
Het bereik is [-2, —).

d Het domein is R.
Het bereik is («, 20).

[N

-

E2 a De verticale asymptoot is x = 2, de horizontale asymptoot is y = 4.
De verticale asymptoot is x = —2, de horizontale asymptoot is y = 18.
x? + 9 =0 heeft geen oplossingen, dus er is geen verticale asymptoot.
De horizontale asymptoot is y = 0.

d De horizontale asymptoot is y = 200.

n o
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E3 a

E4 a

E5 a

g =-13x+5-6=-11x-1

g =-15x+4H+5=-11x—1

gx)=-2-1ix+5-6=3x-16

g =4(-11(x=7)+5)=—6x+42+20=—6x+ 62

2 X 5
A —grasl BB T 38
2+ x*=xmitsx#0 x2=3x=5x+20
xp—=x—= Z= U x>—8x—-20=0
(x=2)(x+1)=0 (x=10)(x+2)=0
x=2o0f x=-1 x=10of x=-2

B x=24+4yx-1
x=2=4x—1
M=—4x+d4=x-1
xX2=5x+5=0
D=25-4-5-1=35
5+45 5-45

= of x=

2 2

X

alleen x = 2% + % 5 voldoet.

C 2x3=5x2+3x=0
x(2x2=5x+3)=0
x=00f2x2—5x+3=0

x=0D=25-4-2-3=1

x=0of x=

x=0of x=11of x=1

5-1

of x=——

4

beide oplossingen voldoen.

(2x — 3y =yx + 20

Invoer: y; = (2x — 3)*en

Vo= \Jx + 20
Venster: —2<x<5,-2<y<10
Optie: snijpunt

x=0,77enx=2,24

03x*—8x2+x=10

Invoer: y; = 0.3x3 = 8x7 + x
¥, =10

Venster: —10 < x < 30,

~10<y <30

Optie: snijpunt
x=26,59

x =3 invullen geeft y = —% 3+5= 3%, dus B(O, 3%—) en K(3, 3%)

De oppervlakte van de rechthoek is 3 - 3% = 10%.

W(V2) = =32+ 5, dus B(0,- 32 + 5) en k(3,142 + 5).

De oppervlakte is \E “ (—% \E + 5) =-1+ 5\5.

Ox)=x- (—%x + 5) = —%xz + 5x

Het domein is {0, 10).
De grafiek van O is een bergparabool.
—-b =5

——=5eny,, =3 P+5:5=-12;+25=12;

x = e—
fop 2a 2._%

De oppervlakte is voor x = 5 maximaal en is 12%
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1 2 "
g(x)=3(5+§)—4=—25+—

X

1.2 N L2
h(x)—3(2+3x 4)_ 105+=

% omlaag schuiven en dan vermenigvuldigen met 1% t.o.v. de x-as.

Vanwege het domein en bereik van g.
Het domein van g is [I, =), dus onder het wortelteken staat x — 1.
Daaruit volgt » = 1. Het bereik is («, 3] dus ¢ = 3.

Invullen vanbh=1,c=3eng2)=1geeftay2 - 1+3=1

a+ 3 =1, dus a =-2 en het functievoorschrift van g is g(x) = —24x— 1+ 3.

Hoofdstuk 3 Functies en grafieken
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4 Lijnen

Voorkennis

3
V1 a De richtingscoéfficiént van / is 5= 1%

b Een formule van/is y = I%x + b.
De lijn gaat door (4, 0), dus 0 = 1% +4 + b en daaruit volgt h = —6.
Een formule van /is y = I%x - 6.

n

De richtingscoéfficiént van k is _T =5

Een formule van kis y = —2x + b.

De lijn gaat door (1, 3), dus 3=-2+1 + b en daaruit volgt h = 5.

Een formule van lijn kis y = =2x + 5.

Lijn m heeft dezelfde richtingscoéfficiént als &, dus een formule van m is
y=—-2x+b.

De lijn gaat door (=3, —4), dus —4 = =2 - =3 + b en daaruit volgt h = —10.
De formule van m is y = —2x — 10.

o,

De richtingscoéfficiént van lijn » is Fa %
Een formule van lijn nis y = %x + bh.
Lijn »# gaat door (-2, 0), dus 0 = % —2 + b en daaruit volgt b= 1.

De formule van n is y = %x + 1.

V2 a De richtingscoéfficiént is —3 en het startgetal 7.
De vergelijking van /is y = —3x + 7.
1

2

o

De richtingscoétficiént is = —18% en het startgetal 13%

De vergelijking van /is y = —18 %x + 13%.

(]
ol

v I Wy
De richtingscoétficiént is <

Een vergelijking van /is y = —%x +b.

Invullen van codrdinaten (=2, 1) geeft 1 = —% +—2+h,dush=1-2" % = —%
De vergelijking van /is y = —%x - %

g5 : . 2
De richtingscoéfficiént van [ is = = %

o

Een vergelijking van /is y = %x + bh.
Invullen van codrdinaten (4, 1) geeft 1 = % 4+h,dush=1- % -4=-

[

Ll

De vergelijking van /is y = %x -

V3 2x—3y=12
—-3y=-2x+12

y=%x—4

V4 a 2x+1=8-1lx

3 7

“

1]
I T

1
2

5]
+
—
Il
L

X
b y=
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4 Lijnen

VB a 4x+y=9
y=—4x+9
b 6x—2(-4x+9)=3
c 6x+8x—18=3

Vé a —-05x+4=1,5x ¢ x—3y=8dusx=3y+8
-2x=—-4 substitueren in 2x + 3y =1
x=2 23y +8)+3y=1
vy=15-2=3 6y+16+3y=1

9y =-15
¥F=—lg
x=3--13+8=3
b y=2x— 8 substitueren in d y =4x— 6 substitueren in
xty=7 2x—5y=12
2 —8=7 2x—=54x—-6)=12
3x=15 2x—20x+30=12
x=5 —18x=-18
y=2+5-8=2 x=1

y=4-1-6=-2

4.1 Vergelijking van een lijn

intro  Op de vlakke weg lopen ze 5 km per uur, dus leggen ze a km af in %a uur.
100 meter stijgen duurt 20 minuten oftewel % uur.
1 meter stijgen duurt dus 3% uur en 4 meter stijgen g};ﬁh uur.
Voor de wandeling van 4 uur geldt dus 4 = éa # 3'(1)_0]1'

1 a x=2invullen geeft y = —2% *2+5=-5+5=0, dus de lijn gaat door (2, 0).

x = 0 invullen geeft y = —2% -0+ 5=5, dus de lijn gaat door (0, 5).

3
De richtingscoéfficiént van m is < - —% en de lijn gaat door (0, 3).

o

Een vergelijking van lijn m is y = — %x + 3.

n

De richtingscoéfficiént van lijn k is i % en de lijn gaat door (0, —2).
Een vergelijking van lijn kis y = %x =2

d y=-23x+5

2%x+y=5
Sx+2y=10
e m:y=—%x+3 k:y=%x—2
%x+y=3 —%x+y=—2
x+2y=6 x—2y=4
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De noemers van de twee breuken zijn de x-codrdinaat van het snijpunt met

de x-as en de y-codrdinaat van het snijpunt met de y-as.
m:x+2y=6
x|y
6 3!
k: x=2y=4
£ + .y_ =1
4 =2
Lijn n snijdt de assen in (=6, 0) en (0, 3).
i X + L= 1
9 -4
Links en rechts vermenigvuldigen met 36 geeft 4x — 9y = 36.

Lijn % snijdt de assen in (3%, 0) en (0, 2%), dus een vergelijking is van lijn k is
x Y
st

)
Lijn / heeft een richtingscoéfficiént % en gaat door (—1, 1).
Een vergelijking is y = %x +b.
(-1, 1) invullen geeft 1 =¢-—1 +hdush=1%
Een vergelijking van lijn /is y = %x + 1%
m is een verticale lijn met vergelijking x = 3.
n is een horizontale lijn met vergelijking v = —1%.

De lijn snijdt de assen in (6,0) en (0, 18), dus % + -l“% =1.

Door vermenigvuldigen met 18 krijg je 3x + vy = 18.
De derde vorm is y = —3x + 18.

C w1 "7 y
De richtingscoéfficiént is T = —1 en de lijn gaat door (0, 4), dus y = —x + 4.
De andere vormen zijn x + y =4 en % + % =1.

. . . y
De lijn snijdt de assen in (—4,0) en (0,20), dus _—x4- + E =1.
Door vermenigvuldigen met —20 krijg je 5x — y = —20.
De derde vorm is y = 5x + 20.
De lijn snijdt de assen in (=5, 0) en (0, =7 %), dus —iS + —J-_;—] =1.

iy

Door vermenigvuldigen met —15 krijg je 3x + 2y = —15.
Uit 2y = =3x — 15 volgt de derde vorm: y = —I%x — 7%

© Noordhoff Uitgevers bv
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o g T "
De richtingscoétficiént is < —1%, dus een vergelijking is y = — I%x + b.

Invullen van (—4, 2) geeft 2 = —1% =4+ h,dush=—-4.
Een vergelijking is y = —l%x -4,
]%x +y=—4 geeft 3x+ 2y =-8.
¥y
De derde vorm is % +—=1.
-22 —4

De richtingscoéfficiént is 0" —% dus een vergelijking is v = —%x + b.

Invullen van (—1, 4) geeft 4 = —% =1l +b,dush= 3%.
Een vergelijking is y = —% x+ 3%

%x +y= 3% geeft x +2y=7.

De derde vorm is -;—C-+ 11 =1.

3

¢
Als a = 0 dan is de vergelijking te herleiden tot by = ¢ ofwel y = »
Dat is een horizontale lijn en het is niet de x-as.

Als b = 0 dan is de vergelijking te herleiden tot ax = ¢ ofwel x = %

Dat is een verticale lijn en het is niet de y-as.

Als ¢ = 0 dan gaat de lijn door (0, 0) en er is dan sprake van een recht
evenredig verband.

Als a en b beide nul zijn en ¢ niet, krijg je 0 = ¢ en dat kan niet als ¢ 0.
Als a en ¢ beide nul zijn en b niet, krijg je by = 0 dus y = 0, dat is de x-as.
Als b en ¢ beide nul zijn en a niet, krijg je ax = 0 dus x = 0, dat is de y-as.

snijpunt met de x-as: y = 0 geeft 3x = —18, dus x = —6. Snijpunt (-6, 0).

snijpunt met de y-as: x =0 geeft —4y =—18, dus y = 4%. Snijpunt (0, 4%)

Pz
anz

X
6 544 3 -2 -10

snijpunt met de x-as: y =0 geeft —5x =19 dusx = —3%. Snijpunt (—3%, 0).

snijpunt met de y-as: x =0 geeft 7y =19dus y = 2%. Snijpunt (0, 2%)
zie de tekening bij opdracht b.

Herleiden van 3x —4y =—18tot ~4y=—3x—18en y = %x + 4%
Dit substitueren in 7y — 5x = 19 geeft

7(3x+41) - 5x=19

5;x+313—-5x=19

— 1
xi=—=125
=-50 eny=%-—50+4%=—37%+4%: ~33
Het snijpunt is (=50, —33).

L
1
X

Hoofdstuk 4 Lijnen
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10

04 a

08 a

J

Herleiden van > + L Ttot Z=im X geeft y = —gx +g.
P g g P P

Als de lijnen evenwijdig zijn, zijn de richtingscoéfficiénten gelijk, dus geldt

—g—) =4 en daardoor g = —4p.

De richtingscoéfficiént van AC is 1 = 2, dus een vergelijking is y = 2x + b.

Substitueren van (8, 0) geeft 0 =16 + b, dus b = —16.
Een vergelijking van lijn ACis y = 2x — 16.
s . .8 .
De richtingscoéfficiént van BD is T —% en (0, 12) is het startgetal.
Een vergelijking van lijn BD is y = —%x +12.
Gelijkstellen: 2x — 16 = —3x + 12
2%x=128
x= IO% . Dit substitueren in y = —%x + 12 geeft y = 5.
Het snijpunt is S( 10%, 5).
De vergelijking van BCis x = 12.

-12
De richtingscoéfficiént van AD is T = —1% en (0, 12) is een punt van de
lijn, dus een vergelijking van ADis y = —I%x + 12.

In het snijpunt geldt x = 12, dus y = —1% 12+ 12=-6.
De codrdinaten van T zijn (12, —6).

Herleid y —x=ctoty=x+c.

Herleid 2x—y=4tot y=2x — 4.

Om het snijpunt te vinden stel je de vergelijkingen aan elkaar gelijk.
x+c=2x-4

—x=—c¢—4,dusx=c+4.

Ditinvullenin y = x + ¢ geeft y=c+ 4 + c ofwel y =2¢c + 4.

Het snijpunt is (¢ + 4, 2¢ + 4).

Omdat je de richtingscoéfficiént al weet.
De vergelijking heeft de vorm y = —%x + b.

Substitueren van (-2, 3) geeft 3 = —% +—2+bofwel3=1+bdush=2.
Een vergelijking van kis y = —%x T2
Omdat je de snijpunten met de x-as en de y-as al weet.

E + X — 1

5 8 4

De richtingscoéfficiént van m is 3 = % dus de vergelijking heeft de vorm
2

y=gzx+ b.

Substitueren van (-3, 0) geeft 0 = % +=3+bdush=2.
Een vergelijking van m is y = %x +2.
n is een verticale lijn, dus alle punten op n hebben dezelfde x-codrdinaat.
De vergelijking van n is x = =2,
Herleid k: 3x+ 2y =Ttot2r=-3x+7entot y = —1%x + 3%
x ¥
Herleid I -:T+'-6-: 1 tot 1%x+y=66n tot y = —1%x+6.

De richtingscoéfficiénten van beide lijnen zijn —1%
Deze twee lijnen zijn evenwijdig.
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U1 a Alsjex=3eny=4substitueert, krijgje p(3—-3)+ g4 —4)=0

ofwel p+ 0+ ¢+ 0=0en dat klopt voor alle waarden van p en g.
b Je vindt dat ene punt door p-0+ ¢+ 0 =0 op te lossen.

Ofwelx+y—7=0en2x+y+2=0.
Uit de eerste vergelijking volgt y = —x + 7.
Dit substitueren in de andere vergelijking geeft: 2x + —x+ 7+ 2 =0.
Hieruit volgt x = —9. Door substitueren in y = —x + 7 vind je y = 16.
Alle lijnen van deze familie gaan door het punt (-9, 16).

-3+5 4+14
2 2

U2  Het midden van ABis ofwel (1, 9).

4-9 -5

0-1_ 9 9
AC is evenwijdig met & dus een vergelijking van ACis y = —%x +b.

De richtingscoéfficiént van k is

Substitueren van A(—3, 4) geeft 4 = —% +=3+h,dush= 4—% ‘3= 2%

Een vergelijking van ACis y = —gx + 2%

Punt C ligt op de lijn door B(5, 14) en (10, 4). De richtingscoéfficiént van
4-14 -10
10-5 5
Invullen van (10, 4) geeft 4 = —2+10 + b, dus h = 24.

Een vergelijking van deze lijn is y = —2x + 24,

Deze gelijkstellen aan de vergelijking van lijn 4 C zal het snijpunt C geven.

deze lijn is = =2, dus een vergelijking is y = =2x + b.

~3x+25=-2x+24

13x=21%
x=15eny=-2:15+24=-6
De codrdinaten van punt C zijn (15, —6).

4.2 Elimineren

intro Twee volwassenen en twee kinderen betalen 28 euro, dus vier volwassenen
en vier kinderen zouden 56 euro moeten betalen. Vier volwassenen en drie
kinderen betalen 51 euro, dus één kind betaalt 5 euro.
Twee kinderen betalen 10 euro, dus twee volwassenen betalen 18 euro.
Een kaartje voor een volwassene kost dus 9 euro.

11 a €8,60+€6,10=€14,70
b €8,60—-€6,10=€250
¢ Tweemaal 3 flessen sinas en 4 zakken chips kost 2 x 8,60 = € 17,20.
d Driemaal 2 flessen sinas en 3 zakken chips kost 3 X 6,10 = € 18,30.
e (65+9c)—(6s+8c)=18,30-17,20= 1,10, dus één zak chips kost € 1,10.
f 3s+4-1,10=8,60
35 =420, dus s = 1,40. Eén fles sinas kost € 1,40.

12 a 5x=20,dusx=4.
2+4—y=Tgeefty=1.
b Je vermenigvuldigt de eerste vergelijking met 2 om —2y te krijgen. Door
optellen bij de andere vergelijking verdwijnt dan de y.
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13 a

14

15

a n T ow

6x— 15y =36
6x+y=4 B

—16y = 32 geeft y = -2.
6x+—-2=4ofwel6x=6,dus x=1.
2x—5y=12
30x + 5y =20 L

32x =32 geeft x = 1.
2+1=5y=12ofwel =5y =10, dus y = -2.

2x—4y=4 p -x+2y=15
2x+5y=22 4x+2y=20
y=2 x=1
2x—4-2=4 -1 +2y=15
2x=12dusx=6 2y=16dus y=8
9x + 6y =120 R 25x =10y =170
4x — 6y =88 & dx—10y=2
13x =208 21x =168
x=16 x=28
2:-16—-3y=44 2:8-5r=1
—3y=12dusy=-4 Sy=15dusy=3
2x—y=17 p x—2y=2
2x+ 10y =40 X4 5p=9
=11y =-33 =Ty =-7

y=3 ry=1

2x—3=17 2] =2
2x=10dus x=5 x=4

Bij stelsel B, omdat y daar is uitgedrukt in x.

{iit?;;:‘_'_ B: y=%ic—2substitueren
5y =0 2x+§x—2=3
x=0 2%x=5dusx=2
0+y=-2 y=22-2
y=-2 y=-1
" {;ix+ 2(2)2);:—_7;0 i {?;Cx +4iv_=3 3
+ : +
43x = —-86 20x=-10
=) x=—%

2:=2+5p+19=0 9. —L+2p=-6
Sp=-15dus y=-3 2y==-2dus y=-1

0 x 3 =0, dus het is waar. Als x =3, dan is 2y = 5 ofwel y = 2%
Als x=—4, danis 2y = 12 ofwel y = 6.

Voor alle waarden van x.

De bijbehorende lijnen vallen samen.
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16 a

17 a

18

013 a
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Lijnen

V= —%x + 4 substitueren in de andere vergelijking geeft

x+2(-ix+4)=6

x—x+8=6

8=6

Dit is niet waar, dus het stelsel heeft geen oplossingen.
De lijnen zijn evenwijdig.

Ary= I%x = % substitueren in de andere vergelijking geeft
1 3) _ .1
3 =2(13x-3) =13

3v-3x+1i=1d

1% = 1%, er zijn oneindig veel oplossingen.
8x—8y=4x-3 4x —8y=-3
B {or AT oftewel { >
x=2p+2 x=2y+2

x =2y + 2 substitueren in de andere vergelijking geeft
42y +2)—-8y=-3
p+8—-8y=-3
8§=-3
Dit is niet waar, dus het stelsel heeft geen oplossingen.
Stelsel A: De lijnen vallen samen.
Stelsel B: De lijnen zijn evenwijdig.

gx+4=y

{Zy =4x+8

¥ = gx + 4 substitueren in de andere vergelijking geeft

2gx+4)=4x+8

2gx +8=4x+8

Het stelsel is afhankelijk als 2¢ = 4, dus als g = 2.
x=—py+3

{4x -y=7

x = —py + 3 substitueren in de andere vergelijking geeft

4(—py+3)—y=17

—dpy+12—-yp=7

(dp—1Lyy+12=7

Het stelsel is strijdig als —4p — 1 =0 dus als —4p = 1 ofwel p = —i

Punt (=2, —11) substitueren geeft =11 =4 — 2bh + ¢.
Punt (3, 4) substitueren geeft 4 =9 + 36 + ¢,
=2b+c=-1
3b+c =-5
=22+ c=-15geeftc=-11.
De parabool heeft vergelijking v = x> + 2x — 11.

Dit geeft het stelsel {

Je krijgt dan 6x in de eerste vergelijking en —6x in de tweede vergelijking.

6x+4y=10
—6x + 15y = —48 "

19y = —38.

Uit 19y = —38 volgt y = —2.

y = —2 substitueren in de eerste vergelijking geeft 3x +2--2=35.
3x=9dusx=3.

Hoofdstuk 4 Lijnen

> aftrekken geeft —5h = —10dus b = 2.
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016 a 2x+3(-2x+2)=6
2x—=2x+6=6

6 = 6 Er zijn oneindig veel oplossingen.

Deze lijnen vallen samen.

2x+3y=6

3Jpy=-2x+6

V= —%x + 2. deze vergelijking is identiek aan de tweede vergelijking.

Vermenigvuldigen van de eerste vergelijking met 3 en de tweede met 10
12x + 18y =27

C {le + 18y =47

n o

[= 9

aftrekken geeft 0 = —20.

Dit is niet waar, dus er zijn geen oplossingen.

. . e 4 1
Vermenigvuldigen van deze tweede vergelijking met 12 = 33 geeft
4x+ 6y =152 ’

Deze lijnen zijn evenwijdig.

-

U3 a Vermenigvuldigen van de onderste vergelijking met \E geeft
2x+3y= 3\[5
2x=22=32 _

3y—=2)\2=0

(3 — 2\]5))) =0 geeft y =0.

2x+3:0=32 dusx =112,

Vermenigvuldigen van de onderste vergelijking met \E geeft

2-2y=6
i (bedenk dat \2 2 = 2)
{x‘\ﬁ+2y—4\5 N

o

2x\2=6+42
6+42 6 42

x= =—+—=142+2
22 22 22

De tweede vergelijking x + y - \E =4 kun je schrijven als

y 42 =-x+4. Door hierinx=1%\ﬁ + 2 te substitueren vind je

yo2=-—x+4=-132-2+4=-112+2.

Dit geeft tenslotte y = —1% + \ﬁ

U Als de bijbehorende lijnen elkaar op de lijn y = x snijden, dan kun je de
codrdinaten van het snijpunt schrijven als (a, @). Er geldt dan
pa—4a=28
{a —2pa=-17
Uit de eerste vergelijking volgt pa = 4a + 8.
Dit substitueren in de andere vergelijking geeft « — 2(4a + 8) = —17.
a—8a—16=-17
—Ta=-1
o=}
Dit substitueren in de eerste vergelijking geeft p % =4- % + 8, dus
p=4+7-8=60.

4.3 De hoek tussen twee lijnen

intro Een helling van 1 : 5 is hetzelfde als een helling met een stijging van 20%.
De tangens van 20° is ongeveer 0,36, dus bij een helling van 20° hoort een
stijgingspercentage van 36%. De helling van 20° is het steilst.
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20

21

22

23

24

110

it s . . D
richtingscoéfficiént van k is e 2%

5
tan (LPOQ) = ) = 2% en dat is gelijk aan de richtingscoéfficiént van k.

£POQ = tan™!(21) = 68°.

2
De richtingscoéfficiént van [ is 4 = % De hoek is tan“l(%) =27,

4
De richtingscoéfficiént van m is 3" 1_%. De hoek is tan‘l( 1 %) = 53°,

¥
4

2

~12-10 -8 =6 -4 20 4 6 8 10 12 14 16
| -2

-4
-6

De hoek is tan‘l(%) = 18°.

Herleid 4x + 5y =0tot Sy =—4xentot y = —%x‘

De richtingscoétficiént van k is — %. De hoek is tan“l(%) = 39°,
Herleid 4x =y + 2 tot y = dx — 2.

De richtingscoéfficiént van m is 4. De hoek is tan™'(4) = 76°.
Herleid %x + éy =1tot %y = —%x +lentoty= —I%x + 5.

De richtingscoéfficiént van n is —1%. De hoek is tan‘l(lé) = 59°,

Dat zijn de lijnen met vergelijking y = xen y = —x.

De richtingscoéfficiénten van deze lijnen zijn tan (30°) = 0,577 en
—tan (30°) = —0,577.

De vergelijkingen zijn y = 0,577x en y = —0,577x.

Dat is de x-as, dus de vergelijking is ¥ = 0.

De richtingscoéfficiént van k is % De hoek is tan‘l(%) =126,565...°
De richtingscoéfficiént van /is —1. De hoek is tan™!(1) = 45°.
Lk, [)=26,565... +45=72°,

Herleid 3x — %y =4 tot —%y =—-3x+4entot y=6x—8.
Herleid 2y +3x=6tot2y=—-3x+6entot y = —I%x + 3.

De richtingscoétficiénten zijn 6 en — 1%.

De hoeken zijn tan™!(6) = 80.537...° en tan‘l(l%) =56,309...°
De hoek tussen de lijnen is 180° — (80,537... + 56,309...) = 43°.
Herleid 2y + 5x=1tot2y=—5x+ lentot y = —Z%x + %

De richtingscoéfficiénten zijn % en —2%.

De hoeken zijn tan‘l(%) =21.801...°en tan‘l(Z%) =68,198...°
De hoek tussen de lijnen is 21,801... + 68,198... = 90°.

v
Herleid -)2£+ '§: ltotSx+2y=10entot y= —2%x + 5.
Herleid%c-—%= ltot2x—3y=6en toty=§x—2.

De richtingscoéfficiénten zijn —2% en %
De hoeken zijn tan‘1(2~21") =68,198...°en tan”l(%) =33,690...°
De hoek tussen de lijnen is 180° — (68,198... + 33.,690...) = 78°.

Hoofdstuk 4 Lijnen
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25 a

26

021 a

024 a

Herleid2y=x\f§+4t0ty=% Jex+2.

De richtingscoétficiénten Zijn% 3en— % \E

De hoeken zijn tan'l(% \ﬁ) =40,893...° en tan“l(% \E) =35,264...°
De hoek tussen de lijnen is is 40,893... + 35,264... = 76°.

2 12
De richtingscoéfficiénten van AB en AD zijn resp. 3 = % en ) =-3.
De hoeken met de x-as zijn tan‘l(%) =18,434...° en tan~!(3) =71,565...°
ZA=18434...+71,565... = 90°.

5 a . - -12

De richtingscoéfficiénten van DA en DC zijn resp. e =-3en 5 = —%
De hoeken met de x-as zijn tan~!(3) =71,565...° en tan‘l(%) =18434...°
ZD=171,565-18,434... = 53°, _4

8
De richtingscoéfficiénten van AC en DC zijn resp. 3 =len E = —%

De hoeken met de x-as zijn tan™1(1) = 45° en tan‘l(%) =18,434...°
De hoek tussen de lijnen ACen DCis 45+ 18.434... = 63°.

-3
De richtingscoéfficiént van [ is T = -3.

De hoek van / met de x-as is tan~'(3) = 71,565...°.

Lijn m is stijgend en maakt met de x-as een hoek van
71,565... + 60 = 131,565...° oftewel een scherpe hoek van
180 —131,565... =48,434...°

De richtingscoéfficiént van m is tan(48,434...°) = 1,13.

Herleid 3x — S5y =5tot —-Sy=—-3x+ S5entoty = %x =1,
De richtingscoétficiént van /is %
De verticale zijde is %

3

tan(o) = 5

— |l

o= tan”l(%) =3™

Herleid 2y = —5x+4tot y = —2%): + 2.

De richtingscoéfficiént van m is —2%

tan(o) = 2% geeft oo = 68°. Lijn m maakt een hoek van 68° met de x-as.
Herleid zlfx = %y =1 tot —%y = —}Tx +lentoty= l%x - 6.

De richtingscoéfficiént van n is 1%.
tan(or) = 1% geeft oo = 56°. Lijn n maakt een hoek van 56° met de x-as.

2x+3y:8geeft3y=—2x+8dusy=—§—x+2%
<
m 5 I
! |

o}
£

1

F3 20 1V 3 i~

-1

De richtingscoétficiént van /is —3.
Z(l,n) =tan"1(3) = 71,565...°

© Noordhoff Uitgevers bv
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4 Lijnen

e De richtingscoéfficiént van m is — %
f Z0mn) =tan™'(2)=33,69...°
g De hoek tussen /en mis 71,565...—33,690... = 38°.

U5 a Lijn/kan 15° steiler of 15° minder steil zijn dan lijn m.
b De vergelijking van lijn m is te herleiden tot 3y =2x — 9 of y = %x =,
De hoek tussen m en de x-as is tan‘l(%) = 33,690...°.
De hoek tussen / en de x-as is dan 18,690...° of 48,690...°.
De richtingscoéfficiént van /is tan(18,690...°) = 0,34 of tan(48,690...°) = 1,14.
Een vergelijking van /is y = 0,34x + b of y = 1,14x + b.
S(6,1) invullen in beide vergelijkingen geeft 1 = 0,346 + b dus b = —1,04 of
1=1,14-6+bdush=-5284.
De vergelijkingen zijn y = 0,34x — 1,04 en y = 1,14x — 5,84.

U6  De richtingscoéfficiénten van de lijnen zijn 2, 1 en %
De hoeken met de x-as zijn respectievelijk tan~'(2) = 63,434...°, 45° en
tan~!(}) =26,565...°.
De hoek tussen v en wis 63,434...—45 =18,434...° en de hoek tussen ven w
is 45 —26,565... = 18,434...°.
Daarom is lijn w de deellijn van de hoek tussen v en v.

4.4 Loodrecht

intro Het getekende lijnstuk gaat per 4 naar rechts één omhoog.
De twee zijden die daar loodrecht op staan gaan per één naar rechts 4 omlaag.
De vierde zijde is weer evenwijdig aan de eerste.

27 a ED=pendD=g
B p

b m=—enm,=—
p T g

Pd _

rq

_=q p
C ml'mz—?';

28 a HerleidBy—2x+6=0tot3y=2x—6ent0ty=%x—2
Herleid 2y +3x—9=0tot 2y =—-3x+9entot y = —I%x + 4%
De richtingscoéfficiénten zijn % en — 1%
Het product van de richtingscoéfficiénten is % . —1% = % . —% =-1.
b In AADE geldt tan() = %

BC AB
In AABC geldt tan(or) = % dus —= % en daaruit volgt —= %
AB AB - BC
tan(£LACB) = Be % en dus geldt ZACB =

¢ Omdat ZABC=90° geldt o + B =180 — 90 = 90°, dus snijden / en m elkaar
loodrecht.

29 De richtingscoéfficiént van k is —2.

l:§+;—)=1herleidjetot3x+y=9eny=—3x+9.

112 Hoofdstuk 4 Lijnen © Noordhoff Uitgevers bv



30 a

31 a

32 a

33 a

De richtingscoétficiént van /is —3.
m:x=%y—4herleidjetot%y:x+4eny=2x+ 8.
De richtingscoéfficiént van m is 2.

n: x — 2y = 5 herleid je tot —2y:—x+5eny=%x—2%.
De richtingscoéfficiént van n is %

p:§+§: 1 herleid je totx+2y=4eny=—%x+2-

De richtingscoéfficiént van p is —%.

g: —3x + y = =5 herleid je tot y = 3x — 5.

De richtingscoéfficiént van g is 3.

Omdat —2-%= —len2- —%= —lgeldtk LnenmLp.

b=

Herleid 2y —x=1tot2y=x+1 entoty=%x+
De richtingscoéfficiént van /is % Omdat -2 - % = —1 staat de lijn met
vergelijking vy = —2x + b voor elke waarde van b loodrecht op /.
P(5,—4)invullen in y=—-2x + b geeft -4=-2-5+h,dus h=6.
Een vergelijking van de loodlijn door Pop /is y = —2x + 6.

Herleid 2x —3y=5tot —3y=—-2x+S5entot y = %x - 1%

De richtingscoéfficiént van k is %, dus de richtingscoéfficiént van de loodlijn
is —1%. Een vergelijking van de loodlijn is y = —1% + b.

P(-2, —1)invullen geeft —1 = —1-% +—2+bofwel—1=3+b,dus h=—4,
Een vergelijking van /is y = —l%x -4,

Herleid 6x— 5y =15tot =5y =—6x + 15en tot y = I%x —3.

De richtingscoéfficiént van m is I% = g dus de richtingscoéfficiént van de
loodlijn is — %. Een vergelijking van de loodlijn is y = —%x + b.

Q(—1,3) invullen geeft 3 = —% r—l+hdush= 2%

Een vergelijking van de loodlijn is y = —%x + 2%

Herleid 3x +4y=2tot4y=—-3x+2entot y = —%x + %

De richtingscoéfficiént van [ is —%

3
Herleid px+ gy =3 totgy=—px+3entoty= —%x + ;

De richtingscoéfficiént van m is — E

3

Dan moet gelden - =g =] dus Lo —1 en daaruit volgt 3p = —4g ofwel
4q

3p+4qg=0.

(4, l)invullen in m geeft p+4+¢g-1=3 ofwel 4p + g =3.

3ptd4qg=0
dp+q=3

3p+4g=0
lep +4g=12

—

—13p= —12dusp=1—2

3p=—4gdus %g = —4g waaruit volgt ¢ = —19~3 en m: 12x — 9y = 39.

o . . =4 i
De richtingscoéfficiént van AB is 7 = —1, dus een vergelijking is y = —x + b.

De codrdinaten van A(1,3) invullen geeft 3=—-1-1+b,dus b =4.
Een vergelijking van ABis y = —x + 4.
© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk & Lijnen
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34 a

031 a

De richtingscoéfficiént van CDis 1, want 1 - —1 = —1.

Een vergelijking van CD is y = x + b.

De codrdinaten van C(—3, —5) invullen geeft —5=-3 + b, dus b = 2.
Een vergelijking van CD is y = x — 2.

De richtingscoéfficiént van BCis 2 = %, dus de richtingscoéfficiént van de
hoogtelijn is —2, want % c=2=-1.

Een vergelijking van de hoogtelijn uit 4 is y = —2x + b.

A(L,3) invullen geeft 3=—-2+1+h,dusbh=5.

Een vergelijking van de hoogtelijn uit 4 is y = —2x + 5.
Losop:x—2=-2x+5

3x=7geeft x= 2%. Dit invullen in CD geeft v = 2;—; -2= ;—;

11

De codrdinaten van H zijn (23, g).

De richtingscoéfficiént van AC is % =2, dus de richtingscoéfficiént van de
hoogtelijn uit B is —% en een vergelijking is y = —%x + b.

B(5, —1) invullen geeft =1 =—1+5+b, dusb =15

Een vergelijking van de hoogtelijn it Bis y = —%x + 1%

Invullen van x = 2% geeft v = —%- 2% + 1% = —I% + 1% = %
dus de hoogtelijn uit B gaat ook door H.

Herleid 3x—y=1tot—y=-3x+lentot y=3x— 1.

De richtingscoétficiént van k is 3. dus de richtingscoéfficiént van m is —%
Een vergelijking van m is y = —%x + h.

De codrdinaten van punt P(2, 4) invullen geeft 4 = —% 2+ hdush= 4%
Een vergelijking van m is y = —%x + 4%

Herleid 2x = 5y = 5=0tot =5y=—-2x+5entot y = %x =1

De richtingscoéfficiént van [ is %, dus de richtingscoéfficiént van n is —2%
Een vergelijking van nis y = —Z%x + b en de lijn gaat door Q(0, 5).

Een vergelijking van n y = —Z%x 45,

3
= n W o e

B2 o

k Lmen!lndus geldt:

Als je de lijnen k& en / beide 90° draait, krijg je lijnen die evenwijdig zijn aan
resp. m en .

Daaruit volgt dat Z(m,n) = Z(k, ).

2x+3y=28,dus 3y =-2x+ 8 ofwel y = —%x + 2%. Daaruit volgt rc, = —%.

/1 mdusrc-rc, =—1 ofwel rcm=%= 1%

y= I%x +b
P(6, 4) invullen geeft 4 = 1% *6+hbofweld=9+ b, dus b =-5.

e m:y=1%x—5.
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1

U7 a Als p=4en g=>5dan zijn de richtingscoéfficiénten 5;5 en —y.
tan(o) = % geeft o0 = 38,659...° en tan(f) = % geeft B =6,340...°.
De hoek tussen [ en m is 38,659... + 6,340... = 45°.
—q Py

b re, = -4 FCye=——€nrc, ,=——
ac= prsc=", L T
¢ De lengte van AC en de lengte van BC zijn beide gelijk aan \p* + ¢

Omdat g- ?q = —1 staan de zijden AC en BC loodrecht op elkaar.

Driehoek 4 BC is een rechthoekige gelijkbenige drichoek, dus de hoek tussen
len mis 45°.

U8 a De codrdinaten zijn A(—35, 0) en B(5, 0). De richtingscoéfficiént van 4P is

— =2 en de richtingscoéfficiént van BP is — = -1

2 #
Het product van deze richtingscoéfficiénten is —1, dus AP 1L BP.
b Als X(p,q) op de cirkel ligt, geldt OP = \p* + 4.

De straal van de cirkel is 5, dus yp? + ¢> = 5 ofwel p? + ¢* = 25.

De richtingscoéfficiént van 4X is
0-¢_ _—4
TP 3P s
Het product van deze richtingscoéfficiénten is . =
p+5 5—p 25-p°
e
Uit p* + ¢*> = 25 volgt ¢> = 25 — p” dus het product wordt q_q; =-1.

»==s = Py en de richtingscoéfficiént

van BX is

en daaruit volgt AX 1 BX.

4.5 Afstanden

intro  Verbind de drie dorpen met lijnstukken. Teken de loodlijnen door de
middens van de drie lijnstukken. Deze drie middelloodlijnen gaan door één
punt en dat is de beste plaats voor de mast.

35 a ¥

\2 /
1“\

X

-3 -2 -10 1 3 4 5 6 7

A ')\Q' |

-2

B

b ABis delange zijde van een rechthoekige drichoek met rechthoekszijden 5 en 2.
AB*=5+22=29, dus AB =+29.
PO is de lange zijde van een rechthoekige driehoek met rechthoekszijden 5 en 4.
PQ?=52+42=41, dus PO = 41.

36  d(S.7)=\(7— =57+ (=11 - —6)>= {122 + (=5)2 =169 = 13.
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37 a

Ja B 2
=
=

b De richtingscoéfficiént van /is s %, dus een vergelijking is v = %x +b.
Invullen van (1, 0) geeft 0 = % ‘l+hdush= —%
1

Een vergelijking van /is y = 5x — -;—
¢ Een lijn loodrecht op / heeft richtingscoéfficiént —2, dus een vergelijking is

y=—=2x+ b. Invullen van C(3, —l%) geeft —1% =-2:3+h,dush= 4%
Een vergelijking van mis y = —2x + 4%
d Gelijkstellen van / en m geeft %x —~ % =-2x+ 4%
Z%X =5
1 1_1 . . 1
x=2eny=3+2-5=5 Hetsnijpunt is Q(Z, 5).

e d(CH=C=13-27+(-15-1) =17+ (27 =45

38 a & %x - %y = —1 kun je herleiden tot —%y = —%x —leny= %x + 3.
Een vergelijking van een lijn door P loodrecht op /is y = —gx +h.

P(l, —2%) invullen geeft —2% = —% *1+b,dush= —1%

Een vergelijking van de loodlijn is y = —%x = lé

Het snijpunt van / met deze loodlijn door P berekenen:
%x +3= —%x = 1%
9x+36=—-16x—14
25x = =50 geeft x = —2.

y= % D4 3= 1%, het snijpunt is 5(—2, 1%)

d(P,h=PS=1(=2- 1@ +(15--21) =5

b m:2x — 3y =3 kun je herleiden tot =3y =—-2x+3en y = %x — 1.
Een vergelijking van een lijn door Q loodrecht op mis y = —l%x +b.
Q(—2,2) invullen geeft 2 = —1% +=2+h,dush=-1.
Een vergelijking van de loodlijn is y = —l%x = 1s
Het snijpunt van m met deze loodlijn door Q berekenen: %x -1= —I%x -1
Z%x =0geeftx=0eny= % -0 — 1 =—1, het snijpunt is S(0, —1).

d(Q.m) = QS = (0 - =212+ (-1 - 2) =AI3.

39 a Invullen van de codrdinaten van P geeft —1 =2 -3 — 7 en dat klopt.
b Je kunt de vergelijking van m schrijven als y = 2x + 3.
Een vergelijking van een lijn door P loodrecht op m is y = —%x +b.
P(3,—1) invullen geeft —1 = —% *3+h,dush= %
Een vergelijking van de loodlijn is y = —%x + %
Het snijpunt van m met deze loodlijn door P berekenen

S
2R sk 5

21x=-23
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x=-—1.Dit geeft y=2+—1+3 =1, dus het snijpunt is S(—1, 1).

d(P,m)= PS=(=1-3)2+ (1 — —1)2=20 = 245.
¢ Neeg, je vindt altijd dezelfde afstand omdat alle loodlijnen tussen twee
evenwijdige lijnen even lang zijn.

40 De vergelijking van / kun je herleiden tot —8y = —2x — 21 en tot y = Jlfx + 2%
De lijnen / en m zijn dus evenwijdig.
De richtingscoétficiént van een loodlijn op m is —4.
Kies een punt op m, bijvoorbeeld P(6, 2), en stel een loodlijn door P op m op.
y=—4x+b
2=—-4+6+bh,dus h=26.
De loodlijn door P op m is y = —4x + 26.
Nu het snijpunt van deze loodlijn met / berekenen.
2x — 8(—4x + 26) = -21
2x+32x - 208 =-21
34x =187
xX= 5% eny=—4- 5% + 26 = 4, dus het snijpunt is S(S%, 4).

d(l,m) = PS= W= s

41 a De richtingscoéfficiént van BCis 3 en het midden is (5, —2).

Een vergelijking van kis y = —%x + b.
(5, —2) invullen geeft -2 = —% *5+b,dush= —%
Een vergelijking van kis y = —%x = %

b De richtingscoéfficiént van 4B is —% en het midden is (1, 2).
Een vergelijking van /is y = 5x + b.
(1, 2) invullen geeft 2=5-1+ b, dus h=—3.
Een vergelijking van /is y = 5x — 3.

c 5x—3= —%x - %
5ix=2%
x= % en daaruit volgt y = —%, dus de codrdinaten van M zijn (% i %)

d De richtingscoéfficiént van 4Cis —1 en het midden is (0, —1).
De middelloodlijn van 4 C heeft de vergelijking y = x— 1.
Punt M invullen geeft —%— = % — 1, dit klopt dus punt M ligt op de
middelloodlijn van AC.

o an= T (1= = 2}
= L=+ (11T = o]
= {1=3]+ [h='= fa}

f Omdat de afstand van M tot elk hoekpunt hetzelfde is, kun je een cirkel
tekenen met middelpunt M die door 4, Ben C gaat.

42 a x+2y:6dus2y=—x+6eny=—%x+3.

b ar=Ao - = e e -

1
Ex
BP=(x-9P+(-3x+3-6)] =x-9p+(-1x

c \}(x— 34+ (—%x— 5)2= \}(x—9)2+ (—%x— 3)2
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d XZ—6x+9+ix+5x+25=x7— 18x + 81 +522+3x+9
—6x +5x+25=—-18x+ 8] +3x
14x =56
x=4

e y= —%-4+ 3= 1. De coordinaten zijn P(4, 1).

43 a b

“~ H ' P

X

-10-9 -8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 7 8
-1

¢ PuntV:x=6dusy= % + 6 + 4 = 6. De codrdinaten van ¥ zijn (6, 6).

Punt H: y=1dus 1 = %x + 4 waaruit volgt %x =-3,dusx=-9.
De codrdinaten van H zijn (=9, 1).
d HV=1(6--9)7+ (6~ 1)> =250 = 5y10.
e De oppervlakte van AHPV = % cHP-PV= % “15-5= 37%
f De oppervlakte van A HPV is ook gelijk aan % s HV-d(P,]).
1« HV - d(P,1) = 375 ofwel HV - d(P,]) =75, dus
75 75 15
d(P,l)= =—=14I0.

HV 510 10

038 a Voor de codrdinaten van Q geldt x=6en y = —% 6+ 2% = %
PO=7-1=62
b Omdat PQ niet loodrecht op / staat.
Met het lijnstuk S, waarbij § het snijpunt is van / met de loodlijn vit P op
d De richtingscoéfficiént van de loodlijn is 3, want 3 - —% =-1.
Een vergelijking van de loodlijn is y = 3x + 5.
P(6,7)invullen geeft 7=3-6+ b, dush=—11.
Een vergelijking van de loodlijn is y = 3x — 11.
e —3x+2i=3x-11

—3t=-13t
x=4eny=3-4-11=1,dus S4,1).

f PS=(4-6)+(1—7)=140=2y10.

Die afstand is PS = Z\IE.

h Herleid x —4y=-16tot —4y=—-x—16en tot y = Jlfx +4.
De richtingscoétficiént van de loodlijn is —4., want —4 - % =-1.
Een vergelijking van de loodlijn is y = —4x + b.

R(6, =3) invullen geeft —3=—-4-6+ h,dus h = 21.

Een vergelijking van de loodlijn is y = —4x + 21.

Het snijpunt van deze loodlijn met lijn m berekenen geeft
Ix+d4=—4x+21

4x=17

x=4deny=-4-4+21=35, het snijpunt is (4, 5).

De afstand van punt R(6, —3) tot de lijn m is dan

(4 -6+ (5 - =312 =68 = 2\17.
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041 a

ue

u10

7--5 12

De richtingscoéfficiént van AB is =2

Een vergelijking is y = —2x + b.

A(2, —5) invullen geeft -5=-2-2+p,dus b= —1.

Een vergelijking van de lijn ABis y = —2x — 1.
x=t@+-4)=-leny=1(-5+7)=1dus M(-1, 1).

De richtingscoéfficiént van k is %, want % =2=-1.

Een vergelijking is y = %x + b,

M(~1, 1) invullen geeft 1 =1- -1+ b, dus b= 13

Een vergelijking van kis y = %x + 1%

Kies bijvoorbeeld (7, 5) (dit punt ligt op & want 5 = % # b 1%)

AP =722+ (5 -52=+125

BP=(7- -4+ (5-T7)2=+125
dus AP = BP=4125=5{5

B2

Manier l:x o P . b
Herleid , —+==1tot—-=—+1lentot y=——x+b.
a b h a a
a
De loodlijn uit O op / heeft dan richtingscoéfficiént —, want het product van

b
D . —b e
de richtingscoéfficiénten % e —1. En de vergelijking is y = %x

Het snijpunt van / en de loodlijn op / berekenen.
b
g-x ==X + b (vermenigvuldigen met a * b)
a?x = —bix + ab® of (& + b%)x = ab?, dus x =
_a_ _a_ ab _ ab
VIR 2t 2+
ab’ )2 ( a’h

ab?
&+ B

& 2 \)a2b4 +a'h?
at+ B 4 ik

De gevraagde afstand is \j ( @R

b >+ b))  Na*: ab

(@®+ b2 \/a2+ p? B \jaz B
Manier 2:
Noem de snijpunten van / met de assen 4 en B en die met de loodlijn S.
De oppervlakte van AOARB is % c0A-0OB= %ab.
De oppervlakte van AOQAB is ook gelijk aan % - AB- OS, dus
lab=1-4B- 0S.
Verder geldt AB> = a®> + b2, dus AB = \a> + b2
Hieruit volgt % -\’ + b 0S = %ab, dusd=0S=

ab

Ya?+ B>

Herleid 4x + 3y =33 tot 3y = —4x + 33 en tot y = —%x +11.

Lijn k snijdt de y-as in (0, 11).

De richtingscoétficiént van /is % en / gaat door (0, 11).

Een vergelijking van /1s y = %x 1L,

De richtingscoétficiént van /is % .Vanaf (0, 11) 4 naar rechts en 3 omhoog is
een afstand 5 (de bekende 3.4,5 driehoek).

Dus 6 naar rechts en 4% omhoog is een afstand 7%

Dit geldt ook voor 6 naar links en 4511— omlaag.

De gevraagde punten zijn A(—6, 6%) en B((), 15%).
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4.6 Gemengde opdrachten

44 a Alsje (4, 3) substitueert in /_ krijgje 3 =m(4 —4) + 3 ofwel 3=m -0+ 3, en
dat klopt voor elke waarde van m.
b (0, 1) substitueren geeft 1 =m(0 —4) + 3, dus —dm=-2enm= %
(0, 8) substitueren geeft 8 =m(0 —4)+ 3, dus —4dm=S5Senm= —1}—1
[, snijdt de y-as tussen (0, 1) en (0, 8) als —li <m< %
¢ (1, 0)substitueren geeft 0 =m(1 —4) +3dus —3m=-3enm=1
(8, 0) substitueren geeft 0 =m(8 —4)+ 3dusdm=-3enm=— 3
De lijn moet steiler stijgen dan een lijn met richtingscoéfficiént 1 of steiler

dalen dan een lijn met richtingscoéfficiént — %, dusm>1lof m< —%

S

45 a AB=\(1--32+(-2—-1) =417
BC=4(6-1)2+(8--2)2=1125=5{5
AC=(6— =30+ (8- —1P=+162=%2

1
b De richtingscoéfficiént van zijde AB = R = —%

De hoek van zijde 4B met de x-as is tan“l(ﬁ) =14,036...°
De richtingscoéfficiént van zijde BC = 15—0 =2

De hoek van zijde BC met de x-as is tan™!(2) = 63,434...°
De richtingscoéfficiént van zijde AC = % =1.

De hoek van zijde 4C met de x-as is tan~'(1) = 45°.
ZA=45+14,036...=59°, ZC=63,434... —45= 18° dus
ZB=180-59—-18=103°.

¢ Een vergelijking vande lijn AC1s y = x + b.
C(6, 8) substitueren geeft 8 =6+ b, dus b = 2.
Een vergelijking van ACis y = x + 2.
De loodlijn vit B op AC heeft vergelijking y = —x + b.
B(1, —2) substitueren geeft -2 =—1+h,dus h=—1.
Een vergelijking van deze loodlijn is y = —x — 1.
Deze loodlijn snijden met AC geeft x +2=—-x—1
2x=—3dusx=—1%eny:—1%+2=%

Het snijpunt is S(— 1%, %)

De gevraagde afstand d(B.4C) =d(B,S) = \j(-l% = 1)2 + (% = —2)2 = 12%

46 a Een vergelijking van kis y = %x + 1. De lijnen / en m zijn evenwijdig, dus
re=re, = —%. Een vergelijking van /is y = —%x +4.
m ligt twee eenheden hoger dus een vergelijking van m is y = —%x + 6.
b De hoeken met de x-as zijn tan‘l(%) =26,565...° en ta.n"l(%) =33,690...°
Z(k,l)=26,565... +33,690... = 60°.
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¢ Een vergelijking van de loodlijn uit punt (0, 4) opmis y = I%x +4.
Het snijpunt van deze loodlijn met m geeft
Hx+a=-2r+6

2ix=2
x=%eny= 1%-%+4=515—3
d(/,m) is de afstand tussen de punten (0, 4) en (E 5 15—3)

13>
ditom)y=\(2) + (53 -4 =17

47 a Substitueer de vergelijking van m, : y = x — 6 in de vergelijking van /

Sx—2(x—6)=3

Sx—=2x+12=3

3x=-9,dusx=-3en y=-3-6=-9,

Het snijpunt is (=3, —9).

b Substitueer de vergelijking van m, : y = gx — 6 in de vergelijking van /,

Sx—=2(gx—6)=p
Sx—2qx+12=p
5-2¢)x=p-12
Als het stelsel afhankelijk is, moet geldendat 5—2¢g=0en p—12=0.
Daaruit volgt g = 2% en p=12.
Als het stelsel strijdig is, moet geldendat 5—2g=0en p—12#0,dus ¢ = 2%
en p#12.
Dat geldt in alle overige gevallen, dus als g # 2%

(a]

=8

Onderzoeksopdrachten

48 a Het middelpunt is M(0, 5) en de straal is 5.
b -
¢ De vergelijkingen van ky en /, zijn y=2x+ 10en y = —%x.
2x+ 10= —%x
Z%x =—10dusx=—-4eny=2+-—4+10=2. Het punt is A(—4, 2).
AM =42+ (5-2)>= 5, dus 4 ligt op de cirkel.
d mx+10= —%x

mx +%x =-10
(m + %)x =-10

=10 —10m 1 —10m 10
X=——FT=—F——eny=-—ju =

R e
—10m 10 )

De coordinaten van het snijpunt zijn S|———,
P ) m+ 1" m+1

s [Z10m (10 2 100w 100 100 o
C\m2H1) \m2+1 SRR (1?2 mr+]

10022 100 100(#> + 1)  25(m* +1)* _

m2+172 (m2+172 (P12 (mP+1)?

100m* + 100 — 100> — 100
(m2 + 1)
Dus MS = \/E = 5en S ligt voor elke waarde van m op de cirkel.

+ 25 ofwel 0 + 25 = 25.
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49 a Alsje punt 4 hebt gekozen, kun je punt C vinden door de loodlijn op de lijn
AD it D te snijden met de lijn door 4 en C, dus met de lijn m2.
Punt B vind je daarna door de lijnen door 4 en C die evenwijdig zijn met
CD respectievelijk 4D met elkaar te snijden.
b Dat punt is het snijpunt van de loodlijn uit D op m met lijn m.
In dat geval loopt de lijn door D en loodrecht op 4D evenwijdig met m, dus
is er geen snijpunt met m.
De loodlijn vit D op m heeft een vergelijking y = —x + 7.
x+l=—x+7
2x=6,dus x=3en p=3+1=4, het punt is (3, 4).

Samenvatting

S1 Eén oplossing, dan snijden de lijnen elkaar.
Geen oplossing, dan zijn de lijnen evenwijdig.
Oneindig veel oplossingen, dan vallen de lijnen samen.

52 Stel de richtingscoéfficiént van lijn m is p.
Dan geldt % + p = —1 en daaruit volgt p = —% = —1% ;s

S3 a De richtingscoéfficiént van k is 10 = —2%, dus een vergelijking is
y= —Z%x + b. 4
Invullen van (3, —2) geeft =2 = —2% *3+bh,dush= 5%
Een vergelijking van kis y = —Z%x + 5% 2 . 3
Deze kun je ook schrijven als 2y + 5x =1l enals —+-—=1.

25 53
b De snijpunten met de assen zijn gegeven, dus een vergelijking van /is
%+ _15= 1. Deze kun je ook schrijven als 5x — 7y =35enals y = %x =5

¢ De lijn m is verticaal, de vergelijking is x = 3 of % =1.

; Ix—2y=7
S4 a Vulp=2eng=1in, datgeeft{_x+4y: v
vermenigvuldigen van de onderste vergelijking met 3 geeft
{ 3Ix—2y=7
—3x+12y=3
_— +

10y =10 geeft y = 1.

—x+4-1= =3,
x+4-1=1,dusx=3 { S =

b Vermenigvuldig van de onderste vergelijking met 3 geeft
—3x+ 12y =3g

Optellen geeft (12 —p)y =3¢+ 7.
Als het stelsel strijdig is, moet gelden 12— p=0en3g+7#0,dus p=12en
q# —2%

¢ Als het stelsel afhankelijk is, moet gelden 12 —p=0en 3¢+ 7 =0, dus
p=12eng= —2%
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S1<] Herleid de vergelijking van / tot 3y = =2x + 4 en tot y = —%x + 5;5.
Herleid de vergelijking van m tot =2y =—x+ 17 entot y = %x = 8%.
Voor de hoek die k met de x-as maakt geldt tan(o) = 3 dus o0 = 71,565...°.
Voor de hoek die / met de x-as maakt geldt tan(B) = % dus f =33,690...°

Voor de hoek die m met de x-as maakt geldt tan(y) = % dusy =26,565...°
Lk, I)=180 — 71,565... — 33,690... = 75°
L(k,m)=T71,565... — 26,565... = 45°

Sé Je kunt de vergelijking van m herleiden tot =3y = —2x+ 7 of p=2x — 2%
Derc; = % , dus de reg, i = —% = —1% en de vergelijking is y = —15x + b.

P (1,3)invullen: 3= —13+ 1 + b, dus b= 41

Een vergelijking van de loodlijn is y = —I%x + 4%

ST PO=V2--57+(5-12=49 + 16 =65

S8 a Je kunt de vergelijking van / herleiden tot 2y = —x — 4 of y = —%x -2
Een loodlijn op / heeft een vergelijking y = 2x + b.
P(1, 5)invullen geeft 5=2-1+5h, dush=3.
Een vergelijking van de loodlijn is y = 2x + 3.
Het snijpunt van deze loodlijn met / berekenen
2x+3= —%x ~2
Z%x =-=5dusx=-2en y=2--2+3=—1, het snijpunt is S(-2, —1).

d(P,0) = d(P,S) = V(-2 — 1) + (—1 — 5)2 = 45 = 35.
b Kies een punt op m, bijvoorbeeld punt O(0, 8).
De loodlijn door @ op I heeft als vergelijking y = 2x + 8.
Het snijpunt van deze loodlijn met / berekenen
2x+8= —%x ~2
Z%x =—10dusx=—4en y=2-—-4+8 =0, het snijpunt is S(—4,0).

d(l,m) = d(Q.8) = (4 = 012 + (0 — 8)2 = 80 = 45.

Test jezelf

T1 a De snijpunten van k met de assen zijn (2%, 0) en (0, 4).

Vul x = 0 in bij de vergelijking van [: 2+ 0 — 3y = 6 dit geeft y = 2.
Vul y = 01in bij de vergelijking van I 2x — 3 - 0 = 6 dit geeft x = 3.
De snijpunten van / met de assen zijn (3, 0) en (0, —2).

b Vermenigvuldigen van k links en rechts met 20 geeft 8x + 5y = 20.
Dit kun je weer herleiden tot 5y = —8x+20en y = —l%x + 4.

¢ Uit2x—3y=6volgt—-3y=-2x+6dusy = %x —2.
Door 2x — 3y = 6 links en recht door 6 te delen krijg je ? + _1—}2 =1.

d Een vergelijking vannis y = —l%x + b.
(5, 12) invullen geeft 12 = —1% *5+ b, dus b =20.
Een vergelijking van n is y = —I%x + 20.
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T4

T5 a

124

Lijnen

De richtingscoéfficiént van r is — I%, want —% . % =-1.
Een vergelijking van ris y = —I%x + b.

(3, —2) invullen geeft =2 = —15-3 + b, dus h = 23
Een vergelijking van ris y = —I%x + 2%

y—2x=-1 3x+2y+1=2
2x+4y=16 £ sopasp=sy
6x+4y=2
Sy=15dus y=3 -
+ e {—6x+15y=—21 .

x+2:3=8dusx=2 19y =-19 dus y = -1
—2x+5-—-1=-Tdusx=1
—2x+y=2 d “Ix+y=2
by—2x=6 3y—x=3
= — 2x+y=2
dx=—-4dusx=-1 {6_12—2x=6_
—1+2y=2dusy=11 ~5p=—4dusy="4

)
3-§=x+3dusx=—%

Substitueer de tweede vergelijking in de eerste
3x+4(-0,75x+4)=12

Ix—3x+16=12

0 - x =—4, dus het stelsel is strijdig.

Deze twee lijnen zijn evenwijdig.

De richtingscoéfficiént van /is 3, dus voor de hoek tussen /en de x-as geldt
tan(o) = 3, dus o0 = 71,565... = 72°.

De richtingscoéfficiént van m is — %, dus voor de hoek tussen m en de x-as
geldt tan(B) = 3, dus B = 33,690... = 34°.

De derde hoek van deze driehoek is 180 — 71,565... — 33,690... = 75°.

Herleid 4x — 10y = 158 tot =10y = —4x + 158 en tot y = %x = 15%

De loodlijn heeft een vergelijking y = —Z%x +b.

Invullen van P(1, 2) geeft 2 = —2% 1l+hdush= 4%

Een vergelijking van de loodlijn is y = —Z%x + 4%

Substitueren van de vergelijking van de loodlijn y = —Z%x + 4% in / geeft
4x—10(-2%x+41) =158

4x+ 25x —45=158

29x =203

x=17

y=-21-7+41=-13 dus het snijpunt is (7, - 13).
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T7 a

T8 a

19 a

Herleid /: 2x + 3y = 8% tot 3y =-2x+ 8% entoty= —%x + 2%
Een vergelijking van de loodlijn uit P op lis y = l%x + b.
P(1,0) invullen geeft 0 =111+, dush=—13

Een vergelijking van de loodlijn uit Pop /is y = I%x = 1%

Dit substitueren in / geeft 2x + 3(1%): - I%) = 8% ofwel 6%x =13enx=2.
v=1%-2- 11 =11 Deloodlijn uit 7 snijdt de lijn 7in punt S(2. 13).

d(P0y=dp.s)=y2 - 12 +(1L-0f =3k~ 1.8,

=5
De richtingscoéfficiént van PQ is T = —% en het midden is (5, —2%).
Een vergelijking van de middelloodlijn is y = I%x +b.

(5, —2%) invullen geeft —2% = l% 5+bhdush= —10%
Een vergelijking van de middelloodlijn is y = I%x - IO;IWl

PO=\(-1-3)2+(4—-2)2=20=245.

-4
De richtingscoéfficiént van PQ is 3 = =2,dus y=—-2x+b.
(2,3) invullen geeft 3 =-2-2+h,dush=7en PQis y=—-2x+7.
De loodlijn op PQ uit de oorsprong heeft de vergelijking y = %x.
—2x+7= %x
—2%x=—7dusx=2geny=%-2

W

=1

o

De afstand van de oorsprong tot /is (2%)2 + (1%)2 =3,1.
Als een punt 4 op /ligt, kun je de codrdinaten uitdrukken als A(a, —2a + 7).

AR=\(@— -1+ (=2a+T——1)>=\(a+ 1>+ (~2a + 8= 10
@ +2a+1+4a>—32a+64=100

Sa2 — 30a +65=100

54> —30a—-35=0

a*—6a—T=0ofwel (a—T)a+1)=0,dusa=7of a=—-1.

De punten zijn (7, =7) en (-1, 9).

2x—3y=—4
2x+4y=10

=Ty=-14,dus y=2.
2x—3+2=—-4dus2x=2enx=1.
Herleid 2x — 3y =—-4tot —3y=-2x—4entot y = %x + 1%—.

Herleid x + 2y =5tot 2y =—x+5entot y = —%x + 2%.
De hoeken met de x-as zijn tan‘l(%) =33,690...° en tan‘l(%) =26,565...°
De hoek tussen de lijnen is 33,690... + 26,565... = 60°.

Voor deze punten geldt y =4 of y=—4.

4=3x—"Tgeeft3x=11 dusx=3%

—4=3x—"7geeft 3x=3dusx=1

De punten zijn (1, —4) en (3%, 4).

Deze punten liggen op de lijnen met vergelijking y = x of y=—x.
Beide substitueren in x + 2y = 8 geeft
x+2x=8dusx=2%0fx—2x=8dusx=—8

De punten zijn (2%, 2%) en (—8, —8).
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110 Stel eerst een vergelijking op van de loodlijn uit C op lijn /
Een vergelijking van deze loodlijn is y = l%x + b.

(3, 7) substitueren geeft 7 = 1% *3+b,dush=3.
Een vergelijking van de loodlijn uit Cop /is y = I%x + 3.
Het snijpunt van deze loodlijn met / berekenen

l3x+3=-3x+3
211—2x =0, dus x = 0 en het snijpunt is S(0, 3).
CS=43*+(7-3)=5.

183

opp.AABC =1+ AB-5dus AB=—"=171

2

Op lijn / ga je per 4 naar rechts 3 omlaag, en de lengte van zo’n stap is 5.
De afstand van A4 naar B is 7%, dus punt B ligt 6 naar rechts en 4% omlaag

ten opzichte van punt A. De codrdinaten van B zijn (—4 + 6,6 — 4%) ofwel B(Z, 1%)

Een vergelijking vannis y =5 %x — 9%

Extra oefening

E1 Je kunt y = %x — 7 herleiden tot —%x +y=Tof x—-2y=-14.
Je kunt 7x — 2y = 14 herleiden tot =2y = —7x + 14 of y = S%x = 7
En je kunt 7x — 2y = 14 ook herleiden tot 7x =2y + 14 of x = %y +2.

Je kunt 2x + 7y = 14 herleiden tot % + %z lenooktot7y=—-2x+140f y= —%x + 2.

Conclusie:

A en G horen bij dezelfde lijn

B. E en F horen bij dezelfde lijn.
C, D en H horen bij dezelfde lijn.

2y—3x=-8 4x — 6y =34
E2 a c

x+2y=12 x—6y=7
—4x=-20,dusx=5 3x=27,dusx=9
5+2y=12geefty=3% 2-9—3y=17geefty=%

b{4x—2y=6 3 {4x+HU=50
3x+2y=8+ 15x — 10y =45 "
Tx=14,dusx=2 19x =95, dusx=5
2+2—y=3geefty=1 3:5—-2y=9geefty=3
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E3 a

E4 a

ES

Eé a

EZ

Herleid x + 3y = 6 tot 3y=—x+6entoty:—%+2.

Voor de hoek tussen /en de x-as geldt tan(o) = % dus o =18.434... = 18°.
De richtingscoéfficiént van m is %

Voor de hoek tussen /en de x-as geldt tan(p) = % dus B =33,690... = 34°,
De hoek tussen /en m is 18,434... + 33,690... = 52°.

. y
Herleid_x—2+ ke 1 tot —3%x +2y=Tentot y= 1%x+ 3%
Herleid 4x+ 7y =14 tot 7y = —4x + 1d en tot y = —47x 49

Het product van de richtingscoéfficiénten is 1% ¢ —% = % ; —% =—1,dus/enm

staan loodrecht op elkaar.
Herleid 2x — 5y =3 tot -5y =—-2x+3entot y= %x—%
Een vergelijking van de loodlijn is y = —2%x + b, want —2% ; % =-1.

P(2, 3) substitueren in y = —Z%x + b geeft 3= —2% 2+ 5h,dus h=8.
Een vergelijking van de loodlijn is vy = —Z%x + 8.

AB=(-2-32+ (14 - 7)> =74

Herleid 7: 3x + 2y =44 tot 2y =—-3x +44 entot y = —I%x +22.

Een vergelijking van de loodlijn op /is y = %x + b, want % i —1% - =-1
P(=3, 7) substitueren geeft 7= % =3+ bh,dush=9.

Een vergelijking van de loodlijn door Pop lis y = %x +9.

Het snijpunt S berekenen van / met de loodlijn door P op /
—1%x+22=%x+9

—21y=-13
x=6eny=—15+6+22= 13, het snijpunt is S(6, 13).

d(P. 1) = d(P.S) = V(6 — =30 + (13 — 7> =+117.
14-2 12 _
—6-3 -9
(3, 2) substitueren geeft 2 = —% *3+h,dush=6enm:y= —%x + 6.

De richtingscoéfficiént van m is —g'-, dusm:y= —gﬁx +b.
Een vergelijking van de loodlijn op m is y = %x + b, want % . —;1 =-1.
Q(10, 1) substitueren geeft 1 = % 10+hdush= —6% eny= %x = 6%
Het snijpunt berekenen: —l%x +6= %x = 6% ofwel —16x + 72 =9x — 78

—25x=—150. Dit geeft x=6en y=—13- 6+ 6=-2.

Het snijpunt is (6, —2) en d(Q,m) = \(=2 — 12+ (6 — 10)2 = 5.

-1
rep=—= —%, dusrc, =3 Want—%- 3=-1
? a—12 a—12
re,, is ook gelijk aan — 3——10 ofwel 7

=3 ofwela—12=21 dusa = 33.

=12
Dit geeft a4
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E8 De richtingscoétficiént van zijde AC is B = —%, dus een vergelijking van
zijde ACis y = —%x + h. Punt A(—1, —1) invullen geeft —1 = —% - —1+hbdus
b= —1% en een vergelijking van zijde ACis y = —%x - 1%
De richtingscoéfficiént van de hoogtelijn uit B op zijde 4C is 3, dus een
vergelijking van deze hoogtelijn is y = 3x + b. Punt B(2, 5) invullen geeft
5=3-2+bh,dus b =—1 en een vergelijking van de hoogtelijn is y = 3x — 1.
Het snijpunt van deze hoogtelijn met zijde 4 C berekenen

—gx 11—3x—l

-1
_3§x—3

x——]%env 3- _Tﬁ_ 1 ——110, dus het snijpunt is S(—L = 1T36)'

10 °
De lengte van de hoogtelijn is d(B,S) = \j(——— = 2) (_Ii% = 5)2 =+44,1.

E9 a Herleid2x—y=1tot2x—1=yof y=2x—1.
Herleid x +2y=10tot 2y=—x+ 10 of y = —%x + 5.
Het product van de richtingscoéfficiénten van /en mis 2 - —% =—1,dusde
hoek tussen / en m is recht en de driehoek is daarom rechthoekig.
b Bereken de snijpunten van de drie lijnen lijnen.
2x -1= —%x +5

2 x—6

x= 2 eny——— 2 +5= 3 dus een sn1jpunt1sA(2%,3%)‘
2x—1——3x 5

S5x=-4

x= —% eny=2- —%— = —Z%dus een snijpunt is B (—%, —2%).
—Ix+5=-3x-35

21x=-10

x=—4eny=-3-—4-5="7duseen snijpunt is C (4,7).
aB=y(-1- 23 +(-22-3) =512 en

AC=1(-4- 22 +(7- 3% =512 de driehoek is dus gelijkbenig.
(BC is de zijde tegenover de rechte hoek en is dus langer dan 4Ben AC).

E10 a Herleid x — 3y =7 tot 3v——r+7entoty=3x 2—
FClooain = —3, dus een vergelijking van de loodlijn is y = —3x + b.
P(4, —1) substitueren geeft -1 =-3-4+ b, dush=11.
Een vergelijking van de loodlijn m is y = —3x + 11.
b Het snijpunt van / en m berekenen:

lx-21=-3x+11

3lx=131
x=4eny=-3+4+11=-1, dus het snijpunt is (4, —1).
Een stap van 1 naar rechts en 3 omlaag is een lengte \{E
De gevraagde puntten liggen dus vanaf (4, —1) 3 naar rechts en 9 omlaag of
3 naar links en 9 omhoog. Die punten zijn (7, —10) en (1, 8).
¢ De gevraagde lijnen zijn evenwijdig met / en gaan door (7, —10)
respectievelijk (1, 8).
Substitueer (7, —10) in y = Tx + b dus =10 =1+ 7 + b ofwel b= =125

Substitueer (1,8) in y = %x +bhdus8= l- 1+ b ofwel b= 7;

De vergelijkingen van de lijnen zijn y = 3x - 12 eny= % + 7%
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E12 a

De richtingscoéfficiént van k en van /is 3 en A(3, 5) ligt op k.
Een vergelijking van de loodlijn m uit A op /is y = —%x + b.
A(3, 5) substitueren geeft 5= —% *3+h,dush=6.

Een vergelijking van m is y = —%x + 6.

Berekenen van het snijpunt van deze loodlijn met / geeft
3x—(-tx+6)=24

3x—6=24

3x=30

x=9%eny= —% * 9+ 6 = 3, dus het tweede hoekpunt is B(9, 3).

Van A naar B is 6 naar rechts en 2 omlaag.

De punten Cen D vind je door van B en van 4 2 naar rechts en 6 omhoog te
gaan. Daaruit volgt C(11, 9) en D(5, 11).

Een vergelijking van n is y = —%x + b.

D(5, 11) substitueren geeft 11 = —% “5+b,dush= 12%

Een vergelijking van nis y = —%x + 12%

-4
rC = T = —I%. Een vergelijking is y = —1%)5 +b.

A(—1, 5) substitueren geeft 5 = —1% —1+bh dush= 3% en/:y= —I%x + 3%
FCue = §= % Een vergelijking is y = %x + b.

B(2, 1) substitueren geeft 1 = % *2+b,dush=0enm:y= %x.

Voor de hoek die / maakt met de x-as geldt tan(o) = 1% dus oo = 53,130...°

Voor de hoek die m maakt met de x-as geldt tan(B) = % dusf =26,565...°
De hoek tussen de lijnen / en m is 53,130... + 26,565... = 80°.

Het midden van 4B is (%, 3) en het midden van BC'is (4, 2).

De richtingscoéfficiénten van de middelloodlijnen van AB en BC zijn
respectievelijk % en —2.

De vergelijkingen zijn respectievelijk y = %x +hbeny=-2x+b.

Door substitueren van de middens van 4B en BC vind je de vergelijkingen
y=%x+2%eny=—2x+ 10.

De hoeken die de middelloodlijnen met de x-as maken volgen uit tan(a) =
en tan(f) = 2. De hoeken zijn 36,869...° en 63,434...°

De hoek tussen de middelloodlijnen is 180 — (36,869... + 63,434...) = 80°.
Dat is gelijk aan de hoek tussen AB en BC.

ENTH
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Vaardigheden 2

3215 12_3 1 L340
6 5 30 30 30 10 p p 2
7,221 2. 23 3 2w _6_ W
% 8% 3% 3% 3% C 4755720 1o
3.2 %6_ 6 [ 2 % _6b 3
13 5 65 65 5b 4a  20ab 10
3 3Xx7 _ 21 521,526
3 1_1x7_7d 37_7+7_7
3 3 2 3 2x 3+4+2x
— 4+ 2=t —-—=—+—=
X x 1 x X X
5x8+3 43 4 TIx 4 TIx—4
A 5i= = (ol ER B R
8 8 X X X X
B S4g=dy 200 B gty 2. ST
P P P P 3x  3x 3x 3x
5p 2 P_p%3 9
=0 e —= ==
3p 3 % %x3 r
36 36x7 252 2 pX3 I
7 22
S _8 2 5 _5X%_ 8 2
12p 12 3 9 4 T4x9 36 9
2p _2pX 4 Apxp 4P}
7 ! » pxp 2

—(a+5)—-3=—-a—-5-3=-a-38
(2v+3)Br+8)=—617—16v+9v+24=—6v>— Ty + 24
P+ -3)=p*-3pP°+2p-6

Gh—2)(2H — 4) = 613 — 12h— 412 + 8 = 61* — 42— 121+ 8
(%n+4)(%n—8)=%n2—4n+2n—32=in2—2n—32
17U+ 5) + 6u = —51u — 85 + 6u = —45u — 85
(2p+4)(8—3p*)=16p—6p> + 32— 12p?

~5,7(3,5x + 6,2) = —19,95x — 35,34

Ch+D2h+1)=4R2+4h+1 e 5+p)(5-p)=25-p°

(w = 9)(w —9) = w2 — 18w + 81 f (Qe—3)Q2e+3)=4e2—9
(p+4y=p*+8p+16 g (5—9P=25-10g+¢4
(r—42=r>—8r+16 h (v—%)(v—%)=v2—%v+%
(p+5P¢=p*+10p+25 f (Gu-—0,57=9%7"-3u+025
Qv—4R =42 = 16v+16 g (br+2)f=1r+2r+4

(b +5)b—5)=h>=25 h (02— 5)(p2+5)=p*—25
(Bx—6)(3x +6)=9x2—36 i x(x+1P=x(x?*+2x+1)=
Q21+ 3)E-T7)= X4+ 2x2 4 x

2B +312— 141-21 i (= e+ =x2— )
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(x+3P2=4x+2)+1
X+6x+9=4x+8+1
x2+2x=0
x(x+2)=0
x=0ofx+2=0
x=0of x=-2
(x+4)(x—4)=x(x+8)
x2=16=x>+ 8x
8x=-16

x=-2

3k =2(k + 5)
3k =2k + 10
k=10

(c+2)c—2)=5
=il =5
2=9
c=30ofc=-3

Vergelijking A en D kun je oplossen zonder eerst de haakjes weg te werken.

A (x+2)02x-8)=0
x+2=00f02x—-8=0
x=-2o0of x=40

D (x+7)2—-11=25
(x+7)>=36
x+7=60of x+7=-6
x=—-lof x=-13

B 2x—-52x+5)=24
4x2-25=24
4x2 =49
2x=Tof 2x=-7
x=3%0fx=—3%

C 2x+3P2+2x=3
42+ 12x+9+2x=3
4x2+ 14x+6=0
PEEETEHF=0

D=49-4-2-3=49 —24=25

_=T+25 -7+5
X = 4 = 4 =30l x
E (—4x+ )(dx+1)=17
=624 1= 17
—l6x2=16

x2=-1, dus geen oplossing.

© Noordhoff Uitgevers bv

_T-25_-7-5

2t+5P=14+2¢
22+ 10t +25)=14+2¢
2£2 420t + 50 =14+ 2¢
212+ 181+ 36=0
249+ 18=0
(t+3)ir+6)=0
t+3=00fr+6=0
t=-30of t=-6
(b-10)b+1)=12
h*—9h—-10=12
h2—9p—22=0
(b-11)b+2)=0
b—11=00f b+2=0
b=1lof h=-2

=-3
4 4
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10 a

11 a

12 a

13 a

Vaardigheden 2

F 6x(x—1)=1-5x
Gxt—bx=1—5x
6x’—x—1=0
D=(-1—-4-6--1=1+24=25
1425 145 o 1-425 1-5

—Lof
YT 2 29*" T 2 3

Als 3x + 6 = 15, dan kun je in de vergelijking 3x + 6 door 15 vervangen.
Dan staat er links en rechts hetzelfde, namelijk 15+ (x +4)=15-(x +4).
Als x —4 =0, dan kun je in de vergelijking x — 4 door 0 vervangen en staat
er (3x+6)-0=15-0 ofwel 0 =0 en dat is ook waar.
(Bx+6)(x—4)=15(x—-4)

3x+6=150f x—-4=0

3x=9of x=4

x=30fx=4

2x+5)(x-1)=3x-1)
2x+5=30fx—-1=0
2x=-2o0of x=1
x=-lofx=1
X’(2x - 9)=7x7
x2=00f2x—-9=7
x=0of 2x=16

x=0o0of x=8
(Bx—4)2x—=3)=(x+ 1)(2x—3)
3x—4=x+10f2x—-3=0
2x=50f2x=3
x=2 of x=1}

(5x +3)(x*—9)=7(5x + 3)
5x+3=00fx*-9=7
Sx=-3o0f x2=16
x=-lof x=4of x=—4

2-(x—4)2=1 ¢ (x+2P2-3-2xP=0
(x—4)2=1 (x+2)=(3 - 2x)?
x—4=1lof x—-4=-1 x+2=3-2x0of x+2=-3+2x
x=50fx=3 3x=1lof —x=-5
x=%0fx=5
(5x— 125)(x2 - 81)=0 d (0,5x+2)2-2x=20
Sx—125=00fx2—-81=0 0,25x2+2x+4—-2x=20
5x =125 of x2 =81 0252 =16
x=250f x=90f x=-9 x2=64
x=8of x=-8

2 +3x—-5=Tx+1

2x2—4x—-6=0

x2-2x—-3=0

(x=3)x+1)=0

x—3=0o0fx+1=0

x=3ofx=-1

De grafiek van fligt boven de grafiek van g op («, —1) L (3, —).

c flx)>g(x).

132
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14 a

15 a

(1-x)2=5

1-x=vy50f1-x=—5

x=1-5=-1240f x=1+5=3.24

Uit de grafiek blijkt g(x) < 5 voor 1 —y5<x <1 +4/5.
g0)=(1-02=12=Tenh(0)=(3-0+1)=12=1, klopt.

Dus het punt (1, 0) is een snijpunt van de grafieken.

Een kwadratische vergelijking heeft alleen één oplossing als de snijpunten
samenvallen, dat is hier niet het geval, dus moet er nog een snijpunt zijn.
Een kwadratische vergelijking heeft maximaal twee oplossingen.

Eerst het tweede snijpunt berekenen.

(1-xp=(tx+1)

l-x=ix+lofl-x=-tx-1

-13x=00f —1x=-2

x=0ofx=4

Het tweede snijpunt ligt bij x = 4.

Uit de grafiek blijkt dat i(x) > g(x) voor 0 < x <4,

k(x)=~4 - 2x

4—-2x20

2x<4

x <2, dus het domein is {«, 2] en het bereik is [0, —).

Invoer: y; =4x+3en y, =4 — 2x
Venster: —10sx<5en—5<y<8

x/\

Schets:

5

4

y
/:
| \
X
1T 2 3
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Vaardigheden 2

¢ h(x)=k(x)
4x+3=+4—-2x
(dx+3)2=4-2x
l6x2+24x+9=4-2x
16x2+26x+5=0
D=26"—4-16-5=356

—26 +1356
32
Uit de grafiek blijkt dat alleen x = —0,22 voldoet.
h(x) 2 k(x) voor —0,22 < x < 2.

==0,22 of x = =~—1,40

x:

—26 — /356
32

16 a Invoer: y, = en y, = 3.

_2x +5
Venster: —10<x<10en —10<y < 10.

Schets:

-

o bogs bpuspy

b Het domein van f'is ((—, —?.%)u(—Zl —>>.
2x+5
—12=3(2x+5)
—12=6x+15
6x=-27
x= —4%

Uit de grafiek blijkt £(x) < g(x) voor (e, 43 yu{-21 ).
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5 Afgeleide functies

Voorkennis

V1 a Formule B beschrijft een kwadratisch verband.
Formule C beschrijft een exponentieel verband.
b ¢ |4 B C

0 9 8|16

10 | 44 | 31(12.,04

20 [ 79 | 100 | 9,07

30 | 114 | 215| 6,83

¢ Bij formule 4 komt er per tijdseenheid steeds dezelfde hoeveelheid bij.
Bij formule B komt er per tijdseenheid steeds meer bij.
Bij formule C wordt de hoeveelheid elke tijdseenheid met 0,972
vermenigvuldigd. De hoeveelheid wordt steeds kleiner.

V2 a
900

800
700
600
500
400
300
200
100

0

t
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

b Als ¢t met 1 toeneemt, neemt 4 met 42 toe.
¢ 210:42 = 5; het verschil tussen de 7-waarden is 5.

V3 a y
14

12
10

8
5

4

2

=10 1 2 3 4 5 6 7 8 9

b De toename van de y-codrdinaat is 12 — 9 =3,
Het toename van de x-codrdinaat is 8 — 4 = 4.
De richtingscoéfficiént is %, dus y= %x + h.

Punt 4(4,9) substitueren geeft 9 = % *4+h,dush=9-3=6.

Een vergelijking van /is y = %x + 6.
¢ Lijn m heeft ook richtingscoéfficiént %. Het startgetal h = 2, want m snijdt de
y-as in (0, 2). Een vergelijking van m is y = %x + 2.
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Afgeleide functies

v =2(0,6x — 3) geeft y = 1,2x — 6, dus de richtingscoéfficiént van /is 1,2.
Het startgetal b = 12, want / snijdt de y-as in (0, 12).

Een vergelijking van /is y = 1,2x + 12.

Voor m geldt y = —0,4x + b. Invullen van de co6rdinaten van (22, 14) geeft
14=-04+22+h,dush =14+ 8,8=12238.

Een vergelijking van m is y = —0,4x + 22 8.

Voor / geldt y = 4x + b. Invullen van de co6rdinaten van (1, 4) geeft
4=4-1+bh,dus h=0. Een vergelijking van /is y = 4x.

m heeft ook richtingscoéfficiént —% dusy=- %x + b.

Invullen van de coérdinaten van (6, —7) geeft =7 = —% *6+ b, dus

b= -7+ 4 =-3. Een vergelijking van m is y = —%-x -3,

De toename van de y-codrdinaat is —4 — 5 = —9 en de toename van de
x-codrdinaat is 5 — 2 = 3. De richtingscoéfficiént is _3—9 = =3, dus voor n geldt
y==3x+ b. Invullen van de codrdinaten van (2, 5) geeft 5=-3-2 + b, dus
b=5+46=11. Een vergelijking van nis y = —3x + 11.

De toename van de y-codrdinaat is 0 — 3 = —3 en de toename van de
x-codrdinaat is —12 — 3 = —15. De richtingscoéfficiént is :—135 = % dus

voor k geldt y = %x + h. Invullen van de codrdinaten van (—12, 0) geeft

0= é =12+ b, dush=0+ 2% = 2%. Een vergelijking van kis y = %x + 2%

De grafiek van f gaat door de punten (0, 8) en (4, 2).

De toename van de y-codrdinaat is 2 — 8 = —6.

De toename van de x-codrdinaat is 4 — 0 = 4.

De richtingscoéfficiént a = —76 = —1% en het startgetal » = 8, want de grafiek
snijdt de y-as in (0, 8). Dus f(x) = —15x + 8.

De grafiek van de functie g gaat door de punten (0, 2) en (5, 5).

De toename van de y-codrdinaat is 5 — 2 = 3.

De toename van de x-codrdinaatis 5—0= 5.

De richtingscoéfficiént ¢ = % en het startgetal b = 2, want de grafiek snijdt de
y-as in punt (0, 2). Dus g(x) = %x H 2

De grafiek van de functie /& gaat door de punten (0, 100) en (20, 40).
De toename van de y-codrdinaat is 40 — 100 = —60.

De toename van de x-codrdinaat is 20 — 0 = 20.

De richtingscoéfficiént a = -2—%0 = —3 en het startgetal » = 100, want de
grafiek snijdt de y-as in punt (0, 100). Dus A(x) = —=3x + 100

De grafiek van de functie k gaat door de punten (5, 40) en (30, 100).
De toename van de y-codrdinaat is 100 — 40 = 60.

De toename van de x-codrdinaat is 30 — 5 = 25.

De richtingscoéfficiént a = g—g = 2%. Dus k(x) = Z%x +b.

Invullen van de codrdinaten van (5, 40) geeft 40 = 2% *5+bh, dus
b=40 - 12=28. Dus k(x) =2%x + 28.

y=(x2=2)(x3+3) ¢ p=(xF+ 223 - 243

y=x’—-2x*+3x2-6 y=x8=2x"+2x° — 4x*
= a8 = 4t

y=(x°—5)? d y=(3xb—-4)6xX+4)

y=0(>-5)(’-95) y=18x"+12x%—24x* - 16

y=x0—-5x%-5x%+25
p=x10—-10x%+25

Hoofdstuk 5 Afgeleide functies
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e y=x(x?+12=x(x2+1)(x2+1) f y=(x+D(x+2)(x—2)

y=xlat +ad 224 1) =Gt Dt —20+ 2 —4)
y=x(x*+2x*+1) y=@x+1)x2-4)
yE2 520 b E y=x3—4x+x2-4

yExs @ -de—4

5.1 Gemiddelde toename en helling

intro 120 km/h is 2 km/min. Rijd je met de maximum toegestane snelheid, dan
doe je dus één minuut over dat traject van 2 km. Doe je er 55 seconden over,
dan heb je te hard gereden. Doe je er 65 seconden over, dan is je gemiddelde
snelheid over dat traject minder dan 120 km/h.

1 a De grafiek loopt tussen ¢ = 30 en 7 = 40 steiler dan tussen = 5 en ¢ = 20,

dus tussen £ = 30 en 7 = 40 is de gemiddelde snelheid groter.

Als Jurjen met constante snelheid had gereden, was de grafiek een rechte

s . _ 5(30) - s(15) _

¢ De gemiddelde snelheid tussen r = 15en ¢ = 30 is ~30-15 =0,70875 km/min
en dat 1s 0,70875 x 60 = 42,5 km/uur.

o

2 a Alsx=1isy=%'12=%enalsx=4isy=%-42=8.

De toename van y is 8—% = 7%
De gemiddelde toename van y is 7% :3=2

o
=

B —

toename van y i

De helling van de lijn door 4 en Bis = 2%

toenamevanx 3
De helling van de lijn door 4 en B is gelijk aan de gemiddelde toename van
vy over het interval [1, 4].

c Alsx=—2isy=%'(—2)2=2enalsx=2isy=%°22=2.
De toename van y op het interval [-2,2]is2—-2=10.
De gemiddelde toename van vy op [—2, 2] is dan ook 0.

As _ 5(45)— s(30) _ 28,24875 — 14,58

3 = 0,91
At 45 -130 15
As _s(10)—s(9) 1,78 —1,444878
At 10-9 1 = 0,335
In de tiende minuut is zijn gemiddelde snelheid 0.335 km/min.
1
4 ng(dr)—f(l):l—ﬁz:_l;

Ax 4-1 3 4
De gemiddelde toename is — 1%
LAY _f10-/2) _4-4
Ax 10-2 8
Het differentiequotiént is gelijk aan 0.

=0
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De grafiek is symmetrisch rond de lijn x = 6, dus bijvoorbeeld het interval
[5, 71, [4, 8] of [1, 11].

Ay _f5)=f(1) 15—~

= 4. Het differentiequotiént is gelijk aan 4.

Ax 5-1 4
Ay _f(1LS)=f(=3) _1--17 _ | |
Ao [T - = 45 = 4. De gemiddelde toename is 4.

De functie f'is een lineaire functie, dus de grafiek van f'is een rechte lijn.
De gemiddelde toename is dan over elk interval hetzelfde.

Beide fietsers hebben de afstand van 45 km in 3 uur afgelegd, dus is voor
beide fietsers de gemiddelde snelheid 45 : 3 =15 km/h.

interval | gem. snelheid | A B
[1, 2] 5(2) —s(1) 30—15:15 36— 21 _ 15
| 1 1
1;1.5 = — -
[1;1.5] | s(1.5)—s(1) |22,5-15 gy 29,25 -21 =165
0.5 0.5 0.5
[1;1,1] | s(1,1)—s(1) |16,5—15 BTl
1 0.1 B 01 17,7
[1; 1,017 | s(1,01)—s(1) [1515—15 21,0797 =21
1 0,01 12 0.01 = L

De grafiek van fietser 4 is een rechte lijn, dus hij heeft een constante
snelheid.

Het laatste antwoord bij opdracht b geeft de beste benadering van de
snelheid op tijdstip £ = 1.

Deze snelheid zal 18 km/h zijn.

Het differentiequotiént over [2; 2,001] is
Ay _f(2,001) - f(2) 6.00075 -6

Ax  2001-2 0,001

De helling in (2, 6) is ongeveer 0,75.
Het differentiequotiént over [—1; —0,999] is
ng(—0,999) - /(=1 3 3,0015-3 — 15
Ax —0,999 — -1 0,001 ’
De helling in (=1, 3) is ongeveer 1,5.

Het differentiequotiént over [7; 7,001] is
ﬁ_f(’l,OOl) = f(7) ~9,0005-9 _ 5
Ax  7,001-7 0001
De helling in (7, 9) is ongeveer 0,5.

=0,75
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8 a Opr=2iss=36
Op t=2,0011is s =36,011997
As=36,011997 — 36 = 0,011997
As_ 0,011997
At 0,001

b Optr=3iss=45

Op t = 3,001 is s = 45,005 997
As =45,005997 — 45 = 0,005997
As 0,005997

e W = 5,997, dus de snelheid op ¢ = 3 is ongeveer 6 km/uur.

= 11,997, dus de snelheid op ¢ = 2 is ongeveer 12 km/uur.

04 a

b Jﬁzﬁzleny:\k_)::;
[

Ay=3-1=2

Ay_
Ax F—~1 4

De helling van de lijn is ook o1 4

f Ax=4-1=3enAy=\4-1=2-1=1
Ay
Ax 3

B

07 a Ay=f(2,001)-f(2)=
=2,0017 — 22 =4,004001 — 4 = 0,004 001
Ay 0,004001
Ax 0,001
¢ De helling van de grafiek is ongeveer 4.
d Ay=/(-1999)-f(-2)=
=(=1,999)> — (=2)>=3,996001 — 4 = —0,003 999
Ay —0,003999
—=——=-3999
Ax 0,001
De helling van de grafiek is ongeveer —4.
f Ay=/(3.001)-f(3) =
= 3,001 - 32=9,006001 — 9 =0,006001
A_y: 0,006001 — 6,00
Ax 0,001
De helling van de grafiek is ongeveer 6.

= 4,001

1
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U1 Het differentiequotiént over het interval [4, p] is
Ay _[)-f@) _p-16_ (@+4Hp-4) _
Ax p-4  p-4  p-4
Het differentiequotiént over het interval [1, 4] is
Ay _/@-fH_16-1_,

p+4.

Ax 4-1 3
p+4=2x5=10
p=6

U2 a Het differentiequotiént over het interval [3, 4] is
Ay f@-f@)_ 2022
Ax 4-3 1
Het differentiequotiént over het interval [2, 3] is
Ay _fB)-f2)_ 22-22 _4
A~ 3-2 1
Klopt, 8 =2 x 4.

b Het differentiequotiént over het interval [p, p + 1] is
Ay _flo+D)—flp) 271 =2
Ax ptl-p B 1 B
Het differentiequotiént over het interval [p + 1, p +2] is
& _forD—fp+) 2= . .

Ax (@+2)—-(@+1 1
2027 =2y =21 7t — 21 P = Pt oP* Kot

5.2 Helling van een grafiek

intro De helling van de glijbaan is steiler bij de nummers 5 en 6.

=8

2P

De helling van de glijbaan is ongeveer gelijk aan de helling van lijn 4B bij
de nummers 4 en 7.

9 a f(3+Ax)=(3+Ax)
=3+ Ax)(3+Ax)
=3242-3-Ax+ (Ax)?
=9+ 6 Ax + (Ax)?
b Ay=fB+Ax)—f(3)=9+6:-Ax+(Ax)>—9=6+Ax+ (Ax)’

Ay 6+ Ax+ (Ax)

Ax Ax

Ay  6-Ax (Ax)?

i 4+ —=6+

Ax Ax Ax bt A%

d Als Ax steeds kleiner genomen wordt, nadert 6 + Ax tot 6.

10 f(4)=48
f(4+Ax) =34+ Ax)> =3+ (16 + 8Ax + (Ax)?) = 48 + 24Ax + 3(Ax)?
Ay =48 + 24Ax + 3(Ax)? — 48 = 24Ax + 3(Ax)?

ﬁ _ F4+ Ax) - f(4) _ 24Ax + 3(Ax)? _ 24Ax . 3(Ax)?
Ax Ax Ax Ax Ax

=24 + 3Ax

d
Als Ax > 0is d—v = 24, dus de helling van de grafiek van fin het punt
X

(4, 48) is 24.

140 Hoofdstuk 5 Afgeleide functies © Noordhoff Uitgevers bv



11 a

12

13 a

f@)=3-32-7=-21

fB+A) =13 +Ax2-7=109+6-Ax+(AxP) -7
=41 +3 Ax+3(AxP-T=5(AxP+3-Ax-2]
Ar=/3+Av) - )= (AxP+3-ax 21— (-2}) =L ax2 +3-Ax

1 2
A 5 (Ax .
y:2( )+3 Ax:%Ax_i_S
Ax Ax Ax

dy
Als Ax — 01s d_ = 3, dus de exacte waarde van helling van de grafiek van f
X

in het punt (3, —2%) is 3.

d(yy)
dx
Gebruik de tabelfunctie met startwaarde —1 en stapgrootte 1.

Y1 Y2
3 1.5

42426 | 1.0607
5.1962 | 0.866
b 0.75
6.7082 | 0.6708
7.3485 | 0.6124
7.9373 | 0.5669
B.4853 | 0.5303
3 05

9.4868 | 0.4743

9.9499 | 04523

Invoer: y; =3yx+2en y, =

DDAV LW =D

x
n

-1

Invoer: y, = x* — 3x7%

d
Gebruik de optie s voor x = 1.
De helling is —3. 4
Invoer: y, = x*—3x%en y, = 3 -
x

Gebruik de tabelfunctie met startwaarde —4 en stapgrootte 1.

X=-4

In (—4, —112) en in (6, 108) is de helling 72.

In (0, 0) en (2, —4) is de helling 0.

De toppen van de grafiek van g zijn (0, 0) en (2, —4).

In de toppen is de raaklijn aan de grafiek horizontaal, dus is de helling 0.

© Noordhoff Uitgevers bv
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f(1)=3+12-12=3-12=-9, dus (1, —9) ligt op de grafiek van f.
y=6+1-15=-9 dus (1. —9) ligt ook op /.

Met je rekenmachine bereken je dat de helling van de grafiek in het punt
(1, —9) gelijk is aan 6.

De richtingscoéfficiént van de lijn is 6. dus dit komt overeen.

f(=1)=-9, dus het punt (=1, —9) ligt op de grafiek van f.

In de grafiek van f'zie je dat de gevraagde lijn het spiegelbeeld is van de lijn
door het punt (1, 9) bij spiegelen in de y-as. De helling van de lijn is dus —6.
De vergelijking is y = —6x — 15.

f(=1)=(-1P=6--1=T7eny=-8+—1—1=7, dus het punt (-1, 7) ligt
zowel op de grafiek van fals op de lijn.

f(-1+AxX)= (-1 +Ax)>— 6(-1 + Ax) =

1-2-Ax+(Ax) +6—-6-Ax=(Ax)>—8-Ax+7

Ay JEl=AR==D A =8 Ax+T=] [(Apf=8'Ay
Ax Ax - Ax B Ax -

Ax—38

dy
Als Ax > 01s é = —8, dus de helling van de grafiek in (—1, 7) is —8.

De richtingscoéfficiént van de lijn is ook —8, dus de lijn raakt aan de grafiek
van f.

FB+AX)=(3+Ax)P—6(3+Ax)=9+6-Ax+ (Ax)2— 18 =6+ Ax = (Ax)* = 9

Ay _fB+AY)-f(3) (A} -9-(=9) _(Ax) _A
Ax Ax a Ax T Ax o

d
Als Ax — 01s d—v =0, dus de helling van de grafiek in (3, =9) 1s 0.
x
De lijn y = =9 gaat ook door (0, —9) en heeft ook helling 0.
f(6)=1-62=18
f(6 + Ax) =3 (6 + Ax)?

=2 (36+ 12 Ax + (Ax))

=18+ 6+ Ax + 1 (Ax)?
Ap=f(6+Ax) = f(6) =18 + 6 Ax + 1 (Ax)> — I8 =6+ Ax + 1 (Ax)
Ay 6+Ax+3(Ax)?

=6+%Ax
Ax Ax
Cdy
AlsAx - 0,danis—=6
dx
De helling is 6.
f(H)=12+2-1=3eny=4-1-1=3, dusklopt.

De helling van / is de richtingscoéfficiént, dus 4.
Ay=f1+Ax)—f(D=(1+Ax)>+2(1+Ax)—3
=1+4+2-Ax+(Ax)?+2+2-Ax—3=4-Ax+ (Ax)?
Ay 4-Ax+(Ax)* 4-Ax  (Ax)?
Ax Ax T Ax " Ax

=4+ Ax

_dy
Als Ax — 0, danis—=4.
dx

Ja, want P ligt zowel op de lijn als op de parabool en beide hebben dezelfde
helling in P.

Hoofdstuk 5 Afgeleide functies
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U3 a 2+Ax)2=4+4-Ax+ (Ax)?
b (2+Ax)*=(2+Ax)(2+ Ax)?
=24+ Ax)(4+4-Ax+ (Ax)?)
=8+8:Ax+2:(Ax)?+ 4+ Ax + 4+ (Ax)* + (Ax)?
=8+12-Ax+ 6+ (Ax)* + (Ax)®
Ay 8+12+Ax+6+(Ax)*+(Ax)*—8 12+Ax+6+(Ax)* + (Ax)}

¢ E_ Ax Ax

=12+ 6+ Ax+ (Ax)
d
Als Ax — 0, dan is d_v = 12. De helling van de grafiek in Pis 12.
X
d De grafiek is puntsymmetrisch in O(0, 0). De helling in (-2, —8) is ook 12.

5.3 De afgeleide functie

intro De grafiek van f heeft helling 25 in het punt met x-codrdinaat 5.
De grafiek van g heeft helling 125 in het punt met x-codrdinaat 5.

16 a x | f(x) |helling
0 0 0
1 1
2 4 4
3 9 6

b De helling is steeds twee keer zo groot als de x-codrdinaat. Een formule
waarmee je de helling /2 van de grafiek van fkunt berekenen, is 1 = 2x.

17 a fla+ Ax)=(a+ Ax)
= (a+t Ax)(a + Ax)
= a2+ 2a- Ax + (Ax)?

b ¢
Ay flatAx)—fla) @ +2a+Ax+(Ax)'—da> 2a+Ax+(Ax)
Ax Ax B Ax B Ax
2a-Ax  (Ax)?
= 4+ —-= +
Ax Ax 2a + Ax

d
d Als Ax — 0, dan nadert het differentiequotiént d_y naar 2a, dus is de helling
X

van de grafiek van fin het punt P(a, a°) gelijk aan 2a.

18  f/(x)=2x, dus de helling in (+3, 3) is /"(\3) = 243.
De helling in (—% ,%) is f’(—%) =7. _% =_1.

19 a De grafiek bij de formule is een rechte lijn met richtingscoéfficiént —%,
dy

dus —=—
ude

b De grafick van g is een horizontale lijn met helling 0, dus g’(x) = 0.

b=
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21 a

22 a

23

019 a
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Ay (a+Ax)P-d

Ax Ax
Ay a(a+ Ax)’ + Ax(a + Ax)? — &
Ax Ax
_ala+Ax)? —a* + Ax(a + Ax)? _ a((a + Ax)? — @) N Ax(a + Ax)?
Ax Ax Ax
a+Axy —a*
=a'%+(ar+Ax)2
Ax
(a+An)s—a>
Als Ax — 0, nadert A, haar 2a en (a + Ax)’ naar a’.
X

Ay
K nadert dan naar @ * 2a + a@* = 3a°. Dus g’(x) = 3x%.
%

Ay (a+Ax)*—a*  ala+ Ax)*+ Ax(a + Ax)} — o

Ax Ax Ax
@A) ~at - Ada ¥ Ax)?  afli AR — &)+ # R
a Ax B Ax
_a((a+Ax) —ad) . Ax(a + Ax)}
Bl Ax Ax
(a+Ax)} -
=q————— + (a + Ax)?
Ax
(@ +Axy —a?
Als Ax — 0, nadert A, haar 3a’ en (a + Ax)® naar &’.
%

Ay
A—‘ nadert dan naar a - 3a% + & = 443, dus f7(x) = 4x3.

o
&' (x) = 10x"
f(x)=5x%en g'(x) = 6x7

f/(1)=5-1%*=5, dus de helling van de grafiek van fin punt (1, 1) is 5.
¢’ (1)=6-1°= 6, dus de helling van de grafiek van g in punt (1, 1) is 6.
Er moet gelden f"(x) = 80.

Sx*=80
x*=16
x=20of x=-2

In (2, 32) en in (=2, —32) is de helling van de grafiek van f'gelijk aan 80.

Er moet gelden 0 < f/(x) <2
S(x) =7
f(x) > 0 geeft 7x0> 0 ofwel x°> 0, dus x#0

v 6 § = 2 62 62
F(x) < 2 geeft 7x" < 2 ofwel x <3,dus—\/;<x<\/;
Combineren van bovenstaande antwoorden geeft als oplossing
—-0,8l1<x<0en0<x<0,81.

PLs

54 -3 -2 10| 1 2 3 4 5
— |

-2

Hoofdstuk 5 Afgeleide functies © Noordhoff Uitgevers bv



o

De helling is %

De helling is %

De helling is in elk punt %

F=5

Zie grafiek bij opdracht a.

De helling is 0, in elk punt is de helling 0, g’(x) = 0.

- 0o o n

022 a g'(x)=4x°
b g(2)=2*=16,dus y=16.
c 2(2)=4-23=4-8=32, dus de helling in 4(2, 16) is 32.

Us  fi(x)=2xeng'(x)=3x"
F7(x) = g'(x) ofwel 2x = 3x2
x=0o0f 2=13x

2

x=00fx=§

De helling is '(%) =2- % = 1% (controle: g’(%) =3- (%)2 =3- g = 1% klopt).

US a f'(x)=2x
De richtingscoéfficiént van de raaklijn /in P(2, 4) is f'(2) = 4.
Het snijpunt van / met de y-as vind je door vanuit P twee naar links te gaan
en 2 -4 = 8 naar beneden. Dan kom je in het punt (0, —4).
b De richtingscoéfficiént van de raaklijn /in P(p, p?)is f'(p) = 2p.
Het snijpunt van / met de y-as vind je door vanuit P p naar links te gaan en
p+2p = 2p* naar beneden. Je komt dan in het punt (0, —p?).

oy st 2 . 1
¢ Deloodlijn in P op / heeft richtingscoéfficiént — %
P

Het snijpunt met de y-as vind je door vanuit P p naar links te gaan.

1 .
Je moet dan p - P = % omhoog. Dan kom je in het punt (0, pr+ %)
74

9.4 Regels voor differentieren

intro Je beweegt je door de gang met een snelheid van 1 + 1.5 =2,5 m/s.
Je beweegt je dan met 1 — 1,5 = —0,5 m/s, dat wil zeggen met 0,5 m/s de
andere kant op.

24 a Door een grafiek omhoog te verschuiven verandert de helling niet, dus die
hellingen zijn gelijk.

b Voor elke waarde van x zijn de hellingen van de grafieken van fen g gelijk.
Dusis f(x) = g'(x).

25 a De grafiek van / ontstaat door de grafiek van ften opzichte van de x-as te
vermenigvuldigen met 3.
b Voor elke waarde van x is de helling van de grafiek van / drie keer zo groot
als de helling van de grafiek van f.
¢ M(x)=3-f(x)
d H(x)=3-2x=6x
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Ay _fB)-fM)_9-1_

Voorf:AJC 3_1 2 4
Ay g(3)—g(l) 27-1_

Voorg.Ax— a i = % =13
A 3)—s(1 -

Voors:—y=s() S()=36 2=17
Ax 3-1 2

De gemiddelde toename van s(x) over het interval [1, 3] is gelijk aan de som
van de gemiddelde toenames van f{x) en g(x) over dat interval.
S(x)=2x,dus f(1)=2-1=2

g(x)=3x%dusg’(1)=3-12=3

d
Met de optie Ei—; vind je s’(1) =5
s'(1)=/(1)+g'(1)

g(x)=3x2+25 e f'(x)=5x>

K'(p)=—10p* + 6p* f g(x)=0
m(f)=(t+5)(t—5)=1>— 25 g KH(x)=42°2x=22x

m'(t) = 2t

s(1) = (102)* = 10000#* h m(x)=-7x—(8—3x)=—4x—8
(1) =40 00073 m'(x)=—4

De factor 5x* is de afgeleide van x° en de factor 2x — 4 is de afgeleide van
K= Ay,

k(x) = o202 — 4x) = 7 — 45

k'(x) = 7x6 — 24x3

Nee, hij krijgt £'(x) = 10x° — 20x*. Conclusie: eerst haakjes wegwerken!

f(x)y=-12x+5 d k(x)=x2(5-x%)
F(y=—12+1+5=—7 k(x) = 52 — x5
K'(x) = 10x — 5x*
Fy=10+1 = 5+ 14=5

g (x)=—15x* - 16x e l(x)=(x-2)
Z(1)=—15-14-16+1=-31 I(x) = 492 — 28x +4
I'(x)=98x— 28
r(1)=98-1-28 =70
h(x)=(2x—-6)(5x+1) f m(x)=(2+1)(5x—8)
h(x)=10x2+2x—30x— 6 m(x)=5x>—8x2+5x—8
h(x)=10x?>—-28x—-6 m'(x) =15x?—16x+5
A'(x)=20x—28 m'(1)=15-12-16-1+5=4

K(1)=20-1-28=-8

f(0) = 5, dus het snijpunt met de y-as is (0, 5).

f(x) =2x + 6, dit geeft f7(0) = 6.

De helling in (0, 5) is 6.

Voor de snijpunten met de x-as geldt f(x)=0.
X2+6x+5=0

(x+1)x+35=0

x+1=00fx+5=0

x=—lof x=-5

f(=1)=2+—-1+6=4den f(-5)=2-5+6=—4
De helling in (—1, 0) is 4 en de helling in (—5. 0) is —4.
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Er moet gelden f*(x) = 10.

2x+6=10

2x=4

x=2

f@=22+6-2+5=21,dusy =21

De helling is 10 in punt (2, 21).

In de top van de grafiek van f'is de helling nul.

e Ermoet gelden f'(x) = 0.

31

32 a

029 a

2x+6=0
2x=-6
x=-3

F3)=(-32+6--3+5=—4,dus = —4
De top is het punt (=3, —4).

In de top geldt f/(x) =0.
f(x)=—6x+18

—6x+18=0

—6x=-18

x=3
fB)=-3-324+18-3-20=7,dusy=7
De top is het punt (3, 7).

De grafiek van g is een lijn met richtingscoéfficiént 6,75.

De raaklijn in het punt P is evenwijdig is aan de grafiek van g, dus
J(x)=6,75.

Fla) ="

2x3=6,75

%)4+3:5g,dusy=5;—§
P is het punt (1% ; %)

De helling van de grafiek in het raakpunt is gelijk aan de richtingscoéfficiént
van de raaklijn, dus f’(x)=—16.

23 =-16
x3=-8
xi=—=2

f(=2)=0,5-(-2*+3=11,dus y=11.
Het punt (—2, 11) moet ook op de raaklijn liggen, dus 11 =—16--2+p
Dit geeft p=11—32=-21.

f(x)=9x2—-8
F(=1)=9+(=1>—8=1, de helling is 1.
2'(x) =352

g’(3)=3-32=27, de helling is 27.

h(x) = =5x*+ 12%°

(2)=—5+2%+ 12+ 2% = —80 + 96 = 16, de helling is 16.
k(x) = 5x* — x°

K (x) = 20x — 5x*

kK'(1)=20-13=5+1%=15, de helling is 15.

© Noordhoff Uitgevers bv
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f I(x)=9x2—30x+25
I'(x)=18x-30
F(=2) =18+ =2 — 30 = —66, de helling is —66.

030 a fi(x)=x*+x—-6
b xX>’+x—-6=0
(x+3Hx—2)=0
x+3=00fx—-2=0
x=-3o0of x=2
¢ De raaklijn is dan horizontaal, dus de helling is 0.

d f(-3)=%+ (=3P +1:(-32-6--3=—9+41+18=13]
1 1 —n2 _ 1
f@=t-234+1.22-6.2=224+2-12=-71

De toppen van de grafiek zijn (—3, 13%) en (2, -7 %)

U6  De richtingscoéfficiént van /is gelijk aan f7(—1).
f(xy=x+3,dus f(-1)=—-1+3=2
m L [, dus de richtingscoéfficiént van m is —%
m raakt de parabool in het punt met helling —%
f(x)=x+3=—] geeft x=—33

1y _ 1 1)2 1 | 1 _ &3
A-38)=3-(-33f +3--33-1=65-10;- 1=-53
Het raakpunt is (—3% ; —5%).

Een vergelijking van m is y = —%x + h.
-53=-1.3l+pgeefth=-5i-12=-7}

Een vergelijking van m is y = —%x = 7%

U7 Uit f(x) = x2+ 2x volgt f(x) =323+ ¥ + ¢,
f(3)=7geeft7=%-33+32+cofwel7=18+c,dusc=—11.
fr) =1+ x2-11.

5.5 Maxima en minima

intro Het water bereikte de hoogste stand om 8.30 uur en om 21.00 uur.
Om 8.30 uur stond het water ongeveer 95 cm hoog en om 21.00 uur 100 cm.
Om 17.00 uur ging de waterhoogte over van dalend naar stijgend. Het water
stond toen ongeveer 85 cm onder het 0-niveau.

33 a f(x)=4x3—4x
4x3-4x=0
4x(x*-1)=0
4x=00f ¥*=1=0
x=0of x2=1
x=0ofx=-lofx=1
b De raaklijn loopt horizontaal in die punten.
¢ r)=s-(f -a-d=damnl
De helling is negatief.
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34

35 a

36 a

Uit de grafiek lees je af dat f(x)<Qalsx<-lof0<x<1.
De helling van de grafiek is voor deze x-waarden negatief.
Uit de grafiek lees je af dat f”(x) > 0 op de intervallen (—1,0) en {1,—).

x=-3of x=1ofx=5

f(x)=x>-3x2-13x+15

f(=3)=-27-27+39+15=0

f(H=1-3-13+15=0

f(5)=125—-75—- 65+ 15=0, dus de antwoorden bij opdracht a kloppen.
Uit de grafiek blijkt, dat fstijgt op de intervallen [-3,1]en [5,—).

Z(x) =48x2— 12x*

48x2— 12x*=0

12x%4 - x») =0

x2=00f x2=4
x=0ofx=-20of x=2

Invoer: y, = 16x* — 2,4x°

Venster: —5<x<5en—100< y <100

LA

|

Opties: maximum en minimum

De grafiek van g heeft een top bij x =—2enx = 2.
g(=2)=16--8-24--32=-512
g(2)=16-8-24-32=51,2

Fa)=2x%—Ax—16
2x2—4x—-16=0

x2=2x—-8=0

(x—4)Nx+2)=0

x—4=00f x+2=0

x=4of x=-2
f(4)=%-64-2-16-16-4=-531

- _ 102
f-2y=5- -8 - Z~—T16 -1 =185
Uit de plot lees je af dat feen maximum f(—2) = 18%

heeft en een minimum f(4) = —53%
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gx)=6
Er zijn geen extreme waarden,
de grafiek is een rechte lijn.

h(x)=8x*-8

8x—8=0 i\/
8x7=8

K=

x=1

h(1) = —6

Uit de plot hiernaast lees je af dat /s een
minimum /2(1) = —6 heeft.

K'(x) =8x%— 16x

8x?—16x=0
8x(x2—-2)=0
8x=00ofx*—-2=0
x=0ofx*=2
x=00fx=\f§ofx=—\5

k(0) =0, k(2) = 8 en k(—\2) = -8
Uit de plot hiernaast lees je af dat k een maximum A(0) =0
heeft en minima k(\ﬁ) =-8en k(—\E) =-8.

Lip)=f(p)—gp) =4~ p*—(2-p)ofwel Lp) =2~ p*+p
L'(p) = —=2p + 1 en voor het maximum moet L'(p) = 0 zijn.
=2p+1=0

-2p=-1
p=3

De maximale lengte is L(%) =2- (%)2 +5=2

b | —
=

Tegenvoorbeeld Ruben: f(x) = x°, zie de grafiek hiernaast.

i) =322 %

f7(0) =0, maar (0, 0) is geen top. g f
fheeft geen extreme waarde als x =0

Tegenvoorbeeld Maaike: g(x) = —x?, zie de grafiek hiernaast.

Op het hele domein van g daalt g, want voor elke twee

getallen a en b, b > a, geldt dat g(b) < g(a), ook als

a of b nul is, terwijl g’(0) = 0. -3 0 3"
f(x)=3x2—6x

I —6x=0 0
3x(x—=2)=0

3x=00fx—-2=0

x=0ofx=2

Voor beide waarden van x heeft de grafiek een top.

d fheeft een maximum f(0)=0°—-3-0>+2=2.

150

fheeft een minimum f(2)=23—-3-22+2=8-12+2=-2,
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us

5.6 Raaklijnen en hellinggrafieken

intro

39

40

a De lengte van lijnstuk AC is gelijk aan f(p) = 2p.
De lengte van lijnstuk BC is gelijk aan g(p) = %pz.
b L(p)=2p = 57’
c L'p=2-p
L'(p)=0geeflt p=2
d L heeft een maximum L(2)=2-2— %-22=4—2=2

In de toppen is de afgeleide 0.

De afgeleide heeft de vorm f"(x) = ¢(x + 4)(x — 2) = ¢(x2 + 2x — 8)
De functie heeft de vorm f(x) = c(%x?’ +xr- Sx) +d
f(0)=0geeftd=0

f(3)=—-3geeft (9 +9 —24)= -3 ofwel —6¢=-3,dusc= %
Het functievoorschrift is f(x) = % (%r" +x2— Sx) + 0 ofwel
flx)= éx?’ + %xz —4x.

t t
< 50 E 10
E v
=40 Z-8
=
30 6
20 4
10 2
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
tin minuten — tin minuten —

De helling is % = % en die is gelijk aan de snelheid in kilometer per minuut.

a fi(x)=2x-3

a=f'2)=2-2-3=1
b y=x+h Invullenvanx=2en y=-2geeft -2=2+h, dus h=—4.
¢ k:y=x—4

f(x)=2x} dusa=f(1)=2-13=2
Een vergelijking wordt y =2x + b
x=1en y=-25invullen geeft —2,5=2-1+h,dush=-4,5
Een vergelijking van de raaklijn is y = 2x — 4.5
b a=f(-1=2-(-1)*=-2
Een vergelijking wordt y = —2x+ b
f-1D)=05-(-1}-3=-25
x=-—1eny=-25invullen geeft —2,5=-2+—-1+ b, dusbh=-4,5
Een vergelijking van de raaklijn is yy = —2x — 4,5
c 0,5x*—3=5geeft0,5x*=8
x*=16
x=316=20f x=-Y16=-2
a=f(2)=2-2=160fa=f(-2)=2-(-2’=-16
De vergelijkingen worden y = 1l6x + ben y =—16x + b.
x=2eny=5invullenin y=16x+ b geeft 5=16-2+ b, dus b = -27.
Een vergelijking van de raaklijn in (2, 5) is y = 16x — 27.
x=-2eny=S5invullenin y=—16x+ b geeft 5=-16--2+ b, dus h=-27.
Een vergelijking van de raaklijn in (-2, 5) is y = —16x — 27.
© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 5 Afgeleide functies
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41 a Invoer: y, = x3— 6x% — 15x.
Venster: =5<x<10en —100<y < 100

Schets:
.
100
f
-5 0 10
-100

b F(x)=3x2—12x-15
3Ix2-12x—-15=0
x2—4x-5=0
(x+D)(x—5=0
x+1=00fx—-5=0
x=—-lof x=5
¢ a=f"(—-1)=0, zie opdracht b.
Een vergelijking van de raaklijn in Pis y = 8.
d Ermoet gelden f’(x)=—15,dus 3x>— 12x— 15=-15
30— 12%=0
x2—4x=0
x(x—=4)=0
x=0ofx—4=0
x=0ofx=4
f(0)=0en f(4)=64—-96—-60=-92
De codrdinaten zijn (0, 0) en (4, —92).

42 a f(x)=2x-6
Invoer: y, = x> —6xen y, =2x — 6.
Venster: —3<x<8en—-10<y<10.

y
10

-3 =2 10 1T 2 3 4 5

fstijgt op [3,—) en daalt op {«,3].

De grafiek van f” ligt boven de x-as op [3, —) en onder de x-as op {«,3].
Als f'(x) <0 daalt fen als f’(x) > 0 dan stijgt /7.

Als de grafiek van f” de x-as snijdt, heeft de grafiek van feen top.

" o n o
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43 a Invoer: y; = x*—9x
Venster: —4<x<4en—15<y<15

b Invoer: y, =4\x+6

Venster: —7<x<len0<y<l12

¢ Invoer: y,=7x —x

Venster: —2<x<9%en—-10<y <15

2

© Noordhoff Uitgevers bv

v

X
-4 -3 -i\ilji‘/J//z 3 4

kl‘

\

-8 -6-4-20 2 4 6 8 1012 14

<f =4 =3

-2 -10 123&5678910)(
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d Invoer: y, =2"-6
Venster: —4<x<4en—-10<y<15

Wi )

e

_/

-5-4-3-2-101 1 2 3 4 56 'IX

44 a fstijgt als f/(x) 2 0, dus op het interval [0, 4].
b fdaaltals f’(x) <0, dus op de intervallen {«,0] en [4,—).
¢ fheeft een minimum bij x = 0, want daar gaat dalen over in stijgen.
d fheeft een maximum bij x = 4, want daar gaat stijgen over in dalen.
e Een mogelijke grafiek:

45 a De raaklijn heeft richtingscoéfficiént —4, dus in het raakpunt moet de
grafiek ook helling —4 hebben oftewel f'(x) = —4.
fx)=x>+6x+1
xX2+6x+1=-4
X+6x+5=0
(x+1(x+5=0
x+1=00fx+5=0
x=—lof x=-5
fi-h=-t+3-1-4=-2len f(-5)=-18+75-5-4=241

De ene raaklijn gaat door (—1, —2%) en de andere raaklijn door (—5, 24%).

—4-=l+c= —2% geeft ¢ = —6-:_1;.

—4+ =5+ c=245 geeft c =41,
b De functie daalt het snelst f” als een minimum heeft.
De afgeleide van f” is de functie g(x) = 2x + 6.
g(x) =0 geeft x = —3.
De functie f'daalt het snelst bij x = —3.
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040 a
b

a n

-

U9 a

f0)=0en f(6)=¢+6°—36=6—-36=0
Fx)=3x2-2x

f(6)=1-62-2-6=1-36-12=6
De richtingscoéfficiént van de raaklijn is gelijk aan de helling van de grafiek
in A, dusa=6.

y=6x+bh

x=6en y=0invullen geeft 0 =66 + b, dus b = —36.
Lo o _

3x*—2x=6

xX—4x—-12=0

(x+2)(x—6)=0

x+2=00fx—-6=0

x=—-20of x=6

x=-2, f(-2)=¢+-8—4=-51

P is het punt (-2, —5%).

y=6x+bh

x=-2eny= —5}—; invullen geeft —5% =6--2+bh,dush= 6%
Een vergelijking van de raaklijn in P is y = 6x + 6%

Grafiek A is symmetrisch in de verticale as.

Grafiek B is puntsymmetrisch in (0, 0).

Grafiek A is de grafiek van de afgeleide, want waar grafiek A boven de x-as
ligt, daar heeft grafieck B een positieve helling. Waar grafiek A de x-as snijdt,
daar heeft grafiek B een top.

Het maximum is daar waar de grafiek van 7 de x-as snijdt en de helling van
positief naar negatief gaat, dus bij x = 2.

f(0) =1, dus de helling is daar 1.

5.7 Gemengde opdrachten

46 a

b

[«

Invoer: y, = —2x*+8x— 7
Venster: —3<x<3en—-100<y<0
Y

—3 3

-100

f(0) = =7, dus het snijpunt van de grafiek met de y-as is (0, —7).
f(x)=-8x*+8,dusa =f'(0)=8.

Het startgetal is » = —7, dus een vergelijking van de raaklijn is y = 8x— 7.
f(x)=0 geeft —8x*+8=0

—8x*=-8

x3=

x=1

f heeft een maximum f(1)=-2+8—-7=-1.

© Noordhoff Uitgevers bv
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47 a f(x)=3xr—-16x+5
3xt— 16x+5=0
a=3,b=-l6enc=>5
D=25—-4-3-5=196
16 —196 16 ++/196
YT iyt o

f(%)=zl—7_3'%+5'%+10=IO%enf(5)=125—8-25+25+10=—4O

Met behulp van de grafiek: maximum f (%) = 10% en minimum f(5) = —40.
b f'(0) =35, dus de raaklijn in (0, 10) heeft vergelijking y = 5x + 10.

x3I—8x2+5x+10=5x+10

P=8x2=0

X(x—-8)=0

x¥=00fx—-8=0

x=0of x=8.

f(8)=512-512+40+10=50

Het snijpunt is het punt P(8, 50).
c f(8)=192—-128+5=69

tan Z(raaklijnin P,x — as) = 69, dus deze hoek is 89,169...°

tan Z(/,x — as) =5, dus deze hoek is 78,690...°

89,169... — 78,690... = 10,47..., dus de hoek tussen deze twee lijnen is 10°.

48 a ['(1)=-0,027ten B'(t)=-0,05
L’(1) =—0,027 cm/maand en B’(1) = —0.,05 cm/maand.
Na één maand krimpt het hout in de breedte sneller, want 0,05 > 0,027.
b Ermoet gelden L'(7) = B'(¢), dus —0,027¢ = —0,05.
_ —0,05
0,027
Na 1,85 maanden krimpen de lengte en de breedte met dezelfde snelheid.

t = 1,85

O(a) = —fca® + &

b Oa)=-%a*+2a

—%a2+2a=0
—-3a>+32a=0
—a(3a—32)=0
a=0of 3a=132
a=00fa=10%

Voor a = 10% is de oppervlakte maximaal.

Onderzoeksopdrachten

50 a f(x)=3x"+c¢
3x2 4+ ¢ = 0 ofwel 3x2 = —¢ heeft geen oplossing als —¢ < 0 ofwel ¢ > 0.
Als ¢ = 0 krijg je de functie f,(x) = x’en £, (x) = 3x.
£2/(0) =0, de grafiek heeft wel een horizontale raaklijn, maar geen extreme
waarde bij x = 0. Dus voor ¢ 2 0 heeft f, geen extremen.
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b 3x? = —c heeft twee oplossingen als —¢ > 0 ofwel ¢ < 0.

Dus voor ¢ < 0 heeft f. twee extreme waarden.
¢ Deze mogelijkheid doet zich niet voor.

51 a Ermoet gelden f'(p) = ¢'(p), dus 2p = ¢'(p).

d
Plot de grafieken van y, = 2x, y, =2%en y; = i (72)y=y

De grafieken van y, en v, snijden elkaar twee keer, dus er zijn twee waarden
van p waarvoor de helling van de grafiek van fin P gelijk is aan de helling

van de grafiek van g in Q, namelijk p=0,485en p=3,212.
Je kunt ook met de tabelfunctie werken.

b Bij p=0,4851s P(0,49; 0,24) en 0(0,49; 1,40)
Bij p=3.2121s P(3,21; 10.32) en Q(3.21;9,27)

Samenvatting

Ay _f10)~£(3) _494-39 _

Sl 2 =" 7 63
A 2.1)-f(2 -
p A _fGD-f@)_ 16,05 14=20:5
Ax 0,1 0,1
A 2,01) - £(2 -~
Ay _f20D)-f(2) _ 14,2005 14 _ 35015
Ax 0,01 0,01
Ay f(2,001) - f(2) _14,020005— 14 _
Ax 0,001 - 0,001 = 20008

¢ Het differentaalquotiént heeft vermoedelijk de waarde 20.

Ay 4,001 -4
Ax 0,001
De helling is ongeveer 0.25.

S2 a =0,24998 ...

o

d
Met de optie d—y vind je 0,1666...
X

De helling is ongeveer 0,17.

S3 Over het interval [2, 2 + Ax] is
Ay A2+AYP-T—(4-2-7) 44 +4Ax+(AYD) — 16

Ax Ax Ax
B 16Ax + 4(Ax)?

=16 + 4Ax.
Ax v

d
Als Ax — 0, dan d_y =16, dus de helling in P is 16.
X

S4

a f(x)= 111510
b g'(x)=-45
c H(x)=0
S5 a fi(x)=x*-6x2+3

o

&' (x) =20x> — 20x

© Noordhoff Uitgevers bv
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Sé a f(x)=9—3x2
9—3x2=0
x?=3
x=—\3of x=13
S =-93+33=-63en /(\3) =93 - H3= 63
Met een plot zie je dat minimum fi (—\B) = —6\5 en maximum f (\B) = 6\5 ;
b g'(x)=5x%—20x°
St =205=0
5x3(x—4)=0
5x’=00fx—4=0
x=0ofx=4
g(0)y=0en g(4)=1024 — 1280 = -256
Met een plot zie je dat maximum g(0) = 0 en minimum g(4) = —256.

S7 f(x)=9—3x2
De helling van de grafiek bij x =21is f/(2)=9 - 3+:2>=-3.
Een vergelijking van de raaklijn is y = =3x + b.
x=2en y=10invullen geeft 10 =—6 + b, dus b = 16.
Een vergelijking van de raaklijn is y = —3x + 16.

S8 a fdaalt op de intervallen waar de grafiek onder (of op) de x-as ligt:

(«,-2].[-1,0]en[L,2].

b f'stijgt op de intervallen waar de grafiek boven (of op) de x-as ligt:
[-2, -1],[0, 1]en [2,—).

¢ fheeft een maximum als de grafiek van f overgaat van stijgen naar dalen,
dus als de grafiek van f” van boven de x-as naar onder de x-as gaat. Dat is
bijx=-lenx=1.

d fheeft een minimum als de grafiek van f overgaat van dalen naar stijgen,
dus als de grafiek van f” van onder de x-as naar boven de x-as gaat. Dat is
bijx=-2,x=0enx=2.

Test jezelf

by _fQAD-f1) _2,30737...-2

1 a e i o ~3,074
A 1.01) - (1 . =
Ay _f(1,0) —£(1) _2,030074... -2 3007
Ax 0,01 0,01
Ay _ f(1,001) - f(1) _2,0030007... — 2 1001
Ax 0,001 a 0,001 o
Ay _ f(1,0001) = £(1) _2,000300007... =2 5
Ax 0,0001 0,0001 o

b Het differentiequotiént van f nadert vermoedelijk naar 3.

dy
¢ De optie d_ of nDerive geeft helling 2,999999875.
X

158  Hoofdstuk 5 Afgeleide functies © Noordhoff Uitgevers bv



d
d Invoer: y, =2xyxen y,= dx ()

Y1 ¥3
z

3
4.2426
5.1962
6

6.7082
7.3485
7.9373
B.4853

HuoNOW oW

9
9.4868
9.9499

X=1

e Het functievoorschrift is waarschijnlijk f"(x) = 3\/;

T2 a fi(x)=-2x

De helling is f"(—1) = 2.

b -2x=6
x=-3
f(=3)=-9+3=-6
De codrdinaten zijn (—3, —6).

¢ De helling van de grafiek is —8, dus f*(x) = —8.
—-2x=-8
x=4
fd)y=—-16+3=-13
Ligt (4, —13) op de lijn y = —-8x + 19?
—13=-8+4+ 19, klopt. Dus de lijn raakt de grafiek.

13 a ply=-4 e W)=4-13+5r+%
W) =58 — 157t +4

K@) =5t- 15

b d(p)=(3p)’ =243p° f N@O=9£-25
d'(p) =1215p* N'(r)= 18t

¢ fi(x)=0,2-2x" g A'w)=-1

d s()=162+32t+16—4 h Wr)=3nrr—n?

s'(t)=32t+32
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15 a
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Afgeleide functies

252 M= 05 1 1% 2 25"

Fxy=5=5%
Invoer: y, = 5 — 5x*
Venster: —2,5<x<2,5en —20<y <20

f(Q)=5-5-24=5-5-16=-75¢en f(2)=5-2-2°=10-32=-22
Een vergelijking van de raaklijn is y = =75x + h.

x=2en y=-22invullen geeft —22 = —150 + b, dus h = 128.

Een vergelijking van de raaklijn is y = —=75x + 128.

g heeft een minimum als de grafiek van g overgaat van dalen naar stijgen,
dus als de grafiek van g’, dus f, van onder de x-as naar boven de x-as gaat.
Datisbijx=2.
g heeft een maximum als de grafiek van g overgaat van stijgen naar dalen,
dus als de grafiek van g’, dus f, van boven de x-as naar onder de x-as gaat.
Dat is bij x = —=2.
Een mogelijke grafiek:

¥
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T6 a

17 a

De steen raakt de grond als 2= 0.
45-4,92=0

_as

49

j= \,4—5: 3,0304 ...
4,9

Ah 0—45

—=—=—-1428

At 3,0304 ...

De gemiddelde valsnelheid is ongeveer 14,8 m/s.

dh
—=-98¢
dt ’

Voor ¢ = 3,0304 ... is % =-9,8-3,0304... =—29,698 ...

t2

De snelheid van de steen is ongeveer 29,7 m/s.
-98:t=-149
_ 149
"~ 9.8

Op t= 1,5 seconde is de snelheid van de steen gelijk aan de gemiddelde
snelheid.

~1,5

Flx)=3xr—6x"

I —-6x2=0
3x(x—2)=0
3x2=00fx—2=0
x=0of x=2.

f(0)=0en f(2)=3-16-2-8=—4
De punten met een horizontale raaklijn zijn (0, 0) en (2, —4).
Uit de grafiek: fheeft een minimum f(2) = —4.

%x“ =23 =—x2

It —8x3+4x2=0
X(3x2—8x+4)=0
x=00f3x>—8x+4=0
D=64—-48=16

8 ++16 8—416
6

x=0of x= =2o0f x= =ig

6
2(0)=0,g(2)=~4eng(3) = .
De snijpunten zijn (0, 0), (2, —4) en (3 ; —%).
in (0, 0):
f'(0) = 0, dus de raaklijn loopt horizontaal.
£'(0) = 0, dus ook deze raaklijn loopt horizontaal.
In (0, 0) maken de raaklijnen een hoek van 0° met elkaar.
in (2, —4):
£'(2) =0, dus de raaklijn loopt horizontaal.
g2y=-4
tan (o0 ) = 4 geeft oo =75,963...°
In (2, —4) maken de raaklijnen een hoek van ongeveer 76° met elkaar.

[

i3, )

=15

tan (o) = 17 geeft o0 =60,642...°
¢5)=-13

© Noordhoff Uitgevers bv
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tan (ot ) = 1% geeft o = 53,130...°
60,642... — 53,130 = 7.511...
In (% 5= ;—1) maken de raaklijnen een hoek van ongeveer 8° met elkaar.

T8 g(a) = h(a) en g'(a) = I (a)

Extra oefening

E1 a Over het interval [-1; —0,999] is
Ay f(=0,999) — f(~1) 4496 ... —45
Ax 0,001 ~ 0001
De helling in (—1:4,5)is ongeveer —3,65.

~ —3,65

d
Met de optie = op je rekenmachine: de helling in (4, 0) is ongeveer 7,09.

b
dx
” Ay_f(l+Ax)—f(1)_%(l+Ax)2+4,5—(%+4,5)_%(1+2Ax+(Ax)2—%)
o Ax_ Ax B Ax B Ax
1
Ax + 5+ (Ax)?
=—2 " =1+lAx
Ax

d
b AlsAx—0is d—v =1, dus de helling van de grafiek in (1,5) is 1.
X

E3 a flx)="17x" c f(x)=0

b f(x)=-3 d f(x)=2020x%1?
Bk & Fl=—7

b /(x)=—6x+ 5x%— 3000x*

Ff(ty=8,+ 18118
f(t)y=16:+ 18
2(t) =25 — 90t + 81
2'(t) =50t - 90

[a]

o

ES a Fi(x)=3x>—6x
3Ix2—6x=0
3x(x—=2)=0
3x=00ofx—-2=0
x=0ofx=2
f(0)=0en f(2)=8-12=-4
Uit een plot blijkt dat feen maximum f(0) =0
heeft en een minimum f(2) = —4.

b K(x)=6x>+ 13x*
6x7 + léx4 =0
6+ 11 =0
X=00f6+11x2=0

x=0(6+ l%x2 = (0 heeft geen oplossingen)

Uit de plot blijkt dat k geen extreme waarden heeft.
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Eé

E7 a

E8 a

E9

fx)=13x2-8
fy=1t-g=-61
Een vergelijking van de raaklijn is y = —G%x + b,

S)==73

x=leny= —7%invullen geeft —7%= —6%- 1+b,dusb=-1.

Een vergelijking van de raaklijn is y = —6%x - 1.

f'stijgt op de intervallen waar de grafiek boven (of op) de x-as ligt, dus op
de intervallen [-2, 0] en [2,—).
Een mogelijke grafiek:

y

Opt=0iss=0.

20-607 72000
3-60+20 200
) ... As 360-0
De gemiddelde snelheid is w0
Op t=10,011s s =40,056..; op £ = 10 1s s = 40.
As 0,056
Ar 001
Op t = 60,001 is s = 360,0066; op # = 60 is s = 360.

De snelheid van Jog js 23 = 00066
€ sSneineia van OSISAt— 0’001

= 360.

Opt=60iss=

=6 m/s.

= 5,6. Na 10 seconden is de snelheid van Jos ongeveer 5,6 m/s.

= 6.6 m/s, dat is ongeveer 23,8 km/h.

o) =ad—Gut5

N—6x+5=12

x2—6x-7=0

(x+Dx=-7)=0

x+1=00fx—-7=0

x=—lofx=7

fi-1)=-1-3-5=-8len f(7)=1-343-3-49+35=21

In de punten (—1, —~ 8%) en (7,2%) is de helling 12.

© Noordhoff Uitgevers bv
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5 Afgeleide functies

E10 a De helling van de grafiek van fmoet gelijk zijn aan de richtingscoéfficiént

E11

164

van /, dus 14.

f(x)=3x>—6x+5

3x2—6x+5=14

3x2—-6x—-9=0

x-2x-3=0

(x+1(x—3)=0

x+1=00fx—-3=0

x=—lof x=3

f(=1)=-1-3-5+3=—6en f(3)=27-27+15+3=18
(—1, —6) ligt niet op /.

Ligt (3, 18) op 7? Invullen geeft 18 = 14 -3 — 24.

Dat klopt, dus / raakt de grafiek van f.

£(0) = 3, het snijpunt met de y-as is (0, 3).

f7(0) = 5, de vergelijking van de raaklijn is y = 5x + 3.

De kleinste helling is als f"(x) = 3x?> — 6x + 5 een minimum heeft.
Zie opdracht a, het minimum is bij x = 1. f(1) =6, dusin (1, 6).

Als x =5 zijn lengte en breedte beide 60 — 5 — 5= 50 cm.

De hoogte is 5 cm, dus de inhoud is 50 - 50 « 5 = 12500 cm?.

De oppervlakte is 50+ 50 + 4+ 50 + 5 = 3500 cm?.

Lengte en breedte zijn beide 60 — 2x, dus 4 = (60 — 2x)%.

De hoogte /1 is x, dus de inhoud is 7=+ 4 = x(60 — 2x)>.

I=x(3600 — 240x + 4x?)

I=4x3—240x2 + 3600x

dr
X

= 1232 — 480x + 3600 = 12(x2 — 40x + 300)

7
— =0 geeft 12(x — 10)(x — 30) = 0

dx
x—10=00f x—30=0
x=100of x=30

Bij x = 30 is het niet mogelijk een bakje te vouwen.
Bij x = 10 is de inhoud maximaal en die is 40 - 40 - 10 = 16000cm?.

Hoofdstuk 5 Afgeleide functies
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Voorkennis

V2 cos £Q = -983 dus £Z0= cos‘l(g) =270
PR=+92-82=181 — 64 =417

17
tan ZD = %, dus ZD = tan™! 5| =70°

3

ZM=180° —90° — 65° = 25°

(m
5

——

MN
sin(65°) = BT dus MN=15-5in(65°)= 13,6

SN
cos(65°) = = dus SN =15 - cos(65°) = 6,3

V3 a De tijd tussen twee maxima is 5 seconden.
1,80 + 3,00
b De gemiddelde waterhoogte is ——a 2,40 meter.
Deze wordt bereikt op 7 = 1 uur, 7 = 3,5 uur, ¢ = 6 uur, enzovoort.
¢ Het grootste verschil is 3,00 — 2,40 = 0,60 meter.

4,6 —3.8
2
De amplitude is 4,6 — 0,4 = 4,2 meter.
De periode is ongeveer 13 uur.
b De evenwichtsstand wordt 75 cm lager.
De amplitude en de periode blijven gelijk.
¢ De factoris 1,20.

6.1 Radialen

intro In één minuut draait het reuzenrad over 360:30 = 12°,
De hoogte is minimaal 67,5 + 67,5 - sin (30°) = 101,25 meter.

V4 a Deevenwichtsstand is w = = 0,4 meter.

1 a Deomtrekis2m+r=2n"1=2n=6,28 meter.
b De snelheid is 1 meter per seconde, dus één omwenteling duurt
dan 2n = 6,28 seconden.
¢ Pisdan over een halve cirkel gedraaid en bevindt zich links op gelijke
hoogte met de as van het wiel.

[=H

Het hoogste punt is na een kwart rondje dus na }f + 2n= 1,57 seconden.

2 a Als x=mndan heeft P een halve cirkel afgelegd, dus o = 180°.

Als x = 2n dan heeft P een hele cirkel afgelegd, dus o = 360°.

Als x =mn, danis oo = 180° en in is % deel daarvan, dus ‘1—1 - 180° = 45°.
o =15+ 180° = 75°

n o

[= 9

a=1-180° = (1)’ ~ 57,30°
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aantal graden 0 30 | 45 | 60 | 90 | 180

y 1 1 1 1
aantal radialen 0 gn ‘ an | In ‘ 5T ‘ Bl

aantal graden 6 15 | 57 ]60 | 115 |107 | 172

aantal radialen | 0,1 0,26 I 1 I 1,05 | 2 | 1,87 | 3
t = 7 seconden, ¢ = 2r seconden
t= l%n seconden
De periode is 27 seconden.
h

1
0'5 I/—\
0 t:
n m
_0'5 \/

=
o= %nrad of ov=30°

sin(én) = % = y1~—P = yp, dus yp= sin(én) = %
Vp= sin(%r[) = 0,87

*
=2n - m
-0
-1

sin(—l%n) = %

anl-3) =%
Een hoek van %n (in positieve richting) komt op hetzelfde neer als een hoek
van l%n in negatieve richting, dus als een hoek van —l%n. In beide gevallen
kom je in hetzelfde punt P op de cirkel uit.

360° oftewel 2rt radialen.

n radialen

Bij de bovenste verhoudingstabel : 18 en bij de onderste : 2n
hoek in graden | 180° 10° | 75°

Foaken padlialenr | 6 | 00T | 11
hoek in graden l 180° | 28.647...° | 229°

hoek in radialenl m | 0,5 | 4

5
—3n
- I%T{ hoort bij punt Q en —1%11 hoort bij punt P.

Dat is vanaf —lén nog één volledige draai (2n) in negatieve draairichting.
Je komt dan weer opnieuw in hetzelfde punt Q uit.

Hoofdstuk 6 Periodieke functies
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s i 3 ey 1
i (~4) =4

sin (—lgrc) =%

[=H

e Een hoek van l%n in positieve richting komt overeen met een hoek van ';-T[
in negatieve richting, dus met een hoek van — %n. In beide gevallen kom je in
hetzelfde punt P op de cirkel uit.

U1 x5=%n+l,dusS(%n+1,0)

1 ronde duurt 27 + 27 = 4n seconden.

o o

In één uur doorloopt het punt deze baan 3_2_?[2 = 286 keer.
c y
14

6.2 Sinusfunctie

intro De hoek van de grote wijzer met de horizontale lijn door het midden is dan
30° ofwel %n rad. De afstand is sin(én) = %meter.

Om vijf voor zes is deze hoek 60° ofwel %n rad. De afstand is dan
Sil’l(%ﬂ) =0,866... meter, dus ongeveer 87 cm.

~

De toppen zijn (%n, l) en (l%n, —1).

Het punt van symmetrie is (71, 0).

Op het interval [0, 37] is de grafiek symmetrisch in de lijn x = 1%11.

De periode van fis 2n.

Bijx= %T[ en x = 2%1{ heeft de grafiek van f'een top. De grafiek van f(met
domein IR) is symmetrisch in elke verticale lijn door een van de toppen.

- 0 o n o

9 a Hetdomeinis R.

Het bereik is [-1, 1].

x= 2%11 en x = 101%11, want dat zijn verticale lijnen door de toppen.

(3, 0), (34n, 0) en (—53m, 0), want dat zijn snijpunten van de grafiek met de
x-as.

In [0, 10007] passen 1000m: 2t = 500 perioden en in [0, 1000] passen

1000: 2 = 159 perioden.

n o

o

e f(1in)=-1 F51)=0
f=m=0 Asin)=rltn)=1
A=637) =f(-3n) = -1 £(187) =0
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12 a

13 a

010 a

013 a
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De stelling van Pythagoras in driehoek 4CD geeft CD =+22 — 12 =43

cp 3
[P |
sinf5m) = e =5 =1
1
3 AD
zACD =1 n, dus sm(6 )=—=%
2 AC
LR=n-/Q-LP=n-in-in=1n

Dus ZR = ZPen APQOR is gelijkbenig, daaruit volgt OR= PQ = 1.

R=A12+12=42

1V _9R_1
Sln(zﬂ)—ﬁ—\{—i
Lﬂz_‘z:l@
22 2 ?

%n) = —sin(%n) = —sin(%ﬂ) = —%\ﬁ

sin(?_%n) = sin(%n) =% 3

sin(—3n1)=0

sin(2%n) = sin(% ) = sm( ) 3 \l_

Omdat de driehoek gelijkzijdig is, zijn alle hoeken even groot, 60° of %n rad.

Pythagoras in drichoek ACD geeft CD2 =22~ 12=3, dus CD =+3.

CD\I_

sin(i ) =gl A) = —— = \/-
1
L
ZACD = ZBCD =— 5 Tem
De hoogtelijn CD deelt zijde 4B doormidden, dus AD = 1.

; ; AD
sm(én’) =sin(£LACD) = “C = %

Behalve (%n, %\ﬁ) zijn dat (—l%n, %\ﬁ), (—I%T[, L \E), (%n, %\5), (2%11, %\E)
en (Z%T[,%\B).
1

TP PO0 PR  | QRRO  O) A ¥
Sll’l( 67'[) =i Slﬂ(6 T[) = Sll’l(6 TE) ="3
Hoofdstuk 6 Periodieke functies © Noordhoff Uitgevers bv



f sin(3%ﬂ) = sin(—%n) = —sin(%n) = —sin(%n) = —%\E
1

20) = sinfln) =116

(=]
w
4
=

—
|
W [—
=
il
I
w
Z
=
—

h sin(3%ﬂ) = sin(—%n) = —sin(%n) =-1

U2 a vy

U3 a sm(4ﬁn) sm(%n) = sin(152n) = Alf 2+ %\[@
b sin(—lin) = —sin(%n) = —i D= %\/E
c sm(l%n) = sm(—%n) = —sin(ﬁn) = —i\ﬁ = % \/6
( —

6.3 Cosinusfunctie

intro u (in cm)

N A
IAVAAVA

c sm(%n) \]_ dusP(—E,E )

15 a De sinusgrafiek heeft een top bij ( I, 1) de cosinusgrafiek bij (0, 1), dus ja
Bart heeft gelijk.

b Bijvoorbeeld l%n naar rechts.

¢ Bijvoorbeeld %n of 2%11 naar rechts, of 1%7{ naar links.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 6 Periodieke functies
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16 a coslin)=42=1
b colln) = 2E= T =15
¢ cofin) =52~ %%%@
d cosy) = 2 en ooksin(3r) = 2, dus cos( k) = sinfin)
cos() = 212 en ook sin(Lr) = 5. dus cos{Lx) = sin(Lx)

17 a Dat volgt uit de lijnsymmetrie in de verticale lijn door de top (0, 1), de y-as.
cos(— *é'TE) = cos(%n) = % \E

Dat kun je afleiden uit de puntsymmetrie in (%n, 0).

n o

o

cos(%n) = —cos(%n) = —%
18 a Die kun je afleiden met de periodiciteit 2r van de grafiek van de cosinus.
cos(2 '_-1,"T[) = cos(:,,l- r[)

cos(S;ll-n) = cos(;ll-n)

I

I M= b=
o

i

o

(2]
(@]
]
7]
r——
wn
(=
b=
e
(@]
=]
v
Gim——
|
=N
A
N —

19 a cos(—l%n =cos(%n =13

f cos(Z%n) = COs

(3
g cos(G%n) = COS(%T[) =
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UL a y

0| costo } T
Uit de stelling van Pythagoras volgt (sin(x))* + (cos(x))> = 1.
b () + (cos(@) =1
(cos(@)* =15
cos(a) = % of cos(a) = —%
U5 a cos(2x)= —%
2x = %n of 2x=3m
dusx=%nofx=%n

b x= %n substitueren geeft 1 — 2(sin(

WD =
A
A
=

[3%]
1
2
|
[y
—_——
|
b=
iy
=l
(3]
1
i
|
R
Bl
1l
|
ST

x =2 substitueren geeft 1 — 2(sin
¢ cos(in)=1-2(sin(57))

4= 1 - 2fsnffn)f

sl =1~ 18

(sn(fen)f =418

6.4 Transformaties

intro De periode bij toonhoogte A is 1% keer zo groot als bij toonhoogte D, de
amplitude en periode zijn voor beide toonhoogtes gelijk.

b De grafiek van g is ten opzichte van de grafiek van /2 omhoog verschoven
en die van £ is 3 omlaag verschoven.
¢ De evenwichtsstand van de grafieken verandert.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 6 Periodieke functies
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22

23

24

25

6

a
b
c
d
e
f
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Periodieke functies

\Y%

Als je a andere waarden geeft dan verandert de amplitude.

De evenwichtsstand is y = 2, de amplitude is 3 en het bereik is [-1, 5].

De evenwichtsstand is y = —3, de amplitude is 8 en het bereik is [-11, 5].
De evenwichtsstand is y = 10, de amplitude is 3 en het bereik is [7, 13].

De evenwichtsstand is y = —17, de amplitude is 20 en het bereik is [-37, 3].
De evenwichtsstand is y = 0,3, de amplitude is 0,7 en het bereik is [-0,4; 1].
De evenwichtsstand is y = 24, de amplitude is | en het bereik is [23, 25].

Bijvoorbeeld f(x)= 5+ 6sin(x) of g(x) =5 — 6sin(2x) of A(x) =5 + 6cos(3x).

g(x)=—sin(x) — 3

Eris 2 naar rechts verschoven.
Dat punt heeft codrdinaten (-1, 0).
De top van functie k heeft coérdinaten (—én, 1).

Als je b andere waarden geeft dan verandert de periode.

Als 0 < b < 1 dan wordt de periode groter, de grafiek wordt in horizontale
richting uitgerekt. Als b > 1 dan wordt de periode kleiner, de grafiek krimpt
in horizontale richting.

b | 0,5 | 1 I ol | 2n
periode | 4n | 2n | 2 | 1
pre
periode
periode = % = %n ¢ periode = 2?“ =2
periode = ZTT[ =8n d periode = 2;1{ =20
3 >

Hoofdstuk 6 Periodieke functies
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26 a

27

021 a

026 a

Ub a

U7 a

Verschuiving van 3 naar links en 2 omhoog van de functie /(x) = cos(x).
De toppen zijn (n — 3,1) en (2n — 3.3).

Verschuiving van %n naar rechts en een vermenigvuldiging met 2 ten
opzichte van de x-as van de functie f(x) = sin(x).

De toppen zijn (0. —2), (7, 2) en (2m1, —2).

Spiegeling in de x-as en een verschuiving van 5n naar links van de functie
h(x) = cos(x).

De toppen zijn (0, 1), (n, —1) en (2m, 1).

Vermenigvuldiging met 5 ten opzichte van de x-as en met % ten opzichte van
de y-as van de functie f(x) = sin(x).

De toppen zijn (2]1;1'[, 5), (%T[, —5), (1%7{, 5) en (1%7{, —5).

geeft h = in = %T[.
periode 5

Invullen van periode 5in b =

=1 <cos(x)<1
—4% < cos(x) < 4%
De maximale waarde is —1% +41=73

De minimale waarde is —I% = 4%2 = —6.
Het bereik van f'is [—6. 3].

De evenwichtsstand is de lijn y = —1%.

x= —%n

Een verschuiving van %n naar links.

De grafiek van g ontstaat uit die van /2 door een vermenigvuldiging met 4 ten
opzichte van de x-as.

Verschuiving van 1 naar rechts en 2 omlaag van de functie A(x) = cos(x).
De toppen zijn (1, —1)en (n + 1, =3).

Verschuiving van %T[ naar rechts en een vermenigvuldiging van 2 ten
opzichte van de x-as van de functie f(x) = sin(x).

De toppen zijn (0, —2), (m, 2) en (211, —2).

Verschuiving van 3n naar links en een vermenigvuldiging van —4 ten
opzichte van de x-as

De toppen zijn (0, 4), (nr, —4) en (2n, 4).

Vermenigvuldiging van % ten opzichte van de x-as en met % ten opzichte van
de y-as van de functie f(x) = sin(x).

De toppen zijn (%n, %), (%TE, —%), (141‘;% ;1‘1) en (I%n, _%)

Het functievoorschrift bij de beeldgrafiek is g(x) = —2cos(x) + 3.

De toppen zijn (0, 1) en (m, 5).

Het functievoorschrift bij de beeldgrafiek is A(x) = =2 - (cos(x) + 3) ofwel
h(x) = —2cos(x) — 6.

De toppen zijn (0, —8) en (m, —4).

1750
2nf=1750dus f= v 279 Hz.
v

. i 2%
De periode is 1750~ 0,0036 seconden.
De frequentie wordt verdubbeld, dus 2nif'= 3500 en u = 0,15 sin (3500¢).
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6.5 Algemene vorm van een sinusoide

intro  De hoogte van het reuzenrad is ongeveer 30 meter, de as zit op een hoogte
van iets meer dan 15 meter. Eén rondgang duurt 30 seconden.

28 a Deamplitude is 3, evenwichtsstand y = 4 en de periode is 2m.
b A:amplitude is 1,5, evenwichtsstand y = —1 en de periode is %T[.

B: amplitude is 55, evenwichtsstand y = 100 en de periode is 2m.

2
C: amplitude is 0,75, evenwichtsstand y = 0,25 en de periode is ﬁ =10.

7}

D: amplitude is 45, evenwichtsstand is y = 900 en de periode is 2.

o)
29 f: de amplitude is 4, de periode is 11—ﬂ = ;l en de evenwichtsstand is y = 2.
ET[

g: de amplitude is 3, de periode is 77[ =n en de evenwichtsstand is y = 1.

2
h: de amplitude is 8, de periode is ?TE =2 en de evenwichtsstand is y = 6.

30 a Het maximum is 3, het minimum is —1.
-1+3
2
b Maximum bij x = 1%1{, minimum bij x =3 %T[. Een halve periode is dus 2 en
een hele periode is 4.
2n  _ 2n

b= =—=0,5.
periode 4n

c (%n, 1)
d f(x)=1+2sin(0.5 (x - 1n))

De evenwichtsstand d = =1 ende amplitudea=3—-1=2.

31 d=5,a=15enb= %n net als in het voorbeeld.
fheeft een maximum als x =0, dus ¢ = 0.

32 Aflezen bij de linkergrafiek:
d=1l,a=1,¢c= %n (bij een sinus) of ¢ = %n + }Tﬂ = {%n (bij een cosinus)
enb = 25 =2
n
£y =1+sin(2(x— 3n)) of f(x)=1+cos(2(x - 5n))

Aflezen bij de rechtergrafiek:

600 — 100
d= T: 250, a = 600 — 250 = 350,
2
de periode is 52, dus b = % = 21—6n en

¢ =0 (bij een cosinus) of ¢ =0+ % + 52 = 39 (bij een sinus).

(x) =250 + 350sin(3en(x — 39)) of £(x) =250 + 350cos(%x)
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33 a

029 a

033 a

U8 a

1842

De evenwichtsstand d = 3 =10.

De amplitude a = 18 — 10 = 8.

2
Een halve periode is 8, dus b = 1—T6[~ = 513‘1'[.

Een hoogste punt is (2, 18), dus ¢ = 2.
f(x)=10+8 cos(%n(x = 2)) is een functievoorschrift dat hierbij past.

-11-2
De evenwichtsstand d = 3 =-6 %
De amplitude a = -2 — —6% = 4%.
2
Een halve periode is &, dus h = % = %—.
Tt

¢ = 5t (bij een cosinus) of ¢ = n (bij een sinus).

flx)= —6% + 4% cos(é (x - ST[)) of flx)=—-6+ 4% sin(é ( - n))

a=—3,b=%,c=5end=—1.
. . 2m
De periode is 5~ = 3m.

3
Verschuiving van 5 naar rechts.

De amplitude is @ en de evenwichtsstand is d.
De amplitude is 3, de evenwichtsstand is y = —1.

De afstand tussen de twee toppen is 8, het gaat om een maximum en een
minimum dus de halve periode is 8. De hele periode is dan 16.
2n
b T —
16

De evenwichtsstand is y =

oo | —

.
10+2
2
Je weet de codrdinaten van een top, dus ¢ weet je ook en dieis ¢ = —1.

fix)y=6+4 COS(%T{(X + 1))
=11+3

=
De amplitudea=3—--4="7.

=6, de amplitude is 10 — 6 = 4.

De evenwichtsstand d =

Een halve periode is 127, dus b = A 12

¢ = 11mn (bij een cosinus) of ¢ = 11n — i + 241 = 51t (bij een sinus).

Dus /(x) = =4+ 7 cos(i5 (x = 1)) of f(x)=—4+ 7 sin(i5 (x - 57))

t =0 : onderin, dus 15 meter hoog.

t = 8 : na een kwart rondje is hij ter hoogte van de as, dus op een hoogte van
75 + 15 =90 meter.

t =16 : bovenin, dus 165 meter hoog.

t = 24 : weer ter hoogte van de as, dus 90 meter hoog.

b:2_n:1

32 16"
Een mogelijk functievoorschrift is 4(z) = 90 + 75 cos(fgn(t = 16)) of

h(e) =90 + 75 sin( {5 - 8))

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 6 Periodieke functies 175



6 Periodieke functies

U9 a y

-1 —0,5m 0

2
b De amplitude a = 4, de periode is n dus b = ?T[ =2.

6.6 Vergelijkingen oplossen

intro Tweemaal per omwenteling, dus 24 keer per minuut.

34 a x=%nofx=1%ﬂ d x=%f[ofx=1-é-ﬁ
b x=£nofx=l%n e x=%nofx=1%n
c x=0ofx=2n f x=%ﬂofx=1%n
35 a Erzijn zes oplossingen op het interval.
b « heeft de waarde %n.
¢ Je maakt dan gebruik dat de grafiek van f'symmetrisch is in de lijn x = %n.
d x = ligt precies één periode verder dan x =a, dusc=a + 2m.

e x=—l%nofx=—1%n0fx=%n0fx=%ﬂofx=Z%ﬂofx=2§n.

36 a Telkens 2n verder, dus 6%71 en 6%11.

o

a=%n—2n=—l%nofa=%n—2n=—l%n.
k kan de waarde van alle gehele getallen aannemen.

(2]

' =7 —14 — -8 =13
d x—gnenx—gnenx—Ignenx—gnenx—gnenx—lgn.

37 a sin(2v) =1
Een oplossing van sin(a) = % isa= %n.

Dus2x=¢n+k-2nof 2x=2n+k-2n

_1 § =3 i
x—12n+k ﬂofx—]2n+k Tl

Op [0, 2n] zijn de oplossingen x = %n of x= I%n of x= %n of x= I%n.
cos(dx)=1

Een oplossing van cos(a) =1 is a = 0.

Dus4x=0+k-2n

x=k- %n

Op [0, n] zijn de oplossingen x =0 of x = %n of x=m.

o

176 Hoofdstuk 6 Periodieke functies © Noordhoff Uitgevers bv



38

o n T w

40 a

037 a

U10 a

2sin(x) = -1

saffe)=
Een oplossing van sin(a) = —% isa= 1%7{.
%x= 1%1‘[+k‘2ﬂ0f%x= 1%ﬂ+k'2ﬂ
x=2in+k-dnof x=33n+k-4n

Op [0, 5n] zijn de oplossingen x = 2%7{ of x= 3%1[.
4cos(5x) = -3

cos(5x) = —% 3
Een oplossing van cos(a) = —% \E isa= %n.

Dus5x=%n+k°2ﬂ0f5x=1%n+k-2ﬂ
x=%n+k'%nofx=%n+k'%n

Op [0, %n] zijn de oplossingen x = %n of x= %n.

: . .2 ik .2
De oplossingen zijn x = gn+ k-snof x =55+ k-3m.

Op [2m, —n] zijn de oplossingen x = —ITIEn of x= —I%n of x= —Iljin.

optie: snijpunt geeft x =0,56 of x = 1,01 of x=13,70 of x=4,15
optie: snijpunt geeft x = —1,32 of x =1,32 of x =7,65 of x=10,30
optie: snijpunt geeft x = 12,21 of x =16,07

optie: snijpunt geeft x = —2,19 of x=-0,96 of x=0,96 of x=2,19

sin(h(x — ¢)) is maximaal 1 en minimaal —1 wat b en ¢ ook zijn. Dus er zijn
geen oplossingen als p> 1 of als p < —1.

p=0of p=1of p=-1.

Op het interval [0, 2n] moet de grafiek viermaal de waarde 1 hebben.

Dit is zo als voor b geldt 3,25 < h < 4,25,

Voor b = 3,25 heeft de grafiek een periode van % = 18—3n en zijn er op het

2

2
interval [0, 2n] precies S—H = 3,25 golven, dus net viermaal de waarde 1.

13
Voor b = 4,25 wordt de waarde 1 net geen vijf keer bereikt.

Beide kanten van de vergelijking delen door 6 geeft cos(%x) = %\E
1
—1n

4 _2

1879

31,4
476 3

=

x=%n+k~2%nofx=—%n+k-2%n

Op [0, 2n] is de oplossing x = %Tt.

4cos(2m (x — 3)) + 5 =3 in de vorm cos(p) = —% schrijven.
4cos(2n(x—3)=-2

cos(2n (x — 3)) = -3
Dan moet p = 2n (x — 3).

p=%ﬂ:+k'2ﬂ0fp=l%f[+k'2?[
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6 Periodieke functies

¢ 2n(x—3)=3n+k2nof 2n(x—3)=1in+k-2n
x=3=I+k-lofx-3=3+k-1
x=3%+k0fx=3%+k

Op [0, 2] zijn de oplossingen x = % of x= l% of x= % of x=1

SRS

U11 a d=12,18
Het maximum is G = 24 — 3,26+ (66,5 — bh)**' als 0< b < 66,5
Dan is a =24 — 3,26+ (66,5 — b3 — 12,18 = 11,82 — 3,26 - (66,5 — b)*3!
Als66,5<h<90dan G=24dusa=24-12,18=11,82

o [ (1182326 (66,5 — ) )sin(0,12(7 — 11.43)) + 12,18
11,82sin(0,12(¢ — 11,43)) + 12,18

b b =51 geeft D=(11,82—3,26+15,5"")sin(0,12(x — 11,43)) + 12,18
Deze formule invoeren op de rekenmachine, evenals y, = 15.
Optie: snijpunt geeft 1= 17,573 en t = 31,467.
Dus in een periode van 31,467 — 17,573 = 13,9 weken = 97 dagen.

6.7 Gemengde opdrachten

41 a Deamplitude a = 5.

3 2
li periode is 3w, dus | periode is I—T: = ]?zn enbh= u—n = %
3 e

b De amplitude a = 5.
1

2
Een kwart periode is 3nt, dus 1 periode is 12nen b = % =5
n

De amplitude is 5, maar de grafiek is gespiegeld in de x-as, dusa = —5

(2]

2n
Driekwart periode is 3mt, dus 1 periode is 4nen b = o %

o

2
De periode is ?n = %n en de amplitude is 2

e Alsa=2enb=1lndan f(x)=2sin(lnx)
Eerst f(x) =1 oplossen.

2sin(%nx) =
sin(%nx) =%

%nx=%n+k-2ﬂ0f~:1;ﬂx=gn+k°2n

x=S+k-6of x=21+k-6

Op het interval [0, 8] zijn de oplossingen x = % of x= 2% of x= 6%

2sin(§nx) < lals0<x <fof 2} <x <63

42 a ]+2cos(%x)=2
cos(%x)=%
Ly=la+k-onoflv=-ln+k-2n

x=%ﬁ+k-4n0fx=—%n+k-4ﬂ

Op [0, 6n] zijn de oplossingen x = %T[ of x= 3%1‘[ of x= 4%{.
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b sin(mx)+1=0
sin(nx) = —1

nx=1%n+k'2n

x= 1% +k-2
Op [-2, 2] zijn de oplossingen x = —% of x= 1%
43 a De evenwichtsstand is y = =, dusd=1.

De amplitudeis4 — 1 = 3.
2
De periode is 2w, dus b = ﬁ =1.

De grafiek is gespiegeld in de evenwichtsstand en niet verschoven, dus
a=-3enc=0.
f(x)=1—3sin(x)

b fheeft een top bij x = —%n, dusc= —%n.

flx)=1+ 3cos(x + %T[)

¢ (0,3)iseentopalser %n naar rechts en 1 omlaag geschoven wordt.
Dan geldt f(x) = 3cos(x).

d De grafiek van f(x) =1 — 3sin(x) met twee ten opzichte van de x-as
vermenigvuldigen geeft g(x) = 2(1 — 3sin(x)) ofwel g(x) = 2 — 6sin(x).

Daarna een verschuiving van %T[ naar links geeft i(x) =2 — 6sin(x + %n).

44 a Optie: maximum geeft (0,39; 0,85) en (3,53; 0,85).
Optie: minimum geeft (1,96; —0,15) en (5,11; —0.15).

0.85-0.15
—=10,35.

El

b De evenwichtsstand d =

De amplitude @« = 0,85 — 0.35=0,5.

De periode is n dus b = 2.

Voer in y, = 0,35 en snijd deze met de grafiek van f. De grafiek
gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x = 2,75, dus ¢ = 2,90 en
Sf(x)=0,35+0.5sin(2(x — 2,75))

Onderzoeksopdrachten

45 a De hoeken tussen de hoekpunten van de ster zijn 2?“, dus ZAOC= %n.

De hoek tussen de positieve x-as en OC is dus %n + %n‘
4

Daaruit volgt dat de codrdinaten van C gelijk zijn aan cos(%r[ + gn) en
sin(%n + %n).

Er geldt C(—0,59; —0,81).

i+ n), sin(
n), sin(

De codrdinaten van D zijn (cos(in + gn), sin(%n +z )) = (0,59; -0,81)

n+5n)) = (0.95,0,31)

to|—
o )—

b De codrdinaten van E zijn (cos(

n+ m+

Wt Wi
ik ]GO

n)) = (=0.95; 0.31)

o=
fo—

De codrdinaten van B zijn (cos(

—
=8
™
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6 Periodieke functies

¢ Het hoogste punt van de ster is 4. De andere punten, tegen A
de wijzers van de klok in, zijn B, C, D, E, Fen G.
A0, 1
0. 1) , )
B(cos %n + %n), sin(%n + %n)) = (—0,78; 0,62)
C(cos(%n + %n), sin(%n + %rc)) = (—0,97; -0,22)
D(cos(%n + %n), sin(%ﬂ + gn)) = (—0,43; —0,90)

~lloe

7)) = (0,43; —0.90) ¢ F

Q
Q
w
]
b=
=]
+
e

= (0,97; —0,22)

L
o}
i
o] —

A
4
-Ji'_'
=
el
®
=
b=
—
+
- .__,!5-
~
—

(@]
<
@
—
S
Bl
+
=

)
12 ), sin(%n + Tlﬂ)) = (0,78; 0,62)

4Lé 1 periode duurt 51—0 = 0,02 seconden. Voor de eenheden op de horizontale as
moet dus 0,002 seconden gekozen worden.
De amplitude is 2 mm. het verschil tussen het maximum en minimum is dan 4 mm.
Voor de eenheden op de verticale as moet dus g = 0,5mm gekozen worden.

Samenvatting

S1 a Deze hoeken zijn elk -;—n radialen.
b In een gelijkbenige rechthoekige driehoek %n, %n en %n radialen.

S2 a Bijvoorbeeld de punten (0, 0), (m, 0) en (27, 0).
b Bijvoorbeeld de lijnen x =0, x =men x = 2n.

S3 a sin(l%ﬂ) = sin(—;lfﬂ) = —sin(iﬁ) = —% 2

b cos(—l%n

S
1
o
@]
w
el—
an|—
=
S—
1
12—
=l

S4 aantal graden | 140 |300 | 1,3 | 143,2

aantal radialen I Z;n ‘l%n ‘ 0,023 ‘ 2.5

. . . . : . 2
S5  fi de amplitude is 5, de evenwichtsstand is y = 3 en de periode is l—ﬂ =4,
2

2
g: de amplitude is 3, de evenwichtsstand is y = 10 en de periode is ?n = %n.

-4+2
5
De amplitudea=2—-1=3.

56 a Deevenwichtsstand d = -1.

2
Deperiodei32-2=4dusb=f=%n.
De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x =1, dus ¢ = 1.

Het functievoorschrift van de sinusoide is f(x) = -1+ 3sin(%fr(x = 1))
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b De periodeis 12, dush= %[ = ‘é‘ﬂ.

De evenwichtsstand is y = =2, dus d = —2.
(5,4)iseen top, dusa =4 — —2 =6 en ¢ = 5 (bij een cosinus).
flx)y=-2+6 COS(%T[(JC = 5))

S7 a sin(l%x)=—1
Een oplossing van sin(a) = —1lisa = I%n.
1x=13n+k-2n
xX= I%n +k- 1%7{

De oplossingen op [—2mr, 4n] zijn x = —I%n, x= —%n, x= lén of x= 2%n.

b 2003(x - %n) = \6
cos(x = %n) = % \B
Een oplossing van cos(a) = % Jisa= %T[.
x—%n=%n+k-2nofx—%n=—%n+k-2n
x=%n+k-2n0fx=%ﬂ+k-2n
De oplossingen op [—2m, 4n] zijn x = —I%n, x= —l%n, x= %n, M=,

—_nl =l
x—23ﬁ0fx—237[.

Test jezelf

ik o in graden | 45 | 125 | 29,79 |229,18 | 600 |100,27

ainradialen’ %n ‘ %%T[ | 0,52 ‘ 4 ‘ 3%11 | 1,75

d sin(8r)=sin(0)=0

COS(2%T[) = cos(%n) = —COS(%T{) ]

e
2 1 1
f cos(—lgn) = cos(gn) =i
g sin(—3n)=sin(n) =0
h sin(—S%n) = sin(%n) = %
T3 a links: -
De evenwichtsstand d = > = —2en de amplitudea=1--2=3.

2
De periode is 10, dus b = % = %n.

De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x = 6, dus ¢ = 6.
f(x)==-2+3sin(}n(x-6))
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T4 a

T5 a

T6 a

182

Periodieke functies

rechts:

De evenwichtsstand d = =2ende amplitudea=8—-2=6.

Er is een top bij x = n, dus ¢ = n (of stijgend door de evenwichtsstand bij

x=-m,dus c=—mn).

2n
De periode is 8, dus b= g = %

glx)=2+6 cos(% (x . n)) of g(x)=2+6 sin(}T (x + rz))

cos(2x)=%\]§
2x=%n+k-2ﬂof2x=—én+k-2n

x:1—12‘T[+k'T[Ofx:—'l—T[+k‘ﬂ:

12
Op [0, 2n] zijn de oplossingen: x = 11—27[, x= %n, x= 1%7{ of x= l%n.

11+ 2sin(}x) =21
2sin(x) =1
snfl) =4
%x=%n‘+k-2nof%x=%n+k-2n

x=%n+k-4fc0fx= I%ﬂ+k-4n

Op [0, 67] zijn de oplossingen: x = %n, x= l%n, x= 4%7[ of x= S%n.

2cos(3x) =\E

cos(3x) =%\]§

3x=ldn+ke2mof 3x=—fn+k-2n
x=%n+k°%n0fx=—%n+k-%ﬁ

Op [0, 7] zijn de oplossingen: x = 11—211, x= %n of x= %n.
4sin(nx) = 243

sin(mx) = %\E

ﬂx=%ﬂ+°2ﬂ0fﬂ:x=%ﬂ+k'2ﬂ

x=t+k-20fx=2+k-2
Op [0, 5] zijn de oplossingen:x=%,x=%,x=2%-,x=2%,x=4% 0fx=4%

De periode is 21—0 seconde en de amplitude is 5 mm.
b= 21_11 =40mn, dus u = 5sin(401t).
20
Invoer: y; = 5sin(40mx) en y, = 4(of p, = —4).
Optie: snijpunten geeft x = 0,00737... en x = 0,01762....
In één periode is de uitwijking groter dan 4 mm gedurende

2(0,01762... — 0,00737...) = 0,0205 seconden.

2n

h==—=12
B &
De amplitude is 2, dus a = 2.

De grafiek gaat in (3, —4) stijgend door de evenwichtsstand, dus d = —4 en ¢ = 3.
De periode is 5n, dus b= ~25- en f(x)=-4+ ZSin(% (x = 3))
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; ; 1 ; . ,
T7 a Vermenigvuldigen met 3= 1% ten opzichte van de y-as, dan vermenigvuldigen

: 3 .
met 2 ten opzichte van de x-as en tot slot 1 omhoog verschuiven.
b De grafiek van een sinus ontstaat uit die van een cosinus door een kwart
periode naar rechts te verschuiven.

. . 4T . .3
De periode van g is 5= 3n dus een kwart periode is ;.

3
De grafiek van /1 ontstaat uit die van g door 1 omlaag te verschuiven en
daarna %n naar rechts (of omgekeerd).

18 a ( m, 1) substitueren geeft a * s1n(

1
a- 2\[_ 1, dusa——g—

mlM L.\)|[\J

n)=1
g

Ll

[\JI’—‘

2n
b b= 7 =3

§T{

. : 2n

¢ Deperiodeisn, dus b= - 2
l.pal
Het bereik is [—ll, 3%] dusd= %
Een functievoorschrift is f(x) =1+ 2% sin(2x).

o . |
—lena—25

=78 + 58

19 De evenwichtsstand is ongeveer y = 3

ongeveer 68. .
De periode is ongeveer 12 uur en 20 minuten, dus b = —= 0,51
3
Het tijdstip precies tussen 04:10 en 10:14 is 07:12. Daarbij hoort t = 7,2
f(f)y=—10 + 68sin(0,51(x — 7,2))

= —10 en de amplitude is

Extra oefening

E1 o in graden |2o,05 | 30 | 77 | 135| 210 |1317,80

o in radialen l 0,35 | %n ‘ 1,34| %n ‘ lén ‘ 23

E2 a Deamplitude is 5 en de evenwichtsstand is y = 3.

; . & ; ;
b De periode is ]—ﬂ = 6 en de amplitude is 2.

3
¢ Vermenigvuldigen met 5 ten opzichte van de x-as en dan nog 3 omhoog
verschuiven.
d Vermenigvuldigen met —2 ten opzichte van de x-as, vermenigvuldigen met 3
ten opzichte van de y-as en dan nog 4 naar rechts verschuiven.
: . : il
E3 a De periode van fis 6m en de amplitude is 15

De periode van g is m en de amplitude is 2%

b f(x)=1Lcos(tx)en g(x) = 2Lsin(2x)
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Periodieke functies

E4 a 25in(x— %n) =42
*

i ey . i i
X 4T[—4T[+k 2nof x 4n—4n+k n

: 1
sm(x zﬂf)

x=%n+k-2nofx=n+k-2n

Op [0, 2n] zijn de oplossingen: x = %T[ of x=m.
b 1+2cos(1%x)=2

2003(1%):):1

cos(l%x)=%

Ux=ln+k-2nof lx=-tn+k-2n

x=%n+k-%nofx=—%n+k-%n

Op [0, 2n] zijn de oplossingen: x = %n, xX= lén of x= lgn.
c 6—sin(%x)=5%

iofl}L

%x=%ﬂ+k'2ﬂ0f%x=%ﬂf+k'2ﬂ

x=in+k-dnof x=1in+k-dn

Op [0, 2n] zijn de oplossingen: x = %n of x= I%T{.
d 2sin(3x)=—3

sin(3x) = —343

3x=l3n+k-2nof 3x=13n+k-2n

x=gn+k-%nofx=gn+k-%n

Op [0, 211] zijn de oplossingen: x = gn, xX= gﬂ, xX= lén, xX= 1%7{, x= I%n of

x=lgn

E5 a =« %n %n I%n l%n l%n
sin(x) | 33 | 5 | -3\2| -1 | -i43
cos(x) —% —%\6 = 2 0 %

WIN
=
=
Il
w
2
=)
p———
| —
E|
=
Il
[ e
1
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Eé a

E7 a

n 1

De amplitude is 3.

6000 . . .

EYRE 250, dus in het interval [0, 6000] passen 250 periodes.

De grafiek snijdt de x-as twee keer per periode, dus in totaal 500 keer.
Er is geen horizontale verschuiving, dus (0, —3) is een top. De volgende

toppen liggen een halve periode verder en zijn (12, 3) en (24, —3).

Optie: maximum geeft x = 0,644 en y = 5.
Optie: minimum geeft x = 3,785 en y = —5.
Daaruit volgt d =0ena = 5.

De periode is 2, dus h = 1.

Optie nulpunt geeft x = 5,36, dus ¢ = 5,36.

Het functievoorschrift is f(x) = Ssin(x — 5,36).

© Noordhoff Uitgevers bv
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Vaardigheden 3

37121 1.7 4_3_1
49 3 36 3 12 12 12 4

2 3,2_-6 2_6 22 _28_4

AL 7 9 93 T 9 97 7F N

-3+L—6 1 12+3_p_12+3p_4+p
pop 2 3 2 62 67 62 2p?
6

5 2b_ 10b 1

402 5a  20ab® 2ab

&.—l d 2_p- 2px3p_6p2_llp2
27a 3 3w wx3p 4 =
9 _18¢_6x3xq_6_.1 fo_mx_9 3
7;.? 159 5x3xq 5 5 3 3x11 33 11
12 _12x3_36 ¢ 22X _ 3
£ Ex3 »p 8 8pxp 8
2 a_ 4 & 4-d
a 2 2a 24 2a
a b 244 B 2a*+ P
—t— =4 =
b 2a 2ab 2ab 2ab
1 2x+x? x(2+x) 2+x
(2x+x2)°F= B x| 22
3 x+l_3(x+1)_x+l
Y 3x 32 ¥
Ax+1) | dx+1) x l6(x+1) xF lex+16—x —x?+16x+16
x YT T T e ax 4x - 4x
x+tl x-1_(x+Dx+D) (D=1 _ x®+2x+1 »F¥-2x+1_ 4«
x=1 x+1 (x=-Dx+1) (x+Dx-1  x*-1 -1 x-1
1 1 I % %, 1 gl
P I R R I
1 I 1 x-1 x+1 1

- 4 = - +
x+1 x-1 x-1 (x+DKx-1) x-Dx+1) x*-1
x—1 x+1 L = l—awdJ+1 1

xXX=1 x-1 x*-1 x2—1 x2—-1

y =16x +25x

p=N16-yx +125-\x

3 =dx + Syx

y=%Nx

A y=125x ++144x B y=+27x++75x

v =125 yx + 144 yx y =9 Bx+42513x

v—S\[_+12\(_ ¥ =33x+ 53
y=17x y=8&03x
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C y=+121x - 64x D y=lx+yix

p=A121 =64 v p= g s
=1 -8y p=3e i
y=H =(5+ 3N

r= {5+ EhE

(V2 + 42 =(5y2)"=25-2=50

(V5 +45) = (V5 +3V5) = (45 = 16-5=80

(\f+4\j_) (V6 +4-2v6)" = (V6 + 8Y6)* = (96 ) =81 -6 = 486
(W2 = (1B 2- 4 = (13- 8.8 = (B 2

i 18 o 13T
N s A
3 B A5 5, —
N A

m%

Lijn 1 gaat door (0, 0) en (2, —4).
-4
De richtingscoéfficiént is e —2 en het startgetal is 0.

Een vergelijking van lijn 1 is y = —2x.
Lijn 2 gaat door (—4, 0) en (0, 2).

Een vergelijking van lijn 2 is _x_4 + % =1.
Lijn 3 gaat door (3, 4) en (4. 0).

De richtingscoéfficiént is =—4.

y=-—4x+ bdoor (4,0) geeft 0 =—-4-4+ hdusbh=16.
Een vergelijking van lijn 3 is y = —4x + 16.
Lijn 4 gaat door (3, —=3) en (4, 0).

De richtingscoéfficiént is =3.

y=3x+hdoor (3, -3)geeft -3=3-3+hdush=-12.
Een vergelijking van lijn 41is y = 3x — 12.
yi=3

c x=1
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10 a

188

l:y=-3x+bdoor(3,7)geett 7=-3-3+bdusbh=16.
Een vergelijking van /is y = —3x + 16.

16
De richtingscoéfficiént is — = 7% en het startgetal is 16.

Een vergelijking van m is y = 7%3{ + 16.

De richtingscoéfficiént van n is ook —0,25, dus een vergelijking van n is
y=-0,25x + h.

Invullen van x =16 en y = —12 geeft =12 =-0,25+ 16 + b dus
bh=-12+ 4 = —8. Een vergelijking van n is y = —0,25x — 8.

g staat loodrecht op de lijn met richtingscoéfficiént 4, dus geldt voor de
richtingscoéfficiént ¢ van g data+4 = -1, dusa = —i

g:y= —ix+ b door (=2, 4) geeft 4 = —%-—2+ bdush= 3%

Een vergelijking van g is y = —ix + 3%

el 1
3x—7—2x+2

2%x=7%

x=3eny=3-3-7=2

Het snijpunt is (3, 2).

2x—3y=5 x+2y=13
—3y=-2x+5 2p=—-x+13
y=%x—1% y=—%x+6%
Gelijkstellen:
tx—13=-1x+63
4x—-10=-3x+39
Tx=49
x=7eny=—%-7+6%=3
Het snijpunt is (7, 3).

x ¥

Z-I-g—l

3x+2y=12
y=—l%x+6
Gelijkstellen:
—13x+6=3x+4

3x—py+4=0

y=3x+4

-4lx=-2
9x=4
x=feny=3-2+4=11+4=51

Het snijpunt is (g, 5 %)

y=3x+7
tan (o) = 3 geeft o0 = 71,6°.
y=—-x+4

tan () = 1 geeft f =45°.
Uit de schets blijkt dat de scherpe hoek die de lijnen maken gelijk is aan
180° — 45° — 71,6° = 63°.

Vaardigheden 3
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11

12 a

13 a

14 a

15 a

2x—3y=18 %

3y=2x—18 6
y=%x—6 4+
tan (o) = % geeft o= 33,7°.

.x y_ T T T T U T T T
§+5—1 f =k -zg 2 \a\s/{féig 12
2x+3y:6 _4-/\
y=—%x+2

tan (B) = % geeft f = 33,7°.
Uit de schets blijkt dat de scherpe hoek die de lijnen maken gelijk is aan
33,7° + 33,7° = 67°.

400
A De groeifactor is 500 = 0,8, de beginhoeveelheid is 500.
Een formule bij tabel A is N = 500 - 0,8¢

00
_ . - A
2500 1,2, de beginhoeveelheid is 4500: [,2- = 3125.

Een formule bij tabel B is N =3125- 1,27

B De groeifactor is

De groeifactor per 4 jaar is 2§é6 = 8l1.

De groeifactor per jaar is 8 1}I =3.

De groeifactor per jaar is 3, dan is het groeipercentage (3 — 1) * 100% = 200%.
De beginhoeveelheid is 36:32= 4.

Een formule bij de tabel is 4 =4 - 3’ met ¢ in jaren. i

De groeifactor per jaar is 3, dus de groeifactor per maand is 3" = 1,096.

Met ¢ in maanden is een formule 4 =4+ 1,096’

128 =27

V2=2

LB=tei=otgizn

L 1 I 2. (25 = 9-2. 9% = 93

IB2=1-(oyp=22-@9p=0222"=2
1 1

1642 = 24-25=2%

ng 21_1 C(8F =273 (23 =273 =97l

x3 i xz - xS d x3 i (x2“)3 = x3 & x6“ s x3+6a
X (x4)3 =y yl2=yI3 e 4. (xa+1)2 = 34 e x2a+2 = \Sa+2
(x—3 ” x3)2 = x-6 @ x6 — x() =1 f (xa u xza " x3u)3 — (xﬁa)S — x18a

(@2 2a%) = 2a5)* = 1642

(e 64’ .
Qay — = 16a

4q*

6 6 L
_a:_a: 32

2\5 2a%
2 L 1
a-\3}125a2 “\25a=a-5-ad-5-a= 254°6
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16 a

17 a

18

190

Vaardigheden 3

= ; =Degqlegiieg 2=
\a @
i.a_5=3'—as=3.as.a—2.a
@ N peyeq
v=abi-1f-2r-1)+8

v=ale-i1)-r+2+38
y=r-4r+4-1+10
y=r-5+14
v=4(le+4) -6l +4)-40
y:4(%t4+4t2+16)—3t2—24—40
y=t+162+64 - 32— 64

y= ¢+ 1312

y=3 QO -1
1 1

y_g. 16t20—§‘ 81‘15

=200 — 445

2Pt +2)
YT mau+ )+ 4

P+ar+4+1+2

Y R varva—4-8+4
45146
————

1 met : eeft
= —_— x:_
VTR 2+l =
= (.
T 142 2

[

t t

11

2 t2
VoI 1+¢2
21+ 1) £l = 1)

YT A=A+ d+2)1-2)

ISR A el
=T 1-p
2t

Y=

L~

Vaardigheden 3

y=20 =3y +4

y=2r2-3t+4
1
y=l +5
—ikd = 2
t
1
=—+ 5
"
t
y=t+5
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19 a

20 a

x = 7yx + 12 =0 met yx = 7 en dus x = 1 geeft

P2=Tt+12=0
(t-3)(t—-4)=0
t—3=00ft-4=0
t=30ft=4
Vx=3of yx=4

x=9ofx=16

x0+7x3—8=0met x*=rendus x

2+ 7t—8=0
(t+8)(t—1)=0
t=—8of r=1
x*=-8of x*=1

x=—2o0of x=1

geeft

42x— 1) +8(2x — 1)-5=0met 2x — 1 = ¢ geeft

42+ 8—-5=0

D=8 -4-4--5=64+80=144
ft_—s—\}144_—s—12_

8 8

_8+4144 —8+12

t 3 3 50

2x—1=lof2x—1=-21
2x=150f 2x=-13

=3 —_3
x—4ofx— i

_2%

3% —10+3%+ 9 =0 met 3* =t en dus 3> = #* geeft

2-10t+9=0
(=D —=9=0
t=1loft=9
3I¥=10f3¥=9
x=0of x=2

32— 12-3*+27=0
Neem 3* = p, dit geeft
pP—12p+27=0.
(p—=3)p-9=0
p—3=00fp-9=0
p=3of p=9
3¥=30f 3*=9
x=lofx=2

43 —4x —12=0
Neem 4* = p, dit geeft
pP—-p-12=0
p-4p+3)=0
p—4=00f p+3=0

p=4dof p=-3

4¥ =4 of 4% = -3 (geen opl.)

x=1

© Noordhoff Uitgevers bv

e 8(x—202=2(x—2)

Neem x — 2 = p, dit geeft
8p*=2p

82 —2p=0

2pdp—1)=0

p=00fp=-}i
x—2=0ofx—2=3
x=2of x=21

daxt+Tx2=2

Neem x? = p, dit geeft

4p* +Ip=2

4pt+Tp—2=0
D=7"—-4+4--2=49+32=381
=—7+x]ﬁ=—7+9=l )
P73 B A
—7-y81 -7-9
8 8
x2=‘1—10fx2=—2 (geen opl.)

P =-2

=1 =L
x—zofx— 2

Vaardigheden 3
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Vaardigheden 3

¢ - +1)=3 g x—5x+6=0
Neem 4% = p, dit geeft Neem\[; = pen x = p?, dit geeft
p-Dp+1)=3 pPP-5p+6=0
pP-1=3 P-20p—-3)=0
p2:4 p—2=00f p—3=0
p=2of p=-2 p=20fp=3
4% =2 of 4* = —2 (geen opl.) yx=2o0f yx=3
(22yr=2 x=4o0of x=9
22x:21
2x=1
=1
2
d x—2yx=0 h 52—125-57=0
Neem\f;= p,en x = p, dit geeft Neem 5% = p, dit geeft
pPr=2p=0 pPP—125p=0
pp—2)=0 pp—125=0
p=0of p—2=0 p=00ofp—125=0
p=0of p=2 p=00of p=125
yx=0o0fJx=2 5% = 0(kan niet) of 5*=125=53
x=0ofx=4 x=3
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Meer oefenen

Hoofdstuk 1 Vergelijkingen

2 a 9-2(x-7)=4x+2 e 2(1-5x)=3x+2
9-2x+14=4x+2 21 —5x)=3(3x+2)
—2x+23=4x+2 2-10x=9x+6
—-6x+23=2 -19x=4
—6x =-21 x=—%

_ =21 _ 4l
x—f6—35

b —llx+4=9-2x f 6-l3x=4+x
—9x +4=9 2=2%x
—-9x =5 4 = 5x
— _ 4
x——§ x—g

€ 5(x—2)=2x+4 g 7-2(3—-x)=4-5x
5x—10=2x+4 T—6+2x=4-5x
3x—-10=4 1+2x=4-5x
3x=14 Tx=3
_14 _ 42 _3
X—T—4§ x—?

d 1lx=7x-3(1-5x) h 7(2—%35 ZZ%x
1lx=7x—-3+ 15x 14—3%x=2%x
11x=22x-3 —-6x=-14
= R
E=OrT ol

6 a Ferst de vergelijking —%x -2= —%x + 3 oplossen.
Links en rechts maal drie geeft —x — 6 = —2x + 9 ofwel x = 15.
Uit de grafieken blijkt dat g(x) > f(x) voor x > 15.

b y
8
h k
\5
4
2
2 ¢
—6—4—20/ 2 4 6 8 10 12

_1__1
€ 2x—5=—5x+5

1 . _z1
2‘5‘)6—55
22x =155

_55_ 45l
xX=5=2;

Uit de grafieken blijkt dat k(x) < i(x) voor x <€ 2%

9 a (a+6)a—2)=20 b x(x+2)=5x
a+4a—-12=20 x24+2x=5x
A +4a-32=0 x2=3x=0
(a+8)a—4)=0 x(x—3)=0
a+8=00fa-4=0 x=0ofx—-3=0
a=-8ofa=4 x=0ofx=3
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Meer oefenen

c 32+9%+6=0 d 4a*+13=29
2+3t+2=0 44’ =16
(t+D(t+2)=0 at=4
t+1=00ft+2=0 a=-2ofa=2
t=—lofr=-2

11 a (ba+3)*=(2a-3)? b (2x—-6)2=5?
ba+3=2a—-30f6ba+3=-2a+3 2x—6=—-50f 2x—-6=5
da=—-60f8a=0 2x=1lof 2x=11
a=—1%ofa=0 x=%ofx=5%

c (x*—6x)P=49
x2—6x=-17 of x2—6x=7
x2—6x+7=0 of x2—6x—-7=0
D=(-6Y-4-1-7=8 of (x+D(x=7)=0
x=62-\1(g 0fx=‘52_\11§ of x+1=00fx—-7=0

x=3-y20fx=3++2 of x=-lofx=7

d (2-3p)=4p+12)7
2-3p=dp+120f2-3p=—d4p—12
—Tp=100of p=-14

p=2=-12of p=-14

13 a x(5x—11)=4x" ¢ Bx—4)(x+5=8x+5)
x(5x—-11)=x-4x x+5=00f3x—4=8
x=0o0of5x—11=4x x=-50f3x=12
x=0ofx=11 x=-50fx=4

b 2t+7NNE-2)=72t+7) d Bx+35)(x—3)=(x—3)?
2t+7=00f2-2=17 x—=3=00f3x+5=x-3
2t=-Tof #=9 x=30of2x=-8
t=-33 oft=-30ft=3 x=3ofx=—4

17 a x> - x-17=5 ¢ 3-y2-p=1}
X2=x-17=25 2-p=11
xz—x—42=0 2—]):2%
(x+6)(x=7)=0 p=—3
x+6=00fx—7=0
x=—6ofx=7

(=6)> = =6 — 17 =125 = 5, klopt
72— T7-17=425=5, klopt

De oplossingis x=—-6o0of x =7.

b 1+{7+¢-3=7 d Vig—-4=18
T+g=19 lg—4=8
T+g=81 lg=12
qg=74 qg=284
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20 a

24 a

27 a

2x+2x+2=10

V2x+2=10-2x
2x+ 2= (10 — 2x)?
2x+ 2 =100 — 40x + 4x2

4x2—42x+98=0
2x2—21x+49=0
D=212-4:2-49=49

21-B e

e Gl 1§ —
Xi= 72 320fx 72

231+ 4231+ 2=10, klopt
2-7+42-7+2=10, klopt niet

De oplossing is x = 3%

Y4x? = 12x—=3 +x=0 d

42— 12x=3—-x
4x? = 12x= (3 — x)?
47— 12x=x*—-6x+9
Ix*—6x—-9=0
x2=-2x-3=0
(e Die—2)=10
x=—lofx=3

VA (-1 —12-—-1-3+-1=0, klopt

V4+32-12-3-3+3=0, klopt

De oplossingis x=—1 of x = 3.

6r=3 Gr—=4
4(6x —4) = 2x(6x — 2)
24x —16=12x2— 4x

3x2—Tx+4=0
D=(-7Y-4-3-4=1
7-41 7+41
x= =lofx=
2.3 2~3

© Noordhoff Uitgevers bv

€ y2—x-y4x+2=0

2—x=00f4x+2=0
x=2o0fd4x=-2
x=20fx=—%

\2—2-4/4-2+2=0, klopt
\/2__%.\]4.—%+2:0,k10pt

De oplossingis x =2 of x = —%

34+4x+17=x
yx+17=x-3

x+17=(x—-3)?
x+17=xr—6x+9

xX2=-Tx—-8=0
(x=8)(x+1)=0
x=8ofx=-1

3++48+ 17 =28, klopt
3+ w/—l + 17 = —1, klopt niet

De oplossing is x = 8.

8—m
8—m>=38§

m?=0,dusm=10

3—-x

+5=2
x—3 *

—(x-3)
x—3
-1=2x-5
2x=4

x =2, voldoet

=2x—5

= 1%, beide voldoen.

Meer oefenen
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30 a

31 a

33 a

36 a

196

Meer oefenen

3x
Ix—.3
x(7x —3)=3x mits x # %
Tt — 3= 3x
7x?=6x=0dus x(7x —6)=0

- _6
x—Oofx—7

=ik

26-1)=3a-4
2b—2=3a-4
2b=3a-2
b=13a-1
%a—%b=0
da—7h=0
=7h=—4a
b=$a

a=+2b+3

a=2b+3
a—-3=2p

12 4l
b—za 12

2
—=3a+7
b

2=b3a+7)
s
3a+7

x—3 x+t4
x+3 x—3
(x—=3P=(x+3)(x+4)

X2—-6x+9=x2+7x+12

—-13x=3
x= —13—3, voldoet

13b—16=2a+3(b—7)
13b—-16=2a+3h-21
10h=2a-5

b=éa—%

da+7h=14

Tb=—4a+ 14
b=—%a+2

(@—5°=b+3
b=(a—52-3
b=a?>—10a+22

t = 13x + 9 substitueren in y = —2¢ + 71 geeft

y=—2(13x+9)+ 71
y=-26x—-18+71
y=-=26x+53

g = x> + 2 substitueren in y = 9 — 64 geeft

y=9-6(x+2)
y=9-6x2-12
y=—6x>-3

p =3 — 2x substitueren in y = p> + 16 geeft

p=(3-2x)2+16
y=9-—12x+4x>+ 16
y=4x2—12x +25

x*-30x>-31=0

substitutie x> = p
p>=30p—31=0
(p+1)(p-31)=0

p=-1of p=3l

omdat p = x* geldt

x? = —1 (geen oplossing) of x? = 31
x=—31 ofx=\lﬁ

Meer oefenen

b (Bx+4)2—-53x+4)+6=0

substitutie 3x+4 =p

pPP=5p+6=0
(p-2(p-3)=0
p=2of p=3

omdat p = 3x + 4 geldt
3Ix+4=20f3x+4=3
3x=-2o0of 3x=-1
x=—%0fx=—%
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(5x— 3) =20x— 12

(5x— 3P =4(5x —3)

substitutie 5x —3=p
pr=4p

5x4+11x2+2=0
substitutie x> = p
5pP+ 1lp+2=0
D=112-4-5-2=81

—11 ++481
—of
2%5
omdat p = 5x — 3 geldt p=—%ofp= =2
Sx—3=00of 5x—3=4 omdat p = x? geldt
x=%0fx=l-25— x3=—%ofx2=—2

p=0of p=4 p=

_—11-+81

p_

255

beide hebben geen oplossing.

38 a Danmoet gelden 232+ 3m — 3 =0 ofwel 15+ 3m =0, dusm = -5

b Danmoet geldena-3*+2-3-5=7, ofwe19a=6,dusa=%
¢ Danmoet gelden 2>+ 2p—5=2—-pofwel 3p=3,dus p=1

Hoofdstuk 2 Machtsfuncties

.l T I |
3 a as—g d EPB_EOE E
2 -3 ~1 6 3 1 58 -4 6
b 2h°-3h7°=6b :E e 2d '6d'5d =6d*=
8a+a" 8 4 (3xy  9x?
—_——=— f —=——=173,2
266 24° & 3xexb 3y

a a°(—2a3)2=a°(—2)2'(a3)2=a'4°616:4a7
b 6x%: (2x)F =6x*-23- x3=6x%- 8- x3 =48x7

Jp® W 24« (x0y* _ 1a=1% 16
R (x2)*+ () T B2 528
(=5pF = (=57 p* = -125p°
4 4
(2u)3'(—%u2) =23.u3.(_%) -(u2)4=8'u3'%'

_7q3 . _2q5 B 149‘8 7q6

— = =—=-3 lqﬁ
_4(q 2) 1 _4q2 ) 2

o

L 3
(@) =d =’

b 3% =32.3=0{3 e 5i-53=12595
¢ Freufed iR f 8- (8)=8-8"=8%
a @=3%0f9% d {@=d
b {57=5 e {@=d
CLll Ll

V2 r @ g
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19 a

26 a

30 a

34 a

198

Meer oefenen

1 1 1 1 1
= = 4 T = lg_
(aZ)z.a 3.,a:al.a Segi=gq i
1 1 1 1
az.(a—Z)—l.az:az.GZ.az:a45:a4.a2:

3.6a2  64° 1
a3\f_a —il=2a4l=2a4'a2=2a4\/5
a

3a?
1 2 1 ad 5 b 11
Ja-Ji?=a @ =a*5 = a5 = g7 =Ra"
1 2 1 1 2 e i S 1
1 204 1L B omEd 4
az.\(a.azzaa @& aazaﬁaa:aﬁz.\la
1 3 2 1
4"612‘ -2 = - 4P G[—Z__l
a’*Na o a?
4 324 4 4
a t=—= —t
: 2B
B Pegs @Nu
(L
gx)=x1 d

g(x) = xl+
g(x) = x-Yx
g(x)= X35 , e
o(x) =32

gx)=x* -3

3
glx)=x"s \ f
g =xT-x

o) =7

xb =64 e

x=\6/a=20fx=—{’l6_=—2

x3=12 f

x=y12

x3=-12 g
x=%-12

x4+ 18=29 h
x*=11

V11 of x==311

X =

Meer oefenen

aa

ghy=xls
g(x) =yl
gx)=x-{x
g = X"
g(x) = .00
g) = N
ga=9 |
gx)=x2 %
gy =22

4x3—14=50
4x3 =64

=16

x =116
7x2+ 15 =50
7x2 =135

x2=5

x=+ySof x= —'\B
02x*+3=16
0 =18
x*=65

x =465 of x=—365
100 - x°=0
1x=100

¥ =400

x =1400

3
5x°+25=100

5xX=175
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38 a

41 a

3Ix*—=x¥=0
X¥3x—-1)=0
x3=00f3x-1=0
x=0of3x=1
x=00fx=%
12x12—3x8=0
3x8%@x*-1)=0
3=00f4x*-1=0
x=0of 4x*=1
x=00fx4=‘1—1
x=00fx=ﬁ%ofx=—4i
3x% = 242

33 e x2 = 2452

Ixi=240f ¥2=0
x3=8o0f x=0

x=%f§=20fx=0
32x=—xb

x84+ 32x:=0
x(x*+32)=0
x=0of x¥’+32=0
x=0ofx’=-32

x=00f x=§-32=-=2

F(x) =4x2+ 5xyx
Jla)y=4ax+5% x%

£(x) = 205

© Noordhoff Uitgevers bv

5x3 = 20x2x=0
Sxix(yx - 4)=0
Sx3x=00f yx—-4=0
x=0of yx=4
x=0of x=16

x?’{f; —2x\x=0
xx(x2=2)=0

xYx=00f x2-2=0
x=0of x2=2

x=00fx=\f§ofx=—\ﬁ
5x3%=10x

5x2%°x=10x

5= 100f x =0
x2%=20fx=0
x=2%0fx=0

x={l?={ﬁofx=0

4x -+ (3x)
fx)y=——"7—
9x 3
4x - 9x2
4x
="

X 3

fx)=

[ =455

Meer oefenen
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43 a

200

Meer oefenen

Fx)= 63715 o

fx) =655

Q=159+ O3
P =10~ 023
10-0 =P

Q1,25 =3p
1
0=GPy=

Q=241 PO%

Meer oefenen

0=1,70 - P63
P=26-070%
26-005=p
Q% =
0=(55
0= ()™ o
Q=836+ P22

P

I\J[__.
[}

E]

el
045

=

P=0,0001 - 0
0,0001 - 0* = P
0= 100007
0= (10000P)'
L

0=10000° - P
Q=10+ P
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Hoofdstuk 3 Functies en grafieken

5 a x kan niet nul zijn, dus het domein is (<, 0) U {0,—).
x2 is positief op het domein, dus f(x) < 0. Het bereik is {«, 0).
b Voor het domein moet gelden 5 — x > 0 ofwel x < 5.
Het domein is dus {«, 5).
\/ﬁ is op het domein positief, dus het bereik is {0, —).
¢ Voor x kun je alle getallen invullen, dus het domein is R.

Invoer: y, = 6x — x?

-

Optie: maximum geeft y = 9. Het bereik is (<, 9].
d Voor x kun je alle getallen invullen, dus het domein is R.
Invoer: y,; = 50/(10 + x?)

N

k(x) is altijd positief, k is maximaal als x =0
k(0) = 2 = 5. Het bereik is {0, 5].

6 a Voor x kun je alle getallen invullen, dus het domein is RR.
5x% >0 dus f(x) < 1. Het bereik is («, 1].
b Voor x kun je alle getallen invullen dus het domein is R.
Het bereik is R.

¢ Voor het domein moet gelden 64 — x2 > 0 ofwel x2 < 64 dus —8 < x < 8.

Het domein is [-8, 8].

Invoer: y, =64 — x?

£

V64 — x2= 0 en 64 — x2 is maximaal als x = 0, dus het bereik is [0, 8].

© Noordhoff Uitgevers bv

Meer oefenen

201



Meer oefenen

d x?+ 2x+ 5 =0 heeft geen oplossingen, dus voor x kun je alle getallen
invullen. Het domein is daarom R.
10

Invoer: y, = ————
Y1 X242y +5

Optie: maximum geeft (—l, 2%) Het bereik is (0, 2%]

13 a Hetdomeinis («, 5) U {5, —).
Het bereik is (<, 0) {0, —=).
b Voor x kun je alle getallen invullen, dus het domein is R.
3x2 2 0 dus g(x) = 5. Het bereik is [5, —).
¢ Voor x kun je alle getallen invullen dus het domein is R.
18

Invoer: y, =4+ ———
2x*+3

18
2x2+3
h(x) is maximaal als x =0, i(x) =4 + 135 = 10, dus het bereik is (4, 10].

d Voor x kun je alle getallen invullen, dus het domein is [R.
Invoer: y, =14+ 10-091~

e

> 0, dus A(x) is in elk geval groter dan 4.

10-0,91% > 0 dus k(x) > 14
Het bereik is (14, —).
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15 a

20

26 a

28 a

De horizontale asymptoot is y = 0.

De horizontale asymptoot is y = 0.

16— x?=0alsx=40of x=—4.

De verticale asymptoten zijn x =4 en x = —4,
De horizontale asymptoot is y = 0.
18—2x*=0als x*=9dus als x =3 of x=-3.
De verticale asymptoten zijn x =3 en x = —3.
De horizontale asymptoot is y = 2.
1-2x=0alsx=3

De verticale asymptoot is x = %

f(x)=2x2+ x—1, graad 2

g(x)=x*—1, graad 4

h(x) = x(3x% — x — 4) = 3x* — x* — 4x, graad 3
k(x)=3—x2+3x+ x* graad 4
m(x)=x>—4x+4 — (x*+4x +4)=—8x, graad 1
nx)=x+2x+7—-2x—x3=7, graad 0

h(x)=3x2—2x+2
10

e +
k() 2x +3 2
m(x) = 3(x — 6)> — 2(x — 6) + 2 ofwel m(x) = 3x> — 38x + 122

10 1
n(x)—mofwel n(x)—m

15 —60
x)= 4 ———|+t6=——+
4 4(x2—x+4) 6 x2—x+4 ¢
k(x)=—-4@3x—2x2+35)+6=—12x+8x2— 14

15 45 45

hix)=3 = =
) ((x—5)2—(x—5)+4) (x—5P—x+9 2—1lx+34

k(x)=303(x—5)—2(x =52+ 5)=9x - 30— 6(x — 5)>=—6x> + 69x — 180
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31 a

34 a

40 a

204

Meer oefenen

Vermenigvuldigen met 3 ten opzichte van de x-as geeft

A= 32%° —3%) = 6% — 9.

Daarna 13 omhoog verschuiven geeft g(x) = 6x> — 9x + 13.
4% omhoog verschuiven geeft i(x) = 2x*> — 3x + 4%.
Vervolgens vermenigvuldigen met 3 ten opzichte van de x-as geeft

g(x) =3(2x% = 3x +44) =62 — 9x + 13,

2x—4=4x2-5 c
4x*—16x+16=x2-5
3x2-16x+21=0
D=162-4-3-21=4
16;\]3=30fx=166\ﬁ=2i
2:3-4=+32-35 klopt
2-23—4=1(2})" - 5, klopt ook
De oplossingen zijnx=30fx=2%
20
x—1
(x—1DBx+4)=20mits x =1
I2+x—4=20
3x*+x—-24=0
D=1-4-3--24=289

—1+4289
=% "

N=

=3x+4 d

f

X

_—1-4289

6

X

x*=2x2—15x=0

Wt — 2 AT =1
x(x=5x+3)=0
x=0ofx=50f x=-3
Bx—2nx+1=15x-10
(Bx—=2nx+1=53x-2)
3x—-2=0of yx+1=5
3x=20of x+1=25
x=%—ofx=24

2x—5

=4x-10

2x—5=4x2—10x mits x #0
4x2 = 12x+5=0
D=144—4-4-5=64

~ 12+«]@_21
=——=2

X 20

12-+64 |
(x=1D2=QRx+3)(x—-1)
x—1=00fx—1=2x+3
x=lofx=-4

Meer oefenen

%x(Zx—5)=x2—3x—ll
xz—Z%x=x2—3x—lI
lx=-11

x=—22

x—yx+5=1

x—1=4x+5
¥=2x+1=x+5
x2—3x—-4=0
(x—Hx+1H=0

x=40of x=-1

4—q4+5=1,klopt

-1 —+-1+5=1 klopt niet

De oplossing is x = 4
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Hoofdstuk 4 Lijnen

3 a y=—4x+8

dx+y=28
2 8
X y
FTRRTIE
3 2
y
‘—lz—i+l
Iz 33
11
_ '3 1
ye gt
3
V——Zg—ox+1%
c y=1%x—5
—l%x+y=—5
Sx—-3y=15

X ¥
5 a §+ '§= 1, want de lijn gaat door (3, 0) en (0, 8).

De andere twee vormen zijn Z%x +yp=8ofwel8x+3yp=24en y= —2%){ + 8.
1-3 _8 _

-5--1 -4

De vergelijking heeft de vorm y = =2x + b,

Invullen van (=1, 3) geeft 3 =2+ b, dush=1en y=-2x + 1.

b De richtingscoéfficiént is =2

bl

2 x )
De andere twee vormen zijn 2x + y = len T+ 1 =1.

3-6_-4_ =
=——==2

2-0 2

De vergelijking heeft de vorm y = —2x + b.

De lijn gaat door (0, 6), dus de vergelijking is y = —2x + 6.

n

De richtingscoétficiént is

’

gis X
De andere twee vormen zijn 2x + y=6en 5 + % =1.

—129—~51 180 -4
65-20 45 ’
De vergelijking heeft de vorm y = —4x + b,

Invullen van (20, 51) geeft 51 = —4-20+ b, dus h = 131.

d De richtingscoéfficiént is

bl

De drie vormen zijn y = —4x + 13l en 4x + y =131 enB;C—,%+1"?: 1.
z

—+ =
13 a 3x+2y=11
2x+5y=22

vermenigvuldig de eerste vergelijking met 5 en de tweede met 2:
{ISx + 10y =55
4x + 10y =44
door aftrekken vind je 11x =11, dus x = 1.
3-1+2y=11,dit geeft 2y =8en y=4.
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h{k—h=&

2x+3y=50
vermenigvuldig de eerste vergelijking met 3 en de tweede met 2:
9x — 6y =186
{4x + 6y =100

door optellen vind je 13x = 286, dus x = 22.
3.22-2y=62,dit geeft 2y =4en y=2.
{x -2p+11=0
5x+3y+3=0
Uit de eerste vergelijking volgt x =2y — 11.
Dit substitueren in de tweede vergelijking geeft 5(2y — 11) + 3y + 3 =0.
10y =55+3y+3=0
13y=52,dus y=4
x=2-4-11=-3
a {Sx -3y=9
2x+5y=16
vermenigvuldig de eerste vergelijking met 5 en de tweede met 3:
{25x — 15y =45
6x+ 15y =48
door optellen vind je 31x =93, dus x = 3.
53-3y=9,dus3y=6eny=2.
16 a {6"_?-"‘§
y= lix + 7
Herleiden van de eerste vergelijking geeft 4y = 6x — 3 ofwel y = 1%x—%
De bijbehorende lijnen zijn evenwijdig, er zijn geen oplossingen.
{6(x—y)=3(x+ 1) {6x—6_v=3x+3 {3x—6y=3
b ofwel twel

fwel
x+2y=2 x+2y=2 x+2p=2 e

- _1__1
6y=3x—-3 g S 5316—5
2y ==t 2 p= gl
De bijbehorende lijnen zijn niet evenwijdig, er is €én oplossing.

x+2p= x=-2y+
17 a {° 2v=3 ofwel { 43
3x—py=7 3x—py=7

Invullen van de eerste vergelijking in de andere vergelijking geeft
3(=2y+3)—pyr=7
-6y +9—py=7
(=6 —p)y=-2
Eris geen oplossing als =6 — p = 0, dus als p = —6.
in dat geval is het stelsel strijdig.
b {x+y=p ofwel{y:_x+p

y=d4gx+8 y=4gx+8

Invullen van de eerste vergelijking in de andere vergelijking geeft
—x+p=dgx+38

—x—4gx=8—-pof x+4gx=p—8

(1+4g)x=p—8

Er zijn oneindig veel oplossingen als | +4g=0en p—8=0,dus alsg = —%
en p = 8. Het stelsel 1s dan afthankelijk.

Er zijn geen oplossingen als 1 +4g=0en p —8=0,dus als g = —% en p#8.
Het stelsel is dan strijdig.
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21 Lijnk:iix+iy=1

il
Voor de hoek met de x-as geldt tan( ¢ ) = 2. De hoek is tan™!(2) = 63,434...
De hoek die lijn £ maakt met de x-as is ongeveer 63°.

Lijnm:4x+6y=1

6y =—4x + 1 ofwel y= —%x +é

Voor de hoek met de x-as geldt tan( ¢ ) = % De hoek is tan‘](%) =33.690...
De hoek die lijn m maakt met de x-as is ongeveer 34°.

= —%x+ 1 ofwel y=—-2x+4

Lijnn:1ix=p+2
-y = —léx + 2 ofwel y = Iéx =2

Voor de hoek met de x-as geldt tan( ¢ ) = 1%. De hoek is tan*l( 1%) = 56,309...
De hoek die lijn n maakt met de x-as is ongeveer 56°.

ey 7 P Ly 3
24 a Herleld%+§:1v1a—:—_—Y2+1t0ty=l%x+3

3
x ¥ 4 2
Herleid§+'—1: I via J—1:—§+ 1 toty=—%x+ 1%
2 2

De hoeken met de x-as zijn 56,309...° en 26,565...°
De hoek tussen de lijnen is 56,309... + 26,565... = 83°.

b Herleid 3x — 13y =4 via =13y = —3x+4 tot y = 2x — 23

Herleid 2y —3x=5via2y=3x+5toty = I%x * 2%
De hoeken met de x-as zijn 63,434...° en 56,309...°
De hoek tussen de lijnen is 63,434... — 56,309... = 7°.

¢ Herleid 2y — Sx=3via 2y =5x+3tot y=21x + 13

De andere lijn is y = —%x +4
De hoeken met de x-as zijn 68,198...° en 11,309...°
De hoek tussen de lijnen is 68,198... + 11,309... = 80°.

d Herleid 2y = —x{2 +4tot y=—32- x+2

De andere lijn is y = —2x\I§ + 2\6
De hoeken met de x-as zijn 35,264...° en 73,897...°
De hoek tussen de lijnen is 73,897... — 35,264... = 39°,

29 Herleid alle vergelijkingen tot de vorm y = ax + b:
kiy= %x =5
[ Tils 1 wordt L-_X4 1 ofwel y = -3x +3
1 3 3 1

m:y = %x +1

n:3x—y=5wordt —y=-3x+50fwel y=3x—-35

ey

p: Sx—3y=1wordt -3y =—5x+1 ofwel v = %x —
g:x=3v+ 5wordt —3y=—x+ 5 ofwel y = %x - %

Omdat % - =3 =—1, staan ken /en ook g en / loodrecht op elkaar.
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31 a Herleid 5y=7—-2xtoty= —%x + 1%
De loodlijn heeft richtingscoéfficiént % = 2%, dus de vergelijking heeft de
vorm y = Z%x + h. Punt P(2, — 5) invullen: =5 = 2% *2+b,dush=-10
Een vergelijking van de loodlijn is y = 2%:{ =10
b Herleid 8x+ 9y =12via 9p=—8x+ 12tot y = —Sx + 13
De loodlijn heeft richtingscoéfficiént % = 1%, dus de vergelijking heeft de
vorm y = l%x + bh. Punt Q(1, 12) invullen: 12 = ]% 1 +bh,dush= 10%

Een vergelijking van de loodlijn is v = I%x + 10%

38 a Herleid m:3x+y=2tot y=-3x+2
Een loodlijn opmis y = %x +b
Q(—1, =5) invullen geeft =5 = % c=1l+h,dush= —4%

Een vergelijking van de loodlijn is v = %x = 4%
Bereken het snijpunt van deze loodlijn met #2:

—3x+2=%x—4%

31 _ 2
—=Bow=—6-
x=2eny=-3+2+2=—4 Hetsnijpunt is S(2, —4).

d(Q,m) =d(Q, $) = (=1 = 2 + (=5 — =4y =A/I0.

b Herleid l:%x + %y =1 via %y = —%x +1toty= —%x +3
Een loodlijn op /is vande vorm y=2x + b
P(4, 6) invullen geeft 6=2-4+ b, dush=-2
Een vergelijking van de loodlijnis y=2x — 2
Bereken het snijpunt van deze loodlijn met /:
2x=2=-5%+3
21x=5
x=2en y=2-2-2=2 Hetsnijpunt is S(2, 2).

d(P, ) =d(P, S) =427 + (6 - 27 =20=25

40 a Kies het punt P(0, 15) op de tweede lijn.
Een loodlijn door P op de eerste lijn is y = —%x + 15.
Bereken het snijpunt Q van deze loodlijn met de eerste lijn:

Sx—2(-2x+15)=-1
Sx+3x-30=-1

5%3x=29
x=5eny= —% + 5+ 15=13, dus het snijpunt is (5, 13).

d(tweelijnen) = d(P, Q) =0 — 5)2 + (15 — 13)2 =429
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b Kies het punt P(0, 8) op de tweede lijn.
Een loodlijn door P op de eerste lijnis y = 2x + 8.
Bereken het snijpunt Q van deze loodlijn met de eerste lijn:
—3x+3=2x+8
-21x=5
x=-2en y=2--2+8=4, dus het snijpunt is Q(-2, 4).

d(tweelijnen) = d(P, Q) =(0 — =2+ (8 —4)> =420 =25

¢ De richtingscoéfficiént van beide lijnen is —%
Kies het punt P(—=2, —4) op de tweede lijn en stel een loodlijn op:
y=4x + b, door invullen van de codrdinaten van P vind je b = 4, dus de
loodlijn door P op de tweede lijn is y = 4x + 4.
Bereken nu het snijpunt Q van deze loodlijn met de eerste lijn.
2x+8(4x+4)=15
2x+32x+32=15
34x=-17
xX= —% eny=4: —% + 4 =2, dus het snijpunt is Q(—% 5 2).

d(tweelijnen) = d(P, 0) = \(~1 — -2+ (2 — —4)2 = {381

d Kies het punt P(O, 4%) op de tweede lijn.
Een loodlijn door P op de eerste lijnis y = —2x + 4%
Bereken nu het snijpunt Q van deze loodlijn met de eerste lijn.

x—-3=-2x+43

N L L
b=

x=17

[T

x=3eny =%° 3-3= —1%, dus het snijpunt is Q(S, —1%).

d(tweelijnen) = d(P, 0) = (0 — 37 + (41 - —11) =45 =35
e Kies het punt P(0, 5) op de tweede lijn.

Een loodlijn door P op de eerste lijnis y = %x *+.5.

Bereken nu het snijpunt Q van deze loodlijn met de eerste lijn.

Sx+3(2x+5)=-19

Sx+13x+15=-19

[VIES

6zx=-34
x=-5eny= % + =5+ 5= 2, dus het snijpunt is Q(—5, 2).

d(tweelijnen) = d(P. Q) =(0 — =52 + (5 — 2)> =34

Hoofdstuk 5 Afgeleide functies

4 a f(4)=0enf(1)=3-31=103

De gemiddelde toename over het interval [1, 4] is
1

& _f@-f)_0-105

Ax 4-1 3 2

b f(2)=2-4=8en f(-5)=9-1=41

Het differentiequotiént over het interval [—5, 2] is
1 1

Ay _f@-f(-5)_8-43 33,

Ax 2--5 7 7 2
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15 a

18 a

210
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Invoer: y, = (4 - x)(3 + %‘c)
Venster: —10<x<10en—-10<y <15

Optie: nulpunten.
De nulpunten zijn 4 en —6. De top ligt op de lijn x = —1, dus elk interval

waarvan —1 het midden is, voldoet.
Bijvoorbeeld [—7, 5] of [—4, 2].

Ay  —240,001 +4— (-2y4) —2v4,001 +4

A 0,001 Y TR
De helling in (0, —4) is ongeveer —0,5.

Ay —2=2.999 + 4 - (=2y1) _—2{1,001 + 2

Ax 0,001 T 0000
De helling in (=3, —2) is ongeveer —1.

Ay —212,001 +4 — (=2/16) —2y/16,001 +8
Ax 0,001 0001
De helling in (12, —8) is ongeveer —0,25.

fG+A)=f(5)  =5(5+AxP = =125 =5(25+ 10Ax + (Ax)2) — =125

Ax Ax Ax

—125—=50Ax — 5(Ax)*+ 125 —50Ax — 5(Ax)?
= = =—50 - 5Ax
Ax Ax

dy
Als Ax — 0, dan — = —-50.
dx

De helling is —50.

Het punt (2, 6) moet op de grafiek van fliggen en op de lijn.
fQ)=-3-4+4:2=6en6=2+2+2=4+2,klopt.

De hellingen in (2, 6) moeten ook gelijk zijn:

Ff)=-x+4

f(2y=-2+4=2

De richtingscoéfficiént van de lijn is ook 2, dus de lijn raakt de grafiek.
f'(=4) = — —4 + 4 =8, de helling in (=4, —24) is 8.

ff4)=—-4+4=0

De raaklijn loopt horizontaal: y = 8.

dy dy
—=2x.dus voor x = —4 geldt —=2+—-4 = -8,
dx dx

dv

De helling in (8, 64) is d—"-= 2-8=16.
X

Meer oefenen
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27 a

f(x)=9x%en g’(x) = 10x°

f(1)=9%eng'(1)=10

9x® = 2304

x% =256

X =256 =2 of x=—256 = -2

f)=2°=512en f(—2) = (-2’ =-512

In de punten (2, 512) en (—2, —512) is de helling 2304.

)= e g/(x)=—6x2+x

I'dy=-7d4* f g(t)=-200-1+21
g'(1)y=—4r-1

A(1)=0 9 1(p)=13

d m(x)=—4x+9—5x7 h s(r) = 729¢°

30 a

36 a

m’(x)=—-4 - 10x s'(r) = 43745°

f(x)=2x-17

f7(0) = =7, dus de helling in het snijpunt met de y-as is =7.
x2-Tx+12=0

(x=3)x—-4)=0

x—3=00fx—4=0

x=3o0fx=4

De grafiek van f'snijdt de x-as in (3, 0) en in (4, 0).
f(3)=2+3-T7=-len f(4)=2+4-7=1

De hellingis —1 in (3, 0)en 1 in (4, 0).

2x—=7=10

2x=17

X = 8%

/(83)=(8L) - 7-85+12=242
In het punt (8% 4 24%) is de helling gelijk aan 10.

Voor de top geldt dat f"(x) = 0.
2x=7=0

2x=17

x= 3%

A =(atp 73412
De top is (3% 4 _41"1)'

J(x) =36x—12x3
36x—12x3=0

12x(3-x)=0

12x=00f x2=3

x=0of x=— 30fx=\l§

J0)=0, (—3)=/{(\3)=18-3-3-9=27
Zie plot: minimum j(0) =0 en

maxima j(—\E) =j(\f§) =27.
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40 a

212

g’ (x)=3x2—6x—9

3x*—6x—9=0 /\i |
x2-2x-3=0 - '
(x=3)x+1D=0
x—3=0o0fx+1=0

x=3of x=-1
g(3)=27-27-271=-27
g-H)=-1-3+9=5

Zie plot: maximum g(—1) =5en
minimum g(3) = —27.
Fiix)=3x2—3x—36
3x2-3x—-36=0 /
x-x-12=0

(x+3)(x—4)=0

x=-3of x=4
f(=3)=-27-13,5+108=67,5¢en
f4)=64-24-144=-104

Zie plot: maximum f(—3) = 67,5en
minimum f{4)=—104.
h'(x)=12x3+12

12x3+12=0
12x*=-12
=-1

s '
h(-1)=3-12=-9 \A

Zie plot: minimum A(—1) = —-9.

Fe)=—»

1(2)=-8

Een vergelijking van de raaklijn is y = 64x + b y = —8x + b.
x=2en y=1linvullen geeft 1 =—16+b,dusb=17.

Een vergelijking van de raaklijn is y = —8x + 17.

-t +5=-59

xt=-64

Al

=256

x=—4of x=4

(=4 =6den f/(4)=—64

Vergelijkingen van de raaklijnen zijn y = 64x + hen y = —64x + c.
x =—4en y=-59 respectievelijk x =4 en y = —59 invullen:
—-59=-256+hen-59=-256+c¢

b=197en ¢ =197

Vergelijkingen de raaklijnen zijn y = 64x + 197 en y = —64x + 197.
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43 a m(x)= (%)x +7
grafiek

b k(x)=-3\x+5

grafiek

¢ h(x)=-0,5x*+ 6x
grafiek

hellinggrafiek
¥

hellinggrafiek
Y

\

d I(x)=x’+8x
grafiek
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Hoofdstuk 6 Periodieke functies

3 aantal graden | 0 | 45 | 60 | 120 | 135 | 180

aantal radialen exact‘ 0 I %n %n l %T[ ‘ %ﬂ ‘ n

4 aantal graden |11 |25 |57 70 |143 |I60 |166

aantal radialen |0,2 |0,44 | 1 1,22 |2,5 |2,79 |2,9

¢ sn(stx) =si(-3x) = sinf) = -sin) =4
d sin —1%n) =sin %n) = s1n(%n) :%
e sm(3%n) = sm(l%n) =-1

[72)
—
=
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V. -
A
e
Il
w
et
=
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|
=N [¥]
A
— 1
Il
|
w
—
=
——
=\ [¥))
A
—_— B
Il
|
w
=
=
—
=38}
A
R
Il
|
[

i sin(—7n) =sin(n) =0

i sin(—'/'%n) = sin(%n) =1

21

a De evenwichtsstand is y = =3, de amplitude is 4 en het bereik is [-7, 1].

b De evenwichtsstand is y = 5, de amplitude is 3,5 en het bereik is [1,5; 8,5].

¢ De evenwichtsstand is y = 5,5, de amplitude is 0,5 en het bereik is [3, 6].

d De evenwichtsstand is y = 7, de amplitude is 20 en het bereik is [—13, 27].

e De evenwichtsstand is y = 12, de amplitude is 1 en het bereik is [11, 13].

f Deevenwichtsstand is y = 2.7, de amplitude is 1 en het bereik is [1,7; 3,7].
2 2

25 a De periode is 1—ﬂ =4n. ¢ De periode is 2i =1,

2E 2 y

b De periode is ?T[ = % T. d De periode is Tn =57t 4

3
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26 a

29

32

37 a

Een verschuiving van %7[ naar links.

De toppen zijn (0, 1), (n, —1) en (2, 1).

Spiegelen in de x-as en een verschuiving van 3 naar links en 2 omhoog.
De toppen zijn (nt — 3,3) en (2 — 3,1).

Spiegelen in de x-as en een verschuiving van % 71 naar rechts.

De toppen zijn (%n, —1) en (I%n, 1).

Een verschuiving van 0,17 naar rechts en 1 omlaag.

De toppen zijn (0,17 ; 0) en (1,17 ; —2).

, ; i y .
Voor f geldt: de amplitude is 2, de periode is T = 4 en de evenwichtsstand

L
is y=3. 3

2
Voor g geldt: de amplitude is 4, de periode is 6i = % en de evenwichtsstand
isy="7. A

2
Voor / geldt: de amplitude is 2, de periode is TT[ = 4n en de evenwichtsstand
is y=-3. 2

2n
Voor k geldt: de amplitude is 5, de periode - =T is en de evenwichtsstand

is y=-3.
links:

+
d= e 3ena=2

> 2n
De periode is 4m, dus h=—= %

4nt

F(v)=3+2cos (§(v—21))of f(x)=3+2sin(5(v-n))
rechts:
d=0ena=3

De periodeis 1, dus b = 2n
De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand bij x = —% dit geeft ¢ = —

f(x)=3sin (2n (x +1))

| —

cos(2x)=%\/§

2x=gm +k+2n of 2x=—3n +k+2n

x=én +hkem ofx=—%n +k-m

De oplossingen op [0, 2Tr]zijnx=éﬂ Ofx:%ﬂ: of x= lén of x= 1%11.
3 cos (%—x)= 1;1—1\5

cos L) =13

px=in +k-2nm of px=—fm +k-2n

1

x=3m +k-4n ofx=—%n +k-4n

De oplossingen op [0, 67 | zijn x :%T[ of x= 3%71 of x= 4_%7[ .
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¢ 2sin(3x)+1=1

sin (3x) =0

3x=k-'n

x=k'%ﬂ

Deoplossingen[o,ﬂ]opzijnx=00f.x=%ﬂ ofx=%n of x=m.
d sin (2%x)+3=2%

sin(2%x)=—%

2ix=lin +k-2n of 21x=13n +k-2n

-1 .4 1 .4
X=qgm +k 5T ofx—lsn +k ST

—_
—_

De oplossingen op [0, n] zijn x = 17—5 nof x=m.

1

wn

Optie snijpunt geeft x = 0.86 of x = 5,42.

Optie snijpunt geeft x = 4,16 of x = 5.27.

Optie snijpunt geeft x = 0,82 of x = 5.46.

Optie snijpunt geeft x= 5,73 of x = 6.84.

Optie snijpunt geeft x= —1,59 of x= 0,23 of x= 1,14 of x = 2,96.
Geen oplossingen.

=~ 0o O N o w
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1 Vergelijkingen

1 a x(3-2x)=6x
x=00f3-2x=6
x=00fx=—1%

b (x*+5x)>=9x7
(x? + 5x) = (3x)?
F S < Bgol 0+ 5= 3x
¥ +8x=00f x2+2x=0
x(x+8)=0of x(x+2)=0
x=0of x=—-8of x=-2

2 a —3yx+4=-13 d 3x—2(x+3)=4x
9(x+4)=169 3x—2x—6=4x
x+4=-1-g—9=185 x—6=4dx
x=14% —-6=13x

x=-2

;;Jr_i:x—s & Br=3P=E=2P
x+2=(x—-52x—4) 3x—2=6—x0f 3x—2=—(6 —x)
x+2=2x2—14x+20 3x-2=6-—xof 3x—-2=-6+x
2x*—15x+18=0 4x=8of 2x=—4
x2—7%x+9=0 x=2of x=-2

(x—11)x-6)=0

x=130f x=6

2x2 x—2 3x
c 6x= f =
x—4 5-x x+1
6x(x — 4) = 2x? (x— D+ 1)=(E—x)-3x
6x2 — 24x =257 x2—x—2=-3x+ 15x
4x2—24x=0 4x2—16x—-2=0
4x(x—6)=0 D=(-162—4-4+—-2 =288
16 ++288 16 — 288
x=00of x=6 x=Tofx=T
16 + 1242 16— 1242
x=—gofvs

x=2+13420f x=2-1342

3 a (x—3)¢-14(x-372-15=0
Substitutie (x — 3)*> = p geeft p> — 14p — 15=0.
(p-15)p+1)=0
p—15=00f p+1=0
p=150of p=-1
Substitutie p = (x — 3)* geeft (x — 3)> = 15 of (x — 3)> = —1 (kan niet).

x—3=v150f x—3=—15

x=3+x/ﬁofx=3—\fg
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2 x
_3()(—1) 4=0

X
H (x—l

Substitutie

=pgeeft p>—3p—-4=0
x—1

pP-Hp+1)=0
p—4=00fp+1=0
p=4dof p=-1

1

X
Substitutie p =
x—1

geeft Y —4of——=-
x—1 x—1

x=4x—-1of x=—1(x—1)

x=4x—4of x=—x+1

—3x=—-4o0of 2x=1

x=1%0fx=%

¢ —x+x-90=0
Substitutie \x = p geeft —p + p> — 90 =0
pP=p—90=0
(p—-10)p+9)=0
p—10=00of p+9=0
p=10of p=-9
Substitutiep=\[;geeft\/;= 10 Of\r= —9 (kan niet).

x =100
2
b a 3+p=2g-3p b —=p+2
q
2Wg=3+4p 2=3q¢(p+2)
Vg=13+2 = .
g=13+2p el
2
— 1l+2 2 —
¢=(13+2) 1730 +2)
1
5a -3- =5x+1
x+2
- =5x+4
x+2

—l=(x+2)5x+4)
—-1=5x2+4x+10x+8
52+ 14x+9=0
D=142-4-5-9=16
-14+416 -14-+16
———of x = —
10 10
x=-lof x=-1%
x=—lgeefty=5--1+1=-4

X =

x=—1%geefty=5-—l;—1+ 1=-8

De codrdinaten van de snijpunten zijn (—1, —4) en (—1551'-, —8).
b De verticale asymptoot van de grafiek van fis de lijn y = —2.

De oplossing is {«, =2) u[—li, —1].
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Gelijkstellen: \/(x—2)2+2:\[_x+ 4
(or— 2P St

(6= PP =—%4 2
—4x+4=—x+2

x2=3x+2=0
(x—=2)(x—=1)=0
x—2=00fx-1=0
x=2o0ofx=1

Zie grafieken, de oplossing van de ongelijkheid is {(«, 1) w (2, 4].

QlE—~2)+ =%\f§°x

Kwadrateren geeft (x —2)>+2 = %xz.

(x—2p=12-2

x2—4x+4=%x2—2

Ex?—4x+6=0

Vermenigvuldigen met 1% geeft x2—6x+9=0.

(x—=3)2=0

x=3

Er is precies één oplossing, dus de lijn heeft één punt gemeenschappelijk met
de grafiek van f.

x=3eny=6invullen bij y=px+ 1 geeft 6 =3p + 1.
3p=5
_ 42
p=13
() =3+y5—--4=6
x=—4en y=6invullen bij y=px+ 1 geeft 6=—4p + 1.
4p=-5
_ _q1
p=-lg
De grafiek van fheeft een randpunt als 5 — x = 0, dus bij x = 5.
Het randpunt is (5, 3).
x=5en y=3invullen bij y=px+ 1 geeft 3="5p + 1.
S5p=
_2
25
Als p > %dan is de bijbehorende lijn stijgend en snijdt de grafiek van f'één keer.
Als0<p< %dan is de lijn stijgend, maar snijdt de grafiek van f niet.
Als p=01isde lijn horizontaal en snijdt de grafiek van f'niet.
Als p < 01is de lijn dalend. Elke dalende lijn door (0, 1) snijdt de grafiek.
Conclusie: voor p<0en p2 % heeft de lijn één punt gemeenschappelijk met
de grafiek van f.

g=180-0,5p

0.5p=180—g¢q

p=360—2q

De totale opbrengst bereken je door de prijs per kop soep te
vermenigvuldigen met het aantal verkochte koppen soep.
O=p-q

O=p-(180-0,5p)

0 =180p — 0.5p°

© Noordhoff Uitgevers bv Oefenproefwerken
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c 180p—0,502=0
p(180 —0,5p) =0
p=00f 180-0,5p=0
p=00f 0,50=180
p=0o0f p=360
Bij een prijs van 0 cent en van 360 cent is de totale opbrengst nul.
d TK=20g+ 1000 en g =180 — 0,5p geeft
TK=20(180 — 0.5p) + 1000
TK =3600 — 10p + 1000
TK =—10p + 4600
De totale winst is opbrengst minus kosten, dus TW= 0O — TK.
TW=180p — 0,5p> — (—10p + 4600)
TW=190p — 0,5p° — 4600
e —0,50>+190p — 4600 =0
p>—380p +9200=0
D =(-380)>—4-1-9200 = 107600
380 +4/107600 380 —+/107600
p= of p=
2 2
p=354of p=26
Bij een prijs van minder dan 26 cent of bij een prijs hoger dan € 3,54 wordt
er geen meer winst gemaakt.
f De grafiek van TH is een bergparabool waarvan de symmetrieas ligt bij
= 264_%= % = 190. De top ligt dus ook bij p = 190.
Bij een prijs van 190 cent ofwel € 1,90 is de winst maximaal.

2 Machtsfuncties

1 a (2}72)4 . 3p4 = 16])8 . 3P4 = 48p12

1y _ 4 3
b 2(a”)+(2-4a%) =24+ (24°)} = 24 + 164* = 184"
¢ 2x3(3x—2x3H)=6x3 —4x°
26% (2b%\3 1 85 PR P,
m+(?) :ﬁ-'-bT:zbé-FSb 6:8519 6Ofﬁ
1
2 a 3y5=729 ¢ pI-10=5
1
J"é = 243 5p22 = 15
1
y=—3243 of y =243 pi=3
A 5m3 S
p=3=32=39
sl e
b 3a°=4 d 2-02x =16
L
as=1% -0,2x* = —0.4
_qays_ 1 1 _ o3 oa -1
a=(3) === %=1 x1=2
B & 1
x=2’4—ﬁ
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18 = —4x3 f 4x4=20\x
%xs +4x3=0 X =5\x
%x3(x5 +8)=0 x8=25x
1x3=00of x*+8=0 x8-25x=0
x=00fx={f—_8 x(x’—25)=0
x=0of x=125
Grafiek 2 hoort bij f.
1

45v =9

1
x'=2
x=23=8§
Het snijpunt is (8, 9).
—10x"4=-160
% %= 16

1
i 16

16x* =
xt= 1175

De punten P en Q zijn (%, —160) en (—%, —160).

De lengte van lijnstuk PQ is % — —% =1.

De grafiek van fis symmetrisch in de y-as, dus A4 ligt op een afstand 2 van de

y-as en B ook. Dus A(—2, p) en B(2, p).
p=f(-2)=f@)=-10-2"=—g= =}
f@)=-10-2"=-10=-2 dqus (2, -})
g(2)=4,52 = 4,532, dus D(2; 4,52)

De lengte van lijnstuk CD is g(2) — f(2) = 4,5%(5 - —% = 4,5%5 + %

qzojlzs.p‘l c q:SJS-p*I,:}
0,125 p* =g 35-p =g
pr=28q p“]’3=%q
p=(8q) p=(354)"
35
3.5
p~1,68-¢"> p=2,62+ g7
1
g=10-p° d q:%.po,ﬁs
1
10-p'=g¢g %.po,as_q
1
p=0.lq P =15q
i
=195 p=(134)
11
p=0,13.q3 p:(l%)ﬁ.bi G
p=10,0014> p=~187q¢g"*
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5 a f(x)= (x—§)§ & fidh= 7, (x—§)5
Ha=x? TRl
floy=a? )=y

1 1
fx) = ﬁ f(x) = x5 ofwel f(x)= \6[;
3y 324y
b flx)= B 3 d f(x)= P
f =2 flg=24E
(Bx-‘) 18x°
_ 3 _ 12x%
f(x)—ﬁ flx)= -
f(x)=%x f(x)=%x-% ofwel f(x)=%\3[)—c

6 a %xS —2x3=0
X —8x*=0
X2 —-8)=0
¥=0of x2-8=0
F=0iof ¥2=8

x=0o0f x=—8of x=18
Uit de grafiek lees je de oplossing van de ongelijkheid af:
(e, —8) L0, 43).

b Delijn y = 8 snijdt de grafiek van g drie keer, dus de vergelijking g(x) = ¢
heeft voor ¢ = § drie oplossingen.
De lijn y = 9 snijdt de grafiek van g &én keer, dus de vergelijking g(x) = ¢
heeft voor ¢ = 9 één oplossing.

a=-14 g

6
4

-5 -4 -3 -2 -10 l 2 3 4 5

d a=-3
%x5—2x3= —3x

%x5—2x3+3x=0
xP-8x¥+12x=0
x(x*—8x24+12)=0
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x=0of x*-8x2+12=0
pP—8p+12=0met p=x’
(p=2(p—-6)=0
p=2of p=6

x=0of x2=20f x*=6

x=0of x=— 20fx=\/§0fx=— 6ofx=\fg

a=—4

4lx5—2x3=—4x

%x5—2x3+4x=0

x3—-8x3+16x=0

x(x*—8x2+16)=0

x=0of x*-8x*+16=0
pr—8p+16=0met p=x2

(=4 -4=0
p=4
x=0of x*=4

x=0of x=-2o0f x=2

Bij @ = —4 snijdt de grafiek van fde grafiek van g behalve in (0, 0) in nog
slechts twee andere punten. De grafiek van fraakt in dat geval de grafiek
van g.

Als a < — 4 snijdt de grafiek van fde grafiek van g nog slechts in (0, 0).
De vergelijking f,(x) = g(x) heeft dan één oplossing.

V'=0,45 geeft 0,45=10,015- L%,

L0,45 =130

L=307% = 1916,424...

De verlichtingssterkte is ongeveer 1916 lux.

De verlichtingssterkte gaat van L naar 0,5L.

Het spanningsverschil gaat van ¥'=0,015 + L% naar V"= 0,015+ (0,5L)"%,
V'=0,015(0,5L)"% geeft "'=0,015+(0,5)"% « L% ofwel
V'=0,732+-0,015 L%

Van het spanningsverschil is dus ongeveer 73,2% over. Dat komt overeen
met een afname van 26.8%.

V=0,015- L0%

0,015+ L9R =

045 — _1
L 0,015 v

= (L Joss. pim
L‘(o,ms) v

L=11301- 1>%

Om V te verdubbelen, moet L toenemen van L= 11301+ 222 tot
L~11301 - 2VP2

L=11301-222.p222

L= 22,22 & 11 301 . V2,22

Dus de verlichtingssterkte moet met de factor 22> = 4,7 vergroot worden.
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3 Functies en grafieken

1 a Domein: 4 — x*20, dus x* < 4.
Hieruit volgt —2 < x < 2, ofwel domein [-2, 2].
Met een plot kun je nagaan wat het bereik is.
Invoer: y; = =2+ y4 — x?
Venster: —3<x<3en-5<y<l
Optie: minimum
De codrdinaten van de top zijn (0, —4).
Het bereik is [-4, 0].

b Voor x kan elke waarde worden ingevuld, ofwel domein [R.
Met een plot kun je nagaan wat het bereik is.
Invoer: y; = x* - 2x2 -3
Venster: —3<x<3en—-5<y<5
Opties: minimum
De codrdinaten van de laagste toppen zijn (=1, —4) en (1, —4).
Het bereik is [-4, —).

¢ Voor x kan elke waarde worden ingevuld, ofwel domein [R.
Met een plot kun je nagaan wat het bereik is.
Invoer: y, = x> + 6x + 8
Venster: —6<x<2en—-5<y<5
Opties: minimum
De codrdinaten van de top zijn (=3, —1).

Het bereik is [-1, —).
d Domein: 9 —2x#0, dus x# 4%.
Het domein is ((—, 4% ) U ( 4%, —)).
De horizontale asymptoot is de lijn y = 2.
Met een plot kun je nagaan wat het bereik is.
5
9:—2x

Venster: —1 < x<10en—-5<y<10

Het bereik is («, 2) u {2, —=).

e Domein: x> #0, dus x # 0 ofwel x <0 of x> 0.

Het domein is {(«, 0) U {0, —=).

De horizontale asymptoot is de lijn y = 1.

Met een plot kun je nagaan wat het bereik is.

1
Invoer: y, =1 —-—
i 2
Venster: —5<x<5en—-5<1<5

Het bereik is { «, 1).

2 a Invoer: y, =x3—2x2++x?+2x +1

Venster: —3<x<3en—-3<1<3
Opties: maximum en minimum
De codrdinaten van de toppen zijn (0,33; 1,15) en (1, 1).
Optie: nulpunten
Het nulpunt is x = —0.47.
b Invoer: y, = x>+ (%)x -6
Venster: =5<x<5en -6<y<6
Optie: minimum

Invoer: y, =2+

224  Oefenproefwerken

Vi=-20(4-K2)

Hinimum
X=-2.38E"6 Y=y

SYTRVINOYY
Y1sX"Y4-2X2-3

Hinimum

X=-0.999998 Y=y

Vi=R1+6%+8 /

Hinimum

X="3.000001 =1
/‘-—-—'
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De codrdinaten van de top zijn (0,28; —5,10).
Optie: nulpunten

De nulpunten zijn x = —1,68 en x = 2,41.
Invoer: y; = 0,08x* — x? — 10x + 60

Venster: —15<x<25en —70< y <80

Opties: maximum en minimum

De codrdinaten van de toppen zijn (—3,52; 79,32) en (11,85; —65.80).

Optie: nulpunten
De nulpunten zijn x = —=9,37, x = 4,64 en x = 17,23.

1
Invoer: y, =x2+——5
X

Venster: =5<x<5en—-10<y< 10

Optie: minimum

De codrdinaten van de toppen zijn (—1, —=3) en (1, =3).
Optie: nulpunten

De nulpunten zijn x = —=2,19, x = —0,46, x = 0,46 en x = 2,19.

Kan exact:

-2

X

x3-x)=-2

3x—x2=-2

K= Fx— 2 =0

D=(-3Y-4-1-(-2)=17

34417, 3-417

I 13+54170of x= >

Met de rekenmachine:

Invoer: y; =100 1,04%en 3, =200

Venster: =50 < x <50 en 0<y<300

Optie: snijpunt geeft x = 17,67298...

De oplossing is x = 17,67.

Met de rekenmachine:

3—x=

1
'
rol—
|
b=
ﬁl
~

X =

1
Invoer: y, =—en y, = x> +yx +2
X

Venster: —5<x<5en—-5<y<5
Optie: snijpunt geeft x = 0,53311...
De oplossing is x = 0,53.

Kan exact:

(x+1)P(x+2)=(x+ I)(x+10)
x+1=0of (x+1)x+2)=x+10
x=—lof ¥*+3x+2=x+10
x=—lof x¥*+2x—-8=0

x==lof (x=2)(x+4)=0
x=—lofx=2of x=-4

Functie f; verticale asymptoot als 5x +2 =0, dus x = —%. Vul voor x
waarden in ver van 0 en je vindt als horizontale asymptoot y = —%
Functie g: verticale asymptoot als 2 — \(; =0, dus x = 4. Vul voor x waarden

in ver van 0 en je vindt als horizontale asymptoot y = 0.
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V=3
S5x+2
7-3x=4(5x+2)
7-3x=20x+8

—-1=23x

_ 1
s 2 1
Met behulp van een plot: f(x)24als -5 <x<—353
7—3x

=2x-6

S5x+2 *
Met de rekenmachine:
TR o s
nvoer: y, = Svt2 en y, = 2x

Venster: —10<x<10en —10<y <10

Optie: snijpunt

Snijpunten voor x = 2,95 en x = —0,65.

Met behulp van de plot: f(x) < /h(x)als —0.65< x < —% of x> 2.95.
Vermenigvuldigen met 2 geeft i(x) = 2(2x — 6) ofwel i(x) =4x — 12.
Vervolgens 4 omlaag geeft k(x) = 4x — 12 — 4 ofwel k(x) = 4x — 16.

Voor de vier driehoeken samen geldt
T(x)=2+(x+2x-3)+2:(10- %)+ (20-2x)-}
ofwel T(x) = 2x% + 200 — 40x + 2x?
dus T(x) = 4x2 — 40x + 200.

V(x) = opperviakterechthoek — T(x)
V(x) = 200 — (4x2 — 40x + 200)
M(x) = 40x — 4x?

4x2 — 40x + 200 = 40x — 4x2
8x2—80x+200=10
x2—10x+25=0

(x—=5)x—5)=0

x=35

T(x)=2+¥V(x)

4x2 = 40x + 200 = 2 - (40x — 4x?)
4x2—40x + 200 = 80x — 8x2
12x2—=120x+200=0
3x2-30x+50=0
D=(=30)2-4-3+50=300
30-4300 30 ++300

T 6 0T 6

x=2,11of x=7,89

X

Verticale asymptoot als 1 — x> =0, dit geeft x=—1of x=1.
Vul voor x waarden in ver van 0 en je vindt als horizontale asymptoot y = 2.
Verticale asymptoot als x> — 9 = 0, dit geeft x = —3 of x = 3.

Vul voor x waarden in ver van 0 en je vindt als horizontale asymptoot y = —5.

Het domein van f'is (e, -1u(-1.1)ull, =)

Met behulp van een plot kun je nagaan dat het bereik van fis

(e, 2Ya[3, ).

Het domein van g is ((—, -3Yy (3, =

Met behulp van een plot kun je nagaan dat het bereik van gis (-5, —).
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7 a Eerst een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met factor —;- en dan

een verschuiving 2 omlaag.
b Eerst een verschuiving 4 omlaag en dan een vermenigvuldiging ten opzichte
van de x-as met factor %

8 a Randpunt (2, 6),danis b —2x =0 voor x = 2.
b=2:2=0
b=4
Bovendien geldt f(2)=6,dus f(2)=a+2y4—-2-2=6.
Hieruit volgt dat a + 2\[6 =6endusa=6.
b Randpunt bij x =—4, danis b — 2x = 0 voor x = —4,

b=2--4=0

bh=-8

De grafiek gaat door het punt (—4, 12) dusa + 2y—-8 —2-—-4 =12.
a+2-0=12

a=12

1 a y=1%x—3

3y=4x-9
4x—-3y=9
b _v=5—%x
%x+_v=5
i+£:1
10 5
X V
¢ =t—=l
1
6 =l
x—4y=6
—4p=—-x+6
1 1
y=gx—13
2 kiy=5

Lijn / gaat door de punten (0, 1) en (4, 6).

-1
= 131 en het startgetal is 1.

De richtingscoéfficiént is dus

Ly=lix+1
mix=-2
Lijn n gaat door de punten (1, 7) en (3, 0).

_7 1
=-3=
3-1 2

y=—3%x+bmetx=3eny=0geeft0=—3%-3+b,dusb=10%

De richtingscoétficiént is dus

ny= —3%x+ 10%

1--2 3
3 a De richtingscoéfficiént is - = §= 1.

v=x+bmetx=5eny=1geeft |l =5+bh,dush=—4.

v
Lijn BC: y = x — 4. De andere vormen zijn x — y =4 en % + E =1.
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v 5 o o TR =0 =9 .
b De richtingscoéfficiént is 20 o —4% en het startgetal is 7.
Lijn AB: y = —4%x + 7. De andere vormen zijn 4%.}: +y=Ten -f%+ J%= 1.
9

¢ Derichtingscoéfficiént van lijn 4B is —4%

tan"'(4%)=77.471...°
De gevraagde hoek is ongeveer 77°.

4 Sx+3y=9 Sx+3y=9
a ee
;l—lx +y=3 & S5x+ 10y =30
S5x+3y=9
S5x+10y=30-
—Ty=-21
y=3

Sx+3:-3=9geeftx=0
De oplossing is x =0 en y = 3.

b 02x+03y—-1=0 - 2x+3y=10
ee

2x—y=6 # 2x—y=6
2x+3y=10
2x—y=6-—

4y =4
:P:
2x—1=6

2x=7,dus x =33
De oplossing is x = 3% eny=1.

5 a Substitutie van y = px + 3 in de onderste vergelijking geeft
Bx—2(px+3)=T.
Bx—2px—6=7
8—2p)-x=13
Dit is niet oplosbaar als 8 — 2p =0, dus is het stelsel strijdig als p = 4.

13
b Uit opdracht a volgt x = 8- 2 mits p # 4.
13 13
Danisy=p+|—— e ey |
8—2p 8—2p

C — . . —3-5
6 a De richtingscoéfficiént van lijn 4B is — =—4
C rp . , —2==3 1
De richtingscoéfficiént van lijn BC is —_3 = q

Omdat rc ,* rey-= —4-%= —1 staat AB L BC.

b BC=+4>+12=417
AB=+82+22=+68

2215

BC 17
o= BC T AT

B 68 2417
LA=2T°
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Het midden van zijde ACis 1\4(4 ll).

De richtingscoéfficiént van lijn 4Cis —— | ==1g

= lg *m,=—1 geeft m, = 7, dus de richtmgscoéfﬁciént van de
middelloodlijn is $

y=$x+bmetx=4eny= 1%geeft 1%=%-4+b0fwelb=—l%
Een vergelijking van de middelloodlijn van zijde ACis v = %x - 1%
Dus is P( 0,-1 13)

Ly= %x + 2%, dus de richtingscoéfficiént van /is %

tan-!(}) = 18,434..

Lijn m heeft vergehjklng y= —%x dus de richtingscoéfficiént van m is —%
tan~'(2) = 33,690..

De hoek tussen len m is ongeveer 18,434...° + 33,690...° = 52°,

De richtingscoéfficiént van /is %

% * m, = —1 dus de richtingscoéfficiént van de loodlijn is —3.
v=-3x+bmetx=3eny=-2geeft -2=-3-3+b,dush="7.

Een vergelijking van de loodlijn is y = =3x + 7.

1 1_ 2
§x+2§— 3X

Het snijpunt is S(—Z%, 1%).

De hoek die / met een horizontale lijn maakt is ongeveer 18,43° (zie
opdracht a). De hoek met de y-as is dan ongeveer 90° — 18,43° = 72°,

. y
Uit §+ ”gz lvolgtdx+y=8dusq: y=—4x+8.

Deze lijn is evenwijdig aan de lijn p: y = —4x + 3 omdat de
richtingscoéfficiénten gelijk zijn.

Een punt van lijn p is A(0, 3). De afstand tussen p en ¢ is gelijk aan de
afstand van A4 tot g.

De vergelijking van een lijn m door 4 loodrecht op lijn g is y = ‘1—1x + 3.
Snijden van g en m geeft —4x + § = ix +3.

—léx+32=x+12

20=17x
20
X=17 20 56
=—4 x 17+ 8 Invullen in g of m geeft y = —7
.. . {20 56
Dus snijpunt is 7177, ﬁ).

Dan is de afstand tussen de lijnen pen g gelijk aan de lengte van AT.

42
E_— 17\1_

Uit AB= AC volgt AB>= AC*dusis (2— p)* + 6> = (4 — p)* + 4?
4—4p+p*+36=16—8p+p*+16

pP—4p+40=p>—8p+32

4p=—8

p=-2

© Noordhoff Uitgevers bv
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b /BAC= Z(lijn AB, lijn AC)

6
Lijn AB heeft richtingscoéfficiént 2

en
-7
lijn AC heeft richtingscoéfficiént 4_
-7
. 6 -4
Uit ABL AC volgt ————=—1
2-p 4-p

~24=-2-p)4-p)
—24=—(p2— 6p+8)
24=p2—6p+8
pP—6p—16=0
Pp+2)(p—8)=0
p+2=00f p—8=0
p=-20f p=8

10 a Stel eerst een vergelijking op van de lijn m door O(0, 0) loodrecht op 1.
De richtingscoétficiént van /is —% dus die van m is 2, en m; y = 2x.
Het snijpunt S van /en m vind je met § — %x =2x.

§=21x

h|—

x=3

y=2-33=6

T[S

Het snijpunt is S(3 %, 6%)

De afstand van O(0, 0) tot /is gelijk aan OS =+3,22 + 6,42 =+/51,2
b Een punt op lijn / kun je schrijven als (x, 8- %‘c)

Dan moet de afstand van M(10, 3) tot (x,S - %x) gelijk aan 10 zijn.

Dus (x — 102 + (8 — 3x — 3)* = 100.

x2—20x + 100 + 25 — 5x + +x2 = 100

13x%=-25x+25=0

x2=20x+20=0
D=(=200—4-1-20=320

204320 20 -85 " 2044320 20+8y5
YT T2 YT T2
x=10—450f x=10+4/5

r=8-1(10-45)=3+250f y=8-1(10+45)=3-245
Dus zijn Pen Q de punten(10—4\[§, 3+2\]§) en(10+4\]§,3—2\f§).

5 Afgeleide functies

, [ -0 10-2

1 = 0,39
3-0 3
f(sg :£(4> _Ju4 -  EJ—
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fla)-fa=2) _

De gemiddelde toename over dit interval is

a—(a—2)
2a+4-\2a-2)+4 2a+4-\2a-4+4 \2a+4-+2a
2 2 5
fB)=f(=2) _\2b+4-\2-2+4 2b+4 1
b b+2 b+2 4

42b+4=h+2
2b+4=3h+3
2b+4=1b+1b+3

1 3 3_
l—ﬁbz—lzb—3z—0
hr—28h—60=0
(b=30)h+2)=0
hb—30=00fh+2=0
b=30of b=-2

Controle: alleen b = 30 voldoet.

Omdat A(4) =50+ 4 — 10 - 4> = 40 en A(0) = 0 is de gemiddelde toename
h(4)—h0) 40-0 _

4-0 4
£(0,002) = 50+ 0,002 — 10+ 0,002> = 0,09996 en 4(0) = 0, dus het

h(0,002) — h(0) _ 0,09996

gelijk aan 10.

differentiequotiént is gelijk aan =49 ,98.

0,002 -0 0,002
Ay h(1+Af)—h(1)  50(1+An)— 10(1 + A2 — 40
At At B At B

50 + 50Ar — 10(1 + 2At + A?) — 40 30Az — 10A2
At B At

Ay
dus — =30 — 10Ar
At

Ay
Als Af—30 dan =% 530
At

Het differentiaalquotiént is dus gelijk aan 30.
Het antwoord van opdracht ¢ is de helling van de grafiek van / voor ¢t = 1.

Y
T T /\ T T X
-3 =2 10 1 2 3
F)=3—3x"

f@=3-3-22=-9

De helling van de grafiek is gelijk aan de richtingscoéfficiént van de lijn.
f@)=3-2-22=-2

y==-9:2+16=-2

Het punt (2, —2) ligt zowel op de lijn als op de grafiek van f, dus raakt de lijn
aan de grafiek van f.
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L a f(x)=21x0-8x+242
b g(x)=x*—4x+ 8x2— 2x% ofwel g(x) = —x + 8x2 — 4x
g(x)=-3x*+16x-4
¢ A(x)=0,16x*+ 1,5x>
(x)=0,64x*+ 3x
d m(x)=x>—2x° + 4x> — 8x ofwel m(x) = x° + 2x> — 8x
m'(x) = 5x*+ 6x2 —8

fx)=x>+x-11

Uit f(0)=7en f'(0)=-11volgt y=—-11x+7.

Danis f/(x) = 1.

X+x-11=1

x¥+x-12=0

(x +4)(x—3)=0

x+4=00fx—-3=0

x=—4of x=3

x = —4 geeft y = f(—4) =375 en x = 3 geeft y = f(3) = —121

n oo

De raakpunten zijn (—4, 37%) en (3, = 12%).

6 a Invoer: y, =x*—3x3+ 7
Venster: —3<x<3en—4<y<4

\L ::

-3 -2 -1 0 1 2 3
b f(x)=4x3 — 9x2 + 2x e .
4x3—9x2+2x =0
X(4x2-9x+2)=0 w1

x=00f4x?-9x+2=0
D=(=92—4-4-2=49 =
9 —~/49 9+49 5
8 5 °
Met behulp van de schets van opdracht a krijg je: minimum f(0) = 0,

x=0of x= =}Tofx=

maximum f (%) = % en minimum f(2) = —4.

7 In het raakpunt moet gelden f(x) = g(x) en f"(x) = 2'(x).
Dit geeft de vergelijkingen x3 + 12 =axen 3x2=a.
Substitueren van 3x” voor a in de eerste vergelijking geeft x> + 12 = 3x? - x.
i 12=3%"
2x3=12
P=5

x=v6en y=/{{6)=({6)' +12=6+12=18

Het raakpunt is (\%, 18).
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8 a B(p:7.5-0,5p?
b De oppervlakte Ois O= 04+ AB=p-(7,5-0,5p%) =7.5p — 0,5p°.

do
¢ —=7,5-1,5p?
dp

85 _ 0als7,5—-1,5p* =0 ofwel p*=5

dp

p=—\50f p=+45

Alleen p = \E) voldoet. Dit invullen in O = 7,5p — 0,5p° geeft
0=175y5-05-(\5)

0=755-05-5-y5dus 0O=5/5

De maximale oppervlakte is gelijk aan 5\]5.

6 Periodieke functies

1 hoek in graden | 20 I 25 | 75 | 300 | OI 570
hoekinradialen‘ % | I%n ‘15_2“ ‘ I%n ‘lén‘ 3%71

-5 T[): (5 n+6n)—sm( ) ( )

1. l
3 2
15%1'[)= (15 7'{—141'[)—003(1 )= (%1‘[):% 2

3 a Deamplitude is 12, de periode is 1 en de evenwichtsstand is y = 3.
De grafiek gaat stijgend door het punt ( m, 3).

b De amplitude is 6, de periode is 6 en de evenwichtsstand is y = —4.
Een hoogste punt van de grafiek is het punt (=2, 2).
f(x) 1s maximaal 3 + 1% = 4% op een kwart periode na de start van een
nieuwe periode, dus bijvoorbeeld als x = ﬁn + % M= %n.
Omdat de periode m is, i1s f(x) maximaal 4% als x = % il o) B
Op het interval [0, 37 ] is dat het geval als x = %n of x= l%n of x= 2%7{ ;
f(x) is minimaal 1% op driekwart periode na de start van een nieuwe periode,
dus bijvoorbeeld als x = }T” + % =T
Vanwege periode m is dus f(x) minimaal 1% alsx=0+k-m.
Op het interval [0, 37 ] is dat het gevalals x =0 of x =7 of x =2n of
x=3m.

(2]

d g(x)is maximaal 2 in een hoogste punt, dus bijvoorbeeld als x = =2.
Vanwege periode 6 is dus g(x) maximaal 2 als x=—-2+ k6.
Op het interval [0, 10] is dat het geval als x =4 en x = 10.
g(x) is minimaal op een halve periode na een hoogste punt, dus bijvoorbeeld
alsx=-2+3=1.
Omdat de periode 6 is, is g(x) minimaal =10 als x =1+ k- 6.
Op het interval [0, 10] is dat het gevalals x=1en x=7.
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De evenwichtsstand is y =1, dus d=1.
De amplitudeis3 —1=2,dusa=2.
De periode isn, dus b = Z.H = & =2.
periode =
De grafiek gaat in het punt (%T[, 1) stijgend door de evenwichtsstand dus
o
F(x) =1+ 2sin(2(x - 37))
Periode, evenwichtsstand en amplitude veranderen niet, wel de horizontale
verschuiving. Dus p=2,¢g=2ens= 1.
Een hoogste punt is (—ﬁn, 3), dusr= —}Tn en f(x)=1+ 2cos(2(x + %n))
Punten van symmetrie zijn bijvoorbeeld (0, 1) en %Tl’, 1}).
Vergelijkingen van symmetrieassen zijn bijvoorbeeld x = in en x = 3m.

. ; 2
De periode van gis 3+ n enb=3i=%
i

Het punt waar de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat, is ook
met 3 vermenigvuldigd ten opzichte van de y-as en is dus nu (l%n, 1). De
amplitude en de evenwichtsstand zijn hetzelfde als die van de grafiek van f.

glx)=1+ ZSin(%(x = l%n))

sin(3x) = 542
sin(%n) =%\]§dus
3x=%n +k+2n 0f3x:%7t + k20

1 .2 1 2
X=1gn + k 37 ofx—4n + k 3T

11

Op het interval [0,7t] zijn de oplossingen x = ﬁn, x= 4lT[, x= %T[ en x = 3 m.

cos(2x) =%
cos(%n) = %dus
2x=%ﬂ +k-2nof 2x = 1_%71 +k-2n

x=%n +k'n0fx=%n +kn

. . . = 5 gl i
Op }Slet interval [—n, 7] zijn de oplossingen x = —zm, X = —¢7, X = ¢men
X = s

2(:05(%x) = \E
cos(%x) = \f_
)

lx=gn +k-2nof sx=13n +k-2n

x=%n +k+dnof x= 3%7{ + ke 4n

Op het interval [0, 67] zijn de oplossingen x = %n, x= 3%11 en x = 4%7{.
= 4sin(%nx) =1

sin(%ﬂx) =%

sin(%n) = % dus

%nx=%n +k'2nof%nx=%n + k- 2n

x=%+k°40fx= I%+k°4
Op het interval [0, 3] zijn de oplossingen x = % enx=1

|2
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sin(2x) = —0,3

Invoer: y, = sin(2x) en y, = —0,3

Venster: 0<x<2nen—1<y<1

Optie: snijpunten

Op het interval [0, 271] zijn de oplossingen x = 1,72 en x = 2,99 en x = 4,86 en
x=6,13.

cos(0.6x) = 0,75

Invoer: y, = cos(0,6x) en y, = 0,75

Venster: 0<x<10en—-1<y<1

Optie: snijpunten

Op het interval [0, 10] zijn de oplossingen x = 1,20 en x = 9,27.

4sin(3x) =3

Invoer: y; = 4sin(3x)en y, =3

Venster: 0< x<men —4<p<4

Optie: snijpunten

Op het interval [0, 1] zijn de oplossingen x = 0,28 en x = 0,76 en x = 2,38 en
x = 2,86,

2+ 3cos(x—5)=1.5

Invoer: y; =2 + 3cos(x —5)en y,=1.5

Venster: 0<x<3nen—-1<y<5

Optie: snijpunten

Op het interval [0, 37] zijn de oplossingen x = 0,46 en x = 3,26 en x = 6,74.

glx)= sin(x + %n)
glx)=sin(x—-2)—4
g(x) = sin(—2x)

£ =0 geeft 7 =35 + 30sin(55 (0 — 150)) = 5
Bart is op 5 meter hoogte ingestapt.

De as bevindt zich op 35 meter hoogte (de evenwichtsstand).

: . 2n .
De periode is — = 600 seconden, dus het duurt 10 minuten voordat Bart
300
precies één keer rond is geweest.

Kees bevindt zich precies % rondgang voor Bart en is dus }T - 600 =150
seconden eerder op een bepaalde hoogte dan Bart. De bijbehorende formule

ish=35+30 sin(ﬁ (r + 150 - 150)) ofwel h =35+ 30 sin(;ﬁt).

Los de vergelijking 35 + 30 sin(% (z - 150)) =35+30 sin(_;gﬁ t) met behulp
van je rekenmachine op.

Invoer: y; =35+ 30 sin(ﬁ (x = 150)) en y,=35+30 sin(%dx)

Venster: 0 < x <600 en 0 <y <65

Optie: snijpunten

Het eerste snijpunt geeft 7 = 225, dus na 225 seconden zijn Kees en Bart voor
de eerste keer op gelijke hoogte, dat is na 3% minuut.

Het tweede snijpunt geeft 1 = 225, dus na 525 seconden zijn Kees en Bart
voor de tweede keer op gelijke hoogte, dat is na 8% minuut.

Of: een halve draai na de eerste keer, dus 5 minuten later, zijn ze weer op
gelijke hoogte. Dat is na 3% +5= 8% minuut.
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