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7 EXxponenten en logaritmen

Voorkennis

V1 a B8=13:28.1301;22<1296en22~1300

120 ~ > 203
De groeifactor per uur is ongeveer 1,3

b De groeifactor per dag is 1,3%* = 543
¢ Twee uur ervoor waren er 120+ 1,372 = 71 bacterién.

d 120-1,3' =660, dus 1,3/ = % = 5,5. Met de rekenmachine vind je t = 6,5

Na ongeveer zesenhalf uur.

V2 a De groeifactor per week is 1,437 = 12,23
b Per halve dag is de groeifactor 1,43% = 1,20

V3 a De beginhoeveelheid is de hoeveelheid op ¢ = 0: N(0) =12-1,0972= 10,10
b De groeifactor per week is 1,097 = 1,83

L
¢ De groeifactor per zes uur is 1,094 = 1,02

1
Vb a tl=L.fL=04.0p =040 =05
1

b 274 _2~4 (231 =274.23=2"1
F(FWzrmm
——=55=2 =25
25
32 25
d 43-8%.40= (223 (22 28 =2-6-2"%1. 01 =8
V5 a 4-g7=48 e ;2°=16
$=12 gt=64
g=312 g=—64 of g =464
1
b ¢+3=5 F 3g3=12
L 1
=2 ==
= 94 g
g e
g=16 £ u
_ 3
8=\
c g‘2=% g 2+%g‘6:3
11
I ~6=73
& 4 §6=l
g=4 :
g=-2o0fg=2 g=- %ofg—ﬂ
1 4
d 15¢ =3 h E=64g3
1 — €405
<=5 4=6d
& gszE
i:
g3:5 g:{j%
g=5%=125
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V7 a

b

ek OISR

3-x=0 (374 =30
x=3 3—x+4:31§
_
—x+4= 1‘2'
— 5l
x=25

Bij een verschuiving van 3 naar links vervang je x door x + 3.
Het functievoorschrift wordt dan g(x) = 3+ ofwel g(x) = 32¥*¢
h(x)=5-f(x)=5-3%

7.1 Exponentiéele functies

intro  Als je 10 keer dubbelvouwt, wordt het 2'° = 1024, dus ongeveer 1000 keer zo

1 a
b

[=H

o

(2]

j= 9

dik. De dikte is dan ongeveer 1000 X 0,1 = 100 mm = 10 cm.
Nog eens 10 keer dubbelvouwen geeft een dikte van 1000 X 10 cm =
10 000 cm = 100 m.

Vouw je het nog eens vier keer, dan is de dikte 2%+ 100 = 1600 m = 1,6 km.
Je moet dus 24 keer vouwen om een dikte van meer dan 1 km te krijgen.

De functies /1 en i zijn stijgend en de functies j en k zijn dalend.

Als x met 1 toeneemt, dan wordt bij g > | de functiewaarde met een getal

groter dan 1 vermenigvuldigd, dus de functiewaarde wordt steeds groter: de

functie is stijgend.
De x-as is asymptoot van elk van de grafieken.

grafiek van I h ‘ i | j | k

snijpunt y-as | (0,2) | 0:0.5)| ©.1) | (0, 10)
De functies f, g en k zijn stijgend en de functie / is dalend.

Fle | o] ok

grafiek van

snijpunt verticale as | (0,20) | (0, 1) | ©:2.1)] (0, 1)

De groeifactor van de functie gis 0,57 = (%)_1 =3 el
h(x)=3-0,7%*1=3-0,7-0,7"=2,1-(0,7* = 2,1 - 0,49*

De groeifactor van de functie /4 is 0,49,

Het domein van & is R en het bereik van k is (0, —).

De x-as is asymptoot van beide grafieken, de vergelijking is y = 0.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Exponenten en logaritmen

0

g(—x) =279 =2¥= f(x), dus zijn de grafieken van fen g elkaars
spiegelbeeld bij spiegeling in de y-as.

k(x)=h(-x)=2-37"

m(x)=—h(x)=-2-3~

Na de vermenigvuldiging ontstaat de grafiek van p(x) =3 - f(x), dus
plx)=3-1,5" De spiegeling in de y-as geeft de grafiek van a(x) = p(—x)
dusa(x)=3+1,57*

Na de spiegeling in de x-as ontstaat de grafiek van p(x) = —g(x), dus
p(x)=—4-3* De verschuiving geeft de grafiek van b(x) = p(x) + 2
dusb(x)=—-4+:3"+2

Na de spiegeling in de y-as ontstaat de grafiek van p(x) = i(—x), dus
plx)=2-0,77" De verschuiving geeft de grafiek van c(x) = p(x — 4),
dus ¢(x) =2-0,77%"% of ook ¢(x)=2+0,7"***

Na de spiegeling in de x-as ontstaat de grafiek van p(x) = —k(x), dus
p(x)=-—100- 2" en na de spiegeling in de y-as ontstaat de grafiek van
g(x) = p(—x), dus g(x) = —100 - 27~ De verschuiving geeft de grafiek van
dx)=¢qg(x)—6,dus d(x)=-100-27"-6

De grafieken van a en ¢ hebben de lijn y = 0 als asymptoot, de grafiek van b
de lijn y = 2 en de grafiek van d de lijn y = —6.

Door de grafiek van f(x) = 0,5 vier naar rechts en drie omhoog te
verschuiven ontstaat de grafiek van g(x) =3 + 0,54

Door de grafiek van f(x) = 5% eerst te spiegelen in de y-as, vervolgens met

3 te vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as en tenslotte 2 omhoog te
verschuiven ontstaat de grafiek van g(x)=3-5"+2

Door de grafiek van f(x) = 3* eerst te spiegelen in de y-as, vervolgens 2 naar
rechts te verschuiven, daarna te spiegelen in de x-as en tenslotte 2 omhoog te
verschuiven ontstaat de grafiek van g(x) =2 — 3>~

De grafiek van g(x) = 8 - 2¥ ontstaat uit de grafiek van f(x) = 2¥ door een
vermenigvuldiging met & ten opzichte van de x-as.

De grafiek van A(x) = 2°*3 ontstaat uit de grafiek van f(x) = 2* door een
verschuiving van 3 naar links.

De grafieken van g en /1 vallen samen.

g(x) =8+ 25=23.2v=2x+3 = fi(y)

De grafiek van k(x) = % + 3¥ ontstaat uit de grafiek van f(x) = 3" door

een vermenigvuldiging met é ten opzichte van de x-as, en doordat

k(x)= é -+ 3¥=7372.3¥= 32 kan de grafiek van k ook ontstaan uit de grafiek
van f(x) = 3* door een verschuiving van 2 naar rechts.

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen
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05 a

06 a

De grafiek van m(x) = 2 + 4 ontstaat uit de grafiek van f(x) = 4~ door
een vermenigvuldiging met 2 ten opzichte van de x-as, en doordat

L L
m(x)=42- 4 =4"7kan de grafiek van m ook ontstaan uit de grafiek van
f(x) = 4" door een verschuiving van % naar links.

0

g =3 =@y =2"=1(-x
k(x)=h(—=x) =8+ 1,57

= ()

k=8 (3

=2

P | —
4]

Na spiegeling in de y-as ontstaat de grafiek van f(x) = p(—x). dus
flx)= \B + 37, De verschuiving % naar links geeft de grafiek van

gx) = f(x+1 )dusq(x) I8 )= B2

1

g =333 s s = (3
g = (5"

Een spiegeling in de y-as hoort daarbij.

h(x) =27 = f(—x), dus een spiegeling in de y-as.
k(x)=7-+27="T7"+h(x), dus een vermenigvuldiging met 7 ten opzichte
van de x-as.

g(x)=7+27"+ 6= k(x) + 6, dus een verschuiving van 6 omhoog.
px)=7-270 N4 6=7-2334+6=7-2716

Door de grafiek van f(x) = 3¥ twee naar links en vier omhoog te
verschuiven ontstaat de grafiek van g(x) =4 + 3v+2

Door de grafiek van f(x) = 3* vier naar rechts te verschuiven en
vervolgens te spiegelen in de x-as en tenslotte 8 omhoog te verschuiven
ontstaat de grafiek van g(x) = 8§ — 3¥~*

Door de grafiek van f(x) = 3* eerst te spiegelen in de y-as en vervolgens
5 naar rechts en 10 naar beneden te verschuiven ontstaat de grafiek van
g(x)=3"*-10

Door de grafiek van f(x) = 3* te spiegelen in de y-as, vervolgens

te vermenigvuldigen met —2 ten opzichte van de x-as en tenslotte 1
omhoog te verschuiven ontstaat de grafiek van g(x)=1—-2+37

§¥+2 = 5v. 52 = 5¥. 25 = 25+ 5% dus h(x) = 25- 5%

De grafiek van i(x) = 5°*2 ontstaat door de grafiek van f(x) = 5 twee
naar links te verschuiven.

De grafiek van A(x) = 25 - 5* ontstaat door de grafiek van f(x) = 5 met
25 te vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen



7 Exponenten en logaritmen

U1 a Uit ‘asymptoot is y = 4" volgt ¢ = 4.

Uit f(0)=2volgtb+4=2,dush=-2

Uit f(6)=—50 volgt =2+ g®+ 4 =-50
—2-g6=-54 :
g=27=3dusg=32 1

Het functievoorschrift is f(x)=-2-3" + 4
Uit ‘asymptoot is y = —2" volgt ¢ = -2

Uit f(0)=0volgth—2=0,dush=2

Uit f(1)=2volgt2g—2=2,dusg=2

Het functievoorschrift is f(x)=2-2¥-2

Uit ‘asymptoot is v = =7 volgt ¢ = =7 b
Uit f(—1)=—-8 volgt b+ g7' =7 =—8 of ook E= —-1,dush=—¢

o

[a]

Uit f(1)=—-32 volgt —g+g—7=-32,dus g> =25

Omdat een groeifactor altijd positief is volgt hieruit g = 5.
h=-g=-5

Het functievoorschrift is f(x)=-5-5"-7

U2 a Voor grote waarden van x wordt de noemer steeds groter, dus wordt f(x)
steeds kleiner en nadert naar 0. Een horizontale asymptoot is y = 0.

Als de waarden van x steeds negatiever worden, nadert de noemer naar 1 en
f(x) nadert dan naar 4, dus ook y =4 is een horizontale asymptoot.

De grafiek van g(x) = 2 + 2* heeft een horizontale asymptoot y = 2.

Dus de grafiek van f'heeft een horizontale asymptoot y = 2% =4,

¢ Zowel voor hele grote waarden van x als voor sterk negatieve waarden van x

wordt de noemer heel groot, dus de horizontale asymptoot is y = 0.
X
d Voor grote waarden van x gaat 27" naar 0, dus dan is f(x)=—=1, dus een

=

o

horizontale asymptoot is y = 1.
Voor sterk negatieve waarden van x gaat 2* naar 0, terwijl 27 juist heel

groot wordt, dus f(x) = , dus een horizontale asymptoot is y = 0.

0
2740

7.2 Exponentiéle vergelijkingen

intro Het duurt drie weken om 2 - 2 - 2 = 8 keer zoveel te krijgen.
Het duurt iets meer dan twee weken om vijf keer zoveel te krijgen.

9 a Door links en rechts van het =-teken te delen door 2.
b De rechterkant van de vergelijking kun je schrijven als
6+ 36% = 6! - (62)* = 62!
€ = gt x +3=2% ¢ 1, disx=2

1V _ g2x= sz A
10 a (3)f=92 b 37 =5

3x = (32)2x—3 3x = 3—3

Frm= 346 x=-3

—x=4x—-6

—5x=-6

x=1%

10 Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen © Noordhoff Uitgevers bv



11 a

12 a

0,25 =16+2x"1
(=t
(2—2)x s 2x+3
-2x=x+3

2x = (2—3)3
oE=99
x=-9

0.1>* = 1000'
(10—1)2x = (103)l—x
10-—2): — 103—3x
—-2x=3-3x
x=3

Invoer: y, =2%"leny,=24
Venster: 0<x<3,0<y <30

Optie: snijpunt

de oplossing is x = 1,40

3. 45 = 6¥
12¢= 6

delen door 6~ geeft 2 =1

2¥=20

x=0
2732 =(3)"

3. 3= 3
35 = 3

© Noordhoff Uitgevers bv

3D X = 44x+3

25.0% = (22)4x+3
25+x s 28x+6

5+x=8x+6

30,57 =24+ 243

(%)x =g.0%3
(2—1)x e 23 W 24x"-3

14.4x:7.23x
21.92x = 23x

1+2x=3x

delen door 5" geeft 2-2¥=1

Invoer: y, = 6%en y, = (
Venster: —10<x <10, -10<y <10
Optie: snijpunt

de oplossing is x = 0,28

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen
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13 a

14 a

15 a

12

Exponenten en logaritmen

Plot de grafieken van beide functies in een standaard venster.
Links van het snijpunt ligt de grafiek van f boven die van g.
De oplossing van de ongelijkheid is x < 3%

12-4-(3) =4 2-4-( =1
4-(3) =16 4-(3 =1
(%)x—3_4 (%)x-—_%:%
(2#1))6“?’_22 (l >t N l)z
J-x+3 = 92 2 —\2
-x+3=2 x:3=2

= x=5

snijpunt (1, —4)
Uit de grafiek valt af te lezen dat de oplossing [5, —) is.
Evenzo valt af te lezen dat de oplossing {1, 5) is.

12-4 (37 =4 12-4-(3 =11}
RO o)
(%)x"-S 5 (%)x-S :é_

@) =2 )7 =6)

orati= gl x—3=3
-x+3=1 x=6

x=2

De oplossing van de ongelijkheid is 2 < x < 6 of [2, 6].

90,5 = 9=x+3
05x=—-x+3

1,5x=3

x=2

f(2) = g(2) = 2, dus de codrdinaten van het snijpunt zijn (2, 2).

Uit de plot blijkt dat de grafiek van flinks van het snijpunt onder de grafiek
van g ligt, dus de oplossing van de ongelijkheid is x < 2 of («, 2].

! = 44-x
(271y12-2x = (2)4-x

2“l2+2x — 28_2x

—12+2x=8—-2x

4x =20

x=35

f5)=g(5)= %, dus de codrdinaten van het snijpunt zijn (5, zlf)
De vergelijking van lijn kis x = 5.

De grafiek van g ligt links van het snijpunt boven de grafiek van f.
De oplossing van de ongelijkheid is x < 5.

W]y)]l-Qx

(%)12—2::: " 4h-x = 4
2-1242x = 72 43-x =41
—-12+2x=2 4—-x=1
2x=14 x=3
x=17

De snijpunten zijn (7, 4) en (3, 4).

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen © Noordhoff Uitgevers bv
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010

De punten liggen beide op dezelfde hoogte op afstand 2 van k.

e Je moet aantonen dat P en Q even ver van de lijn k liggen.

Stel P ligt op afstand p van k. De x-codrdinaat van Pisdan 5 —p
De x-codrdinaat van Q moet dan 5 + p zijn.

Er moet dus gelden f(5—p)=g(5+p)=10

fo=p=(3)" =@ =2 =10

g(5+ p) =446 = (22)71=2 = 2722 _Dat is dus ook gelijk aan 10.
Beide punten liggen even ver van k.

4] s
‘ 1 ‘0,03125

v | -1 Joli]2]s
a(x) | 0,03125| 1 ‘ 8 ‘ 16‘ 8
Als je voor x waarden invult die steeds verder van 0 liggen, wordt 4x — x?

steeds sterker negatief. Dan nadert 24~ naar 0.

9dx=x = =12

4x—x2=-12

x2—4x-12=0

G Tile=B)=0

x=—20fx=6

De snijpunten zijn (—2,271%) en (6,271%).

24;ch2 =1 24x—x2 =8
24x—x* = 20 4x—xt = 73
4x—x>=0 Aop— = 3
x4 -x)=0 x2—4x+3=0
x=0ofx=4 (x—-D(x=3)=0

x=lofx=3
De oplossing van de ongelijkheid lees je nu af met behulp van de grafieken:
0<x<lof3<x<4
Invoer: y, =2*"Yeny,=5
Venster: 0<x<4,0<y<20
Optie: snijpunten
De snijpunten zijn bij x = 0,70 en x = 3,30.
De oplossing van de ongelijkheid lees je nu af met behulp van de grafieken:
0,70 £ x £3,30

2-3=64
zx_3 = 26
x—3=6
x=9
De getallen 25, 5 en \B zijn bij stap 2 geschreven als macht van 5.
52x = 51%
2x=1}
=3
=1
3-8=12
8 =4
(23)2x = 22
26x — 22
6x=2

.
A=

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen
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Exponenten en logaritmen

y12-27=18
12-27¥=1324
27% =127
x=1

)= 30 2575 = 25 2575 = 102 g
1 1
g(x)=2%- \128 = 2% - \/2_ o piF

1
9l0-x = p¥*33
10—x=x+3%
== = %

—1l
=y

De grafiek van f'ligt lager dan die van g als x > 3%

f(x) < g(x) als x> 3

U3 a fheeft bij tegengestelde x-waarden dezelfde functiewaarde.

b

Ub a

14

Het minimum van de functie /(x) = % x? = 2is h(0) = =2, dus het minimum

PRECE el 11
van f(0) =2 “isdan f(0)=2""=
12 — ; 2z

22 2 2 =4
2%x2~2=21 2%xL2=22
%x2—2=1 %x2—2=2
%x2=3 %x2=4

x2=6 x2=8
x=—y6of x =46 x=—\8of x=18

Plot de grafiek van fen de lijnen y =2 en y =4 in een standaardvenster.
De oplossing is —\[§<_:xs —\[gof\fngS\fg.

glx) = (2\[5 =il 2%)26 - 21%;;

%x2—2=1%x
x2—4=3x
x2—3x—-4=0
(x+D(x—4)=0

x=—-lof x=4

Er is voor zes verschillende waarden van a de grafiek getekend.

Voor grote positieve waarden van x wordt voor elke waarde van a de
noemer heel groot, de functiewaarden naderen dan naar 0 en dat geeft een
horizontale asymptoot y = 0.

Voor sterk negatieve waarden van x nadert 2¥ voor elke waarde van a naar
0, de functiewaarden naderen dan tot % =4 en dat geeft een horizontale
asymptoot y = 4.

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen
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8
¢ =2

2412

8=2%2+2Y
§=27 0¥+ QuE gr
substitueer 2¥ =p
8=2p+p?
pP+2p—8=0
pP+dHp-2)=0
p=—4dof p=2

2¥ = —4 (geen oplossing) of 2 =2, dit geeft x = 1.

8

2-2*

8=4-2752-2%

§=8-2>—4

12=8.2
“"=I%

d

=427

Dit substitueren in g(x) =4 « 27 geeft g(x) =4+ 1% = 6, dus de y-codrdinaat

van het snijpunt S is 6.

e Invoer: yy=2"%en y, = 1%
Venster: —10<x<10,-10<y <10
Optie: snijpunt

De x-codrdinaat van het snijpunt S'is x = —0,58

7.3 Logaritmen

intro 6-3/=4374

Links en rechts delen door 6 geeft 3’ = 729 = 3%, dus t = 6

6+ 3"=6000

Links en rechts delen door 6 geeft 3’ = 1000 en 1000 is niet te schrijven als

een macht van 3.

17 a Je kunt de vergelijking 3* = 18 niet oplossen, omdat 18 niet te schrijven is als

een macht van 3.

b 3%%= 17,98 en dat is kleiner dan 18; 3% = 18,18 en dat is groter dan 18.
f(x) = 3¥is een stijgende functie, dus voor de oplossing van 3* = 18 geldt

2,63 <x<2,64

¢ 3761 =18,0014 en 326399 = 17,9994 en 329%% = 18,0004
De oplossing van 3¥ = 18 in vier decimalen is dus x = 2,6309.

18 a niet exact op te lossen, want
10 is geen macht van 2.

b niet exact op te lossen, want
25 is geen macht van 3.

c 1ov= —1%
10°=10"L dusx=—1

© Noordhoff Uitgevers bv

5¢=nf5

5% = 5%, dus x = %
2¥= 256

2x=28 dusx=28

niet exact op te lossen, want
31—6 is geen macht van 3.

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen
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Exponenten en logaritmen

19 a 32=9en3°=27, dus voor 3* =25 geldt 2 < x < 3.
b De oplossing van 6* = 38 is iets groter dan 2, want 6 = 36.
De oplossing van 3* = 15 is een stuk groter dan 2, want 3> =9.
Dus de oplossing van 3% = 15 is groter.

20 a 7°=4 d 32=14
x ="log(4) x —2=73log(14)
x =2+ 3log(14)
b 7*=10 e 5¥*1=100
x ="log(10) x + 1 ="5log(100)
x =—1+3log(100)
¢ (=13 f saes=1
x =log(13) 2x+5="5log (1)

x=-25+}%log 3)

21 a x =1log(5)is de oplossing van 3* =5
b x= 710g(%) is de oplossing van 7% = %

c x= %log(’]) is de oplossing van (%)x =7

d x=1og(6) is de oplossing van 108 =6

e x=4%og(R) is de oplossing van 4* = 8

f x= %log(1000) is de oplossing van 0,1 = 1000

22 a ‘log(27)=3,want27=33
b 2log(%) = -3, want —é— =273
¢ Slog(5y5) = I% want 5y5 = 5! 5]5 = 5117
d 7log(l)=0want1=7°

23  Die getallen zijn de gehele machten van 5, dus: *log(1) =0, ’log(5) = 1
Slog(25) = 2, 3log(125) = 3 en Slog (625) = 4.

24 a 210g(2\[§) = 1%’ AT 21% . 2% _ 2\5
b 7108(%) =-2, want 72= % _ %
¢ log(1000000) = 6, want 106 = 1000000
d %108(9) = -2, want (%)_2 =3 2=32=9
e Hlog(5)= %, want 25% = \jﬁ -

f ‘l?log(glz) = 3, want (‘17)3 _ ‘11_; _ 311

25 a Slog(x)=2 ¢ ‘log(5x) =3
1
x=3 Sx=4i=y4=2
x=9 x=—25-
b Slog(x)=-1 d Slog(x+10)=2
x=5" x+10=32
1 —
X=z x=-1

16 Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen © Noordhoff Uitgevers bv



26 a

024 a

Slog(x2+4) =3 f Slog(x>—13)=2

x2+4=53 x2—13=¢62

x2+4=125 x2—=13=36

x2=12lx=-11of x=11 x2=49
x==T7o0f x=7

K,: elke zijde van de driehoek heeft lengte 9, dus de omtrek is 3+ 9 = 27.
K,: elke zijde van K, wordt vervangen door vier lijnstukjes met lengte
9:3 = 3. De figuur bestaat uit 3 - 4 = 12 lijnstukjes met lengte 3, dus de
omtrek is 12 - 3 = 36.

Bij elke volgende figuur wordt het aantal lijnstukjes 4 keer zo groot en de
lengte van een lijnstukje 3 keer zo klein. De omtrek wordt dan % keer zo
groot. De omtrek is dus een exponentiéle functie met startwaarde 27 en
groeifactor I% dus omtrek K, =27 - (1%)”

27- (13)' =854

(13) =85}:27 =28 =% = (11)', n =4, dus bij de vijfde figuur.

Dan moet 27 - (1%)" > 10°

27+ (14) < 849490 en 27+ (11) = 1132653

Vanaf n = 37, dus vanaf de 38 figuur is de omtrek groter dan 10°.

1 1
Bij opdracht ¢ : n = “log (%STG) en bij opdracht d: n = IEIog(%%i)

(b =ap

1
(2—l)x:22.2§
2v=2%

S L
X =4
—_nl

X =iy

dus Zlog(4y2) = —24

xX= 310g(§%) is de oplossing van de vergelijking 3* = 81—1

=1L

=g =3

o) =~

x= 510g(25\f§) e x= 610g(ﬁ)
5% =255 6+ =5
5x:52.5% o= 63

57 =5% x=-3

= 2% 6log(ﬁ) =-3

Slog(25v5) = 2%

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen
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Exponenten en logaritmen

x = 19]og(10) h x=%log(7)
100% = 10 495 =17
(102 =10 (72 =17
102 = 10! 2x=1
2x=1 x= %
x=1 “log(7) =1
10000g(10) = 3
x = Hlog(16y8) i x="log(g)
1\x _ 1V _ 1
(1) =16V8 (3) =4
- > % 4
@2 =2t @ (5 =0)
1
27=27 x=4
~2x =5 log(d) =4
x= —2%
“log(16y8) = —23
uit *log(x) =2 volgt x=3>=9
uit *log(x) = 4 volgt x = 5* = 625
log(5x—4)=4
5x—4=3
5x—4=81
5x=85
x=17
4 —og(—x)=-2 d log(90 + 2log(x)) =2
Zlog(—x)=6 10% =90 + %log(x)
—x =26 dus x = —64 2log(x) =10, dus x =2'°=1024
Slog(10 +4x) =2 e Zlog(4+4%)=4
10 +4/x = 52 4+ 4% =24
Vx =15, dus x = 225 ¥ =12, dus x = *log(12)
Slog(2log(x)) = 4 f (log(x +2)’=9
34 =log(x) log(x +2)=3of
x =281 log(x +2)=-3

x ¥ I=Pof u+2 =39

x+2=27of x+2=35
x=250f x=-1%

’log(5) is de groeitijd bij groeifactor 2 die nodig is om een hoeveelheid 5

keer zo groot te maken.

Na 2log(7) tijdseenheden is de hoeveelheid 7 keer zo groot.

Na nog eens 2log(5) tijdseenheden is die hoeveelheid 5 keer zo groot.

Na log(7) + *log(5) tijdseenheden is de oorspronkelijke hoeveelheid

dus 5 x 7 =35 zo groot. Dat is ook zo na *log(35) tijdseenheden, dus

Zog(7) + Hog(5) = 2log(35).

Na #log(a) tijJdseenheden is de hoeveelheid « keer zo groot.

Na nog eens flog(h) tijdseenheden is die hoeveelheid b keer zo groot.

Na flog(a) + #log(h) tijdseenheden is de oorspronkelijke hoeveelheid dus

a X b= ab zo groot. Dat is ook zo na ¢log(ab) tijdseenheden, dus

flog(a) + ¢log(h) = £log(ab).

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen
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7.4 Logaritmen berekenen

intro  Als x = ’log(—5), dan is 5° = —5 en dat heeft geen oplossing.
Als x =3log(0), dan is 3* = 0 en dat heeft geen oplossing.
Als x = 2log(8), dan is (—=2)* = 8 en dat heeft geen oplossing.
Als x = 'log(4), dan is 1¥ = 4 en dat heeft geen oplossing.

27 a log(2)~0,3010 log(25) = 1,3979
log(5) = 0,6990 log(100) =2
log(10)=1

o

Voor x = 1000 is log(x) = 3, want10> = 1000.

10 is het grondtal van de log-functie op de rekenmachine omdat de machten
van 10 gehele getallen als antwoord geven.

log(1000000) = 6, want 10°= 1000 000

log(0,0001) = —4, want 1074 =0,0001

(a]

o

28 a log(3)=0.48 b 102+ =500
log(ﬁ) =3 2x + 1 ="0og(500)
log(1)=0 2x =—1 + "og(500)
log(123456) = 5,09 x=—1+1:%0g(500) = 0,85
29 a log(7)is de oplossing van de vergelijking 10* = 7, dus 1027 =7,
b 10056 = 564, 1010201 = 0,1 en 10'°€099) = 0,08
¢ 14=100e4) 5 1QLI5
400 = 10loe400) 10260
0,003 — 10]0g(0,003’) & 10-2,52
30 a 7=20
(10%0e(M)x = | (log20)
10¥-log(M) = 1(lo(20)
b x-log(7)=1log(20)
log(20)
x —
log(7) 1og(20)
¢ De oplossing van 7% = 20 is gelijk aan "log(20) en is ook gelijk aan Tog(7)
og
log(35 log (10
31 a %log(3s)= 28 1 e ¢ Fog(l) =2BCD .1 43
log(9) log(5)
1
! log(128) 1 log((f5)
b Slog(128)=————~—-442 d ‘loglsz)= ~—1,
log(g) (13) log(4)
32 a 15=2 b 4%=6
x = log(2) 2x =4*og(6)
log (2) i g
= = =5-%og(6
Y log(15) x¥=7"log(®)
log(6
=1, 280) o
log(4)

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen 19
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Exponenten en logaritmen

=45 e 10¥=50
= log(\5) x = %log (50)
_ Iog(\lg) o x =log(50)= 1,70
log(3)
100=5 f 10¥=500
x = 'Y%og(5) x = “log (500) = 2,70

x = log(5) = 0,70

7¥=20
(bf’log(’f))x = b"log(zo)
pxtlog(T) = plog(20)

Hlog(20
gt Mg s =)

blog(7)

De oplossing van 7* = 20 is ook gelijk is aan "log(20), dus

Plog(20)
blog(7)

x ="log(20) =

Zlog(128) Zlog?) 5

8103(128) = 210g(8) = 210g(23) = 3 =23

Ylog(32) “log(2%) 5

10832 = 300y ~ Tog?) 2 2

1

MMog(9y3) = Ylog(W3) _ Jlog(3%) _ 23
P T S1082T)  Tlogay 3

Slog(125) Clog(5%) 5

Plog(125) =5 35) ~ Tog(3) 2" 12

0g(16) = “log(16) _ *log(2*) _4_

og(é) log(27Y) 3

3
6

log(18) - *log(3) = a * 2log(h)

Zlog(18) “log(3) “log(18) “log(18)
= 5 .

210g(3) 2}0g(4) - 210g(4) - 5 210g(18)

Dusa=%enb=18.

b c d -

29 = 10]0g(29_) 2 101,46
600 = ](log(600) ~ 10278
032 = 10le20.2) » 1070.70

Dat is in dit geval handig omdat 128 en 4 beide machten van 2 zijn, namelijk

128=27en4 =22

2log(128) 7
4 —_— = L
log(128) = og@ 2 33

b =3isin dat geval een goede keuze, want 3\f_ Bl 32

Slog(33) _ 15
063 = Fogmy 2 3

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen
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U7 a

b

(a]

o

7.5 Grafieken van logaritmische functies

log(a) log(2) _ log(2)
2 o d — . = =
10801063 = 1553) " Togta) ~ Iog)
log(a) log(g) 1
gl = a = d gl =
ogla Tog(2) en Tog(a) us flog(a) Tog(@)
4
8log(a) = E 8; dus *log(a) = “log(a) en 3 - flog(a) = *log(a), dus ogga;
5 _ ‘log(a®) 3 _ . .

flog(a’) = — = , gebruik maken van de eigenschap bij opdracht b

log(g)  “log(g)
geeft flog(a’) = = "10; © = i =3-%log(a)

¢log(a)

alog(a‘“l) _

flog(a") = log(2) = Tog(g) gebruik maken van de eigenschap bij opdracht b

geeft ¢log(a™!) = —*flog(a)

intro  %#log(g) = 1, dus kijk waar y = 1. Dat is voor x = 3, dus het grondtal is 3.

36 a

X =2 -1 0 1 2 3
S | gz 2| 4|8
> Yl 2] 4] 8
gx) | =2 | -1 | o 1 ) 3

-8 -7 6 5 -4-3-2-0

.
|2

-8

d Je moet de grafiek van fspiegelen in de lijn y = x om de grafiek van g te krijgen.

e Delijn y =0 is de horizontale asymptoot van de grafiek van fen de lijn x =0

is de verticale asymptoot van de grafiek van g.

© Noordhoff Uitgevers bv
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37

38

39

40

22

oo

- o a n

J /k'/—

0 K .
f(0)=5"=1, dus de grafiek van fsnijdt de y-as in (0, 1).

Slog(x) = 0 geeft x = 5" =1, dus de grafiek van k snijdt de x-as in (1, 0).
Het domein van fis R en het bereik van fis {0, —).

Het domein van k is {0, —) en het bereik van k is R.

De lijn y = 0 is de horizontale asymptoot van de grafiek van f.
De lijn x = 0 is de verticale asymptoot van de grafiek van k.

Het punt (1, 0) ligt op beide grafieken.
h(x)=1,2%"en k(x) = 0,8*
De functie /is stijgend als g > 1 en dalend als 0 < g < 1.

f(x) =log(5x) is stijgend, want het grondtal 2 is groter dan 1.

Als x toeneemt, neemt —x afl.

s(x) = 2log(x) is stijgend, dus als —x afneemt, neemt 2log(—x) ook af.
f(x) =log(—x) is dalend, want als x toeneemt, neemt “log(—x) af.
2(x) = %3log(x) is dalend, want het grondtal 0,3 ligt tussen 0 en 1.

Als x toeneemt, neemt —x af.

t(x) = *’log(x) is dalend, dus als —x afneemt, neemt *’log(—x) toe.
h(x) = %3log(—x) is stijgend, want als x toeneemt, neemt " log(—x) toe.
Als x toeneemt, neemt 4 — x af.

v(x) = *log(x) stijgend, dus als 4 — x afneemt, doet *log(4 — x) dat ook.
k(x) =2 —*og(4 — x) is stijgend, want als x toeneemt, neemt 2 — *log(4 — x)
toe.

g(x) = log(x) is stijgend, omdat het grondtal 10 groter is dan 1.

is dalend.

a(x) = i—is voor x > 1 dalend, dus p(x) = "

1
og(x)

Zlog(x + 3) =0 geeft x + 3 =2 ofwel x + 3 =1, dus x = —2.

De grafiek van g is ontstaan door de grafiek van f drie eenheden naar links
te verschuiven.

Het domein van de functie g volgt uit x+3 > 0, dus het domein is (=3, —).
glx)<0voor—3<x<-2

De verticale asymptoot is de lijn x = —3.

Bij spiegeling in de y-as vervang je x door —x

Je krijgt de grafiek van de functie k(x) = g(—x) = 2log(—x + 3)

Bij een verschuiving van 2 naar rechts vervang je x door x — 2

Dan krijg je de grafiek van functie m(x) = k(x — 2) = *log(—(x — 2) + 3), dus
m(x) =2log(—x + 3)

Domein: —x + 5> 0, dus x < 5. Het domein is («, 5).

Nulpunt: —x + 5 =1, dus het nulpunt is x = 4.

Asymptoot: —x + 5 =0, dus de verticale asymptoot is x = 5.

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen © Noordhoff Uitgevers bv



41 a f(x) =" log(x—5)

Domein: x — 5 > 0, dus het domein is x > 5 of ook (5, —)
Nulpunt: *log(x — 5) =0, dit geeft x— 5=3"ofwel x —5=1,dusx=6
Asymptoot: x —5=0,dusdelijnx =35

b k(x)= *log(21 — 6x)
Domein: 21 — 6x > 0, dit geeft 6x < 21 ofwel x < 3% of ook ((—, 3%)
Nulpunt: flog(21 — 6x) = 0, dit geeft 21 — 6x =1 of ook 6x =20, dus x = 3%
Asymptoot: 21 — 6x =0, dus de lijn x = 3%

¢ h(x)=llog2x+9)—11
Domein: 2x + 9 > 0, dus het domein is x > —4% of ook (—4%, —))
Nulpunt: 2log(2x + 9) — 11 = 0, dit geeft log(2x + 9) = 11 ofwel
2x+9=21=2048
2x=2039, dus x = 1019
Asymptoot: 2x + 9 =0, dus de lijn x = —4%

d g(x)=4+ %log(x—7)
Domein: x — 7 > 0, dus het domein is x > 7 of ook (7, —)
Nulpunt: 4 + %3log(x — 7) = 0, dit geeft “log(x — 7) = —4 ofwel
x—7=0,5%=16,dus x =23
Asymptoot: x —7=0,dusdelijn x=7

1
e m(x)=-3 - og(—5x — 10)
Domein: —5x — 10 > 0 ofwel —5x > 10, dus x < — 2 of ook («, -2}

Nulpunt: =3 - 1510g(—5x —10) =0, dit geeft %Iog(—Sx —10) = =3 ofwel
—5x-10=(1)7 =8, dus —5x =18 en x = -3}
Asymptoot: —=5x — 10 =0, dus de lijn x = -2

f n(x)=x-log(dx-1)
Domein: 5x — 1 > 0 ofwel 5x > 1, dus het domein is x > % of ook (%, —>)
Nulpunt: x-log(5x —1)=0 geeft x=0o0f log(5x—1)=0
x = 0 zit niet in het domein; 5x — 1 =10°=1 dus 5x=26nx=§
Asymptoot: 5x —1=0,dus de lijn x = %

42 a y
4

2

X
-16-14-12-10-8 -6 -4 20| 2 4 6 8 10 12 14 16
-2

b x*-5>0,dusx?>5
Hieruit volgt dat het domein ((—, —\E ) u (\B, —>) is.

¢ De asymptoten zijn de lijnen x = —y5en x = \E
d —7+3log(x*-35)=0

Slog(x2—5)=7

x2—=5=3"=2187

x2=2192

De nulpunten zijn x = —m enx = W
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039 a 1. g(x)=5- xisdalend, want als x toeneemt, neemt 5 — x af.
2. f(p) = log(p) is stijgend, dus als p toeneemt, neemt log(p) toe en als p
afneemt, neemt *log(p) af.
3. f(x)=2log(5 — x)is dalend, want als x toeneemt, neemt 5 — x af en dus
neemt “log(5 — x) af.

b f(p) = “log(p) is dalend, dus als p toeneemt, neemt *’log(p) af en als p
afneemt, neemt " log(p) toe.

¢ f(x)= "log(5 — x) is stijgend, want als x toeneemt, neemt 5 — x af en dus
neemt *3log(5 — x) toe.

d Als x toeneemt, neemt x + 6 ook toe. f{x) neemt toe, omdat het grondtal
groter is dan 1, dus f(x) = *log(x + 6) is stijgend.

e Als x toeneemt, neemt —x af. a(x) = “Slog(x) is een dalende functie, omdat
het grondtal tussen 0 en 1 ligt, dus als —x afneemt, neemt *’log(—x) toe.
f(x) =%log(—x) is stijgend, want als x toeneemt, neemt *’log(—x) toe.

f Als x toeneemt, neemt 2x ook toe. g(x) neemt toe, omdat het grondtal groter
is dan 1, dus g(x) = *log(2x) is stijgend.

g Als x toeneemt, neemt —x af . d(x) = "'og(x) is stijgend, dus als x toeneemt,
neemt "og(—x) af.

h(x) = ""og(—x) + 8 is dalend, want als x toeneemt, neemt "'log(—x) + 8 af.

h Als x toeneemt neemt "log(4 + x) toe, want het grondtal 7 is groter dan 1,
maar —’log(4 + x) neemt af evenals 2 — 7log(4 + x).

k(x) =2 — "log(4 + x) is dalend, want als x toeneemt, neemt 2 — "log(4 + x) af.

i s(x)=log(x) is stijgend, maar #(x) = % is dalend voor x > 1, dus
5

log(x)

plx)= is dalend.

041 a Voor het domein geldt 3x + 6 > 0 ofwel3x > —6, dus het domein is x > =2 of
ook (-2, —).
b Slog3x+6)=0geeft 3x+6=3"0fwel 3x+ 6=1dus3x=-5enx= —1%
Dus het nulpunt is x = —1%
¢ 3x+6=0 geeft x =-2, dus de lijn x = -2 is de verticale asymptoot.
d g(x)= 510g(8 — %r)
Domein: 8 — %x > 0 ofwel —%x > —8, dus domein: x < 16 of ook {«, 16)

Nulpunt: 5log(S - %r) =0 geeft 8 — %x =5%=1 ofwel —%x =-7,dusx=14

Asymptoot: § — %x =0,dusdeliinx=16
e h(x)=llog(2x—4)
Domein: 2x — 4 > 0, ofwel 2x > 4, dus het domein is x > 2 of ook (2, =)
Nulpunt: 2log(2x — 4) = 0 geeft 2x —4 =2°=1 ofwel 2x =5, dus x = 2%
Asymptoot: 2x —4 =0, dusde lijn x =2
f k(x)=2+ Jlog(25x)
Domein: x > 0 of ook (0, —)
Nulpunt: 2 + Slog(25x) = 0 ofwel 3log(25x) =—2,dus 25x =572= %
en x = %
Asymptoot: 25x =0, dusdelijn x=0
g I(x)=4-"%log(x - 6)
Domein: x — 6 > 0, dus het domein is x > 6 of ook (6, —)
Nulpunt: 4 — %3log(x — 6) = 0, ofwel “log(x —6) =4, dus x —6 = (%)4 = —113
en x = 611—6
Asymptoot: x —6 =0, dusdelijn x=6
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7.6 Gemengde opdrachten

43

44 a

De lijn x = —4 is asymptoot, dus ¢ = 4.

De grafiek gaat door de oorsprong, dus f(0) = p + log(0 +4) =0
p=—"log(@)=-2

Deze waarden voor p en ¢ invullen geeft f(x)= -2+ *log(x + 4).

Als f(12) = 2, dan ligt het punt (12, 2) ligt op de grafiek van f.

f(12) = -2 +2log(12 + 4) = =2 + 4 = 2, dus het punt (12, 2) ligt op de
grafiek van f.

a Voor het domein geldt: 9x — x2> 0
¥ =9x — x” is de vergelijking van een bergparabool.
x9—-x)=0geeftx=00f x=9
Voor 0 < x < 9 ligt de bergparabool boven de x-as.
Het domein is 0 < x < 9 of ook (0, 9).
Nulpunten: 9x — x> =1 ofwel x> —9x +1=0
D=81-4-1-1=77
9_\[ﬁzo,n of x = 9+\{ﬁ=8,89
2 2
Asymptoten: 9x — x> =0, dus de lijnen x =0 en x =9,

X =

b Voor het domein geldt: x +3>0en3—x>0ofwel x> —3en x <3, dus

het domein is =3 < x < 3 of ook (-3, 3).
Nulpunt: log(x + 3)—log(3—x)=0
log(x + 3)=log(3 — x)

x+3=3-x

2x=0,dus x=0.

Asymptoten: de lijnen x = -3 en x = 3.

a fout, want 4 - 2¥=22-2¥=2x+2¢en g¥ = (23)¥ =23
b goed, want 4« 2% =22.2¥ =2x*2
¢ goed, want 4%-2¥=(4-2)*=8§"
d fout, want 8- 2% = (23)¥- 2¥ = 23 . Jx = Q4
4
e fout, want = PR e
f fout, kies bijvoorbeeld x = 2, dan is 2*> + 4> =20 en 6 = 36
g fout, kies bijvoorbeeld x =2, danis4 +2>=8en 2°*2 =16
h fout, want 4%+ 2% =22 .2r =23
i fout, want4:2¥=22.2v=722%x

4x 4 X
goed, want ——= (—) =2

(S

2 2

4- (%)2" =22 (271)2x = 22. 0-2x = 22-2x_dus f(x) = g(x)
b 40.50c+1) = (22)% ko 3

x+1

=2%.21=2+2% dus f(x) =22

3-(3) 7 =34 () = 13- (1)) = 13-4 dus S = 14

© Noordhoff Uitgevers bv
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47 a

26

Exponenten en logaritmen

Domein: x? + 1 > 0 geldt voor elke waarde van x, dus het domein is R.

Bereik: x2+ 1 > 1, dus 2log(x? + 1) 2 0, dus het bereik is [0, —).

x? + 1 is minimaal 1 voor x =0 en £(0) = *log(0> + 1) = *log(1) = 0, dus de

oorsprong is de top van f.

Het domein van f'is R, er is dus geen asymptoot.

log(x*+1)=6

x24+1=26
x2+1=64
x2=63

x=—63 of x =163
x=-3WTof x=37

N
_ \2 4s/s;x

Voor het domein geldt x> — 6x + 8 >0
x2—6x+8=0

(x—4)(x—-2)=0

x=2o0fx=4

y=x2—6x + 8 is de vergelijking van een dalparabool, dus

x2—6x+8>0als x <2 of x>4, dus het domein is {«, 2) U {4, =)

Het bereik van fis R

De asymptoten zijn de lijnen x =2 en x =4
log(x>—6x+8)=0,dus x> —6x+8=1

x2—-6x+7=0
D=6~ 1+7=26 ~38=§

VB =2 Z=2y2
ze—mﬁ

2

6+ 242
=3-y20f x= V2

X

16-2+6=12

24026 = 23
2x-2 = i
s, 1
x—21—§
E=2

15-3**2+18=93
15342 =75
3x+2: 5

x + 2 =3log(5)

x =3log(5) -2

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen

c 1-Zlog(dx+1)=-4
YJog(4x+1)=5

4x+1=25
4x+1=32
4x =31
_~3
x—7z

d “log(2x) + “log(2x) =6
2+ Ylog(2x) = 6

*log(2x) =3
== 64
x=32
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e 2—410g(x+3):—% f
‘log(x +3) =2}

2L
x+3=47
x+3=42.-4
x+3=16-4
x+3=32
x=29

Tog(x — 2x) = —3
e
x2—2x=38
x2=2x-8=0
(x+2)(x—4)=0
x=-2of x=4

Onderzoeksopdrachten

360
48 a 100 km komt overeen met ﬁ cirkelboog, dus de hoek is 200 =0,9°

D =0,9°en U=0,001 invullen in de formule geeft
R =10g(0,001) + 1,66 - log(0,9) + 3,08 = 0,004042 ... , dus R =0.

b R=9,0en D =84° invullen geeft
9.0 =log(U) + 1,66 - log(84) + 3,08
5.92 =log(U) + 1,66 - log(84)
| B 5,92

8 =166 log(8a)
log(U) = 1,8532 ...

U= 101,8532... =71

De uitwijking in Nederland was ongeveer 71 millimeter.

49 a zie grafiek. 100'\" _________________________
b De grafiek is geen rechte lijn en s !
wortelfuncties zijn afnemend stijgend. %0 !
¢ N(0) =3, dus de functie is van de vorm 20 . E
N, =3+ of vande vorm N, =3+ ¢ 60 E
N(9) = 100 invullen geeft 50 4 i
100=3+49¢ of 100=3-g? - !
= 9 — 21l . i
9%=97 of g= 333 1 i :
a="10g(97) = 2.08 of g =(33L ~ 1.48 20 | ;
dus N, =3 + 2% of N, =3-1,48 10 Lot ;
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 :
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

N 3 4 7 11 17 | 25 35 | 52 | 72 | 100

N, 3 4 7 13 21 31 45 | 60 | 79 | 100

N, 3 4 7 10 14 | 21 32 | 47 | 69 | 102

Uit de tabel blijkt dat N, het best voldoet.

© Noordhoff Uitgevers bv
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7 Exponenten en logaritmen

Samenvatting

S1 a gen hzijn stijgend, want het grondtal is groter dan 1.
b Alleen voor g geldt g(0)=2,1°=1
¢ Van de functie fis het domein R en het bereik Iy~
Van de functie k is het domein R en het bereik {«, 0).
52 3log(7) is de exacte oplossing van de vergelijking 3* = 7.
b De exacte oplossing van 2¥ = 18 is x = 2log(18)

S3 a

Het snijpunt is (1, 0).
h(x)=2"en k(x) = 0,5"

De grafieken van f'en g hebben de y-as als asymptoot;
de grafieken van A en k hebben de x-as als asymptoot.

n o

S4 a g(x)=6+2%
b spiegelen in de x-as geeft p(x) =—-3-2%en
daarna 3 omlaag verschuiven geeft A(x)=—3-2% -3
¢ 3 omlaag verschuiven geeft p(x)=3+2%—3en

daarna spiegelen in de x-as geeft k(x) = —(3+2%*—-3)=-3-2%+3
d vermenigvuldigen met —4 ten opzichte van de x-as geeft p(x) =—12-2>en
daarna spiegelen in de y-as geeft m(x) = —12+ 273
spiegelen in de y-as geeft p(x) =3+2"%en
daarna 4 naar links verschuiven geeft n(x) = 3 - 273>+4
ofwel n(x) =3 -27%~-12

SE a 2%=4.23% c 6-5"=36
23t =922, 93+ 5t =g
23 = 25+t t+ 8 =Slog(6)
3r=5+¢ i =3log(6) — 8
=3
=21

b 42-1=3) d 1-25%=10

(22)21“1 = (25)1 253 = 5()
2 = 3t =1 Blog(50)
4t —2=5¢ t =3 Plog(50)
t=-2

28  Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen © Noordhoff Uitgevers bv



Sé6 a Slog(x)=2
x= 82
x=64

o

llog(x+9)=3

x+9=5) =¢

—_q?
X = 88

S7 Slog(90) =

o

S8 a “log(32) =

o

log(243) =

log(90
log(5)

10]0g(12480) ~ 4,096

log(32) 5
Yog(4) 2
flog(243) 5

log(9) 2

log(4x) =4
4x=3*=381
x= 20%

log(5x — 100) =3
Sx—100=53=125

5x=1225
x=45
l0g(0,01
210g(0,01) = %z 1,853
log(2
078]0g(2) = %z 2,790
L logB2) _ s _
10g(32) = m =5 —25
Zog(1024)
16 = — = m — l
log(1024) = 5= o== 4 =2}

S9 a Voor het domein geldt 2 — x > 0 dus x < 2 of ook («, 2}, het bereik is R

Asymptoot: 2 —x=0,dus delijn x =2
Nulpunt: 2= x=1,dusx=1

b Voor het domein geldt x > 0 of ook (0, —), het bereik is R

Asymptoot: de lijn x =0

Nulpunt: 2 — 3log(x) = 0 geeft Jlog(x) =2, dus x =32=9
¢ Voor het domein geldt 7 — 2x > 0 dus x < 3% of ook ((—, 3%), het bereik 1s R.

Asymptoot: 7 — 2x =0, dus de lijn x = 3%

I 1
Nulpunt: *log(7 — 2x) + 1 = 0 geeft *log(7 — 2x) = —1

7-2x=(3)"=3
2x=4,dus x=2

d Voor het domein geldt 3x + 3 > 0 dus x > —1 of ook {—1, —), het bereik is R

Asymptoot: 3x +3 =0,dus de lijn x = —1

Nulpunt: 3 — %log(3x + 3) = 0 geeft (log(3x +3)=3

Ix+3=63=216
3x=213,dusx =71

Test jezelf

T1 a gis stijgend, want het grondtal is groter dan 1.
p(x)=3- (}T)x is dalend, want het grondtal is kleiner dan 1,

dus A(x) = —p(x) is stijgend.
b Bij functie f hoort grafiek D.
Bij functie g hoort grafiek C.
Bij functie /2 hoort grafiek B.
Bij functie j hoort grafiek A.

¢ Delijn y = 3 is asymptoot van de grafiek van f.
De lijn y = 0 is asymptoot van de grafieken van g en A.
De lijn y = 1 is asymptoot van de grafiek van j.

© Noordhoff Uitgevers bv
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T2 a

T3

T4 a

30

Exponenten en logaritmen

f(0)=-2,5"+3 =—1+ 3 =2, dus het snijpunt van f'met de y-as is (0, 2).
—2,5%+ 3 = 0 geeft 2,5 = 3, dus x = >’log(3).
Het snijpunt van f met de x-as is (*’log(3),0)

g(0)= % (1%)0 = % ‘1= %, dus het snijpunt van g met de y-as is (0, %)
De grafiek van g snijdt de x-as niet.
0 — —

h(0)=-3- (%) = =31 = -3, dus het snijpunt van /s met de y-as is (0, —3).

De grafiek van £ snijdt de x-as niet.
j(0)=3-0,4°4+1=3+ 1 =4, dus het snijpunt van j met de y-as is (0, 4).
De grafiek van j snijdt de x-as niet.

flx)=-2,5+3

Een verschuiving 4 omlaag geeft a(x) = -2,5*+3—4=-25"—1, daarna
een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met —% geeft

b(x)= -1 (-2,55—1)=1-25+1

Tenslotte geeft spiegelen in de y-as ¢(x) = % <2584 %

Het temperatuurverschil is 25 — 5 = 20 graden.

De groeifactor van het verschil is 0,925 per minuut.

Na 1 minuut is het temperatuurverschil met de omgeving nog

20 x 0,925 = 18,5°. De temperatuur van het blikje is dan 25 — 18,5 = 6,5°.
Na 5 minuten is de temperatuur van het blikje 25 — 20 X 0,925 = 11,5°.
Na 10 minuten is de temperatuur van het blikje 25 — 20 x 0,925'° = 15.8°.
T(t)=25-20-0,925

25-20+0,925" =10, dus 20+ 0,925 = 15en 0,925" = %

t= 0*92510g(%) =37

Dus na ongeveer 3,7 minuut is de temperatuur van 10° bereikt.

1
?log(2) = —1, want en dat is negatief.
2log(4) = 2 en dat is positief.

1
2(x) =3log(x) is een dalende functie met g(1) = 0.

1
Omdat ;11— <lis EIog(i) positief.
%log(1) = 0 en dat is niet negatief.
h(x) =2log(x) is een stijgende functie met (1) = 0.
Omdat % <lis 2Iog(%) negatief.
k(x) =log(x) is een stijgende functie met k(1) = 0.
Omdat % <lis 5Iog(%) negatief.
I(x) =3log(x) is een stijgende functie met (1) = 0.
Omdat 0,9 < 1 is *log(0.9) negatief.

3log(\3) = %, want 3% =43

1
2log(%) =-3 want 273 = = = %

%log(125) = -3, want (%)A3 =S S ed = 12
Slog(1) = 0, want (%)0 =1

1
Slog(z5) = lozl) _Zlog2h) _ =
7 Yog(16)  log2) 4

—_1l
=13

log(s)  Slog(5) _Slog(s) _ <1 _
5 5 L 1 1
log{125) og((5) log(s") 15

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen

o) -

© Noordhoff Uitgevers by



15 a

T6 a

T7 a

2442

(%)0,3—3: -
(3_1)0,3“): =g
3x—0,3 = 31
x—03=1
x=13

2 (1 -a=14
0,3—x=

(37 9
3x*0,3 — 32
x—03=2
x=23

fis een stijgende functie, dus 1,3 <x <23

2- ()" —4=50

(3 =27
(3_1)0,3—x — 33
x-03=3
x=33

fis een stijgende functie, dus x = 3,3

34 =5
4k =3log(5)
k =7+ 3log(5) = 0,37

oo
Logw=ygol

22y =128
22x: 27
2x=17

X = 3%

3= = 81427

37 = 34(3%);
3-r=3%

- 1
X = —55

(=36

p =log(3y2) = —0.90

1
X o
3257

L]
XND =
(3% 3

3
3 =37

x=-6 !
f(x) = 32" is een stijgende
functie, dus x> — 6

16+ (L) <4
24 e (22)3.!
4=t = 26t
4—t=6¢
TE=d

_4
=3

Als t toeneemt, wordt 16 - (%)’
>

: 3 4
kleiner en 4 groter, dus 7 2 5

1
Als x toeneemt, neemt 6 — 3x af en omdat a(x) = ‘log(x) dalend is, neemt
f(x) dan toe. Dus f'is een stijgende functie.

1
Als x toeneemt, neem = af en omdat b(x) = 2log(x) een stijgende functie is,
neemt g(x) ook af. Dus g is een dalende functie.
Als x toeneemt, neemt —x af en omdat ¢(x) = log(x) een stijgende functie is,

1
neemt d(x) = log(—x) ook af. Omdat ¢(x) = — een dalende functie is, neemt
h(x) dan toe. Dus /i is een stijgende functie.

© Noordhoff Uitgevers bv
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7 Exponenten en logaritmen

T8 a De drie grafieken hebben dezelfde asymptoot omdat 2x — 1 en 1 — 2x beide

19 a Slog(3x+3)=3

nul zijn voor x = %
b De functies g en s hebben hetzelfde domein. In beide gevallen volgt het
domein uit de ongelijkheid 1 — 2x > 0 ofwel x < %

¢ Het domein van fvolgt uit 2x — 1 >0en is (%, —>), dus bij fhoort grafiek B.
Van de andere twee is g een dalende functie, want als x toeneemt, neemt
1 — 2x af, en omdat a(x) = 3log(x) een stijgende functie is, neemt g ook af.
Dus bij g hoort grafiek A en dus hoort grafiek C bij A.

d Slog(3x*+4x)=0

3Ix+3=33 I +4x =1
3x+3=27 3Il+4x—-1=0
3x=24 D=42—-4+3.-1=28

x=8 V28 =47 =27

4= ] AT
T 6 YT T
x=—%—% 70fx:—%+%\ﬁ

X

b Zlog2x—-6)=4 e Zlog3x—4)=7
2x—6=24=16 3x—-4=2"7=128
=27 3x=132
x=11 x=44

c 3-log(x+2)= 2% f Zlog(8 —x?)=-1
log(x +2) =2 g-x2=(1"=2

=5

2
x+2=10°

x=m—2 x=—6of x=46

T10 a %x+4>00fwel%~x>—4,dusx>—12.

Het domein is x > —12 of ook {—12, —).
b De verticale asymptoot is de lijn x = —12.
c 3log(%x + 4) =2

lx+4=13
%x+4=9
%x=5
x=15

uit een plot blijkt dat f(x)<2als—12<x <15

Extra oefening

E1 a Na de verschuiving 2 omhoog krijg je p(x) =2+ 5+ 2 en na de

vermenigvuldiging: g(x) = 3(2+ 5+ 2) ofwel g(x) =6+ 5 + 6.

b Na de spiegeling in de x-as krijg je p(x) = —(2-5°+2)=—-2-5"— 2 en na de
verschuiving 3 naar links A(x) = -2+ 53 - 2,

¢ Na de spiegeling in de x-as krijg je p(x) = —(2-5°+2)=—-2-5"— 2 en na de
spiegeling in de y-as k(x) = -2+ 57 -2,

32 Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen © Noordhoff Uitgevers bv



E2 a 9/=3.32% c (%)1“‘ = 9-1+2
(32): = 31 . 32+z sl _
- (2 1) :2 1+2
L D=ltt = =142
2t=3+1¢
e § =Lti=—4+d
- 2t=3
=15
b 47 1=8 d 45-3*7=90
@9 =20 3 =3
921-2 = 23 t+7="3log(2)
20— 2 =3 t=13log(2)—7
=2
1
E3 a log(3—2x)=-1 ¢ Zog2x)=3
3-2x=10"1 1\3
2 =L
3—-2x= % * (2)
2x =23 2x=3
X = 12 1
20 =%
1
b ‘log(6+3x)=4 d ‘log(5x—-1)=-2
6+3x=3* _{1)\-2
6+ 3x =81 Z;_i:(&)
3x=75 e 17
x=25 x__ 2
x=3
log(175
4 a W0g(175) = 2807 ) 15 ¢ 03l0g(23,78) ~ —2.632
log(100)
1
b Slog(75) = 10,648 d log(15) = —1,953
1 1
E5 a Slog(1255) =Slog(5* - 5%) = Slog(5™2) = 3L
| Nog(9)  log3) 2
b Slog(9) = og(l) o og( _1) 2
310g(§) log(3™) -1
Slog(125)  ‘log(5%) 3
Slog(125) = = =2=1l
¢ Tlog29) =5 75 " Tog(s) 2 12

llog(64) Zog(2%) 6
32 = = s
d Hlog6d) = 30632 " Zog@) 5 .

| —

E6 a f(x)="1log(12 - 3x)
Voor het domein geldt 12 — 3x > 0 ofwel —3x > —12 dus x < 4 of ook {«, 4)
Het bereik is R
Asymptoot: 12 — 3x =0, dus de asymptoot is de lijn x =4
Nulpunt: }log(12 = 3x)=0,dus 12—-3x =1 ofwel 3x =11, dus x = 3%
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E7 a

E8 a
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2(x) = 3+ Tlog(4x — 28)

Voor het domein geldt 4x — 28 > 0, dus 4x > 28 ofwel x > 7 of ook (7, —)

Het bereik is R

Asymptoot: 4x — 28 =0, dus de asymptoot is de lijn x =7

Nulpunt: 3 + %log(éix -28)=0
flog(4x — 28) = —3

4x—28= (1) =8 dus 4x = 36, ofwel x=9

h(x) = Slog(~5x)

Voor het domein geldt —5x > 0, dus het domein is x < 0 of ook {«, 0).

Het bereik is R

Asymptoot: de lijn x =0
Nulpunt: =5x =1, dus x = —%
k(x) = log(x* — 100)

Voor het domein geldt x> — 100 > 0 ofwel x2 > 100, dus het domein is
x < =10 of x> 10 of 0ok {«,—10) U {10, —).

Het bereik is R

Asymptoten: de lijnen x = —10en x =10

Nulpunten: x* — 100 = 1, dus x> = 101 en dit geeft x = —y101 en x =+/101

31-21= 15
1 -2t =3log(15)
—2¢ =3log(15) - 1

t=-L3og(15) +12 0,73

3
(=26
3t ="log(26)
t=1+log(26) = —0,99

e | 251
52t = (53)1—:
52r: 53A31
2t=3—-3¢
5t=3

32x+3 = 44

2x + 3 =3log(44)
2x =3log(44) - 3
x=13loga4)- 11

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen

(T =iay
3t + 2 =2"Tlog(127)
3t =2"log(127) - 2

t=1-2Tlog(127)—3 = 0,96

33
(E) =64 =43
3_
74
_3
2’—1

t =log(3) = —0.42

16+0,520,125

g

24*x > 243

Omdat f(x) = 2¥ een stijgende
functie is, geldt 4 — x > =3 dus
—x2—Tofwel x<7

0,253 <7

Omdat f(x)=0,25" een dalende
functie is, geldt  — 3 > *log(7)
ofwel t > %log(7) + 3

16+ (5) 2 4

vl Rl I S

24—2x > 2—4

omdat f(x) = 2* een stijgende
functie is, geldt 4 — 2x > — 4, dus
—2x2 — 8 ofwel x<4
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E9 a

E10 a

E11 a

E12 a

Voor het domein geldt —x” + 12x — 27 > 0, dus x> — 12x + 27 < 0 of ook
(x—3Hx—9)<0

Uit de grafiek volgt dat het domein is 3 < x <9 of ook (3, 9).
—-x2+12x —27=1

x2—12x+28=0

D=122-4-28=32en32=416-2=42
12 — 42 12+ 42
x=T\r=6—2\[§0fx——\l_—6+2\ﬁ

De nulpunten van g zijn 3 en 9, zie opgave a.

De x-codrdinaat van de top van de grafiek van g is dus 6.
g(6)=-36+72—27=9, dus de maximale waarde die functie g heeft is 9.
Het maximum van fis f(6) = *log(9) = 2.

1
Als x toeneemt, neemt 1 — 3x af. Omdat p(x) = 1510g(x) stijgend is, neemt

1%log(l — 3x) ook af. Dus f'is een dalende functie.

Als x toeneemt, neemt x — 8 ook toe en omdat p(x) = *log(x) een stijgende
functie is, neemt *log(x — 8) ook toe. Dan neemt 25 — *log(x — 8) af.

Dus g is een dalende functie.

Bij r=01is §=1000, dus b — a - 2,7° = 1000 ofwel » — a = 1000.
Als t heel groot wordt, nadert S naar 5000.

2,7 "nadert dan tot 0. Dus § = b = 5000.

Omdat b — a = 1000 is a = 4000.

5000 — 4000 - 2,77 = 4000

5—4:27"=4

4.-27"=1

2,77 =1

o= o)

t=-2Tlog(}) = 1,4
Na ongeveer 1,4 maanden werden er 4000 producten verkocht.

54)(:52)(
1. _1
=gy
11
14x—2
-
=3

Uit de plot van de grafieken van fen g lees je af dat f(x) < g(x) als x < %
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8 Vectoren

Voorkennis
V1 a R
1"
=
P 14 Q
zijde kwadraat

PO=14 196
OR=11 120+
PR= ... 317

zijde | kwadraat

AB=12 144

BC=9 81+
AC= ... 225
AC=+225=15
b F
7
=

D 7 E
zijde kwadraat
DE=17 49
DF=17 49 +
EF=... 98

EF=+98="T2

36 Hoofdstuk 8 Vectoren

b c
/\
8

A 17 B
zijde kwadraat
BC=38§ 64
AC=... 225 +
AB=17 289
AC=+~225=15

[ R

3/\

P 13 Q
zijde | kwadraat
PR=3 9
OR=... 160 +

PO =13 169

OR =160 = 410

d v
25
L
s 17 T
zijde kwadraat

ST=17 289
SV=.. 336 +
TV =25 625

SV =1+336 =421
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V3 a c

-

A D B
b zijde kwadraat zijde kwadraat
AD= ... 16 BD=... 27
CD=3 9+ cp=3 9+
AC=5 25 BC=6 36
AD=+16=4 BD=-27=303

AB=AD +BD=4+33

b zijde kwadraat
AM =10 100
BM =38 64+
AB= ... 164

AB=BC=CD = AD =164 =241

VB a C
=
4
30°
A B
. 4 BC
sin(30°) = = cos(30°) = ry
4 BC
1 1
B A3=—
2 4B 2 8
AB=38 BC=8x3\3=43
ZA=180°—-90° — 30° = 60°
b F
N
36°
D 13 E
DF EF
in(36°) = — 36%) = —
sin(36°) T cos(36°) T
DF=13x5in(36°)= 7,6 EF=13 X cos(36°) = 10,5

ZD=180° — 90° — 36° = 54°
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8 Vectoren

C K d R
6
"3
=
P V18 Q
zijde | kwadraat
=
G 7 H PO=+18| 18
. PR= ... 18 +
zijde | kwadraat OR=6 -
gﬁi 7 ;? + PR= \[ﬁ =342 en APQR is een gelijkbenige
GK = 7\6 m rechthoekige driehoek, dus ZQ = ZR =45°.
HK =498 = Ty2
e ~ 5§50
cos(£G) b dus £G = 55

ZK=180° —90° — 55° = 35°

b zijde kwadraat zijde kwadraat
AD =73 9 AC=6 36
AB=4 16 + AE=2 =L
BD= ... 25 CE= s 40

BD=+25=5 CE=~40=210

¢ Cz=2.CE=110enBz=2-Bp=2.5=3!

intro Ze moeten dan in dezelfde richting varen en met dezelfde kracht trekken.
Dan is er een grotere kracht nodig.

)
B

B
A

n-
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2 De vectorend en j,c¢ eni,end en /i horen bij dezelfde verplaatsing.

3 a Het resultaat had je ook kunnen bereiken door P in één keer over de vector 54 te verplaatsen.
b . e .

o

bt
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8 Vectoren

6 a De boot bevindt zich na één seconde in punt V.

b Tim zal de overkant in punt ¥ bereiken.

¢ zijde kwadraat
TU=13 9
ur=1 14+
TV =... 10

TV =410

In één seconde legt de boot \[ﬁ = 3,16 meter af.

7 a 10000 N
a R 30° .
' == AN30° B
B 10000 N
b 30°) =
€0s30%) = To000
AB
1
43 =
2\{_ 10000
AB = 500043

Deze kracht is 2 X 500043 = 17321 N.

O4 a b

U1 a Het eindpunt van elke vector valt samen met het beginpunt van de volgende vector
en het eindpunt van de vijfde vector valt samen met het beginpunt van de eerste vector,
dus de som van de vijf vectoren is de nulvector 0.
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b Noem de vectoren @, b, ¢. d en e. De rechter tekening toont aan dat de som van de vijf
vectoren gelijk isaana +b +¢ +d +e =0.

8.2 Vectoren en kentallen

intro Je verplaatst driehoek B naar driechoek E door 10 hokjes naar rechts te schuiven.
En je verplaatst driehoek A naar driehoek E door 13 hokjes naar rechts en 1 hokje
omlaag te schuiven.
Je verplaatst driehoek D naar driehoek B door 3 hokjes naar links en 2 hokjes omhoog
te schuiven, naar driehoek C door 4 hokjes omhoog te schuiven en naar driechoek E
door 7 hokjes naar rechts en 2 hokjes omhoog te schuiven.

4 3 2 10| 1 2 3 4 5 6
=

b De codrdinaten van het eindpunt van de vector p zijn (5, 2).
¢ Zie de tekening bij opdracht 8a.
De codrdinaten van het eindpunt van de vector ¢ zijn (4, 2).

zijde | kwadraat

2 4
4 16 +
20

De lengte van de vector a is @
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10 a

11 a

42

Vectoren

= :;) dus [@ — 5| =(=3)7+ (27 =413
= 2(‘;) = (:;) dus [3d — 28] =(=7)? + (-3)* = |58
=3 s 5l =R = 8 =2 =342 =3

d+AB=0A+AB=0B =50
AB=0F-a

Vierhoek OBCA is een parallellogram, omdat de zijden OB en AC even lang
en evenwijdig zijn.
OM =10C=1@+8)=1a +1F

a2 (e
(1)

[4B| =(=5P + (=27 =29

BC| =437+ (-9)? =90 = 3410

[CA| =P + 112 =125 = 55

5

54B = 5(:2) = (:?3) dus [SAB| = (=25 + (-10)2 = 725 = 5429
1B+ T = (‘5) ; (121) . (‘93), dus [AB + TA| = (37 T 9 = {80 = 310

=2
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12 a

13

14

15

Voor het midden M van zijde AB geldt OM = %((,3]) + (_2)) = é—( L ) =

coodrdinaten van punt A zijn (%, 6).

— o [{=2\ (1 -1\ _ [+
Voor het midden N van zijde BC geldt ON:%((5)+( )):%( ):( 2)dus de

codrdinaten van punt N zijn (—%, %)

— 3
Voor het midden L van zijde AC geldt OL = %((

coodrdinaten van punt L zijn (2, I%)

y
-2
1
5 o 7-3 4 5 6 1 8"
=1 4
-2 w
<3
-4
w = _3 = Iy 5 dus heeft w dezelfde richting als v.

- — - — 4 8
Drie vectoren die dezelfde richting hebben als v en w zijn bijvoorbeeld r = 2v = 2( ) = ( ),

g AV 12) s o4 2
8 = = —2_—6 en —21’—2_2—_1.

Drie vectoren waarvan de richting tegengesteld is aan de richting van v zijn bijvoorbeeld

e e N W N

De vectoren x = 2,}': i of z = 2
4 2

) hebben dezelfde lengte als v, maar hebben niet

dezelfde of een tegengestelde richting.

- N W B
St
m¢| ;n’l

u, A = enu, =
* 0 £ N5

— 6
Neem aan dat a = (p): dan geldt H =36 + p.
Gegeven is H = 34/5, dus moet gelden 436 + p? = 35, oftewel 36 + p> = 45, dus p>=9

enp=3of p=-3.Dusa, = (3) ofa, = (_3).

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 8 Vectoren
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8 Vectoren

011 a

—_
=]

—= N W R U oY N W

012345578910X

b E=(5)
-3

¢ OA+AB=0B dus AB=0B — OA

d [4B|=+52+(-372=134

e Zie de tekening bij opdracht Olla.

2 7 9
—+ =
oy = (2 (T i[9\ (% y
g Voor punt M geldt OM =5(04 + OB) =5 6 + 1)l =zly) =11 dus de codrdinaten van punt M zijn
4..
1,1 2
(45.43).

f OC=0A4+0B= dus de codrdinaten van punt C zijn (9, 9).

014 a 3=(

U2 a De aangegeven hoek ten opzichte van het noorden is 290°, dus de hoek in de driehoek
gevormd door de punten E, D en N is 360° — 290° = 70°.

. . .. EN . DN :
In die driehoek is sin(70°) = Ty dus EN =43 +sin(70°) en cos(70°) = Ty dus DN =43 - cos(70°).

D 1t 5 —EN\ (—43-5in(70°)
aarom ge = = .
B DN 43 - cos(70°)

43 - cos(70°) 14,71

— [55-cos(53°)\ (33,10
EF = _ ~
55 +sin(53°) 43,92

b D - (—43 . sin(70°)) i (—40,41)

—  [23-cos(9°)} (22,72
FG = ) =

23 - sin(9°) 3,60
[AA Hoofdstuk 8 Vectoren © Noordhoff Uitgevers bv



¢ GD=GF +FE +ED =

=22,72 - 33,10 + 40,41) _ (—15,41)

—3,60 — 43,92 - 14,71 —62,23

(GD| =(-15,41)> + (-62,23)2 = 64.1
De lengte van de terugvlucht is ongeveer 64 kilometer.

tan(£G) = oar dus £G = 14°.
De koers van de terugvlucht is ongeveer 180° + 14° = 194°,

8.3 Zwaartepunten en evenwicht

intro  Bekijk de driehoek die boven de x-as ligt. Door de zwaartelijnen in deze drichoek te
tekenen krijg je het zwaartepunt (2, 2), Door ditzelfde te doen met de driechoek die onder
de x-as ligt, krijg je hier het zwaartepunt (2, —2).
Hier precies tussen in ligt dan het zwaartepunt van de vlieger en dat is het punt (0, 2).
Het ligt dus dichter bij Z,.
Ja, het antwoord op de vorige vraag klopt.

16 a Invullen vanm, =4enm,=2 geeft 4+ 4Z =2+ BZ. Rechts en links door 4 en door
BZ delen geeft AZ: BZ=2:4,oftewel AZ:BZ=1:2.
b A Z B

o ®

Invullen vanm, =4 enm, =10 geeft 4+ AZ =10+ BZ, oftewel AZ: BZ=10:4=5:2.
Daaruit volgt dat AZ = 5 cm.

=5a +5b
b
B
X
c =b-a
Ly Lies
b—3a
=2a-t3b

s TN 4 i7_§+4§_5
1B = Z_(yz)_u(s +12(3)_(1+2 E

De codrdinaten van het zwaartepunt Z zijn (5, 3).

10, 44 1
s (Y s {2 7 BT43| 56
b z= :Ti = =
Ve 9 1Z
13

=3 6 _qU
337153
De codrdinaten van het zwaartepunt Z zijn (5%5, I%).

8

i
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19

20

21

22

23

021

46

s

Het zwaartepunt Z - ligt in het punt (4, 2).
25+1) 32
1+ ( 2 )
1 1
7 s+ 1+ 2— 3%
+ %(2) ( 2, % ( ;) en dat klopt.
3

S
53]

> _ 6l af4)  10f7
=s{)3f) 5
De codrdinaten van het Zwaartepunt Z zgn

= _10[73) 301}, 60
30 25
s (“) (”)
210 | 24 15 197 2
Bretateoe 6l G
De codrdinaten van het zwaartepunt Z zijn (155 i 3625).

412
20
2
3%

+1+110

X
220 320
- 10 1 303 20 11 ‘6_6+60+“€6m 60 Sl
2603+353+€53 60 180:’;
atetw! Ve
De codrdinaten van het zwaartepunt Z zijn dan (S%, 3).
Zie de tekening bij opdracht 21a.

o

_4=- 67 L 8= - 2
—ﬁ +1gb +1g¢, oftewel z =5a
Er geldt z = 3a +3 b o c

. 3 0 8
Invullen van de gegeven coordmaten geeft (4) = %(0) + %(0) +

i)

¢+

Er moet dus gelden 3 = 2% + %xc end= -i— V. oftewel e A 3 eny,=12,dusx,=1leny, =12.
De codrdinaten van punt C zijn (1, 12).

_.

Er geldt = = % %E

uﬂu

. 3 0 8 .
Invullen van de gegeven codrdinaten geeft ( 4) = % (0) + %(0) & %( ;r)

Er moet dus gelden 3 = 1% + %xr end = % v, oftewel %x,, = 1% en y, = 6% dus x, = 2% en y, = 6%.
De codrdinaten van punt R zijn (2%, 6%)

Y.
A zZ | cC B

C

o

o
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b De codrdinaten zijn A(—6, 3) en B(3. 3).
¢ Zie de tekening bij opdracht O21a.

De plaatsvectoren zijn OA =« =( 3 ), OB =5 =( )en oC=c¢ =( )
d Detotalemassaism=4+3+1=8.

1
_,=i—6+§3+10=—3+1§+0 -1
el 3 )R ) T e ne2) 3

8+ 8+8

De codrdinaten van het zwaartepunt Z zijn dan (—1%, 3).
f Zie de tekening bij opdracht O2]a.

U3 a OD = %B + %E) (zie opdracht 17a)

b Ergeldt AZ = %—E, omdat het zwaartepunt elke zwaartelijn verdeelt in twee
delen waarvan de lengtes zich verhouden als 2 : 1.

c m+ﬁ=m,dusﬁ=@—m

OZ =04 +A4Z =04 +34D =04 +3(0OD - 04)=304 +

297 =
20D =
34 +§(5b +5c)—3a Fap hing = g i g)

Ergeldt2_,n>=%°a +%-b +%-Z,0ftewe17:%§+%3+%3,dushet

m

zwaartepunt Z, van de puntmassa’s valt samen met punt Z.

[=H

U& a Driehoek ACD is even groot als drichoek ABC en symmetrisch ten opzichte van
de lijn AC, dus het zwaartepunt Z van de vlieger ligt op de lijn AC.

—% ]_6 112 10 -24+4+0 2

Ty =3 + = + = = =

P3lo) o) le) \o+o+2) (2

“#73l0)"30) 3 -6) \o+o-2]) (-2

¢ De codrdinaten zijn Z(2, 0).

— -6\ 1 O 12\, 1 (0\ _{-13+0+3+0) (13
== + + - +: 1= =

o 4(0 46/ "* o) " He) lo-1t+ro+1l) Lo

Nee, het zwaartepunt Z, van de puntmassa’s valt niet samen met het zwaartepunt £
van de vlieger.

o

o

8.4 Inwendig product

[

intro  Er geldt cos(a) = T‘-, oftewel \F;| = cos() * |F\ en ook geldt W= |I7;\ 5]

||

Als w=1-[F|- 5|, dan moet gelden cos(cr) = 1, dus o = 60°.

ocC
24 a Indriehoek OAC s cos(o) = o1 " 0OA =1, dus OC = cos(a).

b Indrichoek OACis OC*+ AC2= 042, dus AC*= 042 — OC-.
Invullen van OA =1 en OC = cos(w) geeft AC* = 1 — cos*().

© Noordhoff Uitgevers bv
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Vectoren

OB=0C+ BC,dus BC=0B—-0C

Invullen van OB =1 en OC = cos(a) geeft BC =1 — cos(a).

In driechoek ABCis AB>= AC* + BC".

Invullen van AC*> =1 — cos*(or) en BC = 1 — cos(o) geeft AB> =1 — cos*(or) + (1 — cos(o))?
AB*=1—cos¥a) + 1 — 2cos(o) + cos*(a), dus 4B =2 — 2cos(a)

Invullen van AB = -g— geeft %—g =2 — 2cos(a), oftewel 2cos(o) = % dus cos(a) = 5z

e o=T74°

25 a

26 a

27

28 a

48

ocC
In driehoek OAC is cos(or) = o4 en 04 =1, dus OC = cos(or).

In driehoek OAC1s OC?+ AC?= 0A2 dus AC?= 042 - OC-.
Invullen van OA4 =1 en OC = cos(a) geeft AC* =1 — cos*(x).
OB=0C+ BC,dus BC= 0B-0C
Invullen van OB =1 en OC = cos(o) geeft BC =1 — cos(o).
In driechoek ABCis AR = AC* + BC".
Invullen van AC? =1 — cos* (o) en BC = | — cos(ot) geeft AB>=1 — cos*(o) + (1 — cos(r))?
AB*=1 - cos(ar) + 1 — 2cos(o) + cos*(or)
AB* =2 - 2cos(o)
AB=N(b, —a )P + (b, — a,)?
B = (b —a)) + (b~ ay)’
AB2= b —2aih; +a® % by —2wbs +a°
AB2= g2 +a? + b2+ b2 — 2a,b; — 2a;b;
AB =1+ 1-=2(ab, + a.b,)
AB*=2-2a;b; + a,b,)
Uit opgave a en b volgt 2 — 2cos(or) =2 — 2(a,b, + a,b,)
2cos(ot) = 2(ayb; + a,b,)
cos(o) = a,b; + ayb,
Invullen geeft cos(a) = % :

G| =yFFE =35 =5 cn [B| = 5T+ 1B = {I69 = 13

3 5
oc-4))- (i nou_ﬁ(m)_(g)
5 3

cos(L(a.b)) =

3_16 9

‘51+%-—E:E—E=%dusa=74"endatklopt.

3,

5 1
cos(é(a b)) é—5+—8:g—g
A(a b)~ 14°

a-b=35+4-—-12=-33

@) =32+ 42=5en |B| =52+ (-12)2 =13

—3 __n
cos(£(a,b)) = .13 6
Z(abh)=121°
.0 =3-5+-2-2=11 b L1k =4-1+5--3=-11
=21 \2 5/ -3

Jrmergsn i
Jromm-m [

cos(0) = 1 _6s665... cos(o) = 1 sam

V13429 V10

o= 55° o= 123°
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29 a

30 a

31 a

7 2 1 0
[)(2)-r202 1m0 @ ()-[f)-1e0s-2e6mni
i 1
(2) =72 +22=+53en (_2)‘=\/12+(—2)2=\]§en
Cresen-os [
cos(oc)—L-—O cos(oz)—_—u—08944

\lﬁ\fﬁ \/5-6 ,
o =90° o= 153°

—_ = 5 E .B Z 'B’ — —
Als Z(a,b)=90°, dan is cos(90°) = =——— oftewel 0 = =——=dusa b =0.
ja| - [p] jal - [p]

Ja, het omgekeerde is ook waar, want als @ -5 =0, dan is cos(£(a.b)) = W
|-

oftewel cos(Z(a,b)) =0, dus £(a.b) = 90°.
P q P 4

. =pgt+tq* —p=pg—pg=0,dus 1
o) [)=rare—pmrmramoas(afS)

- (2

De kentallen van drie vectoren loodrecht op a = ( zijn bijvoorbeeld:

a =|_ =], |na={_,}

De kentallen van drie vectoren loodrecht op b = ( 4) zijn bijvoorbeeld b, = ( 4)
= = = 170
b, = (_4) en by = (40)‘
De kentallen van drie vectoren loodrecht op ¢ = (_ ) zijn bijvoorbeeld ¢, = (_51)
—= =5} = {15
c2—( | )enc3 —(_3 :

. 4 .. . — {0
De kentallen van drie vectoren loodrecht op d = ( 0) zijn bijvoorbeeld d, = (_ 4)
<z

. - 17\ .. .. — (43
De kentallen van drie vectoren loodrecht op e = (_43) zijn bijvoorbeeld e, = ( )

. (-43\ _ (215 1
e =|_jpme =g )

= Ve @B =]
Tk T

(_2).(3)=—2-3+ -2+ —=3=0,dus ZC=90°.
P ) — 5
AC_(Z) enAB—(_l)

B[] -2rse2e-1ms

cos(£LA)= =0,5547...

8
8426
LA = 56°
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(4 -(_2):4- —2+2-4=0,dus ZP=90°.

2 4
-G i=()

_4)-(_6)=—4-—6+—2-2=20

=)

67+ 22 =0

20
cos(£LQ) = ——==10,7071 ...
£0 =45°
ZR =180° —90° —45° = 45°

— 60 — 12
32 a 4B —(_24) en AD —(30)

(60)-(12):60-12+—24-30=0,dusAA=90°.

=24) 130
54 = enmc =3
24 48
=60\ (=33
: == 2= + . =
( 24) ( 48) 60-—33+24-48=3132
52 = \(—60)2 + 242 = 4176 en a5 =+[(—33)2 + 482 = 3393
3132
cos(£B) = ———==10.8320...
L) V4176 +~3393
ZB = 34°
@’:(33 )en@’:(‘”)
~ 6
33 =15
: =33+—15+—-48:-6=—
(—48) ( 6 ) 33-—-15+-48-6=-783

=+332 + (—48)2=+3393 en

(‘165)‘=m=m

33
—48
L —0,8320...

cos(£LC) = ————
0 33393 - 4261

ZC = 146°

ZD =360° —90° — 34° — 146° =90°

s HDT — (—48
b AC—(24)enBD—(54)

27\ (-48
. = «—48 + . =
(2 ) ( 5 ) 27-—-48+24-54=0

Ja, de diagonalen AC en BD staan loodrecht op elkaar.
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028 a

031 a

— — 6} [1
. = . = . + . =
04 - OB (2) (3) 6:1+2-3=12

OA| =\ + 22 =40 en [0 | = {TT+ B =10

12
cos(a) = m =0,6
o= 53°

IMEEIAEE

)

—24
cos(o)) = ———=-0,6
( ) @-@
o=127°

(4).(4)=4.4+_2.7:2

—\TT+ Fi=y30en

-2] \7

S
T

cos(oc)—\l%_\j6 0,0554 ...

o= 87°

o] 150 o=

-6 10
15
[0
— =0
\52+4325
o =90°

(- (4)=0-a+5 22115

i

cos(a) =

= 4152+ 102 =325

5 —3

(2) =5en (_43) =42+ (-3)2=425=5
-15
cos(o) = 5.5 -0,6
o= 127°
AB—(I)enAC—(4)
AB - AC = f)-(_:):s ~3+1:4=-11
|AB|=+52+12=1426
[AC| =3+ & =25=5
-11
cos(LA)=——=-0,4314
==
ZA=116°

© Noordhoff Uitgevers bv
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8 Vectoren

U5 a De oppervlakte kun je met inlijsten berekenen door de oppervlakte van een rechthoek

van § hokjes bij 6 hokjes te berekenen.
Hier moet je dan 4 drichoeken en 2 rechthoeken van aftrekken om de oppervlakte
van het parallellogram te krijgen.
opperviakte =8 X 6 —2X 31X 6X 1 -2X2X 1 =2X3X2X5
opperviakte =48 —6—4—-10=28

b opperviakte = (a, +bl)(a2+.452)—2><%><al Xa,—2x%xb ><at2—2><%><.‘b1 X b,
oppervilakte = aya, + a,b, + a,b, + bb, — aya, — 2a,b, — b,b,
opperviakte = a,b, — a,b,

¢ Er geldt opperviakte = basis X hoogte, dus opperviakte = |3| - h.

h -
Verder geldt sin(o) = ? oftewel 1= b+ sin(a).

Invullen geeft opperviakte = |a| - |B| - sin(cx).
d |a|-|B]-sin(e) = a;b, — ayh,

. _aby—ab,
TG
sin(or) = Gby — by

Vag? + ay?\b,? + by

8.5 Vectorvoorstelling van een lijn

intro Het jacht gaat door de punten (2, 2) bij Medemblik en (3, 5) bij de boei, en verder door de
punten (4, 8), (5, 11) en (6, 14) bij de Afsluitdijk.
Het jacht bereikt de Afsluitdijk om 16 uur.
Als het jacht 1 naar rechts gaat, dan gaat het 3 omhoog. Als het jacht 75 naar rechts gaat,
dan gaat het 225 omhoog. Vanuit het punt (2, 2) komt het jacht dan in het punt (77, 227).
Nee, het jacht bereikt het punt (77, 225) nooit.

21
33 a In 1% uur fietst Anton van (2, 1) naar (23, 13), daarbij hoort de vector ( | 2).

21\ _ (33
Bij een kwartier fietsen hoort de vector -é—( 12) = ( 22 )

X
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

2 3\ [2
b Alsz=0,danis (;) = (1) +0- ( 22) = ( 1) en dat is het startpunt. Bij een kwartier fietsen hoort

A .. . 3 . . .
de vector ( 22) en bij ¢ kwartier fietsen hoort de vector ¢ - ( 22 ), dus na ¢ kwartier fietsen is Anton in het

o
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34 a

35 a

36 a

Bij 1 uur en 15 minuten hoort z = 5.

1 1
Invullen geeft (i) = (?) +5- (322 ) = (11912 )

Na 1 vur en 15 minuten is hij in het punt 194 11).

-4 3 -2 10 1 2 3 4 5 6 7 8
=1

Biju=sis("|=( > |+ 2|=(77
R=281, 1714 517 (24

Bij p = 5 hoort het punt (=7, 24).

RAS Tl £ B O 2\s )7 (-3

Biju= —2% hoort het punt (8, —13%)

Je krijgt het punt (1, 4) als p= 1, want (x) = ( 31) + 1(_2) = (i)
y

- 5
y ; . 9 3 =2
Invullen van het punt (=9, 16) in de vectorvoorstelling van de lijn geeft 16 = 1 +pu
) 3-2u )

oftewel |
=1+ 5u
Er moet gelden {

2u=-6

5p=—ISdusM:_3'

16 = oftewel {

=33 3 -2
Invullen van het punt (=33, 90) in de vectorvoorstelling van de lijn geeft ( 5 ) = (_ I) +u ( )
=33y 43-=20
90 —-1+5u

—-33=3-2u 2u =36 n=18
Er moet gelden {90: e SMOftGWEI{5p=9I dus {P—: 18%

Dit geeft twee verschillende waarden voor p en dat kan niet.
Het punt (—33, 90) ligt niet op /.

oftewel

31 3 -2
Invullen van het punt (31, p) in de vectorvoorstelling van de lijn geeft (p ) = (_1) +u ( )

5
31 [(3-2u
p) \-1+5uf

Er moet gelden S0 =5l oftewel A= e dus =1
p=—-1+5u p=—1+5u P

Invullen van p=—14 geeft p=—-1+5- - 14 =-71.

oftewel

pm—, 8
Neem als steunvector bijvoorbeeld OF = (_ 2).
T = 18) [ 8)_[10
=13)7\2)7 5
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Vectoren

37 a

38 a

39 a

54

Er geldt

150) = 5(?) en omdat (?) dezelfde richting aangeeft is dat ook een richtingsvector

van de lijn door de punten P en Q. y p 10
Een vectorvoorstelling van de lijn door de punten 7 en Q is ( ) = ( ) + l( ) of
¥y

-2 5
b= (5] 40
¥ 1
-5 — —4 =5 1

=
Een steunvector is OA4 = 9 ) en een richtingsvector is AB = = =

2 9 =i i

Een vectorvoorstelling van de lijn is (i) = (_95) + X( 17).
J -

Een steunvector is OC =( 5 )en een richtingsvector is CD = ( ) 7) ( 5 ) ( ) 4- ( 3)

-4 8 2
Een vectorvoorstelling van de lijn is (x) = ( ) +p 12) of bijvoorbeeld ( ) = ( ) + g(3)
y

5

Een st o WOE =|. > ichti vor W= s
en steunvector is = | 5000 €1 een richtingsvector is =|1540] 2020 _agol™ ;
. s o 0 5 360 5
= - + )
Een vectorvoorstelling van de lijn is (y) ( 2020 V(_ 48 0) of bijvoorbeeld (v) ( 2020 V(_ 4)

[ v

(i@

= —0,7452...

—\FTP=\13

-19
cos(o) = m‘

o~ 138°
De hoek tussen de lijnen 4B en CD is 180° — 138° = 42°,

N

- 50 -

-6
cos(o) = ——=—0.3328...
A= \}13°5

o= 109°
De hoek tussen de lijnen CD en EFis 180° — 109° = 71°,

e gl — 8 -1 9 3
Een steunvector is OA4 = ( 5 ) en een richtingsvector is AB = (_1) - ( 5 ) = (—6) =3- (_2).
3
-2/

Een richtingsvector is 3 want dat is een richtingsvector die loodrecht op lijn 4B staat, omdat
3
: =2-3+3--2=0.

2
3 -2

2 2
Een vectorvoorstelling van de hoogtelijn uit O is (Y) = 7\.( )
H

-1
Een vectorvoorstelling van de lijn is (x) = ( % ) + A
y
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40

41

e 8
03=(

) en de vector (;) staat daar loodrecht op.

-1
Een vectorvoorstelling van de hoogtelijn uit A4 is (x) = ( 5 ) +
¥

)

. G 8 5
Een vectorvoorstelling van de hoogtelijn uit B is (x) = ( 1) + v( |
05 =

04 = ( 5 ) en de vector 1 staat daar loodrecht op.

3= dus A = —1. Ja, de hoogtelijn uit

Als (_2) = l(i) dan moet gelden {

-3
O gaat door het punt (-2, —3).

—~2 -1 1 —2=—1+ 4
Als (_3) :( 5 ) + 8) dan moet gelden { P 8: oftewel {SL; - _g
dus p = —1. Ja, de hoogtelijn uit 4 gaat door het punt (=2, —3).

-2 8 5 -2=8+5 Sv=-10
Als = +v| | dan moet gelden N oftewel N

-3 -1 1 -3=-1+v v=-2

dus v = —2. Ja, de hoogtelijn uit B gaat ook door het punt (-2, —3).

Voor het snijpunt met de x-as geldt y = 0 en dat invullen geeft 7 + 2 = 0 oftewel 21 = -7,
dust= —3%. Dat invullen geeft x =2 -3+ — 3% = 12%

De codrdinaten van het snijpunt van / met de x-as zijn (12%, 0).

Voor het snijpunt met de y-as geldt x = 0 en dat invullen geeft 2 — 3r = 0 oftewel 37 =2,
dust= % Dat invullen geeft y=7+2- %— = 8%

De codrdinaten van het snijpunt van / met de y-as zijn (0, 8%)

== (3 o . —— (18 =3 21 7
Een steunvector is OK = | en een richtingsvector is KL = 7171 = 6 =3- 5 )

=3 7
Een vectorvoorstelling van de lijn door K en L is ();) = ( ) + l( )

1 2
74 = 7 74 =-3+7A Th=17
Als (23) =1 ) + k(z) dan moet gelden { 23 =142 oftewel {2% — 9

dus A = 11. Ja, punt M ligt op de lijn KL.

=3 5
Een vectorvoorstelling van de lijn door 4 en B is (x) = ( ) + p( )
¥

5 4]
42 = 5 42=-3+5 5u=45
A}s(41): 5)+p(4)danmoetgelden{ H ft 1{ H

41=5+4u OV 4u =36
Ja, de punten 4, B en C liggen op één lijn.
Of:

— (7 -3 10 5\ — (42 -3 45 5
=) (5)=(5) == 7= ) 5)=[ad =
— (42 7 35 5
BC = — = =7-

) L=l ()

— — — 5

De drie vectoren AB, AC en BC zijn een veelvoud van de richtingsvector ( 4), dus
de punten A, Ben C liggen op één lijn.

duspu=9.

en
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Vectoren

034 a

039 a

Ué a

56

b

2
R
\ x
e

—10 -9 -8 —7 -6 -5 —=3_-2 )/2/3 4

=)

Zie lijn m in de tekening bij opdracht O34ab.

-5

— 5 -
De vector p = ( 6) staat loodrecht op r, want

-
r:

5)-(6)=5-6+6- -5=0.
6/ \-5

Een vectorvoorstelling van de lijn door O die loodrecht op lijn / staat is Y= ¢l
F

[OB| =T+ #=35=5

De codrdinaten van punt E zijn (5, 0).

—— —_— —_— 5
De bissectrice van hoek BOE gaat door het punt D(8, 4), want OD = OF + OB = (0) +

Een vectorvorstelling van de bissectrice van hoek BOE is NE 7\,( I)'
y

OD + OB = 8)-(3)=8-3+4-4=40
4 4

|OD|=+82+4=80en |0B| =32 +4=25=5
cos(£L(0D,0B)) =

((0D.08) = 7=
0D - 0E=(%)-[2)=8-5+4-0=40

sl sl= =

|OD| =8>+ 42=\80en [OE|=5
cos(Z(0D ,0F)) =

(4(0D.0F) ==

Er geldt dat cos(£(0OD ,0B)) = = cos(£(0D,0FE)), dus £(OD,0B) = Z(OD ,OF).

40
80 -5
PQ = (126) en [PO| =162+ 22 =260
ﬁ=(:)enﬁ€=\/_42+72:\{6

Voor de bissectrice van hoek P moet je een punt S op PQ kiezen zodat |ﬁ\ = \ﬁﬂ

—_— 8
Er geldt 4260 = \ft—i . \f@ = 2\[@, dus kies punt S zodat PS = ( 1).
— — (8
PS+PR= (

B[

> -4 12 -4 3
Een vectorvorstelling van de bissectrice van hoek P is (Y) = ( ) + p( ) of (x) = ( ) + v( )

¥y 0 0 2
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e Voor de bissectrice van de hoek tussen de plaatsvectoren a en b moet je er voor

— —

zorgen dat de bijbehorende vectoren even lang zijn. Voor de vectoren é en — geldt
= ¥ ja|  [p]
—=len—==1.

al B L

De bissectrice van de hoek tussen de plaatsvectoren a en b heeft de

vectorvorstelling y= R(% + %)
jal - [B]

8.6 Vectorvoorstelling en vergelijking
6
)

intro de vergelijking x — 2y = 6 hoort bij (x) = ((6)) + A
¥

-6 -4
de vergelijking x + 2y = —6 hoort bij ():) = ( i ) + 7L( ) ),
pr . [x 6 2
de vergelijking x + 2y = 6 hoort bij = i + A i en
¥ _

-6 2
de vergelijking x — 2y = —6 hoort bij (;C) = ( 0 ) + 7&(1).

1

2
42 a De richtingsvector van lijn /is 5), dus de richtingscoéfficiént is % =25

De vergelijking is van de vorm y = Z%x + b.

Invullen van x =1 en y = —3 geeft -3 = 2%- 1+b,dush= —5%.
b De vergelijking is y = Z%x - 5%, oftewel 2y =5x— 11, 0of 5x—2y=11.

van / staan loodrecht op elkaar.

5 s 2
¢ De vector ( ) en de richtingsvector ( 5

43 a Frgeldt 04 +AX=OX,dusAX=OX—0A=(x)—( ):(x )
¥

3 y—3
b n - AX =0 geeft . =0
2 y—3

“l-(x+3)H+2:(y—-3)=0
—x—3+2y-6=0
—x+2y—9=0
x—2y=-9

M)
44 a n, = (3) dus een vergelijking van de lijn is 2x + 3y = c.

Invullen vanx=2en y =9 geeft 2-2+3+-9=¢, dus ¢ = 31.
Een vergelijking van de lijn is 2x + 3y = 31.

“[s w5t )=G)+ o

Hpe=)| 3 ) dus een vergelijking van de lijn is 5x — 3y =c.

b Er geldt

%
y
Invullen vanx=1len y =3 geeft 51 -3+3=¢, dus c=—4.

Een vergelijking van de lijn is 5x — 3y = —4.
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45 a

46 a

47

48 a

58

Vectoren
y
7
6 B
5
\ALmog
5
L
2
1 |
mmx A X
-10 1 2 3 4 5 6 1 9
-1

De middelloodlijn van lijnstuk OB staat loodrecht op OB, dus de normaalvector van
My 18 OF.

Een vergelijking van m, is 3x + 6y = c.
Invullen van x = 1% en y =3 geeft 3 - 1% +6:3=cdusc= 22%.

Een vergelijking van m,, is 3x + 6y = 22% of x+2y= 7%.
Een vergelijking van m,  is x = 4.
Invullen van x =4 inm,, geeft 34 + 6y = 22% oftewel 12 + 6y = 22% dus 6y = 10%

en y= 1%. De codrdinaten van M zijn (4, I%).

—_— _5
AB = ( 6 ) dus een vergelijking van m ,is —5x + 6y = c.
Invullen van x = 5% en y =3 geeft —5- 5% +6-3=¢c,dusc= —9%.

Een vergelijking van m ,,1s —5x + 6y = —9%.

Invullen van x =4en y = 1% geeft =5-4+6- 1% = —9% oftewel —20 + 10% = —9% en dat klopt, dus
M ligt ook op m .

ﬁ’—6__4—10 —Sb_—l_S_—6
7)) 2T hs) S T s o) T 4
R-os=(3)-(3)
— |5 -4 9
P = — =

2=[o)-(3)=[
De lijn die loodrecht staat op lijnstuk PQ is van de vorm 9x + 7y = c.

Invullen van x=—len y=13 geeft 9+ —1+ 7+ 13 =¢, dus ¢ = 82.
Een vergelijking van de lijn door punt S die loodrecht staat op lijnstuk PQ is 9x + 7y = 82.

-{3)-{)-{

10+ —6+15-4=0,dus PRL QS

2
De hoogtelijn staat loodrecht op BC en is van de vorm —6x — 5y = .
Invullen van x =4 en y =0 geeft —6+-4—-5-0=¢, dus ¢ = —24.
Een vergelijking van de hoogtelijn uit 4 is —6x — 5y = —24.

Er geldt

7 2 AN
2) b (_7) =0en ( 2) : ( 7 ) =0, dus beide zijn te kiezen als richtingsvector van k.

Invullen van x =0en y =2 geeft 7+ 0+ 2 - 2 = 4 en dat klopt.

|

2 0
Een vectorvoorstelling van & is (;) = (2) + A
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50

B)-(})=2-5+1-0=10

1 0
2 5
(1) =22+ 12=+5en 0)‘=5
S — 10 2
cos(£(0S,04)) = —

s 6

-(3=2-6+%8=20

f
)

cos(£(0S,0B)) =

AT F P =5 en g)‘:m:m:m
_20 _2
V510 45

Er geldt cos(é(m,m)) = cos(é(m,af)), dus / maakt gelijke hoeken met de lijnen OA4 en OB.

De richtingsvector van / is (2), dus de normaalvector van /is (
van de vorm x — 2y = c.

Invullen van x =0en y =0 geeft 0 —2-0=¢, dus c= 0.

Een vergelijking van /is x — 2y = 0.

1
2) en een vergelijking van / is

—. 1
Er geldt AB = (8)’ dus een vergelijking van m is van de vorm 8x — y = c.

Invullen van x =5en y =0 geeft 8- 5 — 0= ¢, dus ¢ = 40.
Een vergelijking van m is 8x — y = 40.
Een vergelijking van /is x — 2y = 0, oftewel x = 2y.
Invullen in de vergelijking van m geeft 8 - 2y — y = 40 oftewel 15y =40, dus y = 2%‘
Invullen in x =2y geeft x =2 2% = S%.
De codrdinaten van het snijpunt S van / en m zijn (S%, 2%)
ﬁ._(s)_ HEE )__l(x enﬁ—(6)—(5%)— %)_2(1)
o) a1l T ™ el ) st e
Er geldt dat S4 de lengte van de vector SA isendat SBde lengte van de vector SB is, dus
1 1\ [
o) o)
[OA|=5en 0B =10,dus 04: 0B=5:10=1:2.
Maar dan geldt S4 : SB=0A4 : OB.

2

3

S4:sB=1%
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045 a

049 a

U7 a

60

Vectoren

—3+5 2+0
2 2

=(1,1).

De codrdinaten van het midden M van zijn (

De middelloodlijn van lijnstuk PQ staat loodrecht op PQ, dus de normaalvector van m PO is @

— 8
PQ = (_2), dus een vergelijking van Mpo is8xy—2y=c.
Invullen vanx=1len y=1geeft 8- 1—-2+-1=¢,dusc=6.

Een vergelijking van Mpo is8x—2y=6,0f 4x —y=3.

Invullen van x =2 geeft 6 -2 — 11y =1, oftewel 12— 11p=1,dus y = 1.

(6
i

Een richtingsvector van /s (1 61 ;
X 2 11
1=, | +A
b1=G) ()
b 1 3
ke = |+A
=04
Xy _ (0
n: o7 s
y=%x—1

3y =2x%—3
2x—3y=3

en p:

1
+7\.(0

() A)

z =z(@+b+e)=3 , dus de codrdinaten van Z zijn (4, 4).

0+0+12
De lijn x = 2 is de hoogtelijn uit C.

4
4
— (-8 : AT
Er geldt BC = ( 12 ), dus een vectorvoorstelling van de hoogtelijn uit 4 is
b))
¥y 8
— (2 . o
Er geldt AC = (1 2), dus een vectorvoorstelling van de hoogtelijn uit B is

b)=(o) A=)

Voor het snijpunt van de hoogtelijn uit C en de hoogtelijn uit 4 geldt x =2

(x
en
Y

Voor het snijpunt van de hoogtelijn uit C en de hoogtelijn uit B geldt x =2 en

b

0
3\.=—%eny=—%- —2=1%.

12
=7L(8).Ergeldt I2?L=2,dus?t=%eny=%-8=l%.

12
) + ?\,(_2). Er geldt 10 + 12A = 2, oftewel 124 = —8, dus

De codrdinaten van het hoogtepunt A zijn (2, 1%) en de hoogtelijnen van AABC
gaan door &n punt.
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¢ Delijn x = 5 is de middelloodlijn van lijnstuk 4B.

— . [-8
Er geldt BC = ( i 2) en het midden van lijnstuk BC is (6, 6), dus een vectorvoorstelling

van de middelloodlijn van BC is (;) = (2) + 7‘( 182)'

en het midden van lijnstuk 4C is (1, 6), dus een vectorvoorstelling

—_— 2
Er geldt AC =
I ge (12

: 1 12
van de middelloodlijn van 4 C is (:) = (6) + l(_z).

Voor het snijpunt van de middelloodlijn van lijnstuk 4B en de middelloodlijn van lijnstuk
2 6 12
BC geldt x=5en NEIMEY
L 6 8
y=6-75-8=55
Voor het snijpunt van de middelloodlijn van lijnstuk 4 B en de middelloodlijn van lijnstuk

). Er geldt 6 + 124 = 5, oftewel 124 =—1, dus A = —% en

AC geldt x=5en (x): (1

6) + x( 12) Er geldt 1 + 124 = 5, oftewel 124 =4, dus A =1
y 5

eny=6+%-—2=5%.

De codrdinaten van het snijpunt M van de middelloodlijnen zijn (5, 5%) en de middelloodlijnen
van AABC gaan door €én punt.

3 2 4 -2 — (4 5 -1
¢ w3 {{5 o

= 2)=of M=oz
=|a2) =2 )7 22

8.7 Gemengde opdrachten

51 a a= ( ) enb = ( ) = —3(_ 3), dus de vectoren a en b hebben een tegengestelde richting.

6+ —25+15-10 =0, dus de vectoren p en ¢ staan loodrecht op elkaar.

o
=
=

Il
——
—_
s (=)
—_——
|
[y
> 3
RS
Il

c v= ( ) enw = ( ) = 3( 8)’ dus de vectoren v en w hebben niet dezelfde of een tegengestelde richting.

— p— 1
v _(—8) 24

elkaar. Dus geen van de drie mogelijkheden.

AL R
52 a Ergeldtﬁ:(_s6)_(l):(4

2 -8
(x) ) A 4).
¥ 2 8
—2=1+4r

2 1 4 = 4h=-3 3
= + =
Als ( g ) (2) l(_g), dan moet gelden { 8=2— g oftewel {81 - 6 dush =—3.

Ja, punt C ligt op de lijn AB.

) =1-3+-8-24=-189, de vectoren v en w staan ook niet loodrecht op

, dus de vectoren ¢ en f hebben een tegengestelde richting.

dus een vectorvoorstelling van lijn 4B is
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Vectoren

B3 a

B4 a

62

p— 1 -5 6 —— 6 4
— = = & - . =6+4+4—8=—
Er geldt DA (2) (_2) (4) en DA + AB (4) (—8) 6:-4+4--8=-8, dus

lijn DA staat niet loodrecht op de lijn AB.

() (1

Alsw'Eff=0,danmoetgelden8°6+(q+2)°4:00ftewel48+4q+8=0
dus4g=—-56eng=—14.

55 <[5V ) o710 e o (2 5) (7

()0 =(3)- ()= ()

— — (=10 =7

BD'BC=( 4)'(14)=—10-—7+4-14=126

(‘2‘)) — (CTOF T # =TT en (IZ)‘=JW=W
126

cos(£(BD ,BC)) = 0,7474 ..

I6-\245

Z(BD,BC) ~42°
Als p=4eng=-2,danis D(4, —2).

1 1 1
o (2N 2 1Y 12\ of 4 [zmatatld
Shall ) a1 BPY B IPS) a1 Y et B0 Bl AR O S S
Yz —3t3iti—3

31

TN
e —

De codrdinaten van het zwaartepunt Z zijn (

$32)
2 6 4
Y s A Y AR 2 —E__"' +10P 10+10P
Z_E_1+E2+ﬁ3+ﬁq q i ]2
_"+10+ +1oq 10‘1
4 _ 2
. 5+ 167 =0 0P =10 ¥
Het zwaartepunt is O(0, 0), dus moet gelden 12 " oftewel " - dus p=—eng=-3
Tpg=U 1097 10

¥

s s

6l 1 Q 2

5

4

3

2

P\ /n

1
1ol 1 2 3 3\5/7 g 9 10 11 12

] | | / |

= 53

-3
— 6 3 3
PO ={ |-, 4en|PQ|—m—\/_ 5

6
{5

(|-

Ja, de punten P, O, R en S zijn de hoekpunten van een ruit als S(11, 6), want dan
is PO = PR = 5en zijn alle zijden even lang.
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B5 a

Als §(1, 6) dan zijn PQ en RS de diagonalen.

3 3
De vectorvoorstelling van PQ is (Y) = (2) + A
0

oA3)

Een vergelijking van PQ is van de vorm 4x — 3y = ¢. Invullen van x =3 en y = 2 geeft
4+3—-3-2=c, dusc=6. Een vergelijking van PQ is 4x — 3y = 6.

Een vergelijking van RS is dan van de vorm 4x + 7y = ¢. Invullen van x = 8 en y = 2 geeft
4+8+7-2=c, dus c=46. Een vergelijking van RS is dan 4x + 7y = 46.

3
4) en de

vectorvoorstelling van RS is dan (x) =
l}?

Als S(11, 6) dan zijn QR en PS de diagonalen.
6 o
De vectorvoorstelling van QR is (x) = (6) + 7\.( 4) en de
¥ -

=)o)

¥y 2 4

Een vergelijking van QR is van de vorm 4x + 2y =c. Invullen van x =6en y =6
geeft4-6+2-6=c, dus c=36. Een vergelijking van QR is4x + 2y =36 of 2x + y = 18.
Een vergelijking van PSis dan van de vorm 4x — 8y =¢. Invullen van x=3en y =2

geeft4+-3—8+2=c¢, dus ¢ = —4. Een vergelijking van PSisdan4x —8y=—4of x —2y=-—1.

vectorvoorstelling van PSis dan (

Als §(5, —2) dan zijn PR en QS de diagonalen.

3 5
De vectorvoorstelling van PR is (x) = (2) + 1(0 en de
v
. . X 6 -1
vectorvoorstelling van QS is dan =g + Al s
¥ =

Een vergelijking van PR is van de vorm y = ¢. Invullen van x = 3 en y = 2 geeft ¢ = 2.
Een vergelijking van PR is y = 2.

Een vergelijking van QS is dan van de vorm 8x — y = ¢. Invullen van x = 6 en y = 6 geeft
8+6—6=c, dus c =42, Een vergelijking van 05 is dan 8x — y = 42.

— {1
Er geldt OB = ( 4), dus de hoogtelijn uit 4 is van de vorm x + 4y = ¢.

Invullen van x=7en y=1geeft 7+4-1 =¢,dusec=11.
Een vergelijking van de hoogtelijn uit 4 is x + 4y = 11.

— {7
Er geldt 04 = ( 1), dus de hoogtelijn uit B is van de vorm 7x + y = c.

Invullen vanx=1en y=4 geeft 7- 1 +4=¢,dusc=11.
Een vergelijking van de hoogtelijn uit Bis 7x+y =11.

— (6 s w
Er geldt AB = ( 3 ), dus de hoogtelijn uit O is van de vorm —6x + 3y = ¢.

Invullen vanx=0en y =0 geeft =60+ 3-0=¢, dus c=0.

Een vergelijking van de hoogtelijn uit O is —6x + 3y =0of —2x+ y=0.

Voor het snijpunt moet gelden 7x + y =11 en —2x + y = 0, oftewel y = 2x.

Invullen van y = 2xin 7x + y = 11 geeft 7x + 2x = 11, oftewel 9x =11, dus x = 1%.

Invullen in y = 2x geeft py=2- l% = 2%. De codrdinaten van het snijpunt S van de hoogtelijnen

uit O en B zijn (1-;—,2%).
Invullen van x = 1% en y= Zg inx+4y=11 geeft I% +4- Zg =11, oftewel 1% + 9% =11 en dat

klopt, dus S ligt ook op de hoogtelijn uit A.
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8 Vectoren

d AB = (_36) en A0 = (_7)

75 - 10 ="
13

(‘j)‘=m=men

=7
)= 7 eaem=

=0,8221 ...

cos(£LA)= ﬁ

ZA =35°

Onderzoeksopdrachten

56 a Desomvector van de twee naar boven gerichte krachten is kleiner dan de
naar beneden gerichte vector, dus in de getekende situatie zakt B omlaag.

4] [<]

b Als B stil hangt. dan is de somvector van de twee naar boven gerichte
vectoren tegengesteld aan de naar beneden gerichte vector.
In de hierboven getekende drichoek BDE is dan BE=20Nen BD =15 N.
cos(£DBE) = %%
ZDBE =41,4096 ...°
De hoek die de touwen bij B met elkaar maken is dan 2 X 41,4096 ... © = 83°,

57 a Decodrdinaten van M zijn (2, 0), van D (3, 5) en van E (-1, 3).
AT e L T
2] "lof T2 )PP s T s ) T2

Er geldt MA - ED =( 5 ) § (2)=—1-4+2-2=0,dusdelijnenMAenEDstaan

MA =

loodrecht op elkaar.

> (-G

AD staat loodrecht op AB. dus AD = 2

-p+4f
OA =

Z) en AE staat loodrecht op OA, dus AE = (—q).
2q

P
. q —q
ED = - =
(—p+4) (p) —2p+4
Er geldt MA - ED = P N I =(p—=2)"29+q-(=2p+4)= 2pq —4q —2pq +4q =0,

dus voor iedere waarde van p en ¢ staan de lijnen MA en ED loodrecht op elkaar.
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Samenvatting

S1

S2

g3

S4

S5

o

o

o

o a1-( 1)1}

-6\ [T\ [-42\ (42} (O
70P+60Q—7( 2)+6(7)—( 14)+(42)_(56)
|OP + 00| =17+ 97=+82en |7OP +600| = 56

E-B:(3)-(_3):3-—3+1-3:—6

1 3 1
2 175
Er geldt (_5) ( 7

2

):2-17%+ —5-7=0,dus(_5

bijvoorbeeld (_35)

)+(%)

b bijvoorbeeld ((l))

zijde | kwadraat

p|=4 16

4| =3 9+

|p+q|= 25

P +q|=+25=5

1
s¢ oF=l@i+om=i P! -
=2l DT

S7

punt P zijn (—4%, —7%).

00 =1(0B +0C)=1

-3+5 g

i —+ = = = =
OR =3(04 +0C) 2(—12 + 5) 2( -7) -3

+

k|

5}

L
6

CRERtR:

van het zwaartepunt zijn (1%, 3).

© Noordhoff Uitgevers bv

-9
= dus de coordinaten van
-15 _7%

1
+ —
15 0) = %( 15) = (7f) dus de codrdinaten van punt

dus de codrdinaten van punt
1+
= ( 33 ) dus de codrdinaten
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8

S8

9

S10 a

66

Vectoren

674*-6‘3?:(_7)-(1):—7-1+1-1:—6

1
[OA| =~(=7)* + 12=+50 en [OB| =12+ 12=12
—_— _6
cos(L(OA,0B)=——==-0,6
(« =T
Z(0A4,0B)=127°
.. i ] S
Een steunvector van de lijn ABis OA = 0 en een richtingsvector

=G (-E= 0

5 8
Een vectorvoorstelling van de lijn 4B is (x) = ( 0 ) + ?\.( 2) of bijvoorbeeld
y

=)=

Een steunvector van de lijn BCis OB = 5 en een richtingsvector is

ARG

3
Een vectorvoorstelling van de lijn BC is (;C) = ( 5 + p_( 4 ) of bijvoorbeeld

NRH

.. . = 3 D .
Een steunvector van de lijn ACis OA4 = 0 en een richtingsvector is

w21+

Een vectorvoorstelling van de lijn AC is (;) =

=3
0

-1
> |

0

5 6
) + v( ) of bijvoorbeeld (x) =
6 y

-3 +v !

0 16
.= (3 D .5 .

Een normaalvector van /is n; = 5| dus een richtingsvector van /is | 3 (—1,1)iseen

-1 5
willekeurig punt van /, dus een vectorvoorstelling van / is (x) = ( { ) + ?L( 3).
b I
11
-10
Invullen van x=7en y=—1geeft 11+ 7— 10+ —1=¢, dus ¢ = &7.
Een vergelijking van lijn m is 11x — 10y = 87.

D

n, =

), dus een vergelijking van lijn m is 11x — 10y = ¢.
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Test jezelf

1 a

T3 a

T4 a

15 a

b ¢

—+ = —+ = —_ = —_ =
o= 3l )=o)
v +3w| =4207+ (—21)2 =841 =29 en |2v — w|=2

- — 2
2v — 3w =2(

-3 -6 12 0

6 -14 —14
= 3( ) = ( ), dus de vector evenwijdig aan de x-as is ( ) en
o . {0
de vector evenwijdig aan de y-as is ( ) 2).

A z B
o o
Invullen vanm, =9 enm, =3 geeft 9+ AZ =3+ BZ, oftewel BZ =3+ AZ. Invullen

in AB=AZ + BZ geeft 8= AZ + 3+ AZ, oftewel 4+ AZ=8,dus AZ=2cm
en BZ = 6 cm. Zie de tekening bij opdracht T3a.

30 , 60 30
o (x5 (-6), 10(6) 20 O, 1s(=2)_[ 50T 50075 _(0
S P T50\5) T 50|y TS0l o) T 30 80, 150 |
v 0 3 4 10/ |or2_s0, 2

50

De codrdinaten van het zwaartepunt Z zijn (0, 2).

15 1
o 2} s{-6\ 10(6\ 1s(p =142+ 55p Ldgh
Z=0=Eo+ﬁ3+ﬁ = - — :
q 0+1+359 Ly
1+ip=2 =1
Er moet gelden i oftewel ; dusp=2eng=-2.
1+5q=0 Eq:—l

De coordinaten van punt E zijn (2,—2).

- (4m-reines

ol (i

- (S i

|

en [AC| =22+ 62 =40 = 2410
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8 Vectoren

b E-E:(Z)-(é):'/-zﬂ-e:zo

20
cos(AA)=m=0,4472... ,dus £A4 = 63°
Q-R:(:Z)-(_:):—’J- —5+-1:5=30

30 .
COS(ZB):WZOﬁ,dUS ZB=353
a’-@’=(:z)-(i)=—z-s+ —6+ —5=20

20
cos(£LC)=——==0,4472... ,dus £C=63°
“O= T 50
—_— 5 - - - -
T6 a n = ( 4), dus een vergelijking van de lijn is van de vorm 5x + 4y =c.

Invullen van x=—4en y=3 geeft 5+ —4+4+3=¢, dusc=-8.
Een vergelijking van /is 5x + 4y = —8.

w3 )3

8
n,_= (5 dus een vergelijking van de lijn is 8x + 5y = c.

b Er geldt

X
y

m

Invullen van x=1en y =2 geeft 8+ 1+ 5+2=¢, dus ¢ = 18.
Een vergelijking van m is 8x + 5y = 18.

7 a ;;(; =(_08)+7u(? 5 & (;)z(—oS)”“(l))
o el
RN

18 a Invullen van y =0 geeft 8 — 2¢ =0, oftewel 2¢ = 8, dus t = 4.
Invullen van t =4 geeft x=-3—-5-4=-23.
De codrdinaten van het snijpunt met de x-as zijn (=23, 0).
Invullen van x = 0 geeft —3 — 5¢ = 0, oftewel 5t = —3,dus r = —%.

Invullen van ¢ = —% geeft y=8-2- —% = 9%.
De codrdinaten van het snijpunt met de y-as zijn (0, 9%)

o o)) 43
|

T9 o A8 12l oS54 ) = ofs). RS - b

— 5\ [ 1\ (4 — (A -3hy 4y .
78 = (})(ay) ()57 = (o) ()= (s} aws TR - 57
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b

710 a

= 4] 1

1 —4L
i {]- - £}

1
IREEIEE
_ =
% —25 3

70| = \# + (33 = {28} en|PS| = {[-43] + 3= {29

De zijden zijn twee aan twee evenwijdig, maar ze zijn niet alle vier even lang, dus

vierhoek PORS is een parallellogram.

2 2
: )
g
cos(£(m.x - as)) = ——=

2
V5:1 45

~fTE BfBion

ol

-(1):2-1+1-0:2,
0

(f -(i):2-3+1-4: 0, (‘?) =+5en (i) =432 +42=25=5
cos(ZL(m,l) = % = %
.

wn

met de x-as middendoor.

I

cos(Z(g.x - as)) =

T E=yl0en
3
1

1
g
cos(Lqp) =
Vio-yi+ P
Gegeven is dat ¢ de hoek van p met de x-as middendoor deelt, dus
3 3+1¢

V0 oI +2

3+1¢

I+7
3+r=31+£
B+0*=9(1+1)
9+6t+12=9+9#

0

—_

Er geldt cos(Z(m.x - as)) = —= = cos(Z(m.[)). dus m deelt de hoek van /
-(1)=3-1+1°0=3,
3

:(3) ol

1
-(r):3-1+1-t:3+r, =2+ 2=A1+7

&I'u
o

-

61 = 8¢
t=00f 6 =8¢
t=00f t=3

Voor ¢ = 0 valt lijn p samen met de x-as en die voldoet niet.

X 1 X 4
Dus ¢ =3 en lijn p i =l |of [ |=ul_]
us ¢t =jenlijn p is (y) (%)o (y “(3)

© Noordhoff Uitgevers bv
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8 Vectoren

Extra oefening

E1 a b

E2 a —%E + ]%a:—i

o= 1o)= ) o)

6/ 210 -3 0 -3
17+ 15] =T3P+ (37 =178

b M(EE 50 = m(-3.,3)

_1L

3 1
* -1 3 4 0 f¥3+T1+0 13
vo) H30) 431 *3s) 434 217218l 82) 32k

De codrdinaten van het zwaartepunt Z zijn (1%, 32%).

Z) 40 37 11

o xN s (~1 f4) [atr) () (&G
b 2=, )Tl 30) T 13las) T a0, a0 ) T laao | T a0
- 13713 13 13

De codrdinaten van het zwaartepunt van deze puntmassa’s zijn (2%, 33%).
— (8 -3 11 — (-1 -3 2

o A=) [5)= (s e= () ()
AB -AC=( 5) 2 (6)=11-2+5-6=52
AB:‘( 5)‘=\[7112+52=\f_146en AT = (6)

cos(L(AB,AC)) =

— T e =i

52
—F—=10,6804 ...
Y146 <40

Z(AB,AC)~47°
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» @i =(3)- (3= =)-(2)- )

a’-@’:(_z)-(9):—2-9+—6-—1:—12

-6/ \-1

cil- |- e e - | 5 - e @
cos(£(CA ,CB)) = ﬁ = 02095 ..

Z(CA,CB)~102°

S —— 45 11
. = . = . + — . =
c p-AB (_99) (5) 45-11+ -99-5=0

Ja, de vector p staat loodrecht op ARB.

8 =9
E5 a Een vectorvoorstelling van de lijn door Ben Cis ();) = (3) + 7\.( 3 )

b De codrdinaten van het midden M van lijnstuk BC zijn M(S +2—1, 3;—4) = M(S%, 3%)

3\ _qy (62
1 = 2] (3 _[2
3l =2 51
: : b -3 6%
Een vectorvoorstelling van lijn / door 4 en het midden M van lijnstuk BC is ( ) = ( ’ + Al ; of
b o 55
2

IR
o]0

“[6=)erena ()=l )

1 ey s -
= 5) dus een vergelijking van de lijn is van de vorm x + 5y =c.

b Er geldt (x
y

o

n

Invullen van x =3 en y =6 geeft 3+ 5-6 = ¢, dus ¢ = 33.
Een vergelijking van de lijn is m : x + 5y = 33.

1
¢ De lijn staat loodrecht op m, dus ( 5) is een richtingsvector.

Een vectorvoorstelling van de lijn door P(2, 1) die loodrecht staat op lijn m is

% 2 1
=17+ v}

¥ 1 5
Een vergelijking van de lijn is van de vorm 5x — y = ¢.

Invullen van x=2en y=1geeft 5-2—1=¢,dusc=9.
Een vergelijking van de lijn is 5x — y = 9.

- N W BB owuv

32 40 1 2 3 4 5 6 7
=]

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 8 Vectoren 7



8

Vectoren

E8

E9 a

E10 a

72

04| =4+ 12=+17en [OB| =22+ 42 =420

m’-@'=(?)-(i)=4-2+1-4=12

cos(£0) = . =0,6507 ...

V17420
20 =49°
—_— 2 4 _2 — Bl
AB = Ml Sl P en [AB|=+(-22+32=413
E-E:(:?)-(_;"):—4-—2+—1-3:5
5
cos(£LA)= m: 0,3363 ...
£A=70°
F@’-EZ:(:i)-(_23):—2-2+—4-—3:8
8
cos(£LB) = W: 0,4961 ...
ZB=60°

w2 o)1

AP - BP = (pzz) (p;4)=(P+2)(P_4)+2°4=P2—2P—8+8=p2—2p

Er moet gelden dat AP - BP =0, oftewel p2—2p=0,0f p(p —2)=0dus p=0o0f p=2.

Als d de puntmassa in Dis,danism=2+4+6+d=12+d.

8 —2d 28 — 2d
- 5 [4 4 (5 6 [0 i {72} _ 12+d+12+d+0+12+d 12+d
Z_l2+d0+12+d6+12+d3+12+d 0ol”

24 18 80
th+d Z+d

0t =—— +0

12+d " 12+d

Er moet gelden dat 42 =1, oftewel 12 + d =42, dus d = 30.
12+ d
28—-2-30
Invullen van d = 30 geeft x, =————= i% %

=[] ) c—czliéo- o))

CA -CQ=(_60) ; (q_60)=—80-(q—80)+ ~ 60+ — 60 = —80g + 6400 + 3600

CA + CQ =-80g + 10000
Er moet gelden dat —80¢ + 10000 = 0, oftewel 80¢ = 10000, dus g = 125.

& =[0)- ()= ) nm = (2] (%) =[]

CP - CB = (p_:(())) (123)=(P—80)°144+ — 60+ — 60 =144p — 11520 + 3600

CP - CB = 144p — 7920
Er moet gelden dat 144p — 7920 = 0, oftewel 144p = 7920, dus p = 55.
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b Invullen van p = 55en g = 125 geeft CP = (:2(5)) en Fg = ( 45 )

—60

|CP| =+(=25)% + (—60)? = /4225 = 65, [CQ | = Y452 + (—60)* =/5625 = 75 en
CP-CQ:( )( ):—25-45+—60-—60:2475

-60/ |-60
cos(Z(CP,CQO)) = 6%54_7;5 =0,5076 ...

Z(CP,C0) = 59°
Nee, dat klopt niet.

© Noordhoff Uitgevers bv
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o0a ™ 00 o N T

o n o w

Vaardigheden 4

3ot = x3e xS =yl d (¥ = (x5)t = x4
1 1 1
(x\];)3 = (x- x§)3 = (xli)S i e (x2-yy)i=(x2-47)3=
(x*li')ﬂ ls
1
2 X\X - x2 1 1L
(x'xz%fx_z)3=(x-x2'x3)3= f x_\j::xx;c =¥ x 3=y

o1
(x 3)3_x1

\8:2=+16=4

5y3+ 642 = 30\6
(\22=9-2=18

(—245)*=16- 52 =16+ 25 = 400
T+ 3T=T7

8\2 - 243 + 76 = 166 + 7\/6 = 236
(V6 + 5y2 3 =6+ 56

(5V6)* = 5% - (6)2 - 6 = 125 - 6 - /6 = 75076
V200 =100 - 12 = 102

V&3 =9 7= 37

108 = 363 = 63

PO + 85 = A5 + 05 = 25 + 35 = 55
B2 =4 162 =74-2=\2

540 +90) = (4 - {10 + 9 \10) = 5)2410 + 3v10) =10
\/_ \I_ \/_\F V16-\3 =53 - 43 =13

8,2_8 2a_8+2 . 2 7 _7d>_1d
3¢ 3 3a 3a 3a 4 d 4d 4
13_7 _13-3 7.2 39 14 25  2a 21 4 _21_3
2p 3p 6p 6p 6p Op 6p 7 8a S6a 28 4
i+i_a'5+4'3_5a+12 3az2 4b 12a2b_6_a
3 5b 15b  15h  15b 9 20 70 Taab 7
11 4 11 4-2¢_11-8a T L |
42 2 42 4P AL 5 43 2083 1042
(Z-p 4) 5p—3 c %m—%=l%m+2i
Gip—12=5p-3 —=m=2
12p=9 —3m=11
Tp =36 m=—l:%=—3%
-103s=7- (13- 9s) d 3;-4(2x-8)=13
—1035=7—-13+9s E-gv+32=13
—1935=—6 —8x+35;=13
395 =12 —8x=-22}
s=g2=2% 16x =45

_45 _ ~13

¥=16= 216

Vaardigheden 4
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(x—-6)2x+7)=0
x—6=00f2x+7=0
x=6o0f 2x=-7
x=60fx=—3-%

Gp+10)(p—3)=18(p — 3)
p—3=00f5p+10=18
p=3of 5p=8
p=3ofp=1—g-
(8a+ 1Y =81
8a+1=90f8a+1=-9
8a=8 of 8a=-10
a=10fa=—1%

232+ 5x+2=0
D=5—-4-2-2=25-16=9
_=54+49 ] _-5-49
i of x= 7

=L eaf
x= 2 =-3 fx= 2 =-2
3x2+3x=5x+4
3I—2x—-4=0
D=(-2—-4-3-—4=4+48=52

24452 2452
= e of x= c

2+ 2413 2-2413
x=——of x=—

6 6
x=%+% 130fx=%—%\/ﬁ
2¥ =82
1

2x=23.71
2%=2%
x=3%
L.3=25
3¥=100

x = 3log(100)
4-(=8-2r
2o (g =22
22l =gt

22 i 23+x
22—x = 23+x

2—-x=3+x
=2x=1

—
=5

© Noordhoff Uitgevers bv

o

(x+HGx—7)=@Gx—T)6—x)

%x—7=00fx+4=6—x

1x=7of 2x=2
x=14o0of x=1
15-(3—-a)=6
(3-a)}=9
3—-a=30f3—-a=-3
a=0ofa=6
x2=1lx
x=0ofx=11

(2x-3)=x

42 - 12x+9=x

42— 13x+9=0
D=(—-13¢—-4+4-9=25

13 +425 13 —425
R L

X
{88 13-5
K= 3 =y e 3 =1

(7—5)P2=9s

7T—s=3s0of 7—s=-3s
—4s=-Tof 2s =7
s=1%ofs=—3%

25 54x—l - 5,\5 . (%)Zx

1
52 . 54x—1 f 5452 (5—1)2x
54x+l = 51§ i 5—2x
ghx+l = 51';"2”

4x+1=13-2x
6x=%
_ I
=1
TER2 =500

x + 2 = "log(500)
x=-2+ "log(500)

10-0,13+10 = 0,1 - (}100)*
2
10+ (10710 =101 - (10§)x
2
101 - 107*"10 = 10~1- 105"

1oro=10 "
-—x—-9=-1+ %x
—l%x =8

o iED
X = —5?

Vaardigheden 4
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10 a

76

Vaardigheden 4

15-3x+9=35. (%)wa
3. 3Tx+0 = (%)3‘?‘

3+ 3749 = (32)8x
37x+10 = 3-16+2x
Tx+10=-16+2x
Sx=-26

X = —S%

a’*=100
a=4100 = 4,64
—2u5= —34

a*=17

a=+17 of a=—-17
a=4,120f a=—4,12
a*—12=9

=21

a=1321 0fa=—@
a=2,14 of a=-2,14

1
8+34 =14
1
3a*=6
1
@ =2
a=2%=8§

x+4=4x>-8x+4
4x2-9x =0
x(4x—9)=0
x=0o0f4x-9=0
x=0o0f4x=9
x=00fx=2%

1

h 21-96-x=g3. 272"

9o~ = 3. 273"

1

(32)6—x =3 (33)2

312-2¢ = 31 . 31;‘“12

12-2x=11x+13

—'_’%x =1

x= .
7

x+4

e 1,54*=-10

geen oplossing
02¢°=-10
a’=-50
a=—450=-2,19

-

2

g 15-3p"=9

h 8+0,5x"%=9
0,5x025 = 1
025 =9

v=2F =24=16

controle: x = 0 invullen: 1 + 4 = —1 klopt niet.
x= 2;11- invullen: 1 + @ = 4% — 1 klopt.

De oplossing is x = 2}7

yx—8=5

x—8=125

x=33

controle: {25 = 5 klopt.
oplossing: x = 33

y2a+3=5
2a+3=25
2a=22
a=11

controle: 22 + 3 = 5, klopt.

oplossing: ¢ = 11

Vaardigheden 4

C 3+\/2p+4=10
\2pt+4=17
2p+4=49
2p =45
p=22
controle: 3 + \]2 : 22% +4 =10, klopt.
oplossing: p = 22%

d 3+yx=x-3
\];=x—6
x=(x—6)
x=x>—12x+36
x2—13x+36=0
(x—4)(x-9)=0
x—4=00fx-9=0
x=4ofx=9
controle: 3 + \]z_i =4 - 3, klopt niet.

3+\[§:9—3,klopt.

oplossing: x =9
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1

12 a

13 a

controle: 2 ++4/18 — 2 =6, klopt.
oplossing: ¢ = 18

6a—5=a h
\[_

6a—5=a?

a*—6a+5=0

(a—5)a—1)=0

a=50fa=1

controle: 430 — 5 =5 klopt.
V6 — 5 =1 klopt.

oplossing:a=50fa=1

842 — 20g + 12 =0
D=(-20)2—4-8+12=400 - 384 = 16

_20+\/E_20+4_11

g y3d+1=2+d
3d+1=Q2+d?
3d+1=4+4d+ "
E+d+3=0
D=1>-4+1-3<0

geen oplossing.

6x ++x =7x — 20
\];=x—20

x=(x—20)?

X =x2 = 40x + 400

X2 —41x+400=0
(x=16)(x—-25=0
x—16=00ofx—-25=0
x=160of x=25

controle:

96 + /16 = 112 — 20, klopt niet.
150 ++/25 = 175 — 20 klopt.
oplossing: x =25

_20—\%_20—4_1

=750 16 22977 7.3 16

1 3x*
m+8=8% € x+1_x

) 3xt=x(x+ 1) mits x# — 1
— =1 D D
ht+4 2 ;xz v +0x

1 . Korii =, =

== —+ i
I=5(+4)mitsh# —4 @ 1= 0
1=2h+2 x=00f2x-1=0
1, _ x=0o0of 2x=1
Zh_ 1 x=00fx=%
h=-2

7 p 1

=2a+3 d ——=—

da—3 p+3 2

7=Qa+3)2a-3)

7=4a2—9mitsa¢l%
4a2=16

a*=4
a=2ofa=-2

sin(2x) =1
2x = %n + k- 2m

x=‘1¢n+k'n

p2p=1-(p+3)

2p*=p+3mits p# —3en pz0

2pP—=p—-3=0

D=(-1)2—4-2--3=25
1++25 _1-425
22 rET

+5 1-5

fp=——=-1
of p 2

p:

1 1
p:Tzlz

de oplossingen op het interval [0, 3n ] zijn x = %n of x= liﬂ of x= 2%11.
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Vaardigheden 4

b cos(3x)=1

3x=0+k*2n

x=0+k- %n

de oplossingen op het interval [0,3n ] zin x =0 of x= %n of x= l%n of x=2nof x= 2%7[.
¢ 2cos(3x)=1

cos(3x) =%

3x=%ﬂ+k'2ﬂ 0f3x=1%n+k-2n
x=%n+k'%n ofx=gn+k'%ﬁ
de oplossingen op het interval [0, 3n]zijnx=%n ofx=gn 0fx=%ﬂ of x= igw,rr of

x= Ignofx= lgnofx=2énofx=2%nofx=2—;n.
d 2sin(mx) =42
sin(my) = $42

nx=irc+k-2n ofnx=%n+k-2n
x=¢1~t+k°20fx=%+k'2
de oplossingen op het interval [0, 3n]zijnx=%ofx=%ofx=2% ofx=2% of

x=4tof x=4 of x= 65 of x=63 of x=8J of x =8}

1
~x + = + =
14 {3x 2y4 2 herleid je tot {x =3

x+ty= x+y=4
x+6y=15
x+ y= 4

Sy=11

dusy=2%enx=4—2%=l§

4x+3y=1
15 a {yx 4y +3 substitueren van de onderste vergelijking in de bovenste geeft
=—=4X
4x+3(-4x+3)=1
dx—12x+9=1
—8x=-8
dusx=leny=-4-1+3=-1
+3x=0 3x+y=
b {)S)x 2 : —4 schrijf je als {Si 5 : _4°n elimineer y:
3x+y=0
Lt ke
-2x =-4
dusx=2eny=-3-2=-6
4p—g=10 —13¢ + 52p =130
c P herleid je tot 4 7 en elimineer g:
13g—7p=>5 13¢—7p=5

—13¢g + 52p =130

{ 13g— 7p= 5
45p=135

dusp=3eng=4-3-10=2
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d

16 a

17 a

18

o5 5 16a — 6b = 24 w
herleid je tot {—751 t6p= 2D elimineer b:

8a—12=73bh
6b—Ta+2=0

16a — 6b = 24
{—7a+6b=—2+

9a =22
dusa=2§en3b=8-2%—12

3b=192-12

)
=73
_ 68 _ ~l4
b=3=2y
3x—2y=8

3x—2y=8 limi .
a2y =12 en elimineer

el herleid je tot {

3x—2y=8
2x+2y=12
—4_

5x =20
dusx=4eny=6—-4=2

{3b+7a=18 TJa+3b=18

herleid je tot { en elimineer a:

a—4b=17 Ta— 28h =49

{7a+ 3h=18

Ta—28b=49
31h = -31

dush=-lena=7+4--1=3

Fi=d? =G+ 13 ¢ AG)=(@x+ )

f(x)=8x—6 h(x)=4x>+28x + 49
F(x) = 8x + 28

g(x)=(Bx+7)8 - x) d k(x)=4x3(x*+7)

g(x)=24x — 3x>+ 56 — Tx k(x) = 4x5 + 28x3

g(x)=-3x2+17x+ 56 k' (x) = 20x* + 84x?

£ )= —bx+17

flx)=3x2+6

f(x)=6x

de helling in het punt (1, 9)is f(1)=6-1=6

a(x)=2x3

g'(x) = 6x°

de helling in het punt (=2, —=16)is g'(-2) = 6+ (—2)> =24
h(x) = 5x(x2— x%)

h(x) = 5x° — 5x°

A(x) = 15x2 — 25x*

de helling in het punt (1, 0)is #'(1) = 15-25=-10

) =xt+at+ x

Flx)=3x"+2ax+1

de helling is —1 voor x =2, dus f"(2) = —1.
342 +252 41 =1

12+4a+1=-1

da=-14

a=—3%
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9 Functies bewerken

Voorkennis

V1 plot A hoort bij g(x) = yx
plot B hoort bij g(x) = x?
plot C hoort bij k(x) = *log(x)

1
plot D hoort bij m(x) = <

V2 a y b y
4
3
2
/ /
X
-2-10/|234 B2 o
-2 -2

¢ fenhzijn stijgend als g > 1 en dalend als0 < g < 1.
d De grafieken van fen / zijn elkaars spiegelbeeld in de lijn y = x.
e De x-as (y =0)is de asymptoot van de grafiek van f.

De y-as (x = 0) is de asymptoot van de grafiek van /.

— W

V3 a g,(8)=2dus =2

a-8—6
Ba—6=6

b Als de verticale asymptoot x = 1% is, dan is de noemer 0 als x = ]%, dus
a-13-6=0
2

la=6
a=4
¢ Voor x-waarden ver van 0 nadert g (x) naar 0, dus de lijn y = 0.

V& a n=5 n=-2

Domein: R Domein: {«, 0) {0, =)
Bereik: R Bereik: (0, —)

b 2”=%en%=2‘3dusn=—3
¢ Datis het punt (1,1), want 1” = 1 voor elke waarde van n.
d Voor even waarden van n.
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V6 a hp(4)=20dus43+4p+8:20
64+4p+8=20
4p=-52
p=-13

b hp:(x)=3x2+p i
i (=2)=3 * (=0 g =3
12+p=-3
p=-15

Vé f(x) = 3sin(x — 2) + 5 is een sinusoide met evenwichtsstand 5 en amplitude 3,
dus het bereik van f(x) = 3sin(x — 2) + 5 is [2, §].

V7 Het domein is R en het bereik is [5, —).

Het domein is [2, —) en het bereik is [5, —).

Het domein is («,2) U (2. —) en het bereik is («, 5) U {5, =).

Het domein is R en het bereik is (5, 5%,

Het domein is (2, —) en het bereik is R.

9.1 Transformaties

intro De grafiek van g is uit de grafiek van fontstaan door spiegelen in de y-as.
De grafiek van £ is uit de grafiek van fontstaan door puntspiegelen in (0, 0).
De grafiek van k is uit de grafiek van fontstaan door spiegelen in de x-as.

T o N o w

1 a g(x)=3x2+3—5o0fwel g(x) =532 -2

o

h(x)=1(x-27+3
vy =4(3 2+ 3) ofwel j(x) =2x2 + 12

n

2a 9-x=0
x=-30f x=3
De snijpunten van fmet de x-as zijn (=3, 0) en (3, 0).
b Deze punten liggen tweemaal zo ver van de y-as als (=3, 0) en (3, 0),
dus dit zijn (-6, 0) en (6. 0).
g(4) =/(2). dus g(4) =5

gla) = f1 (%a), dus g(a)=9 - (%a)z ofwel g(a)=9 — %xz

gx)=9 - 3

(=8 (2]

3 a Het functievoorschrift van de beeldgrafiek is g(x) = =2+ 3%*4
1

gy
L
b Het functievoorschrift van de beeldgrafiek is 4(x) =3 * + 4 ofwel
h(x)=32>+4

4 De variabele x moet worden vervangen door x + 2, dus het
functievoorschrift van de beeldgrafiek is g(x) = 4(x +2) +4yx +2
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Functies bewerken

Met een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met factor —1.
g(x)=—1-2" ofwel g(x)=—-2*
Met een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met factor —1.

1
h(x) = 27" ofwel h(x) =27

Spiegelen in de x-as geeft g(x) = —(x” + 2x) ofwel g(x) = —x> — 2x
5 naar rechts verschuiven geeft 4(x) = —(x — 5)*> — 2(x — 5) ofwel
)= —(x%— 10x+25) = 2(x— 5)

Het functievoorschrift is A(x) = —x? + 8x — 15

Spiegelen in de y-as geeft h(x) = \f—_x

3 naar rechts verschuiven geeft g(x) = y—(x — 3) ofwel g(x) =y—x + 3
3 naar rechts verschuiven geeft k(x) = yx — 3

Spiegelen in de y-as geeft /(x) =y—x—3

Je krijgt niet hetzelfde antwoord.

Dat is niet juist, omdat je x moet vervangen door x + 5.

Het resultaat is dan f(x) = sin(2(x + 5)) ofwel f(x) = sin(2x + 10).

f(x) = sin(2x + 5) kan op twee manieren ontstaan uit 4(x) = sin(x).

Door A(x) = sin(x) eerst 5 naar links te verschuiven en daarna te
vermenigvuldigen met % ten opzichte van de y-as.

Of door A(x) = sin(x) eerst te vermenigvuldigen met % ten opzichte van de
y-as en daarna 2% naar links te verschuiven.

Vermenigvuldigen met 2 ten opzichte van de y-as.

Vermenigvuldigen met 3 ten opzichte van de x-as.

De volgorde maakt hierbij niet uit.

6 naar rechts en 8 omhoog verschuiven.

De volgorde maakt hierbij niet uit.

%T[ naar links verschuiven en daarna vermenigvuldigen met 2 ten opzichte
van de y-as. Ten slotte vermenigvuldigen met 3 ten opzichte van de x-as.
of:

Vermenigvuldigen met 2 ten opzichte van de y-as en daarna %T[ naar links
verschuiven. Ten slotte vermenigvuldigen met 3 ten opzichte van de x-as.
In beide gevallen mag de vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van de x-as
ook als eerste worden toegepast.

<

Nee, g(x) is niet het functievoorschrift bij de beeldgrafiek.

Hoofdstuk 9 Functies bewerken

© Noordhoff Uitgevers by



08 a

Nee, g(x) is niet het functievoorschrift bij de beeldgrafiek.

Ja, g(x) is wel het functievoorschrift bij de beeldgrafiek.

Bij een verschuiving van 3 naar rechts van de grafiek van f geldt

g(x) = f(x — 3). Dan moet je elke x in het functievoorschrift van f vervangen
door x — 3.

h(x)=(x+5) - 2¥%

r 7
Nee, g(x) is niet het juiste functievoorschrift.

£(3) = log(1) = 0, maar g(43) = log(13 ~4) = log(9) %0

|

Ja, g(x) is het juiste functievoorschrift.

f(3) = log(1)=0en g(4}) = log(3+ 4} - 12) = log(13 - 12) = log(1)=0
Het functievoorschrift van 4 kun je schrijven als A(x) = log(3(x + 10)).

Er is hier een verschuiving 10 naar links toegepast.

h(x) = log(3x + 30) kan op twee manieren ontstaan uit k(x) = log(x).

Een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met i gevolgd door een
verschuiving 10 naar links.

Of een verschuiving 30 naar links, gevolgd door een vermenigvuldiging ten
opzichte van de y-as met %

© Noordhoff Uitgevers bv
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9 Functies bewerken

U1 Ga ‘terugwerken’; g(x) = 9(% + 1) ofwel g(x) = % + 9 vermenigvuldigen met

9 18
2 ten opzichte van de y-as geeft 7—+ 9 = -~ + 9, dit vermenigvuldigen met
Ex

; 6 : .
% ten opzichte van de x-as geeft = + 3 en hierop een translatie 5 naar rechts

6
geeft 43
x=5

Ten slotte dit 3 omlaag verschuiven geeft f(x) = dusa=6en b =>5.

x—5

9.2 Symmetrie van grafieken

intro De grafieken van g en / (linker assenstelsel) zijn symmetrisch in de y-as.
De grafieken van fen k (rechter assenstelsel) zijn puntsymmetrisch in de
oorsprong.

10 a f(-2)=2eng(-6)=—4
b y

-a 0 a

¢ g(-2)=-2en f(—-6)=4
d y

11 a fla)=va*+1
feay=AaP +1 \/
fia) =\ +1=f(@)

De grafiek van fis symmetrisch in de y-as.

f(=a) = (—a) — 4(~a)
fl=a)=—-d’+4a
f(=a) = —(a* - 4a) = —f(a) /

b fla)=da*—4a /

De grafiek is puntsymmetrisch in de oorsprong,.
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c fla)=d*—a

fl=a)=(-a)* = (=a)

fca)=da*+a

De grafiek van f'is niet symmetrisch in de y-as
en ook niet puntsymmetrisch in de oorsprong.

12 a

13 a

b

14 a

b
c

==
_ ()~ 4(-ap
fima) ==
o — 4a>
fay="—"
4. 4 2
fma) = === ~f(a)

De grafiek is puntsymmetrisch in de oorsprong.

Voor n=6 geldt f(—a) =(—a)®=(-1)0-a® = a® dus f(—a) =f(a).
Voor n =7 geldt f(—a) =(—a)’ =(-1)" +a’ = —a’ dus f(—a) = —f(a).

Dit geldt voor even waarden van n.

Voor even waarden van n is de grafiek van flijnsymmetrisch in de y-as.

Dit geldt voor oneven waarden van #.

Voor oneven waarden van n is de grafiek van f puntsymmetrisch in de

oorsprong.

hY

/

N,

Su

St

fis een oneven functie.

fis een even functie.

d

A vaans BN ge=

el

f1s een oneven functie.

S@y=a
flea)=H-a
feay={-1-{a

f(ma)=-1"+ \E = —f(a), dus de grafiek is puntsymmetrisch in de oorsprong.

f(—a) = —f(a), dus fis een oneven functie.
Door een verschuiving 2 omhoog.

f1s een oneven functie.

d Het punt van symmetrie is ook 2 omhoog verschoven, dus dat is (0, 2).

© Noordhoff Uitgevers bv
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15 a Bijeen verschuiving van 3 naar links wordt x vervangen door x + 3.

gx)=f(x+3)
gx)=(x+37—-6(x+3)+2
gx)=xr+6x+9—-6x—-18+2
gx)=x*-7

b glay=a>—Teng(-a)=(—a)—-T=a*-17
gla) = g(—a), dus g is een even functie.

¢ Omdat g een even functie is, is de symmetrie-as van de grafiek van g de y-as,
ofwel de lijn x = 0.
Door de grafiek van g drie naar rechts te verschuiven krijg je de grafiek van f.
Dus krijg je de symmetrie-as van de grafiek van f'door de lijn x = 0 drie naar
rechts te verschuiven. De symmetrie-as van de grafiek van fis daarom x = 3.

16 Bij een verschuiving van 4 naar rechts wordt x vervangen door x — 4.
gx)=f(x-4)
10(x —4)+ 40
8= s =) + 20
_ 10x — 40+ 40

8= S gvt 16+ 8x—32+20

10x
8 =32

10a 10+ —a 10a
ED= = T T2 a

Omdat g(—a) = —g(a) is de grafiek van g puntsymmetrisch in de oorsprong,
dus is de grafiek van fpuntsymmetrisch in het punt (—4, 0).

17 a fen g zijn oneven functies, dus f(—a) = —f(a) en g(—a) = g(a)

h(=a) = f(=a) + g(—a)
h(—a)=~f(a) + —g(a)
h(=a) = ~(f(a) + g(@)) en h(a) = f(@) + g(@)
h(—a) = —h(a), dus f is een oneven functie.

b p(=a)=f(-a)- g(-a)
p(=a)=—f(a)* —g(a)
p(=a) = f(a) - g(a) en p(a) = f(a) - g(a)

p(—a) = p(a), dus p is een even functie.

01 a f-n=3--l-=-d-=-b+1=3
=4 1-gr=t-p=i-1=-)
b D=} 2 == L=
@ =42 gr=l-g=1-}=]
¢ f@=}agen fea =} o
d fla=t o
fleay=—ta-—
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1 1
fl—ay=-3a+ —en f(a) = a- s

1
f(=a)= —(%a - ;) dus f(=a) = ~f(a)

015 a g(x)=f(x+2)=(x+2)> —4x+2)+5

b g(x)=x>+4x+4—-4x—-8+5
gx)=x*+1
gd)=42+1=17eng(-4)=(-4)2+1=17
gl-a)=(-ay +1
g(—a)=a*+1lengla)=a*+1
g(—a) = g(a), dus g is een even functie.

o n

Omdat g een even functie is, is de symmetrie-as van de grafiek van g de y-as,
ofwel de lijn x = 0.
Door de grafiek van g twee naar rechts te verschuiven krijg je de grafiek

-

van f. Dus krijg je de symmetrie-as van de grafiek van fdoor delijn x =0
twee naar rechts te verschuiven. De grafiek van fis daarom symmetrisch in
delijn x =2.

U2 a f(2)=2"-6-22+16=8-24+16=0dus (2, 0) ligt op de grafiek van f.

Verschuif de grafiek van f'twee naar links.

Het functievoorschrift van de beeldgrafiek is dan

gx)=(x+2P—6(x+22+16

gx)=(x+2)(x+2 —-6(x+2)7>+16

gxX)=(x+2)(x2+4x+4)—6(x2+4x+4)+ 16

gx)=x>+4x?+4x+2x2+8x+8—6x>—24x— 24+ 16

g(x) = ¥ —12x

g(-a) = (—a)’ - 12(-a)

g(—a)=—a*+ 12aen gla) =a* — 12a

Omdat g(—a) = —g(a) is de grafiek van g puntsymmetrisch in (0, 0).

De grafiek van fis daarom puntsymmetrisch in (2, 0).

9.3 Absolute waarde

intro De waarde van d is nooit kleiner dan 0, dus de grafiek ligt nergens onder de
horizontale as.

o o

18 a Ook het getal —3 ligt ook op een afstand 3 tot het getal 0.
b \B en —\E liggen op een afstand \E tot het getal 0.
¢ Voor alle getallena 20
d Voor alle getallena <0

19

a |3-28=|-25/=25

b 3—|-28/=3-28=-25

¢ +[-100] — log (|—100]) =~/100 — log (100) = 10 —2 =8
d |18—|-24||=|18 - 24| = |-6| = 6

20 a f(-4)=|-4|=4,f(-D=]-1]=1
FO)=[0]=0, f1) = [1]= 1 en f(4) =|4| = 4
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21 a

22 a

23 a

Functies bewerken

c y
: 5
3
15
1
X
-5 4 -3 -2 -0 12 3 4 5
-1
De grafieken vallen samen, dus de functies f'en g zijn hetzelfde.

=2 | =1 0 1 2 3 4

kx) | 8| 3] o] 1] o -3]-8

x| 8 | 3] 0| 1| o] 3]s

i x
-3 2 A 1 3 45
=2

De delen van de grafiek van k die onder de x-as liggen, worden gespiegeld in
de x-as.
minimum /0) = 0, maximum /(1) = 1, minimum A2) =0

De oplossing van 2log(x) =0is x=2"=1
Het minimum is f(1)=10

f)= Zlog(x) alsx > 1
7] “2Aog(x) alsO < x < 1
Eerst f(x) =2 oplossen:

Zlog(x) =2 geeft x=22=4
—og(x) =2 geeft 2log(x) =—2dus x =272=

1
1
Zie grafiek: de oplossing van f(x) > 2 is (0,%) w4, =)

-4[-3 -2 -10 1 2 3/ 4

x(x2-12)=0

x=00f x*—12=0
x=0of x*=12

x=0o0f x=—y12 of x =412
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o) = W —12vals —\12<x<0of x 2412
V- + 12x alsy < 12 of 0 < x <412

d fvalt samen met g als — 125x500fx2\]5
e g(x)=3x-12

24 a

25 a

26 a

3x2-12=0
=12
x2=4
x=—2o0of x=2

maximum g(—2) = (—2)’-12+- -2 =16 en minimum g(2)=2>-12-2=-16

De toppen zijn (—2,16) en (2,—16).
minimum f(—\12) = 0, maximum f(-2) = 16
minimum /(0) = 0, maximum £(2) = 16 en minimum f(x/12) =0

g)=—>+ 4226

g(x)=-3x*+9x

g(x)=0als —3x2+9x=0

—3x(x—3)=0

x=0of x=3

minimum g(0) = —26, maximum g(3) = —12]

g(=2)=~(-2P + 45+ (-2)* - 26 =8 + 18 - 26 = 0, klopt.
minimum f{—2) =0, maximum f(0) = 26, minimum f(3) = 12%

—\1 /—

X

-5-4-3-2-R/ 2 3 4 5
-2

Ylog |x|=2
x|=3?=9dusx=-90of x=9
Zie grafiek: de oplossing van f(x) >2isx<—-9of x>9

5x+6=0als 5x=—6dus x=—11
f) = x2—(5x+6)=x2—5x—6alsx?—l%
VT - (-5x—6) =2+ 5x+6 als x<—1}
A=1%)= (1.2 =5 =1,2 = 6 = 11} dus de knik 7t bij het punt (~1%, 111).
x2=5x—-6=0 X+5x+6=0
(x—6)x+1)=0 (x+2)(x+3)=0
x=6o0of x=-1 of x=—2of x=-3
2x—5alsx2—1%
'’ = 5
7 {2x+5alsx<—1§

2x—5=0alsx=2%en2x+5=0alsx=—2%
. o 1y _ 1 . 1y _ 1
Eris een minimum f' (—25) = —;, een maximum f| (—13) = I35 eneen

minimum f(Z%) = _12:1_1

© Noordhoff Uitgevers bv
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De delen van de grafiek van f'die onder de x-as liggen, worden gespiegeld in

de x-as.
25— 5=10
2% =5 dus x = 2log(5)
E
—
5 g
2
1
3 2 10| 1 2 3 4

Zie opgave b, dat is het punt (*log(5),0)

_ | 2¥=5als x 2 2log(5)
8x)= {—2" + 5 als x < 2log(5)
Het minimum van g is g(*log(5)) = 0.
f(x)=3 —f(x)=3
2% —5=3 () =-3
2¢=8 2*—5=-3
x=3 2x=2

x=1
Zie grafiek: de oplossing van g(x) <3 1s[l, 3].

f)=y1=Ten f(-=1) =[-1]=1=1
1) =xl§}3 en f(=9)=+[-9[ =9 =3
xalsx20
f(x)_{\[—_xalsx<0
¥
5
4
3
f 2-1-
]
5 4 -3 2 -10] 12 3 g X

De grafiek is symmetrisch in de y-as.
f(x) =2 heeft als oplossing x =4 en x = —4,
Zie grafiek: de oplossing van f(x) > 2is («,—4) U {(4,—)

-5 -4 -3 -2 -10 12 3 4 5

-2
-3
L4
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—x—2xalsx<0 ewel 1 (e = —3xalsx <0

b f(x)= {
flx)=-3alsx=3
fix)y=3alsx=-1
Zie grafiek: de oplossing van =3 < f(x) < 3is[—1, 3]

x—2xalsx>0 {—xalsxzo

U&  Stel dat g(x) = |x| + ax + b.
Omdat g(0) = 1, moet b gelijk zijn aan 1.
Alsx<0isg(x)=1,dusg(x)=—x+ax+1=1
Dit kan alleen kloppen als @ = 1, dus g(x) =|x| + x + 1

9.4 Inverse functies

intro  Je moet het aantal graden Celsius vermenigvuldigen met g, dus R= %C’

27 a x|—1|0|1|2 x|%|]|3|9
I RRERE e |-1]o]1]2
b De waarden van x en de uitkomsten zijn verwisseld.

(2]

g(93) =24

28 f(a)=2a-8=h
Uit 2a — 8 = b volgt 2a = b + 8 dus
a=%b+4ofwe1g(b)=a

29 a Het rekenschema van fis x = —4x——4x + 3
Het rekenschema van /™ is x —x —3—— }T(x -3)
f™(x) = —H(x — 3) = —tx + 3 met domein R.
b Het rekenschema van fis x 52x—2x+ 5 am
Het rekenschema van [ is x 5 x2—=x2—5— %(x2 -3)

f™(x) = 3(x2 = 5) = $x? — 21 met domein [0, ).

¢ Het rekenschema van fis x — x — 3 —log(x — 3)
Het rekenschema van /™ is x — 10¥— 10¥ + 3
[™(x) =10+ 3 met domein R.

d Het rekenschema van fisx>x—2— 5
.
. 1 1
Het rekenschema van f™isx—>———+2
X X

) 1
fimr(x) = s 2 met domein {(«, 0} U {0, —=).
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30 a y
R’ ?
. 4 P:
—3
| 2 %
P
tQ 1
X
-5 -4 -3 -2 -1 12 3 45
| - ] !
R
-2 *«
=3 ;
4 .Q

b P2 4), 0(1,—4) en R'(<2, 4)

31 a Decoodrdinaten van P’(1,3) voldoen aan de vergelijking x = (y — 2)°,
want 1 = (3 —2)%.
b Als alle punten (x, y) voldoen aan de vergelijking y = (x — 3)%, dan
voldoen alle punten (y, x) aan de vergelijking x = (y — 2)°.
¢ x=(y—2) ofwel (y — 2)* = x geeft v — 2 = x dus y =2 +x
d fm(x)=2+x

32 a y= 210g(%x + 3) wordt x = 2log(%y - 3)

Ly+3=2vdusdy=2"-3eny=2-27-6
fi(x) =2¥*1 = 6, het domein is R.

b y=2—\f;wordtx=2—\l;

\y=2-xdusy=(2-x)?
i (x) = (2 — x)*, het domein is gelijk aan het bereik van 7, dus {«, 2].

3 3
c y= wordt x = ——
x+1 y+1

3 3
y+1—;dusy——1+;

. 3
fim(x)=-1+ = het domein is {«, 0) U (0, —).

d y=2-3wordtx=2"-3
2 =x+ 3 dus y =Zog(x + 3)
fi(x) =2log(x + 3), het domein is (-3, —).

e y=31—2xwordtx=\3}l—2y
1—2y=x3dus—2y:—l+x3eny=%—
F™(x) =3-1+ % het domein is R.

f y= Z;C_I_ 31 wordt x = 2:)4_ 31

x(y+3)=2y—ldusxy—2y=-3x—1

—-3x-—-1

X &

-3

b=

y(x—=2)==-3x—-1dusy=

—3x_— L , het domein is {«, 2) U (2, —).

£ =

X
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33

029 a

1
¥ = x\x wordt x = »y ofwel x =y« 2

2

dus y% = x en daaruit volgt y = x*

finv(x) = x§ ofwel fim(x) = %/;

Het domein is [0, —)

De inverse bewerking van 2+ is *log(...)

De inverse bewerking van +5 is —5

Zog(x) — 5 « Hog(x) « x

S™(x) =log(x) = 5

Het bereik van fis (0,—), dus het domein van /" is (0, —).

e x— x—2— 3 2wordt Jlog(x) + 2 « log(x) « x

032 a

U5 a

f(x) =log(x) + 2, het domein is {0, —).
x—)—2x—)—2x+8wordt—%(x—8)<—x—8(—x

Sm(x) = =3(x = 8) of fim(x) = —.x + 4, het domein is R.

X = 5x — 5x + 10 = 5x + 10 wordt

%(xz— 1)~ x2 =10 —x? ¢ x

)= %(x2 - 10) ofwel f™(x)= %xz — 2, het domein is [0, —).

1 1
x—=x+3> wordt — — 3 <« — ¢« x
3 X x

x+

) 1
Vi = 3, het domein is («, 0) U {0, —=).

x+1
V="
_y+ 1
A
stap I: links en rechts vermenigvuldigd met y — 4

stap 2: haakjes weggewerkt
stap 3: beide kanten +4x en beide kanten —y
het resultaat is xy — y=4x + 1
stap 4: y buiten haakjes gehaald; het resultaat is y(x — 1) =4x + 1

4x+1
De laatste stap is dan dat y = x
. 4x+1 =l
[y ==
X

Het bereik van f'is s Ty {1, 9
Het domein van /™ is («, 1) U {l, —=).

Omdat er twee waarden van y zijn bij één waarde van x.

Bij het domein [-2,—) hoort de rechter helft van de parabool,

dus de grafiek van /™ is de bovenste helft van de beeldgrafiek.

y=(x+ 22 wordt x = (y + 2)?

y+2=—xof y+2= \f;, in dit geval moet de rechter oplossing worden
gekozen, dus f"(x) = —2 ++/x.

In dit geval moet de linker oplossing worden gekozen, dus f'(x) = -2 — \f;

© Noordhoff Uitgevers bv
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9.5 Gelijkwaardige formules

intro

34 a

35

36 a

37 a

94

Door invullen van F=32en C=0en ook F=212 en C= 100 kun je
vaststellen wat de twee correcte formules zijn.
Dat zijn C=3(F—32)en F=3C+ 32.

x=1leny=121invullenin y =23+ 6 geeft 12=2- 3! + 6, dat klopt.
x=1en y=12invullenin x = 310g(%y — 3) geeft

= 310g(% -12- 3) =3log(3) en ook dat klopt.

x=0en y=8invullen in x = 310g(%y = 3) geeft

0= 310g(% ‘8- 3) =3log(1) klopt, de getallen voldoen ook aan de tweede
formule.

Uit x = 310g(%y— 3) volgt %y—?; = 3%
Ly=3+3
y=2-3"+6

Uit 2xy = 5y + 24 volgt 2xy — S5y =24

y2x—5)=24
24
3 2x—5
De formule 2xy = 5y + 24 is dus gelijkwaardig met de formules uit het
voorbeeld.
pP+2g=5 d ¢ ="log(p + 20)
pP=5-2¢ p+20=67
p=5-2¢ p=61-20
— 5 — 3 _
=3 e g=\p+1-2
5 Jp+l=gq+
p+3I=— pel=g 25
q prl=(g+2)
— + 2)5 —
p=_3+§ p=(g+2y-1
q ¢ el
g+3F=4 6+1p
¥=—g+4 643 _17
p="log(—qg+4)
7
3
S s
W q
7\3
= [=G=
! ( 4)

stap I: links en rechts vermenigvuldigd met 2p — 1

stap 2: haakjes weggewerkt

stap 3: de termen met p links geplaatst, en de term zonder p rechts
stap 4: p buiten haakjes geschreven

B og— 12
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38 a

39 a

40

p=3 4p — 12

Tot4 -
glo+4)=p—3 g(3p—35)=4p—12
pqgtdqg=p—3 3pg—5¢=4p—12
pg—~p=—49~3 3pg—4p=>5¢—12
plg—1)=-4g-3 p33g—4)=5¢9—-12

_—4g-3 _5q—12
P= g—1 p= 3g—4
b = 50 invullen geeftlzl+l

f 50 v

1 1 1
VO£ 50
150
v 507 50f
1 50-f . 50f
VT S0 ST

. 11
=10 invullen geeft 03 + 7
led 2
b 10 v

1 v 10 v—-10 10v
b-T0v 100 dov SPEITTo

4 — v is de snelheid stroomopwaarts en 4 + v is de snelheid stroomafwaarts.
De tijden, nodig voor 10 km heen en 10 km terug varen zijn dus
10 10 10 10
+

e en FEPY dus de totaal benodigde tijd is T'= e T

y moet waarden hebben tussen 0 en 4, want als v = 4 dan is Robert’s
snelheid kleiner dan of gelijk aan de stroomsnelheid van de rivier. In dat
geval kan hij deze tocht niet maken.

e 10, 10
4—v 4+vy
_10(4+v) 104 - v)
_@—wx4+@+k4+@m—v)
_ 40+ 10v+40— 10v
- 16 — 12
80
T 16—12
16 — v2=-52
T
y:= 16—&dus y= 16—@
T T

pP+dag=50fwel p>’=5—4gen p>0dus p=+5-4q
PP +dq=5ofwel p2=5—4gen p<0dus p=—5—4dg
(p+2P+4g=5ofwel (p+2)>=5—4dgen p—2<0dus

p-2=—5—Agenp=2-3-4g

© Noordhoff Uitgevers bv
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41 a E=%mv20fwe1%m=—dusm=—

,_E _2E 2E
b » =1—=-—env20,dusv= —
m m

Em

42 a g=+p+5dusp=-5eng=0
g=p+5
p=qg*—5voorgz0

_ 6
q_1+\]ﬁ
Vp—320,dus 1 +yp—321

_ AP
1+4p-3"

dus p23

daaruit volgt 0 <
6
1+‘\LU— ZE
6
4[ T = |
B q

6 2
—3=(=-1
# (9 )

p=3+

6 2
E—l) voor0<g<6

036 a Opde puntjes moet 6 + \3}p + 1 staan.

3 12
b 6+p+1=—
r q

12
c \3/p+l=?—6

d In stap 4 wordt aan beide kanten tot de derde macht gedaan.

12 )
e +1=|—-6
pri=(g o]
12\
=-1+|—-6
! (q )
f 4p3=9-24g h 10P=6-3g
p=2t-1lg p =log(6 — 3q)
3
P=H2%-1
6 .
g p—1=- i 2p—T7=44
‘é =7 +47
:1+—
2 q p:3%+%-44
5
j 2+\5/17=E k gq(4p-8)=p
— 5 4pg —8q=p
p=1-2 4pq ~p=8q
5 \s pldg —1)=8q
=[5 o
L
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Gl+g) . 6d=p)

039 a ¢=

_6+6p+6—-6p 12

b (1-p)l+p)=1-p’dusg=

12 12
c l—p2=qus—p2:—l+7enp2=l——

12
d p= 1—?voorp20

Ué a g¢-2og(p)=1-og(p)
q+*log(p) +log(p) = 1
(g+1)-log(p) =1

1 A
2 = = g+l
log(p) T dus p =2«

b {3-3p’=¢-3
3-3p' =g -3¢
3 =3—{g—-3y
P=1-3(g =3

p=1-3¢ -3

12
1-p?

C(-p(l+p) (I-pl+p) (I-pl+p)  (1=p)l+p)

12
q

¢ 4dpg—3p=2g+1
pldg—3)=2g+1

2g+1

4 -3

p:

d p’—4p=q-4
P = 4=y
(p—2Y=g¢
p—2=\fa(wantp22)
p=2+q

9.6 Gemengde opdrachten

43 a f(—a)= %(—a)3 - p(—a)= % c—a*+pa= —(%a3 - pa) = —f,(a), dus voor elke
waarde van p is f, een oneven functie.

b /,(x)=0als $x’ = px =0 ofwel 1x(x2 - 3p) = 0
Hieruitvolgtx=00fx=@ofx=—@

De laatste twee oplossingen bestaan alleen (en zijn niet gelijk aan 0) als

p > 0. Er zijn dus alleen drie snijpunten met de x-as als p > 0.
c _);’(x)=x2—p=0a1sx=\/;ofx=—\f§(p20)

100) =360 = pAp = 5 = lp = =5p

A=) =3y = p =3+ o =30

De codrdinaten van de toppen zijn (\p, = 2p\p) en (—\p. 2p\p)-

g(\l;) = _%(\{}_7 }= —%p\fﬁ en g(—\jﬁ) = _%(_\’; 3 % P\IE

dus de toppen liggen op de grafiek van g.

44 a ¥

= o

SN i Y [ 1 2

-10

© Noordhoff Uitgevers bv
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De grafiek van fis symmetrisch in de y-as.
x?—6xalsx20
S = {x2 +6xalsx <0

De nulpunten van y = x> — 6xzijn x =0 en x = 6.

De nulpunten van y = x> + 6x zijn x = 0 en x = —6.

De toppen liggen bij x =3 en x = -3.

De extremen van f'zijn:

minimum f(—3) = -9, maximum £(0) = 0, minimum f(3) = -9

y
10

-8
6
\4

-3 -2 -10 1 2 3
-2

De grafiek van fis symmetrisch in de y-as.
x>+ 6xalsx 20

ey = {x2 —6xalsx <0

minimum f(0)=0

2
Spiegelen van de grafiek van f(x) = x — — in de x-as geeft de grafiek van
X

h(x)=-1"

2
A ;) ofwel fi(x) =—x+ )

De grafiek van & spiegelen in de y-as betekent de x in het functievoorschrift
van h vervangen door —x. Dit geeft:

2 2 5.5 : ;
h(—x)=—(—x)+ s = x +—en dat is inderdaad het functievoorschrift
-X x
van g.
y
5
4
3
2
1
f1
~h) )
—5—4-'3\1*? 12 3 4 5 6
) |

De horizontale asymptoot is y = 1 en de verticale asymptoot is x = 1.

4
/,(0) = 0. Dit substitueren geeft p + ; =

-p*+4=0
pr=4
p=—2o0f p=2
y=1+ wordt x=1+——

x—1 y—1
x—1=y_1endaamitvolgty—1=x_1eny=l+x_1
dus fim(x)=1+ en dat is gelijk f,(x).

x—1
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4
wordt x=p +——
R y-p

e y=p+

4 4
x—p= en daaruit volgt y — p = eny=p+
P y—p gty—p x—p Y=p X—p

dus f™(x)=p + gy en dat is gelijk f,(x).
s ; 4
f y=xsubstituerenin f(x)=p + Py geeftx=p+ E
4
X—p= x—p
(x—pP=4en

x—-p=-20ofx—p=2
x=p-2ofx=p+2
Plp—2,p—2)en Q(p +2, p+ 2) en met Pythagoras bereken je

PO=\(p+2-0-2) +(0+2) - -2)
PO = \/42 +42 = \fﬁ en dus onafhankelijk van p.

Onderzoeksopdrachten

47 a Kies bijvoorbeeld translatie 5 naar rechts en translatie 3 omlaag.

£(x) =x wordt g(x) =+x — 5 wordt ii(x) =yx— 53
£(x) =x wordt g(x) = \x — 3 wordt A(x) ={x— 53

Bij twee translaties na elkaar maakt de volgorde niet uit.
Kies bijvoorbeeld een vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van de x-as en
een translatie 2 omhoog.

f(x) = x wordt g(x) = 3\x wordt A(x) = 3\x + 2
£(x) =+x wordt g(x) =x + 2 wordt Ai(x) = 3(\x +2) = 3\x + 6

De volgorde maakt hierbij wel uit.

o

n

Kies bijvoorbeeld een vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van de x-as en
een translatie 2 naar links.

£(x) = x wordt g(x) = 3y/x wordt A(x) = 3yx + 2
F(x) = \x wordt g(x) =yx + 2 wordt Ai(x) = 3yx + 2

De volgorde maakt hierbij niet uit.
Kies bijvoorbeeld een vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van de y-as en
een translatie 2 naar links.

£(9) =y wordt g(x) = {Lx wordt h(x) = \hx +2) = {hx + 2
F(x) =+x wordt g(x) = x + 2 wordt A(x) = \%x +2

De volgorde maakt hierbij wel uit.
Kies bijvoorbeeld een vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van de y-as en
een translatie 2 omhoog.

£(x) =[x wordt g(x) = {+x wordt h(x) = b x + 2
() =y wordt g(x) = + 2 wordt (x) = {Lx +2

De volgorde maakt hierbij niet uit.

[=H
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48 a Delijn y = x is symmetrie-as van de grafiek van £,
b Dit geldt voor de functie f(x) = x en voor alle lineaire functies waarvan de
grafiek loodrecht staat op de lijn y = x, dus alle functies f(x) = —x + p.

¢ Ja, bijvoorbeeld alle functies f,(x) = %

49 a fi(v)=|x—2|+tx+|x+2]

De knikken zitten bij x —2=0en bijx+2=0,
dus de knikken zitten bij x =2 en x = —2.
[H(E2)=|2-2|+-2+|-2+2|=4-2+0=2en
()= |2—=F|+2+ 2 +2|= 0% Z44 =6
De knikpunten zijn 4(=2,2) en B(2,6).

b Kies bijvoorbeeld p =5en p=10:
Als p=15vind je A(=5,5)en B(5,15).
Als p =10 vind je A(=10,10) en B(10,30).

¢ De knikpunten A4 liggen op de lijn y = —x.
De knikpunten B liggen op de lijn y = 3x.

Samenvatting

S1 a q=%°log(p—5)

log(p —5)=2¢q
p—5=10%
p=5+10%

b g=v4p+20-1
q+l={’m
4p+20=(g+ 1)
4p= (g + 1) =20
P=ig+1y =5

52 Kies bijvoorbeeld A(—3,—10) en B(5,22).
De spiegelbeelden zijn 4’(—10,-3) en B'(22,5).
g(-10)=1--10-1=-21-1=—3eng22)=1-22-1=51-
dus A" en B’ liggen op de grafiek van g.

=5

b=

S3 a x’o(x—-6=2x—6)>>(2x—6)—4
Het functievoorschrift bij de beeldgrafiek is g(x) = (2x — 6)> — 4 of
g(x) =4x2—24x + 32
b x2—=x?—4-Q2x) —4=Q2(x—6))*—4
Het functievoorschrift van de beeldgrafiek is i(x) = (2(x — 6))> — 4 of
h(x)=4x>—48x + 140

S4 a fla)=3—-3"
Arg=are-g—
f(ma)=—3"+37¢=—(3"- 379
dus f(—a) = —f(a), fis een oneven functie.
b fla)=34+3
flma)y=3"9+3774=3"4+3¢=34 437
dus f(—a) = f(a), fis een even functie.
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55 4 -3 2 410 4
-1

b x>+ x—6=(x+3)(x—2),dus de nulpunten van fzijn x = -3 en x = 2.
xX*+x—-6alsx<-3enx22
f(x)_{—xz—x+6als—3<x<2

¢ De top van de parabool met vergelijking y = x> + x — 6 ligt bij x = —%
Extremen: minimum f(—3) = 0, maximum f —%) = 6}7, minimum f(2)=0

Sé a y=ix-5Swordtx=11-5
3v=x+5 geeft y =2x + 10 dus f™(x) =2x + 10
b y=6>" wordt x = 6¥*3
2y + 3 = “log(x) dus 2y = =3 + ®log(x)
»y= —1% + % - Slog(x) dus ™ (x) = _1% e % - Slog(x)

Test jezelf

2]
2
g(x) =100+ (3x)' =100 Lt =625+

T1 a xvervangen door ofwel%x geeft

b Een vermenigvuldiging met 11~6 ten opzichte van de x-as geeft dezelfde
beeldgrafick. .
¢ x vervangen door T ofwel 3x geeft
3

h(x) = 100 - (3x)* = 100 - 81x* = 8100x*

T2 a Eerst x vervangen door —x geeft

g(x) = —=(—x)* + 4 - —x ofwel g(x) = —x? — 4x
Daarna x vervangen door x — 3 geeft
h(x)=—(x—3)2—4(x—3)
h(x)=—(x*—6x+9)—4dx+ 12
A(x)= —x2+2x+3

b Eerst x vervangen door x — 3 geeft
k(x)=—(x—3)?+4(x-3)
Kx)=—-x*+6x—9+4x—12
k(%) = =%+ 10x—21
Daarna x vervangen door —x geeft
(x)=—(—x)*+10-—x—-21
I(x)=—x?—10x-21

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 9 Functies bewerken
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T4 a

T5 a

102

Functies bewerken

D is de grafiek van f{x), B is de grafiek van g(x)
C is de grafiek van /i(x) en A is de grafiek van k(x).

flay=2-Ya%en f(~a)=2 - Y-a?=2-1a, dus f(-a) = f(a)

8

q@=Fg

en g(—a) = Cap+4 = a;j_ T dus g(—a) = g(a)

h(a) = 2cos (%T[ a) en h(—a)= 2cos(—%n a) = 2003(%7: a), dus h(—a) = h(a)
k(a)=2¢+27%enk(—a)=2"¢+2""2=2"+2¢ dus k(—a) = k(a)

-x*+12x=0
—x(x*-12)=0
x=0of x=—12 of x=412
y
25
20
f
15
0
g
F-A-F-2-10| 1 2 3 4

-1

Foy= —x*+ 12x als x < —\120f0 < x <412
V78 - 12vals 12 < x < 0ofx >12

3xalsx20
—3xalsx<0

g(x)= {

Stel A(x) = x3 — 12x, dan is #/(x) = 3x2 = 12
3x2-12=0geeft x’=4dusx=20f x=-2

De extreme waarden van £ zijn:

minima f(—V12) =0, £(0) =0en f(12)=0

maxima f(=2)=16en f(2)=16

Losop —x*+ 12x=3xen —x3 + 12x = -3x

-x*+9x=00f —x*+15x=0
—-x(x*=9)=00f —x(x*-15)=0

x=0of x=-30of x=30of x=— 150fx=\]E
Zie grafiek: de oplossing van f(x) < g(x) is (—\fﬁ, -3)u(3, \/E)

y=8—4dxwordt x =8 —4y
4y=8-x

y=2-1x dus fim(x)=2-1x
Het domein van /™ is .

B A oo 10

Vo4 Y TRy
X X
o 5
2 ;

=2——=4d v, =

y=2-"dus f"(x) =2~

Het domein van /™ is {(«,0) u{0,—).

¥ = 1084 wordt x = 1084
8 — 4y =log(x) dus 4y = 8 — log(x)

¥ =2-71+log(x) dus f"(x)=2 - log(x)

Het domein van ™ is (0,—).

Hoofdstuk 9 Functies bewerken
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T6 a

17 a

18 a

v =+8 —4x wordt x =8 — 4y
8—4y=x2dusdy =8 —x?
y=2-tx2dus [ =2-12
Het domein van fi is [0, —).

4
q:4+5p—6 c q:—p
_ 2p—5
F0=q-4 Qp-5)=4
p—6="loglg—4) R
p=6+"log(qg—4) 2pq =34 =4p
2pg —4p =5q
p(2g—4)=5q
__4
PT -4
4 2
q=ﬁ d 3p-—6g=5met p<0
& i 3p=6g+5
Ll P=2g+1
4
2p=5+~- P:_Vz‘?"’l%
2
:21+_
2 g
y =412x — 27 wordt x =12y — 27

12y =27=x%dus 12y = x2+ 27

y=11—2x2+2imetx20

In een snijpunt (a, b) geldt f(a) =ben [™(a)=b.

Uit de definitie van /™ volgt echter ook dat f™(b) = a.
Dit betekent dat (@, b) en (b, a) de codrdinaten van hetzelfde punt zijn, dus
a = b, waaruit volgt dat het snijpunt op de lijn y = x ligt.
In een snijpunt moet gelden x =+12x — 27, dus
x2=12x—27

xX2—12x+27=0

(x—=3)x—9)=0

x =3 of x =9, de snijpunten zijn (3, 3) en (9, 9).

Xy=2x—y

X2y +y=2x

y(x2+1)=2x
_ 2x

YT el

x kan elke waarde aannemen.
—-l1<y<l

© Noordhoff Uitgevers bv
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9 Functies bewerken

19 a x2—8x=0alsx(x—8)=0dusalsx=0of x=8.
De wortel uit een negatief getal bestaat nieten x> — 8x <0 als 0 < x <8,
dus is het domein van f gelijk aan {(«, 0]U[8, —).
b Bij één waarde van y horen twee waarden van x.
bij de inverse functie zouden er dan twee waarden van y zijn bij één waarde
van x.

¢ f(x)=yx2—8x=yx2-8x+16—16=y(x—4)2- 16

d y=+x?— 8x wordt x =v1? — 8y ofwel x =+(y —4)> — 16
(v =4 - 16= ¥
(y—4)2=x2+16
y—4=ZT 1
y=d+\x*+16 dus f™(x) =4 +x7 + 16

Extra oefening

E1 a 9 naar rechts verschuiven, vermenigvuldigen met % ten opzichte van de y-as
en daarna 4 omhoog verschuiven.
Of:
vermenigvuldigen met % ten opzichte van de y-as, 3 naar rechts verschuiven
en daarna 4 omhoog verschuiven.
Bij spiegelen in de y-as moet x vervangen worden door -x , dit geeft
glx)=+-3x—-9+4.
Bij 5 naar rechts verschuiven moet x vervangen worden door x — 5.
Het functievoorschrift van de beeldgrafiek wordt dan
h(x) =y=3(x — 5)— 9 + 4 ofwel A(x) =V-3x + 6 + 4.
¢ Eerst x vervangen door x — 5, dit geeft
k(x)=~3(x —5) — 9+ 4 ofwel k(x) =+3x—24 + 4.

Daarna moet x vervangen worden door —x , dit geeft /(x) =+—3x — 24 + 4.

o

E2 a fla)= %a3 —4a
fca)=3-a)' - 4--a
fl-a)=-1a3 +4a

f(=a) = —(a* - 4a)

Omdat f(—a) = —f(a) is de grafiek van f puntsymmetrisch in O.
lv¥i-4x=0

ok X

o

Lix-12)=0

De nulpunten zijn x =0, x =12 en x = —/12.
Los eerst op f(x) = —x, dus %x3 —ix =%
%x3 -3x=0

%x(x2 -9)=0 /

x=0of x=30f x=-3 /

n

Zie de plot hiernaast.
De oplossing van f(x) < —x s
(&,—3)(0,3).
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E3 a

E4

gla)= |%a3 - 4a|
g(=a) = [{(—a)* = 4+ —d|
g(—a)= |—%a3 + 4a|

1
g(-a) =| - (5" - 4a)
Omdat g(—a) = —g(a) is de grafiek van g symmetrisch in de y-as.

10

-

x*=3of x=-4
De nulpunten zijnx=\f§, x=—3enx=-4
fy=a2"+ 4= 3x=12
f(x)=3x>+8x-3

3x7+8x—3=0geeft x =

—8 £ 4100
6

dusx=—30fx=%
. B . 1y _ _1~l4
maximum f(—3)= 6, minimum f(g) =—-125

¥

20

B -8 =3 -3

-1

minima g(~4) =0, g(=y3) =0 en g4/3) =0
maxima g(—3) =6, g(%) = 12%

¥ =53 = 7) wordt x =3(3 - 7)

P -T7=2xdusp*=2x+T7eny= \3}2x + 7 dus f"(x) = \3/2x +7

y=24wordt x =2r"%

v —4="log(x)en y =4 +2log(x) dus ["™(x) =4 + Zlog(x)

v =1log(2x) — 5 wordt x = *log(2y) — 5

log(2y)=x+5dus2y=3 eny= % » 3¥H3 dus fim(x) = % ¥, Ak

1
3p+6

P g

1 1 1 . 1
3y+6—;dus3y—;—6eny—§—2dusf (x)—§—2

© Noordhoff Uitgevers bv
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Functies bewerken

ES a g=log(10p —6) c q:1.3%p+3—3
10p — 6 = 10¢ 7 B
10p =6+ 10¢ wrIsa)
p=06+ 510 P+3=(g+3)
= —+ g1
P 0,6 10 %p:(q+3)3_3
p=3g+37-9
5p
b :PTS d q=\fp+15
dp—5)=5 ¢=p+1s
pq-5q=5§ p=¢*—15metg=0
pq—5p=5q
plg—5)=5q
__ 4
P=uTs

E6 a 6 naar rechts verschuiven, vermenigvuldigen met % ten opzichte van de y-as

en vermenigvuldigen met 3 ten opzichte van de x-as.
of:
vermenigvuldigen met % ten opzichte van de y-as en vermenigvuldigen met 3
ten opzichte van de x-as, en daarna 3 naar rechts verschuiven.

b vermenigvuldigen met 5 ten opzichte van de x-as, 1 naar rechts verschuiven,
en daarna 2 omhoog verschuiven. De volgorde van de eerste twee en ook de
laatste twee transformaties kunnen ook worden omgekeerd.

E7 a fla)=+[3¢[+3
feay=A3-~d +3
f(—a) :f(a) I e B e R T S A B S

fis een even functie.

3
a
3
Fldp=g - = k_/

O
f—a) = /(@

fis een oneven functie.

¢ fla)=—=
1 +a?

_ —d
flea) = —— >
S ==

1+42
f(=a)=~f(a)

fis een oneven functie.
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E8

E9

fis geen even functie of oneven functie.

40 40

< en " zijn de aantallen uren die nodig zijn voor de heenweg en de

terugweg. 30

Omdat de totale reis (80 km) met 100 km/uur wordt afgelegd, is — de
. iy 100

totaal benodigde tijd.

40 _80 10

y 100 x

40 _ 80x 4000

v 100x 100x
40 _ 80x — 4000

dus
y 100x
l = M daaruit volgt y = & ofwel y= 30
¥ 100x &)= 2x—100 YT 50

Als x £ 50 is de noemer van het resultaat van opdracht b gelijk aan 0 of
kleiner dan 0.

Je kunt niet door 0 delen.

Als de noemer negatief is zou y ook negatief zijn en dat is onmogelijk omdat
het hier om een snelheid gaat.

Er moet gelden f,(6) =6 dus p +6p +4=6

Nep+4=6-p

6p+4=36—12p+p*

p>—18p+32=0

(p—2(p-16)=0

p=2of p=16(deze oplossing voldoet echter niet)

De wortel uit een negatief getal bestaat niet, dus moet nu gelden px +420
als x < 3.

Uitp-3+4=0volgtp=—l%

De grafiek van fy(x) = 8 +y8x + 4 ontstaat uit de grafiek van
fu(x) =4+ y4x + 4 door de volgende transformaties:

. . . X
vermenigvuldigen met % ten opzichte van de y-as (want

T =8x)en4
omhoog verschuiven. 2

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 9 Functies bewerken

107



10 Kettingregel

V1 a f(x)=6x-03x0 c h(x)=2(x*-x*+3)
fi(x)=6-3x° hx) =23 —-2%+6
H(x)=8x"—4x
b g(x)=6x>+x+2 d k(x) = x*(3x — 2x%)
Z(x)=18x2+1 k(x) = 3x3 — 2x°

K(x)=9x>— 10x*

V2 a s=3(t+5) c s=(LF+3)2t-3)
s=3(£2 + 10z + 25) s=2¢*-3£8+6t-9
=142
s=32+30t+75 §:8t3—9t2+6
§—6t+30 di
dt
b s=1(#4-5) d s=252+(t—2)2
14 5 §=25R+12—4r+4
$EFE "3 =g
s=26—4r+4
ds 4 5
—:gt ds_
dt —=52t—4
dt

V3 a f(x)=0,5x+3x
fx)=x+3
f(2)=2+3=5
De helling in punt P is 5.

b g(x)=5x*-0,5x2-7
g(x)=15x2—-x
g)y=15-12-1=14
De helling in punt Q is 14.

V4 a f(x)=x7
F(x)=3x?
£7(1) =3+ 1% = 3, de richtingscoéfficiént van deze raaklijn is 3.
b Als de helling gelijk is aan 6, dan moet f'(x) =6
3x2=6
sl
x=—\2of x=12
fO2)=(—\2) =22 en f(2) = (2 = 2\2

De punten waar de helling gelijk is aan 6 zijn (—\E, —2\]5) en (\E, 2\/5).

VB a K(p)=-p*+3p*+7
K'(p)==3p*+6p
-3p2+6p=0
—3p(p-2)=0
p=0of p=2
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Vé a

V7 a

Invoer: y, = —x*+3x2 +7
Venster: —5<x<5,-10<y<20

==

Bij p =0 is er sprake van een minimum en bij p = 2 is er een maximum.
minimum K(0)=-03+3:0>+7=7
maximum K(2)=-2°+3-22+7=11

L'(m)=—16m + 16

—l6m+16=0
—l6m=-16
m=1

L is een bergparabool, dus maximum L(1)=-8-12+16-1—-3=5.
W(x)=3x>+8x+16

32+ 8x+16=0

D=8-4-3-16=-128

D <0, dus de afgeleide is nooit nul en / heeft geen maxima of minima.
T'(q)=-3¢>+6qg+9

-3¢+ 6g+9=0

g —-29-3=0

(g=3)g+1=0

g=3ofg=-1

In een plot zie je dat er een maximum is bij ¢ = 3 en een minimum bij g = —1.
maximum 7(3)=-33+3-32+9-3=27

minimum 7(—1)=—(=1*+ 3+ (-1 +9--1=-5
w(r)=(3r—4)>-3r

w(r) =9r2 —24r + 16 — 3r

w(r)=9r*—27r + 16

w(r)=18r—27=0

r=15
7)
w 1s een dalparabool, dus minimum w(l%) = (3 g 1% = 4)2 =3 1% = —4%

Ffley=0,5%*~3

[(x) =2x3

£7(1)=2+1%=2, dus de raaklijn is van de vorm y = 2x + b.
Invullen van x=1en vy = —2% iny=2x+ b geeft
—-2l=2-1+hdush=4}

De vergelijking van de raaklijn in punt Pis y = 2x + 4%

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 10 Kettingregel

109



V8 a

Kettingregel

f(Q)=-2-22—-0,25-22+5=—12 dus P2, —12).
Fix)=—6x—0,5x

f(Q)=—6-22-0,5-2=-25

De raaklijn is van de vorm y = —25x + b.

Invullen van x =2 en y=—121in y = —25x + b geeft
—-12=-25-2+ hdus b = 38.

De vergelijking van de raaklijn in punt P is y = —25x + 38.
fX) =+ -1 =x*+x>-2

[(x)=4x3+2x

f(2)=4-2+2-2=136

De raaklijn is van de vorm y = 36x + b.

Invullen van x =2en y =18 in y = 36x + b geeft
18=36-2+hdush=-54.

De vergelijking van de raaklijn in punt P is y = 36x — 54.

f)=x*-3x+2

Fa)=3%—3

3x2-3=0

=3

x2=1

x=—-lofx=1

Uit een plot valt op te maken dat er een maximum is bij x = —1 en een
minimum bij x = 1.

maximum f(-1)=(-1>-3+-1+2=4, minimum f(1)=1*-3-14+2=0
Het snijpunt met de y-as bereken je door x =0 in te vullen.
f(0)=0°—-3-0+2=2, dus het snijpunt met de y-as is (0, 2).
f()=3-02-3=-3

De raaklijn is van de vorm y = —=3x + h.

Invullen van x=0en y =2 1in y = —3x + b geeft
2==3-0+bdush=2.

De vergelijking van de raaklijn is y = —=3x + 2.
f(=2)=3:(-2*-3=9

3x2—3=9

Ix2=12

=g

x=—2o0of x=2

f(2)=23-3+2+2=4, dus de codrdinaten van punt P zijn (2, 4).

Machtsfuncties differentieren

intro

110

Met een differentiequotiént is dit te controleren.
s(10)=6- 10§10 = 189,736 ... en s(10,001) = 6-10,001y/10,001 = 189,765 ...

189,765 ... — 189,736 ...
De snelheid op 7 = 10 is ongeveer 0001 =28,461 ... m/s

28,461 ... X 3,6 = [02km/uur. De bewering van Max klopt met de formule.

f(2,001) - f(2) 0,499... —0.,5
0,001 a 0,001
De helling van fin het punt (2,%) is ongeveer —0,25.

=-0,249 ...
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S(=0,999) — f(—1) _ -1,001 ... ——1

. 0,001 o001 b00L..
De helling van fin het punt (=1, —1) is ongeveer —1.
1 1
+ Ax) — = —_—=
¢ S +HA) S0 = s
X XtAx x—-x—-Ax  -Ax

x(x + Ax) - x(x + Ax) a x(x + Ax) a x(x + Ax)

—Ax
a Sx+Ax) - f(x) x(x+Ax) -1
Ax a Ax a x(x + Ax)
-1 -1
Als Ax nadert naar 0, dan geldt: =—
x(x—0) x?

e 9=tz dan v =-1x2= -]

2 a g(x):L:x—3 dus g'(x)=_3x—4=_xi

3 4
b X Y1 [ V2
1 1 3
2 e.125 | -e.188
3 0.037 | -0.037
Y 0.0156 | -0.912
—
¥=
£ ¥ Y2 Y3
FRt PR Fit I.“ IS R
I\Y1 HX.L 2 0.125 | -0.188 -&
EINY 2Bz (Y1)|yoy "

3 3 0.037 |-0.037 | 3%
sl - Y 0.0156 | 0.012 | 8¢
I\Ya= ' '

EN\Ys=

N\Ys=

EN\Y?= X=1

De kolommen Y, (afgerond) en Y, komen met elkaar overeen.

d A(x)=x%" dus #'(x) =0,7x7%*
Plot1 Plotz Plot3 Y | Y2 I ¥3

0.7 1 0.7 !

E\Y 18X 2 1.6245 | 0.5686 | 0.5686
d 3 2.1577 | 0.5035 | 0.5035

INY2Bgz Y1),y 4 2639 | 0.4618 | 0.4618

I\Y3B80.7X >

s

INYs=

] =

— X=1

Ook nu komen de kolommen Y,en Y, met elkaar overeen.

© Noordhoff Uitgevers bv
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10 Kettingregel

= x+1 x 1 _ _
3 a pfx):_—széc:ss ¢ glx)= =;+;=x1+x2
p(X)_536x | A= 1w - 25"
)==3 1 2
PV =33 =42
1 i MH+4x—-3 X3 4x 3
e R e e A
f’(X) = —l2x’7 — _x_3 k(X) — x-l + 4x—3 - 3x—4
-2 2 K(x)=—1x2 = 12x74 + 12573
==
X 3% k’(x)——i—2+£
x x4 x5

b f=\x=1-¥

F=gdsu ==

5 a f(n=4:4-

112

1 1
£ =2L8/7=20/7 = 201t

a(x) = \E + 2(

a(x) = x5 + 2x2

£l = 55
f(x)=5-x2-x15
)5

1
Fx) =12k

fw= IZ%M
1 6

"@‘)‘f‘r 5
k(x)= x2—4x x4+6x

1.3 2.6
k(x)=3x 2 —4x* +2x7!

K(x)= —}Tx_

Hoofdstuk 10 Kettingregel

H(x) = x(3x +x)
(x) =32+ x\f_
r(x)=3x*+x Iz
Px)=6x+ b

F(x) = 6x + 13x

) = (x =xy

h(x) = 1632 — 8xyx + x
h(x) = 16x2 = 8x13 + x
H(x) = 32x — 1247 + 1

H(x)=32x-12{x+1
( )_2x+4
x —_
J x\l;
4

+_

J(x) = ? x\f_

oy D
Joy=2%=%" 2+4x ¢

=L 1L
Jx)=2xTT+4x"

1L L
J(x)=—x 26
6

0=

wWx o xRy
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6,0
7 a D= ’?-I- 0,00050v* — 0,033

D = 6,002 +0,0005012 — 0,033
dD

_— = =3 =+
r 12y 0,001y

Het minimum vind je als . =0
-12v3+0,001vy=0
w(=12v*+0,001)=0

y=0of —12v*+ 0,001 =0

2
v=00f7=—0001

_ -12 _
y=0of v'= 0001 = 12000

1
y=0of v= (12000)4 =10,466... of v=—(12000)* = —10,466...
Alleen v = 10,5 voldoet aan de voorwaarden.
De minimale kruissnelheid is ongeveer 10,5 m/s.

03 a Instap 1 wordt gebruik de breuk gesplitst in twee breuken.
b Met behulp van de rekenregels voor machten wordt de functie herleid.

1
Hier wordt gebrulk gemaakt van de regel —=x7?

Hay=Bx2=
e Fla)= —16x_3 12
le 12
4 f=—5+3
4x2+6
e g(x)= le 2 g i(x)=—
— AR 42 x
g’(x) 4"188)5 ( ) _ 4x2 N 6
ix)=—+—
¢ =55 @Y
i(x) =4x71 + 6x73
i'(x)=—4x72— 18x~*
T s 18
=g
| ] x*+6x2+ 10
f h(x)—x—+F h J(X):T
=441 -5 4 2
h(x) 8x +4x J(x):x_+6i+1_0
H(x) = —32x"5 = 3x-6 X0 b
» s ¥ Jx)=x"24+6x"*+10x7¢
Kx)=-—- e T = 20 — 2"~ 0X7
o =2 260
I o e
] 1 PRI
06 a x:Wx=x2¥=x>

P
b Hij gebruikt de rekenregel x_q =xrd
X
¢ —13-8=-12

¢
d Hier maakt Dave gebruik van de rekenregel ¢+ x™7 = —5
x

1 1
9l L
e x2=x2-x7=xx
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U1 Voor het snijpunt van lijn / met de x-as geldt: y = 0.
14x—-98=10
14x =98
x=17
De codrdinaten van punt Q zijn (7.0).

3
flx)= N = xl“_
2 3
Filx)y=132
Als lijn / een raaklijn van f'is, dan is in punt £ de afgeleide 14, dus

3

1.2
I3xt=14
314
x4=—3=8
1Z
4
x=8=16

£(16) =16 -4163 = 128
De codrdinaten van punt P zijn (16,128).
De oppervlakte van drichoek OPQ is % b+h= % +7+128 = 448.

10.2 Samengestelde functies

intro De druk kan je uitrekenen door 20 + 0,57 in plaats van de temperatuur 7 in de
formule van p te gebruiken. De formule wordt dan p = 3,4(20 + 0,5¢) + 932 ofwel
p=68+1,7t+ 932 dus p= 1,7t + 1000.

8 a /k(x)= x?twee naar rechts verschuiven geeft m(x) = (x — 2)%

b A(x)= x?
K'(x)=2x
De helling van kin Qis k'(2)=2-2=4
Punt P is het beeld van Q en is ontstaan uit de verschuiving van de grafiek.
De helling is daar gelijk aan de helling van punt Q.

¢ Voor x moet 2 ingevuld worden.
m'(4) = K'(2)

d m'(x)=Kk(x—-2)
e m'(x)=2x—-2)ofwel m'(x)=2x—-4
9 a Bijeen vermenigvuldiging van % ten opzichte van de y-as moet x worden vervangen
door 3x, dit geeft y = %(3x) + 1% ofwel y = %x + 1%
b De helling is de richtingscoéfficiént van de raaklijn, dus %
¢ De helling in punt P = 3% de helling in punt Q, dus #'(3) =3 - K(9)
d #(x)=3-k(3x)
e k(x)=1x
1
k(x) = x?
ek
K'(x)= %x 2
1
K(x)=—7
W=37

1

2\3x

(x)=3-kK(3x)=3-

H(x) = 3

2\3x
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10 a f(x)=(x—3) e h(x)=(x+8)
F(x)=5x- 3)4 R(x)=4(x+ 8)3
b W=yp+7 f k(x)=+5x
W=(p+7y k(x) = (53
CLAS YO K)=5-1G07
dp 5
dw 1 K(x)=—
& 2p+7 W
¢ = g H)=—o
g(x) =4(x + 5)7! F(x) = 6(x — 2)7!
o(x) = —4(x +5)2 F(x)=—1+6(x—2)2
g’()_( +5)2 r,(x):(x_z)g
13
d y= \l: h P= @
= (—3x)% = 13(91‘)”S
%: 3-1(-307 ‘;P =9--8-13(9¢)
r_ 3 ; ar_ g
= 3(=3x)" == —~986: {91
dy -3 dP _ -936
dy  2{=3x dr (91

11 a f(3)=4-3-2=10
nlO

g(f(3) =g(10) =22

b g(f() =27 =21 = k()
¢ rx)=g(p(x))=sin(2x + 1)
d v(x)=4x—3en w(x)=log(x)

=32

12 a k(x)=g(f(x)) =4 - 2log(x)

h(x) = flg(x)) = log(4 — 2x)

b k(x)=g(f(x))=2sin(x) -3
h(x) = flg(x)) = sin(2x — 3)

¢ K9 =g(f() =
) = flgo) = 3

d k() = g(/(x) =log(2) = x
hx) = Rgx) = 271020 = x

13 a f(x)=3x2-5 ¢ flx)=xT-3x
g(x) =x g(x) = log(x)
b f(x)=3x*+7 d f(x)=sin(x)
gv)=> g =2
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010 a

013 a

U2 a

116

Kettingregel

De vergelijking van de raaklijn heeft de vorm y = ax + b.
2—-=2 4 5

s-1 46
B(5, 2) substitueren in y = %x + b geeft 2 = % *S5+b,dush= —2%

e o5 1
De vergelijking van lijn /is y = zx — 2¢
1
k(x)=-3++45x=-3+(5x)
_L 5
K(x)=53-(50)77=

245x
5

Een raaklijn evenwijdig aan lijn /, dan moet =

25x=6
5x=3
5x=9

=9
X735

)=+ 530

De codrdinaten van het punt zijn (1%, 0).

De richtingscoéfficient a =

|

S
2
-

Door alleen een verschuiving verandert de helling van een grafiek niet.

De afgeleide van A(x) = (x — )*is A'(x) = 4(x — 7)

x is vervangen door 3x, dat betekend dat de grafiek met % is vermenigvuldigd
ten opzichte van de y-as.

Als g(x) = f(ax) dan is g’(x) = @ * f"(ax), en de afgeleide van 3x is 3.

m(x) = 5\6x = 5(6x)%
15

_L
m'(x) =63+ 5(6x) ? ofwel m'(x) = ==

V6x

g(x)=2%en f(x)=6x—-3
De functie & is ontstaan door in de functie g(x) = \E de x te vervangen
door flx)=8—x?

g(x)= %en f(x)=4x2-9

f(x)=Tx*-2 f f(x)=§3—9x
glx) = g(x)=x
f(x) = log (x) g f(x)=cos(x)
go=> gx)=—
£x) = a(x = 2)?

£(x) = 2a(x = 2)

—6=2a(1-2)
—6=2a--1
a=3
2-1(x=2)=1
2x—4=1
x=2%

=1+ (2P =}

In het punt (2%, %) is de helling van f; gelijk aan 1.

Hoofdstuk 10 Kettingregel

© Noordhoff Uitgevers by



10.3 De kettingregel

c 2+:4x-2)=1
X 2——
x= 2—

£l2) =4

(2
In het punt (
d 2a(x—-2)=1
1
=2
1
T 2Ax-2)

al_ 9 )Z_L
8 ~ 16
7l
8

2a=

Ls) is de helling van f; gelijk aan 1.

dit substitueren in y = f,(x) = a(x — 2)* geeft

Yoy ¢V

C(x-2p
T 2Ax-2)
_x=2
¥=3

y=%x—1

intro  Als je Y2 vermenigvuldigt met 2x dan krijg je ¥3

15

16

Dus f7(x) = 2x - 3(x? + 5)? = 6x(x? + 5)°

a De codrdinaten zijn (10,60) en (20,130).
AV 130-60
At 20-10

b De codrdinaten zijn (60,50) en (130,58).
Ah _ 58-50 8
AV 130 — 60 70
Ah _ 58 - 50
At 20-10
Ah AV A=AV Ah
AV At A-AV AC

= 7 liters per seconde

= (0,11 cm per liter

= 0,8 cm per seconde

[= 9

a Mi=2t+50
V'(t)=2
V'(10)=2
b F(10)=2+10+50=70

Op t = 10 zit er 70 liter water in het reservoir.

h(V)=2\[17=2V5

(a]

=
h'(V)z%-mH:L

v

1
Opt=10is V=70, dus /'(70) = —=0,1195 ...

\70

o

h(t) = 227 + 50

#(10,001) — A(10) 16,7334 ... — 16,7332 ...

10,001 - 10 0,001

-~

© Noordhoff Uitgevers bv

(70)+ 1(10) = 0,1195 ... +2=10,239 ...

= 1(10)

=0,239 ...

, de eenheid hiervan is cm per seconde.

=(),12 cm per liter.

= (0,24 cm per seconde.
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17 a f(x)=(3x?+8) e p(g)=2—g)
f(x) = g(h(x)) plq) = g(f(q)
x) = 3x2 x) = x* L
:'((x)) L6 :ngg:)gi o f@=2-g=2=gengl@) =4’
1 =]
f(x)=g'(h(x)) - I'(x) flg)= —%q W= W en g'(g) = 5¢*
F(x)=4-(3x2+8)>- 6x o )
b w(x)=(1-32)° Y@ =50-ar =
w(x) = g(f(x)) .
F(x)=1-3en g(x) = x6 gy = S8 Vg)*
F(x)=—-9x% en g(x) = 6x° L Y

w(x) = g'(f(x) - f(x)
w(x)=6-(1—3x%°-—-9x?
w(x) = —54x%(1 — 3x%)° it

¢ s(t)=(A+7) f k(r):(l —7)
s(t) = g(f(1)) _
f)=1+Teng(t) =1 Ko = g(f(?)
(=3 en g'(r) =37 fn=1 —= l1-tleng(t)y==¢

’ = o/ i 1
Oy
s'() = 98(2 + 7 K@) =g (@)@

d h(x)=(5x = 12) o i 1P
h) = g “o=3-{1-; ) ;
f(x)=5x13 =12 en g(x) = &7
f(x)=6,5x%3 en g'(x) = Txb
H(x)=g'(f(x)) - f(x)

(x) =T+ (5x13 = 12)6+ 6,5x03
R (x) =45,5x%3 - (5x13 — 12)¢

1 2
k’(t)=3—2-(1—?)

18 a Casper vergeet de haakjes om 3x° + 4.
b f(x)=(>+4x)
Phay=15 & [P igtnd)
() = (1552 + 20) » (5 + 4

19 a f(x)=(2+x+311) b g(x)= (3x27 — 1917y}
f(x) = g(h(x)) met g(x) = k(h(x)) met
h(x)=x*+x+311eng(x)=x* h(x) = 3x>7 — 1917 en k(x) = x*
K(x)=2x+1en g (x)=4x> K(x)=8.,1x"" en k'(x) = 3x?
F(x)=g'(h(x)) - H'(x) g'(x) =K' (h(x))* h'(x)
F(x)=4(x>+x+311)*-2x+1) g(x) = 3(3x%7 — 19172 - 8, 1x17
F(x) = (8x + 4)(x2 + x +311)3 2(x) = 243x1(3x27 — 1917)2

B _ 3

20 a f(9)=5 7 b 8=
f) =G+ 1)1 g(x) = 52x3 — 4x)72
f(x)=—=(x>+1)22x g(x)=-102x> — 4x)73 - (6x2 — 4)

T | _ —60x2+ 40

PR =g § =0 4wy
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[«

21 a

22 a

23 a

3
Grap—d
h(x)=3((x+4)2—-4)!
H(x)=-3(x+4P-4)2-2(x+4)
—bx —24
((x +4)* — 4)?

h(x) =

(x) =

S =+ - x
f() =02+ 1y = x

Fy=ie+ -1

X

)=
gx)=x>++4—x

g =2+ @

1=

g =2x+3(@-x)
1

g’(x)=2x—2\lm

c-1

Sx) =2+ I +1 ;
f)=(2+ 1) (2 + 1)
f=@+D"
=12+ sty

F(x) =332 + 1

12
y_\l3x4—2

y=12+@xt—2)72

d ;

o 6t -2 1208
dx

ﬂ_ —72x3

dx (34— 2)l3

dy _ 1%

dx  (3x*—2n3x*-2
x2=11=0

2= 11

x=—y11of x=+11

4

M= G Ty

k(x)=—4-(*+ 7x)?

K(x) = 120x% + Tx) 4+ (43 + 7)
_ 48x% + 84

K= a7y

h(x) =+2x* - 4x + 5x

h(x) = (2x* — 4x)* + 5x

1
H(x)=12x3 —4x) 2 (65" —4) +5
3x2-2

H(x)=————=+5
V2x3 — 4x
k(x) = 4x — \dx — 4x*

k(x)=4x— (4x - 4x4)%

K(x)=4- %(4x = 4x4)_; (4~ 16x3)
2 —8x3

K(x)=4-

Vax — 4x4

gl@) = 15m3a
gla)=15a-3-a

g(a) =153 a's

d@=13-1503-2
g'(a)=22;\3a

_ 6

(32— 41y

p=6(3— 47>

dp — 2 —4

T 18- (32 —41)™* (61— 4)
dp _ —108+ 72

dr (32— 40

p

Het domein van f is ((—, —\[ﬁ) U (\fﬁ, =

© Noordhoff Uitgevers bv
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5 3 i3

JE—11 25 5

1(6)=

De codrdinaten van het raakpunt zijn (6, 1).

==
f) =502 11)2
F=-2e2-11)7 2

s —5x
U N S TN s

=56

]m

30 %

SO @ TINe-1TT 5.5 15 B

De helling in het raakpunt is —% dus een vergelijking van de raaklijn is
y= —%x + b. De codrdinaten van het raakpunt (6, 1) invullen geeft

1= —26—5 + 6+ b dit geeft b= 2% en de vergelijking van de raaklijn is dan

__6 11
y——ﬁx+25

fl =16~

F(x) = (16— 32
£ =1 (16— 227+ -2x %K\
Fx)=— l

Al1G — 5

Zie hiernaast.

Op deze plot is op het eerste gezicht niet te
zien dat in het domein van f'wel —4 en 4
zitten en bij /" niet. Maar als je in

de grafiek naar de waarde x = 4 gaat,

zie je het wel.

k(x) = g(/(x)) met g(x) = xen f(x) =T’ -9

2(x) = 5x* dus g/(f(x)) = 5(7x3 — 9)*

HAxy="TF=0dus fia)=3 1" =212

K (x) = g'(f(x)) * f(x) geeft
K(x) = 5(7»> =9y 21 x>
K'(x) = 105x%(7x* — 9)*

k(x) = (6x3 + 1)

k(x) = g(f(x))
f(x)=6x*+1en g(x) = x°
f'(x)=18x%en g'(x) = 3x2
K'(x)=g(f(x) f(x)
K(x)=3+(6x3+1)2+ 18x2
K'(x) = 54x%(6x3 + 1)

w(x) = (12 — 5x%)*

w(x) = g(f(x))

f(x) =12 - 5x%en g(x) = x*
f(x)=—10xen g'(x) = 4x°
w(x) =g (f(x) " f(x)
wi(x)=4-(12-5x%3-—-10x
w'(x) = —40x(12 — 5x%)

Hoofdstuk 10 Kettingregel

g m(p)=(4p>+2)!

m(p) = g(f(p))

fp)=4p® +2eng(p)=p*
f'(p)=20p* en g'(p) = 4p°
m'(p)=g'(f(p)) - f'(p)
m'(p)=4-(4p>+2)3- 20p*
m'(p) = 80p*(4p> + 2)°

h(x) = (2x!4+ 2,5)8

h(x) = g(f(x))
f(x)=2x"4+2,5en g(x) = x°
1(x) =2,8x" en g'(x) = 6x°
H(x)=g'(f(x))* f(x)

B = 6-(2x-442.5)72 8x%
K'(x) = 16,8x04(2x14 + 2,5)°
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020 a

U3 a

@)= (a + 8
@) = g(f(@)

f(a):\[E+8=a%+Seng(a)=a3
f(a) = %a_% = ﬁ en g'(a) = 3a*
via) = g'(f(@) - f(a)

V(@) =3(Wa+8)* ﬁ

i

4\
f={T+ 2)
S(x) = g(h(x))
h(x)= % +2en g(x)=x7

-4
H(x)= —en o) =B

F(x)=g(h(x)) - I'(x)

_ 4 1 —4
32 +8)° =8t ol b
Via) =
Ha ~12 (4
f"x)‘?'(;”)
o 5 i .o« —24(6x +5)
f(x) = =24(3x% + 5x)72« (6x + 5) dus ["(x)= (szTx)s
Omdat beide waarden moeten worden vermenigvuldigd met g’(h(x))
22+ x+6
h X)= 4x - 2 5 + 3 d xX)y= ——
(x) =y ) k(x) NTarae

h(x) = ((x —2)5 + 3)

2x2+ x 6

K = h(ax - 25+ 377 s -2 4 T o Y .

) = 20(4x — 2)*
Y @ -2r+3
10(4x — 2)*

"= Ta=ar 3

(x) = L
5 (3 —1)3x—1
g(x) = 16((3x — I\Bx — 1)!
g9 = 16(Gx = ')
g(v)=16Gx— 1) 1
2(x)=—24G3x—1)"2+3

-7
&M= B

F(x)=(18x2 + 6)y3x2 + 1 f

F(x)=6(3x2+ W32+ 1
Fx) =603 + 12
F@) =15 60322+ 1)+ 6x

S(x) = 5432 + 1

© Noordhoff Uitgevers bv

k() = (2 + %F + 6028 + %) 2
K (x)=3(2x2 + x)_% S@x+ D)+
3220 @+ 1)
o= ]

22xr+ x -
12x+ 3
(252 & SN2E+%

x+8
K2

m(x) =

- x+2
m(x)=1+6(x+2)"
m'(x) = —6(x + 2)2

-6
)= o
)= +4

Jx) =(x+anx+4-ax+4
J0) = (x + 48 — d(x + 4)F
J) = 1+ 47— 2w+ 472

2
) =g+ 4= ==
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Us  flx)=

= (2x— )T+
w1 ¥ 2x—1) X

— g
(2x— 1)
Er geldt: f(x) =axen f(x)=adus

1 -2 =%

2x_1+x:axen m+1:aofwel

F)==2-@x—1)2+1= 1

2+1x=ax

2x - 1)
. =dx "
C(2x - 1)

Gelijkstellen geeft % 1x

+
2x—1
1 -2x

2x—-1 (2x-1)

Q2x—=12==-2x2x-1)

2x—1=0o0of 2x—-1=-2x

x= % (voldoet niet) of x = %
+

10.4 Extreme waarden

intro  De functie heeft twee randpunten. In deze randpunten is de afgeleide niet
gelijk aan 0, maar is er wel een maximum.

x=igeefta=

25 a g(x)=24x"-16x°
g(x) = 12x* — 48x2
b 12x*-48x2=0 [\
12X4(x2-4)=0
12x2=00of x2—4 =0
x=0ofx=20fx=-2
¢ Zie de plot hiernaast.

De grafiek heeft een top bij x =—2en x= 2.
Bij x = 0 loopt de grafiek vlak, maar is er geen top.

d g(-2)=24-(-2)°-16-(-2)*= 51,2 dit is een maximum.
g(2)=2,4-2°—16-2%=-51,2 dit is een minimum.

26 a f(x)=x*—4x2

fi(x)=4x—8x
4x3—-8x=0
4x(x2-2)=0 .

dx=00f x2-2=0

x=0of x=—y2of x=12

Zie de plot hiernaast.

f heeft een minimum f (—\E) =—4
f heeft een maximum f(0) =0

£ heeft een minimum £ (\E) =—4
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b f(x)=yx2+6x+10

f(x)=(x2+6x+ 10)%

27 a

28 a

L
F) =32+ 6x+10) 2+ 2x +6)
x+3

S = o+ Ext 10

x+3

yx? +6x + 10

x+3=0

x=-3

Zie de plot hiernaast.

f heeft een minimum f(-3)=1

fx) =3 =1y

F(x) =403 - 1)*-3x?
1) =12x2(x3 - 1)}
12x%(x* - 1)*=0

12x2=00of (x* - 1)*=0 A .. O
x=00ofx3—1=0
x=0of x=1

Zie de plot hiernaast.
Bij x = 0 is er geen sprake van een extreme waarde.
f heeft een minimum f(1) =0

De noemer van de breuk heeft een minimum bij x = 2 dus heeft functie
fdaar een maximum.
20
= +a
f(x) =20((x — 2)> + 4)7!
F(x)==20(x—2)*+4)2-2(x-2)=0

—40(x—-2)
((r—2P+47
x—=2=0
x = 2 is de enige oplossing, dus f heeft maar één extreme waarde.
20 20
2 = =—=15
/) 2-2+4 4

Het maximum is f(2) = 5.

h bestaat alleen voor 3 —2x 20 ofwel —2x > —3 dus x < I%

Het domein is ((—, 1%]

h(l%) =1+ 2\/3 =2 1% = 1, dus het randpunt van de grafiek van / is (1%, 1)
en het bereik [1, —).

h(x)=1+2y3-2x

h(x)=1+23 - 2x)%

Fxy=L23-237 2 _
P

W)=~ 3—-2x
2
W(x)=- m = 0 heeft geen oplossingen.

Zie de plot hiernaast.
h heeft bij het randpunt een randminimum h( 1%) =1.

© Noordhoff Uitgevers bv
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29 a f(x)=+16 — x%, voor het domein geldt

124

16—x220dusT4SxS4.

X)= —x25
f=16-xy FEES

fx=116-xy7-—2x

—X

LB~

x=0

Zie de plot hiernaast.
fheeft een maximum f(0) = 4.
fheeft randminima f(—4)=0en f(4)=0.

g(x) = (* = 3x)*

Z(x) =4(x3—3x)* - (3x2-3)
12(x* - 3x)’(x2-1)=0
(x*-3x)*=00fx>-1=0
x}-3x=00fx2=1
x(x2—3)=0of x2=
x=0ofx?=30f x2=1

x=0ofx=y3ofx=—3ofx=1o0fx=-1
Zie de plot hiernaast.

De minima zijn g(—\E) =0, g(0)=0, g(\B) =0.
De maxima zijn g(—1) = 16 en g(1) = 16.

h(x)=x?— 4X“\l;, voor het domein geldt x>0 .

h(x) = 22 — 4y
(x)=2x— 6yx

2x—6yx =0
2\x(x=3)=0
2Wx=00fyx—3=0

Yx=0o0f{x=3

x=0ofx=9

Zie de plot hiernaast.

h heeft een minimum /&(9) = —-27.

h heeft een randmaximum £(0) = 0.

n(x) = 2x ++12 — 2x%, voor het domein geldt
12— 2322 0 dus —/6 < x < 6.

1
n(x) = 2x + (12 — 2x2¢

=1
w(x)=2+3(12-2x2) 2+ —4x

W) =2 - —
JZ2—2:2
12—~
2
B xz g
TR
Toe=t3 — O //
x=4/12 — 252 /
x2=12-2x2
Ix2=12
x2=4

x = =2 (voldoet niet) of x =2

Zie de plot hiernaast.

n heeft een maximum n(2) = 6, een randminimum n(—\/g) = —2\/6 en een
randmaximum n(\6) = 24/6.

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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e p(x)=4xi+1

P = (2 1) \\\\\\j//////
P =iee+ 1) 2 -

x p
N

x=0

Zie de plot hiernaast.
p heeft een minimum p(0) = 1.
-5
tab)= x2+3
409 =5 (2 +3)

gx)==5 —(x2+3)22x
10x i

=g
10x=0
x=0
Zie de plot hiernaast.

- D
¢ heeft een minimum ¢(0) = —15

30 De oppervlakte van rechthoek OPAQ = OP+ PA=x"f(x)= —%x3 + 16x
Voor de maximale oppervlakte moet de afgeleide nul zijn, dus
-x2+16=0
=16
x=4ofx=-4
Alleen x =4 voldoet.

De maximale oppervlakte is —% B +16-4= 42%

31 a f(x)=+412x—x?

Fy=112x- ¥+ (12 - 39
12 —352 —

24012x — &3

12—3%2=0

x2=4

x =2 of x = -2 (voldoet niet)

De top ligt bij x = 2.

De y-waarde is f(2) =12-2-23=\24—8=+16=4

De coodrdinaten van de top zijn (2,4).
b Voor het domein geldt 12x — x*>0

12x—x3=0

x(12-x9)=0

x=00f12—x2=0

x=00fx=\fﬁofx=—\]ﬁ

De oplossing van 12x — x* > 0 aflezen in de gegeven grafiek geeft (¢, —\fﬁ] w0, \]-1_2].
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De afgeleide van 32 — x?is —2x
E

S=1+132-2) 72 -2y
—d

F)=1-x(32-x%) 2

f’(x)=1—m

f’(x)=1—\,ﬁ

f’(4):1—\jﬁ=l—%=l—l=0,kloptf'(4):0

S(=4=1 —3;—‘2_4; 1 —_Tz: 1 ——1=2, klopt niet /"(=4)#0
Ry

De grafiek heeft een maximum f(4) = 8.

32-x2=0

x?=32

x=-\32=—42enx=32=42

S=42) = ~42en f(42) = 42

De codrdinaten van de randpunten zijn (—4\5, —4\]5) en (4\5, 4\[5)
f heeft een maximum f(4) =8

f heeft een randminimum £ (—4\5) = —4\5

fheeft een randmaximum fi (4\]5) = 4\]5

H)=2+ 5

Fx) = 2x + 4Q2x — 7)!
A)=2+ —4Q2x—-T)2+2

.8
fzm_; (2x — 7)2
2

“@-TF ©

&
(2x—77
Qx—T7P=4
2x—=T7=-2o0of 2x-7=2
2x=50f 2x=9
x=2ofx=4

Zie de plot hiernaast.

2

/5 heeft een maximum fz(Z%) =3

£ heeft een minimum fz(ﬁ%) =11

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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b fi(x)=3x+

4

2x:—T
f;_(x) =lv+402x-7)"

fx)=3+ -42x-72:2
1
2

. 8
N= Ty
i.. B 4
2 @2x-17)?

8 1
Qx-T772 2
Qx-72=16

2x—T7=—4o0of 2x—7=4

2x=3o0f 2x=11

x= 1% of x= 5% ,/'E—\

Zie de plot hiernaast.

/i heeft een maximum f;| (1%) =
2 2

/i heeft een minimum f;| (5%) = 3%
2 2

=ax+4Q2x—-7)!
_8
2x =77

fa(3€)=€1!x+2x_7
L) =a+-42x-T)2-2=a-

8
a—m=0geeftm=aofwel(2x—7)2=;§f

Hieruit volgt dat er geen oplossingen zijn als ¢ < 0.

Uitgaande van opdracht ¢ moet hier gelden = q, dit geeft a = 8.

5
2-3-7)7
Om het andere punt te berekenen los je de vergelijking ———= =28 op.
Dan moet (2x — 7)> =1 EF=T7
2x—=T7=-lof 2x—-7=1

2x=60of 2x =8

x=3o0fx=4

Het minimum is fg(4) = 36.

Voor het randminimum moet 4x> — x* + b = 0 met als oplossing x = \ﬁ
4637 = () +b=0
4+3—-9+h=0dit geeft h =-3.
g(x) = afdx’ =¥ =3,
g(x) = a(4x? —x*—3) ;
() =5 a(dx?— x*—3)72 (8x — 4x9)
_a(dx — 2x%)
e
Voor de extreme waarden geldt ¢’(x) =0, dus moet a(4x — 2x*) =0
4x—2x3=0
2x2-xH)=0
2x=00f2-x*=0
x =0 (voldoet niet) of x2=2
x=—2of x= \E

2(—\2) = a\4(—2)> = (—2)* = 3= 5 ofwel iy8 — 4 — 3 =5 ofwel s{T = 5 dus a = 5.
g(2) = aV4(2) — (W2)* — 3 = 5 ofwel a8 — 4 — 3 = 5 ofwel /1 = 5 dus a = 5.

Conclusie: a=5en b =-3.
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10.5 Buigpunten

intro  De snelheid van Sjoerd neemt eerst toe en later weer af. De snelheid bereikt

dus ergens een maximum.

32 a Op dat interval geldt dat f”(x) < 0.
b Op dat interval is sprake van toenemende daling.
De afgeleide neemt af, zie de rechter figuur.
¢ Op het interval [0,1] vertoont f een afnemende daling.
De afgeleide van f” neemt toe op dit interval, zie de rechter figuur.
De afgeleide van f” is dan groter dan 0.
d Op hetinterval [-2, —1] geldt f” is groter dan 0 en de afgeleide van f” is daar kleiner dan 0.

33 a hisafnemend dalend als #’ negatief is en stijgt, dus op de intervallen (=2, 0) en (y2,2).
h is toenemend dalend als 4’ negatief is en daalt, dus op de intervallen (-2, —\E) en (0, \]2)

b / gaat over van toenemend dalend naar afnemend dalend bij x = —2 en x = \E
c y
h/! '
AN
272 *

5

=it

34 a f(x)=x—4/x, het domeinis x2 0. f(x)=x— 4
=l =g =l =

v 5

Extreme waardenals | ——=10 + 1 + '
5 x

==1

\x

yx=2dusx=4

Zie de plot hiernaast.

fheeft een minimum f(4) = —4.
fheeft een randmaximum f(0) = 0.

b Pyl ~gn 2

ik
=z
(44 1
fx)=—
=
Voor x> 0 is ? >0, dus /7 stijgt op het interval {0, —).
%

¢ Zie de plot bij opgave a: de daling wordt steeds minder, dus er is sprake van
afnemende daling.
De stijging wordt steeds meer, dus is er sprake van toenemende stijging.

35 a ¢ y
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Tot punt 4 neemt de helling af en na punt 4 neemt de helling toe, dus is er in
punt A4 sprake van een minimale helling, dit wijst op een extreme waarde van de

hellingfunctie f*(x).

L 1
JlEy=at - g3

f(x)= %x3 - %xz — 6x
) =t —x—6

X-x—-6=0
(x=3)(x+2)=0
x=3ofx=-2

Zie de plot hiernaast.

Ja, de grafiek heeft buigpunten voor x = -2 en x = 3.

De codrdinaten van de buigpunten zijn (—2, —9%) en (3, 24%).

f=2)= =%
f3)=-242
flx)=x*
f(x) =453
) =120
12x2=10
x=0

Zie de plot hiernaast.

De grafiek heeft voor x = 0 geen buigpunt.

f(x)=x3—10x*

f(x) = 5x* — 40x°
F(x)=20x3=120x2=0
20x*(x—6)=0
x=00ofx=6

Een buigpunt voor x =6
f(6)=-5184

Het buigpunt is (6, —5184).

© Noordhoff Uitgevers bv

B ) 6xx;4
6x 4
fla=——s

AxX)=6x"1—4x2
f(x)=—6x2+8x73

() =12x73—24x™4
12 24

’ =_____0
POy~
12x:24=0

X
12x—=24=0
x=2

Een buigpunt voor x = 2.

f2)=2
Het buigpunt is (2,2).
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_ 1 1
fiy=5x" + mat— a5

S)=1xt+io -3¢
) SRt - 6= 0
(x> +x—-6)=0
x=0of (x+3)(x—-2)=0
x=0ofx=-30fx=2

I

Buigpunten voor x =0en x =-3
enx=2

fO)=0, f(=3) =215, ) = =55
De buigpunten zijn (0,0), (—3, 21%)
en (2, —5%)

%x4—x2=0

xz(s—lﬁ‘;x2 - 1) =0

x2=00f51—4x2—l=0
x=0of x>=54

) =~1x7
1
f)=-5=0

Dit heeft geen oplossingen.

J /J
/ f

De grafiek heeft geen buigpunten.

De nulpunten zijn x = 0 en x =54 en x = —\54

L) =23 = 2x

%x3—2x=0
4x3—108x =0
x(x2=27)=0

x=0of x*-27=0
x=00fx=\ff0fx=—\ff

Zie de plot hiernaast.

fheeft minima f(=3y3) = —13}en f(3y3) = —13}

f heeft een maximum f(0) =0
z _— )

P =ge—~2

%xz -2=0

12x2=108

x2=9

x=3of x=-3.

f(3)=-Tien f(-3)=-73

De buigraaklijn in (3,=73) : f/(3)= -4, dus y = —4x +b

(3, —7%) invullen geeft —7% =—4:3+bhofwel b= —7% +12= 4%

Een vergelijking van de buigraaklijn in (3, —7%) 1Isy=—4x+ 4%

De buigraaklijn in (=3,-73) : f(~=3) =4 dus y=4x +b

(—3, —7%) invullen geeft —7% =4+ —3+bofwelh= —7% +12= 4%
Een vergelijking van de buigraaklijn in (—3, —7%) isy=4x+ 4%
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Stel dat f(a) een maximum is, dan is de helling links van x = @ positief en
rechts van x = a negatief.

Dus f(x) >0 links van x = a en f"(x) < 0 rechts van x = a.

De grafiek van f” loopt dus dalend door het nulpunt x = a, dus f"(a) < 0.
Er is dus sprake van een maximum.

Als g’(x) £ 0 dan is g dalend.
g is afnemend dalend.
Dat is het geval op interval [4,6]
In de grafiek van ¢’ is er dan een minimum.
Zie hieronder. De grafiek heeft buigpunten bij
x =0en x=4eneen minimum bij x = 6.

y

-G

flx) = x*—8x3

f(x) = 4x3 — 24x?

Fo) =3 54?1 =2 2421
F7(x)=12x2 — 48x

12x2 - 48x=10

12x(x—4)=0

12x=00f x—4=0

x=0ofx=4

Bij x = 0 gaat f'van afnemend dalend naar toenemend dalend.

Bij x = 4 gaat f'van toenemend dalend naar afnemend dalend.
F(0)=0*—8-0°=0en f(4)=4*—8-4°=-256

Als je van links komt dan neemt de helling in de buurt van de top af en
nadert naar nul.

Als f”(a) < 0 dan gaat de grafiek van f” dalend door het nulpunt x = a,
dus f'gaat bij x = ¢ over van stijgen in dalen. Je hebt dan te maken met een
maximum.

Als f”(b) > 0 dan gaat de grafiek van f” stijgend door het nulpunt x = b,
dus f'gaat bij x = b over van dalen in stijgen. Je hebt dan te maken met een
minimum.

Als f"(e)=0en f"(c)# 0 danis (¢, f(c)) een buigpunt.

e g(x)=2x°—-5x2

Z(x)=10x*-10x

g’(x)=40x*-10

g7 (x)=120x2

Buigpunten als g”(x) =0en g”"(x)#0
40x*—10=0en 120x>#0

x3= le enx=0

x= ’:'g en dit is inderdaad een buigpunt, want g”’( \ﬁ) #0.
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10.6 Gemengde opdrachten

40 a f(0)=0°-6-0>+a-0=0.
a heeft geen invloed op de uitkomst van f,(0).
b .fix) =% 6> +ax
£/x)=3x*-12x+a
f7(x)=6x-12
6x—12=0
6x=12
x =2 voor alle waarden van a.
£(2)=—16 + 2a, dus de codrdinaten van het buigpunt zijn (2,—16 + 2a).
¢ Het punt (2,—16 + 2q) is het buigpunt.
Fisllae) =B —123x+ 12
i @=3-22—-12-2+12
£, 2)=12-24+12=0
/1> heeft dus voor x = 2 dus een horizontale raaklijn.
De codrdinaten van het buigpunt zijn (2,—16 + 2a) dus (2, 8).
d Geen horizontale raaklijn als de afgeleide geen nul is.
£/x)=3x*-12x+a
3x2=12x+a=0
£.,/(x) = 0 heeft geen oplossingen als D < 0.
D=(-12*—4-3-a=144 - 12a
144 —-12a<0
—12a < -144
a>12
Voor a > 12 heeft de grafiek geen horizontale raaklijn.

41 a Voormgeldt y=axmeta= H= 2, dus m(x) = 2x
I(x) =m(x) — f(x) dus /(x) = 2x — x"\[; voor 0 < x<4.
b i(x)=2x—x"2
Het lijnstukje is maximaal als /’(x) = 0.
I'(x)=2— 1%;:%

2-13x=0

3
xX= lgg = 1% en de maximale lengte van het lijnstukje is / ( lz-,) = 1555
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p‘\lp?—

0=\[E,dusm(x)=\l;-x

Voor m geldt y=ax meta = =0
l(x)=\]E-x—x\l;voor0$xSp

. 1
I(x) :\/E'x—xlidus I(x) :\[;— l%xi
Het lijnstukje is maximaal als /’(x) = 0.

1
\/E— 1%x5=0ditgeeft lé\f;=\f;_)du5\f_=% penx=gp
De lengte van het lijnstukje is 4 dus

1(Gp)=p-5p = 5p\5p =4
3p(\p—34p) =4
sp* NP =4

=mp =4

mp=p=27

p=Q7=9

T

Voor het domein geldt 3x* — 2x 2 0.

3x2-2x=0
x3x—2)=0
x=0of x=2

3
De grafiek van y = 3x? — 2x is een dalparabool.

Het domein van g is {(«, 0] U [%, —)

De uitkomst van de wortel is nooit negatief, dus g(x) = -2
g heeft randminima g(0)=-2en g(%) =-2

— P DyfBoc— Do =)

V3x2—-2x=1

3x2-2x=1

1
De codrdinaten zijn A —%, 0) en B(1,0).
g(x) =2+ 2y3x2— 2x

g(x)=-2+2(3x%*- 2x)5
gx)=123x2-2%) 2 (6x-2)

Pl 6x—2

L
N3 — 2%

Raaklijn in punt 4:

y=ax+bmeta=g’(—%)=—4

A(—%,O) substitueren geeft 0 = —4- — % +hdush= —;l = —1%
De vergelijking van de raaklijn in punt 4 is y = —4x — 1%
Raaklijn in punt B:

v=ax+bmeta=g'(l)=4

B(1,0) substitueren geeft 0 =41+ b dusb=—-4

De vergelijking van de raaklijn in punt Bis y =4x — 4.
Voor het snijpunt C van de raaklijnen geldt:
4x—d4=—4x- 13

8x =1 2% = %

X=3

y=4-tog=-22

De codrdinaten van het snijpunt zijn C(%, —2%).

© Noordhoff Uitgevers bv
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L3 a f(A)=\42+9=425=5

25 25 25

=TS > s

Beide grafieken gaan door P(4,5).
b f)=\x"+9,

FER=(+F

F()=3(2+9) 2

==

2+9

4

i B &
1@)= Tro 5

. . . 4
De helling van de grafiek van fin Pis 3

& = 25
£ VX2 +9 ;

g(x)=25-(x2+9) 2

g(x)=—12 (2 +9) 13- 2x
_ —~25x
€= vt
g4 254
@+ +9 2525

. : 5. 4
De helling van de grafiek van gin Pis —3

¢ Deraaklijn aan fheeft vergelijking y = %x + b en gaat door P(4,5).
Substitueren van P(4,5) geeft 5 = % “4+bdusbh=5- 3% = 1%
De vergelijking van de raaklijn aan fis y = ;lx + lg

Deze raaklijn snijdt de y-as in het punt (0, 1;1).
De raaklijn aan g heeft vergelijking y = —%x + b en gaat door P(4,5).

Substitueren van P(4,5) geeft 5 = —% *4+bdush=5+ 3% = 8%
De vergelijking van de raaklijn aan gis y = —%x + 8%

Deze raaklijn snijdt de y-as in het punt (0, 8%)

De zijde van de driechoek op de y-as heeft dus lengte 8% - l% = 6%
De hoogte van de drichoek is de afstand van de y-as tot P.

Dat is de x-coérdinaat van P, dus 4.

De oppervlakte van de driehoek is % . 6% 4= 12%

Onderzoeksopdrachten

44  Noem x de lengte van P tot lijnstuk 4B, dan is
AP = BP =402 + x? =+/1600 + x2
de totale lengte /(x)van de leidingen is /(x) = TP + AP + BP
I(x) =100 — x + 21600 + x2i
[(x) =100 — x + 2(1600 + x?)?
De totale lengte is minimaal als /*(x) = 0.

-
I"(x) = —1 + (1600 + x2) 2+ 2x

P = 1
V1600 + x*

y1600 + x?
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45 a f(v)= :

S1

2x

—= -
Y1600 + x?

41600 + x2=2x

1600 + x2 = 4x?

1600 = 32
1600
=——=5331
3

x=- 533% (voldoet niet) of x = \}533%

Punt P moet liggen op 100 — 533% =76,905 ... =77 meter vanaf T.

x*=5x2+a
X
x* 5xr a
LO=aa
fix)= X2 =5+ gx?
)= 20— Bax™

2
L=
/., heeft een top als £,’(x) =0
2a
2x — ; =
2a
2x= ;
25t =24
x*=a

x=—4a0fx=%
Hieruit volgt dat f, twee oplossingen heeft als a > 0.
- (HNaot-5(HaP+a_a-Sat+a 2a-5a_
b fi(~Va)= o & = % =2a-5
i Qo -5qaP+a_a-Sa+a _2a-5Na_
1) = T = T = T = 2 s
g(—Va) = 2(~a)’ = 5 =2a~ S en g(fu) = 2(Jay - 5=24a -5

De punten voldoen beide aan functie g(x) = 2x* — 5.

Samenvatting

FlE)=22+418~ T&~ ¥

18 =T —%+=0
x2+7x—-18=0
(x+9)(x—=2)=0
x=—-90of x=2

Zie de plot hiernaast.

fheeft randminima f(—9)=—18 en f(2) = 4.
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S2 a fistoenemend stijgend op het interval [7, —).
b fis dalend op het interval [1, 7].
Bij x = 4 gaat de grafiek van f over van toenemend dalend naar afnemend
dalend, dus de grafiek heeft bij x = 4 een buigpunt.

1
S3 a f(x)=8x\fj_c=8x15
1
flo=158x2
Sy =124x
ot +1 3 =
b g(x)=x x == +M+L=%x2%+%x+%x
2\x 20x  24x  2x
1 gL
g0 = gx 45—
1
=ll +l_._
g(x) XYY T3 4x\/;
15

1 1
¢ hix)= \3f;(x2 +x)= xi(x2 +x)= X3+ x 3

r2—

1 1
H(x)=2kx"5+ 11y
K(x)=2% x+134%

S& a k(x)=g(f(x)) met f(x)=x>—Ten g(x)="3log(x)
b k(x)=g(f(x)) met f(x)=cos(x)en glx)= %\l;

S5 a f(x)=5(x*+ 6x)°
f(x) = g(h(x)) met A(x) = x* + 6x en g(x) = 5x°
H(x)=4x%+ 6 en g'(x) = 15x?
F(x) =15+ (x*+ 6x)% (4 + 6) ofwel f/(x) = (60x3 + 90)(x* + 6x)?
b g(x)=+4x*+8x*+6

g(x) = h(f(x)) met £(x) =4x3 + 8x2 + 6 en f(x) =\x = x

12) =

L
S1(x)=12x2+ 16x en I'(x) = $x 2
6x2+ 8x

1 -3 B
x)=5(4x3+8x2 +6) 2-(12x" + 16x) ofwel g'(x) = ————
) =1 i ) ofivel g(3) = o

S6 a f(x)=y—-x*+10x—-9=(—x*+10x— 9)%
£ = =2+ 10x = 9) 2+ (=21 + 10)
=EEs

S = Y22 +10x— 9

Extreme waarden als f"(x) = 0.

=5+ 5 _
y—x2+10x -9
-x+5=0

x=35 -
Zie de plot hiernaast. - /\

f heeft een maximum f(5) = 4.
Randextremen zijn er als —x? + 10x — 9 =0.

X2=10x+9=0
(x—1)x—=9)=0
x=lofx=9

f heeft een randminimum f(1) = 0.
f heeft een randminimum f(9) = 0.
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K

100

b g(x)= m =100(x? + 4x)™3
g(x)=-3-100(x>+ 4x)™*- 2x + 4)
—600x — 1220
G
Extreme waarden als ¢’(x) = 0.
—600x — 1220
(x?+4x)* B

—600x — 1200 = 0, dit geeft x=-2
Zie de plot hiernaast.
g heeft een maximum g(—2) = —119—6

f(x)=x*-6x2-5

Fo)=d—12%

() =12x2-12

12x2—12=0

1Zx=12

=

x=-lofx=1

In de plot is te zien dat de grafiek bij x = —1
en x = | een buigpunt heeft.
f(=1)=-=10en f(1)=~-10

De buigpunten zijn (—1,—10) en (1,—10).

Test jezelf

3Ix2+5 3xf 5
a flx)="= "+ =345
X X X
fx)=5 —2x73
=10
f(X)=?

1
b g(x) =43 +x=4x>+ 2

gx) =122+ %x_%
g(x)=12x2+ #

X
¢ hx)=@x+x)-(x=1)
h(x)= xx —x +x2 = x
1 1
h(x)=x15—xi+x2—x
1 =
Kx) =1 -1x7+2x-1

1
H(x)=1x——+2v-1
X

2
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12 a f(x)=%x4—%x3‘+2x2
f(x)=x>—4x2+4x
f(x)=0 geeft x(x>—4x+4)=0
x=0of x»—4x+4=0
x=00of (x—2°=0
x=0ofx—-2=0
x=0of x=2
fO)=0en f(2)=13

De coodrdinaten zijn (0,0) en (2, 1%)

b In de plotis te zien dat (0,0) een minimum is en (2, 1%) geen minimum
en ook geen maximum is.

13 y y
6 6
AWEPs \
/\ \ g
X X X
-4 -3 -2 10 1 2 3 4 -4 -3 -2 -10 1 3 4 4
Ty 9 | -2 i
| |- ] -4
-6 -6

1 4
T4 a g(x)=—3——2=x_3—t4§-x"2
X x

g(x)=-3x"*+8x7°
0=

P
X
De top vind je door g’(x) = 0 op te lossen.
-3 8
AR
3x3 = 8x
x*=00f 3=8x
x = 0 (voldoet niet) of x =%

De x-codrdinaat van de top is x = %

12 24
b g'(x)=12x7°-4x=—=-—
22
Het buigpunt vind je door g”(x) = 0 op te lossen.
12 24
e ol
12 24
¥
24x% = 12x4

x*=00f 24x=12
x = 0 (voldoet niet) of x =é—
g(%) = —8, dus de codrdinaten van het buigpunt zijn (%, —8).

c g (%) = 16, dus de vergelijking van de buigraaklijnis y = 16x + b.

(1.-8) invulllen in y = 16x + b geeft =8 = 16 -1 + b, dus b =-16.
De vergelijking van de buigraaklijnis y = l6x — 16.
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g(x)=3+2x%en f(x)=4x—9
g(x) =x — 7en f(x)=6x — 3x2

c g(x)=x""en f(x)=2x—x2

T6 a

17 a

2
g(x) =en )= —1

fx)=(x-=-3)0+2

Ff(x) = v(u(x)) met
u(x)=x—-3env(x)=x104+2
w'(x)=1env(x)=10x"

S =7 (ul(x)) - u'(x)
Fx)=10(x—-3)"-1
f(x)=10(x - 3)°

g =2-py

g(p) = v(u(p)) met
ulp)=2-prenvip)=p?
u'(p)=—2penv(p)=3p?
g(p) = (ulp))-u'(p)
g@)=32-p--2p
g(p) = —6p(2 - p*)?

o= X%

h(x) = g(f(x)) met 1
f(x)=x"—xen g(x) =;= x71

fx)=2x-leng(x)=-x72= __i

H(x) =g (f(x))-f(x)

)= — =Ly —
) = oy 2= D)
v+ 1
=G
Flo) =T~ 31 S a2 B 1,

het domein van fis x > 0.
|

f=1e-3

f@)=13x -3

Extreme waarden vind je door f'(x) =

Zie de plot hiernaast.
fheeft een minimum f(4)=—5.
f heeft een randmaximum f(0) = —1.

© Noordhoff Uitgevers bv

d k(x)=(2x—3x*?
k(x) = v(u(x)) met
u(x) =2x — 3x*en v(x) = x2
w'(x)=2-12x%en v(x) = 2x

K (x) = v'(u(x)) o' (x)
K(x) = 2(2x — 3x%) - (2 — 12x3)
K (x) = (4 — 24x%)(2x — 3x*)
e ¢(x)= -7
g(x) = v(u(x)) met

2
u(x)=x>—T7enw(x)= T Do

-8
W(x)=3xenv(x)=-8x7 =—
X

5
q'(x) = v'(u(x)) * ' (x)

) -8

q (X) = (x3 — 7)5 . 3x2
L, —24x7

q (x) - (x3 _ 7)5

f m(r)=3+2(4r-9)°
m(t) = v(u(r)) met
u(ty=4t—9en wt)=3+2F
w'(f) =4 en v (f) = 10
(1) = v'(u(?)) * u'(2)
m' (1) = 10(4t — 9)* - 4
(1) = 40(41 — 9)*

0 op te lossen.

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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g(x) = (dx2 + px +1)3
g(x)=34x>+px+1)>-(8x +p)
g(x) = (24x + 3p)(4x> + px + 1)

Extreme waarden vind je door g’(x) = 0 op te lossen en gegeven is dat er een

extreme waarde is voor x = 1. Er geldt dus g’(1) = 0.
24-1+4+3p)4-12+p-1+1)>=0

24+ 3p)(5+p)P*=0

24+3p=00f5+p=0

p=-8of p=-5

1 1

89 = 3x—a (3x-a)
2(0)=0x-a)" - (3x - )
g,/ (x)=—(Bx—a)?:3+23x—a)>-3

-3 6

+

Bx—a)* (Bx—a)
Extreme waarden vind je door g(x) = 0 op te lossen.

g, )=

Gegeven is dat g,’(4) een extreme waarde is, dus
-3 6
‘4)= + =0
=G Ga oy
-3 6
+
(12—aP (12—a)*
_3 . —
(12 -a) N 6 —0
(12 - a)? (12 —a)?

=0

=3(12-a)+6 )
W=Odltgeeft—36+3a+6=0dus 3a=30ena=10
g, (x)=6(3x—a)3-3-183x—a)™-3

18 54

&= G Bra)

Een buigpunt vind je door g,”(x) = 0 op te lossen en gegeven is dat x =2

18 s
B3:2-a (@3-2-a

buigpunt is, dus g,”(2) =

18 54
6-aP (6-ay
18-(6—a) 54
6-af (6-af
18-(6—a)— 54 _
6-af
18(6 —a)—54=0
6—a=3%=3
a=3

0

Jp)=p(x +2y +q
(0,0) substitueren: 0 = p(0 + 2)* + g ofwel 0 =8p + g dus ¢ = —8p

(—3,18) substitueren: 18 =p(—=3 +2)* + gofwel 18 = —p + gdusg=18 +p

—-8p=18+pdus—-9p=18en p=-2
g=—-8p=-8--2=16

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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b f,,/(¥)=3p(x +2)2
3p(~4 + 2 = —6
12p =6
p=-3

Invullen van p = —% en (—4,12)in f, (x) = p(x + 2)* + g geeft
12=-1(-4+2) +4

12=4
g=8

+tq

¢ Van de functie g(x) = x? is (0, 0) het buigpunt.
Van de functie i(x) = (x + 2)? is (=2, 0) het buigpunt.
Van de functie k(x) = p(x + 2)* is (=2, 0) het buigpunt.
Van de functie f, (x) = p(x+ 2)3 + g is (=2, ¢) het buigpunt.

Alle buigpunten van f, (x) = p(x + 2)* + g liggen dus op de lijn x = —2.

Extra oefening

E1 a p(x)=2x
p¥) =20
P)=2-1x73

.
P(x)—33—\j;

b g(x)=
glx) =
gx)=
g'x)=

& ol = 2x6 _2x6+§
3 1
k)= o+ o 5= x4l
K (x)=—6x>—3x7"7
-6 3
=53
E2 a k(x)=5:2%+
k(x) = g(f(x))
f(x)=x*+Teng(x)=5-2%
b k(x)=yx*-3
k(x) = g(f(x))
f(x)=x*=3eng(x) =+x

© Noordh

Z\f;+ 5x°
1 2

2x2 + 5x
o |

x 2+ 10x
1

—+ 10x

\x

3x2+1_3_x2 1

off Uitgevers bv

d /(¥ =5x(x + )

1 1 1 1
f(x)=5x'(x2+x%) = S e g B

L L
()= 7%)52 + 6;11-.\1“

fix)= 7% X+ 6};4x

h(x)=x3'{7;=x3'x3
O o

J(x) = 3k

K (x) =35 x2x

k(x)= 2x7 13— %x—z,s

K'(x)==2,6x"23+2,24x38

26 224
+

e | o

K(x)=

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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E3 a g(m)=(4m - 5)} c Qp)=+2p°—25p
¢m)= 3(4m — 52+ 4 0(p) = (2p> — 25p)°
g'(m) =12(4m — 5)* O'(p)=50p* - 25p)_% - (6p” - 25)

o= B
22p—25p
b A(x)=——% _ 1
X2+ 3 d flx)=—F/—
h(x) = 4(x> +3)"! 42x -3 1
el S S}
H(x) = —4(2 + 3)2 2x )= 4(23(6 2 o
s . B f'(x)=—% 2x—%_5.
Kx)= o s
e o= (2=3)"
=i
f(x) = —
42x- bt
()= ——
(8x—2)y2x—1
3

E4d a f(x)= = 32 =x)"!

() =-322—x)2 (dx— 1) I L
Fixy=— 12x_32=0geeft 12x—3=0dusx=1

&7 -3F
Zie de plot: bij x = % is er een maximum, f1 (%) =-24
b g(x)=3+2\fm=3+2(4x—x2)15
g =2-Ldx—x)7T- (4 - 20)

g'(x)=\;rz;=0geeft4—2x=0dusx=2

Voor het domein geldt 4x — x> 0.

4x—x2=0 ;

x(4-x)=0 /_\

x=0of x=4, dus het domeinis 0 £ x <4,
Zie de plot: bij x = 0 en x = 4 zijn er randminima,
g(0)=3en g(4) = 3 en bij x = 2 is er een maximum,

g2)=7
=2 5.
¢ h(x)—M—Z (2 - 2x)
K(x)=2- -L@- 222
W =——
2-2x)"

h(x)= m = 0 heeft geen oplossingen.
Voor het domein geldt y2 —2x#0en2 —2x 20,
dus het domein is {«,1).

x =1 1is een verticale asymptoot en er zijn geen

extremen.
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d

E5 a

Eé a

k(x)=(x2—2)*

(X)) = 4x2—222%x=0
8x=00of (x2-2)’=0
x=0ofx*=2
x=00fx=\ﬁofx=—\5
Zie de plot hiernaast.

Bijx=—2enx= \ﬁ Zijn er minima, k(—\ﬁ) =0

en k(\2)=0

Bij x = 0 is er een maximum, k(0) = 16

f)=2x*-2x3+3
fx)=2x3—-6x2=0

2xH(x—-3)=0
2x2=00fx—3=0
x=00of x=3

Zie de plot hiernaast.

f(0) = 3 is geen extreme waarde.
f heeft een minimum f(3) = —10%
f(x)=6x*—12x=0

6x(x—2)=0
6x=00fx—-2=0
x=0of x=2

S0)=3en f(2)=-5

De codrdinaten van de buigpunten zijn dus (0,3) en (2, —5).

JS(0)=0en f(0)=3

Dit invullen iny =ax+ b geeft 3=0-0+ b dus h = 3.
De vergelijking van de buigraaklijn in (0,3) is y = 3.

f(2)=~8en f(2)==s

Dit invullen iny = ax + b geeft -5=-8-2+hdush=11.
De vergelijking van de buigraaklijn in (2,—5)is y = —8x + 11.

fis toenemend dalend voor 0 < x < 2.

Voor het domein geldt 9x — x?>> 0
9x—x2=0

x(9-x)=0

x=0of x=9

Het domein is [0, 9].

© Noordhoff Uitgevers bv
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F)=3x+Px— a2 =35+ Ox - 22
fx)=2+30x- xz)‘% (9 —2x)
f’(x) - % 9-2x

+ —_—
249x — x2

De extreme waarden vind je door f”(x) =0 op te lossen.

29x — x?
9—-2x _ —_3
29x—-x2 4
36 — 8x = —69x — x?
18 — 4x = —3y9x — x2
(18 — 4x)>2=9(9x — x?)
16x2— 144x + 324 = 81x — 9x?2
25x2—225x+324=0

ESTH

D= (=225 —4-25-324 = 18225

225-418225 225 ++/19521 |
50 —lgofx=—50 =Tz
Alleen de oplossing x = ’7% voldoet.

Zie de plot hiernaast.

f heeft een maximum £ (7%) =9,

x:

L]

De randextremen vind je door 9x — x> =0 op te

lossen, zie opgave a. f heeft randminima f(0) =0en f(9) = 6%

/4)=7
rl4) =3

Invullen in y = ax + b geeft 7% = % . 4% +bdush= 4%

De vergelijking van de buigraaklijn in x = 4% isy= %x + 4%

3
S = (4 + )2

F(x)==2-3@4x+7)7 4

-
S =y

f7(=2) = 24 dus voor de buigraaklijn geldt y =24x+ b

=3(4x +7)

P(—2,3)invullen in y = 24x + b geeft 3 =24+ -2 + b dit geeft b = 51.
De vergelijking van de buigraaklijn in £(—2,3)is y =24x + 51, dus a =24 en h = 51.

f(x)=Bx—4>°+7 c Qp)=CGp+2n3p+2

F(x)=3Bx—4)-8
F7(x) = 24(8x — 4)?

0() = (3p +2)"

Q)= 1hGp+27-3

Q'(p)=43\3p +2

1
=553 d )= 27
10 o(p) = W6dp =7
P)= 7 Tow

p(x)=10(x*— 10x)~!

g(p) = 264p° — 77

et
2(x) = —10(x% — 10x)2 + (2x — 10) Z(p) =L 264> - 773+ 192p°
() = —20x + 100 e 192p?
x — ——— B ———
PR =12 " Toxy 8V Joa - 7

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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E9 a 4Q=+vAP2+ PQ2=+152+ x2=+225+ x2
OB=20-x

De aanlegkosten zijn K= 1000+ AQ + 400 - OB.
Invullen van AQ en OB in K= 1000+ AQ + 400+ OB geeft

K = 10003225 + X2 + 400(20 — x).

De kosten zijn minimaal als = =0
X

1
K = 1000(225 + x2)? + 8000 — 400
dK _L
E2 = 500225 + x2) 2+ 2x — 400
dx
1000
T 400=0
225 + x?2
10x

—_—

y02S +ixt

10x = 44225 + x2
(10x)? = 16(225 + x2)
100x2 = 3600 + 16x?2

84x2 = 3600
_ 3600 _ A6
x2= R 42?

x= 42% (x= —1,}42% is hier niet van toepassing)

De aanlegkosten zijn minimaal voor x = PQ = 42% =6,5465 ...

© Noordhoff Uitgevers bv

~ 6,547 km.
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Vaardigheden 5

(x+ 6P= a2+ 12x+36
(x—=5)P2=x2-10x+25
y=x*+4x+7
y=ix * 22—4+7

y=(x+2)2+3
y=x2—-Tx—8

r=(x-31f-12}-3
y=(x-33] - 20

y=%x2+3x—2geefty=%(x2+6x—4)

x2+ 16x + 64 = (x + 8)?
xz—x+;11-=(x—%)2
prl—=12x—1
p=(x— 0,67 —0,36— 1
p=(x— 0,6 —1,36
P=22 S St 4
y=(x+23) -6 +4

v= (2l -2

K+ox—4=(x+3-9-4=(x+32-13

=3 +32-13)

y=5(x+3P-6;

y=2x24+5x+3
y=2(x2+2%x+1%)
y=2(x+ 13 - 55)
=2l i -}

y=i2-12x-4)
= 5((x — 6~ 40)
y=5(x—6)72-10
F(x)=3(x+2)(x —4)

(D =3(x*—~2x—8)
f(x) =3x2—6x—24

yp=3xr—x

1
v=3{eb)
= 1\2 1
y=3((x-5-%)
_ 1\2 1
p=3lx—3f ~;
y=1%x2—6x+3
y=112 —4x+2)
y=15((x—2P-2)
y=1(x—272-3

J(xX)=3(x+2)(x—4)
f(x) =3(x>-2x—18)

S(®)=3((x-1)*-9)
%) =3(x— 12 =27

Met f(x) = 3(x — 1)* — 27 bereken je handig de codrdinaten van de top,

deze zijn namelijk (1,—27).

Met f(x)=3(x + 2)(x — 4) bereken je handig de codrdinaten van de snijpunten

met de x-as, deze zijn (—2,0) en (4,0).

Met f(x) = 3x> — 6x — 24 bereken je handig de coérdinaten van het snijpunt

met de y-as, deze zijn (0,—24).

De parabool snijdt de x-as in de punten (6, 0) en (—12, 0).

De symmetrieas is de lijn x = —3.

f(=3)=—6(=3—6)(=3+12)=—6- —9-9 = 486.

De top is het punt (-3, 486).

2(x+ 1) =18 =0 geeft (x +1)>=9.

x+1l=-30ofx+1=3
x=—4of x=2

De snijpunten met de x-as zijn (=4, 0) en (2, 0).

De top is het punt (—1, —18).

Vaardigheden 5
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h(x) = x*+ 4x — 12 is te schrijven als A(x) = (x + 6)(x — 2).
De snijpunten met de x-as zijn (=6, 0) en (2, 0).

h(x) = x>+ 4x — 12 is ook te schrijven als i(x) = (x + 2)* — 16
De top is het punt (—2. — 16).

—2x%+ 16x + 18 =0 geeft x> — 8x -9 =0.

(x=Nx+1=0

x=9%of x=-1

De snijpunten met de x-as zijn (9, 0) en (—1, 0).
k(x)=-2(x2—8x—-9)

k(x) = =2((x — 4)? - 25)

k(x)=-2(x—4)+ 50

De top is het punt (4, 50).

10x +5y=12 € y=2x-10
10x=-5p+12
Ly=yx—10
x=—05y+12 2V TN
=P =x-10
x=52+10
8
= z d v="log(x+6)
—
x+6=2
fiE—=1) =B x=2-6
8
x—1=-
y
x=—+1
4
pgt+2g=4 c g=
ap+2)=4 fres
+ =
ptl=— p+32 44
+2=—
p=2-2 T
B 16
1 Jp+2:—2
q
16
P=—7=-
4 ¢
= d ¢g=3"3+3
1 2p+5 2_3:3p+3
W +5)=4
9p )4 p+3="log(qg —3)
2p+5:E p=13log(g—3)—-3
4
Pp==-5
# q
=2_5
g 2

y=E20+ 1y =30+ 1)+1
y=2(2+2i+1)-3t-3+1
y=20+4t+2-3t-2
y=22+¢

y=(t—3) 2023
y:(t_g).29—2t+6
y:(t_g).215-2r

© Noordhoff Uitgevers bv
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c y= log((3t—2)*—4)
= 1log(97 — 12t + 4 — 4)
¥ = log(9¢> — 12¢)

2058 +2)— 4

f 20,58+ 2)
_
40fwely—tz_l_4
10 a ¢
A
tan(47°) = % dus AC=9-tan(47°)=9,7
oy = i 2
cos(47°) = dus BC= os@7) " 132
b I\'\
cos(22°)=— dus AB=11+cos(22°)= 10,2
sin(22°%) = — dus BC=11-sin(22°) = 4.1
G i€

\
B

A 9 B

AC=\TF =5 =ATT5

9
cos(£B) = 7 dus ZB=50°en £C = 180°

148  Vaardigheden b
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1

12

ZB=180°—23° - 67° =90°
C

67°

23°
B 20 A

BC
tan(23°) = F dus BC=20-tan(23°)=8§,5

20

cos(23°) el

20
cos(23°) = <c dus AC=

BC=+152-122=+81=9

zijde? + zijde? = 102, dus 2 - zijde* = 100

zijde® = 50, dus de oppervlakte van het vierkant is 50.

De diagonalen van een ruit delen elkaar loodrecht doormidden, dus de diagonalen
verdelen de ruit in 4 gelijke rechthoekige driehoeken met rechthoekszijden 6 en 4%.

\}62 + (4%)2 = 56% = 7% dus de zijden van de ruit zijn 7%.

X 0 én %n %n %n
sin(x) | 0| 3 |3\2 |33 1
cos(x) | 1 %\B %\E % 0

¥
1.5

i
0,5 i
0f T |

-05| 6
A

-1,5 L 7‘ 0t I f 3 I | 1 |

Het punt (1%7{, = 1) ligt op de grafiek van f.

68 perioden naar rechts ligt het punt (137%7{, —1). Dus sin( 1 37%11) = =1

Omdat de periode 2n is, is sin(—l%n) = sin(%n) en omdat de grafiek lijnsymmetrisch
isinx = %T[ is sin(—l%ﬂ) = sin(i—ﬂ) = sin(%ﬂ) = %—\E

Omdat de grafiek puntsymmetrisch is in (m, 0) is sin(l%n) = —sin(ért) = —%.

Omdat de periode 27 is, is sin(—3-§-n) = sin(%—n) = %\B

1.5

T8 4y kol dr U INEr £ 4
yzn | 6110.5' &fn 3?1 2‘11 m sn n
G | |3 [ ! ‘

21,5
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De snijpunten van de grafiek met de x-as zijn ...(~137, 0), (~4, 0), (3=, 0), (137, 0)...
en dus ook (—1375. 0), dus cos(~1374x) = 0.
Omdat de periode 2 is, is cos(337) = cos(—4n) en omdat de grafiek lijnsymmetrisch
is in de y-as, is cos(337) =cos(—in) = cos(tn) =12

Omdat de periode 2 is, is 005(2 n) = cos(% ) en omdat de grafiek puntsymmetrisch
1
3T

isin (57{, 0) is cos(2§ﬂ) = cos( ) = —cos( ) %

Omdat de periode 2n is, is cos( I% ) = (%n) = %\E

sm( )— 1

sin(%n) =1

%x = %n +k-2n

x=n+k-dn

de oplossingen op het gegeven interval zijn x =, x = 51, x =97, x = 137,
2sin(x) = —\6

sin(x) = —5v3

Sin(‘%ﬂ) = ~1\B ensin(-2n) = - 1\3

x:—%ﬂ+k-2ﬂ 0fx:—%n+k-2n

de oplossingen op het gegeven interval zijn x = —43m, x = —4im, x = =23,
= _2%’@ = _%Tl, x= —%n.

3cos(2x) = 1343

cos(2x) = %\B

cos(in) =143 encos(1Zn) =143

dx=in+ke2nof 2x=12n+k-2n

x=tn+konofx=Un +k-n

de oplossingen op het gegeven interval zijn x = %n, B, = iun x=1pmn
sin(6x) = —1

sin(137) =1
6x=13n+k-2n
=%n+k'%n

De oplossingen op het gegeven interval zijn x = —3m, X = —57 X = —[3 T,
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14 a

15 a

16 a

17

o n oTow

18 a

8- 23x+7 =64 d
23x+7 =8

23x+7 e 23

3x+7=3

§—adfet? =7 f
42x+7 =39

22@x+7) = 95

Ax+14 = 95

dx+14=5

4x=-9

x= —2‘11

5log(%) = -2, want % =53
1 1
Slog(9y3) = 2%, want 93 =323 = 1
1
8log(2) = %, want 2 =48 = 8

“log(x) =5 d
1
x=41=4=2

log(3x)+7=9 e
“log(3x) =2
Ix=42=16

_ 16 _ £1
x=gre=dy
0log(x)=0 f
x=0,1°

x=1

stijgend
stijgend
dalend

stijgend

owQ =0

De grafiek van y = x? is stijgend. Deze grafiek is 7 naar beneden verschoven

en dus is de grafiek van g ook stijgend.

De grafiek van y = x* is stijgend. Deze grafiek is met factor 5 ten opzichte van

é. 3x-4 — 27 . 32x+1
3—2 N 3x-—4 = 33 N 32x+1

3x~6 s 32x+4
x—6=2x+4
-x=10

x=-10

3. 46-x=12.8*
46—x =48
226-x) = 92 . 93
912-2x — 92+3x
12-2x=2+3x
—5x=-10

x=2

%. 162-3x = 9 . 42x-9
162—3x =4- 42x-9
4202-3x) = 41 . 42x-9
4A-6x = 42x-8
4—-6x=2x—-8
—8x=-12

x= 1%

Zlog(x*—4)=5

x2—4=2=32
x2=36
x=—6o0ofx=6
Slog(6 —4x)=1
6-4x=5'=5
4x=1

_1
—

)
dog(4x+1)=-2
4x+1=272=}
4x=-2

iy
L T

dalend
dalend
stijgend
dalend

de x-as vermenigvuldigd en dus is de grafiek van / ook stijgend.

De grafiek van y = x? is stijgend. Deze grafiek is met factor —2 ten opzichte van

de x-as vermenigvuldigd en dus is de grafiek van & dalend.

© Noordhoff Uitgevers bv
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De grafiek van y = x? is stijgend. Als x toeneemt, neemt —x af, dus neemt ook (—x)* af
en dus is de grafiek van m dalend.

De grafiek van y = x* is stijgend. Als x toeneemt, neemt 2 — x af, dus neemt ook (2 — x)?
af en dus is de grafiek van n dalend.

De grafiek van y = x? is stijgend. Deze grafiek is 4 naar rechts verschoven en is dan

nog steeds stijgend. Vervolgens met factor —6 ten opzichte van de x-as

vermenigvuldigd en dus is de grafiek van p dalend.

De grafiek van y = 2* is stijgend. Deze grafiek is met factor 0,3 ten opzichte van
de x-as vermenigvuldigd en dus is de grafiek van f ook stijgend.

De grafiek van y = 0,3* is dalend. Deze grafiek is met factor 2 ten opzichte van
de x-as vermenigvuldigd en dus is de grafiek van g ook dalend.

De grafiek van y = 2* is stijgend. Als x toeneemt, neemt 2* toe en dus 100 — 2~ af.
De grafiek van 7 is (;hls dalend.

De grafiek van y = 2log (x) is dalend. Deze grafiek wordt gespiegeld in de y-as en
dus is de grafiek van k stijgend.

De grafiek van y = \E is stijgend. Als x toeneemt, neemt 8 — x af en neemt y8 — x
dus ook af. De grafiek van m is dus dalend.

De grafiek van y = log(x) is stijgend. Als x toeneemt, neemt log(x) toe en
neemt 3 — 2log(x) dus af. De grafiek van n is dus dalend.

juist.

niet juist, want als f(x) =x—10eng(x)=2x+ 5, danisv(x)=x—-10-(2x+5)=-x—15
en dit is een dalende functie.

niet juist, want als f(x) =x—10en g(x) =x+ 5, danis p(x) = (x — 10)(x + 5) = x2 = 5x — 50
en dit is een kwadratische functie die niet overal stijgt.
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11 Exponentiele en logaritmische functies

Voorkennis

V1 a Bijeen exponentiéle functie staat de x in de exponent.

Dat is hier het geval bij de functies £, g en ;.

b Een exponentiéle functie met begingetal groter dan 0 is stijgend als de
groeifactor groter is dan 1. Dat is hier het geval bij de functies g en j.

¢ Het snijpunt met de y-as vind je door de functiewaarde voor x =0 te
berekenen.
fl0)=4- (%)0 =4-1 =4, dus snijpunt met de y-as is (0, 4).
g(0)=2-1,7"=2-1=2, dus snijpunt met de y-as is (0, 2).
h(0)=5-0"7=5+0=0, dus snijpunt met de y-as is (0, 0).
i(0)=17-0? =17-0=0, dus snijpunt met de y-as is (0, 0).
J(0)=7-1,0001"=7-1=7,dus snijpunt met de y-as is (0, 7).

V2 a 5*=10 c 3x=9
x ="log(10) 5x =3log(9)
Sx=2
x=2
5
b 8 =3 d 4>=7
x = flog(3) 2x =*og(7)

x=3+log(7)

V3 a x=4%og7) ¢ x=15-3log(2)
#=7 2 x =3log(2)
2
3 =13
b x=2-5log(6) d x=1+"2log(12)
1 x =5log(6) x—1=2log(12)
251 =12

1
57" =6 (of 5 =36)

V4 a f(x)=-12+ logdx—8)
Voor het domein moet gelden 4x — 8 > 0, dus x > 2.
En voor de asymptoot geldt 4x — & =0, dus dat is de lijn x = 2.
b g(x)=4-2og(l5 - 3x)
Voor het domein moet gelden 15 — 3x > 0, dus —3x > —15 ofwel x < 5.
En voor de asymptoot geldt 15 — 3x = 0, dus dat is de lijn x = 5.

VB a De beeldgrafiek hoort bij de functie g(x) = 5*.
b Voor de waarde van g geldt dan 0 < g < 1.

Vé a

; X
-5 -4 -3 -2 -1 N2 3 4 5
! k| \ 1

b Door in het assenstelsel van opgave a ook de lijn v = x te tekenen, is te zien
dat het snijpunt van de grafieken precies op deze lijn ligt.
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11 Exponentiéle en logaritmische functies

log(25
VT a log(25)= ;; g((3))
6
b Tlog(15) = 10g(115)
“log(3)
2 2

V8 a Slog(17)= i;gg((lgﬁ‘;): 1°g3(17):%.210g(17)

2log(20)  *log(20)
& £ - el 3 8
b Vlog(20) g \E) % 2 - “log(20)

V9 a N(t)=23‘H c N(t)=3_2+3’
N(t) =232 N(f) = 372+ 3%
N()=8-2 N(t) = % . (33)1

N =k-27
b N(z)=15-2"4 d Noy=(3)""
N(=15-2t-24 _ (1!, (1)
N@)=15-2-16 Mo =(3)' - (3)
N(t) =240+ 2! Moy =317
N@y=1-21

11.1 Vergelijkingen met exponenten en logaritmen

intro Een toename van 4% per jaar betekent een groeifactor van 1,04.
Je moet dan de vergelijking 1,04’ = 2, met 7 in jaren oplossen.
Met je rekenmachine vind je dan 7 = 18.
Dus de waarde verdubbelt in ongeveer 18 jaar.

1 a 25¥=8§
25-x=23
5-x=3
x=2

B G ()2x+5 427

31 i (3-2)2x+5 - (33)3?

31 . 3—4x—10 = 3%
3"‘4x—9 = 3%

= 3
—4x — 93— i
—4x = 91

x= —217—6
c 3tr=¢6
1+ x =3log(6)
x=—1 +3l0g(6)
d 515" =2
1 x *log(2)
510g(2)
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712 =31

1-2x =Tlog(21)
~2x=~1+"log(21)
x=1-1.710g(21)

1

2log(l —2x)=3
1-2v=(4)
1-2x=1
2x="§

il
X%

(3-1)4x-1 = 34
—4x+1=4
—4x =3

_ 3
="z

1 +3log(x—1)=-2

Slog(x —1)=-3
x—1=573

_ 1

x= i3

3log(x) = p substitueren in *log?(x) — 5 - *log(x) = 6 geeft

p=5p=6
pPP—5p—6=0
(p+1(p-6)=0
p=-—lof p=6

p ="log(x) dus

log(x) = —1 of *log(x) =6
x=3"1of x=36

x= % of x=729

3 —7-3%4+6=0
(3 -7:-3*+6=0
stel 3¥x=p
pPP—Tp+6=0
(p—Dp-6)=0
p=lof p=6
3¥=1of 3*=6

x =0 of x ="3log(6)
3¥—-6-37%=5
(3x)2_6:5.3x

stel 3¥=p
pPP—5p—6=0
p+Dp-6=0
p=-—lof p=6
3¥=-lof 3*=6

3% = —1 heeft geen oplossing
3% = 6 geeft x = *log(6)
6% —4-6=0

stel 6*=p
pP—4p=0
pp—-4)=0

p=0of p=4
6*=00f 6¥=4

6* = 0 heeft geen oplossing
6% = 4 geeft x = %log(4)

© Noordhoff Uitgevers bv

d logi(x)=25

1 1
’log(x) = 5 of 2log(x) = -5

v=@F o =)

x=%ofx=32

Zog(x)+ 3-og(x)+2=0
stel 2log(x) =p
pPP4+3p+2=0
(p+1)(p+2)=0

p=—lof p=-2

Zog(x) =—1 of 2log(x) = -2
=B lof g2

_ 1 -1
x—zofx—4

25%—-3-5=128
(53)*—3-5=28

(52 -3-5-28=0

stel 5¥=p

pPP=3p—-28=0
ptdHp-7=0

p=—dof p=7

S¥=—4of 5¥=7

5% = —4 heeft geen oplossing
5% =17 geeft x = log(7)
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Exponentiéle en logaritmische functies

5 a 600-0,8 =300

0,8 =3

= °’Slog(%) = 3,1

De hoeveelheid is in ongeveer 3,1 uur gehalveerd.
100+ 0,8" = 50, dus 0,8 = % dus weer 3,1 uur.

Je komt steeds uit op 0,8’ = % dus elke keer 3.1 uur.

n o

De groeifactor is 1,05. De vergelijking is 1,057 = 2.

{ = 195]0g(2) = 14,206... ; de verdubbelingstijd is ongeveer 14 jaar.
1,05'=8

t = 1%]og(8) = 42,620... . De verachtvoudigingstijd is ongeveer 43 jaar.
d Drie keer, want verachtvoudigen is hetzelfde als 3 keer verdubbelen.

n oo

7 a Als gde groeifactor per dag van Jodium-131 is, dan geldt g® = %, dus

1
g=(LF~0917.

Nu is op te lossen 0,917 = 0,05.

t =%9"0g(0,05) = 129,657... , dus 5% over na ongeveer 35 dagen.

Als g de groeifactor per jaar van Cesium-137 is, dan geldt: g*° = %, dus

g=(47~0,977
0,977 = 0,05
t =%9"0g(0,05) = 129,657... , dus 5% over na ongeveer 130 jaar.

b Jodium-131: 0,917 = 0,001, dus t = **'"log(0,001) = 79,726... dagen.
Cesium-137: 0,977 = 0,001, dus ¢ = “*7"l0g(0,001) = 298,973... jaar,
dat zijn ongeveer 109 200 dagen.

Het duurt ongeveer 1370 keer zo lang.

04

a 9 wordt vervangen door 32

b (a")1=ari=(at)y

¢ 3¥wordt vervangen door p.

d p—-6)(p+2)=0
p=6of p=-2
3¥=6o0f 3¥=-2
3% = =2 heeft geen oplossing
3¥ = 6 geeft x = *log(6)

e 4%-3.4=0 £ (1) +2-(14) =3
stel 4% =
P30 (3 +2=3- ()
p(p—3)=0 stel (13)"=p
p=0of p=3 pP-3p+2=0
4*=0o0f 4*=3 @P—-Dp-2)=0
4% = () heeft geen oplossing p=lofp=2
4x = 3 geeft x = ‘log(3) (1%)x=lof(1%)x=2

x=0of x = "log(2)
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U1

g Slogi(x) +log(x) =12 49x +2-7x =8

(log()) + Ylog(x) = 12 TH+2:7 =8

stel *log(x)=p (7)P}+2-7"=8

pr+p—-12=0 stel 7¥=p

(p+4)(p-3)=0 pPP+2p-8=0

p=—dof p=3 (p+4)p-2)=0

Slog(x) = —4 of *log(x) =3 p=—4of p=2

%= 38 %ol x=3° TX=—4of T*=2

xX= Ell— of x=27 7% = —4 heeft geen oplossing
7% =2 geeft x = "log(2)

2og?(1x) = 16 i -6:5+5=0
552 —6+55+5=0

(roe(y)) = 16 5=

2og(1x) = 4 of Zlog(Lx) = -4 PP—6p+5=0

%x =2%of il-x =07 ;P:_l 1())(fpp_:5; -0

Lx=16of 5x=1 S5v=1lof 5=5

x=320fx=% x=0of x=1

-6 -4 20 2 4 6 8
-1 1
Ll
Optie: snijpunten
De drie snijpunten zijn (—0,77:0,59), (2, 4) en (4, 16)
Invoer: y, = x?en yy = 1.1¥
Venster: —10<x <10, -10<y <10
Optie: snijpunten
De snijpunten zijn (—1,0; 0,9) en (1,1; 1,1)
Om het derde snijpunt te vinden, zoek eerst met de tabel.
Venster: —10 < x £ 150, 0 < y £ 10000.
Optie: snijpunt
Het derde snijpunt is (95,7; 9161,7).
Voor a > 1 is er altijd één snijpunt links van de y-as. Er is geen ander
snijpunt als de grafiek rechts van de y-as ‘binnen’ de parabool blijft.
Dan moet a dus in elk geval groter dan 2 zijn. Experimenteren met de

grafische rekenmachine laat zien dat de grafiek bij y = 3* daaraan voldoet.

Ook y = 2,1* voldoet daar nog aan.

Een soortgelijke methode kun je gebruiken om te bepalen voor welke a er
alleen maar één snijpunt rechts van de y-as is en geen snijpunten links van
de y-as. Experimenteren met de grafische rekenmachine geeft 0 <a < 0.4.
Conclusie: voor 0 < @ < 0,4 en a > 2,1 heeft de grafiek van k(x) = a* precies

één snijpunt met de parabool f(x) = x.
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11 Exponentiéle en logaritmische functies

U2 a De groeifactoris 1 + 1’8—0: 1+0,01p.

b Om de verdubbelingstijd uit te rekenen moet je de vergelijking
(1 +0,01p)" =2 oplossen. De oplossing is ¢ = ' *0.017log(2).

t
100
80
60
40
20

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45p

70
d Plot de grafiek van ¢ = ? in hetzelfde venster.

Deze grafiek valt nagenoeg samen met de vorige grafiek.
Dus de regel komt goed overeen met de formule uit opdracht b.

70
e Ermoet gelden — > 0,95« 110.017]og(2).

Invoer: y, = ? en y, = 0,95 - 1+0.01x]9g(2)

Venster: 0<x<20,0<y<20

Optie: snijpunt geeft x = 12,867...

Dus tot een percentage van 12,8 is de afwijking minder dan 5%.

11.2 Rekenregels voor logaritmen

intro Na 5 dagen is het aantal patiénten driemaal zo groot.
Na nog 3 dagen verdubbelt dat aantal en is het zesmaal zo groot.
Dus na 8 dagen is het aantal patiénten zesmaal zo groot.
En na driemaal 3 dagen is het driemaal verdubbeld, dus achtmaal zo groot
in 9 dagen.

8 a 3Flelb=11
b 2% =3 0,3 =4 en g'loe® =3
¢ 7=2"uM 7=12"07 en 7 = pflos

9 a 2Moed =3 PlogN) = 7 gn 2oed) « YlogN = 3. 7= 2]

b Uit de rekenregel a” - a% = a”*9

¢ 7og(d). log(D = 7] = 2ag2l) gy PUoE(3) « Flog(T) = log(3)+log(T)
dus 2%og3)+og(T) = Dlog(21)

d Zlog(3) + Zlog(7) = log(21)

e ¢log(a) + ¢log(h) = £log(ab)

f Slog(7) + *log(70) = log(7 - 70), dus a = 490

g ‘’log(70) = ’log(h) + log(7)
Slog(70) = *log(7h)
70="7bdush=10

h 4-3log(2) =log(2) + *log(2) + *log(2) + *log(2)
4 -3log(2) =3log(2-2-2-2)dus 4 - *log(2) =3log(16)
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10 a Slog(5) + *log(6) = *log(5 + 6) = *log(30)

b 7log(42) — "log(3) + "log(2) = "log(42 : 3 x 2) = log(28)
"log(42) - ("log(3) + "log(2)) =
"log(42) — "log(6) = "log(42 : 6) = "log(7) =1

d 2-’log(4) + ‘log(a) =
Slog(4?) + “log(a) = “log(16a)

e Slog(a) + Slog(a + 1) =log(a(a + 1)) = *log(a* + a)

f 3 %log(p) - “log(p?)=
3log(p?) — *log(p?) = “log(p? : p?) = *log(p)

11 a log(1000x) = 1log(1000) + log(x) = 3 + log(x), dus g(x) =3 + f(x).
b log(0.,01x) =log(1072) + log(x) = =2 + log(x), dus A(x) = =2 + f(x).
h(x)=a+ g(x)
=2+ f(x)=a+3+f(x)
—2=ag+3dusa=-5
d k(x)=4+ f(x) =log(10% + log(x), dus k(x) = log(10000x).
e m(x)=6+f(x)=1log(10° + log(x). dus m(x) = log(1 000 000x).

1
f nx)= log(;) =log(1) — log(x) = 0 — log(x), dus n(x) = —log(x) = —f(x).

g De grafiek van m ontstaat door de grafiek van f'6 omhoog te verschuiven.
De grafiek van n ontstaat door de grafiek van f'te spiegelen in de x-as.

12 a Voor het domein van fgeldt 2x — 3 > 0 ofwel 2x > 3, dus x > 1%.
Voor het domein van g geldt 16x — 24 > 0 ofwel 16x > 24, dus x > 1%.
b g(x)="log(16x — 24)
g(x) =log(8 * (2x = 3))
2(x) =log(8) + 2log(2x — 3)
2(x)=3+2og(2x — 3)
¢ De grafiek van g ontstaat door de grafiek van /3 omhoog te verschuiven.
13 2rbe=8) = gratS = 90-x klopts
Als x wordt vervangen door x — 5 verschuift de grafiek 5 naar rechts.
f(x)=2"%ofwel f(x)=2%-27% dusb=25=32.
De grafiek van fontstaat ook door de grafiek van g met 32 te
vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.

o n o w

010 a log(25)=log(5%)
log(5%) = 2 - log(5) op grond van rekenregel 3.
b log(10x) — log(x) = log(10) + log(x) — log(x) = log(10) =1
3log(55) — *log(5) = 3log(55 : 5) ="log(11)
d °log(90) — (’log(3) + log(6)) =
3log(90) — Slog(18) =
3log(90 : 18) = “log(5) =1
e 4-’log(2)—log(3)=
“log(2*) - *log(3) = log(16 : 3) = *log(5})
f Zlog(7) + 3 log(p) =
“log(7) + 2log(p?) = 2log(7p?)
g ‘log(h?) + log(h — 2) = 3log(h*(b — 2)) = log(h® — 2b7)
h 5-%log(d)— “log(d®) =
03log(d®) — "log(d?) = “log(d : d?) = “log(d?)
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11 Exponentiéle en logaritmische functies

U3 a Zlog(3)-3log(4) - *log(5)* ... *
log(3) log(4) log(5)
log(2) log(3) log(4)

.+ log(n) =
log(n)  log(n) _

logn—1) log(2)
De gehele machten van 2 groter dan 3 en kleiner dan 100 voldoen.
n=4,8,16, 32 en 64.
b log(n) = 20 geeft n = 2" = 1048576.

De uitkomst is groter dan 20 als n > 1048 576.

Zog(n)

11.3 Herleiden

intro  Overeenkomst: beide hebben de y-as als asymptoot.

14

15

16

17

160

o

o

Verschil: de grafiek van fheeft één tak, die van g heeft twee takken.

p=1+"7log(r+2)
p—1="3log(r +2)

r+2=3"1
r=3"1-2

T =*log(2a)

a= 2—1 . (22)]"
q=2"1.02T
a= 22T~1

N=3-4
3-4=N
=iy
S
t=4log(§N)

N=-16+4-5
~16+4-5=N

4-5=N+16
5=iN+4

b= 510g(%N+ 4)

g=-2+ log(p)
-2+ log(p)=¢

Slog(p) =g +2
p = Sq+2

q = log(6p — 12)

6p—12=10¢
6p =107+ 12
p=t-10¢+2

AN-6=5
=
4N

b= 610g(%)
7N = 10
(N =Tlog(10)
- "log(10)
N

6 =

Weg=1

ZP:l
q

1
=2]og| —
. g(q)
p=—"log(g)
4q - Slog(p) =

Hoofdstuk 11 Exponentiéle en logaritmische functies
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18 a

19

20 a

21 a

4-log(S)—2-log(R)=1
log(S*) — log(R?) =1

b Zlog(P)+2-%log(Q)=-1
“log(P) +*log(Q*) = —1

§4 3 210g(P.Q2):_1
log(Rz) = P.Qr=2"1
_1
g;=10 Pr@*=3
R e L
S*=10R? P_2Q2

*log(K) + Vlog(M) =2
‘log(K) , log(M) _

log(9)  log(27)
Ylog(K) | “log(df) _ 5
2 3

log(K) + 5 - log(M) = 4
2
log(K) + log(M°) = 4
z
Slog(K« MF) =4
2 4
K-M =3

81
K=——

e

De overeenkomst is dat rechts van de y-as de grafieken van fen g
samenvallen. Het verschil is dat f ook een tak links van de y-as heeft.

De verklaring is dat (<, 0) U {0, —) het domein van f’is en {0, —) het
domein van g is. Dus log(x?) = 2 - log(x) voor x > 0.

De grafieken van /4 en j vallen volledig samen.

Conclusie: Voor oneven positieve n geldt: log(x") = n * log(x) en voor even
positieve n geldt log(x") = n + log(x) voor x > 0.

g(x) =3 +3log(25x)

g(x) =3+ (log(25) + *log(x))
g(x) =3+ (2+log(x)) p(x) =
g(x) =3+ log(x)+ 6 -
g(x) =log(x?) + 6 = f(x)
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22 a

23 a

016 a

021 a

Exponentiéle en logaritmische functies

f(x) = 210g(32x) d f(x) = 92x-2
f(x) =1og(32) +log(x) f(x)=9%.972
=3 +08) £ = (@) -

S =g 81

h(x)= g+t

h(x)=g“gbdusa=g°

h(x) = slog(bx)

h(x) = slog(h) + #log(x) dus a = #log(h)

1
J(x) =log(4x) glxy=2%7 log(g )
f(x) ="log(4) + “log(x) r
_ gha =2 ogha )
f(x) =log(2?) + log(x) prA T I

f(x) =2-3log(2) + 3log(x)

h(x) = f(x) + g(x)
h(x)=2+3log(2) +°log(x) — 4 - ’log(x)
h(x)=2"+3log(2) — 3 - ’log(x)

g(x) = —4-log(x)

Links en rechts van het =-teken zijn verwisseld.
_7 2
6'= §P — ]3‘

t= 6log(%;]“ - 1%)

2P-T=2-3 f sP=12
.p=>5
Tlﬁ'3t:2P_7 t+ P="log(12)
Slog(12
31=20P— 70 z:%
t =3log(20P — 70)
2P 3=9 g 3P=13-2-5
9 1
3=— 2:5'=13-3p
ap 2
9 S5=3-12pP
t=1log|— 4”12
{7

t= 5log(% - I%P)

g(x)=5+3log(3x)

g(x) = log((3x)")
g(x) =log(3** x)
De rekenregel ¢log(ab) = ¢log(a) + ¢log(h) wordt gebruikt.

¢ g(x)="log(3%) + log(x’)

162

g3) = 5+ Tlog(x), dus g(¥) = /()
fo= (37
flxy =335

£) =755+ 3", dus g(v) = ()

Hoofdstuk 11 Exponentiéle en logaritmische functies
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U& a log(l)=-0,0097+1
[ = 10-0.0091+1
I= (10~0,009).r - 10!
1=10- (100009
b=10en g=10700"

s _1
b (10 0,009)1_5

1 1
gy o) sl
E2) = Tog(10709%) ~ 20,009
De intensiteit is na 34 dagen gehalveerd.

= 33,45

US a Ax)=f(x+a)—f(x)
h(x)=5-3"te—5.3%
h(x)=5-3%-3¢—-5-3*
h(x)=5-3%-(32-1)
h(x)=5-(3—1)- 3"
Dit is een exponentiéle functie met beginwaarde 5+ (3¢ — 1) en groeifactor 3.
flex) 5:3= 3= .
a7 T = T T
k(x) = 3(L‘“1)x = (3c—1)x =1- (3c-l)x

11.4 Vergelijkingen en ongelijkheden

intro  Het domein van g is R, want x* + 16 is altijd positief.
Dus grafiek A hoort bij g. Dan hoort grafiek B bij £.
De grafieken zullen elkaar niet snijden omdat voor dezelfde waarde van x de
waarde van g(x) altijd groter zal zijn dan die van f(x).

24 a 3x— 7kan alle waarden hebben behalve nul (dus x # 2%).
b Slog(|3x—-7))=2
3x 7| =52
3x—7]=25
3x—7=250f 3x—-7=-25
3x=320f 3x=-18
x=10%of x=—6

25 a x2-4x=x—-4

x2—5x+4=0
(x—1I)(x—4)=0
x=1lofx=4

b Voor x = 1 staat er *log(—3) = 2log(—3) en *log(—3) bestaat niet.
Voor x = 4 staat er 2log(0) = 2log(0) en Zog(0) bestaat ook niet.
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26 a

27

28 a

29 a

164
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log(|2x - 3)) =4

|2x — 3| =3¢

2x—3=8lof 2x —3= -8l
2x=84 of 2x=-78
x=420of x=-39

Zog(x —3)=1—Zog(x + 3)
Zlog(x — 3) + Yog(x+3) =1
Zog((x =3)(x+3)=1
x2—-9=21

=11

x =411 (x = =11 voldoet niet)
log(2x —4) —log(7) =1
log(2x — 4) = log(10) + log(7)
log(2x — 4) = log(70)
2x—4=170

2x=174

x =37

Het domein van fis {«.0) w (0,—).

“log(|x)) = 15

1 1
x| =42=(22)2=27=8
x=—8of x=8

d Slog(d®) — Tog(6) = =2

1

ﬂog(%) =-2
4x _ 1y _
ra (37" =9
4x =54

x= 13%

510g(—)1;) =2 +log(x)
Slog(1) — *log(x) = 2 + >log(x)

-2 +3log(x)=2
Slog(x) =—1
o= 5'_1 o %...

Slog(5 — x) — log(2x +4)=1
log(5 — x) =log(3) + *log(2x + 4)
log(5 — x) =3log(3 * (2x + 4))
S—x=6x+12

== 7

x=-1

Aflezen uit de gegeven grafiek geeft -8 <x<0of 0 < x <8

Eerst oplossen “log(|x[) = -2
A2 ]

x| =472 =1

Xi= 16 of x= 16

Aflezen uit grafiek geeft x < —11—6 of x> ]1—6

Voor het domein van f'geldt x +2 > 0, dus x > —2.

1
Eerst de vergelijking Zlog(x + 2) + 4 = 5 oplossen.

Tlog(x +2) = 1

De oplossing van f(x) > 5 aflezen uit de gegeven graficken geeft -2 < x < —1%

dog(2x+1)<5

Eerst oplossen 2log(2x + 1) =5
2x+1=2=32

2x =31

x= 15;1_1

2log(2x + 1) bestaat alleen als 2x + 1> 0

ofwel x > —%
Invoer: y, = 2log(2x + 1)en y, =5
Venster: =5<x<20,-10<y< 10

De oplossing van de ongelijkheid is —% <x< 15%
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30 a

026 a

log(4 — x) =2 — 3log(4 + x)

Eerst oplossen log(4 — x) =2 — 3log(4 + x)

log(4 — x) + log(4 + x) =2
log((4—x)4+x)=2

16—gt=3

s

x=—\7of x=47

log(4 — x) bestaat alleen als 4 — x > 0 ofwel x < 4
‘log(4 + x) bestaat alleen als 4 + x > 0 ofwel x > —4
Invoer: y, = Jlog(4 — x) en y, =2 — 3log(4 + x)
Venster: —10<x <10, -5<y<5

De oplossing van de ongelijkheid is —y7 < x < \ﬁ A

Voor het domein van fgeldt 15— 2x >0, dus x < 7%
Eerst oplossen 3log(15 — 2x) =1

15-2x=3
2x=12
x=6

Invoer: y, = *log(15 = 2x)en y, =1

Venster: —10<x <10, -5<y<5

De oplossing van de ongelijkheid is x < 6.

Voor het domein van g geldt 5x + 20 > 0, dus x > —4.
Eerst oplossen 3log(15 — 2x) = 3log(5x + 20)
15-2x=5x+20

=5=7Tx

Invoer: y, = *log(15 — 2x) en y, = Jlog(5x + 20)
Venster: —10<x <10, -5<p<5

De oplossing van de ongelijkheid is —% <x< 7%
f(x)-g(x)>0

Eerst oplossen f(x) - g(x)=0

f(x)=0o0f glx)=0

15-2x=1of 5x+20=1

2x=140of 5x=-19

x=T7o0f x= —3%

Invoer: y =3log(15 — 2x) * 3log(5x + 20)
Venster: —10<x <10, -10<y <10

De oplossing van de ongelijkheid is —3;1 <x<7

De rekenregel flog(a) — ¢log(h) = 5log(§)

x2+7
“log IS—x)_
x2+7
13-x
i F T=d] 8=
x2+7=52—4x
x2+4x—-45=0
(x+9)(x—-5=0
x=—%of x=5

© Noordhoff Uitgevers bv

Hoofdstuk 11 Exponentiéle en logaritmische functies

165



11

Exponentiéle en logaritmische functies

Een logaritmische functie heeft een beperkt domein.

e x=-9invullen geeft *log(88) — 2log(22) = 2Iog(%) =log(4) =2, klopt en

029 a

Ub a

166

x =5 invullen geeft 2log(32) — Zlog(8) = log(32) = log(4) = 2. klopt ook.

De oplossingen voldoen beide.

i Pl ) =22
-x2+8x—-7=8

x2—-8x+15=0
(x=3)x—5=0
x=3o0ofx=5

x = 3 invullen geeft *log(2) + *log(4) =1+ 2 = 3, klopt en

x = 5 invullen geeft *log(4) + *log(2) = 2 + 1 = 3, klopt ook.
Voor het domein van fgeldt x> 1 en

voor het domein van g geldt x <7

Invoer: y; =Zlog(x — 1) +2log(7 — x) en y, = 3

Venster: 0< x <10, =5<yp<5

De oplossing van de ongelijkheidis | < x<3of Ssx<7
log(5—-3x)>4

Eerst oplossen log(5 — 3x) =4

5—-3x=281
3x=-76
x=—25%

3log(5 — 3x) bestaat alleen als 5 — 3x >0, dus x < 1%
Invoer: y, =*log(5 — 3x)en y, =4

Venster: =50 < x <10, —-5<p<5

De oplossing van de ongelijkheid is x < —25%
Slog(x? +10) = log(x +2) > 1

Eerst oplossen *log(x* + 10) — ’log(x +2) = 1

X2+ 10 X2+ 10
5 — =
log x+2) 1 ofwel - 5
x2+10=5x+10
x2=5x

x =0 of x =5 beide voldoen.

Slog(x? + 10) bestaat voor elke waarde van x.

Slog(x + 2) bestaat alleen als x + 2 > 0, dus x > —2
Invoer: y, =log(x* + 10) — *log(x + 2)en y, =1
Venster: —10<x <10, -5<p<5

De oplossing van de ongelijkheidis —2<x<0of x25

—2-10{12345 7
o |

=2
-3
6x—x2>0
6x—x2=0
x2=6x
x=0ofx=6
Zie de grafiek bij opgave a. Het domein is {0,6).
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c y=p+tbx—x

2

x-as snijdt in (=3, 0) en (9, 0).

moet dan de vergelijking zijn van een bergparabool die de

(9,0)invullenin y=p+ 6x — x> geeft 0=p+ 6 -9 — 81, dus p = 27.

Controle; invullen van p =27 en (=3, 0) geeft 0 =27 - 18 —

9 klopt.

d Het maximum van de parabool y = p + 6x — x? is dan 3* = 81.

d
het maximum wordt bereikt als = 6—2x=0,dusals x =

dx
x=3en y=8linvullen geeft 81 =p + 18 — 9, dus p = 72.

3.

e Dan moet geen enkel punt van de parabool y = p + 6x — x? boven de x-as
liggen. Onderzoek voor welke waarde van p de top op de x-as ligt.

Je weet dat x,,, = 3, dus dan moet y,,, = 0 zijn.
Ditinvullenin y =p + 6x— x2geeft 0=p + 18 -9, dus p =
/, bestaat voor geen enkele waarde van x als p < 9.

=9,

11.5 Groeimodellen

intro QO zou een kwadratische, exponentiéle of gebroken functie van R kunnen zijn.

31 a De richtingscoéfficiént ¢ van een lijn door de punten (2, 10) en (6, 50) is

50— 10
-
10=10+2+ b dus h=-10.

b De groeifactor per 4 tijdseenheden is T0 =5.
1

32 a b

o

De groeifactor per 1 tijdseenheid is dan 5% = 1,4953...

= 10. Substitueren van (2, 10) in C= 10z + b geeft

1 1 1
Substitueren van (2, 10)in C=h- (SE)I geeft 10="5- (5‘3)2 =h-57=h-5

10_

\B

5000

Dus b= 245~ 4,47.

s (bgig) —

4000

3000

2000

1000

0 1 2 3 4 5 6 7

8

t(uur) —

De grafiek heeft de vorm die kan horen bij een exponentieel verband.

2940
4200
De groeifactor per uur is 0,7.

De sterkte van de straling op ¢ = 0 1s 4200 : 0,7 = 6000 bg/g.
§=6000-0,7

=0,7; 4200 - 0,7* = 1008 en 4200 - 0,7 =~ 494

Voor t=1, 2, Sen7 vind je de s-waarden: 4200, 2940, 1008 en 494,
De waarden in de tabel voldoen bij benadering aan deze formule.
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33 a t=2en C=10invullenin C=p - 2 + g geeft

10=p-22+g¢
10=4p+g

b r=6en C=50invullenin C=p- > + g geeft
50=p:-6>+g
50=36p+gq

c 10=4p+qggeeftq=10—4pen
50 = 36p + g geeft ¢ = 50 — 36p

d 10-4p=50-36p
32p =40
p=lieng=10—-4-1;=5(dus C= 1312 +5)

34 a b Mercurius | Aarde | Mars | Jupiter | Saturnus | Neptunus
log (7) -0,62 0 0,27 1,07 1,47 222
log (A) 1,76 2,17 | 2,36 | 2,89 3,16 3,65
14
=
g3

-1 05 0 0,5 1 1,5 2 2,5
log (t) —

-1

3,65-1,76
2,22 - —0,62
en het startgetal n is log(149,6) = 2,17 dus log(4) = % -log(r) + 2,17

De richtingscoétficiént 2 van de lijn is ongeveer =0,665... = %

2
¢ log(A4)=log(f) + log(149,6)

2
A=1-149.6
A=1496-1F

35 a Omdat de temperatuur van de thee daalt, moet er met een getal tussen 0 en 1
worden vermenigvuldigt.
b Beginverschil is 65°C, de groeifactor 0,7 dus V"=65+0,7".
T=20+ V=20+65-0.7 met ¢ per 5 minuten.

L L
De groeifactor per minuut is 0,7%; de formule wordt 7= 20 + 65 - 0,75!

36 a De groeifactor per 6 meter van d = 4 naar d =10 is % en van d = 14 naar
d = 20 is de groeifactor % Dat is niet gelijk.
b Het product van d en 7 is niet constant.

c & |16|100|196|4OO
! ]25| 4| 2| 1

d?+ [ is constant (400), dus I = 45—20

168  Hoofdstuk 11 Exponentiéle en logaritmische functies © Noordhoff Uitgevers bv



034 a

U7 a

Zie de tabel naast de grafiek.

t
< 8
7
) x = log(s) | v = log(K)
0,30 2,57
5 0,70 4,16
1 5,36
4 1,40 6,95
1,60 LI
3
2
1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
log (s) —
7,77 =257
De richtingscoéfficiént van deze lijn is —————=

1,60 — 0,30 4.

(1;5,36) invullen in y =4x + b geeft 5,36 =4+ 1 + b, dus b = 1,36, klopt.
log(K) =4 -log(s) + 1,36

log(K) = log(s*) + log(10'39)

log(K) = log(10'36 - 5%

K =103 s* ofwel K =23~ 5"

Zie de tabel naast de grafiek. log(d) |log(1)
Lo log (d)— 1.00 [-0,31
g 2 1.30 [—0,90
p 1,60 |—1,51
1,78 |—1,85
5 1,90 |-2,10
2,00 |—2,30
T (L

De grafiek is een rechte lijn, de richtingscoéfficiént is = =2,

2,00 - 1,00

(2,00; —2,30) invullen in log(f) = =2+ log(d) + b geeft 2,30 =-2-2,00 + b
dus h = 1,7 en de formule is log(I) = =2 - log(d) + 1,7.

log(f)=-2+log(d) + 1.7

log(7)+ 2+ log(d)=1,7

log(I) + log(d?) = 1,7

log(7-d*)=1,7

50
I-d= 101*7=500fwell=ﬁ

De richtingscoéfficiént is Ll VA = 10.
-2,30 — —0,31
(—0,31;117) invullen in D =10 - log(I) + b geeft 117=10--0,31 + b

dus b = 120.
Het verband tussen de geluidssterkten is D = 10 - log(Z) + 120.
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11.6 Gemengde opdrachten

37 a 1+4-%log(x)=7
4-3log(x)=6
Slog(x) = 13

x=35= 3

b f(x)=1+4-3log(x)
S(x) ="log(3) + *log(x*)
S(x) = log(3x*)
p=3eng=4

¢ 1+4-3og(x)=1+3og(9x?)
4 - 3log(x) = log(9x?)
log(x*) = log(9x?)
x4 =92
x2=0of x2=9
x=0of x=-30f x=3
x =0 en x = —3 voldoen niet.
De oplossing is x = 3.
f@=1+4-3og3)=1+4-1=5
Het snijpunt is (3, 5).

38 a ¥

=2

-3 1
b Voor het domein geldt x> — 6x + 8 > 0.
x2—6x+8=0
(x—=2)(x—4)=0
x=2o0fx=4
De grafiek van y = x? — 6x + 8 is een dalparabool, dus dit betekent dat
((—, 2y U (4, —) het domein van fis.
¢ Deasymptoten zijn de lijnen x =2 en x = 4.
d log(x?—6x+8)<0
Ferst oplossen log(x*> — 6x + 8) =0
x2—6x+8=1
x2—6x+7=0
D=(—6Y—-4-1-7=8
6—+8 6++8
2 of x= 2
x=3-y20f x=3+42
Zie grafiek, de oplossing van f(x)<0is3 — \E <x<2en4<x<3+ \E

X =
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39 a

40 a

2og(R) = 4,45 — 2,318
R= 24,45—2!31.5‘

R = 2445 . 9-2318
R = 2445 (27231)s
b=24%=2186eng=2"2"1%0,20

16+ 2x-6 =42

Db Y= 2%
P = 2%
x—2=%
xX= 2%

15-3**2+18=93
15-33+2 =75
3x+2 =35

x + 2 =3log(5)
x=-2+ 3log(5)

1 —2og(dx+1)|=2

1 -2log(dx+1)=20f 1 —Zog(4x + 1) = -2
Zlog(4x + 1) =—1 of Ylog(4x + 1) =3
dx+1=21=lofdx+1=23=38
4x=—%of4x=7

x=—é0fx=1%

4
Zog(x)+3
stel 2log(x) =p

4 —
p+3 7
4=pp+3)
p+3p—4=0
@p+dp-1=0
p=—dof p=1
Zog(x) =—4 of 2og(x) =1
x=2%=Lofx=2

=log(x)

og(2x) + *log(7) < 3

Eerst oplossen #log(2x) + *log(7) = 3
‘log(14x) =3

14x=43=64

M= 4% /
*log(2x) bestaat alleen als x > 0.

Invoer: y, = *log(2x) + *log(7) en y, = 3
Venster: —10<x <10, -5<p<5

Zie grafiek, de oplossing is 0 < x < 4%

flog(5x +3) + Clog(x —1)=2
Slog((5x + 3)(x — 1)) = 2
Gx+3)x-1)=62=36
5x2—2x—-3=36
5x2—=2x-39=0
D=(=2P—4-5--39 =784
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2—+784 2 ++784
x=———of x=—"7

D25 2:5
x= —2% of x=3
xX= —2% voldoet niet, dus de oplossing is x = 3.
1
g Zog(x’—2x)2-3
1
Eerst oplossen Zlog(x* — 2x) = =3
-2x=(L)7 =3
1~ 2%~ 8=10
(x+2)(x—4=0
x=-2o0of x=4
L
?log(x? — 2x) bestaat alleen als x> — 2x > 0.
x2—=2x=0
x(x=2)=0
x=0ofx=2
De grafiek van y = x? — 2x is een dalparabool, dus

1
log(x? — 2x) bestaat alleen voor x-waarden J \

uit («, 0) U (2, =). / \

Invoer: y, = %log(xz —2x)en y,=-3 / \

Venster: —10<x <10, -5<y<5

Zie grafiek, de oplossingis —2<x<0of 2<x<4
h 8 +4x=6-2¢

(23)x ” (22)x =6-2%

(2x)3 + (2x)2 — 6 . 2)‘7 = 0

stel 2¥=p.

P Hp=6p=0
pp*+p-6)=0
pp+3)p-2)=0

p=0of p=—3o0f p=2

2¥*=0of 2*=-30f 2*=2

2¥ =0 en 2¥ = =3 hebben geen oplossing.
2*=2geeft x=1.

41 a De groeifactor is 0,6.
0.6'= %, dus ‘= 0*610g(%) =1,3569... dagen = 33 uur.
b 36=100-0,6-0,6, dus na 2 dagen.
¢ Na twee dagen is er 36 mg over. 33 uur later is deze hoeveelheid gehalveerd.
Dus na twee dagen en 33 uur ofwel 3 dagen en 9 uur.

Onderzoeksopdrachten

42 Je moet onderzoeken voor welke waarde van g de vergelijking #log(x) = x
precies één oplossing heeft.
Als 0 < g < 1 heeft deze vergelijking precies &n oplossing: de grafiek komt
vanaf de asymptoot naar het punt (1, 0) en snijdt daarbij de lijn y = x één
keer.
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Voor g > 1 onderzoek je of er een waarde van g is, waarbij de grafiek van m,
de lijn y = x raakt. Met plotten vind je dat de grafiek van m, al dichter in de
buurt van de lijn y = x komt dan m,. Verder proberen (inzoomen) leert dat

er voor g = 1,4 twee snijpunten zijn en voor g = 1,5 geen.
De grafiek van m snijdt de lijn y = x tweemaal als 1 <g< 14

8 8
43 0)=————=2=>
3 JO=T 306 4
Op den duur, dat wil zeggen als ¢ zeer groot is, nadert 0,67 naar 0 en f{¢) naar
8 8
1)y= =—=8
Jo 1+3-0 1
b Voor het snijpunt met de y-as geldt r = 0.
A

, dus het snijpunt met de y-as wordt bepaald door

fO= 1+B-g° 1+B
zowel A4 als B.
¢ Als ¢ toeneemt, nadert g’ op den duur naar 0.
De functiewaarde nadert dan tot £ = & =A.
1+B-0 1
De grenswaarde wordt door A4 bepaald.
d Als B groter wordt, wordt het snijpunt met de y-as , dus de beginwaarde
kleiner.
Als g groter wordt, dus dichter bij 1 komt, gaat de grafiek minder snel naar

de grenswaarde.

Samenvatting

S1 a 2log(13)—2-2og(3) = b 11-Slog(x) +1-log(2) =

2 _2 INi—= 1 )|
log(13) — “log(3*) Slog(xli) L Slog(zi) =

“log ‘33) . Slog(r{x +\2) =
Slog(xy2x)
“log(13)

S2 a Alst toeneemt, wordt 0,95 kleiner en nadert op de duur naar 0.
Hierdoor wordt S dus steeds iets groter (afnemende stijging) en nadert naar
de grenswaarde S = 25— 3 -0 =25. Kenmerk B is hier van toepassing.
b De formule S =12+ 4(¢— 1) is te herleiden tot S =8 + 4¢.
Dit is een lineaire functie met een richtingscoéfficiént 4. dus kenmerk A is
hier van toepassing.

S3 1,004 =2
[ = 100450(2) = 173,633... weken
De verdubbelingstijd is 7 - 173,663... = 1215 dagen.

Sk a ("log(x))* = Flog(v) +2
Stel 1%log(x) =p

p2=p+2
pPP-p-2=0
(p+D(E-2)=0
p=—lofp=2
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Bfog(e) =—1 of Hog(#)=2
-

xX= % of x= 2%

b Slog(3x) + ‘log(2) =4
Slog(3x-2)=4
6x=5=625
x=104¢

c ;_log(x2+6x)=—3
x2+6x=(%)_3=27
x2+6x—-27=0
(x+ 9)(x—3)=0
x=-9%0of x=3

d 42%—-11-4+24=0
Stel4*=p
pr=1lp+24=0
(p=3)p-8=0
p=3of p=8§
4*=3of 4*=8§

x =*og(3) of x ="*log(8)=1,5

S5 a Slog(10x-x%) <2
Eerst oplossen log(10x — x%) =2
10x—x2=32=9
x2=10x+9=0
(x—1D(x—9)=0
x=lofx=9
3log(10x — x?) bestaat alleen als 10x — x> > 0. Y e
10x —55=0 f A
x(10—-x)=0
x =0 of x=10 De grafiek van y = 10x — x
bergparabool, dus *log(10x — x?) bestaat alleen als 0 < x < 10.
Invoer: y, = *log(10x — x?)en y, =2
Venster: —10<x <10, =5<p<5
Zie grafiek, de oplossing van de ongelijkheidis0 <x<1of 9 <x<10.

b 3log(10 — x) > -2 + 3log(x + 5)

Eerst oplossen log(10 — x) = =2 + log(x + 5)

2is een

log(10 - x) = *log(}) + *log(x + 5)

og(10 — x) = Ylog(}(x + 5))
10-x=§(x+5)

90-9x=x+5

85=10x

x= 8%

log(10 — x) bestaat alleen als 10 — x > 0 ofwel x < 10

en Jlog(x + 5) bestaat alleen als x + 5 > 0 ofwel x> —5. H""‘\‘_
Beide logaritmen bestaan alleen als —5 < x < 10. - \
Invoer: y, = 3log(10 — x) en y, = =2 + 3log(x + 5) /

Venster: —10<x <10, —-5<y<5

Zie grafiek, de oplossing van de ongelijkheid is -5 < x < 8%
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S6  Slog(P)=273 - 0410
P = 327370410
P =3273.3-0410
P = 3273, (3-041)0
c=3%27=%20,07eng=3"41=0,64

S7 a g(x) =2log(8x%)
g(x) =log(8) + log(x*)
g(x) =3 +5-Zlog(x) = f(x)

b f(x)= 5"
f) = g5
Fe= (3 (s
f) =G5
f@ =37y
) =375 (5 = )

Test jezelf

T1 a **log(14) + *log(41) = d Zlog(h) - ’log(3) =
Hlog(14-41) = . (b
20g(574) log\3)=
2log(%b)
L L 1
b log(2) —log(12) + log(8) = e ’log(p)+ 2log(—) =
2-8 4
log(—) = 1 1
12 ﬂog( - _) _
log|~2| = log(1%) ! M
Bz B\ 510g(%) =2
¢ Slog(6) - (Slog() — Slog(2)) = f 1Slog(x7) - 3-Slog(x) =
1 1
Slog(6) - Slog(f) + Slog(2) = Slog((x7F) — Slog((x?)?) =
. 1 1
o2 - oty -
12 3L
x? 2l
Slog(144) 5log(T) =Slog(x7)
X 2
T2 a 5k2=7
[x = 2| = log(7)

x — 2 ="3log(7) of x — 2 =-3log(7)
x =2 +7log(7) of x =2 —3log(7)

b 3-log(x+2)=21
log(x +2)=3

2
x+2=10

x=4100-2
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Yog(x — 6) + Aog(x) =4
Aog(x(x — 6)) = 4

x2—6x=2*=16
x2—-6x—-16=0
(x+2)(x—8)=0
x=—20of x=8

x = —2 voldoet niet, dus de oplossing is x = 8
(3 -11-(3) +24=0

(4 =114+ 20=0

() -11-G) +24=0

St ei( )

—11p+24=0
(p—3)(p—8)=0
=30of p=8§

by =3t (1-

= log(3) of x = Zlog(8) = -3
2+ 3log(x) — Jlog(3x+4)=0
log(x?) = 3log(3x +4)

Il

x2=3x+4
x2=3x-4=0
(x+D(x—-4=0
x=—lofx=4

x = —1 voldoet niet, dus de oplossing is x = 4.
2log(3x—2)<7

Eerst oplossen 2log(3x —2) =7
3x—2=27=128

3x =130

xX= 43%

’log(3x — 2) bestaat alleen als
3x—2>00fwe1x>%.
Invoer: y, =%log(3x —2)en y, =7

Venster: 0 < x <50, —-10<y <10

De oplossing van de ongelijkheid is % <x< 43%

flog([8 ~ %) > -2
Eerst oplossen “log(|8 — x?[) = —

\s—x2|:(l)“2:4
§—xl=4o0of §—x2=—-4
xI=4of x2=12

x=—y120f x=-20f x=2of x=412

1
2log|8 — x2| bestaat alleen als 8 — x2 # 0 ofwel x # —/8

en x#\{g.

1
Invoer: y, = 2log(|8 — x?[) en y, = =2
Venster: —10<x <10, -5<p<5
De oplossing van de ongelijkheid is

—J12<x<—\8of -8 <x<-20f 2<x<yBof {8 <x <412
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13 a

75

p=5=4dp

pP—4p—-5=0
P+Dp-5=0
p=-lof p=5
I¥=—lof3*=5

3% = —1 heeft geen oplossing.
x =3log(5)

1,08:=2

t = L08pg(2)

t=9,006...

De verdubbelingstijd is ongeveer 9 jaar.

Van 15 000 naar 60 000 betekent twee keer verdubbelen, dit duurt 18 jaar.

Voor de verticale asymptoot van fgeldt 5x —2 =0, dus x = %
Voor de verticale asymptoot van g geldt x = 0.

-1+ 2log(5x — 2) = "log(x?)

2log(}) + 2log(5x — 2) = 2log(x?)

2log(2hx — 1) =2log(x?)

Z%x —1=5

2%t~ SEF2=0
D=(-52-4-2-2=9
_S- \5 e | _ 3+ \/5
= 4 =3 of x= 4
De snijpunten zijn (%, —2) en (2,2).

Zie grafiek, de oplossing van f(x) = g(x) is %s xg2

=2

X

De verticale asymptoot is x = -3, danis =3+ h=0,dus h =3

(—1, 0) ligt op de grafiek, dus 0 = “log(—1 + 3) + ¢, dus ¢ = —“log(2)
(1, 1) ligt op de grafiek, dus 1 = “log(l + 3) + ¢, dus ¢ = 1 — “log(4)
—“log(2) =1 — “log(4)

Nog(4) —“log(2) =1

“log(g) =1,dus“og2)=1lena=2

¢ = —“log(2) wordt dan ¢ = —?log(2) = —1

a=2,b=3enc=-1
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Té a Voor het domein geldt %x +4>0,dus x>-12,
b De verticale asymptoot is de lijn x = —12.

£(x) ="log(3x +4)

fx) =1log(} - (x + 12))
£(x) ="log(3) + Jlog(x + 12)
f(x)=—1+3og(x + 12)

a=-lenb=12
T B 49-10° B 4,9-10°
a D—10-10g5—2=42,9 D=10-log 02 = 36,9
D=10-1og 2218V _ 4o D=10-1og 2218 30
pam- . 0 = — - 0 ~
24 72 g 202 s
B 4,9-10°
b D=10-log 2

D =10" (log(4,9 * 10°) — log(r2)
D=10"-(log(4,9-10° — 2 - log(r))
D=10"log(4.9-10° - 20 - log(r)
a=10+log(4.9+10%) = 56,9 en b = —20

4,9-10%\
¢ 10-log ) =0
49-10%\
log 2 =0
49-10°
=1

2

P=49-10°=49-10*

r=\49-10*=7-10*=700

Dus op een afstand van 700 meter is de geluidssterkte O dB.

18 a log(M)=2, dus de massa van het ei is M = 10> = 100 gram.

log(L) = 1,12, dus het waterverlies bedraagt L = 1012 = 13,2 gram.

b 13,2 van 100 is ongeveer 13%, klopt.
Voor de albatros geldt log(M) = 2,5, dus M = 10%° = 316 gram.
log(L) = 1,62, dus L = 1042 = 42 gram.
13% van 31615 0,13 - 316 = 41 gram.
Ook voor de albatros klopt dit redelijk.

d log(L)=1,031"log(M)— 0,885
log(L) = log(M"*") — log(10%8%3)

103
log(L) = log(w)

A031 1

o - L agql031
100885~ 1 ()0.883 M

L=

a= =0,130en h =1,031

100,885
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Extra oefening

72
E1 a De groeifactor per jaar is i 1%
b 2025 is 6 jaar verder dan 2019.
De staatsschuld is dan 72 - (1%)6 = 146 miljard dollar.

¢ Voor de verdubbelingstijd geldt (1%)'r =2

1
De verdubbelingstijd is ¢ = lElvz)g(2) jaar.
t=5,884... jaar.
Dat komt overeen met 5,884... + 12 = 71 maanden (5 jaar en 11 maanden).

E2 a (1) 7"=3 e log(|5—2x))=-3
1
1 - x = "log(3) |5—2x| =2"23=¢
1
x=1-"log(3) 5-2v=1lof5-2¢x=-1

2x =4l of 2x = 5§

- —n9
x—2]60fx—216

b 62x1=3 f 5xtl=4
2x — 1 ="%log(3) —x+1="log(4)
2x =1+ flog(3) x=1-"log(4)
x:%+%°6log(3)

c 2-log(2x+1)=-2 g 165—3-4=10
Slog(2x + 1) = 4 (@) —3-47=10
dc+1=3"=38l @2 =3-4-10=0
2x =80 Stel 4*=p
x=40 pPP=3p—-10=0

(p+2)(p-5=0
p=—20of p=5
4x=-20f4*=5

4% = =2 heeft geen oplossing.
De oplossing is x = *log(5)

1 L fg%—3
7 L 3 —=
d logx_l) 1 — log(x) h logx+3) 1
1 _ x—3_ 11
Tog m)+7log(x)—l x+3—(3) =3
5 X\ X 3=BE0
logx—l) ! ~2x=12
X x=-6
=7
x—1
x=Tx-17
—6x=-7
x=1é
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E3 a Z2log(-2x+1)>5
Eerst oplossen Zlog(—2x + 1) =5
—2x+1=2°
-2x+1=32
—-2x =31
x=-1 5%
2log(—2x + 1) bestaat alleen voor —2x + 1 > 0, dus x < %
Invoer: y, =log(—2x+ 1)en y, =5
Venster: =25<x<5,-10<y< 10
De oplossing van de ongelijkheid is x < — IS%

o 2ol
Ferst oplossen 23! = (%)x
23x“l = (2‘“2)x — 242;:

3x—-1=-2x
5x=1
1 5 -

X=3

Invoer: y, =2%"1en y, = (%)x

Venster: —5<x<5,-5<y<5

De oplossing van de ongelijkheid is x < %
¢ 2-’log(x) > log(x + 6)

Eerst oplossen 2 - 3log(x) = *log(x + 6)

Slog(x?) =log(x + 6)

X=x+6

X2-x-6=0

(x+2)(x=3)=0

x = —2 (voldoet niet) of x=3

log(x) bestaat alleen voor x > 0.

log(x + 6) bestaat alleen voor x + 6 > 0, dus x > —6. bt 7

Invoer: y, = 2 +’log(x) en y, = *log(x + 6)

Venster: —5<x<5,-10<y<10

De oplossing van de ongelijkheid is x > 3
d 2-3-log(x)<1

Eerst oplossen 2 — 3 - log(x) =1

3-log(x)=1
log(x) =3 \
|
x=10"=410 . : P,

Invoer: yy =2 —-3-log(x)en v, =1

Venster: —5<x<5,-5<y<5

De oplossing van de ongelijkheid is x > m
& oglT—aF=i—]

Eerst oplossen 3log(7 — x?) = —1

T—x2=31=

x2= 6%

| —

Slog(7 — x?) bestaat alleen als 7 — x? > 0, ofwel x> < 7

dus —\ﬁ <x< \ﬁ
Invoer: y, = *log(7 — x*) en y, = —1 _ Fall ..
Venster: —5<x<5,-5<y<5

De oplossing van de ongelijkheid is —\ﬁ <x< — 6%
of \[6_% <x<+7
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E4 a

ES

Eé a

4x22*+ 12

Eerst oplossen 4¥ = 2%+ 12
(22—~ 12=0
(29 —~2%~ 12=40

Stel 2¥=p
pP—-p—-12=0
P+3)p-4=0
p=-3of p=4
2% = =3 (geen oplossing) of 2¥ =4 _—
x=2
Invoer: y, =4%en y, =2+ 12 B
Venster: —10<x <10, =5<y<20
De oplossing van de ongelijkheid is x <2
P=4-3 ¢ log(P)—log(t)y=1
4t—-3=p log(#) =log(P)—1
4'=pP+3 log(t) = log(P) — log(10)
t =%og(P + 3) log(7) = log(ﬁP)
t=15P,
2P—4-3%=0 d P=4-%og(2)
4:3%=2pP L
=Lp 4+ log(20) =
3 =1
2= 310g(%P) log(27) = 3P
1 1 2t= (l)%P
r=5log(3P) el
= 5 . (g);{P
O
g(x) = log(3v’)
g(x) = "log(35) + *log(x")
2(x) =5+ 3+ log(x)
Zlog(x)
gx)=5+3- T
log(3)
= |
gx)=5+3- %(x)
g(x) =53+ ?log(x) = f(x)
2-3log(11) — 3 - 3log(4) ¢ 3-llog(x)+1=
Slog(11%) = Slog(4) = Zlog(x?) + 2og(2) =
Slog(121) — log(64) = Zlog(2x%)
121} 57
Slog E) = 5]og(1a)
Tlog(x) + 2= d 2 (log(15) — “log(5)) + Hlog(3) =
1 1
log(x) + log( k) = 2-Yog(¥) + “log(3) =
! *og(3?) + *log(3) =
1 g g
410g(ﬁx) 4log(27)
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f(x) =g(x)

Zlog(4 — 2x) =2+ Zlog(x + 4)

Zlog(4 — 2x) = *log(4) + %log(x + 4)
2log(4 — 2x) = log(4x + 16)
4-2x=4x+16

—6x=12

=2

f(x) g(x)=0

J(x)=00f g(x)=0

Zlog(4 —2x) =0 of 2+ 2log(x +4)=0
4-2x=2"=1 of Aog(x +4) = =2
2x=3of x+4=22=1
x= I% of x= —3%

Domein van f},: 3x — 12> 0en x > 2 geeft x >4
Domein van f;: 3x — 1 >0en x> 2 geeft x> 2
Domein van fg: 3x — 6> 0en x > 2 geeft x> 2
De asymptoot is dan x = 10.
3-10—a=0,dusa =30

Dan moet 3x —a > 0 en x > 2 opleveren x > 2
Dit is het geval voor a < 6.

fo(x) =3log(3x — 6) — *log(x — 2)

Jo(x) = log(3* (x = 2)) = *log(x — 2)

£i(x) =0 (M) =3log(3) = 1

6 4 — 24

De grafiek van f; is de rechte lijn y =1 (voor x > 2)

75 =359 - log(v) + 4.1
35,9 - log(v) = 70,9

70,9
log(v) = 350 1,9749...

v =104 = 94 km per uur
Invullen van 2v in de formule geeft
D, =359-log(2v) + 4,1
D,, =359~ (log(2) + log(v)) + 4,1
D, =359-log(2) + 35,9 log(v) + 4.1 en 35,9 - log(2) = 11 dus
D, =11+359 log(v)+ 4,1, dat is 11 dB méér dan bij een snelheid v.
28,1 - log(v) + 16,0 < 35,9 - log(v) + 4,1
11,9 < 7.8 - log(v)
11.9
log(v) = 7,_8
y> 1025 dus v > 33,5 km per uur.
(35,9« log(y) + 4,1) — (28,1 - log(v) + 16,0) > 4
7.8-log(v)—11,9>4
7.8 -log(v)> 15,9
log(v) > 15—’9
B
v>10%9%- dus v> 109 km per uur.
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12 Integreren

Voorkennis

1
V1 a f(x) = '; c f(x) — le\l;
flay=1:x Flal=i
s 1
b f(X)_f_x f(x)_ﬁ
_4 - |
flx)= 35X )= %x_li
V3 a fay=t 2 2 oy = 325
= 4x
2_
/) =3T)C4_5sz+2?x ) = 22 412’“ *9)
f(x)=3x>—5x+2 h(x)=w
4x

f(x)=3-x+-5-x1+2-x°

h(x)=3x-9+63x"

A(x)=3+x1+ -9+ x0+ 63+ x7!

&+ B =557 ISP
b g(x)= ™ d kix)=—73—
% 8.
s B ot 2(x3 + 15x% + 75x + 125)
= JRaliN, Sl By =
8(x) dud " 2% 2% ) X
2x3 + 30x% + 150x + 250
gy =lx+4a-2ly k(x) = ——————=
%

g()c):%'xl+4-x°+—2%-x’l

Ay _fG.)=fG) _log3.1) - *log(3)

k(x) = 2x + 30 + 150x~1 + 250x2
k(x)=2-x'+30-x"+150-x"1+ 250 x2

V3 a e 31-3 o =(,2985
Ay _f(3.01) - /(3) _’log(3,01) —‘log(3)
Ax  301-3 0.01 il
A 3.001) - f(3) ‘log(3,001) — log(3
Ay _fG00) = /() _ Yog3,00D) = log®) o .
Ax 3,001 -3 0,001
¢ De helling 1s 0,30.
£(4,0001) — f(4) h(4,0001) — h(4)
V4 a 0,0001 =(,1086 0.0001 =4,3334
2(4,0001) — g(4) k(4,0001) — k(4)
0.0001 =(,3781 0.0001 = 0,0400
= _ 4 =
VB a f(x)=302x-5) b g(x) et 1

F(x)=3-4Q2x— 52
F(x)=24(2x - 5)

© Noordhoff Uitgevers bv

g(x)=3(G5x + 1)
g(x)=—1-3(5x+1)2-5

=15
g’(X)—m
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[«

Vé

o

o n

V7 a

h(x) =33~ 4x

h(x)=103- 4x)]5

1

H(x) =113 -4x) 7

(x) =

3 —dx

S =2x* -1y
F(x)=202x3 = 1) 632
Fx)= 123025 - 1)

Haakjes wegwerken bij /7(x) = 12x2(2x3 — 1) geeft f"(x) = 24x5 —

J(x)=g'()

d k(x)=

4

3W5x+6
=

k(x)=3(5x+6)"

-1t
Ky=%-15x+671-5
-10

k)= 3(5x + 6)1\5x + 6

g(x) = 4(x® — x%)
g(x) = 4x5 — 4x°
()= 24x3— 12x?

12x2, dus

Uit f(x) = g(x) + ¢ volgt f'(x) = g'(x) +0,dus f"(x)=g'(x).

f(0)=1eng(0)=0,dusc=-1.

F=ix
12
X = 4x
x=00of1 =%x
x=0ofx=4
snijpunten (0, 0) en (4, 2)
4

x+3

4=x243x
x*+3x—4=0
(x+4H(x—-1)=0
x=—4of x=1

snijpunten (—4, —=4)en (1, 1)

€ x*t+t4=x+6

xX2-x-2=0
(x+1)(x—2)=0
x=—lofx=2
snijpunten (=1, 5) en (2, 8)
3
x2—4=xz_2
3=x*—6x2+38
x*—6x2+5=0
(x2=1)(x*-5)=0
at= Lof %% =5
snijpunten (=1, =1), (1,—1),

(—5.3) en (v/5,3)

12.1 Oppervlakten benaderen

intro  De oppervlakte krijg je door lengte maal breedte te doen.
Tijd maal snelheid geeft de afgelegde weg.

1 a oppervlakte=2><f(1)+2><f(3)=2><31+2><4%=15
0pperv1akte=1><(f( )+f( )+f( )+f( ))=14,75

3

184

o

Opdracht b geeft een betere benadering.

Door een nog groter aantal smallere rechthoekjes te nemen.

x=11;x=4]

oppervlakteG—lX(f( ) f( ) f( ) f( ))
oppervlakte G=1 x (6,75 + 8,75+ 8,75+ 6,75) = 31

De Riemann-som is gelijk aan 2 X (1 + 43 + /5 +47 +9) = 21,2

Hoofdstuk 12 Integreren
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06 a

oppervlaktevan G =2 X (f(2) + f(4) + f(6) + f(8) =2(6 + T+ 8+ 9) =60
oppervlaktevan G =1 X (f(l%) +f(2%) e +f(8%)) = S% Ed 6‘1-1 ot £ 9}7 =60
De oppervlakte bestaat uit een rechthoek

en een rechthoekige driehoek. 10] =
Oppervlaktevan G = 8 X 5% + % X 8% 4=60 9
8
7 f 4
6
) 8
4
3 5,5
2
1
—1?12345678910)(

De oppervlakte is % ‘m -8 =16n.

De oppervlakte is 2( f(1) + f(3) + f(5) + f(7)) = 50,94

50,942 ... — 16n
16m

oppersiakte =1 x (/{28 +/(3) (3 %) {6t
oppervlakte=1x (1,5+1+0,75+ 0,6 +0,5) =435

oppervlaktevan G =1 X (f(—l%) +f(—%) +f(%) +f(1%))
oppervlaktevan G =1 X (2“1% * 2% + 2% + 21%) =5,3

= (0,013 dus de afwijking is minder dan 2%.

De Riemann-som is gelijk aan

0.4(/(-1.8) + f(-1,.4) + ... + f(5.8)) = 130,56

De Riemann-som is gelijk aan

0,08(f(—1,96) + f(—1,88 + ... + f(5,96)) = 130,66

Elke rechthoek heeft een breedte van 1.
De hoogte van de eerste rechthoek is f (2%)

De hoogten zijn f(Z%) =2; f(3%) = 1,5; f(‘%) =12en f(S%) =l
2+15+1,2+1=5,7

e oppervlakte =1 X (g(S%) F g(4%) iy g(S%) + g(%))
6

U1l a

oppervlakte = % i % + % = 2,07

De onderste balk heeft de afmetingen 9,5 m bij 9,5 m bij 1 m.
De inhoud van de onderste blak is 9,5 x 9,5 x | = 90,25 m’.
De volgende balk heeft als inhoud 8,5 X 8,5 % 1 =72,25 m?.
De bovenste balk heeft een inhoud van 0,5 X 0,5 x 1 = 0,25 m3.
Een benadering van de totale inhoud is
90,25 + 72,25 + 56,25 + 42,25 + 30,25+ 20,25 + 12,25+ 6,25 + 2,25 + 0,25
=332,5m>.
De werkelijke inhoud is /=1+10- 10+ 10 = 333} m’.
De afwijking is 3333 — 332,5 =2
5

Dat is

- 100% = 0,25%
33
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12.2 Integralen

intro De oppervlakte van de groene gebieden bereken je door eerst de oppervlakte
van een halve cirkel met straal 4 te berekenen.
Trek dan daarvan de oppervlakte van een drichoek met basis 8 en hoogte 4
af.

9 a De Riemann-sommen zijn gelijk aan
0,3(/(0,15) + f(0,45) + ... /(2,85)) = 8,9775
0,1(/(0,05) + f(0,15) + ... /(2,95)) = 8,9975
0,03( £(0,015) + £(0,045) + ... f(2,985)) = 8,999775
b De uitkomsten zullen dan naderen naar 9.

-
o
w

f(x)=0alslog(—x>+ 10x—15)=0
-x2+10x-15=1

x2=10+16=0

(x—2)x—8)=0

De snijpunten met de x-as zijn (2, 0) en (8, 0).

o

8
[Plog(=x* + 10x — 15)dx
2

2 n NE]
11 a [(=x?+x+2)dy, [sin(x)dx, [5-2dx
-1 0 _\B

o

2
[(=x*+x+2)dx=
-1

b 4) 14 +0) 460 0l 1) - a5
[T Rav=ton (= 2h

c
-5
12 a y
4
3
. f
1
X
5143210 1 2 3 & 5
-1

o

5
De uitkomst van j 2 dx is gelijk aan de oppervlakte van een rechthoek
1

3
van4bij 2,dus [2dx=4x2=8
1

5
13 a [(5-y)dx

0
b De oppervlakte van deze driehoek is % X5x5= 12%
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15 a

16 a

17 a

010 a

U2

=R N R e |

-4 -3 -2 10 1 2 4 5 6
= .

-2
-3
Voor de nulpunten geldt f(x)=0dus3x>—x*=0
P(3-%=0
x=0enx=3

3
De oppervlakte is gelijk aan J-(Sx2 —x)dx=106,75
0

]Esin(x)dx—Z c }-1—6—dx— 16

0 lx\l;

0 5

[5-log(x*+ 1)dx =74 d [@r+27%)dx=46,1
=3 0

1.2 —gq-1
37X +1=4 5X

Il +1x-3=0

x2+x-6=0

(x+3)(x—=2)=0

x = —3 of x =2, de snijpunten zijn (—3, 5%) en (2,3).
De oppervlakte is gelijk aan

2 4
[(3x2+1)dv+ [(4-1x)dx=3,333... + 5~8,33
Io)e oppervlakte izs gelijk aan

T("—'L—%x)dx— T(%x2+ 1)dx=7-3,333... = 3,67
0 0

-2+ 10x—-21=0

x—10x+21=0

(x—3Nx—-7)=0

x =3 of x=7,de snijpunten zijn (3, 0) en (7, 0).
De ondergrens is 3 en de bovengrens is 7.

7 7
De oppervlakte van G is If(x) dx= I(—x2 + 10x —21)dx
3 3

21
De oppervlaktevan G = I;dx =1

Je kunt p vinden met behulp van inklemmen:

p = 2,72 geett oppervlaktevan G = 1,0006

p = 2,718 geeft oppervlaktevan G = 0,9999
p=2.719 geeft oppervlaktevan G = 1,0003
p=2.,7182 geeft oppervlaktevan G = 0,9999699
p = 2.,7183 geeft oppervlaktevan G = 1,0000067
De benadering in vier decimalen is p = 2,7183.
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U3 a i\}25—x2dx— i(VSO—xZ—S)dx
—%

=5

5 5

b [v25—2dx— [(y50—22-5)dx =250
-5 -5

¢ De oppervlakte tussen de bovenste cirkelboog en de x-as is % ne5= 12% .

De straal van de onderste cirkelboog is /5% + 52 = /50.

De oppervlakte tussen de onderste cirkelboog en de x-as is
ber (V50)°-1- 10+ 5=12,51 - 25,

De oppervlakte van het maantje is 12% — (12,571 — 25) = 25.

12.3 Hoofdstelling van de integraalrekening

intro  Splits de oppervlakte van G in een rechthoek en een drichoek:
1
O(p)=1+p+3 p 3p=3p*+p
d(p) = %p + 1 en dat komt overeen met f(x) = %x +1.

18 a O(p + Ap)is de oppervlakte begrensd door de grafiek van f, de x-as, de y-as
en delijn x =p + Ap.

O(p) is de oppervlakte begrensd door de grafiek van f, de x-as, de y-as en de
lijn x = p.

Dusis AO(p) = O(p + Ap) — O(p) de oppervlakte begrensd door de grafiek
van f,de x-asende lijnen x =pen x =p + Ap.

Ap + f(p) is de oppervlakte van een rechthoek die binnen het rood gekleurde
gebied past.

Ap - f(p + Ap) is de oppervlakte van een rechthoek waar het rood gekleurde
gebied in past.

Daarom geldt Ap * f(p) <AO(p) < Ap - f(p + Ap)

o

AO(p)
Als Ap—0, dan nadert naarQ’(p).

[a]

d Als Ap—0 dan nadert f(p + Ap) naar f(p)

AO
Omdat p) tussen f(p + Ap)en f(p) ligt moet gelden O'(p) = f(p)

-
~0
7]

Als O(p) = %x3 + C danis O'(p) = p? en dat is gelijk aan f(p)

De oppervlakte tussen de y-as en p = 0 (= de y-as) is gelijk aan 0.
00)=1-0+ C=0,dus C=0

6

o

n

[xdx=06)=3-6=72
0

20 a 0(6) is de oppervlakte begrensd door de grafiek van £, de x-as, de y-as en de
lijn x = 6 en O(3) is de oppervlakte begrensd door de grafiek van /, de x-as,
de y-as en de lijn x = 3.
Dus is O(6) — O(3) precies de oppervlakte van G.
6

o

[x2dx=0(6)- 0(3)=1-6-1-B¥=T72-9=63
3

21 F’(x) = 4x> = f(x), dus F(x) is een primitieve van f(x).

o

2
[4vidx=[x]i=2¢-0*=16-0=16
0
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22 a

23 a

24

25

26 a

27 a

021 a

026 a

1 1
F(x)=2xx = 25T dus F "(x) = 337 = 3yx dus F(x) is een primitieve van f(x).

9
[3Wrde=[20x][;=2-90 - 2-4fF=54-16=38
4

! 2
fx)=—==x2dus f(x)=-2x3=-=
v x

Een primitieve van f'(x) = —— is f(x) = x™* (opgave a), dus een primitieve

[ B 1
vang(x)=;=x 1sG(x)=—§-;=—§

Fia= Lxt

Een primitieve van g(x) = x'*is G(x) = 75!

1
De regel geldt niet voor p = —1, want dan zou gelden F(x) = axo en delen

door nul is niet mogelijk.

1
F(x)=11mx100 c f(x)=x\fJ—c=x15
1
F(x)=%xzi=%x2\f;
%
1 1 -l
= — = 10 d x)= = 2
J(x) T S(x) X R
L
F(¥)=—hx == g =L g 8=, 3

S TRl

5 2

De oppervlakte is gelijk aan jx;_dx = [%xl%] = [%x\/;]é
0 7

Bk =328-0- 142

B i 1 )

ave[2] < Baih=3pp-0=3r

0 7 o

Los op %p\[;_)= 8- 1%\]5
b=t
1 1 1
pi=l62=25%=2)"
p= 23 =8
Als F(x) = x® dan is F’(x) = 6x° dus F'(x) = f(x)
2

[6xsdx=[x]f=20—16=64—1=63
1

1 1 1
fe)==g=x"

CE

i 1 -1+1
p = —3invullen geeft F(x) = — 1x 3

3
A 1 2

F)=——x " =500 = 112

© Noordhoff Uitgevers bv
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Us De oppervlaktes O, en O, zijn gelijk vanwege de symmetrie in de y-as.

3 & 4L 1 a2
o= [ o= [ = [_lx%]

0 0 23
0, = O(vierkant) — (0, + 0;) = 16+ 16 -2+ £ =184 o g + 0, =8

8

8
303 0] B £an N - 384
) 7X '\}x]o—.f 64-2= 7

0,: (0, +0;) =124 T8 = 1004 :768 =4 : 3
(want 1024 =4 X 256 en 768 = 3 x 256)

12.4 Primitiveren en integreren

intro F(x) =5 (x+3P=1(x+3)(x+3)2=

L+ 32+ 6x+9) =1 (3 + 92 +27x +27) =13 432+ 9x + 9
Het verschil tussen de primitieven van Iris en Anouk is een constante,
dus de afgeleiden van deze primitieven zijn hetzelfde.

28 a Een functie waarvan F’(x) = 5 is bijvoorbeeld F(x) = 5x + 3
b Een primitieve van g(x) = 6x> + 5 is bijvoorbeeld G(x) = 2x’ + 5x — 8
¢ Een primitieve van i(x) = 4x* + 6x? + 5 is bijvoorbeeld H(x) = x* + 2x> + 5x

29 a F(x)=%x5—f‘
3
b g(x)=2x2+gofwel g(x) =2x2 4 3x7*
1
G(x) =223 + 2 x 7% ofwel G(x) = %f—;
il
¢ h(x)=x2+Yx ofwel h(x) = x>
1 3t
H(x) = ;—fs ofwel H(x) = =3+ Jx
3
d k(x)=(x2—2) ofwel k(x) = x* — 4x2 + 4
K(x)= %xs—%f +4x
4 9
30 a [(@Ax2-6x+5)dx= ¢ [(x+1Ddx=
1 0
[%x3 — 35 4 5x]1t = [%x\[;_c + x]g =
(850 -48+20) - (13-3+5)=54 18+9 =27
4 1 -1 441 |
b [[x2+—|dx= d [“——dr=[(1+x%dx=
| & =4 X <4
1 -1
- i
xl —4
64 1 1 _ 3 1 1 _ 21
(§-1)-(G-1)=213 (-1+3)-(-4+55)=3%
X+3x*+6 ¥ 3x* 6 E
31 a f(x)=T=§+§+3—3 §x2+1+2x3
1
b F(x)=sx*+x-1 x2=%x3+x——2
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32 a

33 a

34

35

a nNn oo

36 a

37

Omdat F,’(x) = 3x? en F,'(x) = 3x” zijn F, en F, beide primitieven van
) =322

)= F(2)= @ +12)— (23 + 12)=76 — 20 = 56 en

F(4)- F,(2)=4 -2 =64—8 =56

Fb) - @)= +12)— (@ +12) =8+ 12— — 12=b"— &
F(b) - Fi(a)= b* — &

dus Fy(b) — Fy(a) = F\(b) — Fy(a)

1
x:2x4+4x3_x+3 c gx :_x5+__1
3 3
X
F(x)=3+x -3 +x+C F09= —+La b |
1
G(x)=——éx5+% zx_z—x+C
:_l_ 6 __ +C
G(x) g 2 X
BB 5
= b ( mies
1
k) = ja2- h(x)=x =3+ 5x72
2 —-—
K(x)=%'§x3—ix2%+c H(x)=3x>=3x+5:-—x'+C
3 5
% H(x):%x2—3x—;+c

K(x)= %x3—%x x+C

1 L 1 111
x)=x*+x 2dus F(x =—x12+—x2+ C=2xx+21x+C
1L 1 3

2
De oppervlakte is gelijk aan

9
1
I(\EJF\/_; dv=[2wx+ 23] =18 +6) - (2+2) =211
1
Een primitieve van g(x) = x* is G(x) = %x“
F'(x)=c¢-4(3x—4)*+3=12¢(3x - 4)
12¢ moet gelijk zijn aan 1, dus ¢ = %
F(x) =15 (3x — 4)*

F(x)= % Glax + b)

Fxy=2-1lx+ =L Ga+ )¢

1 6 6
G =2+ gz —1) = (kx-1)
3
1
= — 6x)3 =9.L. L1 _gyy2=n—
Ax)= 2(1— 6x) = dus B =2 g5 (1 —bx) 61— 62
L 1 i
k(x) = (3x + 5) dus K(x) :;,--l—l- (Gx+572=2(3x+5nBx+5
2
f(x)=4Qx+ 1) 2dus F(x) =5+ —1-42x + 1) = 2
% 2x + 1
. .. o4 =2 =2 =2
De oppervlakte is gelijk aan £(2x+ 1)2<:1x— et 1 2_2p+1 CTT
. .. 1 -2 2 1
hy St
De oppervlakte is gelijk aan 5 dus p+175 s
e detgeeft 10=-2p—1ofwel 2p =9 dus p=4;
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Integreren

1 1y

F(x)= 43—

=x"+3- —xl—x +2x\l_
el

FA)=42+2-4A=32en F(1)=12+2-1Y1=3

4
[@x+3\M)dy =[x+ 20k} =32-3=29

1 4
(x'2+ 3)dx = g I(x3 +x7¥)dx =

St—_— -

1 =
11 x1%+1+3x4: [ 4__ 2]1
15+ 1 0 1 11\ _
Lo ) (64‘5)‘(1—5)—
2.4%+12-0=24¢
2 =il
_[(3x2—x+5)dx= h I(Zx—xz)dx—
-1 =4
[xz'—%x2 - Sx]zl = [x2 * x‘I]:; =
8-2+10)-(-1-1-5)=221 (1-1-(9-%)=-8
1) 1 1y 1 1 4
g(x)=2\l;=2x1dusG(x)=2-ﬁx2 =2-7x2=3xyx
el 2
2 2

F(x) = gdx + 1), dus F(x) = 3+ G(4x + 1)

F=1-Géax+ 1) =1-t@x+ Daxr 1= @x+ D + 1

j(lzax ax?)dx = [6ax?-3ax3]; = (384a - 22a) - (24 — 3a) = 1924

De oppervlakte is 96, dus 192a = 96. Dit geeft a = %
a= % invullen geeft

1Jp(6x — %xz) dx = [3x2

P

23, = (300 - 299) — (3p2 - Lp?) = 96

-3p2+373=0

Deze vergelijking is niet algebraisch op te lossen, wel met de GR.

De oplossing is p = 4.
Je kunt de oplossing ook beredeneren:
De symmetrie-as van de grafiek is x = 6.

x =2enx=10liggen op gelijke afstand van de symmetrie-as, dus moeten

x =pen x = 8 ook op gelijke afstand van de symmetrie-as liggen.

Daaruit volgt p =4.

12.5 Oppervlakte en integraal

intro

192

De grafiek is puntsymmetrisch in de oorsprong, dus f(—a) = —f(a) voor elke

waarde van a.
De Riemann-som is gelijk aan

(S8 7 A 868 ) o
Al )-8 )
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38 a

39

40 a

-l

T(—"t2+2)dx—[ Lo+ ox]l,=(-1d+4)- (11 -4)=5L

=2

De oppervlakte van G is 5%

De oppervlakte van het linker gedeelte is
T(Zx —le)de=[w-Le]=(16-102)-0=5}
De oppervakte van het rechter gedeelte is
f(zx —1@)dv=—[2- L]l =—(36-36)— (16— 102)) = 5

De oppervlakte van G is 53 + 55 = 105

f(0)=\8-0=10=0en g(0) =5
f®)=V8-8=v64=8eng(8) =1 8=

De snijpunten zijn dus (0, 0) en (8, 8).

8
j@dx:[%-%-sx\@]ﬁ:au%

8 _ 44l
Is xtdx = [24 ‘3] =213
2 1 1
De oppervlakte van G is 425 — 213 =213

e Elk verticaal verbmdmgshjnstuk tussen de grafieken van f'en g heeft als
8

41 a

42

lengte f(p) — g(p), dus opperviakte G = I(f (x) — g(x))dx.
0

f(- 2)=,’lz (=2)*—-2=0en g(-2)=-2+2=0, dus (-2, 0) is een snijpunt.
fd = % <42 —2=6eng(4)=4+2=6,dus ook (4, 6) is een snijpunt.
1
2

4
j(q(x) p(x))dx = I(x+5—%x2—l)dx= [ (x+4-3x2)dx=

=2 —2

[2x2+4x—gx ] (8+ 16 — 10%)—(2—8+%)= 18
gx) —f) =x+2-(3x2=2)=x+2-1+2=x+a-1y

q(x)—p(x)=x+5—(%x2+ 1):x+5—% 2-1 =x+4—%x2
Dus g(x) = f(x) = g(x) = p(x)

Dit volgt uit het antwoord op opdracht d.
2
De oppervlakte van dit gebied wordt berekend met I(f (x)— g(x))dx =
) 2 4
_[(x3 —8x2+ 15x — 3x)dx = _[(x3 —8x2+ 12x)dx =
0

0
[Fx-S3+6x2=4-211+24 =62
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43

44 a

45 a

194

Integreren

Tussen x = —1 en x = 3 ligt de grafiek van f'boven de grafiek van g.

3
De oppervlakte is gelijk aan J (f(x)—g(x)dx=
-1

}(\/7—2x—(3—\/x+ 1)dx= T(\}T—Zx—3 +yx + 1)dx=
-1 -1

:=[—§(7—2x)M— I+ + D+ 1 =
(__;_.1-ﬁ_3-3+%-4.\E)_(_%.9..\]§_3._1+%.0_\[6)=

(-1-9+5Y)-(-9+3+0)=2

1 1
[L-ilo ~2x)'7-3x +i1(x+ 1)
= 15 13

Losop x* + 6x=—x*>+4x?+ 12x

2x3—4xT—-6x=0

2x(x?—2x—-3)=0

2x(x+ I)(x—3)=0

De grafieken snijden elkaar bij x =0, x=—1 en x = 3.

=10

=20
0 0

Linker gebied: [ (3 +6x — (=x3 +4x2 + 12x))dx = [ (2% — 4x? — 6x)dx =
=i -1

1 4 0 _ 1,4 |
[5x4‘§x3‘3x2]3-1 =0-(3+%-3)=15 .
Rechter gebied: [(=x®+4x2+ 12x — (x> + 6x)) dx = [(=2x7 + 4x? + 6x)dx =

0 0

[-1xt+ 433+ 332]) = —40L + 36 + 27 = 20!
klopt.

sl =L 1.yl
sm(Gn —2encos(2 n) COS(3T[)—2

| -tencoe-
sin (%n) = % en cos(2 . % rz) COS(I%“) = %
1

5
oppervlakte G, = ﬁj (sin(x) — cos(2x))dx = 2.6
o

L
f1d

—_ o=

oppervlakte G, = J (cos(2x) — sin(x))dx=1,3

L8

N
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039 a [x2-2x+3=0

x2-8x+12=0
(x—=2)(x—6)=0
x=2o0ofx=6
2 6
b oppervlakte G, = _[(ixz -2x+ 3)dx en oppervlakte G, = —I(ixz —-2x+ S)dx
0 %

(%x2—2x+3)dx= %x3—x2+3x]§=%—4+6=2%

_— S

(fx2—2v+3)dv=[Lx -2+ 3]s =(18-36+18)— (2 -4 +6) =22

2
De totale oppervlakte is 2% + - —2% = 5%

04h a xX¥*—6x=—-x3—4x2+10x

2x3+4x2—16x=0

2x(x*+2x—8)=0

2x(x+4)(x—2)=0

x=0ofx=—-4o0of x=2

De snijpunten zijn (0, 0), (—4, —40)en (2, —4).

Op het interval {(—4,0) (en ook rechts van x = 2).

Elk verticaal verbindingslijnstuk tussen de grafieken van fen g heeft als lengte

0
f(p) = &(p). dus oppervlakte = [ (f(x)— g(x))dx
f(x)—g(x)=x3—6x— (—x3 - 4;% + 10x) = 2x3 + 4x2 — 16x

n o

o,

0
oppervlakte = [ (2 +4x2 = 16x)dx = [Lxd + 3 - 822]C, =
-4

0- (128 -850 — 128) =85!
2

-~

oppervlakte = J(—2x3 —4x2+ 16x)dx = [— %x4—%x3 + 8x2]§ =
0

-8—103+32=13}
g klopt.

Ué

1
_[(\f;—xz)dx= [%x\f}—%x:‘](]):%_%:%
0

o

1 Loy | R 1 !
I({l;—x")dx= _[(x” —x)dx =|——x" —-——x"tl| =
0 0

1
ﬁ‘l‘l n+l 0

1 1 n 1  n-1

%+] n+1=1+n n+l n+l

12.6 Gemengde opdrachten

10
3 . o 10 1 _9
46 a Als p=10dan is de oppervlakte Ix 2dx = [—x 1]1 =—5—-1=1

1
100
b Als p =100 dan is de oppervlakte _[ Wil [—x“l]}oo = —ﬁ --1= %

1
¢ Als p onbegrensd toeneemt nadert de oppervlakte van G naar 1.
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47 a \-12x=26—x

—12x=4(6 — x)

—12x=24—-4x

—8x = 24 dus x = —3; het snijpunt is (=3, 6).

De grafiek van g snijdt de x-as als 6 — x =0, dus als x = 6.
De grafiek van fsnijdt de x-as als —12x =0, dus als x = 0.

6 0
De oppervlakte van G is gelijk aan j 246 — xdx — I y—12xdx
- -3

o

(2]

j2\/6 xdx—[Z — —(6 x)l'] =0-(-%-27)=36
Jw/—12xdx 1( 12x) ] —(-%-216)=12

De oppervlakte van Gis 36 — 12 =24

48 a 3-x)2x2+Tx+13)=39 -7

6x2— 2x3+ 21x — Tx%+ 39 — 13x = 39 — x2
—2x34+8x=0

—2x(x*-4)=0

x=0of x=—2o0f x=2

De snijpunten zijn (0, 39), (=2, 35) en (2, 35).
De oppervlakte van het linker gebied is:

=144 —0— (2= 16) =
-2
j(g(x) — f(x))dx = [ (23 - 8x)dx=[Ix* - 4], =0- (8- 16)=8
De oppervlakte van het rechter gebied is:
(f(x) —g(x))dx= (—Zbc3 +8x)dx = ~lyrafP=0- (8—16)=28
! 2 0

o

0
De oppervlaktes zijn even groot.

49 a 4x2(2x + 32 =4x2(4x% + 12x + 9) = 16x* + 48x3 + 36x2

9 1 1 2% 3)2 4x? B
42 (2x+3)2 4x2(2x +3)2  4x2(2x+3)?
(Cx+3)2—4x> 42+ 12x+9-4x2 _ 12x + 9
16x* + 48x3 + 36x2  16x* +48x3 + 36x 16x* + 48x7% + 3612
% 12x+9 2 21
———|dx = [{3x2 - (2x+3)2)dx =
!16x4+48x3+36x '1[(4x (2x+3)2 !(4" (2x+3)2)dx

[t e = () - ()= B

Onderzoeksopdrachten

50 a De oppervlakte van rechthoek OAPBisa-b=a-fya)=a-a®=a®
a
De oppervlakte onder de grafiek van f, is sz dx = [%xﬂg =z

0
De verhouding van de oppervlaktes van de twee gebieden is % a: —23- ad=1:2
b De oppervlakte van rechthoek OAPBisdana-b=a-fi(a)=a*a* = a*

De oppervlakte onder de grafiek van f; is Jx dx = [4x4]0 —a

De verhouding van de oppervlaktes van de twee gebieden is ; gt 3 =143
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¢ Deverhoudingis 1:n
De oppervlakte van rechthoek OAPBisa*b=a f a)=a*a"=a""!

De oppervlakte onder de grafiek van f is Ix"dx [n " ]x””]g =—at!
De oppervlakte van het deel van de rechthoek boven de grafiek van 1, is
anﬂ_n i a i+l — (l_n L ]) ntl — (z_i_%_ﬁ)an-ﬁl — nz ] !

De verhoudmg van de oppervlaktes van de twee gebieden is

ni]a’”l 1an+1:1:m

d Alsn=1 dan is de grafiek van f'een rechte lijn en wordt de rechthoek door
een diagonaal in twee gelijke delen verdeeld, dus de verhouding is in dit
geval 1:1. De regel geldt ook voor n = 1.

51 Breng in elk van de figuren een assenstelsel aan met de oorsprong in het
midden van de linker zijde van de rechthoek.
Neem aan dat x = a de verticale lijn is en a de gevraagde afstand.
Figuur A: De verticale lijn ligt in het midden, bij x =2, dus a = 2.
Figuur B: De boven- en onderzijde van het gekleurde gebied horen bij de
functies f(x) = x en g(x) = —x. De oppervlakte van dit gebied is % 4:8=16.

I(x ——x)dx= I2xdx = [x2]0 = 4%, Dit moet gelijk zijn aan 8, dus a =+8.

Flguur C: De boven en onderzijde van het gekleurde gebied horen bij de
functies f(x)= 2\[; en g(x) = —2\[_ %

(6 - Ehae= fofrae= [ ili= 21

[ 4xdx = [22xx]; = 22afa en dit moet gelijk zijn aan L+ 213 =102

=

1 2
22 afa = 102 geeft @' = 4, dus a = 45 =16
Figuur D: De boven- en onderzijde van het gekleurde gebied horen bij de

functies f(x)=y8x — x?en g(x) = —8x — x2.

De oppervlakte van het gekleurde gebied is % ‘m+42=8n.

a

I2\I8x — x?dx moet gelijk zijn aan 4n .

0

Dit is niet exact op te lossen. Door inklemmen vind je a = 2.4.

Samenvatting

3

S1 a [2vdx
0

b 10,099

52 De Riemann-som is 2(f(1) + f(3) + f(5) + f(7)) = 22,14
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S4

S5

S6

S7

S8

198

-2

3
eav=[lvf=0-2=6!
2

1
£(x) = xXx is te schrijven als f(x) = x2

Y
De primitieven zijn F(x) = 3—1x31 + C ofwel F(x)= %x%ﬁ +C
2
1
f(x) = —is te schrijven als f{x) = x°
x

o . 1 1
De primitieven zijn F(x) = —Sx"5 + C ofwel F(x)= e +C
- X

4 i 4
[3x+3x Hdx = b [(@x?+x)dx=
1 1
[leé + Gx%]f = [—4x‘1 = %x’z]? =
(16 +12) = (2 + 6) =20 (-1-%) - (-4-3) =38
f(x)=2(5-2x)* b g(x)= —2(%x - 3)‘2
1 i}
Fx)=2-L-1(5-2vp Gx)= =2+ 7 =1(zx =3)"
2
F(x)=-1(5-2x)
L 6=
7%

Losopx— Z\E =0
(v =2)=0
x=0of x=4, dus tussen 0 en 4 ligt de grafiek van f onder de x-as.
De oppervlakte is gelijk aan

4 ! 2 ]
= I(x —2x2)dx = —[%xz—l—lxlz] = —(8—% 8- 0) = 2%—
0 0

2

De snijpunten van de twee graficken zijn (1, —12) en (4, 3).
De oppervlakte is gelijk aan

4 4
[(4=16x2~(5x = 17))dx= [(21 = 16x72 = 5x)dx =
1 1

[21x+ 165 —2L2]f = (84 + 4 - 40) — (21 + 16 — 2L} = 13}
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Test jezelf

T1 a De oppervlakte van G berekend met een Riemann-som is

2+(f(1)+f(3) + f(5) =2(3 + 5++57) = 31,10
6

b [V2x?+7dx
0

6
¢ [{2x7+7dx=31,32
0

T2 a f(x)=3x*+8x—4
F(x)=%x6+4x2—4x

gelijk aan

__ 1. 6
Fl)= 4x3  5x
8 X2+6
b f(x)=%3x+5- e e f(x)= 2
_ %_ -% f(x)=1+6x72
F(x)=903x +15) 8(4x1 1+ 3) 1 ) = x - 6x1
1 Tl spleps 3
F(x)=9-§.1—%(3x+5) 8% %(4x+3) =t
F(x)=203x+5n3x +5—4dx +3
S 28
¢ f(x)= 6x\f2x_ 4x ffx)= T
f(x)=6x5 — 4x f(x) = 28(Tx — 3)7

i &
F(x)=6" 2—2x25 -2y

1 1
= o —— e RS
F(x)=28 7' (7x—13)

5
2
_ Al 25 —
F(x) = 23224x2 — 22 F(x)= T3P
T3  Voor de snijpunten met de x-as geldt xyx —3x=0
x(yx=3)=0
x=0o0fx=9
De oppervlakte van het vlakdeel is gelijk aan
9
— [y = 3nydy = —[2ax - 1]y = (972 - 1211 - 0) = 242
0
T4 a f(I)= E —E—Sen (=1+7log(5-1)=1+"7log(4)=1+2=3
1+ \ﬁ ) g g g
5

== 6 =
W= 5"

Dus de grafieken snijden elkaar bij x =1 en x = 4.

=leng@)=1+2log(5-4)=1+7log(l)=1+0=1

b Tussen x =1 en x =4 ligt de grafiek van g boven de grafiek van f.

4

De oppervlakte van het ingesloten gebied is gelijk aan I(g(x) - f(x))dx

1

4
ofwel [[1+*log(5 - x)— dx=1,81
1

6
x+\f;
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T6 a

T7 a

200

Integreren

De oppervlakte van het ingesloten gebied is gelijk aan
4 4
[(2x2+2- (@x = 4))dx = [(322+6 - dyx)dx =

0

0
[Lxd+6x—Sxfx]g=22+24-211-0=5!

2 2
=5 geeft{3—5x) =4

-1

3-ly=20f3-1v=-2

%x =1of %x =5
x=2o0fx=10
De snijpunten van fmet de lijn / zijn (2, %) en (10, %)

=8 geeft 8- (3—%):)2 = 2 ofwel (3—%x)2 = %f

De snijpunten van fmet de lijn m zijn (5, 8) en (7, 8).
De primitieve van f(x)=2" (3:—%x)‘2 is

1 - _
F(x)=2+—--1(3-1x) " =4(3-1x)"
a2
De oppervlakte bestaat uit drie delen:

T(L—l)dx+2'7l+llo(#— )dx=
) (3—%x)2 2 2 ) (3—%x)2
10 _

[4(3—%)()“1—%)( Th1s+ [43-101-1x])" =
2

(8-2Y)--1n)+15+((-2-35-(-8-3}))=
a+15+4L=24

ST

Uitw=%volgt 2x* = x*(8x — 6)
X X
X(8x—6)—2x*=0
xX’Bx-6-2x)=0
x=0of6x—6=0
x = 0 (voldoet niet) of x = 1; het snijpunt is (1, 2)
4 4
j(sx_6 2)dx— [(——i—%)dx— f6x2-6x3)dx=

3
1 X x

[—6x1+ 302} = (-1 + ) - (—6+3)=11L

Hoofdstuk 12 Integreren
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¢ Als de twee delen gelijke oppervlakte hebben, dan moet gelden:

[

1
T(Sxx 6)dx = I(Sx —6x7)dx = [—8x‘1 + 3x”2]f = —S +1%+ 5

2(2 -y =3y 4
2. [[Zldx=2- [@xDdx=2-[-2x1f =2 [ 22| =244
{()x J(x)x =27 (p A
8 3 4

—S+S+5=—=+4

PP P

—8p + 3+ 5p? = —4p + 4p?

pr—4p+3=0

(p—Dp-3)=0

p =1 (voldoet niet) of p=3

Extra oefening

E1 a De Riemann-som is

1o (7(3) + A1) +A2Y) + A(3Y)) =32 + 3% + 2 + 2= 103

3l
2
¢ 4
b De oppervlakte is gelijk aan j( x )dx = [4x = l—lix3]0 =16- 5% -0= 10%
0

4
E2 a [(2x+3)dx 14
-1
b f(-1)=2+-1+3=1len f(4)=2-4+3=11
De oppervlakte van Gisgelijk&ans-1+%-5-10=30

4
[@x+3yde=[2+3] =16+12)-(1-3)=30
-1

-10
-1

4
E3  oppervakte H = [(8x— 23 dx = [4x2-23]} = (64 - 422) - (4-) = 18
1

Ed a f(x)=x" ¢ /() :L: 19

F(x)= 20x F(x)= 18x 1e

F( )_ 18 18

b ) == 5 d f(x)=

F(x)= Lx‘% * {{_
4% F(x)=jx 3

F( =5 _33
F(X)_—SXZW
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ES

Eé

E7

E8

202

Integreren

2 - =
F9=(e8 D=9 ¢ foy=T R

f)=xt-dx-5 Sfx)=x"2—13x73 - 30x7*

1.3 2
F(x)=5x—2x*-5
(x) =3 x X Fx)=—x1+ (ié-x“2 + 10x73

113 10
F(x) =—4+4+ E —3
2= 13x+30
f(x) = 6x(x +1x) d fl)=—"F—
X
! 1 1 s
f(x) =632+ 6x2 F)= %7 — 1327 + 3072
1 1 1 1
F(x)=2x3 +£]x25 F(x) :lezi_l_?xli_FBl_OxE
2= o, 15 1
2 2 2 2
F(x):2x3+2%x2\[; F(x)=%x x—S%X\j;+60\f;
2
= —+ 4 = —
Sx) (13x1 2) b ) =G5 o3y
Fxy=ge5(8a+ 2)5 Fx)=2(5x—3)™
11
F(x) =15 (Bx+2) F(x)=2-3-=(6x-3)?
=4
F R
T
¥
3
2

-10 1 2 3 4 5 & 1 9 10 ‘|‘|x
ol f

3

x=3x=0
Yx(x=3)=0
x=0o0fx=9 9
De oppervlakte is gelijk aan — I (x— S\l;) dx= —[%x2 - 2x\[;]§ =
0

(40} - 54-0) =13}

2 (5% — Xx =24x
(2%x—%x2)\f;= Wx
Yx=0o0f 2bx-1x2=2

Vx=0of —1x2+2lx-2=0

x=00of x*—-5x+4=0

x=0of (x—1)(x—4)=0

x=0of x=1of x=4

De coodrdinaten van de snijpunten zijn (0, 0) , (1, 2) en (4, 4).
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b

E9 a

E10

De oppervlakte van het linker ingesloten gebied is

1
[(2vx = 2l + L) dv =

0

[l + ] =

o1 h-0=t

De oppervlakte van het rechter ingesloten gebied is
4

[ (25w - 2 - 2vx)dx =

1

[~ b =

(22 9)-(1-3-9) =34

1
; 1
De oppervlakte van G kun je berekenen met I (2— )dx
A\t

1

J

=&

Yx—d4dx=243

S e

B —T T

(x— 4)5'dx =23

2 (x- 4)‘§]j =23
Fa—an—afi=2

(-4 —4)-(Gu-ana-4)=25
(o - 9 —4) =213

o -4)=25

1
(P-4 =33
@_4)1%:3115
p—4=3
p=1
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Vaardigheden 6

1 a De vergelijking y = % x — 5 links en rechts vermenigvuldigen met 4 geeft
4y = 3x — 20 oftewel 3x — 4y =20
b De vergelijking y = —I%x + 4% is te schrijven als 1%}{ +y= 4%
Delen door 4% geeft % + -ll- =1

2
y
¢ De vergelijking —x_S + Z = 1 links en rechts vermenigvuldigen met 20 geeft
—4x +5v=20
Sy=4x+20
y= % x+4

2 a Delijn snijdt de assen in de punten (5, 0) en (0, 20) en heeft dus als
g 06 . P
lijking—+-—=1
vergelijkmy =+ o
Vermenigvuldigen met 20 geeft 4x + y =20
Dit kun je ook schrijven als y = —4x + 20

b Het hellingsgetal is = =2, de lijn heeft als vergelijking y=—-2x+b

Invullen van x=1len y =4 geeft4 =-2-1 +bdusb=)?
Een vergelijking is y = —2x + 6 ofwel 2x + ) = 6 ofwel 3 + E =1

0
= 5. De lijn heeft als vergelijking y=5x+ b

¢ Het hellingsgetal is

Invullenvanx=2eny=25geeft25:5°2+bdusb=15x "
Een vergelijking is v = 5x + 15 ofwel —5x + y = 15 ofwel = +—=1

15
. . —27--6 . e
d Het hellingsgetal is S__ = —3. De lijn heeft als vergelijking y = =3x+ 5
Invullen van x = -2 en y=—6 geeft -6 =—-3+ -2+ b ofwel h=—12
Een vergelijking is y = —3x — 12 ofwel 3x + y = —12 ofwel -_£4- + _yj =1

3 a Uit3y+x=—11volgt3y=—x—11dusy=—%x—3%

¢ v=2x+ 1 substitueren in de vergelijking van n geeft 3(2x + 1) + x = —11
6x+3+x=-11
Tx=-14
x=-2eny=2--2+1=-3. Hetsnijpuntis (-2, —3)
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g %y=2%geeft6x—y= 8 ofwel y=6x—28

Uit tan(or) = 6 volgt oe = 80,53 ... °

3y + 4%x =9 geeft 3y = —4%): + 9 ofwel y = —I%x +3

Uit tan (B) = 15 volgt B = 56,30 ...

80,53 ...°+56,30...°=136.84 ... °

De hoek die de lijnen met elkaar maken is 180° — 136,84 ... ° =43°

%—25£= 1 geeft 5y —2x=10 ofwel}’:%x+2

Uit tan (or) = %volgt o =21,80...°

6y + 10x = 3 geeft 6y = —10x + 3 ofwel y = —I%x + %

Uit tan (B) = l%volgt B =5903..°

De hoek die de lijnen met elkaar maken is 21,80 ... ° + 59,03 ... ° = §1°

x =—1en y=2substitueren in y = x + 3 geeft 2 = —1 + 3 en dat klopt, dus
de lijn gaat door P.

[:x+y=3geeft/: y=—x+3, de richtingscoéfficiént van /is —1.

De richtingscoétficiént van de lijn met vergelijking y=x + 3is 1.

Het product van de richtingscoéfficiénten is 1 X —1 = —1, dus de lijnen
staan loodrecht op elkaar.

Het midden van lijnstuk QR is het punt 1+3 16+ 32

S ) ofwel (1,24).

Lijn m: 3x — 4ly =1 1s te schrijven als y = 12x — 4. De richtingscoéfficiént van
lijn m is dus 12. Een lijn loodrecht hierop heeft richtingscoéfficiént _le,

Een loodlijn op m is van de vorm y = —ﬁx +b

Substitutie van x = 1 en y = 24 geeft 24 = —11—2 + 1+ bhofwel b= 2411—2

Een vergelijking van de lijn is y = —Tlix + 24%5

4x — 2y =3 is te schrijven als y = 2x — 1%. De richtingscoéfficiént van lijn /is
dus 2. Een lijn loodrecht hierop heeft richtingscoéfficiént —%

Een loodlijn is van de vorm y = —%x +b

Substitutievan x=—3en y =1 geeft 1 = —% =3+ hofwel b= —%

Een vergelijking van lijn n is y = —%x - %

§+ _y_2= 1 is te schrijven als 2.x — 5y = 10 ofwel y = 3x — 2

De richtingscoéfficiént van lijn m is dus %

Een lijn loodrecht hierop heeft richtingscoéfficiént —% = —2% dus een loodlijn
is van de vorm y = —Q%x +b

Substitutie van x = Sen y = 3 geeft 3 = —2% 5+ b ofwel b= 15%

Een vergelijking van lijn nis y = —2%): + 15%

yx+2=x b yx+2=x—4

x+2=x2 x+2=x2—8x+16
X2=-x-2=0 x2-9x+14=0
(x=-2)(x+1=0 (x=7(x—2)=0
x—=2=00of x+1=0 x—=T7=00fx—-2=0
x=2o0of x=-1 x=T7o0f x=2
Alleen x = 2 voldoet. Alleen x = 7 voldoet.
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3y
aE_

2

3\’;=2x
Ox = 4x2
4x2—9x =0
x(4x-9)=0
x=00f4x-9=0
x=0o0f4x=9
x=00fx=2%
Beide voldoen.

Nx—x=2
3\’;=x+2

O9x =4 +4x + x2?
x2=5x+4=0
(x—4)(x-1)=0
x—4=00fx—-1=0
x=4ofx=1

Beide voldoen.

2x _-1_
x+1 6x
6x-x=1(x+1)
12x2=x+1
12x2—=x-1=0
D=(=10—4-12--1=49
1 —+49 1 ++/49
Y=oz T

= 1 =l
H=—g of x= 3
Beide voldoen.

x2+1_
-1
%+ 1= 5(x—1)
x2+1=5x2-5
A=
x2=1%

x=—\jl_%ofx=\ll_%

Beide voldoen.

2 4x
x—1 x+2
2Azx+2)=4x(x—1)
2x+4=4x2—4x
4x*—6x—4=0
xz—l%x—l=0

(x+1)x-2=0

x+%=00fx—2=0
x=—%0fx=2

Beide voldoen.

Vaardigheden 6

N g S

Wx+2=—x+2
IGx+2)=x>—4x+4
9x+18=x>—4x+4
x2=13x—14=0
(x+D(x-14)=0
x+1=00fx—-14=0
x=—lofx=14
Alleen x = —1 voldoet.

5
—=13x
2x
25
i A
4x -
36x3=25

KB=2

36
_\BJZ
S T

voldoet

2,1,
x  xZ
2x + 1 =352
Ix2-2x-1=0
D=(-22—-4-3--1=16
2-416 24416
23 YT
x=—%0fx=l

x —
Beide voldoen.

B3 -~
20+1 2%
2X(2¥=3)=-1(2*+ 1)
(X2 =3:28=—]1-25—1
(2%)2=2-2+1=0
(2*=12=0

=1

x=0

voldoet

3—yx 2

—+1=0, steI\f;=t

L+ax A

371 2,120

1+¢ ¢
B-0Dt=21+0)+ul+)=0
3= P—2 =2+ i+ E =0
2t=2

=1

yx=1

x=1

voldoet
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3x*— 6x? = 9x?

2= P = It
xX(x2—-2x-3)=0
X(x=3)x+1)=0
x*=00ofx—3=00fx+1=0
x=0ofx=30f x=-1
(2+%log (x)+3)2=25
2+2log(x)+3=50f22log(x)+3=-5
Zog (x) =1 of 2log (x)=—4
w=2=Tof x=2%=%
Gx+7)2x-1)=-12
6x2—3x+14x—-T7=-12
6x2+11x+5=0
D=11"-4-6-5=1

_-11-41 —1L T

x——2.6 =-lo x=—2_6 =
32xul:81

32x~l:34

2x—1=4

2x=15

_ Al

x=

IxT—Tx< 10

Eerst oplossen 3x2 — 7x = 10

35—~ Tn—=10=10
D=(-7—-4-3--10=169

716 74416
—r—l gl g ————= 3
2-3 2-3

Invoer: y, =3x2="7xen y,= 10

Venster: =5<x<5,-5<y<15

Zie plot, de oplossing van de ongelijkheid
is—l<x< 3%

x2 220 - x*

Eerst oplossen x> = 20 — x*

X+ 2-20=0

P -D2E+5=0

xX2—4=00f x2+5=0

x? = 4(x? + 5 =0 heeft geen oplossingen)
x=—-2o0of x=2

Invoer: y, = x*en y, =20 — x*

Venster: —5<x<5,-5<y<25

Zie plot, de oplossing van de ongelijkheid
isx<—2o0fx22

¥x—7\x 20

Eerst oplossen x\l_ = 7\5 =0

X =

Yx-(x=7)=0
Vx=00ofx—7=0
x=0of x=7

Invoer: y, = x\f; - 7\/;

Venster: —2<x<10,—-10<yp<5

Zie plot, de oplossing van de ongelijkheid
isx=0of x27

© Noordhoff Uitgevers bv

V2=10
Snijpunt

K=-1 ¥=10
Y2=20-X°4

Snidpunt

=2 Y=y

Ya=KT(K)-?T(X)

/

"

Nulpunt
K=7

¥Y=0
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11 a

12 a
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2x— 28 <4y

Eerst oplossen 2x — 28 = \f;
(2x—28)?%=x
4x?—113x+784 =0
D=(-1132—-4-4-784 =225

1134225 o 11344225
T2 YT T g
x=12;0f x=16

Alleen x = 16 voldoet.
\/J_c bestaat alleen als x 20
Invoer: y, = 2x — 28 en y, =x

Venster: —2<x<20,-10<y <10
Zie plot, de oplossing van de ongelijkheid is

0<x<16

x+2 2
+

X2 x—1

x+2_x—l 2 X2

5 —_=

2

% x—1 x—l-
(x+2)(x—1)+2x?
X(x—1) B
3IZ+x—-2
xX(x—1)
x—l_x+4_
x+4 x-1
x—1 x—-1 x+4 x+4
x+4 x—1 x—1 x+4
x1-2x+1-(x?+8x+16)
(x+4)(x— 1) -
—10x—15
(x+4)(x—-1)

—2x2 . 1_0 _ —20x2 _ _4_x
5 3x 15x 3
5 1 _-5x_ 5

T T

Vaardigheden 6

Y2=J(x)

Snijeunt
=16 Y=y

1 2x+1
—+ =
2x—-1 x+1

1 _x+l 2x+1_2x—1_

2x—-1 x+1 x+1 2x-1
x+1+4x2-1
Qx—-D(x+1)

4x2 + x
Q2x—-)(x+1)

—x3 2x2+ 1

+ =

2x -1 4

—df +(2x2+1)(2x—1)_
4(2x - 1) 42x-1)
—2xt+2x—1

4(2x—1)

—X
x+1
Ly
X \[;_
1,1
L 3E 149
X X X
-2 3 18x 18
T T 2
P O |
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14 a

15 a

y=—8x—6x2+ 2x>

f(x)=%x3—4x2—x+8
F=2% —8% —1

M@ =4+a-6—a

M= =G

M(a)=1-%6 - a)”%- -1

Ma)y=1+

f(x) = (5x* = 9x)°

1
26 —a

F(x)=3(5x* = 9x)% - (20x° = 9)
F(x) = (60x3 = 27)(5x* — 9x)?

1
q(x) = 6+ Tx

g(x)=(6+Tx)™!

q(x)==1(6+7x)2-7

S

Fis)=50x=T1F

£(x) = 2Ydx — 1)+ 4 ofwel f/(x) = —

£ =

=—=73=
VA&-5-11 9 3

10

I(s) =s}(s* + 4)
I(s) = &° + 45°
F(s) = 55 + 1242

w(p) = pA\p
wp)=p> pi=p?
W(p) = 2"

Ww(p) = 25p\p

V(p) = 46p +8

V(p) = 46p + 8)% 1
Vi(p)=2(6p+8) -6
12

= Vép + 8

6 1
B(M)ZZ—E—@J

B(u)=6u"!—u—6u
Bu=-6u>+6u"-6
-6 6

B=—+—~6

10
11

De helling van de grafiek in het punt (5, 15) is 3%

g(x) = 36x72 o

& (x) = =72x73 ofwel g'(x) = —
1

A

De helling van de grafiek in het punt (-2, 9) is 9

© Noordhoff Uitgevers bv
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1
¢ h(x)=x7
1
I(x) = 25x" ofwel I (x) = 2Lxwx

W(4)y=214-\4=20
De helling van de grafiek in (4, 32) is 20
d k(x)=4-(3x+2)"!
-12

kK'(x) =—4(3x +2)2- 3 ofwel K'(x) = m

=12 =12
(3-~1+2¢ (1¥
De helling van de grafiek in het punt (-1, —4) is —12

K(-1)= =

16 a f(x)=%x3+2%x2—7%x
7 O S _ql
f(x)=x>+5x 75

fB3)=3"+5-3-74=16
De helling van de grafiek in het punt (3, 9) is 16%
De raaklijn is van de vorm y = 16%x +b
Substitutie van x =3 en y =9 geeft 9 = 16% -3+ bhofwel b= —40%
Een vergelijking van de raaklijn is y = 16%)6 = 40%
5x341  5x% 1

b == 4 —=5¢+ 72

g (x)=5-2x"ofwel g'(x)=5— -3—3
Z(})= 5—%= 5-2=5-16=~-11
@ s
De helling van de grafiek in het punt (%, 6%) is —11
De raaklijn is van de vorm y = —=11x+5b
Substitutie van x = % eny= 6% geeft 6% =-11- % + b ofwel b =12
Een vergelijking van de raaklijnis y = —11x + 12

¢ hA(x)=3x—1++6x+3

1
h(x)=3x—1+(6x+3)
3

Vox + 3

1,
(x)=3+3(6x+3)72+ 6 ofwel I'(x) =3+

m(1)=3 +;=3 +i=4

J6-1+3 \9

De helling van de grafiek in het punt (1, 5) is 4

De raaklijn is van de vorm y =4x + b

Substitutievan x=1len y=5geeft 5=4-1+ b ofwel h=1

Een vergelijking van de raaklijnis y =4x + 1

17 f(x)=8x*—6x2+a

f)(x)=24x2 - 12x

De x-as loopt horizontaal, dus heeft als helling nul.

24x2-12x=0

12x(2x—-1)=0

12x=00f 2x—1=0

x=0of x= %
Het raakpunt moet op de x-as liggen dus y = 0.
Alsx=0danisy=8:0°-6:0>+a=a. Ditgeeft a=0
Alsx=%danisy=8'(%)3—6°(%)2+a= 1 - 1%+a=—%+a. Ditgeefta=%
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18

g(x)=3x+a

gux)=3
De grafiek van g, heeft als richtingscoéfficiént 3, dus deze raakt de grafiek
van fals f(x)=3

Fy=3—2%
x2=2x=3
x2-2x-3=0

(x=3)x+1D=0
x—3=0o0fx+1=0
x=3ofx=-1
f=1-3-32+1=1
F-=g{-Tp—{-1R% L=
De codrdinaten van de raakpunten zijn (3, 1) en (—1, —%)
(3, 1) is een punt van de grafiek van g, als 3-3+a=1dusalsa= -8
-1, —%) is een punt van de grafiek van g, als 3+ —1+a= —% dusalsa= 2%

© Noordhoff Uitgevers bv
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Keuzeonderwerpen Getaltheorie

1 Getallenverzamelingen

1 a 8-13,-12=-316=4,\25=519=1

b Alle gehele getallen zijn te schrijven als breuk, bijvoorbeeld 8 = 176

Dus de getallen van la en verder de getallen %, 1,3= % en '\lg = \E = %

2 a Ja,zowel som als product is weer een natuurlijk getal.
b Het verschil, bijvoorbeeld 3 — 5 = -2, is niet altijd een natuurlijk getal.
Ook het quotiént, bijvoorbeeld 5: 3= 1%, is niet altijd een natuurlijk getal.
¢ De som, het verschil en het product van twee gehele getallen is weer een
geheel getal, maar het quotiént, bijvoorbeeld =5:2 = —2%, is niet altijd een
geheel getal.

3 a De bewerking delen.
b De bewerking worteltrekken. De wortel uit een rationaal getal, bijvoorbeeld
\ﬁ, is niet altijd een rationaal getal.

4 a Links en rechts van het = teken kwadrateren geeft 2 = z—z
Links en rechts vermenigvuldigen met b2 geeft 252 = a® ofwel a2 = 22,

b 2h%is een even getal, want het is deelbaar door 2, dus & is een even getal.
Maar dan moet « zelf ook een even getal zijn.

¢ a=2c substitueren in a? = 2h? geeft (2¢)? = 2b? ofwel 4¢2 = 2h? en dus
b =2¢2,

d Uit vraag ¢ volgt dat b* een even getal is, dus is b zelf ook even.

e Uit bovenstac?nde volgt dat zowel ¢ als b even zijn, dus zowel de teller als de
noemer van — is deelbaar is door 2. De breuk is dus te vereenvoudigen door
teller en noemer door 2 te delen. Verondersteld werd bij opgave a, dat de
breuk niet te vereenvoudigen is. Dat geeft een tegenspraak.

5a e d —6deZ
b -L2¢N e y1225¢Q
c ez f 45€Q

6 _
2 37 4T3 T T 2T 4T

_ 7 _14 _ 28, _ 1o _ 15 _ 20, _2 _1_6, _3_ 9
6 7=I1=0=8 5= D Db Bor=2=1-815-3=-08=2

_d7 - R
7 a=4=0425b=2=08333....,¢c

13 o B
B =0.481481...,d=-=0,024

- _324_ 36 _12
8 a 99x=34,dusx=55=17=5

b Dat is niet handig omdat de groep repeterende cijfers niet uit drie cijfers
maar uit twee cijfers bestaat. Met 100 vermenigvuldigen zou beter zijn.
¢ Steldat x=0,18181818..., dan is 100x = 18,181818... = 18 + x
Daaruit volgt dat 99x = 18, dus x = % = %

d Stel x=0,99999...,danis 10x=9,9999... =9+ x,dus9x=9%enx=1
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2 Zoeken naar priemgetallen

9 a Degetallen 13, 17, 19 en 23 zijn alleen deelbaar door 1 en het getal zelf.

10

n oo

168=2x84=2x2x42=2%X2%x2x%x2]1=22x3x7
675=3x225=3x3X75=3x3x3x25=3¥x452

a Zie de lichtgroen gekleurde vakjes in de figuur.
Zie de andere gekleurde vakjes in de figuur.
2,3,5,7,11,13,17, 19, 23,29, 31, 37,41, 43, 47, 53,

n o

59,61,67,71, 73,79, 83, 89 en 97
d Klopt.

3enS5,5en7,11en13,17en 19,29 en 31, 41 en 43,

59en 61,71 en 73.

o o

" o n o w

of v=2,danis p = 13. Zowel 7 als 13 zijn priemgetallen.

Tegenvoorbeeld: van 23, 25 en 27 is alleen 23 priem.
Tegenvoorbeeld: 91, 93, 95 zijn alle drie niet priem, want
91=7x13,93=3x3len95=5x%x19.

De rest bij deling door 6 is een getal kleiner dan 6.

Het getal 6-v is deelbaar door 6 en dus niet priem.

Nee, want 6v +2 =2+ (3v + 1) en is dus deelbaar door 2.

Dit is ook geen priem, want 6v + 3 =3+ (2v + 1) en is dus deelbaar door 3.

De getallen 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61 en 67 zijn priemgetallen.
De volgende vier priemgetallen zijn 71, 73, 79 en 83.
Ja,want 999 =3x333=3x3x111=3x3%x3x%x37=3%x37,

w
v
~
=}

_.
=
w

=
(%]
~J
=
(=]

=
[ .]
w
[NS]
wul
~
[

w
s
~ w
w
w
i
w
~
i o O W

~
T
w

feah,
un
v}
B -

@
o
&
o
2

~J
o
~J
I
=~ o
~J
(X=]

2
[e5]
w
[o 2]
%2l
o)
=l
w o]
O o

o
w
o
(¥l
=]
~J

w1
w

p=6+v+1kan een priemgetal zijn. Kies bijvoorbeeld v=1,danis p=7

p=6-v+4kan geen priemgetal zijn, want 6 - v+ 4 =2-(3v + 2), dus

deelbaar door 2.

p=6-v+ 5kan een priemgetal zijn. Kies bijvoorbeeld v=1 ,danis p = 11.

Het vermoeden zou kunnen zijn: een priemgetal, groter dan 2, geeft bijj

deling door 6 altijd rest 1 of 5.

a n 1 priem?

10 1023 nee

b De andere factor is 89, want 2'' — 1 = 2047 en 2047:23 = 89.

¢ Steldatn=2kmetk>1,dangeldt2"—1=2%-1=(2*-1)-(2F+1)

Omdat k > 1, zijn beide factoren groter dan 1 en dus is 2" — 1 een
samengesteld getal, dus geen priemgetal.

© Noordhoff Uitgevers bv
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17 a «a 2e+1 ontbinding
| 3 priem
2 5 priem
3 9 3x3
4 17 priem
5 33 3x11
6 65 5x13
7 129 3x43
8 257 priem
9 513 3x3Ix3Ix19
10 1025 5% 5x41
11 2049 3 X 683
12 4097 17 x 241
13 8193 3x 2731
14 16385 5x29x%x113
15 32769 3x3x11x%x331
16 65537 priem

b Dewaardena=1.a=2,a=4,a=8ena= 16 leveren priemgetallen op.

¢ De formule is @ = 2" waarbij n een natuurlijk getal is.

d Alsn=5danisa=2=32en 2%+ 1=4294967297.
Dit is geen priemgetal want 4294967297 = 641 x 6700417,
Dus de andere factor is 6 700417.

3 Deelbaarheid

18 a De priemontbinding is 255=3 x 5 x 17.
255 als product van twee factoren wordt dan:
255=3x85=5x%x51=15%17
b Dat kan op drie manieren.

19 a 1001 :13 =77eN, dus 13 is een deler van 1001.
b Dedelerszijn: 1,7, 11, 13, 77, 91, 143, 1001.

20 a Bijvoorbeeld @ =2, =3 en ¢ = 7 geven het getal 237237.
237237 :7=33891,237237: 11 =21567 en 237237 : 13 = 18249.
Dus ja, het getal is deelbaar door 7, 11 en 13.
b abcabc = 1000 - abc + abe = 1001 - abc=7-11+13 - abc dus elk getal van de
vorm abcabc heeft 7, 11 en 13 als delers.

214 Keuzeonderwerpen Getaltheorie
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21 Het getal moet deelbaar zijn door 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 en 10.
Als het deelbaar 1s door 5, 7, 8 en 9 is het ook deelbaar door 1, 2, 3, 4, 6 en 10.
Dus 5-7-8+9=25201is deelbaar door 1, 2, .., 10.
Het is ook het kleinste getal met die eigenschap.

22 a 7965:9 =885, dus 7965 is deelbaar door 9.
b 7+9+6+5=27en 27 is deelbaar door 9.
1000 =999 + 1
7965=7(999 + 1)+ 999+ 1)+ 6(9+1)+5
=7-999+9:994+6-9+7+9+6+5
=9(7-1114+9-11+6)+7+9+6+5
7965 is een negenvoud + (7 + 9 + 6 + 5), dus 7965 is deelbaar door 9 als
7+ 9+ 6 + 5 deelbaar is door 9.
23 8142:3=12714
b 8+ 1+4+2=15en 15isdeelbaar door 3.
Uit opdracht 22¢ volgt dat 8142 =9(...)+8+ 1 +4+2
9(...)is deelbaar door 3, dus 8142 zal deelbaar zijn door 3 als ook
8 + 1 + 4 + 2 deelbaar is door 3.

[+1]

24 a 2+3+6+7=181is deelbaar door 3, dus a is deelbaar door 3.
5+4+3+2+1=15is deelbaar door 3, dus b is deelbaar door 3.
2+4+6+8+3+4=271s deelbaar door 3, dus ¢ is deelbaar door 3.
1+1+1+1+1+1+1+2=9isdeelbaar door 3, dus dis deelbaar door 3.
4+5+1+2=12is deelbaar door 3, dus e is deelbaar door 3.
44+ 7+6+7+2=261s niet deelbaar door 3, dus f'is niet deelbaar door 3.

b In opdracht 24a zie je dat alleen bij de getallen a, ¢ en d de som van de cijfers
deelbaar is door 9. Die getallen zijn dus deelbaar door 9.

25 De delers van 40 zijn: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 20 en 40.

De delers van 60 zijn: 1, 2, 3,4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30 en 60.

De gemeenschappelijke delers zijn: 1, 2,4, 5, 10 en 20.

De grootste gemeenschappelijke deler is 20.

o n T w

26 a Veelvouden van 60 zijn 60, 120, 180, 240, 300, ....
b Het kleinste gemeenschappelijke veelvoud is het getal 120.

27 a Dedelers van 54 zijn: 1, 2, 3,6, 9, 18, 27, 54.
De delers van 63 zijn: 1, 3, 7, 9, 21, 63.
Dus ggd(54, 63) = 9.
Veelvouden van 54 zijn: 54, 108, 162, 216, 270, 324, 378, ...
Veelvouden van 63 zijn: 63, 126, 189, 252, 315, 378, ...
Dus kgv(54, 63) = 378.

b De delers van 60 zijn: 1, 2, 3,4, 5,6, 10, 12, 15, 20, 30 en 60.
Dedelersvan 72 zijn: 1, 2, 3,4, 6, 8,9, 12, 18, 24, 36 en 72.
Dus ggd(54, 63) =12
Veelvouden van 60 zijn: 60, 120, 180, 240, 300, 360, ...
Veelvouden van 72 zijn: 72, 144, 216, 288, 360....

Dus kgv(60, 72) = 360.
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28 a 180=2-90=22-45=22.3-15=22-32.5

b De laagste macht van 2 is een deler van beide getallen. maar de hoogste
macht van twee deelt alleen 168.
ggd(168, 180)=22-3=12

n

29 a Datis het geval, omdat het kgv anders geen veelvoud van het getal met de
hoogste macht van 2 kan zijn.

b 168=2%-3+7en180=22-32-5, dus kgv(168, 180)=23+32:5+7=2520
660=2-330=22-165=22-3-55=22-3-5-11
1008=2-504=22-252=23-126=2%-63=2¢x32x7
ged(660, 1008) = 2%+ 3 =12 en kgv(660, 1008) = 2% 32+ 5.7+ 11 = 55440

30 a 345=3-115=3-5-23en531=3-177=32-59

Dus ggd(345, 531) = 3 en kgv(345, 531)=3?+5-23-59 =61 065

ged(345, 531) - kgv(345,531) =3+ 61065 = 183195 en 345- 531 = 183195
Het vermoeden is dat voor twee getallen r en s geldt:

ggd(r,s) « kgv(r,s)=r-s

¢ Als ze wel gemeenschappelijke delers zouden hebben zou de ggd niet g zijn

o

maar een veelvoud er van.

o

Het getal p * g * g is een gemeenschappelijk veelvoud van r en s, want het is
gelijk aan g * r en dus een veelvoud van r, maar het is ook gelijk aan p+ sen
dus een veelvoud van s. Een kleiner gemeenschappelijk veelvoud van ren s is
er niet, omdat p en g geen gemeenschappelijke factoren hebben.

Dusis kgv(r.s)=p-q-g.

Ergeldtdatr-s=p-g-q-g=p-q-g* maar ook

ggd(r, s) * kgv(r,s)=g-(prq-8)=p-q- &

4 Diophantische vergelijkingen

31 a x=14en y=2invullen in de vergelijking geeft 3+ 14 + 4+ 2 =42 + 8 = 50.
b 3x+dy =50 geeft 4y = —3x + 50 ofwel y = —3 x + 123
Je bereikt het volgende roosterpunt door 4 naar rechts te gaan en 3 omlaag

(/]

(of vier naar links en 3 omhoog).
¢ Sanne kiest dan voor 6 bossen rozen en 8 bossen gerbera’s.

32 a Omdat 6x + 3y =3-(2x + y) en dus een drievoud is.
b 4x+2y=2-(2x+y)iseen tweevoud en kan dus niet 5 uitkomen.
¢ 15x+ 12y = 3 geeft na deling door 3 de vergelijking 5x + 4y =1
Een oplossing is: x =1, y=—1. Controle: 15- 1+ 12-—1 = 3, klopt.

33 a ggd(12,27) = 3 en 51 is deelbaar door 3, dus de vergelijking is oplosbaar in Z.

b 12x+ 27y =51 aan beide kanten delen door drie geeft 4x + 9y = 17.
¢ x=2en y=1invullen in de vergelijking geeft 4-2+9-1 =8+ 9= 17, klopt.
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34 a

35 a

36 a

4x+9y=17dus9y=—-4x+170of y = —g x+ 19—7, de richtingscoéfficiént is —g

Je vindt de volgende roosterpunten door vanuit (2, 1) steeds 9 naar links/
rechts te gaan en 4 omhoogfomlaag: x=2+k-9eny=1+k- —4(keZ)

ggd(500, 750) = 250 en 2000 is deelbaar door 250, dus de vergelijking is
oplosbaar in Z.

Vereenvoudigen geeft 2x + 3y = 8. Een oplossingis x=1en y = 2.
2x+3y=8dus3y=-2x+8eny= —% x+ _%, de richtingscoéfficiént is —_%
Deoplossingenzimx=1+k-3eny=2+k--2,keZ.

ggd(5,7)=1en 4is deelbaar door 1, dus de vergelijking is oplosbaar in Z.
Een oplossingis x=—-2en y=2.

Sx+7y=4dus7y=-5x+4eny= —% x+ %, de richtingscoéfficiént is —%
De oplossingen zijn x =-2+k-7eny=2+k--5, ke Z.

gegd(24, 8) = 8 en 50 is niet deelbaar door 8, dus de vergelijking is niet
oplosbaar in Z.

ggd(18,15) =3 en 9 is deelbaar door 3, dus de vergelijking is oplosbaar in Z.
Vereenvoudigen geeft 6x + Sy = 3. Een oplossingis x =3 en y = —3.
6x+5y=3dusSy=-6x+3eny= —g X+ %, de richtingscoéfficiént is —g
Deoplossingenzimx=3+k-5en y=-3+ k- -6, ke Z.

Stel ggd(917,238)=gen917=p-gen 238 =¢g-g,danis
917-238=p-g—qg-g=g(p—q),dus gis ook een deler van p — ¢
679 =917 — 238 en ggd(917, 238) = ggd(679, 238).

ggd(679, 238) = ggd(679 — 238, 238) = ggd(441, 238)

ggd(917, 238) = ggd(917 — 3 - 238, 238) = ggd(203, 238) =

ged(238 — 203, 203) = ggd(35, 203) =

ggd(203 — 5+ 35, 35) = ggd(28, 35) =7

917=3-238+203

238=1-203+35

203=5-35+28

35=28+7

28=4-7

1632 = 1350 + 282 ¢ 731 =425+ 306
1350 =4-282+ 222 425 =306+ 119
282=222+60 306 =2-119 + 68
222=3-60+42 119 =68 + 51
60=42+18 68=51+17
42=2-18+6 51=3-17
18=3:6 ged(731.425) =17
ged(1632, 1350) =6

1224 = 1024 + 200 d 1234=2-432+370
1024 =5-200+ 24 432 =370 + 62
200=8-24+38 370 =5-62+ 60
24=3-8 62=60+2
ged(1224, 1024) =8 60=30-2

ggd(1234, 432) =2
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35=238-203=b—(a—-3b)=b—a+3b=4b—-a
28=203-535=a—-3b—-5@4b—a)=a—3b—20b+ 5a=6a—23b
7=35-28=4b—-a—-(6a—23h)=4b—a—6a+23h=27b—"Ta
a =917 en b =238 invullen geeft 27+ 238 —7+917 = 7 of ook
917 -—=7+ 23827 = 7. De vergelijking was 917x + 238y =7
Dus een oplossing is x = =7 en y = 27.

917x + 238y = 7 ofwel 238y = —917x + 7 dus ¥ = —330 X + 335
De richtingscoétficiént is —% = —%

De algemene oplossingis x =—=7 +k-34en y=27+ k-—131
Voor k=1 vindjex=27en y=-104

Voor k=—1vind je x=—41 en y = 158

91x+33y=1,dusa=9lenh =33

91=2-33+25 25=a-2b

33=25+38 8=33-25=b—-(a—-2bh)=3h—-a
25=3-8+1 1=25-3-8=a-2b-3B3b—a)=4a—-11b
Een oplossingis x=4en y=—11.

9lx +33y=1ofwel 33p=—91x+ 1 dus y= -1 x + 35

De richtingscoéfficiént is —%

De algemene oplossingisx=4+k-33eny=-11—-k-91

Voor k=1 vind je x =37 en y =—102.

Voor k=2 vind je x=70en y =-193.

Neem x en y vijf keer zo groot als in opdracht a.

Een oplossingis x=5+4=20en y=5-—-11=-55.

De richtingscoéfficiént blijft hetzelfde, dus de algemene oplossing is:
x=20+k+33eny=-55-k-91

Voor k=1 vind je x=153en y=-146

Voor k=2 vind je x =86 en y = —237

24x + 30y = 144 vereenvoudigen geeft de vergelijking 4x + 5y = 24.
Een oplossing die makkelijk te vindenis x=1en y=4.

4x + 5y =24 ofwel y = —% x+ 4% . De richtingscoéfficiént is —‘51

De algemene oplossingisx=1+k-5en y=4+k-—4

Voor k=5vindjex=26en y=-16
Voork=-5vindjex=-24en y=24

223x+ 157y =2,dusa =223 en b =157

223=157+66 66=223-157T=a-b

157=2-66+25 25=157-2-66=b—-2(a—-b)=3b—-2a
66=2-25+16 16=66—-2-25=a—bh—23b—2a)=5a~-"Tbh

25=16+9 9=25-16=3b—-2a— (5a—7b)= 106 - Ta
16=9+7 7=16-9=5a—7b— (10b— 7a) = 12a — 17h
9=7+2 2=9—-7=10h-Ta— (12a— 17b) = 27b — 19a
7=3:2+1 1=7-32=12a—17b—3(27b — 194) = 69a — 98b

Een oplossing van de vergelijking 223x + 157y =1 isx=6%en y = -98
Een oplossing van de vergelijking 223x + 157y =21isx =138 en y = —196
De richtingscoéfficiént van de laatste vergelijking is —%

De algemene oplossing is x = 138 + k- 157 en y=—196 + k+ —223

Voor k=1 vind je x=295en y = —419

Voor k=-1vindjex=-19en y=27

Keuzeonderwerpen Getaltheorie
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Je lost de vergelijking 7x + 11y =100 op met x,ycNen x>0,y >0
ged(7,11)=1. Een oplossing van 7x + 11y =lisx =—3 en y = 2, want
7-=3+11-2=1.

Dus een oplossing van 7x + 11y = 100 is x = =300 en y = 200.

7x+ 11y = 100 ofwel y = —% x+ %. De richtingscoéfficiént is —%

Een algemene oplossingis x=-300+ k-11en y =200+ k+—7 met ke Z.
X en y moeten positief zijn.

Voor k=28 vindjex=-300+28-11=8en y=200+28--7=4
Alternatief

Omdat de getallen betrekkelijk klein zijn, kun je ook veelvouden van 11 van
100 aftrekken totdat je een getal overhoudt dat deelbaar is door 7:
100-11=89;100-2-11=78:100-3-11 =67;100—4-11 =56 en
56=8-17

5 Getallen, nummers en beveiliging

40 a 9X0+8X6+7X3+6XT+5X9+4X6+3X3+2x6=

41

42

0+48+21+42+45+24+9+ 12 =201, klopt.
b T-Z=201-3=198=11-18, dus T— Z is deelbaar door 11.
€ IX3I+EX4+TX5+06X4+5X6+4XxT+3X8+2x%x7=
27+32+354+24+30+ 28+ 24+ 14=214.
T—-Z=214-5=209=11-19. Dit nummer is dus een geldig BSN.
d Noem het getal op de plaats van de vlek x. Dan is
T=9X0+8X6+7XT+6x+5X4+4XT+3x3+2x2=
0+48+49+6x+20+28 +9+4=6x+158.
T—Z=6x+158—-1=6x+ 157.
157 : 11 = 14 rest 3, dus 6x moet een 11-voud + 8 zijn.
Voor x = 5is 6x =30=22 + 8.
Op de plaats van de vlek staat dus een 5.

a 1826:11 =166 en dus is 1826 deelbaar door 11.

b (8+6)— (1 +2)=14-3=11en dus deelbaar door 11.

¢ 1000=91x11-1,dus
1826=1%x1000+8x100+2x10+6

=1xO1-11-1D+8XO-11+1)+2x(11-1)+6=
=1191+72+2)+-1+8-2+6
De eerste term is deelbaar door 11. Dus 1826 is deelbaar door 11 als
—1+8 — 2+ 6 deelbaar is door 11.

d 1+3+5+7+9+7+5+3+1=41;2+4+6+8+8+6+4+2=40
41 —40 =1, en 1 is niet deelbaar door 11, dus daarom is
12345678987654321 niet deelbaar door 11.

Haal de voorste 1 weg, dan is de som van de cijfers op de oneven plaatsen
40, terwijl de som van de cijfers op de even plaatsen niet verandert.
40 — 40 =0, en 0 is deelbaar door 11. Uit de deling komt 213243544332211.

Jeberekent | X 1 +2x2+3X2+4xX0+5X6+6X1+7x6+8X
3+9x7=176

176 : 11 =16, dus 176 is deelbaar door 11.

Het nummer is een geldig rekeningnummer.
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43 a a | b |l c|dl|]el| f ]| g]| h]| i ] k 1 | m
F |G| H I JI K|L| M|N|O|P|Q|R
n 0 P q r S t u v w X y Z
S T|IU| VI I WI[X]|Y|Z]|A|B|C|D|E

b de afspraak gaat door.

¢ Letter A komt op letter T, dus 19 plaatsen verplaatst.
d UHZILNLURVTAGVUULZIOPQU
e

daar heb ik vandaag weinig aan

44 a YFQTRSZDCNEEZACRPCNTUNBBRDAZCRD
graag maar helaas moet ik trainen

o

45 -

46 AJZWAAZWIERFZWLAFUPPIMJWNBRB

6 Gemengde opdrachten

47 a p|2|3|5|11|23|41|53|83|89|113|131

gl s |7 |1n|2|a7]8|107]167]179] 227|263

b Al deze getallen krijg je door bij 7 een veelvoud van 10 op te tellen:
7=7+0-10,17=7+1-10,37=7+3-10,47=7+4-10, ...
Je krijgtdang=2+-(7+ 10v)+ 1 =20v+ 15=5"-(4v + 3)
Omdat ¢ deelbaar is door 5, is ¢ geen priemgetal.
d Al deze priemgetallen zijn een zesvoud plus één:
13=1+42-6,19=1+3-6,31=1+5-6,43=1+7-6, ...
e Jekrijgtdang=2(1+6v)+1=12vr+3=3-(4v+1)
Omdat g deelbaar is door 3, is ¢ geen priemgetal.
f Je zoekt vanaf het priemgetal 131:
137 eindigt op een 7.
139 is een zesvoud plus 1.
149 geeft 2 X 149 + 1 = 299. Dat is geen priemgetal (deelbaar door 13).
151 1s een zesvoud plus 1.
157 is een zesvoud plus 1.
163 geeft 2 X 163 + 1 = 327. Dat is geen priemgetal (deelbaar door 3)
167 eindigt op een 7
173 geeft 2 X 173 + 1 = 347 en dat is priem.
Na 131 is 173 het volgende Sophie-Germain-priemgetal.

(2]

48 a N=p, - p,-py- ... p,is deelbaar door p,, dus m = N + | geeft bij deling
door p, rest 1. p, is dus geen deler van m.
b Op dezelfde manier bewijs laat je zien dat m ook niet deelbaar is door de
andere priemgetallen p,, ...., p,.
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49

50 a

51 a

Het getal m is niet deelbaar door €én van de priemgetallen p,, .... p,

Dus m is zelf een priemgetal dat niet in het rijtje p|, ...., p, voorkomt of m is
deelbaar door een priemgetal dat niet gelijk is aan één van de priemgetallen
Prs s Py

In beide gevallen is er dus een priemgetal dat niet eerder voorkwam.

De aanname dat er eindig veel priemgetallen zijn, is dus niet waar:

je kunt op deze manier altijd weer een ander priemgetal vinden.

Stel er zijn x betalende senioren en y betalende junioren, dan moet gelden
dat 19x + 13y = 1000, met x + y minimaal.

De vergelijking 19x + 13y = | heeft als een oplossing x = -2 en y = 3.
19x+13y=1dus 13y=—19x+leny=—1x+15

De richtingscoéfficiént is —%, dus zijn van de vergelijking 19x + 13y =1 de
oplossingen x = -2+ k-13, y=3+ k- -19.

De oplossingen van de vergelijking 19x + 13y = 1000 zijn dus

x=-=2000+ k- 13, y=3000 + k- —19.

2000 : 13 =153, ...: 3000 : 19 = 157.8...

Mogelijke oplossingen voor k zijn 154, 155, 156 en 157.

k =154 geeft x=2, y =74, samen 76

k=155 geeft x =15, y =55, samen 70

k =156 geeft x =28, y = 36, samen 64

k=157 geeft x=41, y=17, samen 58

Dus het kleinst mogelijke aantal leden is 58.

De vergelijking is te vereenvoudigen door beide kanten van door 6 te delen.
Dit geeft 4x + 3y = 20. Het punt (2, 4) ligt op de lijn: 4-2 + 3 - 4 = 20.

4x + 3y =20 ofwel y = —% x+ 6%, de richtingscoéfficiént is —‘31

Andere roosterpunten op de lijn zijn (2+ k- 3,4+ k- —4).

Voor k =1 vind je het punt (5, 0), voor k = 0 het punt (2, 4) en voor k = —1
het punt (—1, 8). De afstand van het punt (2, 4) tot de oorsprong is

22 + 42 =420 < 5, dus het punt (2, 4) ligt het dichtst bij de oorsprong.
43=3-13+4 4=43-313

13=3-4+1 1=13-3-4=13-3(43-3-13)=10-13-3-43
Een oplossing van de vergelijking [3x + 43y =1isdus x = 10, y = —3.

De oplossingen van de vergelijking 13x + 43y =12 zijn
x=120+k+43,y=-36 + k- —13. Voor k= —3 vind je het punt (-9, 3).
Dit punt ligt het dichtst bij de oorsprong.

De delers van 220, kleiner dan 220 zijn: 1, 2,4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110
met som 284, De delers van 284, kleiner dan 284 zijn: 1, 2, 4, 71, 142 met
som 220. Dus 220 en 284 zijn bevriende getallen.
1184=2:592=22:296=23:148 =24 74 =25:37
1210=2-605=2-5-121=2-5+112

De delers van 1184 zijn: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 37, 74, 148, 296, 592 met som 1210.
De delers van 1210 zijn: 1, 2, 5, 10, 11, 22, 55, 110, 121, 242, 605 met som
1184. Dus de getallen 1184 en 1210 zijn bevriend.
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¢ a=17296=2-8648 =22-4324 =23-2162 =2*-1081
b=18416=2-9208 = 22+ 4604 = 23-2302 =24+ 1151
Dus pg= 1081 enr=1151
r=(ptI)g+1D-1
1151=pg+p+g+1-1
1151 =1081 +p + g geeft p+ g =70
g = 2p + 1 substitueren in p + g = 70 geeft, dus p + 2p + 1 = 70 ofwel
3p +1="70daaruit volgt p=23eng=2+23+1=47.

d 220=22-5-11en284=22-71 ,dusp=5,g=1lenr=71
De formules kloppen hier: [1=2-5+1en 71 =G5+ 1)11+1)-1
Bij de ontbinding in priemfactoren van 1184 en 1210 zijn de machten van 2
niet gelijk. Dus voldoen ze niet aan de formules.

52 a De som van de cijfers is 3D en dus is DDD deelbaar door 3.
b DDD is ook deelbaar door 111 en 111 =3 - 37 en dus ook door 37.
¢ 37is een priemgetal van twee cijfers en is een deler van DDD, dus AB = 37
of CB=37.
d Stel A=3en B=7. C7moet deelbaar zijn door 3. DusC =2, 5of 7.
C moet kleiner dan 3 zijn, want anders is de uitkomst van AB x CD een
getal van vier cijfers. Dus C = 2 en de oplossing is: 37 X 27 =999,

Test jezelf

T1 a

b £=25eN -£=-5¢z 3JneQ
~B=-3¢N —\B36=-6¢Z V45 eR

T2 a 7x6x5%x4x3x2x1+1=5040+1=15041en 71 x 71 = 5041

b 1000!is deelbaar door 2, 3, 4, ....1000.
1000! + 2 is dus deelbaar door 2, 1000! + 3 is deelbaar door 3, ...1000! +999
is deelbaar door 999 en 1000! + 1000 is deelbaar door 1000.
Dus de rij 1000! + 2, ..., 1000! + 1000 bevat geen priemgetallen.

¢ Derij 1000! + 2, ..., 1000! + 1000 bevat 999 samengestelde getallen.
Een rij met 1000 opeenvolgende samengestelde getallen is bijvoorbeeld
1001! + 2, 1001! + 3, ..., 1001! + 1001.

222 Keuzeonderwerpen Getaltheorie © Noordhoff Uitgevers bv



13

T4

15

Té

17

18

a

[+1]

945=3x315=32x105=33%35=33x 5x 7
999 =3x333=32x 111 =33x 37
ggd(945,999) = 33 = 27 en kgv(945,999) = 33+ 5- 7+ 37 = 34965

311x+83y=2

83 is een priemgetal en 311 is niet deelbaar door 83, dus ggd(311,83) = 1.
De vergelijking is dus oplosbaar.

311x+83y=2,dus a=311enbh=283.

311=3-83+62 62=311-3-83=a-3bh

83 = 62 + 21 21=83-62=b—(a—3b)=4b—a
62=2-21+20 20=62-2-21=a-3b-2(4b-a)=3a—11b
21=20+1 1=21-20=4db—a—(3a—11b) = 15b — 4a

Een oplossing van de vergelijking 311x+ 83y =11isx=—4en y = 15.
Een oplossing van de vergelijking 311x + 83y =21is x=—8 en y = 30.

311x + 83y =2 ofwel y= —%13—] x+ 82—3, de richtingscoéfficiént is —%, dus

y=30+Fk-=311. Dit geeft p =311.
Een algemene oplossingis x = -8 + k+83en y =30+ k- —311
Voor k=7 vind je x =573 en y = —-2147

nummer biljet | som van de cijfers | negenvoud? | echt of vals
9210116430 27 ja echt
4223042733 30 nee vals
6380821481 41 nee vals
7027560654 42 nee vals

n|1|2|3|4|5|6|7|8|9|10

p| 43| 47|53 |6 |71 |83 97 |113[131]151

Het gaat mis omdatdan p=41>+41+41=41x (41 +1+1)=41x 43 en
dat getal is deelbaar door 41.
Je krijgt ook geen priemgetal als je voor n een veelvoud van 41 invult.

De delers van 28, kleiner dan 28 zijn: 1, 2, 4, 7 en 14 en die zijn samen 28.
28=7:22=(2*-1)+2*", voor n =3 vind je 28.

n=4geeft (24—1)-24"1=15-8=120.

De delers van 120, kleiner dan 120 zijn: 1, 2, 3,4, 5, 6, 8,10, 12, 15, 20, 24,
30, 40 en 60 en die zijn samen 240, dus is 120 geen perfect getal.

Of: 24 — 1 =15 en 15 is geen priemgetal, dus is 120 geen perfect getal.
n=35geeft 2 —1=32-1=31en dat is een priemgetal.

Dus het volgende volmaakte getal is (2°— 1)+ 2% =31+ 16 = 496.

18=5+13=7+11

20=3+17=7+13

30=7+23=11+19=13+17
40=3+37=11+29=17+23
50=34+47=7+43=13+37=19+31
100=34+97=11+89=17+83=29+71=41+59=47+ 53
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Meer oefenen

7 Exponenten en logaritmen

5 a De grafiek van f wordt eerst 8 naar links verschoven ( p(x) = 3**®) en vervolgens
vermenigvuldigd ten opzichte van de x-as met 2.

De grafiek van f wordt eerst met —10 vermenigvuldigd ten opzichte van de

x-as (p(x) = —10-2%) en vervolgens 8 omhoog verschoven.

De grafiek van f wordt eerst 7 naar links verschoven ( p(x) = 0,2¥*7), vervolgens
gespiegeld in de y-as (¢(x) = 0,27**7), en daarna 17 omhoog verschoven.

o

n

6 a De grafiek van g ontstaat uit de grafiek van f'door een vermenigvuldiging met 9 ten
opzichte van de x-as. De grafiek van / ontstaat uit de grafiek van fdoor een verschuiving
van 2 naar links.

o

De grafieken van g en /1 vallen samen.
9.3x:32.3x:3x+2
De grafiek van k ontstaat uit de grafiek van fdoor een vermenigvuldiging met % ten

o n

1 sl =L
opzichte van de x-as. Omdat k(x) = % <4r = E “4v=4"7 -4 =4""7 kan de grafiek

van k ook ontstaan uit de grafiek van fdoor een verschuiving van % naar rechts.

102 7-05r=1124' s NP
(Oss)x =16+4" 2x+4 _ 2~3 - 2%):
(& =2r cra=-3+ke

1o _
DX = 4+2x X = =
=-14
—x=4+2x &
—3x=4
x=—1%
x— 1 . _0. lr*4

b 4"=55% g 27-3=9-(})
4x = 44 33.31;32.(372)&4
x=—4 33.30=32.3"2+8

34¢t=2+-2¢+8
3t=7
t=2;

¢ 0,1%=10000 h (4) =16
1\5x _ (2—1)x224
(E) _104 Z—x:24
1075 = 104 .

-5x=4 X
__4
X="35

1

d (0,4)> =1 i 51)‘:1;_5.(1%)"‘
zx__36=0 S%xz _3.572)(
t %x=—3—2¥,

2 x=-3
x——l%

e 3=(1) j 15-9'=5-3%
Fo@ =5 3 G BN
t=-6 3. (32) = 3%

31+2.t:33t
1+2t=3¢
=1
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11 a

12 a

20 a

0,25y = yL
@ =GF

()" =)
6" =6)

]
2x—2

ol—

xX=z

Invoer: y; = 3**2en y, =15
Venster: —1<x<2,0<y<20
Optie: snijpunt

x=0,09

60- 533 =12

51 5 53x—5 = 50
53x*4: 50

3x—4=0
x=1%

§e4—x = (\E)x

1
23 4 24—x = (zi)x
27-x = 22

]
7 X=5X

Plot de grafieken van beide functies in een standaard venster.
Links van het snijpunt ligt de grafiek van f boven die van g.

1

2 =16
2%;:—1:2—4
%x— 1=—4
%x=—3
x=-6
4%+ 5% =10~
208 =10~
2%=1
x=0

32+x = l 2x=]
3

32+x = 5321)2x—1
32+x s 3*2x+1
2+x=-2x+1
Ix=-1

AP
A="3

De oplossing van de ongelijkheid is x < 4:2;

)
3

=L
= 34+x — (3 3)x

32+x:% %
2+x=—%v
1%x=—2
3x=-4
x=—1%

Plot de grafieken van beide functies in een standaard venster.
Rechts van het snijpunt ligt de grafiek van f'boven die van g.

De oplossing van de ongelijkheid is x > — 1%

£=15
x =>log(15)

(0,3)* = 0,01
x =%30g(0,01)

© Noordhoff Uitgevers bv

c (=250

x = 3log (250)
8x+5 =33

x + 5 =%log(23)
x =-5+%log(23)

Meer oefenen
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24

31

32

39

41

226

Meer oefenen

23x+l = 5() f 108 3= 0’5
3x+ 1 ="log(50) 1
8 — 3x = Vog(!
3x=—1+ Zlog(50) x = log3)
—3x = 0og 1)—:8
x= —% + % -log(50) (2)

A= 2% - % . 1"Iog(%)

3og(81y3) = 41, want 8143 = 3¢ 31 = 3%
1
Zlog(ll—ﬁ) =4, want 11—6 = (%)4

1) _ NP e
Slog(ﬁ)——l want 125—53—53

log(25) = -2, want 25 = 52 = (1)

log(231 i log(23
6log(231) = ‘;g(—(G))z 3,04 ¢ tog3) = 0K - ). 161
ogi log(ﬁ)

; _log(17) s (1) log({)

log(17) = - = 118 d Slog({) = oa3) ~ 218
11x=7 ¢ =5
x ="og(7) = 0,81 x+1="3log(5)

x =">log(5)— 1~=046

*=10 d 24=32
x = ®log(10) = 1,29 4x =log(3y2)

x =1+ log(3y2) = 0,52

a(x) = "“?log(x) is dalend, want het grondtal is kleiner dan 1.

Als x toeneemt, neemt —x af, dus neemt *?log(—x) toe.

fis een stijgende functie.

b(x) = Plog(x) is stijgend, want het grondtal is groter dan 1.

Als x toeneemt, neemt 2,6 — x af, dus b(x) = *log(2,6 — x) neemt ook af.
g is een dalende functie.

¢(x) = "Jlog(x) is dalend. Als x toeneemt, neemt 1 + x ook toe, dus **log(1 + x)
neemt af. /1 is een dalende functie.

d(x) = "*log(x) is een dalend. Als x toeneemt, neemt 4 + x ook toe.

Dus **log(4 + x) neemt af. —="*log(4 + x) neemt dan juist toe.

k is een stijgende functie.

1 1
e(x) = log(x) is dalend. Als x toeneemt, neemt 4 — x af, dus log(4 — x) neemt toe.

1
Dan neemt —*log(4 — x) juist af. p is een dalende functie.

p(x)= 5+ log(3x +5)

Domein: 3x + 5 > 0, dus het domein is x > —1% ofwel (—1%, —>).
Nulpunt: 5+ 2log(3x +5)=0

2log(3x+5)=-5

3x+5=19

_A=5_1
3x+5_25_i

_ 159

IE=—ay
=3 __q2
=" T a2

Voor de asymptoot geldt: 3x + 5=0, dus dat is de lijn x = —1%

Meer oefenen © Noordhoff Uitgevers bv



42

k(x)= Slog(8 —x)+8

Domein: & — x > 0, dus het domein is x < & ofwel {«, 8).
Nulpunt: ‘log(8 — x) +8=0

log(8 — x) = -8

§—x=6"

x=8-67°%

Voor de asymptoot geldt 8 — x = 0, dus dat is de lijn x = &.
h(x) = *log(2x +4)—3

Domein: 2x + 4 > 0, dus het domein is x > —2 ofwel (=2, —).
Nulpunt: 2log(2x +4)—-3=0

Zlog(2x +4) =3

2x+4=23=8

2x=4,dus x=2

Voor de asymptoot geldt 2x + 4 =0, dus dat is de lijn x = —2.
g(x) =18 — log(10x)

Domein: x > 0, ofwel (0, —).

Nulpunt: 18 — log(10x) =0

log(10x) =18

10x =10'%, dus x = 10"

Voor de asymptoot geldt 10x =0, dus dat is de lijn x =0 (y-as).
m(x) = =2+ *log(x + 7)

Domein: x + 7 > 0, dus het domein is x > —7 ofwel (=7, —).
Nulpunt: =2 + *log(x +7)=0

Hog(x+7)=2

x+7=42=16

x=9

Voor de asymptoot geldt x + 7 = 0, dus dat is de lijn x = —7.
n(x)=3x- log(3x — 10)

Domein: 3x — 10 > 0 of ook 3x > 10, dus het domein is x > 3% ofwel (3%,%}.

Nulpunt: x=00of 3x—-10=1
x = 0 zit niet in het domein; 3x = 11, dus het nulpunt is x = 3%
Voor de asymptoot geldt 3x — 10 =0, dus dat is de lijn x = 3%

£(x) =8 — %log(x2 - 16) S0 Aopld iy
x2-16>0 X+8>0

x> 16 3> -8

x< —4dofx>4 x>-2

Het domein is («, —4) U {4, =) Het domein is (-2, —)
x1-16=0 M+8=0

x=18 xH= =R

De asymptoten zijn de lijnen
x=—4enx=4

8 — "log(x*—16)=0
03log(x2—16)=8
x*—16=0,5°

x? = 1655

De nulpunten zijn x = —\’162_.13—6 en x = \/ 162%

© Noordhoff Uitgevers bv

De asymptoot is de lijn x = -2
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8 Vectoren

(u+2v)

-3V +) = (U+27)=3(v +0)

(U+2v)

:;) dus|a +B|=+(-1)2+ (=22 =45
_3 — -y
8)’ dus|a — B|=+(-3)>+82=+73

-3 = (_315) dus |5 — 35| = \(=13)? + 307 = {1069

c %3=%;2)=(]%1),dus|55|= 12+ (P = =3 =13 =1 fa]

(e =) (5

-
i [
|

11 a 4B =

3

7 =7 — =l 21 —
4) = ( 4) en —3CB = —3(_4) = (12), dus |[-3CB| =+21%+ 122 =585
=7

2CA - 3CB = 2(;) - 3(_4) = (?2) dus [2CA4 — 3CB| =232 + 182 =853
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18 a

20 a

28 a

— 5 —3
Voor het midden M van zijde AB geldt OM = %(( ) + (

—

dus de coordinaten van punt M zijn (1_, —15).

—_—

Voor het midden N van zijde BC geldt ON =

b=
——

dus de coordinaten van punt N zijn (%,—3).

wn

Voor het midden L van zijde AC geldt OL = é((

R

dus de coordinaten van punt L zijn (4%, %)

3. j.%l
()40
= =3 - e
V. 6 4 -1z 2
De codrdinaten van het zwaartepunt Z zijn (6%,2).

szzzi—6+i4=—2+2§=§
T 212 " 2434 4+16 20

z

De codrdinaten van het zwaartepunt Z zijn (%, 20).

o (xN_ s -2\, 4 4\_[-13+1}\_{O
= =T = = =
S B M A

De codrdinaten van het zwaartepunt Z zijn (0, 2%)

6 _ 8 8 4
o 32\, o4 s(6\_[w w3 _[Z6| (%
23| )T o )Tl T e s )T 2 T
iotio T3/ Mg/ s
De codrdinaten van het zwaartepunt Z zijn (2% ; 4%)
3 3 -2 6 1 5
_15 30 5 15 10 —
413345
45 _ 60,30 , 15 50 80 1
(75‘7s+75+%+75)=(ﬁ)=(1ﬁ
105 , 150 60 _40] |275 2
5 T s 0Tl Yl A3
De codrdinaten van het zwaartepunt Z zijn (IE, 35).
=5\ (1 2y (-1
: =-5-1+3-6=13 : =2--1+3-4=10
R < ([

(—:)‘:mm@en (i)

o

13 10
cos(0) = ———== 10,3665 ... cos(0) = ———
o = 68° o = 48°
3 -3

. — - — + . =

(8) (4) 3--3+8-4=23 d g 6

3 0
(8)=\I32+82=\]ﬁen (8) =8en
(_j ‘=\{ 32+ 42=25=5 (:é

23 —48

cos(a) = =0,5383 ... cos(o) =
o=57° o= 162°

© Noordhoff Uitgevers bv

T =T en
\NTF G =T (‘i)‘=m=qﬁ

=0,6726 ...

) (2)- 02+ 5-s= a0

=-0,9486 ...

Meer oefenen
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34 y

. — 3 e . o=
37 a Een steunvector is 04 = ( 7 en een richtingsvector is AB =

3
Een vectorvoorstelling van de lijn is (x) = ( 7) + A
v

2 ;
) of bijvoorbeeld (x) =
6 v

3) ) (;:) ) (—?5)

.= 4 i L =
b Een steunvector is OC = 15 en een richtingsvector is CD =

8
=15

L — 7 . .
¢ Een steunvector is OF = 64 ) en een richtingsvector is

7=l

. =27 60
Een vectorvoorstelling van de lijn is (x) = ( & ) + v( 40) of bijvoorbeeld
y -
x =27 3
= + v
(y) ( 64 ) —2)

4h a = ) dus een vergelijking van de lijn is 2x — y = c.

-4
Een vectorvoorstelling van de lijn is (x) = ( 15) +
14

Invullen van x=—len y =4 geeft 2+ — 1 —4=¢, dus ¢ = —6.
Een vergelijking van de lijn is 2x — y = —6.

X 2—1 x 2 -1
= =)+
b Er geldt (v) (4t 2 8)’ oftewel (v) (8) t( 4 )

— (4
n; = ) dus een vergelijking van de lijnis 4x + y = ¢.

Invullen van x =2en y =8 geeft 42+ 8 = ¢, dus ¢ = 16.
Een vergelijking van de lijn is 4x + y = 16.

—

c n=

0 e e
1) dus een vergelijking van de lijn is Ox + y = ¢, oftewel y = c.

2
=3

5 i s o
n, = 5 dus een vergelijking van de lijn is 5x + 2y = c.

Invullen van x =3 en y =4 geeft 4 = c.
Een vergelijking van de lijn is y = 4.

X 2(+6 X 6
= =|_|+
d Er geldt (y) ( 3 5:)’ oftewel (y) ( 3) t

Invullen van x =6en y=3 geeft 5+ 6 +2+3 = ¢, dus ¢ = 36.
Een vergelijking van de lijn is 5x + 2y = 36.
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Ty=-3x—-14
Ix+T7y=-14

L))

9 Functies bewerken

3
3 a Het functievoorschrift bij de beeldgrafiek is g(x) =3 - of g(x)=——
x+4 x+4

3
b Het functievoorschrift bij de beeldgrafiek is /(x) = 7 of hix)=——
g(x - 4) x—4

7 a Je moet eerst x vervangen door —x, dit geeft k(x) = log(—x)
Daarna x vervangen door x + 10, dit geeft g(x) = log(—(x + 10)
ofwel g(x) = log(—x — 10)
b Je moet nu eerst x vervangen door x + 10, dit geeft k(x) = log(x + 10)
Daarna x vervangen door —x, dit geeft #(x) = log(—x + 10)
Je krijgt dus niet hetzelfde antwoord.

1)\x+2 ——
9 a g(x)=(§)x £ e
De grafiek van g kan uit de grafiek van fontstaan door een translatie 2 naar rechts,
gevolgd door een spiegeling in de y-as.

b g(x)= %cos(Zx +3)= %cos(?.(x + 1%))
De grafiek van g kan uit de grafiek van fontstaan door een vermenigvuldiging ten
opzichte van de x-as met %, een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met %

en daarna een translatie 1% naar links.
Oof:
De grafiek van g kan uit de grafiek van fontstaan door een translatie 3 naar links, een
vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met % en een vermenigvuldiging ten
opzichte van de x-as met %
¢ De grafiek van g kan uit de grafiek van fontstaan door een translatie 2 naar links,
een translatie 7 omlaag en een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met %
d De grafiek van g kan uit de grafiek van fontstaan door een translatie 2 naar
links, een translatie 7 omlaag, een vermenigvuldiging ten opzichte van de

x-as met % en ten slotte een vermenigvuldiging met le ten opzichte van de y-as.
e De grafiek van g kan uit de grafiek van f ontstaan door een vermenigvuldiging
ten opzichte van de x-as met 5, een translatie 4 naar links en ten slotte een vermenigvuldiging
met % ten opzichte van de y-as.
N.B.: bij elk van de onderdelen van deze opdracht zijn er ook andere correcte
antwoorden mogelijk.

© Noordhoff Uitgevers bv Meer oefenen
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De grafiek is symmetrisch in de y-as.

10
f(a) - \jm
floa) ==
10
A= e
fea)=fta)

De grafiek is puntsymmetrisch in (0, 0).
4
f(a)=a5—2a3+3a—5

f=a)= (=0 = 2A=ap +3 ~a- ==

f(—a)=—a*+2a* - 3a +%

4
Ff—gy=— a5—2a3+3a—5

f(=a)=—f(a)

De grafiek is niet symmetrisch in de y-as
en niet puntsymmetrisch in (0, 0).

Je kunt dit ook als volgt inzien:

behalve voor x=01is f(x)=x?— xen
dit is een dalparabool met nulpunten
x=0enx=1

De grafiek is symmetrisch in de y-as.

fl@) =3¢
f(=a) = 300!
f(ma)=37""
f-a) = f(@)

(E-=1)E~-D=0
x2=1lof x2=7
x=lofx=—-lof x=y7of x=—7

Meer oefenen
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€ flx)=xt—8x247

extreme waarden als f'(x) = 0 dus

43— 16x=0

4x(x2—-4)=0

4x=00f x*—4=0

x=0ofx=-20of x=2

minimum f{—2) = -9, maximum f(0) =7, minimum f(2) = -9
d Plotten van de grafiek van g geeft onderstaande grafiek:

y

-4 -3 -2 10 12 3 4

De nulpunten van de grafiek van fzijn de minima van g

minima: g(—7) =0, g(-1) =0, g(1) = 0en g(7) =0

De extreme waarden van /', maar dan absoluut, zijn de maxima van g
maxima: g(—2)=9, g(0)=7en g(2)=9

29 a y=7x+28 wordt x=7p+28
Ty=x—-28dusy= %x -4 dus f™(x)= %x —i
Het domein van f™ is R.

b y=+6x—5wordt x=+6y—5
6y—5=xdusby=x2+5
y= éxz + % dus f™(x) = %xz + %
Het domein van £ is [0, —).
¢ y =5 wordt x = 57*6
y+6="7log(x)dus y = —6 + log(x) en f™(x) = —6 + >log(x)
Het domein van /™ is (0,—).
16 16
d y=—wordt x=—
X b

16 . 16
xy=16dusy= - dus f™(x) = f(x) = -

Het domein van [ is {«,0) U {0, —).
32 a y=%x—8wordtx=%y—8
2y=x+8dusy= 1+ 12dus /()= 1x+ 12

Het domein van /7 is R.
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b y=2+x+1wordtx=2+y+1

Yp+l=x—-2dusy+1=(x—2Peny=(x—2y - ldus fMm(x)=(x-2)— 1
Het domein van /™ is R.
¢ yv=8-2wordtx=8-2"
= %x dus y = 210g(éx) dus fi(x) = 2log(-é—x)
Het domein van /™ is {0,—).
d »y=6-"%log(x) wordt x =6 — ®log(y)
Slog(y) = 6 — x dus y = 65°* dus f"(x) = 65~
Het domein van /™ is R.
e y=-—yI-2xwordtx=—\1-2y
Yl —29 =—xdus 1—2p=1-=x)*

2y=1-x*eny= % = %xz dus f™(x) = % — %xz
Het domein van ™" is {«,0].

f _x+2 g _yt2
y=_3q Vordtx=

y+1
x(p+1)=y+2
xp+e=ypt+l
xy—y=2-x
yx—-1)=2-x
=2 qus finy =22
%—1 x—1

Het domein van /™ is (<, 1) u(1,—).

36 a pg+29=5p-3q d g=1p—-177
pqg—5p=-5q Tp=71=4q
plg—5)=-5¢q Tp=T1T+¢q
p=q_ig;. p=11+3¢

b q=p%9 e ¢g=4+5
4(p—9)=p p=q-4
pg—9=p 5p=(q—4)
P4—p=9q p=5(g—4
plg—1)=9g

_ %
=1

c g-¥tl=1 f g=(p-8)°+8
rl=g—1 (p—8°=g-—8
p+1=5log(g—1) p—8=1g-8
p=—1+5log(¢g— 1) p=8+yg—38

40 a p2-59=1
prP=5¢+1
p=+45¢+1 (want p=0)

b p>—5¢=1
pP=5¢+1

p=—\5¢ + 1 (want p<0)

c (p+4Y>-99=15
(p+4P=9g+15
p+4=—9g+15(want p< — 4)
p=-4-04+15
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10 Kettingregel

3a f(x)=-ix7

flay=—3 =3

S =37t
f(x)—z\(—
b glx)=x*-—

2x3
gx)=x"4- %x

g(x)=—4x>3 - ;1—1 <=3y

—4
C =4

-3

6 a Bp)=p-\p

Bp)=pp*
B(p) =p§
B(p)=
B'(P)‘ 2 \f
b k(x)=43x*
k(x) = 4
K =442

K (x) = 55x

P
+_

c fip)=1p A
f(p)=§p+p'p* B3
fp)=5p+p7
Fpy=t-4p=

4

o) =5- T

12 a k(x)=1cos(3x2 - 2x)

c p(x) = 7x1,25 i 2x0,35

p(x) = 14x16
pl(x)=14+1,6x%¢
P(x) =22,4x%6

4x4 + 8x3 + 10x2

r(x) = e
= 4i 8x3 8 10x2
=5y it 2x3 0 2x3

r(x)=2x+4+5x7!
r(x)=2-5x2

5
()=2-=
Pl ==

S(x) = 3x%(x +4x)
Fls) =35
(%) =922 + T%x%
F1(x) =92+ Toax

6x> + 4\[; +2x

Blxls ————
xx
1

6x%  4x?  2x

gy =—p+—7+—

x< x* x?2
! = =k
glx)= 6x'7+4x +2x 2
1 1
2(x)=9x2 - R R
4 1
= y-———
g =Nx -3 o
A(x) = (xyx +4)
1
A(x) = (X2 + 4)?
1 1
A()=2x"+4)- 11
A'(x) = 3x(xyx +4)

A'(x) =3x2+ 124x

H(x)= 3( cos(‘c)) (cos(wc)) 4(:052(x)—cos(x)

b A(x)=3- \’2 Slog(x)
h(x) =2+ log(3yx)

© Noordhoff Uitgevers bv
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~ 1
¢ k(x)= sin?(x) — 4sin(x)

h(x) = sin

1
x2—dx )
d k(x)=5F"T
h(x)=~5%-7-5
13 a g(x)=6+log(x)en f(x)=x>
=5
b g(x)=—en f(x)=3x

g(x)=sin(x)en f(x)=x>—x

(]

6
glx)= Len f(x) = 5cos(x)

o

17 a f(x)=(24-7x)

e h(x)=(0,7x>*—-1)
F(x) = v(u(x)) met h(x) = v(u(x)) met
u(x) = 2% —7xenv(x)=x> u(x)=0,7x>3 — 1 en v(x) = x>
J(x) = v (u(x)) - ' (x) ' (x) = v/ (u(x)) - ' (x)

H(x) = 5(0,7x>3 = 1)*+ 1,61x"3

1y = 3(2h — 7)o —
Fy=3(2} -7 - -7 I (x) = 8,05x13 + (0,723 = 1y}

fxy==21(2 - 7x)

b g0 =(x = 322f f p=qg gy
g(x) = v(u(x)) met = (q-% _ q%)s
u(x) = x* — 1x%en v(x) = p(q) = v(u(g)) met
g(x) = v'(u(x))  w'(x) W) = ¢’ en u(q) = q-% - q%
N N N
£09 =23 =30 (35 = 1) 3~ =Gt maa)
d_p: 2 4.(L_L)
3~ 0 N | = o
& W) ={23—i g A(k) = (4k + 8K
w(x) = v(u(x)) met A(k) = v(u(k)) met
u(x) =23 — xen v(x)=x! 2
, 3 1 u(k) = 4k + 8k en v(k) = i
W(x) = v(u(x)) - u'(x) S = s
W) = 1123 — 010 -1 A'(k) = v (u(k)) f«z(k) |
Ww(x)=—11(23 — x)! AR = 34k + 8K5) - (4 + 1247
A'(k) = (4k + 83k2)? - (12 + %)
d s(=|+ ?)4 h k()= (3r — %)3

s(r) = v(u()) met

u(t) =1+ 61" en w(r) = ¢ k(t) = v(u(r)) met

S(0) = v (u()) - u'(£) u(ty=31—2r2env(t)= 1
S(1) =44 + 6171 - (32— 6172) K (£) = v/ (u(t) - u/(£)
S(t)= (12:2 - Zf—j)(ts +5f k() =301 - 427 3+ 5%)

PR CUINL L i R
k(t)—3(3t sz) (3+5t3)

k(1) = (3: - i)2 : (9 + 24)

5¢2 53
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22 a h(x)=33x7 - 12x
h(x)= (3x*— 12x)%
H(x) =132 - 120)75 (6x - 12)

, . 2x—4
") = e =1y
9

F(x)=T(:2 = 2x)%

() =7 =52 =202 2x - 2)
7 —=Tx

7= (x2 = 2x(x? — 2x)

26 a f(x)=%x3—%x2—6x+8
fix)=at—x—6
x2=x—-6=0

(x=3)(x+2)=0
x—3=00fx+2=0
x=3ofx=-2

Zie de plot hiernaast.

¢ glv=

.
Rae—)¢
g(x)=4(2x - x%2

0= <82 — a2 —~ 42

—-16 + 32x3
(2x — x%3

d k(x)=v4x> - 2x

k(x) = (4 — 2x)

g'(x)=

K (x) =2 (4x5 = 23)73 - (20x* - 2)
1034 — 1

Vvax’ —2x

K'(x) =

f heeft een maximum f(—2) = 15% en minimum f(3) = —5%

1
b g(x)=yx*—2x2+5=(*— 22+ 5¢

Z(0) =1 =222+ 5) 73+ (423 — 4x)
It~ D

x e o —
&) V& —20+5

5t —2%
okt — Do £5
2x3-2x=0
2x(x2-1)=0
x=0of x=1of x=-1

=0

Zie de plot hiernaast.
g heeft minima g(—1)=2en g(1)=2
en maximum g(0) = \E

29 a n(x)=\2+25=(+ 25)%

1
w(x)=1(x2+ 25y 2x

H(x)= ———=0

yx2 + 25
x=0

Zie de plot hiernaast.
1 heeft een minimum n(0) = 5

P |

x? + 25 < 0 heeft geen oplossing, dus n heeft geen randextremen.
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b A(x)=(x— x%?
H(x= 2x — 225~ =322
x—x'=00f1-3x2=0
x(1—x)=0o0f 3x2=

x=00f x=10f x=-1of x =} of x=—}
Zie de plot hiernaast.
h heeft minima A(—1) =0, 2(0)=0en A(1) =0

h heeft maxima h(—\g) = % en h.( ‘\E) = 24—7

¢ g ===T03 - 8)

-8
g (x)=-7(x>—8) 2+ 2x
—14x
/ = =
q ('x) (x2 _ 8)2
—14x=0
x=0

Zie de plot hiernaast.
. _ 1
¢ heeft een maximum ¢(0) = =

1
d g(x)= Sx\/; — 6x=8x'"2 — 6x

FE= 1086
g(xX)=12{x—6=0
129x=6

V=)

— (1)2 —ll
¥=\2) Ta
Het domein is x 20
Zie de plot hiernaast.
g heeft een randmaximum g(0) = 0

g heeft een minimum g(i) = —%

e f(x)=VT2-2:2=(72- 25

£ =472 - 2297 —ax
4 S _2x -
F1®) 72 — D58 0
x=0
Het domein is -6 < x < 6.
Zie de plot hiernaast.
f heeft randminima f(—6) =0en f(6)=0
f heeft een maximum f(0) = \[ﬁ = 6\E

238 Meer oefenen
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33 a

38 a

B) S PP~ i~

Voor het domein geldt x> = x— 620
(x=Nx+2)=0

x=3ofx=-2

De grafiek van y = x> — x — 6 is een dalparabool,
dus het domein is {«,—2] U [3.—).

) = (32— x - 6)

_L
P)=3(3=x=6) 2 (2x~ 1)
Qo= 11
(X)) = ——==0
P Wx2—-x—6
2x—=1=0
x= % voldoet niet (valt buiten het domein)
Zie de plot hiernaast.

p heeft randminima p(=2)=0en p(3)=0

Als ¢’ stijgt en g’ < 0, dan is g afnemend dalend.

Dat is voor x op het interval [-3,0).

Als ¢’ daalt en ¢’ < 0, dan is ¢ toenemend dalend.

Dat is voor x op de intervallen (—\ff, -3l v (\(f, —).
Als ¢’ stijgt en g’ > 0, dan is g toenemend stijgend.

Dat is voor x op het interval (0, 3].

Als ¢’ daalten ¢’ > 0, dan is g afnemend stijgend.

Dat is voor x op ((—,—@) U [3,@).

Bij x = 3 gaat g dus over van toenemend stijgend naar afnemend stijgend.

¥

—-27 -3 0 3 V27

f(x) =x*—12x2
F(x)=4x>—24x

4x3 - 24x=0

4x(x* - 6)=0

d4x=00f ¥>*—6=0
x=0of x=v6of x=—/6
Zie de plot hiernaast.

/' heeft minima f(—6) = —36 en f(\J6) = —36
f heeft een maximum f(0) =0
f(x)=12x*-24

12x2-24=0

=l

x=420f x=—2

J(=\2)==20¢en f(2) =20

De buigpunten zijn (—\E, —20) en (\E, =20)

© Noordhoff Uitgevers bv
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¢ Van de buigraaklijn in het punt (—\E, —20) is de richtingscoéfficient
F/(—2) = 1692 en de buigraaklijn y = 16y2x + b gaat door het punt (—2, =20).
Dit invullen geeft —20 = 16\5- = \E+ bdus h=-20+32=12.
Van de buigraaklijn in het punt (\E, —20) is de richtingscoéfficient
f ’(\ﬁ) = —16\5 en de buigraaklijn y = —16y2x + b gaat door het punt (\E, =20).
Dit invullen geeft —20 = —16\5 : \E +bdush=-20+32=12.
Dus: door (-2, —20) gaat dus de buigraaklijn y = 16\2x + 12 en door (y2, —20) gaat
de buigraaklijn y = =162 x + 12.

11 Exponentiele en logaritmische functies

b a 52-2-5-24=0 d () -3-(Y7=
(52 —2-5—=24=0 W2 o 1\x
(@)P-3=4-()
(E)f-a-(r-3=0
p+t4p-6)=0 1)x
Stel |5 =p
5¢=—4of 55=6 s
; D=(—4)2—-4-1--3=28
5% = —4 heeft geen oplossing
De oplossing is x = ’log(6) _4++28 . 4++28
=3 F " a
p=2—\ﬁofp:2+\ﬁ
(@ =2-For (=24
(%)x =2- \ﬁ heeft geen oplossing
De oplossing is x = élog(z + \ﬁ)
b (log(x)—3)= 2% e (log(x)) —3log(x)—20=0
Stel Zlog(x) =p Stel *log(x) =p
2
_ap_nl p—p—20=0
p—BF=12 p+dp-5=0
p—3=l%ofp—3=—l% p=—4dof p=5

Slog(x) = —4 of 31 =3
p=4%0fp=l% og(x) of “log(x)

—34=1L — 25—
“log(x) = 4% of Zlog(x) = 1% x=3 grof x=3"=243

x=2"=16y2of x=2"7= 23

c 210g1+%):—1 f 9=3-3"+18
L 3 —3.37—18=0
14— [=pl=p Stel 3v = p
1“ ] o pP-3p—18=0
1+;=50f1+;=—5 (p+3)(p—6):0
p=-3of p=6

jof —=-13 3¥=-30f 3*=6
3¥ = =3 heeft geen oplossing
De oplossing is x = *log(6)
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10 a

13 a

3log(35) — 3log(7) + 3log(2) =

2) =31log(10)

35
log

%Iog(7) +5- l:Iog(x) =
%Iog(7) + %log(x5) = %log(";’xs)
Tog(3x*) — 3+ "log(x) =
log(3x2) — "log(x?) =

3x2 3
R
3 ) log(x

log

d 7log(p) + 3+ log(2) =

Tlog(p) + "log(2?) = "log(8p)

e *log(30) — (*log(3) + *log(2)) =
*log(30) — *log(6) = *log(5)

f log(2x) + *og(13x) =
01og(26x2)

De grafiek van g ontstaat uit de grafiek van fdoor een verschuiving van

2 omhoog.
g(x)=2+ i log(x)
a(x) = Zlog(%) + 7log(x)

g(x) = Zlog(ll—6 x) dush= %

Een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met factor 16.

17 a y=

18 a

o=ty

y+5="log(x+1)
Zog(x+1)=y+5
sk 1 2Pts
x=2t5—1

2p-5=7-6"

8y —20=6*

x = log(8y — 20)

y="llog(14 — 3x)
14=3x=2
-3x=2-14
x= —% 4+ 4%

3 +2log(K) — 0,5 2log(H) = 3
Zog(K?) — 2log(H"?) = log(8)
Zlog(K?) = log(8) + *log( H")
2log(K?) = log(8 + H"”)
2log(K?) = 2log(8\H)
K*=8JH

2 -3log(A) + 3 -3log(B)=6
Ylog(A43) + Ylog(B?) =6
log(4°B*) =6

A2 = 3% ofwel 4213 =729

© Noordhoff Uitgevers bv

e y=3-7-10
7-10v=3-y
10x=%—%y
©= log(2— 1)

f (2y—6)-log(3x)=12

12 6

log(3x)= ———=——
0g(3x) 5% 75

6
3x =107
X =%' lOy%

g 2:-5=6y—1
55 =3y-1

x ="log(3y — %)
h 4=11
f: 4log(11)

x=y-*log(l1)
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I X x+

b f0=35 () g = (53"
fv) =371 3y g(x) = 32+ 3!

f(x) = 3-13-3x g(x) = (3*1%)2):4‘1

| g =35 =1(x)
¢ f(x)=1log(64x?)

Zlog(64x7)

log(})

Ylog(64x3
fly =2

f(x)=—1+3~2log(64x)

f(x) = =3(log(64) + *log(x))
f(x) ==3(6 + *log(x))
f(x)=—18 = 3 - Zlog(x)

d gx)= élog(l% x3)
8(6) = log(fF) + *log ()
g(x) = Flog(k) + 3 - Tlog(x)
“log(x)

2log(})
%Iog(x)

-1
¢(x) = 4 — 3+ Zog(x) = f(x)

f(x) =

gx)=4+3-

glx)=4+3-

26 a Slog(|4-x))=-1 d Zlog(4—2x)=7
4-2x=27=128
s =gel= L

=3 2x=-124

4—x=—%0f4—x=% x=-62

x= 4% of x= 3%

1

b Elog(%x) = -3 e Slog(x —9)=2 - %log(x)

1o (l)ﬂ log(x — 9) + Slog(x) =2

472 flog(x?—9x)=2

%x=8 X =9x=6"=36

x=24 x2=9x—-36=0
(x+3)(x—-12)=0
x = —3 (voldoet niet) of x =12

¢ Slog 2—) =3 f log(3x+2)+ log(5)=2

| log(15x+10)=2

2—=53=125 15x + 10=10%>= 100

2x i 15x = 90

K=o

125 v=6
X =355
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28 a

29 a

Voor het domein van fgeldt 3— x>0
Het domein is x < 3
1 -3log(3—x)<3

1
Eerst oplossen 1 —3log(3 — x) =3

1
flog(3—x)=-2

o fly=2
3-x=(3)
3—-x=9
x=-6

Zie grafiek, de oplossing van de ongelijkheid is —6<x <3

log(x—4)<2

Eerst oplossen log(x —4)=2

x—4=10>=100

x=104

log(x — 4) bestaat alleen voor x —4 > 0,dus x >4
Invoer: y, = log(x —4)en y, =2

Venster: =5<x< 150, -5<yp<5

De oplossing van de ongelijkheid is 4 < x < 104
log(7 — 3x) > -1

Eerst oplossen 3log(7 — 3x) = —1

BT S |

7-3x=3"1=3
2
3.’(—65
i 2
x=2

3log(7 — 3x) bestaat alleen voor 7 — 3x > 0, dus x < 2%
Invoer: y, = *log(7 — 3x)en y, = —1

Venster: =5<x<5,-5<y<5

De oplossing van de ongelijkheid is x < 2%

1 1
Tlog(12x) > =2 + *log(4)
1 1
Eerst oplossen *log(12x) = =2 + log(4)
1 1 1
Flog(12x) =*log(9) + *log(4)

1 1
Tlog(12x) = Tlog(36)
12x =36

x=3
1
Tlog(12x) bestaat alleen voor x > 0

Invoer: y, = §log( 12x)en y,=-2+ §1og(4)
Venster: —10<x <10, -5<y<5
De oplossing van de ongelijkheidis0 < x <3

© Noordhoff Uitgevers bv
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32a b

244

Meer oefenen

—~ 5 Fen %Iog(x) >1

Eerst oplossen =5 —3 - %log(x) =1
~33log(x) = 6

%Iog(x) =-2

1
?log(x) bestaat alleen voor x > 0

Invoer: yy=—-5-3- %log(x) en y,=1
Venster: —10<x <10, -5<y<5
De oplossing van de ongelijkheid is x > 4

t
o 396
=
39,2
38,8
38,4
38
37,6
0 2 4 6 8 10 12
t (uren) —
t=1lenT=393invullenin 7= 37 + t-la-b geeft
a a iy s
= + = = . +
39,3 =37 5 ofwel 2,3 T+5 dusa=23-(1+5h) (vergelijking 1)
t=12en T=37,6invullen in 7= 37 + t-fb geeft
a a s
= + = = . +
37,6 =37 345 ofwel 0,6 2+5 dusa=0,6-(12+5) (vergelijking 2)

Beide vergelijkingen gelijkstellen:
23-(1+bh)=0,6-(12+5)
23+23h=72+0,6b
1,70 =49

4 4.9

9
:;z = 3- + —
b 1.7 29ena=2, (1 7

El

=89

2

Meer oefenen
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26 a

12 Integreren

12
0 7
8
6
4
F
2
-4 3 -2 10 1 2 3 4 5

X
6

1= (A(8) +7(13) +£(25) +(35) +£(43)) =
1e(1f+ 2+ 4k + 7k + 118} =253

De oppervlakte van het gekleurde gebied is 25%

y
10

8
6
.|
2

I —

of 1 2 3 4 5 6 7 8

9 10N

2-(f(2) + f(4) + f(6) + f(8) + f(10)) =

2-(6+3+2+1,5+12)=274

De oppervlakte van het gekleurde gebied is 27,4

z
=
——
T l—
-
S
0.
“

Il
o

(2 + 2)dx = 26,2

——_ o — s o=
=S ;
=%
-
Il
&

[3s]

[T S e

—
=

El

x-cos(x)dx=12,6

) S
F(x)= 2]—63{26
1
g(x) = = ofwel g(x) = x7"7
1
-1 - —
G(x) =X 6 ofwel G(x) = —1@
h(x) = X537 ofwel h(x) = x5

1
H(x)=—
(x) &

k(x) = ofwel k(x) = x %

I
Y

1 1
K(x)=— x5 ofwel K(x) =—

4
© Noordhoff Uitgevers bv
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x ° ofwel H(x) = %xé o

i
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29 a f(x)=5x—-6x3+7
F(x)= Z%xz = I%x“ + 7x
b g(x)= % = % ofwel g(x)=6x"2— 8x73
il

8 6 4
s il e O s i I
G(x) 6x . x~ = ofwel G(x) 2 + 2
¢ A(x) = x*(3x + 6) ofwel A(x) = 3x7 + 6x?

H(x)= %x“ + 2x3

0 N o ! 1 %
d k(x)= " ofwel k(x) = x'2 — 252 + 3x 2
VX
1 ot 2 1t 31
K(x)=2—lx22—gx12+IxzofwelK(x)=%xl\f_—;—1, x+6\f;
2 2 2
3x2+2x+4
33 a f(x)=————ofwel f(x) = 3x2+ 2x + 4x~*
X
3 1 4
=3yl 24 54 e —
F(x) 3x X 5 C ofwel F(x) x 2 38 C

1 1L 2l
b g(x)=x(3+ 5x + 7x2) ofwel g(x) =327 + 5x 1 + Tx2
11

L5 o 7 3t
2+—)cz"‘+3—l)632+ C ofwel G(x)=2x\f;+ 2x2\/;+2x3 x+C

3
G(x) = T T

2 2 2

3 : g
¢ h(x)=2xx + 5 ofwel h(x) = T+ 1y

1
2 p 13 _ 3
x23+_—22x2+C0fwelH(x)=4§x2\f;—E+C

H(x)= g

1 1
d Ak(x)= (1 +0)(x — Vx) ofwel k(x) = x = Yx + x\x —x = —x2 + x'2
I & 1 2
K(x)= ~— x7+ 2—1x22 + C ofwel K(x) = —%, x+ %x’m\/; +C
2 2

36 a f(x)=3\5-2xofwel f(x)=3(5- 2x)%

F(x)= 13—1(5 _ 2wt _1—2 = —(5 = 2:)" ofwel F(x) = —(5 — 2x}5 = 2%)
2

b glx)= > ofwel g(x) = 7(2x — 5)7*

—
(2x—9)

G(x) = —11 (2x—5)! % ofwel G(x) = ﬁﬂ’f_s)

¢ hix)= ( )3 ofwel h(x) = (2x + 1)

2x+1
-1

1 1
=— X+ 24— X)y=—
H(x) 5 (2x+1) 2 ofwel H(x) 12x+ 1)

ofwel k(x) = 4(2x — 5)°13

4
T

4 1
K(x)=—(2x— 572" 5 ofwel K(x) =
—3

% <5
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39 a

44 a

3—x=0

A
16"

Tex(x2 = 16)=0

fex=00f X2~ 16=0
x=0of x=—4of x=4
dus A(—4, 0) en B(4, 0)

T(f—6x3 —x)dx=[gv -1 =@4-8)-@-8)=0
-4

0
Linker gebied: [ (¥ - x)dx =[xt -1, =0-@4-8) =4
4

4
Middelste gebied: — [ (= x)dx = —[&x* = L2fi= (4 - 8) - 0) = 4
0

6
@ 6
Rechter gebied: [(fx* = x)dx = [g* - 1x2]S = (205 - 18) - (4 - 8) = 65
4

-3 2=d4x+2-32
%ﬁ—4x=0
(2 -16)=0

x=0ofx=—-40of x=4
De snijpunten zijn (0, 2), (=4, —26) en (4, 6).

De oppervlakte van G is gelijk aan
4 4
[(gx) = fpde= [(4x— 1) dr=[22 - L fi=(32-16)-0=16

0 0
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Oefenproefwerken

7 Exponenten en logaritmen

1a3-(4)=2743 d loov3=\D.gr
1 1
31 a (3—-1)x — 33 " 35 2—1 “ 2x+3 — 25 “ (22)x
l-x = 33;‘ ox+2 = 22““'%
1—x=13% x+21=2x+%
x:—EE x=15
b (=33 e ()6
g _ 1 (6*l)x*3:6x
() =272-2% G+ =g
4
(273)2x=2"2.25 s e e i
2rfr =23 2x =3
— o2 |
—6x1——§ x=lg
x=§
1\x=2 3 1
¢ 16+ () =8 f4-2=5;

24 § (2-4)):—2 = 23

L =-3Hx
24 . 0-4xt+8 = 93 22-25=(279)

9-dx+12 = 93 22_% =%

-4x+12=3 By=—3x

—4x=-9 x= —%
el

Xi= 22

2 a De translatie 3 omlaag geeft y = 3% — 3, daarna 5 naar links geeft

g(x) =3xt5_3

b De translatie 2 omhoog geeft v = 3* + 2, daarna spiegelen in de x-as geeft
h(x)=—(3% + 2) ofwel h(x) =—-3* -2

¢ De translatie 2 naar rechts geeft y = 3¥72, daarna vermenigvuldigen met 3
ten opzichte van de x-as geeft m(x) =3+ 3*72 of ook m(x) = 3*"!

d Spiegelen in de y-as geeft y = 37, daarna vermenigvuldigen met 9 ten
opzichte van de x-as geeft k(x) =9+ 37 of ook k(x)=3%+-37=3>"%

3 a

b De grafiek van g heeft als horizontale asymptoot de lijn y = 6.
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3-x=6-9 .(%)x+2
I ¥X=6— 32 . (3—1)x+2
3=~ 13232

3x=6—-37%

2:37%=6

3™=3

-x=1

x=-1

f(—1) =3, dus het snijpunt is (-1, 3).

6-9-(3)"?=-21 6-9-(3)"=5s
_9.(3—1)x+2:_27 9.(3—l)x+2:1
3-x-2=13 (341)x+2=£13
—x-2=1 3x2=3"2
x=-3 -x—-2=-2

x=0

Met behulp van de grafiek geeft dit als oplossing =3 < x < 0.
+2
f)=(5) engx)=6-9-(3)"

De grafiek van g ontstaat uit de grafiek van fdoor een vermenigvuldiging
met —9 ten opzichte van de x-as, gevolgd door een translatie 2 naar links en
een translatie 6 omhoog.

Vermenigvuldigen van de grafiek van g met factor 3 ten opzichte van de

k2

x-as geeft vy = 3(6 =9k (%)x”) ofwel k(x) =18 —27- (%) ofwel
k(x)=18—=33-37>"2Zen dus m(x) =18 — 31«
Sog(25350) = Slog(5? - 59 = Slog(5™) = 2}
3log(517§‘]§) =3log(373- 3%) = 3Iog(ﬁi_zé) = —2%

6* =12 dus x = ®log(12) = 1,39

73 =490 dus 3x = "1og(490) en

x=757log(490)~ 1,06

Slog(9yx) = % ofwel 9/x = 3

81x =131

x =g =2+=004

Uit x — 1 > 0 volgt x > 1 dus het domein is (1,-).
De verticale asymptoot is de lijn x = 1.

-3+ dog(x—1)=0

Zlog(x—1)=3

x—1=23

x—1=8

x=9

—3+2og(x - 1)<2

—3+og(x—1)=2

Zlog(x—1)=5 ¥a=2
x—1=25

x—1=32

x=33

Zie de plot hiernaast.
Het domein is {1,—).
De oplossing is 1 < x < 33.

Snigpunt
¥=33

Y=2

© Noordhoff Uitgevers bv
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De functie g(x) = 2log(x) is stijgend, want het grondtal is groter dan 1.

Als x toeneemt, neemt x — 1 ook toe. Omdat g(x) = log(x) stijgend is neemt
dan *log(x — 1) ook toe en daarmee ook —3 + “log(x — 1).

Dus is de functie f(x) = —3 + log(x — 1) stijgend.

1 naar rechts verschuiven van de grafiek van y = %log(x) geeft de grafiek

van y = “log(x — 1) en daarna de translatie 3 omlaag geeft de grafiek van

f(x)==3+og(x - 1).

Uit x2 — 4x > 0 volgt x < 0 of x > 4 dus is het domein {«,0) U {4,—)
Het bereik is R.
log(x*>—4x)<0
log(x?—4x)=0

x2—4x=10"
x2—4x=1
x2—4x-1=0

D=(—42—4-1--1=20
_4-420 4++20

of x=

2 2

X

3 4 — 2\5 4+ 2\]5 ¥Y1=109(X2-4X)

oI x =

2 )
x=2-+50fx=2++5 /

Zie de plot hiernaast. {

Het domein is («, 0) w {4, —)

De oplossing is 2 — \6 <x<0of .
PUN

N1
4<x<2+ \E X="0.236068 v=0

N(0)=12-1,06° = 16,059, er zijn dan ongeveer 16 100 insecten.
N=12-1,06"21

N=12-1,06°-1,06"2

N=16,06+(1,0672)

N=16,06-0,89

De groeifactor per week is 1,062, de groeifactor per dag is dus

(1,06‘2)% =(,98.

500 insecten komt overeen met N = 0,5

127 1.0622=105

106> = 6,041,

5= 2= 190g(0,041...)

5—2t=-54,541...

-2t =-59,541...

t=29,770...

Na 29,770... weken is het aantal insecten gelijk aan 500, dat is na 208,394...
dagen.

Na 209 dagen zijn er voor het eerst minder dan 500 insecten.

Het beeldpunt van punt 4(3,20) is (1,20)

Het beeldpunt van punt B(6,40) is (2,40)

Het beeldpunt van punt (9, 80) is (3, 80)

De beeldgrafiek gaat door het punt (0, 10), (1, 20), (2,40) enzovoort, dus de
groeifactor is 2, het voorschrift is g(x) =10 -2~

1
40\ 1
De groeifactor van f'is —) = 2% en de beginhoeveelheid is 10, dus het

20
1
functievoorschrift van fis f(x)=10-2%"

Oefenproefwerken
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d f(x)=10-27"

I
f(x)=20-%-2%"
1
flx)=20-2"1.2%"

Lo
f(x)=20-25""
dusa=%enb=—1

1

e 10-23" <64
1

10-25" =64

=64
1x = 2og(6,4)
x =3 2log(6,4) = 8,03
Zie de grafiek, de oplossing is x < 8,03

b b
23 /
a

=~

b |d|=v72+12=450=52
[B] =52+ (=5)2 =50 = 52
=] = 2) — T 6= @0 = 210

c m= %(E +bh)= (_62) dus het midden van lijnstuk 4B is M(6, —2).

d Uita +5b +c=6volgtc=—a—b=(_l)—(_5):( 4 )

© Noordhoff Uitgevers bv Oefenproefwerken
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Zap={T ] 1) 12
1 —~§ —4
4 1 1
Loodrecht daarop staat (12) =4- (3) De lengte van (3) isy12+32=4/10

Omdat@=2-mvoldoet3=2-(;)=(i)enooka=(

2
) voldoet.

Een normaalvector van /is endusis3x—4y=3-2-4--2

Een vergelijking van /is 3x — 4y = 14
. [5 .
Een normaalvector van m is (2) endusis Sx +2y=5- 2% +2: —I}T

Een vergelijking van m is Sx + 2y = 10

L2
De normaalvector van [/ is (3

p s . (3
dus een richtingsvector van / is (_2)

: . o 2 2 3
Het punt (2, 1) ligt op /, dus een vectorvoorstelling van /is (Y) = (1) + ?L( 2)
X =

y=4x—3 geeftdx —p=3 1
De normaalvector van m is (_ 1) dus een richtingsvector van m is ( 4)

Het punt (0, —3) ligt op m, dus een vectorvoorstelling van mz is (Y) =
y

-3
. . (3
De richtingsvector van / is 4

. [a C g . |4
De normaalvector van m is (4) dus een richtingsvector van m is ( )
a

Uit I L m volgt

. ) -(_4)=00fwe13-—4+—4-a=0
-4 a

-12-4a=0

a=-3

Een vergelijking van m is —3x + 4y = ¢.

x=2en y=3invullen geeft -3-2+4-3=cofwelc=6.

—_— 7
Een steunvector is OB = ( 1)

— (-2Y [T\ (-9 -3 . =3
BC = ( ) o ) = ( ) = 3( ), neem als richtingsvector ( 1 )

4] \1) 13 1
7\ (-3
A7)

1
Lijnstuk 4D staat loodrecht op BC dus is ( 3) een richtingsvector van

Een vectorvoorstelling van zijde BC is (x) =
8

2
lijnstuk 4D. Een steunvector is OA = (_ 4)

Een vectorvoorstelling van hoogtelijn 4D is (Y) =1

De som van de puntmassa’sis 5+ 3+ 8 =16
Voor het zwaartepunt K geldt
B B
1) Ti6

Het zwaartepunt van dit systeem is het punt (% . %)

w5 o3 w8 @ 5 2,3
k=qg-atig-btig-c= (_4)+16

Oefenproefwerken
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Voor het zwaartepunt Z geldt z =55 a +55° b +55°¢c + 35 €

7
1

A+

Hieruit volgt % + lé% = % + %x =2dusx= 6% en

2
Dit geeft 25—0 . (_4) + % . (

~1+5+13+5y=3dusy=1lg

Punt E is het punt (6}7, 1 1211;).

B = (2)_ (1) - (:)m ) (173) ) (é) i (2)
-f1-{]- (-2

Hieruit volgt dat de lengtes van de zijden 4B en CD gelijk zijn aan
5
(5) =157 + 52 = /50 en dat de lengtes van AD en BC gelijk zijn aan

-

Alle zijden zijn even lang, dus vierhoek ABCD is een ruit.

=[] {o)= ()=

= 6 -4 52 _ .. v e
BD = - = =2 , een richtingsvector van lijn BD is

1
, een richtingsvector van lijn AC is ( 2)

8 6 2 1 1

1 =0
Het inproduct (2) y ( q ) =-2+2=0, dus de diagonalen ACen BD staan

loodrecht op elkaar. | |
Als o de hoek is tussen 4D = 7) en AC = 6(2), dan geldt

1\ (1
7)) s
VE+ -T2+ 22 4250

o=18,434...°
De gevraagde hoek is ongeveer 18°.

cos(o) =

— {5 1 1
Als B de hoek is tussen 4B = (5) = 5(1) en AC = 6(2) dan geldt

cos(f) = JE+ A2 +2 410
) DL WL B RN
V250 510 10

Dus is o = § en dus deelt diagonaal 4C hoek 4 middendoor.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Y
A, c
D A,
/B
N
X
0
—, 6 ——
CA, = 0 en CA4, = 1>

8 a |Fy|=|F;| cos(15°)=250+cos(15°) =241,5N
Fe| = [F,| - sin(15°) = 250 - sin (15°) = 64,7N
[Fp|  250-sin(15°)
c0s(30°) ~ cos (30°)
Er moet met een kracht van minstens 74,7 N getrokken worden.

9 Functies bewerken

1 a q=11—\3&;
p=11-4

2p=(11-g)}
p=3(11-gp
2p+1
P
pg=2p+1
pqg—2p=1
pg—2)=1
1

p_qTZ

b Uit F, =F, - cos(30°) volgt |F,| = ~74,7N

b ¢g=

2 a y=1+3log(l0 - 2x)wordt x =1+ 3log(10 — 2y)
log(10-2y)=x—1
10 =2y =31
—2p=31-10
y=-3-31+5dus fim(x)=—3-3"1+5
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¥= (4 +2\x) wordt x = (4 + 2\3)’
4+ 24y =x
2y =vx-4
Ww=gx-2

>
v =53 - 2) dus g () = (3 - v - 2)

[
9,81

) 1,5

T=1,5en g =981 invullen geeft 1,5 = 21 {|— ofwel —— =
9,81 2n

I 41,5%
981 \2n

1,5

1= (;

2n

De lengte van de slinger is ongeveer 56 cm.

2
T=2n\/zgeeftl=\Lendus i :i
g 2n 9,81 2n g

- g _(2n) _4n?
Hieruit volgt 1T ofwel g = - / i

[=4,50 en T=4,262 invullen geeft g =

2
x 9,81 =0,5591...m

i
x 4,50 =9,780...
42622 7 ’

Op de evenaar is g = 9,78,

Stel je verschuift over p eenheden naar links. Dan geldt: f(3 + p) = 3 ofwel
V(3 +p)—5=3.Dit geeft p—2=9 ofwel p =11

Het functievoorschrift van gis g(x) =yx + 6

Of:

ﬁ=3gceftx—5=9endusx= 14

De grafiek van f gaat door het punt (14, 3). Om dit punt afgebeeld te krijgen
op (3, 3) moet de grafiek 11 naar links getransleerd worden.

Danis g(x)=f(x+11)=vx+ 11 — 5 ofwel g(x) ={x+6
yx—5=2geeftx—5=4endusx=9

De grafiek van f gaat door het punt (9,2)

Bij een horizontale translatie van 18 naar links wordt het punt (9, 2)
afgebeeld op (-9, 2)

Het functievoorschrift van g is dan g(x) = f(x + 18) =+x + 13

Bij een spiegeling in de y-as wordt het punt (9, 2) afgebeeld op (=9, 2)

Het functievoorschrift van g is in dat geval g(x) = f(—x) =y-x—5

De grafiek van g, , krijg je door die van f'ten opzichte van de x-as met a en
ten opzichte van de y-as met %) te vermenigvuldigen.

Dan geldt asin(b . ﬁn) =-2

Dus bijvoorbeeld ¢ = =2 en b =2, want —2 - sin (%n ) ==-2:1=-2

Ofa=—4enb=%, want —4°sin(%'%n)=—4'sin(%ﬂ)=—4-%=—2
i symmetrisch in de y-as
g: symmetrisch in de oorsprong.

h: geen van beide.
k: symmetrisch in de oorsprong.

© Noordhoff Uitgevers by Oefenproefwerken
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b fla)=a®—4a*+2a>-6
fima) = (- = &=y + 2= =6
=a®—4a*+24%-6

f(—a) = f(a) dus de grafiek van f'is symmetrisch in de y-as.

g(a) = da(a* — a?)
g-a)=4--a-((-a)* - (-a)?)
=—da(a* - a®)

g(—a) = —g(a) dus de grafiek van g is symmetrisch in de oorsprong.

3a
k(a) = o1
3(—a)
Lfage e 0 W
o= or1
_ —3a _ 3a
at—1 ar—1

k(—a) = —k(a) dus de grafiek van k is symmetrisch in de oorsprong.
¢ De functie fis even want f(—a) = f(a).
De functies g en k zijn oneven want g(—a) = —g(a) en k(—a) = —k(a)

12
10

4
2

-3 -2-10 1 2 3 4 5 6 7

b |[(x—4)?2-12|=4
(x—4P—-12=40of (x—4)P?—-12=-4
(x—4y=160of (x—4)*=8
x—4=4of x—4=-4of x—4=+80f x—4=—8
x=8of x=0o0f x=4+ 80fx=4—\(§
¢ [, heeft een minimum 0 in de nulpunten van de functie.
De parabool y = (x — 4)* — 12 heeft als top het punt (4, —12), dus de grafiek
van f,(x) = |(x — 4)* — 12| heeft als top het punt (4,12).
J4 heeft een maximum 12 bij x = 4.
d £,(3)=|(3—p)*— 12| =3 geeft:
B=-p)P-12=30f (3-p)P—-12=-3
B-py=150f 3-py=9
3-p=+y150f3-p=—l150f3—p=30f3-p=-3
p=3—\fﬁofp=3+\fﬁofp=00fp=6
e f,(x)heeft twee extreme waarden op de x-as en één in de (gespiegelde) top
van de parabool.
f(x) =0 geeft |(x — p)* — 12/ =0
(x—py=12
xX—p= 120fx—p=—\{ﬁ
x=p+\fﬁofx=p—\fﬁ
De parabool y = (x — p)*> — 12 heeft als top (p, —12), dus fheeft als top (p, 12).
De toppen van f, zijn (p — \(ﬁ, 0),(p+ \]ﬁ, 0)en (p,12)
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8 De grafieken van fen /™ snijden elkaar op de lijn y = x, dus om de
codrdinaten van het snijpunt te berekenen kun je 1 + \R = x oplossen ofwel
x—1= \E
=24 1=4
x2-3x+1=0
D=(-32-4-1-1=5

> of x 2

x:

3445
Bij het snijpunt hoort x = 2\[- = 1% + E\B
Het bereik van fis [1,—), dus het domein van f™” is ook [1,—).

Zie de grafiek: de oplossing is 1 < x < l% + %\B

10 Kettingregel

1 a glx)=3xx+——

1
XX

N
g(x) = Ix2+x 2

1 1
Z(x)= é%xi - 2%)[35
5
X =4l N
g(x) = 43\x o

b a(r) = (52 + 1)’
a(t) = (56 + 28
d(t)=5-(56+ 2:5)4 (152 + f%)

a(1) = (75:2 + %) < (58 + 24

3
¢ /== A3 —=Tx
F(x)=3-(4x3 - 7x)_% 1
f(x)=-13@4x3 = Tx) "2 (1242 = 7)

—36x2+21
F)=—— 3
2(4x3 — Tx) - 4x? — Tx
23— 2p +5
d yp)=—F—
mp
By G2 % 5
gp)=—"—"7T

13

I ol
4(p)=2p" =2+ 5p”"
’ 3 -2
d(p)=15-22=0+(-13)-5p >

oo 3 15
q(p)=3p Eyo

2 a f(x)=g(h(x)=+yx*—6x+8
x—3

g — 1 . _ g —
F= 22— 6B (2= 6) dus f(x) x>~ 6ot 8
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Voor het domein van f'geldt x> —6x+82>0

x2—-6x+8=0

(x—=2)(x—4)=0

x=2o0ofx=4

Omdat de grafiek van y = x? — 6x + 8 een dalparabool is, is het domein van f
(«,2]1U[4,—>).

Hieruit volgt dat de grafiek geen top voor x = 3 heeft, want x = 3 behoort
niet tot het domein van f.

Aan de randen van het domein, bij x =2 en x = 4, zitten randminima
f@)=f4)=0.

Met je rekenmachine zie je dat als x—2, de afgeleide steeds verder van 0
komt (steeds meer negatief).

De raaklijn in (2, 0) is verticaal.

De functie £ is stijgend als de afgeleide positief is, dus op de intervallen
(e.—1]en[4,—).

k heeft een maximum wanneer de afgeleide 0 is en van positief naar negatief
gaat, dus voor x = —1.

k heeft een minimum wanneer de afgeleide 0 is en van negatief naar positief
gaat, dus voor x =4,

Er is sprake van een toenemende daling wanneer de afgeleide negatief en
dalend is, dus op het interval [—1, 1%]

De grafiek van k heeft een buigpunt wanneer de afgeleide een minimum of
een maximum heeft, dus voor x = 1%

y
8
4
NI
2 Z10| 1 3 4 576 1
-2
-4
6
-8
3 1
Jx)=7- =
) =3¢ —x2
Fla)=—3 2425

3 2
'’ el il
fo=-3+3
Voor de top moet de vergelijking f"(x) = 0 worden opgelost.
3 2

__2+,_3=0

x2=0o0f 3x=2
x = 0 (mag niet) ofx=%
L

B)=7-p=4-2=2
i ()

3
De top is het punt (_%,2%).

Oefenproefwerken
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Fllo) SR 24 2™
) =6x2—6x"

(44 6 6
f®=7—;
6
Faded) —1———— 6—-6=0
Dus de graﬁek van f heeft een buigpunt bij x = 1.
1
fy=3-55=3-1=

Het buigpunt is het punt X(1, 2).
Eerst een Vergelijking van de buigraaklijn m bepalen.
2
(= —1—2+ F_ -3+ 2=—1,dus een vergelijking van mis y=—x+5h
De codrdinaten van X(1, 2) invullen geeft 2=—-1-1+h,dush=3
Een vergelijking van de buigraaklijn mis y = —x + 3
—x + 3 =0 geeft x =3 dus punt 4 is het punt (3, 0) en B is het punt (0, 3)
0OA =3 en OB =3, dus de oppervlakte van AOAB = % +3.3= 4%

f(x) = g(h(x)) met g(x) = —=en h(x) = x>— 6x + 10

\/_
f(x) = u(v(w(x))) met u(x) = ; ,v(x) = \l; en w(x)=x2—6x+10
P (e B 1Y 8

w\._‘

f(x)= ——(‘c2 —6x+10)"
—x+3

f )_( 2—6x+ 10)yx?>— 6x+ 10

f"(x) =0 oplossen geeft —x + 3 =0dus x =3
In een plot van de grafiek van fzie je dat f een maximum heeft voor x = 3.
Het maximum is f(3) = 1.

- (2x - 6)

7(0) = 0, dus op ¢t = 0 bevat de ballon nog geen gas.

De snelheid waarmee het volume toeneemt.

De kraan wordt dichtgedraaid op het moment dat het volume niet meer
toeneemt, dus als de afgeleide nul is.

V= —*0 B+ 2 15“ 2

ar
dr
-EH(r—-10)=0

t=00f =10

Op t = 0 wordt de kraan opengedraaid en na 10 seconden weer
dichtgedraaid.

Als de kraan maximaal geopend staat, is de snelheid waarmee het volume
toeneemt maximaal, dan is de tweede afgeleide nul.

d’r
de?
Dus na 5 seconden is de snelheid waarmee het gasvolume toeneemt
maximaal (buigpunt), dus dan staat de kraan helemaal open.

. 1L T | S
= 50I+5t 0

__3 3 _ 3 3 _ =
=—st+3 =0geeft —35r+ T =0endust=35
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ok eeftﬂ_di.LV—%.d_V
Bz O gr g 2 dar

dv
Opt=5geldt V=5nen Ty = %n, dit invullen geeft

L L B O
(df)rzs—’d; 3(5m) 3 +5m =0,155...

De gevraagde snelheid is ongeveer 0,16 m/s.

11 Exponentiele en logaritmische functies

1 a log(42) +log(0.5) =
log(42+0,5) =log(21)
b 2-*og(6)— *log(2) =
Hog(6?) — *log(2) =

‘log(3F) = 4log(18)

3 +og(88) =
:lilog((%)3) + Tlog(88) =
%Iog(é- 88) = Zog(11)

(2]

2 a 5%-6-5+5=0
(3P -6 5+5=0
Stel 5% = p, dat geeft p> —6p + 5=0.
(p—1(p-5=0
p=lof p=5
S*=]lof 5¥=5
x=0ofx=1

b 2¥+24-27*=11
Q%2 +24=11-2¥
Stel 2* = p, dat geeft p*> + 24 = 11p.
pP=1lp+24=0
(p=3)p-8=0
p=3of p=8§
2*=3of 2r=8§
x = Zlog(3) of x ="2log(8)=3
c 9% -2-9*=0

Stel 9% = p, dat geeft p> — 2p =0.
p(p=2)=0
p=0of p=2
9% =0 (geen oplossing) of 9¥ =2
x = “log(2)
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logi(x) — 8-%og(x) +12=0

Stel Ylog(x) = p, dat geeft p*> — 8p + 12 =0.
(p—2)(p—-6)=0

p=2of p=6

*log(x) =2 of *log(x) =6

x=4>=16 of x =4°=4096

L B

og (x) =25

1 1

Ylog(x) = 5 of Zlog(x) = -5
_(1Yy5_ 1 _(L1Yy5 _

v=(1) =gof x=(3)7 =32

Slog(x + 1) +3log(x— 1)< 2

Eerst oplossen 3log(x + 1) + 3log(x — 1) =2

log((x + )(x—1))=2

(x+D(x—-1)=32

x2-1=9

x*=10

x=—10of x= m

Alleen x = \/ﬁ voldoet.

Jlog(x + 1) bestaat alleen als x + 1 > 0 ofwel x > —1
‘log(x — 1) bestaat alleen als x — 1 > 0 ofwel x > 1
Invoer: y, = *log(x + 1) + 3log(x — 1) en y, =2
Venster: : —5<x<20,-10<y<10

De oplossing van de ongelijkheid lees je af uit de plotenis 1 < x < \lﬁ
Slog(4 — x) = log(3x—4) =1

4-x
log 3x—4)_1
4-x
3x—4
15x -20=4-x
16x =24

x = 13 (voldoet)
1 1
2 -Jlog(x) —Ylog(x —2)= -2

1 1
log(x") — Tlog(x —2) = =2
2

1

3log(x_2 )——2
x2 .
—=()"=9
x2=9(x—2)
x2—9x+18=0
(x—3)Nx—-6)=0
x=3o0ofx=6

Beide waarden voldoen.
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f(x)="log(x)+2- 310g(%)

1 1
f(x)= 3log(x . F) =log ;)

f(x) = log(x™") = —’log(x) = g(x)
Dus de functies fen g zijn hetzelfde.

f(x) ="log(x) + *log(x)

21 21
f(x) =log(x) + 212‘223 = 2og(x) + Oi(X)

f(x) =log(x) + 3 - 2log(x) = 13- Hog(x) = g(x)
Dus de functies fen g zijn hetzelfde.

f(x)=ilog<x) 2
log(> 1
f)= og(x) _ “log(x) _

‘logly) !
1
£0) =log(x1) =log ;) = (%)

Dus de functies fen g zijn hetzelfde.

1)\2
f(x) =" log(x) + 310%(;)

—*log(x)

De lijnen x = 3 en x = 9 zijn asymptoten, dus ax? + bx + ¢ =0 voor x =3 en

voor x = 9.
x = 3 invullen geeft 9a + 3b + ¢ = 0.
x =9 invullen geeft 8la +9h + ¢ = 0.

De grafiek is symmetrisch, dus de top ligt midden tussen de asymptoten, dus

bij x = 6. De top is het punt (6, 1).
x = 6 invullen geeft *log(36a + 6h + ¢) = 1 ofwel 36a + 6bh + ¢ = 3.

8la+9h+c¢=0 36a+6b+c=3
{9a+3b+c=0_ {9a+3b+c=0_
72a+6b=0 27a+3b=3
ofwel 12a+b=0 ofwel9a+ b =1
12a+bh=0
{9a+b=1
3a=-1

dusa=—%enb:—12a:_12._%=4
9a+3b+c=0dus9-—-§-+3-4+c=0ditgeeftc=—9

Om de verdubbelingstijd te vinden moet je eerst de groeifactor weten.

0= l,SH%I
0=18"(18)

0=1.8-(1,479...), dus de groeifactor is 1,479...

Voor de verdubbelingstijd 7 geldt dan (1,479...)" = 2 ofwel

t =147-log(2) = 1,768...uur.

1,768... uur komt overeen met 1,768... X 60 = 106,132... minuten.
De verdubbelingstijd is 106 minuten.

Oefenproefwerken
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2
0=18""

1 81+§r: 0
1+31="8log(0)
2¢= !Mog(0) -1
= 15' l’glog(O) = 15

%—3625- 1’02~3517- 13—’3%~3611- 620’6'{3600
0,08 029 T l02) 7 l133) T

De groeifactoren zijn ongeveer even groot, dus is er bij benadering sprake
van exponenti€le groei met groeifactor 3,6

Als R=01s a =0,08:3,6 = 0,022

De beginhoeveelheid is 0,022 en de groeifactor is 3,6

De formule is dus ¢ = 0,022 - 3,6 %

a=0,022-36F

0,022-3,6%=q

R =

3.6
0,022
a
R=39
Og(o,ozz)
of ook R = *%log(a) — *%log(0,022)
Uit ¢ =0,022- 3,67 = 32,6 en a = 0,022 - 3,682 = 801,9 volgt dat bij de

£l

, 80
zwaarste aardbeving a ongeveer = 25 keer zo groot was.

g=4+ Hog(p+1)
4+ log(p+1)=g
log(pt1)=q—4
p+1=244
p=-1+214
3g+ log(p) =12
12 4
Slog(p) = 3= =
. 4 4
P=5;

2 +log(a) + 3 -log(h) =1
log(a?) + log(h?) =1
log(a®*h*) =1

ahi= 1= 10

‘log(M) = 3+ log(Q) =2
“log(M) = log(Q*) =2

M
log E)=2
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12 Integreren

4
1 a Ax=—=1
Het eerste midden is 1l en het laatste midden is 4l

Riemansom = [ - ( )+f(2")+f( ) f( ))

THSHTHI= 655630

8
b Ax =0,08
* 7 100
Het eerste midden is 0 + 0,04 = 0,04 en het laatste midden is 8 — 0,04 = 7,96

Riemansom = 0,08 - (g(0.04) + 2(0,08) + ... + g(7,96)) = 6,98

2 a fx)= 7x4+i

7x4
fix)= —x4 + x4
De prlmltleve functles van fzijn F(x) = 35 ‘cs—ﬁ)f3 + C
4

ofwel F(x)= 35x 1 +C
b g(x)=1-45x+8

glx)=1-(5x+ 8)

De primitieve functies van g zijn G(x) = Y—:J.' : g (5%t 8) I+ C

ofwel G(x) = x—ﬁ(Sx + 8) ; +C
of 0ok G(x) =x— Z(Sx +85x +8+ C

6
h) = Gr 2y
h(x) = 6(3x + 2)2

De primitieve functies van & zijn H(x) = _Ll i % -6(3x—-2)1+C

(2]

ofwel H(x)= 3 2 i
—

2
6

3a [(F¥-2+1)dx=
0

[ 4—2Y3+x]g=
(324 — 144 + 6) — 0 = 186

-1 - -1

b | zx; 2 dx= [ @r—3xYdn=
-3 -3
[x2 + 3x‘1]:; =

(1-3)-©-1)=-10

}(%l} — 35 D= }(x% — 3(5x + 4Py dx =
0

n

1

3

4
[% X—2(5x + 4y

(-3+27)-(0-3+5)= -4

4>|w
U\II\J
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f(6)=-36+36+2=2en g(6) =6 — 2= 2, dus het snijpunt is (6, 2).
Het startpunt van de grafiek van g vind je bij x — 2 = 0 ofwel bij x = 2.
6

2
De oppervlakte van G wordt gegeven door I f(x)dx + I( f(x) — g(x))dx,
2

6 6 0

maar ook door f flx)dx — Ig(x) dx.

0 6 2

6 1
f(—x2 +6x + 2)dx — J(x -2)Pdx=
0

[=133 4332+ 2x]f - [l(r —2)3]S =48 - 51=422
De oppervlakte van G is 42*

1
Met de rekenmachine: J 8'dx=3,79
-1

6
Met de rekenmachine: I\}x(ﬁ - x)dx= 14,14
0

f(x) =0 geeft \/— 2 =0 ofwel x =
f (x)= (\]— 2)2 zonder haakjes geschreven geeft flx)=x- 4\/; +4

jf(x)dx—[(x Mx+dde=[lv—4-2.45 +4x]0 8—% + 16— 0=22
De oppervlakte is 2—

De x-codrdinaten van de snijpunten vind je uit f(x) = g(x), ofwel
x3—5x=2x2+ 3x

X -2x2-8x=0

22 —2x—8)=0

x(x=4(x+2)=0

x=0ofx=40f x=-2

De oppervlakte wordt gegeven door J (f(x)—g(x)dx + I(g(r) f(x))dx.

I (=257 —=8x)dx+ I(—x3 +2x%+ 8x)dx =
= 0

[%x“—%xj‘ - 4x2]?2 + [—%x“ + %x3 + 4x2]g =
2 2 = Fol
(0- —62)+(423 - 0) =49}
De totale oppervlakte is 49%
De snijpunten van de parabool met de x-as vind je door 4x — x> =0 op te
lossen.

x(4-x)=0
x=0of x=4

T(élx —)dx = [22-1a3p = (32 - 218) - 0 = 102

0
De oppervlakte van Vis 10%
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b De snijpunten van de lijn y = x en de parabool vind je uit x = 4x — x2,

x2=-3x=0
x(x=3=0
x=0of x=3

De codrdinaten van punt 4 zijn (3, 3).
Het gebied G, kun je splitsen in een rechthoekige drichoek en een stukje
tussen de lijn x = 3, de x-as en de parabool.

4
Hiervan is de oppervlakte I(4x - ) dx= [sz—%xﬂg = 10% —gi= 1%

De oppervlakte van de drieghoek is % *3:3= 4%
De oppervlakte van G, is 4% + 1% = 6%
¢ De parabool snijden met lijn geeft
ax = 4x — x?
X +ax—4x=0
X2+a@a-4Hx=0
x(x+(@—4)=0
x=0of x=4-a
De oplossing x = 4 — a is de x-codrdinaat van 4.
De y-codrdinaat van A isa - (4 — a) =4a — a*
d De oppervlakte van G, is

4]3(4_): - x)dx-1-(4-a)-(da-a) =
e-tol - ld-a e -0 =
24— a)P-t(4—ay-1a@d-ay=

24— aP—t(4— a)4 — a)’—fa(4 — a)* =
@-ap(2-%+ta-Ld)=

(- w3-Ga)=

(4-ay i -a)=

l(4 —a)’
e j\ls G, en G, dezelfde oppervlakte hebben, dan is de oppervlakte van G, de
helft van het totaal, ofwel é(4 —a)y= % . IO%
4-aP=32
4-a=432

a=4—{[§
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