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13 Cirkels

Voorkennis

V1 a y=0invullen geeft 3x = 12 ofwel x = 4.
Het snijpunt met de x-as is (4, 0).
x = 0 invullen geeft 4y = 12 ofwel y = 3.
Het snijpunt met de y-as is (0, 3).

b Deel links en rechts door 12, dit geeft -Z—C-+ ]3—) =1.

¢ De noemers van de twee termen geven de x-codrdinaat van het snijpunt met
de x-as en de y-codrdinaat van het snijpunt met de y-as.

d 3x+4y=12
4y=-3x+12
y=—%x+3

V2 a y=—l%x+3

1%x+y=3
6x+5r=15

b y=-%x+10

%x+__v=10
2x+ 5y =50
y
X, ¥
25 10

X .
_+‘_=1
€577
Tx+5y=35
Sy=-Tx+35
y=—%x+7

V3 a k: §+ %z 1 ofwel k : 5x + 4y = 20, dus de normaalvector van k is (j)

De normaalvector van /: 4x — 5y =12 is (_ 5).
De normaalvectoren staan loodrecht op elkaar, dus k& L .
Of: de richtingscoéfficiént van k is % en die van lijn /is — %. Het product van
de richtingscoéfficiénten is % . —% =-1l,dusk L/
b De richtingscoéfficiént van k:y =2x — 3is 2.
l:x—=2y=1ofwell: -2y=—-x+1 ofwely=%x—%.
Het product van de richtingscoéfficiénten 2 en % is niet —1. dus de lijnen
staan niet loodrecht op elkaar.
V&4 a De richtingscoéfficiént van k is 1%, dus de richtingscoéfficiént van /is — %
Een vergelijking van /is y = —%x + b.
(3, —4) invullen geeft —4 = —3-3 + b, dus h = 2.

Een vergelijking van /is y = —%x —i

[ Hoofdstuk 13 Cirkels © Noordhoff Uitgevers bv
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o f B o 5
b De normaalvector van n;: 3x — 8y =9 1is (_ 8) en dit is tevens de

richtingsvector van m. De richtingscoéfficiént van m is dan 355 = —2%—.
Een vergelijking van m is y = —Z%x +n.

P(=2, 8) invullen geeft 8 = —2% +—2+n,dusn= 2%.

Een vergelijking van m is y = —Z%x + 2%.

De richtingscoéfficiént van A B is 61 _—_-"2 = %6 = —%, dus de richtingscoéfficiént

van de middelloodlijn is % = 1%-. Een vergelijking is y = l%x + b,
Het midden van 4B is (2, 4).

(2, 4) invullen geeft 4 = 13- 2+ b, dus b = 1.

Een vergelijking van de middelloodlijn is y = I%x + 1%.
x -9 x 2 -3
b)) (0)
x 8 -6 x 8 6

= + = +
sl # Sl =G+

o o= i
n = ( ) dus een vergelijking is —2x — 3y = ¢.

2
-3

(1, =9) invullen geeft =2 + 27 = ¢ dus ¢ = 25.
Een vergelijking van de lijn is —2x — 3y = 25 of ook 2x + 3y = —25.

3
De richtingsvector van deze lijn is ( 0) dus dit is een horizontale lijn.

De vergelijking is y = —6.

Uit x + y = 5volgt y = —x + 5, dus de richtingscoéfficiént is —1.

.u [X 0 1
Een vectorvoorstelling is (v) = (5) +A (_ 1 )

3= —5x + 3, dus de richtingscoéfficiént is —5.

s % 0 1
Een vectorvoorstelling is = 3 + A 5|
¥ -

Stel de vergelijking op van een loodlijn door P op /.

De richtingscoétficiént van /is 1, dus die van de loodlijn is —1.
Voor de loodlijn geldt v = —x + b.

P(3, —11) invullen geeft —11 =—-3 + b dus b = —8.

Een vergelijking van de loodlijn is y = —x — 8.

Deze loodlijn snijden met / geeft x = —x — 8.

2x = —8, dus x = —4 en het snijpunt is S(—4, —4).

d(P,1) = PS=(3 — =47+ (-11 — —42 =98 = 7|2

© Noordhoff Uitgevers bv
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13 Cirkels

b De normaalvector van /is (Z) en dit is tevens de richtingsvector van de
loodlijn. De richtingscoéfficiént van de loodlijn is dan g— = 1%.
Een vergelijking van de loodlijn is v = 1% x+b.
P(5, 12) invullen geeft 12 = 11+ 5 + b dus b = 5%,
Een vergelijking van de loodlijn is v = l%x + 5%.
Deze loodlijn snijden met / geeft 3x + 4(1%x + 5%) =13.
8yx+213=13
S%x = —8%, dus x = —1 en het snijpunt is S(—1, 4).

d(P,1)= PS=16>+82=+100 = 10

13.1 Vergelijking van een cirkel

intro Kay kan een cirkel tekenen met middelpunt (6, 4) en straal 4.
Daarna tellen hoeveel roosterpunten binnen deze cirkel liggen.

1 a MQ=x-4als het punt P rechts van de verticale lijn door M ligt.
MQ =4 — x als het punt P links van de verticale lijn door M ligt.

b PO=y—20f PO=2-y
¢ MP'=(x—4y+(y-2)
d MP=4,dus MP*> =16 en daaruit volgt (x —4)> + (y — 2)*> = 16.
e (x—3P+(y+4)?2=25
2 a c:(x——4)2+(y—-T7)7=8?ofwel
c:(x+42+(y+7P2=64
b AB= \j(4 =14 (2 ——FP= \f%, dus de straal is \/%

De vergelijking is d : (x — 4)> + (y + 2)> = 26.
¢ De codrdinaten van C(3, 3) invullen in de vergelijking van d geeft
(3—-4P2+(3+2)2=1+25=26, klopt dus C ligt op cirkel d.

3 a Het middelpunt is (3, 0) en de straal is \/5 =3,

Het middelpunt wordt dan (=3, 0) en de straal blijft 3.
De vergelijking van de beeldcirkel is (x + 3)* + > =9.
De straal is 6.

De vergelijking is d : (x — 6)2 + 2 = 36.

o

n

4 a Vier cirkels zijn mogelijk: twee met middelpunt op de x-as en twee met
middelpunt op de y-as.

Stel het middelpunt op de x-as is (a4, 0).

De vergelijking is (x — a)* + y*> = 65 en de cirkel gaat door (7, 8) dus
(T—dy +8 =865

o

7-a’=1
T—a=1lof 7T—a=-1
a=60fa=8

De vergelijkingen zijn (x — 6)? + 1> = 65 of (x — 8)> + 3> = 65.

8 Hoofdstuk 13 Cirkels © Noordhoff Uitgevers bv



Stel het middelpunt op de y-as is (0, ).
De vergelijking is x> + ( — b)*> = 65 en de cirkel gaat door (7, 8) dus
7>+ (8 — b)* =65

8 —b)>=16
§—b=40f 8—b=—4
b=4dof b=12

De vergelijkingen zijn x>+ (y —4)> =65 of x> + (y — 12)* = 65.

Het middelpunt is (4, —1) en de straal is \/%
(x—42+(r+1)=26
x2—8x+16+12+2y+1=26
x24+y2—-8x+2p=9

X2—8x+12+2p+12=0
x—Bx=(x—42-16
P+2y=(y+1)Y%-1

(B~ 42 —16 % (4 L ~ 1+ 12=0
(x—42+(y+12=5

Het middelpunt is (4, —1) en de straal is \B

N4y +4y=9

X2+ (y+272-4=9

X+ (pt2P=13

Het middelpunt is (0, —2) en de straal is \(I—B
x24+ 2= 10x—24y=0
x—10x+ )2 -24y=0
(x—=5P2—-25+(y—122-144=0
(x=5P2+(y—12)2=169

Het middelpunt is (5, 12) en de straal is 13.

x2+y2—3x—y+%=0
x2—3x+y2—y+%:

(=14 -2+ -1 -k +4=0

(e (-3 =2

Het middelpunt is (1%, %) en de straal is /2.

A= 20Bex+ 42 p+4=0

=203 x+ P+ 42-p+4=0

(x=\Bf -3+ (y+22) -8+4=0

(x=Bf +(y+242)=7

Het middelpunt is (\E, —2\]5) en de straal is \ﬁ :

0%+ 02+ 24+ 0+ 2bh+0=0, klopt dus de cirkel gaat door (0, 0).

P(1, 5) invullen geeft 1 + 25 + 2a + 10h = 0 ofwel 2a + 10h = -26.

Q(6, 4) invullen geeft 36 + 16 + 12a + 8b = 0 ofwel 12a + 8 = =52,
Vermenigvuldig de eerste vergelijking met 6 en trek de tweede vergelijking

daarvan af, het resultaat is 52h = —104, dus b = -2,
2a — 20 = —26 geeft 2a = —6, dusa = —3.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Cirkels

a=-3enb=-2invullen in x? + y? + 2ax + 2by = 0 geeft
xX+y?—6x—4y=0

xX—6x+)?—4y=0

(i~ 3P -9 +{y-2¥—~4=0

(x=3P2+(y—-2¢=13

Het middelpunt is (3,2) en de straal is \[ﬁ

¥4yt —4x—20y +108=0
x2—4x+ )2 -20p+108=0
(x—22—4+((—-10%-100+108=0

(x—= 2P+~ 10 =—4

Dat zou betekenen dat #> = —4 en dat kan niet.
X2+ +px+gy+s=0
XH+px+ i +gr+s=0

2 2
(x+3p) =5+ (v+5af ~fg +s=0
1 \2 1 Y2 _1 1
(x+3p) +(v+30) =3P +5¢ s
Dit kan alleen de vergelijking van een cirkel zijn als

ip2+iq2—s>0,dus%p2+%q2>sofwelp2+q2>4s.

In stap 1 zijn de termen met x en de termen met y bij elkaar geplaatst.
(x +5)>= x2 + 10x + 25, op de puntjes moet het getal 25 staan.

Dat getal moet de helft van 6 zijn, dus 3.

Dit is omdat (x + p)> = x2 + 2px + pL.

Dat moet het tegenovergestelde zijn van 3% dat is nodig omdat
(y—=3P=y'—6y+9.

(x+52+(y—3P-25-9+9=0

(x+52+(y—3)72=25

Het middelpunt is (=5, 3) en de straal is \{53 =5,

—

la|= \lxz + 2, dus \[xz +yi=r.

Als r> 0 is dit gelijkwaardig met x> + 1> = r? en dat is de vergelijking van
een cirkel met middelpunt (0, 0) en straal r.

f;f{) ==+ (47

Vor =67+ (y+4p =7
(x— 62+ (y+4P=49
Dit is de vergelijking van een cirkel met middelpunt (6, —4) en straal 7.

Het snijpunt van de middelloodlijnen is het middelpunt van de cirkel.
De richtingscoétficiént van lijnstuk AB is % = % en het midden is (4, 6).
De richtingscoéfficiént van de middelloodlijn van lijnstuk AB is —2.
De vergelijking van de middelloodlijn is y = —2x + 14,

De middelloodlijn van lijnstuk 4C is de lijn x = 6.

y=-=2+6+ 14 =2. Het snijpunt van de middelloodlijnen is M(6,2).
De straal van de cirkel is gelijk aan AM = 4> + 3> =5,

De middelpuntsvergelijking van de cirkel is (x — 6)* + (y — 2)> = 25.

Hoofdstuk 13 Cirkels
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13.2 Snijpunten van lijn en cirkel

intro  Een lijn door de oorsprong kan één, twee of geen snijpunten hebben met de
getekende cirkel.
Dan moet je y = mx invullen bij de vergelijking van de cirkel. Je krijgt een
kwadratische vergelijking. Een kwadratische vergelijking kan één, twee of
geen oplossingen hebben.

10 a x2+(3x)*=10

x2+9x2=10
10x2=10
x2=1
x=lofx=-1

b y=3-1=30f y=3+--1=-3

€ x+2y=1geeftx=-2y+1
x==2y+ 1l invullen in x* + 3> = 10 geeft
(—2y+1)2+32=10
4H2—4y+1+32=10

502 —4y-9=0

De discriminant van deze vergelijking is (—4)> — 4+ 5+ -9 = 196.
4+ 196_14 ’ _4-4196 i

Y o T3 T T

x==2+13+1=-22 of x=-2+-1+1=3

De snijpunten zijn (—2% R 1%) en (3, —1).

11 a (2+30)>+(10+210)°=169
44+ 120+ 9A2 + 100 + 401 + 422 =169
13A2+ 52— 65=0
b 13A2+52A—-65=0

A+4A-5=0
(A= DA +5)=0
A=1ofA=-5

De snijpunten zijn (5, 12) en (=13, 0).

12 a x2+(x+272=20
X2+ x2+4x+4-20=0
2xX*+4x—16=0
x2+2x—8=0
(x+4)(x—-2)=0
x=—4of x=2,ditgeeft y=-20f y=4
De snijpunten zijn (—4, —2) en (2, 4).
b x=-3y+ 15invullenin ¢:
(3y+ 142+ (y+2)2=80
9y2 — 84y + 196 + y2 + 4y + 4 =80
1012 =80y +120=0
¥ —-8y+12=0
(y=2)(y-6)=0
y=2of y=6,dit geeft x=9 of x=-3
De snijpunten zijn (9, 2) en (-3, 6).

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 13 Cirkels 1



13 Cirkels

13 a x=4-2keny=3+Ainvullen in ¢ geeft
4-20)*+(B+A1P=40
16— 164+ 422 + 9 + 61 + A2 =40
SA2—10A—-15=0

A2-24-3=0
A+ DH(A-3)=0
A=-lofA=3

De snijpunten zijn (6, 2) en (=2, 6).

b x=5+Xken y=2X%invullen in ¢ geeft
(1+AP+@L+3)12=10
1+2A+ A2 +4A2 + 120+ 9=10
SA24+140=0
AMSL+14)=0
A=0of 5A=-14
A=0of h=-2%

De snijpunten zijn (5, 0) en (2% , —5%).

=2
14 Een vectorvoorstelling van AB is (x) = (
J

10

% =2 5
b)={io) )
x=-2+5ken y=10 —4A invullen in ¢ geeft
(=2 + 502+ (10 =402 +2(-2 + 50) — 2(10 —4A)— 39=0
4 — 200+ 250% + 100 — 80A + 16A2 —4 + 10A — 20+ 8A—39=0
4102 —-820+41 =0
M-20+1=0
(A=1=0,dusA=1.
Er is én snijpunt, en dat is (3, 6).

15 a (5—-2p%+)2=5
25-20y +4)2 + =5
502 =20y +20=0
P —4y+4=0
b D=(-4yY-4-1-4=0
Uit opdracht a volgt (y —2)>=0, dus y = 2.
De codrdinaten van het gemeenschappelijk punt zijn (1, 2).

16 a X2+ (3x+4)2=20
x2+9x2+24x+16=20
10x2+24x—4=0
D=24>—4-10+ — 4 =736, dus er zijn twee gemeenschappelijke punten.
b x=5+Xlen y=4- Ainvullen in ¢ geeft.
@+A+3B-1N=16
16 +8AL+A2+9—-6AL+A2=16
A2+20+9=0
D=2>—4-2-9=-68, dus er zijn geen gemeenschappelijke punten.

12 Hoofdstuk 13 Cirkels

© Noordhoff Uitgevers by



17 a

18 a

013

a n o w

Een vectorvoorstelling van 4B is (x) =
y

1 1
6) +k(_1).
x=1+ken y=6—Ainvullen in ¢ geeft
(1+AP+(6-A)>-21+1)—-119=0

1420 +22+ 36— 120 +A2-2—-24—119=0

202 —12A—84=0

D =(-12)>—4-2+ -84 =816, dus er zijn twee gemeenschappelijke punten.

X2+ (px—152=180
X2+ p2x? — 30px + 225 =180
(P*+ x? = 30px +45=0
D=(=30p)r—4-(p2+1)-45
D =900p> — 180p> — 180
D =720p"— 180
i 1
720p* — 180 =0 geeft p>=zdus p=50f p= _%_
p= % invullen in (p>+ 1)x*> — 30px + 45 = 0 geeft
1132 - 15x+45=0
x2—12x+36=0
(x — 6)> =0, dus x = 6. Het gemeenschappelijke punt is (6, 3).
p= —% invullen in (p? + 1)x? — 30px + 45 = 0 geeft

112+ 15x+45=0
X2+ 12x+36=0
(x +6)2=0, dus x = —6. Het gemeenschappelijke punt is (-6, —3).

Het middelpunt van ¢ is M(—2, 3).

De vergelijkingvan /: 5v —x=17is5y=x+170of y = %x + 3%.
De richtingscoéfficiént van de loodlijn op /is —5.

De vergelijking van de loodlijn op /is y = —5x + b.

(=2, 3)invullen geeft 3=-5+—-2+ b dusb=-7.

De vergelijking van de loodlijn door M op /is y = —5x — 7.
S5(=5x-T7)—-x=17

—25x— 35 —x=17

—26x = 52, dus x = =2. Het snijpunt is dus M(—2, 3) en dat betekent dat
d(M.1)=0.

[ gaat door het middelpunt van ¢, dus ¢ en / hebben twee punten
gemeenschappelijk.

y=4-»x
x—1=-24+2L-1=-3+2A
(=3+20)2+ (4-21)2=10
9—12A+4X2+16—-8A+A2=10
SAM2=20L+15=0

M—4r+3=0
A—1DA-3)=0
A=lofA=3

Snijpunten: (0, 3)en (4, 1)

© Noordhoff Uitgevers bv
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(=3y+92+12+8y=24

9y2 — 54y + 81 + 32 +8y—24=0

102 — 46y +57=0

D=(-46)>—4-10-57=-164

De vergelijking heeft geen oplossingen, dus ¢ en / hebben geen punten
gemeenschappelijk.

y=3x+ linvullen in (x — 1) + 3% = 20 geeft
(x=1P+@Bx+1)y>=20
x2=2x+14+9x24+6x+1-20=0

10x2+4x—-18=0

De discriminant D =4>—4-+10+-18 = 736.

De cirkel en de lijn hebben twee punten gemeenschappelijk.
x=2-Xen y=4+ Linvullen in x> + y*> = 16 geeft
2-A+@+0)*=16

4—4L+A2+16+8L+A2-16=0

A2 +4)+4=0

De discriminant D =4%>—4-2-4=-16.

De cirkel en de lijn hebben geen punten gemeenschappelijk.
x=2Aen y=8+ Shinvullen in x* + 3* — 6x — 2y = 19 geeft
(2L)>+ (B + 5K —6-2A—2(8+50) =19

AN+ 64 + 80N + 2502 — 12— 16 — 10A—19=0

2902+ 580 +29=0

A2+20+1=0
A+1)*=0
A=-1

De cirkel en de lijn hebben &n punt gemeenschappelijk.

De lijn m snijden met de cirkel geeft

X2+ (mx— 147 + 2x + 4(mx — 14) =15

X2+ mx2—-28mx+ 196 + 2x + 4mx — 56 — 15=0

(1+m?)x*+ (-24m+2x+125=0

Als er geen gemeenschappelijke punten zijn, is de discriminant negatief.

D=(-24m -2V —-4-(1 +m?-125

D = 576m? + 96m + 4 — 500 — 500m?

D = 76m* + 96m — 496

D =0 geeft 76m?* + 96m — 496 = 0 ofwel 19m> — 24m — 124 =0

De discriminant van deze vergelijking is (—24)> — 4+ 19 - =124 = 10000.

24 ++/10000 5 24 — 10000

apy =Sl ' S
38 38

De discriminant is negatief als =2 <m < 3

il

75> dus voor die waarden van m

Zijn er geen gemeenschappelijke punten.

Hoofdstuk 13 Cirkels © Noordhoff Uitgevers bv



13.3 Raaklijnen aan een cirkel

intro  De hoeken zijn even groot omdat de stralen naar de beide raakpunten even
lang zijn. De driehoek die zo ontstaat is gelijkbenig en heeft dus twee gelijke
hoeken.
Die hoek is altijd kleiner dan 90°.

19 a y=-2x+9substitueren in (x — 9)*> + (y — 1)> = 20 geeft

(x =92+ (-2x+8)2=20
x2—18x+81+4x2—32x+64-20=0

5x2—50x+125=0

x2—10x+25=0

(x—52=0

Er is één oplossing: x = 5, dus de lijn raakt de cirkel.

Het raakpunt is (5, —1) en het middelpunt van de cirkel is (9, 1).
De richtingscoéfficiént van de straal naar het raakpunt is % = %
De richtingscoéfficiént van /is —2.

=D % = —1, dus de straal naar het raakpunt staat loodrecht op de raaklijn.

o

20 a De kleinste afstand van een punt naar een lijn is de lengte van een lijnstuk dat
loodrecht op die lijn staat.
b MP is de lengte van de straal, dus als MQ < MP dan moet punt Q binnen de
cirkel liggen.
Als een lijn door een punt gaat dat binnen de cirkel ligt, dan moet die lijn
twee punten gemeenschappelijk hebben met de cirkel.
d De veronderstelling van opdracht a is dus onmogelijk. Daarmee is bewezen
dat / loodrecht staat op de straal MP.
-1
.}

Een vergelijking van de raaklijn is —x + 3y = c.
P(—1, 3) invullen geeft 1 + 33 =cdusn=10.
De vergelijking is —x + 3y = 10.

[a]

21 a Het middelpunt is M(0, 0), dus MP =

o

— 3
Het middelpunt is M(2,-3), dus MP = (_ ]).

Een vergelijking van de raaklijn is 3x — y =c.
P(5,—4) invullen geeft 3+5——4=cdusn=19.
De vergelijking is 3x — y = 19.

— (10
22 a Het middelpunt is M(4, =3), dus MP = ( 5 )

5 >
Een richtingsvector is ( I)'

o

. 1
Een vector loodrecht op MP is (_ 2).

¢ Een vectorvoorstelling van de raaklijn is (x) = (124) +A ( 12).
¥ -
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23 a

24 a

25 a

16

Cirkels

Het middelpunt is M(—3, 7), dus MP = (_3 4)

Een vectorvoorstelling van de raaklijn is (;) =

0
3)+7L

4
)
PP E2-dy—5=0

X+2x+)y?—4y—-5=0
(x+1P=-1+(y—2°-4-5=0

(x+1P+(r—272=10

—3 |3
Het middelpunt is M(—1.2), dus MP = (_1)
2 1
* ;

Als a # 0 dan kun je beide kentallen van (Z) door a delen.

Een vectorvoorstelling van de raaklijn is (;) =

Je krijgt dan een vector met dezelfde of tegengestelde richting.
Als a = 0 dan is de raaklijn verticaal. In dit geval is er geen verticale raaklijn
aan de cirkel, die door P gaat.

(6 + AP+ (mh)>=18

36+ 120+ A2+ m2A2—18=0

(m*+ DA*+ 120+ 18=0

Er is &n oplossing als de discriminant gelijk is aan 0.
122—-4+-(m?>+1)-18=0

144 = 2m? - 72=0

—-72m?= =72

m?=1

m=1ofm=-1

ST R Y
-0

x=—6+Aen y=2+mhinvullen in ¢ geeft
(—6+ 1)+ (2+mh)2=20

36 - 120+ A2+ 4 +4mr + m*A2—20=0
(m*+ DA2+ (12 +4m)A +20=0
D=(-12+4my -4+ (m*+ 1)+ 20
144 — 96m + 16m> — 80m> — 80 =10
—64m> — 96m + 64 =0

2m*+3m—-2=0

D=3*-4-2--2=125

—-3+425 3 —425

S G- (5)

Een vectorstelling van de raaklijnen is

m

De raaklijnen zijn

?

Hoofdstuk 13 Cirkels
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26 a

Een vectorstelling van de raaklijnen is

% 10 1
o)=Ll 4ol
x=10+Aen y=-20+ mA invullen in ¢ geeft

(10 + A)% + (=20 + mA)*> = 100

100 + 20X + A% + 400 — 40m) + m*A? — 100 =0

(m?+ 1)A% + (20 — 40m)AL + 400 =0

D =20 — 40m)*> — 4 - (m*+ 1) - 400

400 — 1600m + 1600m> — 1600m> — 1600 = 0

—1600m = 1200
m= —%, er is op deze manier slechts één oplossing voor m, de tweede raaklijn

=+ e Gl = )

De raaklijnen zijn
1
ol

1s verticaal.

0
Een vectorstelling van de raaklijnen is (x) = ( 4) + A
3% -

x=Aen y=—4+ m\ invullen in ¢ geeft

A2+ (=4 +m)h)? — 20— 6(—4 + mA) =15

A+ 16 —8mh+m*A\?— 20 +24 - 6mh—15=0

(m*+ DA+ (=2 = 14m)L +25=0

D=(-2-14m)y*—4-m*+1)-25

4 + 56m + 196m” — 100m> — 100 =0

96m* + 56m — 96 =10

12m>+Tm—-12=0

D=72-4-12--12=625
~7+4625

m=—=10 m=

~7-625
—_— — _1_
24

24 3

Sl )2 )
=[5

x= 6% +Aen y =13+ mkinvullen in ¢ geeft

X

De raaklijnen zijn

Een vectorstelling van de raaklijnen is

(63+1) + (13 + mhy2 =65
42 + 13+ A2 + 169 + 26mh + m*A2 — 65 =0
(m2+ 12+ (13 + 26m)A + 1463 =0

D=(13+26m)>>— 4+ (m>+ 1)+ 146;
169 + 676m + 676m> — 585m> — 585 =0
9lm* + 676m —416=0
Tm?+52m—-32=0
D=522—4-7+-32=3600

_T52+\B600 _, o -52-\3600

m =

f
14 7oL ™ 14
De raaklijnen zijn y = %— x+beny=-8x+b.
Door invullen van (6% 3 13) vind je

y=%x+9%eny=—8x+65.

© Noordhoff Uitgevers bv
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b

27

021 a

18

Cirkels

Een vectorstelling van de raaklijnen is

0
¥ 13 m
Vulinx=—4+Xeny=13+mh\:

(=4 +X)2+ (13 + mA): — 10(=4 +A) = 0

16 — 88X+ A2 + 169 + 26mA + m?A> + 40 — 10A =0

(m2 + A2+ (26m — 18)A +225=0
D=026m— 182 —4-(m>+1)-225

676m% — 936m + 324 — 900m* — 900 =0

—224m> —936m — 576 =0

28m* + 117m+72=0

D=117"-4-28-72=15625

_—117+45625

56 29 5

m 7

11745625 _ s
-3

<l

Door invullen van (—4,13) vind je y = —%x +10eny= —3%x -

De richtingscoéfficiént van /: x + p =17 ofwel : y = —x+ 17 is —1.

De lijn loodrecht op [ heeft de vergelijking y = x + 4.

De codrdinaten van het middelpunt (5, 6) invullen geeft
6=5+hdush=1.

De lijn loodrecht op / door het middelpunt heeft vergelijking y = x + 1.
Deze lijn snijden met / geeft x+x+1=17

2x=16,dus x=8

Het snijpunt S(8,9) is het punt waar / de cirkel raakt.

De straal van de cirkel is \J(S - 52+ (9-6)2= \]ﬁ
De vergelijking van de cirkel is ¢ : (x — 5)> + (y — 6)> = 18.

Het middelpunt is M(6, 0).
6 —_— _8
)ofwelMP =( 2)

MP = ( h_
MP is een normaalvector van de raaklijn, omdat de straal naar het
raakpunt loodrecht op de raaklijn staat.

Een vergelijking van de raaklijn is —8x + 2y = ¢
—8:-2+2-2=c¢dusc=20.

Een vergelijking is —8x + 2y = 20 ofwel 4x — y = —10.

— (38
Het middelpunt is (0, 0), dus MP = (_ 3).

Een vergelijking van de raaklijn is 8x — 3y =c.
(8, —3) invullen geeft 8+ 8 =3+ —3 =cdus ¢ =73.
Een vergelijking van de raaklijn is 8x — 3y = 73.

Het middelpunt is (6, —2), dus MP = ( Lk 2) ofwel MP = (:;)

Een vergelijking van de raaklijn is —=5x — 2y = c.
(1, =4) invullen geeft =5-1—-2+—-4=c¢dus ¢ = 3.
Een vergelijking van de raaklijn is —5x — 2y = 3 ofwel 5x + 2y = —3.
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U4

Ubs

X
a Ko\ 4 6

x=1+ken y=7+mh zijn ingevuld in de vergelijking van de cirkel.
1+20+ A2+ 49+ 14mA + m*A2 =5

MR+ A+ 20+ 4mh+49+1=5

(m*+ DA+ 2+ 14m)h+45=0

(14m +2)> = 180(m> + 1) =0

196m* + 56m + 4 — 180m> — 180 =0

16m? + 56m — 176 =0

2m*+Tm—22=0

De discriminant van deze vergelijking is 72 —4 -2+ —22 =225,

~7 +4225 —7-4225
m=———=2of m=———=-5

4 4
L 1 1 2
Richtingsvector (2) en ( 2) en (_ 1 1).

X 1 1 X 1 2
b=El 2Bl G-} )
MQ 1 PQ,dus MO?* + PO* = MP*~
PO =82—42=48, dus PQ =48
cos(£LPMQ) = ;l = %, dus ZPMQ = 60°.
De oppervlakte is te verdelen in een cirkelsector met een middelpuntshoek
van 240° en de vierhoek POMR.

1 1 ) ofwel

240
De oppervlakte van de cirkelsector is 360 ™ = 10% .

De oppervlakte van vierhoek POMR is 2 - % <4 - \]ﬁﬁ =448 = 16\5 :
De totale oppervlakte is 10%7{ + 16\5 =61,2.

Als de cirkel de lijnen x = 5 en y = 4 beide raakt, moet het middelpunt liggen

op €én van de bissectrices van de hoeken die door deze lijnen worden gemaakt.

Die bissectriceszilm y=x—len y=—x+9.

Het middelpunt van de gevraagde cirkel is het snijpunt van de lijn

7x + 3y = 67 met één van deze bissectrices.

Tx + 3(x — 1) = 67 geeft 10x — 3 = 67 dus x = 7. Het snijpunt is (7, 6).

Tx+3(—x+9)=67 geeft 4x + 27 = 67 dus x = 10. Het snijpunt is (10, — 1).

De straal is de afstand van de gevonden punten tot de lijnen x =5en y =4,

dus de straal is 2 of 5.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 13 Cirkels
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13 Cirkels

13.4 Snijdende cirkels

intro  De vier punten vormen een ruit, en de diagonaal M N heeft dezelfde lengte als
de zijden van de ruit. De driechoeken MNP en MNQ zijn gelijkzijdig, dus de
afstand PQ kan worden berekend.

xX2+32—10p+25=9
28 a

Kt 10425 492 =29

~10y + 10x = =20

y=x+2

b De snijpunten voldoen aan beide middelpuntsvergelijkingen, dus ook aan het
verschil daarvan. Het is de vergelijking van de lijn door de snijpunten.

¢ y=x+2invullenin x> — 10x + 25 + 3> = 29 geeft
X2=10x+25+x2+4x+4=29

2x2—6x=0
2x(x—3)=0
x=0of x=3

De snijpunten zijn 4(0, 2) en B(3, 5).

29 a

x*+3y2=13
x2+32—d4x=1

Aftrekken geeft 4x =12

x=3

XX+ 3y2=25
X2+ —dx+4y=21

Aftrekken geeft 4x — 4y =4
y=x-—1

9+12=13 X2+x?-2x+1=25
=4 2% —2x+24 =0
y=2o0f y=-2 ¥-x-12=0
snijpunten (3, 2) en (3, —2). (x—4(x+3)=0
x=4of x=-3
snijpunten (4, 3) en (=3, —4).
b {x2+y2=50
X2+ 32 —6x—18y=-70

30 a

Aftrekken geeft 6x + 18y = 120 ofwel x = =3y + 20

(—3y + 202 +»2=50

9y2 — 120y + 400 + 32— 50 =0
10y> - 120y +350=0
=12y +35=0
(y=5(y=-7=0

y=50f y=7

snijpunten (5, S)en (-1, 7).

x2+32=10
X242 —12x—4y=-30

Aftrekken geeft 12x + 4y = 40 ofwel y = —3x + 10

X2+9x2—60x+100=10
10x2—60x+90=10
x2=6x+9=0

(x —3)>=0, er is dus &n oplossing, namelijk x = 3.

Het punt is P(3, 1).

Hoofdstuk 13 Cirkels
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31

32 a

33

Het middelpunt van ¢, is (0, 0) en het punt P(3, 1) is het raakpunt, dus de

vector ﬁ' =

3
1) is de normaalvector van de raaklijn /.

ool

Voorlijn /geldt x=3+Aeny=1-3A.

Dit invullen in x2 — 12x + 2 — 4y + 30 = 0 geeft
B+A)P?—-123+0)+(1-30)>—4(1-30)+30=0
9+6A+A—36—12A+1—-6A+9A7 -4+ 124 +30=0

10A% = 0 dus A = 0, dat betekent dat ¢, en / één punt gemeenschappelijk
hebben, dus dat ze elkaar raken.

¢y X=12x+*—4y+30=0

¢ (x—6)2=36+(y—22—-4+30=0

¢y (x = 6)> + (1 — 2)> = 10, dus het middelpunt van ¢, is M(6, 2).

Het middelpunt van ¢, is (0, 0).

De vectorvoorstelling van / is (;) =

De richtingsvector van de lijn door de middelpunten is OM = ( 2).

6 1
( 2) : (_ 3) = 0 dus / staat loodrecht op de lijn door de middelpunten.

Stel cirkel ¢, heeft middelpunt M en cirkel ¢, heeft middelpunt V.

Het gemeenschappelijke raakpunt is P.

De raaklijn in P aan de cirkel met middelpunt M is /, dus MP L [.

[ raakt ook c,, dus NP L1

Uit MP Lien NP L1 volgt ZMPN = 180°, dus de punten M, N en P
liggen op een lijn en die lijn staat loodrecht op de raaklijn /.

Het middelpunt van de ene cirkel is (2,0) en het middelpunt van de andere
cirkel is (8, 0).

De vergelijkingen zijn (x = 2)> +1>=9en (x — 8> + 17 =9,

De middelpunten liggen op de lijn door O(0,0) en R(4, 3).

Omdat OR = 5, zijn de middelpunten van de cirkels met straal 2% de
eindpunten van de vectoren % OR en 1% OR.

Dat zijn de punten (2, 1%) en (6, 4%)

De vergelijkingen zijn (x — 2)2 + (y = 1%)2 = 6% en (x — 6)2 + (_v = 4%)2 = 6%.

Het middelpunt van de cirkel is M(=2, 5).

x =12+ 3k en y = —2X\ invullen in de vergelijking van ¢ geeft
(14 + 302+ (2L -5 =13

196 + 84N + 9A% + 4A% + 200 + 25— 13 =0

13A% + 1041 + 208 =0

A +8L+16=0

A+4)7=0

A = —4, het raakpunt is R(0, 8).

e D
MR = (3), de lengte van deze vector is \{E

Het middelpunt van cirkel d ligt op de lijn met vectorvoorstelling
b=l
— =+ p

¥

8 =
© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 13 Cirkels
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Cirkels

Omdat \{5 = \/Z . \{E = Z\IE zijn de middelpunten van de gevraagde
cirkels te vinden met u =2 en u= -2,

De middelpunten zijn (4, 2) en (=4, 14).

De vergelijking van dis (x —4)> + (y—2)> =52 of (x +4)> + (y — 14)> = 52.

34 a OA41LPA,OA=4enOP=5
PA?+42=52 dus PA*=9
PA=PB=3
b (x+5)2+2=9
X+3y2=16
{x2+10x+25+y2=9
—10x — 25 = 7 ofwel —10x = 32 dus x = —33

dus y= 2% of y= —2%

De codrdinaten zijn A(—S% , —2%) en B(—B% s 2%)
2 2

-25-0 3 —2“5‘ 3

= =i
1 4 3
—33— =5 lg

d De richtingscoéfficiént van lijn P4 is

De vergelijking van lijn P4 is y = —1% x+n.
. )
P(=5, 0) invullen geeft n = —63
De vergelijkingen van de lijnen P4 en PB zijn y = — 1% il 6% en

= L 2
y=13x+635.

35 De straal van ¢ is 420, het middelpunt van ¢ is M(3, 0) en MP =+/40.
LMAP = ZMBP = 90°, dus PA? +(y20)2 = ({40 )2,

PA2 =40 — 20 =20, dus PA = PB=+20.
A en Bliggen op de cirkel met middelpunt P en straal \{E
De vergelijking van deze cirkel is (x + 3)% + (y — 2)* = 20.

x2—6x+9+)2=20
X2+6x+9+y2—4y+4=20

—12x+4y—4=0ofwel y=3x+ 1.

Dit invullen in de vergelijking van de eerste cirkel:

Xt~ Gt Bkt + Bard 1.=20

10x2=10,dusx=1of x=-1

De codrdinaten van de raakpunten zijn A(1, 4) en B(—1, =2).

De richtingscoéfficiénten van de lijnen PA en PB zijn % en —2.

De vergelijkingen van de lijnen P4 en PB zijn y = %x + 3% eny=-2x—4.

36 Stel de middelpunten van de grote cirkels zijn A(—5, 5) en B(5. 5), het
gemeenschappelijke raakpunt is R(0, 5) en de straal van de kleine cirkel is r.
Het middelpunt van de kleine cirkel is M.
Dan geldt: AR=BR=5, AM=BM=5+ren MR=5-r.
ABMR is rechthoekig, dus 5° + (5 — r)? = (5 + ).
254+25—-10r+r2=25+10r + r2
—=20r =-25,dusr= 1%

De gevraagde vergelijking is x* + (_v = 1%)2 = 119—6.
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029 a

033 a

(x2+ 32 —dx—16) — (x2+y?—22x— 6y + 80) =0
X+ —4x—16—-x2—1y*?+22x+6y—-80=0
18x+6y—96=0

18x+6y—96=0

6y=—-18x+ 96

y==3x+16

v is vervangen door —3x + 16 in de vergelijking van ¢,.
X2+ 9x2—96x+256—4x—16=0

10x2 - 100x + 240 =0

x2—10x+24=0

(x—4)(x—6)=0

x=4o0fx=6

x = 6 invullen bij y = —3x + 16 geeft y = 2.

De snijpunten zijn (4, 4) en (6, —2).

2= x4 1+ 2= 2
x2—8x+16+)2=5

Aftrekken geeft 6x — 15=-3,dus6x=12en x = 2.
Dit invullen in de vergelijking van ¢, geeft 1 + y* =2, dus y=10of y=-1.
De snijpunten zijn (2, 1) en (2, —1).

x>+ 12 =68
X2+y?—4x+4y=92

Aftrekken geeft 4x — 4y = —24 ofwel y=x + 6.

Dit invullen in de vergelijking van ¢, geeft x> + x> + 12x + 36 = 68
x2+6x—16=0

(x+8)(x—2)=0

x=-8of x=2

De snijpunten zijn (=8, —2) en (2, 8).

xX*—-8x+16+3)2-6y+9=10
X+ 10x+25+)2 -6y +9=37

Aftrekken geeft —18x —9=-27,dus —18x=—-18en x = 1.

Dit invullen in de vergelijking van ¢, geeft (—=3)> + (y — 3)*> = 10, dus
(y—3p=1

v=3=lofy—3=-1l,dusy=4of y=2.

De snijpunten zijn (1, 4) en (1, 2).

x=10+4Aen y =5 — 3\ invullen in de vergelijking van ¢ geeft
100 + 80X + 16A2 + 25 — 30% + 9A% = 100

2502+ 500 +25=0

M+2A+1=0

(A+1»=0,dusA=-1

Het snijpunt is (6, 8).

OR1len MR 11, dus ZORM = 180°.

Dat betekent dat O, R en M op één lijn liggen.

OR=+100=10en MR=5,dus OR =2- RM.

-1
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13 Cirkels

d OM =15 OR, dus M(9, 12).
De vergelijking van d is (x — 9)> + (y — 12)* = 25.

i 12e=—15
K {x2+y2—4y= 16

Aftrekken geeft —12x + 4y = —32 ofwel y = 3x — 8.

Dit invullen in ¢, geeft x> + 9x2 —48x + 64 — 12x + 16 = 0.

10x2 = 60x + 80 =0

x2—6x+8=0

(x—2)(x—4)=0

x =2 of x =4, de snijpunten zijn A(4, 4) en B(2, —2).

Van ¢, is het middelpunt M(6, 0) en de straal MA = @

Van ¢, is het middelpunt N(0, 2) en de straal NA = @

AN 1 AM, want de straal naar het raakpunt staat loodrecht op de raaklijn.
Dat betekent dat de raaklijn in 4 aan ¢; door NV gaat en dat de raaklijn in 4
aan ¢, door M gaat.

NM?=22+ 6% dus NM =+40

Omdat @2 + @2 = @2 staan de raaklijnen loodrecht op elkaar.

b X2+312=10
X—4x+4+32-8y+16=10

Aftrekken geeft 4x + 8y — 20 = 0 ofwel x = -2y + 5.

Dit invullen in de vergelijking van ¢, geeft 4y — 20y + 25 + 3* = 10.
52=20p+15=0

¥ —4y+3=0

(y=D(y-3)=0

y=1of y=3, de snijpunten zijn 4(3, 1) en B(—1, 3).

De middelpunten van de cirkels zijn O(0, 0) en M(2, 4).

OM? =20, 04*=10 en MA*>=10.

0A* + AM? = OM?, dus de cirkels snijden elkaar loodrecht.

13.5 Afstand tot een cirkel

intro De lijn k snijdt de cirkel, dus deze lijn heeft de kleinste afstand tot de cirkel,
namelijk de afstand 0.
De lijn n heeft de grootste afstand tot de cirkel.

37 a (1-42+(0+52=34

9 + 25 = 34, klopt dus punt A4 ligt op de cirkel.

b (=1 -4)>+ (=1 + 5)>=41, dus de afstand van het middelpunt tot B is groter
dan de straal van de cirkel.

c (10—-42+(y+572=34
(y+57=-2
Er zijn geen oplossingen, dus de cirkel heeft nul punten gemeenschappelijk
met de lijn x = 10.

d Dan moet gelden: (1 —4)2+ (d+ 52 <34
(d+5)7<25
-5<d+5<5
-10<d<0
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38

39

40

41

42

MA 1 [ (raaklijn), dus ook P4 1 /.

Een loodlijn is altijd het kortste verbindingslijnstuk.
M(5, 3), dus PM =92+ 62 =4/117

Dat is lijnstuk 4.

PA=PM—- MA =117 -+13 =313 -y13 = 2413

MQ =2, het kortste verbindingslijnstuk is BQ = \]E =2

M(—5, 3) en de straal is 5.

MP =122+ 52=4/169 = 13, dus P ligt buiten de cirkel.
d(P,c)=13-5=8

M(—5, 3) en de straal is 5.

MP =22 +2=45 dus P ligt binnen de cirkel.
d(P,c)=5—1+5

M(3,-3) en de straal is @ =17.

MP= \/42 + 32 =35, dus P ligt binnen de cirkel.
d(P,c)=17-5=12

Lijnstuk PN geeft de afstand aan tussen ¢, en c¢,. y
Lijnstuk TV geeft de afstand aan tussen ¢, en c,.

De middelpunten zijn M(=2, 3) en N(5,-3).
De stralen zijn /18 en 8.
Alle punten van ¢, liggen buiten c,.

MN = 7>+ 6 =85
d(cy.c) =85 — 18 =8 »
d(ey, cp) =85 - 52 6

c:(x+1D2+(p+1)y=8 y
&y (X =2 +(p =2¥=2

De middelpunten zijn M(—1,—1) en N(2,2).
De stralen zijn \/g en \E

MN=3+32=48
VI8 =942 =3\2en\8=y4:\2=2{2

MN is gelijk aan het totaal van de twee stralen, dus d(¢,.¢,) = 0.

cix?+ 32— 24y =-108

dus X2+ (v —12)> = 36.

Het middelpunt is M(0, 12) en de straal is 6.

Stel het middelpunt van ¢, is N(a, 0).

MN=6+t4+3=13.

MN =+a®+ 122 =13, dus a® = 25.

a=50ofa=-5

De vergelijking van ¢, is (x = 5% + > =9 of (x + 5)° +3?=9.
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Cirkels

43 a Het middelpunt is M(—3, —2) en de straal is 5. De normaalvector van / is

4
: y
dus een normaalvector van de loodlijn is (_ 4).
Een vergelijking van de loodlijn is 5x — 4y =n.
M(=3, =2)invullen: 5+ -3 —-4--2=n,dusn=-7.
Een vergelijking van de loodlijn is 5x — 4y = —7.
b Stel het snijpunt van lijn M P met de cirkel is R.

Omdat lijn RP loodrecht staat op /is er geen korter verbindingslijnstuk.
¢ De codrdinaten van P berekenen:

4x+5y=19 £ ook l6x + 20y =76
5x—dy=-7" %) 25x = 20y =35

Optellen geeft 41x =41, dus x=1.
Het snijpunt is P(1, 3).

d(le)= MP—-5= {42 +5 —5=41 -5

44 a Het middelpunt van ¢ is M(1, 4) en de straal is \6.

4 3
De normaalvector van /is ( 3), een normaalvector van de loodlijn 1s (_ 4)‘

Een vergelijking van de loodlijn is 3x — 4y = n.
M(1,4)invullen: 3+ 1 —4-4=n,dusn=-13.
De loodlijn is 3x — 4y = —13.

4x+3y=-9

Snijpunt berekenen: {3x —4y=-13

Optellen geeft 25x = =75, dus x = —3.
Het snijpunt is (-3, 1).

dl,e)=MP -6 =2+ 3 —6=5-16

b Het middelpunt van cis M(0, 0) en de straal is 4.

4 3
De normaalvector van /is (3), een normaalvector van de loodlijn is (_ 4)‘

Een vergelijking van de loodlijn is 3x — 4y = n.
M(0,0)invullen: 3:0—-4-0=0,dusn=0.
De loodlijn is 3x — 4y =0.

4x +3y=50 {16)( + 12y =200
ol O

Snijpunt berekenen: { v -4y =0 9x— 12y =0

Optellen geeft 25x = 200, dus x = 8.
Het snijpunt is P(8, 6).

d(l,c)=MP—-4=7\8+6"-4=10-4=6
¢ Het middelpunt van ¢ is M(8, 4) en de straal is 2.
Een vergelijking van de loodlijn op [is y = —%x + .

M(8, 4) invullen geeft 4 = _% 8+n,dusn= 6%.
De loodlijn is y = _% gl 6%.
Snijpunt berekenen: 3x = —% X+ 6%

3%x = 6%, dusx=2
Het snijpunt is P(2, 6).
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45

041 a

d d(c,c;)=\32-2-3=432-5=42-5

e De middelpunten zijn M (1, —3) en N(7, 5).

MP = 6>+ 22 =40 = 2410
d(l,¢) = 2410 - 2.

O0=0R+1=2+1=3en0OD=35
DO*+9=25 dus DO*=16en DO =4. Q
Q ligt dus op de cirkel met middelpunt (0, 0) en straal 3
en ook op de cirkel met middelpunt (=5, 0) en straal 4.

x2+y2=9 x2+3yr=9
(x+52+2=16" |x2+10x+25+2=16

Aftrekken geeft —10x —25=-7

ANVA

~10x =18, dus x = —12
81

5 +12=9, dusy2=%
y=2%of y=-2%

De codrdinaten van Q zijn (— 1 g—, 2%) of (— 1 g—, —2%—).
1
5

—. [al 4 — (3 4
50 (33)=3(3)orme - )4

R =3 4 X =3 4
= + = +
De vectorvoorstelling is (y) 0 ) A ( 3 of (v) 0 A (_ 3)
De middelpunten zijn M(2, 2) en N(6, 6). Y
14
MN = {8 + 8 =32(= 42) "
n=\4=2enr,=y9=3 10

De afstand MN is groter dan r| + r,.

MN=4v62+8=10,r,=9=3enr,=+49=7

MN =r, +ry,dusd(c,c,) =0
¢y :x2+y2 =12y +4 =0 ofwel x>+ (y — 6)>=32 =
¢y x?=2x + 32 = 12y + 29 = 0 ofwel

(x—1P+(y-6P=8

De middelpunten zijn M(0,6) en N(1,6), dus MN =1

r1=@=4\{§enr2=\/§=2\ﬁ y

d(cpe)=r,— MN—r,=42—1-22=22-1

X
14 16

S|
=2

2

-8 -6 -4 -20 2 4 6 8
=2
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13 Cirkels

0U44 a Datis de loodlijn vanuit M op / en een loodlijn geeft altijd de kortste afstand.
b —%x+9;1—1=2x+2

—Z%x = —7%, dus x =3,
De codrdinaten zijn (3. 8).

¢ PM=132+62=45=35
d r=420=2y5 dusd(l,c) = V45 =420 =345 - 2y5=15

U7 De afstand tussen het middelpunt N van de gevraagde cirkels en het
middelpunt M(4, 7) moet gelijk zijn tweemaal de straal van ¢, dus 2\[%.

N ligt dus op de cirkel met middelpunt Af en straal 2@‘
De vergelijking van deze cirkel is (x — 4)> + (y — 7)* = 200.
De coordinaten van N voldoen ook aan x =2Aen y = A
QA -4+ (A —T)Y =200

402 — 16\ + 16 + A2 — 14A + 49 = 200

502 —30A—135=0

A2—6A—27=0
A= 9)(A+3)=0
A=90of A=-3

De gevonden middelpunten zijn N(18, 9) en N(—6, —3).
De vergelijkingen zijn (x — 18)*> + (y — 9)> = 50 en (x + 6)> + (v + 3)> = 50.

U8  De straal van ¢, is 2 en de straal van ¢, is 4.
De middelpunten van deze cirkels zijn (0, 0) en (6, 0).
Het middelpunt van de gevraagde cirkels moet afstand 5 hebben tot (0, 0) en
afstand 7 tot (6, 0), dus zo’n middelpunt ligt op het snijpunt van de cirkels
met vergelijkingen x>+ > =25en (x — 6)> + 1> =49,
x2+y2=25
{xz— 12x + 36 + )2 =49
Aftrekken geeft 12x — 36 = -24
12x=12,dus x = 1.
1+ 32 =25, dus y =24 of y = —\24
De vergelijkingen van de gevraagde cirkels zijn
(x— 102+ (v - 2y6) =9en (x— 12+ (y + 2/6)2 =9.

13.6 Ingeschreven en omgeschreven cirkel

intro Je moet de rode driehoek dan gelijkzijdig maken.

46 a Lijn PM is de middelloodlijn, dus AM = MBen ZAMP = ZBMP = 90°. Q

PA*= PM? + AM?
PB2=PM? + MB*= PM?+ AM?, dus PA = PB.

b Uit 04 = OB volgt ZQOAR = ZOBR. R
De hoeken bij R zijn beide 90°, dus de driehoeken QAR en QBR hebben
gelijke hoeken en zijn dus gelijkvormig. R
OR is hetzelfde in beide driehoeken, dus de driehoeken zijn gelijkvormig
met factor 1.
De conclusie is dat AR = RB, dus R is het midden van zijde 4B.
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47 a

48 a

49 a

N
TEN
A2 B
N
De middelloodlijn van zijde AB is x = 2.

De richtingscoétficiént van lijn AC is 1 en het midden van zijde 4C is (1,0).
De middelloodlijn van zijde ACis y=—x + 1.

Het snijpunt van /en m is M(2,—1)
Mligt op I, dus MA = MBen M ligt op m, dus MA = MC.
Hieruit volgt MB = MC, dus M ligt op de middelloodlijn van zijde BC.

Het middelpunt is (2, —1) en de straal is M A = \}32 +12= \{E
De vergelijking is (x — 2)> + (y + 1) = 10.

De middelloodlijn van lijnstuk ABis x = 2.

De richtingscoétficiént van lijnstuk ACis 2 en het midden is (0, 1).
De middelloodlijn van lijnstuk ACis y = —%x + 1.

Het middelpunt van de omgeschreven cirkel is M(2,0)

en de straal is MA = 32 + 12=4/10.
De vergelijking is (x — 2)*> + 32 =10
De richtingscoéfficiént van lijn 4B is —2 en het midden is (-1, I).

De middelloodlijn van lijnstuk ABis v = %x + I%.

De richtingscoéfficiént van lijn AC is 3 en het midden is (2% , 1%)
De middelloodlijn van lijnstuk ACis y = —% x + 2L,

L+ d=-tx+2d

3x+9=-2x+14

S5x=5dusx=1

Het middelpunt van de omgeschreven cirkel is M(1,2)
en de straal is M4 = 5.

De vergelijking is (x — 1)> + (y — 2)* = 25.

% =sin(£PAQ), dus PO = AP - sin(£LPAQ).

PR . : :
Y =sin(£LPAR).dus PR= AP -sin(£LPAR) en omdat LZPAQ = ZPAR
volgt hieruit dat PO = PR.

. K . KR
sin(£ZKBQ) = X0 en sin(£KBR) = —
KB KB
Omdat KQ = KR, volgt hieruit dat sin(ZKBQ) = sin(£LKBR),
dus ZKBQ = ZKBR.

Dat betekent dat K op de deellijn (bissectrice) van hoek B ligt.

© Noordhoff Uitgevers bv
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50 a

51

52 a

53

30

Cirkels

Het punt D heeft gelijke afstanden tot de zijden ABen AC.

Het punt D heeft gelijke afstanden tot de zijden AB en BC.

Daaruit volgt dat D ook gelijke afstanden heeft tot de zijden AC en BC,
daarom ligt D ook op de deellijn van hoek C.

De afstand van D tot elk van de zijden is gelijk, dus de zijden van de
driehoek raken een cirkel waarvan punt D het middelpunt is.

AC=3?+4%=5, dus het punt is P(2,0).

AP = AC, dus drichoek 4PC is gelijkbenig.

In een gelijkbenige driehoek is de hoogtelijn uit de top tevens de bissectrice
van de tophoek.

Het midden van lijnstuk PC is N(1,2).

De richtingscoéfficiént van lijn AN is % en een vergelijking van lijn AN is
P= %x + 1.

A(—3,0) geeft n= 1%, dus de vergelijking is y = %x + 1%.

Het snijpunt met de y-as is AJ(O, 1%)

Het middelpunt is M en de straal is gelijk aan OM = 1%.

De vergelijking is x2 + ( P 1%)2 = 2%.

Stel het midden van lijnstuk ABis P, dus AP = BP =45,
AP+ CP>= AC? dus CP2= 117> — 452 = 11664.
CP=+11664=108

De oppervlakte van AABC is % + 90 - 108 = 4860.

Opp. AABM =5+ AB-r=45r

I—= M=

Opp. ABCM =1 BC-r=58ren Opp. aACM =1 4C-r=58%r

45r + 5847 + 5811 = 4860

162r = 4860, dus r = 30.

Als je een horizontale lijn door het raakpunt van de twee cirkels trekt,
ontstaat bovenaan een drichoek met hoogte 108 — 2 x 30 = 48.

Deze driehoek is gelijkvormig met A4 BC met factor ft)_ss = %.

De straal van de ingeschreven cirkel van deze drichoek is g x 30 = 13%.

Kies N als het midden van lijnstuk BC.

AN=5+ MN

BN2+ AN?= AB’, dus BN? + (5 + MN)?> = 64

Ook geldt BN? + MN?= BM?, dus BN*> =25 — MN?
25— MN?+25+ 10MN+ MN2 =64

10MN =14

MN =12, dus BN?=25 - (13)° =234

BN =123+ =42 dus BC=2x42=09]

Hoofdstuk 13 Cirkels
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048 a

U9 a

U10 a

De codrdinaten van P zijn (4, 1).

De richtingscoéfficiént van lijn 4B is :s‘l = —%.

De richtingscoéfficiént van de middelloodlijn is 2.
Een vergelijking is v = 2x + n.

P4, 1)invullen geeft 1 =2 -4 +n, dusn=-7.

De vergelijking is y = 2x — 7.

Het midden van lijnstuk 4C is Q(2%, 5%)

De richtingscoéfficiént van lijn AC 1s % =1.
De richtingscoéfficiént van de middelloodlijn is —1.
Een vergelijking is y = —x + n.

Q(2é—, 5;—) invullen geeft 5% = —2% +n, dusn = 8.
De vergelijking is y = —x + 8.

2x—T7=-x+38

3x=15,dus x= 5.

De codrdinaten van M zijn (5, 3).

De afstand tussen 4(0,3)en M(5,3)is AM = 5.
(x=5P+(-37°=25

AB=\J62+82= 10

Stel de straal van de ingeschreven cirkel is r.
opp. OAB = opp. OAM + opp. ABM + opp. OBM

log-g=L-6-r+i-10-r+1-8-¢
24 =3r+ 5r+4r,dus 12r =24

r =2, de straal van de ingeschreven cirkel is 2.
Uit opdracht a volgt dat het middelpunt is M(2, 2).

AM? =22+ 42, dus AM =416 + 4 =20.

AR+ MR = AM*, dus AR?=20—-4=16en AR =4.
BR=10—4=6,dus AR* BR=4-6 =24 en dat is gelijk aan opp A OAB.

S -3
04 = ( 4 ), dus een vergelijking van lijn P4 is —3x + 4y =n.

A(—3, 4) invullen geeft =3+ -3+ 44 =n, dusn=25.
De vergelijking is —3x + 4y = 25.

~3x+4-0=25 geeft x = -85, dus P(-8%,0).

De codrdinaten van B zijn (—3, —4).

De vergelijking van lijn PBis 3x + 4y = -25.

De normaalvector van lijn PB is (_ 4) en dat is gelijk aan OB .

Z0OBP =90°, dus PB raakt de cirkel.
De cirkel moet dan raken aan de verticale lijn x = 5.
Stel het midden van lijnstuk 4B is Q en R is het punt (5, 0).
PR 8%+5_13% 40

APCD is gelijkvormig met APAB met factor — = — = =9
PQ gl-3 5L 16 7

De factoris p= 2%.
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13 Cirkels

13.7 Gemengde opdrachten

54 a Het middelpunt van ¢, is M(—12, 6) en de straal is y43.
X -12 1
De loodlijn door M op /i = + i
e loodlijn door M op /is (v) ( 5 ”(2)

6-2h=-12+p " 6-2A=-12+p
T+A=6+2u 14+20=12+4u

Deze snijden met /: {

Optellen geeft 20 = 5y, dus p = 4. Het snijpunt is S(—8, 14).

d(l,c;) = MS — 45 =42+ 82 — 45 =480 — 45 =45 - 3{5=15

b Het middelpunt van ¢, is N(0,0) en de straal is @
MN =122 + 6> = /180
d(e;,c;) =180 —4/45 —\20 = 635 — 35— 2y5=15

¢ P moet dan op de middelloodlijn van lijnstuk MN liggen.
De richtingscoéfficiént van lijn MN is —% en het midden is (-6, 3).
De middelloodlijn van lijnstuk MN is y = 2x + n.
(—6, 3) invullen geeft 3=2--6 +n, dusn = 15.
De middelloodlijn is y = 2x + 15.
Deze snijden met - 7+ A =2(6 —2A) + 15
T+Ah=12-41L+15
5A =20, dus A = 4. Het snijpunt is (=2, 11).

55 a Het middelpunt A van de grootste cirkel is het snijpunt van de zwaartelijnen
of deellijnen. Stel lijn CD is de zwaartelijn uit de top, dan geldt MD = % - CD.
De gemeenschappelijk raaklijn van de twee cirkels ligt dus op % van de
hoogte van de driehoek.
De kleinste cirkel is de ingeschreven cirkel van een driehoek waarvan de
zijden % maal de lengte van de zijden van de oorspronkelijk driehoek hebben.
Voor de oppervlakten geldt dan de verhouding 3%: 12, dus de verhouding
van de oppervlaktenis 9 : 1.
b AC=BC=10en AD=DB=8 c
Dan geldt ook BE = 8.
CD*>+ 8>=10% dus CD>*=36en CD =6.
Stel de straal van de ingeschreven cirkel is r.
CM=6-—r, ME=ren CE=10-8=2. m
6—r?=r*+2?
36— 12r+r2=r~+4 L
12r=32,dusr= 2—25. A D B
De kleine cirkel (niet getekend!) past dus in een
driehoek die gelijkvormig is met 4 BC en waarvan
de hoogte 6 — 2+ 2% = % is.
De verhouding van de lengten van de zijden van deze
driehoek en driehoek ABC is % :6=1:0.
De verhouding van de oppervlakten is dan 1 : 81.
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56 a

57 a

l:4x — 3y =-25,dus —3y = —4x — 25 ofwel y = 3x + 85

Dus /is evenwijdig met k: y = %x.
(0, 0) ligt op k. De loodlijn vit (0, 0) op /is y = —%x.

;lx + 8% = —%x, vermenigvuldigen met 12 geeft

16x + 100 = —9x

25x = —100, dus x = —4 en het snijpunt is S(—4, 3).
d(k,])=0S=+3*+42>=5
x—T7+3x+25=0geeft —£x=-25,dus x=3.
Het snijpunt van m met k is (3, 4).

x =7 (4 +8L) + 25 =0 geeft -2 x — 588 = —25, dus ~Lx =331,

x = —4, het snijpunt van m met /is (—4,3).

Het middelpunt van de gevraagde cirkel ligt op m en even ver van k als van /,
dus dat is het midden tussen de twee gevonden punten in opdracht c.

Het middelpunt is (—%, 3%) en de straal is de helft van d(k,/) en dat is 2%.

De vergelijking is (x + %)2 + ( y- 3%)2 = 6}1.

De lijn k en de cirkel moeten één snijpunt hebben.
Stel de vergelijjking van k is y = mx + 10.

De vergelijking van ¢ is (x — 5)> + y*> = 25.

(x—= 5P+ (mx + 102 =25
x2—10x+25+m2x2+20mx + 100 - 25=0

(m* + 1)x> + (20m — 10)x + 100 =0

D =(20m—10)> —4(m*> + 1)+ 100

400m? — 400m + 100 — 400m> — 400 =0

—400m = 300, dus m = —3.

De vergelijking van kis y = —%x + 10.
—%x + 10 = 0 geeft %x =10,dus x = 13% en S(13%,0).

De oppervlakte van AOPS is % . 13% - 10= 66%.
(x—=5)P2+p?=25

x=5=y25—plof x—5=—25-p

Het verschil tussen deze twee uitkomsten is \{ﬁ . dus
N

pr= 18,dusp=\[1_=3\/§

De punten zijn A(5 — \ﬁ, 3\]5) en B(5+ \ﬁ, 3\[5).

x=XAen y=-20+ 3A invullen in de vergelijking van de cirkel geeft

(A= 52+ (=20 + 3A)% = 25

AZ—10A +25+400 — 1200+ 9A? —25=0
10A% — 130 + 400 =0

AM—13L+40=0

A=5A-8=0

A=50f L=8,dus C(5.—5)en D(8, 4).

CD =32+ 92 =490 = 310
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13 Cirkels

d Een Fliggen ook op een cirkel met middelpunt P en straal @
De vergelijking van deze cirkel is x? + (y — 10)> = 50.
Beide cirkels snijden geeft de codérdinaten van E en F.

X2+ 32 = 20y + 100 = 50
2= 10%+.25 +12=25

Aftrekken geeft 10x — 20y +75=25
x=2y—35

2y =57+ (¥ — 10)2=50

4y? — 20y + 25+ 3? — 20y + 100 = 50
52 —40y+75=0

W2=8y+15=0

(y=3)y=-5=0

y=3of y=5,dus E(1,3) en F(5,5).

Onderzoeksopdrachten

58 a Ja, want het snijpunt van de diagonalen heeft gelijke afstanden tot alle vier
hoekpunten.
b Ja, want het snijpunten van de diagonalen heeft gelijke afstanden tot elk van
de vier zijden.

[a]

Het snijpunt van de diagonalen van een ruit ligt in het algemeen niet op
gelijke afstand van de vier hoekpunten.

Het snijpunt van de diagonalen van een ruit heeft gelijke afstanden tot elk
van de vier zijden

d Dan moeten de halve diagonalen dezelfde lengte hebben, en dan is de ruit
tevens een vierkant.

A Een parallellogram heeft een omgeschreven cirkel als de halve diagonalen
even lang zijn, en dan wordt het een rechthoek.

Een parallellogram heeft een ingeschreven cirkel als het snijpunt van de
diagonalen gelijke afstanden heeft tot elk van de zijden. In dat geval is
het een ruit.

B Een vlieger heeft een omgeschreven cirkel, als twee tegenover elkaar
liggende hoeken recht zijn. Het midden van de symmetrieas is dan het
middelpunt van de omgeschreven cirkel.

Elke vlieger heeft een ingeschreven cirkel. Je vindt het middelpunt door
de bissectrices van de gelijke hoeken te snijden met de symmetrieas.

C Een rechthoek heeft een omgeschreven cirkel want de halve diagonalen
zijn even lang.

Een rechthoek heeft alleen een ingeschreven cirkel als het een vierkant is.

D Een trapezium heeft altijd een omgeschreven cirkel als het een gelijkbenig
trapezium is.

Een trapezium heeft een ingeschreven cirkel, als de bissectrices van de
vier hoeken door één punt gaan.
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59 De
De

vergelijking van hoogtelijn BR is x = 4.
richtingscoéfficiént van lijn OB is 3, dus de vergelijking van hoogtelijn

AQisy=—3x+3%

3x=—tx+ 3L geeft x =1, dus O(1, 3).

De

y:

richtingscoéfficiént van lijn ABis —2, en de vergelijking van lijn AB is

—2x + 20. De vergelijking van hoogtelijn OP is y = %x.

—2x + 20 = $.x geeft x =8, dus P(8, 4).

De
De
De
De

codrdinaten van R zijn (4, 0).

coodrdinaten van H zijn (4, 2).

middens van de zijden zijn D(7,6), E(2,6) en F(5,0).
middelloodlijn van lijnstuk OA4 is x = 5 en de middelloodlijn van

lijnstuk OB is y = —3x + 63
Het snijpunt van de middelloodlijnen is M(5, 5).

De
De
De
De

codrdinaten van G zijn (4% ; 3%)
codrdinaten van .S zijn (2, 1).
coodrdinaten van T zijn (7, 1).
coodrdinaten van U zijn (4, 7).

=l - 12

De
De

vergelijking van de negenpuntscirkel is (x = 4%)2 + ( y- 3%)2 = 12%.
punten D, E, F, P, O, R, S, T en U voldoen allemaal aan deze

vergelijking.

Samenvatting

S1 a b c

6
5
4
3
2
1

y

0
-1

S2 De

— (8
MN =

T T4 g0 [
A B

middelpunten van de cirkels zijn M(0,8) en N(8, 2).

) dus de normaalvector van de raaklijn is (_8 6) of (_43)

Een vergelijking van de raaklijn is 4x — 3y = c.
R(4,5)invullen geeft4-4—-3-5=¢,dusc=1.
Een vergelijking van de raaklijn is 4x — 3y = 1.

S3 a x¥?+10x+y?+6y+25=0
(x+5P2-25+(y+3P-9+25=0
(x+5P2+(y+3P2=9
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b x*+)?—8x+6r=0
x2—8x+y2+6y=0
(x—42 =16+ (y+32-9=0
(x—4P2+(y+3)P2=25
Het middelpunt is (4, —3) en de straal is 5.

S&4 a Substitutie van x = 14 + 5\ en y = —X in de vergelijking van ¢ geeft
(14 + 502+ (-A)> —2(14 +50) =12
196 + 1400 + 2502+ A2 —28 — 10AL—12=0
26A2+ 130L+ 156 =0

M+50+6=0
(A+2)A+3)=0
A=-2of A=-3.

De snijpunten zijn (4, 2) en (-1, 3).
b Substitutie van y = x + 3 in de vergelijking van ¢ geeft
(x—4)2+(x—-4)>=18
2:(x—4) =18
(x—4Y2=9
x—4=30f x—4=-3
x=7ofx=1
De snijpunten zijn (7, 10) en (1, 4).

S5 Het middelpunt is M(2, 5), dus MP = (_1).

Een vergelijking van de raaklijn is —x — 3y = c.
P(1,2) invullen geeft =1 —6=¢,dus ¢ =-7.
De vergelijkingis —x—3y=—-7of x+3y=17.

Sé Stel een vectorvoorstelling van de raaklijnen is (x) =
}7

J70)

x=2+ken y=6+mhinvullen in de vergelijking van ¢ geeft
(A =22+ (6 + mAy =20

AN —4A+4+36+ 12mh+ A2 —20=0

(m2+ DA2+(12m—4HAL+20=0

Deze vergelijking heeft één oplossing als de discriminant 0 is.
D=(12m—-4>-4-(m*+1)-20

144m2 — 96m + 16 — 80m2 —80 =10

64m> — 96m — 64 =0

2m?*=3m—-2=0

D=(-3yP—-4-2--2=25

3+425 e

=2of m= =-1
4 4

m —
. . X

De vectorvoorstelling zijn ( }) = (
3
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7 {x2 + 12 =100
x2— 124 36 492~ Gy 9 =25
Aftrekken geeft 12x + 6y — 45 =75 ofwel y = —2x + 20.
y=—2x+ 20 invullen in x2 + 32 = 100 geeft
X2+ 4x% — 80x + 400 = 100
Sx?—80x+300=0
x2—16x+60=0

(x—6)(x—10)=0
x=6ofx=10
De snijpunten zijn (6, &) en (10, 0).

S8 a Het middelpunt van ¢, is M(—8, —10) en de straal is y/90.
MP =182 + 62 =360
d(P, ¢,) =360 90 =36 - 10 —9 - 10 = 310
b Het middelpunt van ¢, is N(0, 14) en de straal is \{E
MN = 82 + 242 = /640
MN > @ Ex \{E, dus de twee cirkels liggen geheel buiten elkaar.
d(eys2) = MN =90 = 4/10 = /640 — 490 — 10
=810 - 310 - 10 = 410
S9 Het middelpunt van de cirkel is M(0, 1) en de straal is y/10.
De richtingscoéfficiént van de loodlijn uit M op /is —%.
De loodlijnis y = —%x + 1.
Ix+16=—1y+1
3%x =-15,dus x = —4%. Het snijpunt is S(—4%, 2%)
ws = (4] + (15 = 223

()= M8 = 10= 22 ~10°= 2} 10~ 10 = 1}10 10 =410

Test jezelf

T1 a x=2y+ 5invullen in de vergelijking van ¢ geeft
Qy+1P+(y-2¢=10
42 +4p+ 1432 =4y +4-10=0
52=5
y=lof y=-1
De snijpunten zijn (7, 1) en (3, —1).

b Het middelpunt van ¢ is M(4, 2). dus MP = (_31 )

Een vergelijking van de raaklijn is —x + 3y = c.
P(3, 5)invullen geeft =1 -3+ 3-5=¢, duse=12.
Een vergelijking is —x + 3y = 12.
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38

Cirkels

y = px invullen in de vergelijking van ¢ geeft

(x =4+ (px—=2)y*=10
xX—8x+16+px—4px+4-10=0

(PP+ D2+ (-8—4p)x+10=0

Om te raken moet deze vergelijking één oplossing hebben.
D=(-8—4pyY—4-(p*>+1):10=0

64+ 64p + 16p> — 40p> — 40 =0

—24p° + 64p +24 =0

3p2-8p—3=0
D=(-8)2—4-3--3=100
_8HN100_ o 8-4100
p=———=3of p=—r—=-3

Driehoek OAB is rechthoekig, dus het midden M(8, 6) van
AB is het middelpunt van de omgeschreven cirkel. De straal is

Lag=141e2+122=10.

De vergelijking van de omgeschreven cirkel is (x — 8)% + (y — 6)* = 100.

De afstand van I(4, 4) tot de zijden OA4 en OB is 4.

De richtingscoéfficiént van AB is —% en de vergelijking is v = —%x F12,

Lijn door 1(4, 4) loodrecht op 4B heeft als vergelijking y = %x - 1%.

Tx-1=-2+12
16x — 16 = —9x + 144

25x = 160, dus x = 63
Het snijpunt is S(G% ; 7%)

De afstand van [ tot ABis IS = \}l 2%) + | 3%] =4,

Dus de afstand van (4, 4) tot de zijden van de driehoek is 4.
Het middelpunt is /(4, 4) en de straal is 4.
De vergelijking van de ingeschreven cirkel is (x —4)* + (y — 4)* = 16.

AB =92+ 32= 490 = 310
BC=12+ 72=450 = 52
AC=8+42=180 =45

De richtingscoéfficiént van lijn 4B is — % en het midden is (%, %)
De middelloodlijn van lijnstuk ABis y =3x — 1.

De richtingscoéfficiént van lijn AC 1s % en het midden is (0, 4).
De middelloodlijn van lijnstuk ACis y = —2x + 4.
3Ix—-1=-2x+4

S5x=15

x = 1, dit geeft het snijpunt M(1, 2).

Het middelpunt is M(1, 2) en de straal is gelijk aan AM = 5.
De vergelijking is (x — 1)> + (y — 2)* = 25.

Hoofdstuk 13 Cirkels
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T4 a

15

T6 a

V= —%x + n gaat door M(4,3)

3=—%-4+ngeeftn=5

De vergelijking van de lijn is y = —%x 5
De vergelijking van de cirkel is (x —4)? + (y — 3)> = 5.

y= —%x + 5 substitueren in de vergelijking van de cirkel geeft
(x =47+ (—%x+2)2 —

X2—8x+16+1x2—2x+4-5=0

h2-10x+15=0

x2—=8x+12=0
(x=2)(x—6)=0
x =2 of x =6, de snijpunten zijn P(2,4) en Q(6,2).

De raaklijn in P staat loodrecht op de lijn y = —%x + 5, dus heeft
richtingscoéfficiént 2. Een vergelijking is y = 2x + c.

P(2,4) invullen geeft 4 =2+2+ ¢, dus ¢ =0.

De vergelijking is y = 2x.

Ook de raaklijn in Q staat loodrecht op de lijn y = —%x + 5, dus heeft
richtingscoéfficiént 2. Een vergelijking is y = 2x + ¢.

0(6, 2) invullen geeft 2=2+6 + ¢, dus ¢ = —10.

De vergelijking is y = 2x — 10.

Opmerking: P en Q kunnen worden omgewisseld.

Eerst de codrdinaten van de snijpunten van ¢, en ¢, berekenen:
x2—4x+4+y2+2y+ 1=4

{x2+2x+ 1+ —4y+4=10

Aftrekken geeft —6x + 6y =—6,dus y=x—1

v =x — 1 substitueren in de vergelijking van ¢, geeft

(x— 2P+ (P =4

x2—4dx+44+x2=4

2t — =)

2x(x—=2)=0

x=0o0of x=2,dus P(0,—1)en O(2,1).

De richtingscoéfficiént van lijn 2Q is 1 en het midden is (1, 0).

De middelloodlijn van lijnstuk PQis y = —x + 1.

Bereken nu het snijpunt van deze middelloodlijn met /: x — 2y = 13.

x—2(—x+1)=13

3x =15, dus x = 5 en het snijpunt is S(5, —4).

De straal van de gevraagde cirkel is PS = {5° + 3% = \34.
De vergelijking is (x — 5)> + (y +4)> =34

x=4Aen y=35-3\invullen in de vergelijking van ¢ geeft
(4h— 1)+ (-3A+7) =25

16A2 —8h+ 1 +9A2— 420 +49-25=0

2502 -50A+25=0

A-2A+1=0
(A= 1)>=0, er is én oplossing, namelijk A = 1.
Dus k raakt de cirkel.
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b A =1 invullen geeft het raakpunt R(4, 2).
Het middelpunt van de cirkel is M (1, —2).

= s a3 3 -3
Het raakpunt Q van m met de cirkel vind je met MQ = —-MR = —( ) = ( )
dus O(-2, —6).
De richtingscoéfficiént van k en van m is — %.
Een vergelijking van m is y = —%x +n.
O(—2, —6) invullen geeft n = —7%.

Een vergelijking van m is y = —% x— 7%,

T7 a Het middelpunt van ¢, is M(3, 2) en de straal is y/13.
MP =132+ 132=1/338 = 132
d(P,c,) =132 —+13

b ¢ :x*—4x+)y*=0ofwel (x —2)*+)* =4
Het middelpunt van ¢, is N(2, 0) en de straal is 2.
De richtingscoéfficiént van /is —2.
De loodlijn door NV op / heeft als vergelijking y = %x + 7.
N(2,0) invullen geeft 0 = % *2+n,dusn=-1.
De loodlijn is y = §x — 1.
Deze loodlijn snijden met / geeft
2x+ix-1=19

Z%x =20, dus x = 8. Het snijpunt is S(8, 3).
d(Le)=NS—-2=V\62+32—-2=45-2 =352
{x2 +32—4x=0

xX-6x+9+32—4y+4=13
Aftrekken geeft 2x +4y—13=-13

x=-2y
Dit invullen in ¢, geeft 4)° + y? = -8y
5248y =0

5__1;(_1) + 1%) =0

y=0of y= —l%, de snijpunten zijn (0, 0) en (3%, —1%).

x) _ (16) i
¥ 15
x=16+Aeny =15+ mh invullen in ¢, geeft

(13+ 1)+ (13 +mh)’ =13

169 + 261 + A2 + 169 + 26mh + m*22 — 13 =0

(m?+ DA%+ (26m + 26)A +325=0
D=(026m+26—4+(m>+1)-325

676m* + 1352m + 676 — 1300m> — 1300 =0

—624m> + 1352m — 624 =0

6m>—13m+6=0

13++169—4-6-6

12

d De vectorvoorstelling van de raaklijnen is

)

13-4169-4-6-6

12 3

1
= 2Ofm

m

; R
De vectorvoorstellingen zijn
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T9 a

710 a

y=2x + ¢ invullen in de vergelijking van ¢ geeft

x4 (2% F P~ 2x—~6Q2x+4) — 10=0
X+4x2+4gx+ 4> —2x—12x—6g—-10=0
5x2+(4g—14)x+g*—69g—10=0

De discriminant van deze vergelijking moet gelijk zijn aan 0:
D=(4g— 147 —4-5-(4>— 69— 10)

16¢> — 112¢ + 196 — 204> + 120g + 200 =0

—4¢4°+ 8¢+ 396 =0

G —=29-99=0
(g—11)g+9)=0
g=1llofg=-9

Vul de coordinaten van P, Ren S in:
(-1)?+(-3)>—4--1-2--3-20=1+9+4+6—-20 =0, klopt.
524+452-4-5-2-5-20=25+25-20—10—-20 =0, klopt.
(-3)*+12-4:--3-2:1-20=9+1+12-2-20=0, klopt.
De cirkel gaat door elk van deze drie punten.

= dx4 2 = 2y =20

(x=22+(y—-17=25

Het middelpunt van de cirkel is M{(2, 1) en de straal is 5.

M ligt op lijnstuk PR, dus PR is een middellijn van de cirkel.

Q is het spiegelbeeld van S in de lijn PR.

: ; " i . 8 _ 4
De richtingscoéfficiént van lijn PRis ¢ =3.
e . .. . 1 2
De vergelijking van lijn PR1is y = I3x =13
De loodlijn vit Sop lijn PRis y = —%x +n.
S(=3,1)invullen geeft 1 = —% +=3+n,dusn= —1}7.

De vergelijking is y = —%x = I%.

Voor het snijpunt geldt: l%x = 1% = —%x = I%

16x—20=-9x—15

25x=5,dusx = % Het snijpunt is T(%, —1%).

— = (3 63 0
SQ =28T = 2(_2% ) = (_4% ) dus het punt is Q(3§, —33).
De afstand tussen de middelpunten is OM = 422+ 12 = \E ;
rp=5enr,=1.

¢, ligt geheel binnen ¢,.

d(e;,c;)=5-5-1=4-+5

x>+ 32 —6x=—4
{x2+y2—2y=4

Aftrekken geeft —6x + 2y = -8 ofwel y =3x—4

Dit invullen in de vergelijking van ¢, geeft x> + 3x —4)> =6x—4
x24+9x2—-24x+16—-6x+4=0

10x*>—30x+20=0

x2-3x+2=0

(x—1D(x—2)=0

x =1 of x =2, De snijpunten zijn P(1, —1)en Q(2, 2).

© Noordhoff Uitgevers bv
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b ¢ :x2—6x+1*=—4ofwel(x —3)*+)?=5
¢ x2+y2=2y=4ofwel x2+ (y— 1*=5
De middelpunten van de cirkels zijn M(3,0) en N(0, 1).

—_— = —_— 1

MP = (_ ) en NP = (_ 2), dus de richtingsvectoren van de raaklijnen in P
. (2)

zijnen| )

Het inproduct van deze richtingsvectoren is 0, dus de raaklijnen staan
loodrecht op elkaar.
(Als je P(2, 2) kiest krijg je hetzelfde resultaat)

Extra oefening

E1 a (x+3)2+(y-20¢=17

b x2—2x+3)2+6y=0
(x—12-1+((p+32-9=0
(x=12+(r+32=10
Het middelpunt is (1, —3) en de straal is \{E

c x2-2x+)2+6p+15=0
(x=1P2=1+(y+32=-9+15=0
(x—12+(y+3P=-5
Dan zou moeten gelden r2 = —5 en dat is onmogelijk.

E2 a /:3x+5y=180ofwel 5y=-3x+18dusy = —%x + 3%
y= —%x + 3% substitueren in de vergelijking van ¢ geeft
(x—2p2+(-2x+4}f=17

B 9 o5 138 529 _ 99—
x 4x+4+25x TR 17=0

l%x2 - %x + % =0
34x2—238x4+204=0
xX-T7x+6=0
(x=D(x—6)=0
x=lofx=6
De snijpunten zijn (1, 3) en (6, 0).
b x=2Aeny=-9+4A substitueren in de vergelijking van ¢ geeft
A=2P+@r—-8)12=17
M—4A+4+ 160> - 640+ 64—17=0
17A2 - 681+ 51 =0

A2—4A+3=0
(A= DA -3)=0
A=lofA=3

De snijpunten zijn (1, —5) en (3, 3).
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E3 a

E4 a

¢ a2 =143
g4 e+ 3P+ =52

— . (4
Het middelpunt is M (=3, 0), dus MP = (—6)'
Een vergelijking van de raaklijn is 4x — 6y = c.

P(l1,—6)invullen geeft4-1—-6-—-6 = ¢, dus ¢ = 40.
Een vergelijking is 4x — 6y = 40 of 2x — 3y = 20.

1
Een vergelijking van de raaklijn is x + y = c.
O(5, —7) invullen geeft 5+ -7 =¢, dus ¢ = —2.
Een vergelijking is x + y = —2.

— {1
Het middelpunt is M(4, —8), dus MQ = ( )

3 1
Stel een vectorvoorstelling van de raaklijn is (x) = (7) + A ( )
y m

x=3+ken y=7+mh\ invullen in de vergelijking van ¢ geeft
4+ AP+ (mh+2)>=10

16+ 8L+ A2+ A2 +4mh +4 - 10=0

(m*+ DA+ @dm+ 8L +10=0

De discriminant moet gelijk zijn aan 0.
D=@m+8P2—4-(m>+1)-10

16m” + 64m + 64 — 40m*> — 40 =0

—24m> + 64m +24=0

3m*—8m—3=0

D=(-8?-4-3--3=100

8 ++/100 g —+/100 |
m=——p =3of =T "3
: o [ 3 1 x 3 3
= =+ — + .
De vectorvoorstellingen zijn , (7 A ( 3) en (v) (,‘7 A (_ 1)
. oL [x 3 |
Stel een vectorvoorstelling van de raaklijn is = 5 + A .
¥ = m

x =3+ ken y=-3+mhinvullen in de vergelijking van ¢ geeft
B+A+(=3+mA)?—16(3+A)—4H-3+ml)+63=0

9+ 6A+A2+9—6mh+m*A?—48 — 164+ 12 —4mL + 63 =0
(m2+ DA2+ (=10m — 10)A+45=0

De discriminant moet gelijk zijn aan 0.
D=(—10m—10P2—4-(m*>+1)+45

100m2% + 200m + 100 — 180m? — 180 =0

—80m° + 200m — 80 =0

2mE—=5m+2=0

D=(-5P—-4-2-2=9

5+49 1
4 :20fm:T"=i

m:

5 .. [X
De vectorvoorstellingen zijn
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E7

44

Cirkels

¥+ +14x=4
X2+ —6x=4

Aftrekken geeft 20x=0dus x=0
V=4, dusy=20f y=-2
De snijpunten zijn (0, 2) en (0, —2).

X2+32-10y+25=10
X=12x+36+12—16v+64=5

Aftrekken geeft 12x + 6y — 75 =5 ofwel 6y = —12x + 80, dus y = —-2x + 13%
y=-2x+ 13“;- invullen in ¢, geeft x> + (—2x + 8%)2 =10
x2+4x? - 33%x+ %ﬁ =10

5x2-33tv+598=0

vermenigvuldigen met 9 en delen door 5 geeft

9x> — 60x+107=0

De discriminant is D = 60> —4+9 - 107 = —252.

De discriminant is negatief, dus er zijn geen snijpunten.

Het middelpunt van ¢, is M(4, —1) en de straal is \/ﬁ
MP=182+62=10
d(P,c))=10—+18 =10 — 32

eyt x4 16x+ 32— 8+ 8=0

i (x+ 82+ (y—4)2=72

Het middelpunt van ¢, is N(—8, 4) en de straal is \/ﬁ
NQO=6

d(Q.c) =\12-6=6y2~6
MN=4122+52=13
13 >4/18 +472
d(ci.cy) =13 =418 =472

=13-3\2- 62

=13-92

Het middelpunt is M(4, —1) en de straal is \/ﬁ
De loodlijn door M op [ heeft als vergelijking y = —x + b.
M4, =1) invullen in y = —x + b geeft =1 = -4 + b dus b = 3.
De vergelijking van de loodlijn is y = —x + 3.

Deze loodlijn snijden met / geeft x + 3=—x+3
2x =0, dus x = 0 en het snijpunt is S(0, 3).

d(l,c)= MS—r=#2+ 4 -8
=32-+18
=42-3\2
=12

Hoofdstuk 13 Cirkels
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E8 a

E9

E10 a

De vergelijkingen van de cirkels zijn (x — 4)>+ (y —2)* =4 en
(e~ P —~3PF=1,

X2—-8x+16+)y°—dy+4=4

X—4x+4+3y-6y+9=1
Aftrekken geeft —4x + 2y +7=3 ofwel y=2x -2
X2=8x+16+(2x—2)—-4Q2x—-2)+4=4
x2—8x+16+4x2—8x+4—-8x+8+4=4
Sx2—24x+28=0

24+ \(-242—4+5-28
x: —_

_24—«,/(—242—4-5-28_2
10 SOTET 10 B

De snijpunten zijn (2, 2) en (2;-—1 , 3%)

Stel een vectorvoorstelling van de raaklijn is (x) = (3) + A ( ! )
¥ 5 m

x=3+Aen y=5+mh\invullen in de vergelijking van ¢, geeft

A+ 1P+ mi+2Y=1

M+2A+ 1+’ +4mh+4-1=0

(> + DA+ @m+2)A+4=0

De discriminant moet gelijk zijn aan 0.

D={@m+2>—4-(m*+1)-4

16m? + 16m+4 —16m>*—16=0

16m =12, dus m = 3.

3 3 4
De vectorvoorstelling van een raaklijn is (;) = (S) + X (3)
0
+ A
i

De richtingscoéfficiént van lijn 4B is % en het midden is (—6, 3).
De middelloodlijn van lijnstuk ABis y = —2x — 9.

3

De andere raaklijn is verticaal: (Y) = ( s
J

De richtingscoéfficiént van lijn BC is ;—55 = —% en het midden is (—4% s —2%).
De middelloodlijn van lijnstuk BCis y =3x+ 11.

3x+11=-2x-9

Sx = =20, dus x = —4, het snijpunt is M(—4, —1).

De straal is AM = {42 + 72 = /65.

De vergelijking van de omgeschreven cirkel is (x + 4)> + (y + 1) =65

AB=43*+4>=5en AC=5, dus AABC is een gelijkbenige drichoek.
De hoogtelijn uit de top is tevens de bissectrice van de tophoek.

De vergelijking van lijn ONis y = x.

De richtingscoéfficiént van lijn BC is 2, dus die van 4D is —%.
Een vergelijking van lijn AD is y = —%x + n, door A(3,0) in te vullen vind je

de vergelijking y = —%x + I%.

N is het snijpunt van de lijnen 4D en BC.

x= —%x + 1%

1%){ = I%, dus x =1 en het snijpunt is N(1, 1).

N(1, 1) is het middelpunt van de ingeschreven cirkel en de afstand tot de
zijden is 1, dus de vergelijking is (x — 12+ (y — 1) = L.

© Noordhoff Uitgevers bv
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13 Cirkels

E11 a Het middelpunt van ¢ is M(2, —3) en de straal is y20.

46

De loodlijn door M op [ heeft de vergelijking y = 2x + n.
M(2, —3) invullen geeft -3 =2-2+n,dusn=—7.

De loodlijnis y =2x— 7.

Deze loodlijn snijden met lijn / geeft

2x—T7=-1x+5;
2Ax=12
x = 5, het snijpunt is S(5, 3).
d(l,c)= MS—+20

=35 -2\

=\

Die lijn moet gaan door een punt 7, dat het spiegelbeeld is van S bij
spiegelen in M.

SM =(:2), dus MT =(

De codrdinaten van T zijn (=1, —9).
De vergelijking van de gevraagde lijn is y = —%x +n.
T(—1, =9) invullen geeft -9 = —% =l +n,dusn= —9%.

De vergelijking is y = —%x — 9%.

Hoofdstuk 13 Cirkels
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14 Exponentiele en logaritmische functies

Voorkennis

V1 a Een jaarlijkse afname met 12% betekent dat er steeds 88% overblijft van het

jaar ervoor. Dus is er een constante groeifactor van 0,88.

b De groeifactor per jaar is 0,88 en per twee jaar is de groeifactor
0.88%=0,7744.

¢ De beginhoeveelheid is 21 000 en de groeifactor is 0,88 dus
N(z)=21000-0.88".

d De datum 1 augustus 2018 hoort bij het tijdstip 7 = 2, dus dan is het aantal
vlinders N(2) = 21000 - 0,88 = 16 262.

e 21000-0,88 =10000

0,88/ =12
__logl3)

Na ongeveer 6 jaar, dus in het jaar 2022 zal dit het geval zijn.

V2 a De groeifactor per half uur is 2,3%° = 1,517.
De groeifactor per kwartier is 2,3%% = 1,231,
b De groeifactor per minuut is 2,3% = 1,01398, want één minuut is één zestigste
deel van een uur.

V3 a Danis de groeifactor per jaar 1,035 en per 10 jaar is de groeifactor gelijk aan
1.035'° = 1,41059...
De bevolking neemt in 10 jaar met ongeveer 41% toe.
b Per 17 uur is de groeifactor gelijk aan 1,8.

Per uur is de groeifactor dan I,STI? en per zes uur 1,81% =1,23054...
De procentuele toename per zes uur is dus ongeveer 23%.
Per vijf jaar is de groeifactor gelijk aan 2.

[a]

Per jaar is de groeifactor dan 2% en per drie jaar % = 1,5157.

V& a ‘Slog(8) + log(5) = c ‘log(6) + 2 -log(5) =
Ylog(8+5)= log(6) + 3log(5?) =
log(40) log(6 - 25) =

log(150)

b Zlog(18) —2log(3) = d 3-3log4)—2-3%log(2)=
log('y) = log(@) - Ylog(2?) =
Zlog(6) Slog(64) — 3log(4) =

ol -
Hlog(16)
V5 a 2log(l)=og22)=-2
Zlog(4 2
b Hogy=—2 -2 _
“loglz) !
c 7log(319— i‘ﬁ) = "’log('}"’1 . 73) = 710g(7‘12‘) = —1%
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Exponentiéele en logaritmische functies

log(25) »
125 g DN D
l0g(23) =5 (125) ~

log(;2) ogl21-2:) log(23)
. _ 2
083 ) = Togie) ~ Tiog@) g 4 S

1

Nog(273) log(3%-32) log(3%) 3!

éiog(27'\j§) = ‘\{_ = 3 ( - ) = 3 ( _2) = _i = —14 = _1%
310g(%) log(379) log(37°) 2

20=3

t =log(3)
321‘—1 =7

2t —1="31log(7)
2t=1+3og(7)

:M( ft—% L Slog(7))

¢ =3log(3)

Zlog(3x—2)=4
3x—2=2*=16

3x=18

xX=6

log(2x) — log(x — 1) = log(3)
log(2x) =log(3) + log(x—1)
log(2x) =log(3x — 3)
2x=3x-3

x=3

2 +3log(x) + *log(4) = 3log(3 — x)
log(x?) + *log(4) =3log(3 — x)
log(4x?) = *log(3 — x)
4x2=3-x

4x*+x-3=0
D=12-4-4--3=49

—1+@ . —1—+/49

s = dofy= =
=-1 voldoet niet, dus de eilge oplossing is x = 3.

flr)=2-322 g =18 (3]

fl5) =252 @ g =18 (3] (5)™

f)=2+5-9" g(0=18-5-((3) )’

f(x)=5-9" gx) =59

Sy =25+ (" g = P

g(x) — 52 . 5—2x
g(x) =52+ (572
gx) =25 (L)

Hoofdstuk 14 Exponentiéle en logaritmische functies

£ =25-((3))"
f=25-(35)"
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g(x) =122

g(x)=12-273.2v
g(x)=12+5-2%
gx)=13-2%

g =ed- 413
g(x) = 641 - (25
gx) = (8 - 27
g(x) =8 - 27y

8= (§)"

V8 a In dat geval geldt D = 1,8 en dat invullen in de formule geeft

log(1,8)=-2+1,5- log (H)
1,5+ log(H)=2+ log(1,8)

2+ log(1,8)

log(H) = ——=""=1,503...

15

H=10"%3=31,879... dus een hoogte van ongeveer 32 meter.

b D =3,6 invullen in de formule geeft

log(3,6)=-2+1,5- log(H)
1,5+ log(H) =2 + log(3,6)

2+ log(3.6
loa(H) = lo—f()= 1,704. .
H=1057%--=50,605,,.

Zulke bomen zijn dus niet twee keer zo hoog, want 50,6 <2 x 31,9.

c log(D)=-2+1,5- log(H)

log(D) = log(1i5) + log(H')
log (D) = log (0,01 « H'9)
D=001-HS

Daaruit volgt p=0,0l en g =1,5.

14.1 Een ander grondtal

intro Die waarde van k kun je bijvoorbeeld vinden door de vergelijking 3* = 6 op

te lossen.

1 a 2=75%:2
b f(r)=2'=(5"e@) = 5 log2)

2 a f(1)=2-5 wordt f(£) =2+ (0,51 ofwel

Omdat *3log(5) = —=2,321... is f(z) =2+ 0,5*10¢01 dus f(#) = 2+ 0,523

b 2.8 = 101828 = [0%45 dus A(f) = 4 - 10045

c 0:75 = 100,75 =~ 10712 dus k(l) ~ 3107012

%= 10‘08@) = 10718 dus m(z) = 5+ 107018

d g=10meta<0geelt0<g<l.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Exponentiéele en logaritmische functies

f(r)=100* ¢ f(=0,7%
(O =(10H* £(2) = 103 loe0.7)¢
S =10% f(1) = 1070461
f(H)=3-2% d f(r)=7500-1,95%"!
f)=3-8 F(#)=500+1,957" - 1,95%
f(5)=3-10ks®" (1) = 15(;(; . 10loz(1.95%+¢
f(t) =3 1009 F(#) ~ 256,41 + 101167

_ (1)
r=(3)
y= @y =2
a=-lenh=0
y=32:5

yE 25 . 9log(3) 1

J = 25 +log(5) 1
a="log(5)enh=35
P=4,5:0,6

y = 2log5) . log0.6)

J = 2Mog3) + log0.6)1

a ="log(0,6) en b = 2log(4.5)

y= 31—2t
y= 31 w 3-—21
y=3-(3f

1
p = 2log3) . 221"%(6)"

y = 2log) +og(3)1

a= 2log(%) en b =2log(3)

Over de periode 1950-1975 is de groeifactor %’—g =27

De groeifactor per jaar is dan 2,721_5 =1.0405... = 1.04.

De beginhoeveelheid is 1,0 en de groeifactor is 1,04 per jaar dus
P(r)=1,0-1,04".

Voor de verdubbelingstijd 7"moet dan gelden 1,047 = 2.

log(2)

" log(1,04) 21

De verdubbelingstijd 7 is dus ongeveer 17.7 jaar.
P(1)=1,0-1,04

P(t) = 150 9 2310g(l,04)-t

P(I) ~ 130 - 20,057

Met behulp van de berekening van de opdrachten 5c en 5d zie je dataen T

1
elkaars omgekeerde zijn, ofwel a = —.

Hoofdstuk 14 Exponentiéle en logaritmische functies
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a N o w

t =38:2=19 geeft ¥'=1450+201"19"15=1913,286...
De gewichtstoename is dus ongeveer 1913 gram.

Eén dag is én zevende deel van een week, dus vervang ¢ door % t.

De formule wordt dan V= 1450 + 2%/~15 met  in dagen.
V= 5000 geeft 1450 - 20:1:~1.5 = 5000,

20,115 =3 448 ...

0,17 - 1,5 = 2log(3.488...)

0.11—1,5=1,785...

0.17=3285...

t=32,858....

Dus na ongeveer 33 weken is het gewicht van de vrouw met 5 kg

toegenomen.

V= 1450 - 20:1¢-15

V' =1450 - (20,1)t -2-L5
V=1450 - 2715 . (20,1)r

v=Sg e

1450 -
a= 2\5 =512,65eng—\f5~1,07
f(1)= 3712 ¢ fip=124-(1)*
fly=3237 fy=124-(3) - (3
f)=9-G37 fy=124-5-((§)7)
f=9-(3) f(t)=62-16'
f(t):2.63!-1 }
f=2-67-6¥ 4 1=
(¢) o

f()=2¢ (6 fO= 5= =
fn=1-216 f(r)=21~(=3-1

f(l‘) — 22t+3

=2 @

f=8-4

De groeifactor per 1600 jaar is %
De groeifactor per 500 jaar is (%)%

100 - ()% = 80,524...
Eris dan nog ongeveer 80,5 mg over.

1

De groeifactor per jaar is (%)m@o = (27w = 2w = 2000063
De beginhoeveelheid is 100 mg.
Een formule is N = 100 - 270-000631

1,2 = 10"lo&(1.2) ~ 1008

== (oY
De haakjes werk je weg met de rekenregel (g¢)" = g**2.
()= 510008
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14 Exponentiéle en logaritmische functies

07 a Instap 1is de rekenregel g**? = g« g’ gebruikt.

b In stap 2 is de rekenregel g® = (¢*)” gebruikt.
c f(H)=25-9
d Jl=4 t fl5y=5+1,22%
Jly=dregs fH=5:12"-12%
fiy=4-@"y f@)=5-1,2"- (1,22
fny=1024- (5} (6)=6- 1,44
Q2
g Jly=4sgq=n 9 f=35
(32)21
f(f) =4 73 . 72! f(t) = 3t+2
341‘
Fy=4-7 (7Y f0) =5
f()=1372-49¢ f(f) =332
f()=32 3y
f@y=5-21"
Ul a g(x)=7*
a(x) = 2og(7) - x
1
2(x) = f(Plog(7) - x) dus een vermenigvuldiging met Tog(7) ten opzichte van
de y-as.
b g(x)=5h"
g(x) = a"l"g(b) tX
g(x) = f(“log (b) * x) dus een vermenigvuldiging met wog(h) ten opzichte van

de y-as.

14.2 Het getal e

intro De grafiek van f, loopt daar minder steil dan de lijn v = x + 1.

52

De helling in (0, 1) is dus kleiner dan 1.

De grafieken van f; en f; lopen daar steiler dan de lijn y = x + 1.

De helling in (0, 1) is dan groter dan 1.

Bij de grafiek van f; is dat niet goed te zien. De helling van die grafiek in

30,001 - 30
(0, 1) is ongeveer = 1,099, dus groter dan 1.
,001
Yi Y
1 0.6931
1 ] 1.3863
2 Y 2.7726
3 8 5.5452
Y 16 11.09
5 32 22.181
6 64 44.361
? 128 88.723
8 256 177.45
9 512 354.89
10 1024 709.78
bt

Hoofdstuk 14 Exponentiéle en logaritmische functies
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b

10 a

11 a

In de kolom van Y2 staan de waarden van f"(x). Als je een getal uit die

.. 13863 _ 27726 _ 55452 _ _
kolom deelt door het getal eronder krijg je 0.6931 — 13863 — 27726 = -+ = 2

De groeifactor is 2 en de beginwaarde is ongeveer 0,69.
f(x)=0,6927
Als g(x) = 3* kun je weer een tabel maken van g’(x).

Y2
1.0986
3.2958
9.8875
29.663
88.988
266.96
800.89
2402.7
7208
21624
64872

WRNOVILEWN -

X=0

Als je in kolom Y2 twee opeenvolgende getallen door elkaar deelt, komt
er telkens 3 uit. Dus is het een exponentiéle functie met groeifactor 3 en
beginwaarde ongeveer 1,10.

g(x)=1,10+3%

Als i(x) = 0,7 kun je weer een tabel maken van /'(x).

Y1 Y2
1 =0.357
0.7 -0.25

0.49 | -0.175
0.343 | -0.122
-0.086
-0.06

-0.042
-0.029
-0.021
-0.014
-0.01

VRNOVIIWNE
e
[
@
@
-

™
o
o...-.-
3
Iro
oo
o

>
1l

Als je in kolom Y2 twee opeenvolgende getallen door elkaar deelt, komt er
telkens 0,7 uit. Dus is het een exponentiéle functie met groeifactor 0,7 en
beginwaarde ongeveer —0,36.

”(x)=-0,36+0,7%

(#0001 ~fx) _ grrom! —gr _ greghl—gr

0,001 0,001 0,001
gx(g(),()()l _ 1) g(),()()] -1
000l oom1 ¢
g ‘ 2 ‘ 3 0,7
¢, l0.693 |1.099 | -0357
0.40.001 — ()40
C0=4 = ;z _039158...

0,001
Er geldt f'(x) =3-¢y,°0,4*=3+ —0,9158... - 0,4* dus f"(x) = =2,75- 0.4
De helling in het punt met x = 2 is gelijk aan f7(2) = —2,748... - 0.4° =~ —0,44.
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13 a

14 a

15 a
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0,001
l) -1

¢,=0,693enc, = = —0,693 dus
2

2.7
0,001
F7(x) = 0,693 - 2 + —0,693 - (1)

£7(0)=0,693 20— 0,693+ (1)’ = 0 oftewel de helling in dat punt is 0.

F(=2)=0,69327 0,693 (1) 7= -2.60
£/(3)= 0,693+ 230,693+ (1) = 5.46

€;=0,693 en c3= 1,099 dus ¢, = 1 geldt voor 2< g <3.

Q0001 —

8 | geeft 9091 — | = 0,001
0,001 gectiig’ :

001 =1 001

g = 1,001 ~2,72

f) =
fx)=e¥3
AORES
f) =
fx)=e =2
ORE
fx) = e

fi(x)= pS=B%—g
ORE

f(x) =% —de*
fFx)=2e"—4e*
(1) =2¢2 — 4!

Al =l
Fx)=ext~1+e*

f(x) i e-x2+5x
F(x) = e ¥5% . (<2 + 5)
F(x) =(=2x + 5)e~>"+5
dx _
f) = 2e h 3
e
f(x) =2e¥ — 3¢
fl(x)=2e*3-3e~:-1
F(x) =68+ 3e™™

De helling in het punt met x = 1 is 2e* — 4e.

F(x) =0 geeft 2> —4e¥ =0

2e(e*—=2)=0
2e*=0o0fe*—2=0
e¥#0duse¥=2
x=¢°log(2)

Zie de plot hiernaast.

f heeft een minimum bij x =°log (2).
Het minimum is (¢ log(2)) = —4.

y
5

-5 \
buigpunt

-5
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d f(x)=2e>—4e*
f(x) =4e™ — 4e¥
f7(x) =0 geeft 4e> —de* =0
dex(e*—1)=0
4e*=00fe*—1=0

e¥#0duse’=1
x=0eny=f0)=e>"-4-e"=1-4-1=-3
Het buigpunt is (0, —3).

e f(0)=2-e20-4-e"=2-1-4-1=-2
Een vergelijking van de raaklijn is y = —2x — 3.

16 a 335 =¢g2 d ex—ext2 =)
3Ix—5=2 el =ert2
3x=7 2x=x+2
x=2% x=2

1
b 2 —aBe( & ex+1:1’62x+6
ex=2 e=x=1 = ax+3
2x = “log(2) —-x—1=x+3
x=3-°log(2) B =
x=-2
c Bx—-1)-el=0 f \/eE=e
3x—1=0(e"12£0) e2¥ = g2
3x=1 2x=2
_1 —
X x=1

17 a De startwaarde is 1200 meter, dus 2 = 1,2. De stijgsnelheid. die gelijk is aan
de helling, is 1 meter per seconde, dus 0,001 km per seconde.
De formule is dus 7= 1,2 + 0,001z
b ~=12+0,001zinvullen in p = 1000 - e~%1%* geeft
2= 1000 - e=014(1.2+0.001) = ] - e0.168-0.00014¢

¢ De ballon is op een hoogte van 1200 meter op het tijdstip = 0.

d
De snelheid waarmee de druk afneemt is dan gelijk aan d_I: opt=0.

9P 000 - 01680000141 —,00014 = 0,14 - e~0:168-0014r
dt ’ i
pf(o) = —0514 . e*0,168 ~ _0’12

De druk op de ballon neemt af met een snelheid van 0,12 hPa per seconde.

014 a g(x)=e"enh'(x)=6x+35
b f’(x) Sy o (6x + 5) of fv(x) = (6x + 5)e3x2+5x

¢ [f(x)=e¥ e fl(x)=el*x
F=es-s fy=eea
f(x) = 5> f(x) =2e! %

d f(x)=e f f(x)=eX—e*
f(x)y=e>>--3 f(x)=e>-2—-e%-—4
i) = -3 F(x) = 262 + de

© Noordhoff Uitgevers bv
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Exponentiéele en logaritmische functies

6x
g f)=eT b=
flx)=e"7"-—14x f(x)=4- 365’“
fl(x)=—14x:e5"7¢ fi(x)=-3e-5
F(x) = —156%
016 a e =0 heeft geen oplossingen.
b 2x=-1
_ 1
x=-3

1
¢ Instap 1 is de rekenregel E = g gebruikt.
d 2x=x+1

-3x=1
S
X="3

U2 Een vergelijking van k is y = ax + b. De lijn k gaat door (—1, 0).
x=—1en y=0invullen geeft 0 = —a + b dus b =a.
f(x) =e>*1 geeft f/(x)=3e>"!
In het raakpunt (p, ¢) is f’(p) = 3e** ! dus a = 3e¥*! (= h)
De vergelijking van k wordt y = 3e¥*1 + x + 3e¥+!
Het raakpunt (p, ¢) ligt op de grafiek van fdus geldt g = f(p) = e*!
x=pen y=e?"invullen bij y = 3e¥*! - x + 3e¥*! geeft
e+l = 3e¥H1 .« p 4 JeI+]
Beide kanten delen door e¥*! geeft 1 =3p + 3.
Ip=-2
p=-3
Een vergelijking van kis y =3e™! + x + 3e”!
U3  3+derv=esr
3eiv + dev = |
4e"+3e¥—1=0

Stel &% = = p dan wordt de vergelijking 4p> + 3p— 1 =
D=32-4-4--1=25

—3+\j_ i ~3—4/25
=gl p= =

p=

e3* =1 of €27 = ~1 (voldoet niet)

Ex = e10g( )

=2t} = sl

Fi(x)=2e"en g'(x) = —L e

In s f/(‘log(fg)) =2+ 5 = }en g ftog(5g)) =~} -4 =2

% + —2 = —1, dus de raaklijnen snijden elkaar loodrecht.
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14.3 Natuurlijke logaritme

intro 7 bereken je met de inverse van e’ dus met © log (7).

18 a Deinverse van A(x) = g*is /" (x) = €log(x) dus de inverse van f(x) =e"is
J™(x) = “log(x).
b Van de grafiek van f'is de horizontale asymptoot de lijn y = 0.
Van de grafiek van /™ is de verticale asymptoot de lijn x = 0.
¢ Het domein van /™ is het bereik van fen dat is {0, +>‘

19 a In(3x)=2 e In*(5x-2)=9
Ix=¢? In(5x—2)=-3of In(5x—-2)=3
x=%e2 5x—2=e¢Pof 5x—2=¢

Sx=2+eB3of 5x=2+¢&
o P . il 18
X=z*3E ofx—5+5e

b 7-2ln(x+4)=1 f In(x?)=3
—2:In(x+4)=-6 xP=¢?
In(x +4) = 3 x=—e3 of x = e’
x+4=¢ x=—eb of x=el
x=el—-4

¢ 3ln(yx)-1=5 g In(in(x))=2
3n(yx)=6 In(x) = &

ln(\];) = 9 x=e

x=¢
d In(G3x)-In(x—2)=0 h In2(x) - 3ln(x) — 10=0
In(3x)=0of In(x—2)=0 stel In(x) =p
3x=el=lof x—2=e"=1 pPP=3p—10=0
x=tofx=3 (p-5)p+2)=0
p=5of p=-2
In(x) = 5 of In(x) = -2
x=¢of x=e2
20 a e¥-et2=1 c (32"=L
eve
i t2 = s
4x+2=0 2x=-13
__3
4x=-2 BE =
x=-} x=1n(87) =1In(2)
b e¥In(5x)=0 d 8e™=064
e’ =0 (vervalt) of In(5x) =0 e =38
Sx=1 3x=1In(8)
x=1 x=11n(8)

x=1n(87)=In(2)
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In(3 — x) — In(2x) = —In(4) f In(x+1)= %ln(x +3)

B8 - n 2In(x + 1) = In(x + 3)
ln( o In(3) In(x + 1) = In(x + 3)
3-x% 1 (x+1P=x+3

2x 4 NH2x+1=x+3
12—4x=2x xX+x-2=0
—6x=-12 (x+2)(x—-1D=0
x=2 x=—2o0ofx=1
x = -2 voldoet niet dus x =1

Voor de functie f(x) = e¥ geldt f"(x) =e".

De richtingscoéfficiént in het punt P(a,b) is dus f"(a) = ev.
In de grafiek lees je af dat de raaklijn aan g in het punt Q(b, a) gelijk is aan

1
b)y=—
b=
Omdat het punt P(a, ) een punt is van de grafiek van f(x) =e*ise’=bh.
1 1
Invullen van e“ = b in g’(h) = — geeft g'(h) = 3
e

Ofwel de afgeleide van g(x) = In (x)is ¢'(x) = %

, .. 1 4 s B
Er geldt g'(x) =4 x—x,dusg(z)—z—z-

4 1
_1 —

g(x) =7 geeft ===
x=8eny=g(8)=4-In(8)— 3.

Dus in het punt (8, 4In(8) — 3) is de helling van de grafiek %

f(x) = In(5x) geeft f'(x)= %c' + 5 (kettingregel) ofwel f"(x) = %

1
g(x) = In(x) geeft g'(x) = < dus f’(x) en ¢’(x) zijn hetzelfde.

f(x) = In(5x) is te schrijven als f(x)= In(5) + In(x).
In (5) is een constante, dus de afgeleide van f(x) = In(5) + In(x) is hetzelfde
als de afgeleide van g(x) = In(x).

f(x) = In(x)
1
f@) = 5+ 3% ofwel f(x) = %

f(x) =3In(x) geeft f"(x)=3- % ofwel f'(x) = %

+3
g(x)=In Sx 3 ) 1s te schrijven als g(x) = In(x + 3) — In(5 — 2x).
— X
1 1 1 2
—= o | — LR 4 xX)= +
g) %43 : 5-2x 2otwelg x+3 5-2x
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26 a

019 a

f(x¥) = In(7x)

¢(x) = In(7x +2)
glx)=

Tx+2
ol

g = Tx+2

h(x) = In(x?)

h(x) = 2In(x)
W(x)=2- %

2
H)==

09 = 1)
F9=2+ Inx)

k(x) = In(yx)

k(x) = In(xz ) = $n(x)

1

AL
X 2x

k(x) =

b=

I(x) = In(In(x))
_— i 4

In(x) x

I'(x)=

~ xIn(x)

n(x) = ln(

x+5

n(x) = In(4) = In(x + 5)

=
i

n'(x)=

p(x) =In(x(x + 3))

p(x) = In(x) + In(x + 3)

g0 2In(x) 11
J== PE=
£ ==+ 2 ofwel f(x) =

X)= g7 2y ofwel f(x) =

y _1 2x
J(x) = 3 geeft 41
X2+ 1=4x
x2—4x+1=0
D=(—4Y-4-1-1=12

44412 12
s 2\{_=2+\f§ofx= \{—=2—\{§
x=3,73 of x=0,27
2-2 4

)= 2+l 5 dus een vergelijking van de raaklijnis y =
f(2)= In(5)

x=2en y= In(5) invullen bij y

b= Tn(5) - 13.

gx + b geeft In(5) = 95" + 2 + b ofwel

Een vergelijking van de raaklijn is y = %x + In(5) — l%.

Sin(2x — 1) = 10
In(2x = 1)=2
2x— 1 =¢?
2x=1+¢?
x=%+%e2
In(5%) = 4
Sx=wt

1 4
xX=3z¢

© Noordhoff Uitgevers bv

g In’(x)—4In(x)=0
In(x) * (In(x) — 4) = 0
In(x) = 0 of In(x) = 4

x=el'=]lof x=¢
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d 2+ In(x+1)=7 h In’Bx+1)=16
In(x+1)=5 InB3x+1)=4of In3x+1)=—-4
x+1=¢e 3x+1=c¢*of 3x+1=¢™
x=-1+¢° 3x=—l+etof3x=—-1+¢"*

SR P (PR S T
E=—ghn g of x= g5

e 2In %) -3=-1 i In(In(x))=0
In(x)=1
2In l)=2 e
X
ln(l)=
X
—=edusx=—

f In(x—1)-In(4x)=0 i In(x)=1In(x)
In(x=1)=0o0f In(4x)=0 In(x)=1o0of In(x)=0
x—1=1lof4x=1 x=eofx=1
x=20of x=1

4

024 a Dat volgt uit de rekenregel flog(a”) = p + flog(a).
g(x) = In(x*(2 — 5x)) is te schrijven als g(x) = In(x?) + In(2 — 5x).
Je gebruikt de rekenregel flog(a * b) = £log(a) + ¢log(b).

o

(a]

h(x)= ln( 1 - ) is te schrijven als A(x) = In(x) — In(1 — x).
-x

Us

(1, 0) wordt (b, 0), (a, 0) wordt (b, 0), (1, 1) wordt (b,1) en (a,%) wordt
(ab, ﬁ)
fib)= }—) dus (b, %) ligt op de grafiek van f.

flab) = al—b dus (ab, j) ligt op de grafiek van f.
O(b) is de oppervlakte van het gebied onder de grafiek van ftussen de lijnen
x=lenx=5.

o

[a]

H is het gebied onder de grafiek van ftussen de lijnen x = b en x = ab.
O(ab) is de oppervlakte van het gebied onder de grafiek van f'tussen de
lijnen x = 1 en x = ab.

Er geldt: O(b) + opp H = O(ab).

Ook is opp H = opp G = O(a), dus is O(a) + O(b) = O(ab).

Deze eigenschap geldt voor logaritmische functies.

14.4 Afgeleide functies

intro Bereken bij welke waarde van x de functie A(x) = x> + 4x + 6 een minimum
heeft. Dat kan met de afgeleide van i. Omdat k(x) = Zlog(x) een stijgende
functie is, heeft g(x) = k(h(x)) bij dezelfde waarde van x een minimum.
In(x? + 4x + 6)
In(2)

[=H

Je kunt ook g(x) schrijven als g(x) = en dan is g wel te

"log(m)
"log(g)

differentiéren. Je gebruikt dus de rekenregel ¢log(m) =
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27

28

29

flx)=

f(x)= ; l ofwel f'(x) =

o

(2]

In(x) 1

n@) - @ O

Q) x x 1n(2)

709 = log() d f()=log2x~4)

F0= s 0= G i
=5 )

£(x) = log(5x) e fl¥)= ln(%)

FO= 5 £(9)=1n(5) ~ In(x)

0= Fe ==

f(x) =og(x*+ 1) f flx)= 3]0g(%)

=g 1) = Tlog(2) = log(x)

== W=

2log(5 — x) =2 — Zlog(x)

Zlog(5 — x) + Zlog(x) =2

2log(5x — x?) =2

Sx—x"=4

x—-5x+4=0

(x=D(x—-4)=0

x =1 of x =4 (beide waarden voldoen)

Bij x =1 hoort y =2log(5 — 1) = *logd =2

Bij x = 4 hoort y =log(5 — 4) =*logl =0

De snijpunten zijn A(1, 2) en B(4, 0).

De lengte van het lijnstuk CD is gelijk aan

dp) = ve =1y

d(p) = *log(5 = p) — (2 = *log(p))

d(p) =*log(5 — p) — 2 + *log(p)

d(p) ="log((5-p)-p) -2

d(p) =>log(5p —p?) -2

De lengte van lijnstuk CD is maximaal als d’(p) = 0.
1

d(p)= =15 ) (5-2p)

d(p)=0geeft5-2p=0

2p=5dus p= 2%

Voor p = 2% is de lengte van lijnstuk CD maximaal.
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fio) = 3= s

F(x)=en®x- In(3) dus £(x) =3 In(3)

fx) =21 = (@)1 = glx=D: In)

F(x) = ex=Dr @)+ n(2) ofwel f/(x) = In(2) - 2%~
gx)=3+(3) =3 (en)r =3 e nl)

L

o (x)=3-exInl5). In(%) ofwel g'(x) =3+ IU(%) ) (%)x

fx) =4 e k(x)=27

£ = In(d)- 4 K(x) = In(2)- 2%+ =3
K(x) = =3In(2) - 27>

g =—(3)° fom(x)=3-4271

Z(x)=—In(})- (&) n(x) = 3+ In(4) - 42+1.2
' (x) = 6In(4) - 421

h(x) =17+ 0,45% g n(x)=3x2+ 5

H(x) =T~ In(0.45) - 0,45* #'(x) = 6x + In(5) - 5%

o = e h p(o)=572

J(x)=—3e™H p(x)=In(5) 572 (2x = 2)
P(x)=In(5)- 2x = 2) - 572

flx) =292

F1(x)=1n(2) » 227+ (3x2 — 4x) ofwel f(x) =In(2) * (3x2 — 4x) » 2¥' -2
f(x) =0 geeft 3x> —4x =0,

x(3x—4)=0

x=0of x= 151;

De x-codrdinaten van de toppen zijn x =0 en x = 1%.

Er blijft dan per jaar 100 — 0,012 = 99,988 procent over.
De groeifactor is dan 0,99988.
Als je de hoeveelheid C-14 na ¢ jaar aangeeft met K, dan geldt
K=0,14-0,99988".
De afnamesnelheid is gelijk aan de afgeleide waarde op het tijdstip 7 = 50.
dK
a 0,14 - 1In (0,99988) - 0.99988’
. dK
Opr=50is T 0,14+ In (0,99988) + 0,99988 = —0,0000167.

De gevraagde afnamesnelheid is ongeveer 0,000 0167 milligram per jaar.
2 procent C-14 geeft de vergelijking 100 - 0,99988! = 2,

0.99988" = 0,02

t = 09988 100 (0,02) =~ 32600.

Het fossiel is ongeveer 32 600 jaar oud.

558 _
1+548-1
Er zijn 10 korenwolven uitgezet in het gebied.

t=0geeft P= 10.

“ 558
Als ¢ heel groot wordt, nadert e %46 naar 0. P stijgt dan naar T 558.
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558
P =100 geeft W: 100

558 = 100(1 + 54,8e70-4621)

5,58 =1+ 54,8¢70:462

54,8e70:4621 = 4,58

e~046% = 0, 083...

—0,462¢ = In(0,083...) = —2,481...

t=5,37

Na 6 jaar zijn er voor het eerst meer dan 100 korenwolven.
P =558(1 + 54,8 0:4621)"1

dr

37 = T55B(1 +54,8¢704%) 2+ 54,8+ 70462 - —0,462

dP 1412720046

dr (1 + 54,8042y

dp
e 04620 > () yoor elke waarde van ¢, dus ’m > 0 voor elke waarde van ¢, dus
stijgt P overal.

Met de rekenmachine:

14127,22e-0462x
(1 + 54,8¢~0462x)2

d
Invoer: y, = (uit)en y, = . (»))y=y (aan)
X
Venster: 8<x <10, -1<y<1
Optie: nulpunt geeft x = 8,67.
Het buigpunt zit bij # = 8,67. P is dan ongeveer 279.
Dus het buigpunt ligt inderdaad bij 279 korenwolven.

Cligt op de lijn x = p.

ve=f(p) = “log(5p)

De x-codrdinaat van D is ook pen y,, = g(p) =2 — log(6 — p). dus de
codrdinaten zijn D(p, 2 — log(6 — p)).

L(p)=CD =yc=yp = "log(5p) = (2 = “log(6 — p))

ofwel L(p) = Slog(5p) — 2 + Slog(6 — p)

’ - . 1 e,
L(p)_ln(5)°5p 5+1n(5)°(6—p) 1 ofwel

, _ 1 3 1
HO =167 e -6-p)

’ - 1 _ 1 s
Lo = e Sy " ) 6=p)
1 1
p 6-p
p=6-p
2p=6
p=3

Voor p = 3 is de lengte van lijnstuk CD maximaal.
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Ine) 1 ol
AT (e’ ln(a))'

US  fi(e)= “logle) =

=T
InPis f/(e) = ol e dus een vergelijking van de raaklijn in P is
1
=i + hH.
¥ In(a)-e i
=eeny= 1 invullen geeft L __ cet+bhdush=0
v Y In(a) £ @) (@) e '

Dus de raaklijn gaat door de oorsprong.

Ué a L(p)=2r - log(p)

L(p)=In(2)- 2 -

In(3) - p
L’(p) = 0 oplossen met de rekenmachine:
1
Invoer: y; =In(2) - 2¥ — () x

Venster: standaard

Optie: nulpunt geeft x = 0,77.

De lengte van lijnstuk 4B in minimaal voor p = 0.77.
b C:y=¢gdus2¥=g¢q

x = Zlog(g) en punt C heeft codrdinaten (2log(g),q)

D:y=gdus’log(x)=g¢q

x = 3%en punt D heeft codrdinaten (34, q)

L(g) = 34— “log(q)

L(g)=In(3)"37 -

In(2) - ¢
L'(g) = 0 oplossen met de rekenmachine:

1
I vy =In(3) 3 — ——
nvoer: y, = In(3) Q)
Venster: standaard
Optie: nulpunt geeft x = 0,65.

De lengte van lijnstuk CD in minimaal voor ¢ = 0,65.

14.5 Primitieven

intro Dat kan vast wel exact. De afgeleide van een e-macht is gemakkelijk, dus
een primitieve zal ook wel niet moeilijk zijn.

35 a AlsF(x)=z-e™danis F/(x) =2+ e”a=e™ dus F,/(x) = f,(x).
En daarmee is F, een primitieve van f,.
b Danise“=2, dusa=In(2).

ST 1
¢ Een primitieve is F (x) = ——— 2%

In(2)
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36a{

b

37

38

h(x)= %Voor x>0

1

1
h’(x)=:-—l =;voorx<0

f(x) = 10¥

=100 1
—4

g =—

1
glx)=—4-=
G(x)=—4+In |x]
h(x) = %

1

H(x) =2+ 1n|x|

|
4x—3

k(x) =

K(x) =%+ Injdx — 3|

f(x) — e-3x+5

F(x) = _% 5 e—3x+5

f(x) = e
()= x (x> 0)

F(x) =12 (x > 0)

fx)=

2x2

2
=0 1, =
f(x)—2x+32+x

F(x) =72 + 325+ 21n|x|

© Noordhoff Uitgevers bv

h(x) = In(x) (x> 0)
A(x) = In(=x)(x < 0)

O+ T+ 4x

I(x)=12+5™

1

L(x) = 12.%.r(5).57x

12 2

A T
1
m(x) = 2
m(x) =zx72
M(x)= —%x”l
1

M(x)= —g
M= 3-2x

N(x)=5+—%+In|3 - 2x|
N(x)=—241n]3 = 24|

px) =377 +2

o, PSR
P(x)=-3 In(7) 7 2x

- — 3 . T
P(x)= In(7) T2y

fx)=eX(1-e)
f(x) = e2x. 1-— ezx. e-2x = e2x_ 1
Fx) = % el — x

f(x) - 32x-1 s x3

1 1
= .3x-14 Ll 4
F(x) 2 o) 3 e
= R N e
F(x) 3G 3 3X
3
6=
fx) =37
Fx)=-3e»H*
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39 Ergelth’(x)=%-a=%alsax>0enF’(x)=_1K- —a=%als ax <0.

Of: F(x) = In|ax| = In|a| + In|x| dus F'(x) =0+ %:%

Z R
40 £x+4dx:[8'1“|x+4|]3:8'ln(7)—8-ln(4):g.1n(%)

De oppervlakte is gelijk aan 8 ln(lﬁ)‘

2 3Qx+5) 2 6x+15-2 6x+13

Ml e 3 5™ es ane5 . m+5  2wes
Dus f'en g zijn hetzelfde.
b Het nulpunt van fvolgt uit 6x+ 13 =0.
6x=-13
x=—2%

0
_L f(x)dx = _L(3 - )dx =[3x = Ij2x + 5|]°_2% = ~In(5) - (-6~ In(2)) =

2x+ 5
6%+ In(2) - In(5) = 6} + In(%)

De oppervlakte van G is gelijk aan 6% + ln(lz—S)‘

2
42 De nulpunten van fvolgen uit 2x + - §=0.

2

—==2x+5

X
2=-2x2+ 5x
2x2—=5x+2=0

x2—2%x+1=0
(x—2)(x—%)=0
x=20fx=%

2 o 2
opp = —I(2x+;— 5)dx= -
i

x2 +2In|x - 5)6]1 =

~(@+21n() - 10) + (5+2mn(}) - 2}) =6 - 2In(2) + 21n(}) - 24

- a3 1
De oppervlakte is 33 + ln(ﬁ).

43 a b
J
Mg
3
2
1
X
=2 a1 0 1 2 3
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c i2e°=5"dx = [4e57]' = 4e05 — 4e0 = 4¢05 — 4
0

44

45 a

De oppervlakte van A, is 4’5 — 4 (= dife — 4).

y
g2 B
[
f
4
P
C
X
o} 1 2 3

Het gaat om de oppervlakte van het geel gekleurde gebied.
Eerst de codrdinaten van punt C berekenen.

2elSr = 8
eO,Sx = 4
0,5x=1In(4)

x = 21n(4), de codrdinaten van punt C zijn (2 In(4),0).
21n(4) 2In(4)
J)' (8 — 2e"5¥)dx =

0

De oppervlakte is 16In(4) — 12.

f(x) = g(x) geeft e® + e = e + o,

e=e2"
—_1

1 73X

A=,

:[((ezx +e)— (e +e3%))dy= j(e — e Y)dx =

e
ex + 2e2¥
_ -2

(0+2e% —(—2e+2e)=2+2e—2e
De oppervlakte is 2.

- f X

© Noordhoff Uitgevers bv

8x — 4e0=5x] = (16In(4) - 16) — (0 —

4eY)
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F= 2oy » % ofwel F/(x) = —— ];:(x)

Omdat F’(x) = f(x) is F een primitieve van f.
f S()dx = [I2(v)] = In(e) ~ In¥(1) = 12 =0 =1
1

De oppervlakte is 1.

In3(x)
X

1
Een primitieve van g(x) = =2 (In(x))’ is G(x) = % « (In(x))® ofwel

G(x) = ¢+ Inf(x).

|
Een primitieve van f(x) = 2%is F(x) = n(2) o

1
Een primitieve van f(x) =2%*"1is F(x) = " - 2471 ofwel

In(2)

4x—1

=

5
Een primitieve van f(x) = < s F(x) = Sn|x|

is F(x) =%+ 5 In|7x + 2| ofwel

e 5
Een primitieve van f(x) = s
X

F(x)=321n|7x + 2|

=3 geeft x=1.

1(3—3«*)dx:[3x—L-3x]l: § v o G o
i T3 T, In(3) In(3) In(3)

2
De oppervlakte van het blauwe gebied is 3 — m
n

De grafieken van de functies f'en g zijn elkaars spiegelbeeld bij spiegeling
in de lijn y = x. Het gevolg is dat het rode en het blauwe gebied ook elkaars
spiegelbeeld zijn en dus dezelfde oppervlakte hebben.

~<

—
o
—

—va.hmm‘-dm@

Je spiegelt de grafiek van 4 in de lijn y = x. Het spiegelbeeld is de grafiek van

him(x) =1 + 2%,
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De oppervlakte van het gevraagde gebied is gelijk aan die van het gebied dat
wordt ingesloten door de y-as, de grafiek van 47 en de lijn y = 9.

3
2 -

T(9 —(1+29)dx = i(s —2%)dx = [8x -
. 0

1
In(2)

8 L} g T
(2“‘m)‘(°‘m)‘2“ 2

, 7
De oppervlakte is 24 n2)

B
BE e 20

1+(G-1)-g'=2
G-1g=1

e
-
= i —
Bl

b N

= mis te schrijvenals N=G+(1 +(G—1)+g)™!

dN

=1 G 1+ (G=1)g)? (G- 1) In(g) ¢

N —G¥E— LiFlag) =g
dt ~ (1+(G=1)-g2

Als N = % Gisg'= (zie opdracht a).

G-1

1
_— ft__—G-(G—l)- ln(g)._G_l f ld_N_—G-ln(g)
ubstitutie geeft ——= )2 ofwel — S

1+(G—1)'a

dv
Dus ) G- In(g).

14.6 Gemengde opdrachten

46 a g(1)=-3-1"=-3en f,(1)=2p* In(1)-3-1?=2p-0-3=-3
Dus g en f, snijden elkaar in (1, =3).
b g'(x) = —6x dus de helling is gelijk aan g'(1) = -6+ 1 = —6.

oy = 2P
c ];(x)=;—6x

2p
];'(1)=T—6-1=2p—6

Er moet gelden g’(1) - £,/(1) = =1 dus =6 - (2p — 6) = —1.
2p-6=¢%

2p =6t

—_al
P=35
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De top ligt op de x-as als voldaan is aan de eis dat f,(x) =0 en ook f,'(x) = 0.
2
2p-1n(x)—3x2=0en§—6x=o

2 2
Uit L - 6x=0 volgt dat i
% %

2p = 6x?
p=3x?

Dit invullen in 2p « In(x) — 3x% = 0 geeft 6x7 + In(x) — 3x>=0.

322 In(x) - 1)=0

x =0 (voldoet niet) of In(x) =1

In(x) + In(x + 3) = In(7x)
In(x(x + 3)) = In(7x)
x(x+3)=7x

x =0 (voldoet niet) of x +3=7

x=4
4x — 2% = 56

(22 -2—-56=0

stel 2¥=p

pPr=p—-56=0
(p—-8)(p+7)=0

p=8of p=-7

2% =8 of 2¥ = =7 (kan niet)
x=3

2In(x) = In(2x + 3)

In(x?) = In(2x + 3)

d (x—-2)In(x)=x—-2
=0 ofln(x)=1

of x=¢e

X —2
$=2

L=
e Ze =
1
elxz
2x =

_1
X=3

x1=2x+3

x1=-2x-3=0 x=e

(x=3)x+1)=0

x =3 of x=—1 (voldoet niet)

f(x)=0geeft4:2=2>*=0

stel 2¥=p

dp—p?=0

pé4-p)=0

p=0of p=4

2* =0 (voldoet niet) of 2* =4

x=2

2 ) 4 , 2

jo =g )‘b“[ln(z)'?‘_21n(2)'2 L‘
6 16 \ (4 _ 9
In(2) 2In(2) In(2) 2In(2)] 2In(2)

De oppervlakte is 302

Hoofdstuk 14 Exponentiéle en logaritmische functies

e-—x

1a2x —
7€ 1

2

In(2)
In(2)

xIn(x)—3x=0
x(In(x)—3)=0
x =0 (voldoet niet) of In(x) =3

3
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49 a

f(0) =3 dus A4(0, 3).

f(x)=4In(2) - 2*—2In(2) - 2%*

f(0)=4In(2) - 2° — 2In(2) - 2° = 21In(2)

Een vergelijking van de raaklijn is y = 2In(2) * x + 3.
2In(2)*x+3=0

2In(2) - x = -3

_ =
¥ = i) s B (21n(2)’ 0)

3 9

S, 1 .| -
De oppervlakte van AOABis5-OA-OB=5-3" 2In(2) 4In(2)

F/(x) =0 geeft 41n(2) - 2* — 2In(2) : 22 = 0

2.2x_22x=0

stel 2x=p

2p-p*=0

p=0of p=2

2¥ =0 (voldoet niet) of 2*=2
x=1

y=f(1)=4-21-2>1=4

De codrdinaten van de top zijn (1, 4).

PO=f(p)=4-2 - 2%

00=-p

Vierhoek OQPR is een vierkant als PO = 0Q dus als 4 - 27 — 2% = —p,
Oplossen met de rekenmachine:

Invoer: y, =4+2*—2%en y, = —x

Venster: standaard

Optie: snijpunt geeft x = —1,38

Voor p = —1,38 is vierhoek OQPR een vierkant.

fix) =12+ 2 - In(ax)

' ()= x— L
9 =x-3
1
f’a(x)=0geeftx—;=0
1
Xp—=—
X
K=

x =—1 (voldoet niet) of x=1
De x-codrdinaat van de top van de grafiek is 1, dus onafhankelijk van a.
Fa)=x—x"
1
) =1+ x2ofwel /7, (x)=1+ =
X

1
1”,(x) =0 heeft geen oplossing want 1 + =z > 0 voor elke waarde van x.

De grafiek van f, heeft dus geen buigpunt.
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Onderzoeksopdrachten

50 a f(0)=192geefts- (1+1)+h=192

lvp=192

h=192-1

£(96) = 0 geeft 5- (%% + e™%60) + 192 = L =0

Oplossen met de rekenmachine:

Invoer: y, = ﬁ (%% +e7%x) + 192 — 1

Venster: —0,03<x<0,03,-1<y<1

Optie: nulpunt geeft x = —0,025693.

Dusa=—-0,026en b =192 — ;z 231.

—0,025693

b y=a(x—96)(x+ 906)

x=0en y=192 invullen geeft 192 =a - -96 - 96.
_ 192
- —96-96

Een formule van de parabool is y = —0,0208(x — 96)(x + 96).
¢ Met de rekenmachine:

Invoer: y; = —19,23(e%0%0x + ¢~0.026x) + 231 (uit)

¥y = —0,0208(x — 96)(x + 96) (uit)
V3 =¥~ 1, (aan)

Venster: —100 < x < 100,0<y <40

Optie: maximum geeft x = 67,576 en y = 19,53 (ook bij x = —67,576)

Het verschil is maximaal 19,53.

a —0,0208

51 De grafieken raken elkaar als f(x) = g(x) en f'(x) = g'(x).
f= 2 en g3 = S

Uit f(x) = g(x) volgt e2* = alx
Uit f(x) = ¢(x) volgt 26 = ——

2Vx
e = gn/x substitueren in 2e> = ;;x geeft 2[;\]_ = ;;\[;
2a\xHx=a
dax=a

x= % of a=0
Als a = 0 snijden de grafieken elkaar niet.

x= % invullen bij e = a\]; geeft e = a\&_ dusa= 2\fe“

Yoor a = 2\[5 hebben de grafieken van f'en g één gemeenschappelijk punt.
Uit de figuur is verder af te lezen:

Voor a < 2\[5 hebben de grafieken geen gemeenschappelijk punt.

Yoor a > 2\[e_ hebben de grafieken twee gemeenschappelijke punten.
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Samenvatting

N g ol mpwtd
2x—7=-x+3
3x=10
x=3%

b 2ln(x—-3)+2=12
2In(x—3)=10
In(x—3)=5
x—3=¢

x=3+¢°

S2 a 3=10le®
35 = 105 + log (3)
35 ~ 102!39
f(x)=4- 102:39x
b 3=eh®

I =e5- M)
35 & @549

f(x) =4 - 54

S3 a f(x)=25+! ¢ f(x)=5-og(3x)
F(x) = 1n(2) - 255+1 - 5 fx)=5- 3x;—n(2) 3
£0)=5In(@) 254 e

b f(x)=In{—x) d f(x)=3ex2
f@= =l fey=3-er2ed
Fe= £ =13

Sk a f(x)=5e"!
F(x)=5+1- et ofwel F(x) = 1} e

b f(x)= 5!

e .L. ix+1 =i. %x+1
Fx)=4 In(5) 5 ofwel F(x) n(s) 5
6
58 @ f(x):_Sx—3

F(x) =6+ In|5x — 3| ofwel F(x) = 1§ In|Sx — 3|

“ | —

1 1
b f(x)=geeft flx) =,

F(x) = ¢In|x]

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 14 Exponentiéle en logaritmische functies
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Sé6 a 8—In(2x-3)=6
In(2x —3)=2
2x—3=¢?
2x=3+¢?
x=1%+%e2

b In(x)—In(x —2)=1n(4)
In(x) = In(x — 2) + In(4)
In(x) = In(4x — 8)
x=4x -8
3x=8
x=2~§-

c ex—g=¢"

e —e"—6=0

stele*=p

pP-p-6=0
(p=3)p+2)=0
p=3of p=-2

e¥ =3 of e¥ = -2 (kan niet)
x=1n(3)

Test jezelf

T1 a 1,169 = 27 log(1.169) » 20225
B = 60 - 20:225
b 1.169" =2 geeft t = “1®log(2) = 4,439
De verdubbelingstijd is ongeveer 4,439 x 10 = 44 4 jaar.

T2 a f(x)=elx+3
f’(x) =0,5- a0.5x+3
b f(x) = ¥ . p2x+l geeft f(x) = gdx+l
f’(x) — 3e3x+1
¢ f(x)=In(-2x)

T NN
f)=—=-2

S@=x

d fix)=In 62 + In(x + 3) geeft f(x) = In((6 — 2x)™") + In(x + 3) ofwel

F(x)==1+1n((6 = 2x)"") + In(x + 3).

1 1
i =—1- =0+
fo =l 2
1 1
+
3—x x+3

)=
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e f(x)=(In(x) — D)(In(x) — 2) geeft £(x) = In%(x) — 3In(x) + 2

1 1
S(9=2 In(x)—=3-=
.2 3
fl=—=-=2

ff(x)= In(2 - 3x) geeft £(x)=11n(2 - 3x)

1

Flx)=-2e2+

D=1 %+3

h f(x)=In(e*+e™)
Pl =

B . (ex - e—x)

ex e e"x
er+e™™

fx)=

T3 a f(x)=3-2 d k(x)=(+3)"
S)=3"1n(2) - 2" k()= n(+5) - (5)"
b g(x)=3x—-2= e I(x)="log(Bx(x+1))
Z(x)=3—1In(2)- 27+ —1 I(x) = 3log(3x) + log(x + 1))

1 . 1
In3)+3x ~ In(3):(x+1)

o 1
_ln(3)'x+in(3)°(x+1)

Z(x)=3+In(2) - 27 F(x) =

I'(x)

T4

h(x)=31-2

K (x)=In(3) 31"+ =2

K(x)=-2In(3) - 312

fx) = e2x+l

Flx) = %62x+1

glx) =31~
—_ & 1 o -X
G =11
li=%
0= ")

© Noordhoff Uitgevers bv

m(x) = x? + log(2x)

’ = + :
m'(x)=2x In(5) - 2x 2

m'(x)=2x+

In(5) - x

S ey

H(x)=3-%Inj4x — 9|
H(x)=3Indx — 9|

k(x)=1-2+3"2

K(x)=x—2'L' L

«2-2x
2 )

. 3—2x

K(x)=x+ )
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T5 a

T6 a

17 a

76

I(x) = e¥(1 — &™)

(x)=e"—e™*

L(x)=e +5e™

eV —eX¥=(
exz = p2x
x2=2x

x=0of x=2

2+ ghax

e
2 +ehv=¢
elSx =g —2
0.5x =In(e — 2)
x=2In(e —2)

=1

fl =
fio=e—1

F(x)=0geefte"—1=0

er=1

2 1

L o 1 A o

m(x)=2(x—-1)3+

x—1
M(x)=-12-(x = 1) 2+ Injx - 1

]
M=y

+ Injx — 1]

¢ 2-In2-4x)-5=1

2+In(2-4x)=6
In(2—-4x)=3
2—-4x=¢
4x=2-¢>
vt

In*(x)
2—-In(x)
In?(x) =2 —In(x)
In*(x) +In(x)—2=0
stel In(x) =p

pP+p—-2=0
(p+2)(p-D=0
p=—2of p=1

In(x) = =2 of In(x) = 1
x=elofx=c¢

x =0, dus het minimum ligt inderdaad bij x = 0.

g(x)=20"- 3x
2 (x)=1n(20)-20~-3

2'(x) =0 geeft In(20) - 20— 3=0

In(20) - 20* = 3

X —

" In(20)

f(x)=In(e*—a)— 2x
F)=—=

-7
et—q
() =0 geeft —

e’ —a

Hoofdstuk 14 Exponentiéle en logaritmische functies

dus x = 20log(

-2=0

) # 0 dus het minimum ligt niet bij x = 0.
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T8 a

T9 a

f(n(2a)) = In(2a —a) — 2 - In(2a)
= In(a) — 2In(2a)
=In(a) — 2(In(2) + In(a))
= —In(a) — 21n(2)
= —In(a) — In(4)
Op de x-asis y =0dus —In(a) — In(4)=0

In(a) = ~In(4) = In(4") = In(})

a=;1-

Op de plot is te zien dat —In(a) — In(4) > 0 voor 0 <a < "}l

F(x) = =2x + 6 In(x) geeft f/(x) = -2 + %

f'(x) =0 geeft -2 +%: 0

6
-_=2
X
x=3

f(3)=—-6+61In(3)
De top heeft de codrdinaten (3,—6 + 61n(3)).

6
f'(x) =18 geeft =2 + S 18

6
==20

R

_ 3
X=%=10

0
) =-32+6m(3)
Het punt heeft cotérdinaten (13’—0;—% + 61n(%)).

De raaklijn heeft richtingscoéfficiént /(1) = -2 + % =4,
Een vergelijking van de raaklijn is y = 4x + b.

f(1)= -2 dus het raakpunt is (1, =2).
x=1eny=-2invullen geeft -2=4+1+bdusb=—-6.
Een vergelijking van de raaklijn is y = 4x — 6.

Uitd4x —6=0volgt x= 1%, dus A(l%, 0) en verder is B(0, —6).

De oppervlakte van driechoek OA4RB is dus % 3 1%— ‘6= 4%.

_ 1+ 4log(x)
f(x) =0 geeft @ In() =
1+ 4log(x)=0

“log(x) = -1

_1
=1

Y1="Tn(R)-Tn(H)

Y=0

De grafiek heeft een verticale asymptoot x = 0 en een horizontale asymptoot

y=0.
F(x) =1 - *log(x) + “log(x)

L]
In(4)-x  In(4)-x
“og(x) + 1
In(4)-x In(4)-x

F(x)=1-2+ *Yog(x) -

F'(x)=
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, L+ %og(x)

F1 ="

F’=f dus is F een primitieve van f.
41 +%og(x)
J x+ In4)

3

De oppervlakte van G is 2.

Extra oefening

E1 a f(x)=
f(x)=9-10%e() x
f(x)=9- 100:48x

b f(x)=4-0,1%"3
S(x)=4-0,173- (107
£(x) = 4000+ 1072

¢ fl(x)=-32-536x
f(x) =_-32.53.576x
£(x) = —4000 - 576
£(x) = —4000 - 10loz(5) - ~6x
£(x) = —4000 - 10419

E2 a f(x)=e3*2

4
dx = [% “4log 2(x) + 410g(x)]1 =

fren)-(

(1R +-1)=2

32*¥ is te schrijven als f(x) = 3%- 3 ofwel f(x)=9-3"

f(x) =5 3 (%)xli-x

+x

Fx) = —3e~+2 £e=3-m3)- (3 e+
X24+x
)= @x+3)-m(3)- (3"
b f(x)=In(8x+3) d f(x)=In2(x)—41n(x) + 5
o — _ l_ e
f(x)—gx_'_3 8 f(x)=2+In(x) 4 <
8 21n(x) 4
F)= = = .
E3 a f(x)=-3-0,7*"1+x c h(x)=e¥™—2x°
F(x)=-3 '1 07 o7 +1x2 H(x)=5e™ -2+ - xo*!
- x+l g1l 2 el .. 2 e+1
Flx)= n(0.7) “0,7 S H(x) =3¢ o .
b gx)=2—-11-e27% d k(x)=4-27%
1
= + s pREX = —_—— —3x
Gx)=2x+11-¢ K(x)=4x 3 )
—3x
K(x)=4
) =4+ 100
E4 £ b
a f(0=25 9= g5
4 1 1
f®=7"3 89 =430+
F(x) = $1n|y] G(x) =4+ 53 In[3 ~ 0.2x]
G(x)=-201In|3 — 0,2x]
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E5 a

Eé a

E7

5 x+5

+
x+5 5

h(x) =

h(x)=5" +ix+1

x+5

H(x)=51njx + 5| + 5502 + x

4> +5=11
4e>¥ =6

ezleé
2x=In(13)
x=31n(13)

e¥.= ¥+ 56

e —e¥—56=10
stele*=p
pPP—p—56=0
(p—=8)p+T7)=0
p=8of p=-7
e¥ =8 of e¥ = —7 (kan niet)
x =1n(8)

f(x) ="log(4x — 1)

o |
= G @ =1

=15 a1y

-4 ofwel f'(x) =

dus de helling in dat punt is

d k(x)=1_7x+3

1
1=z

k(x)=2" +3

K(x)=2+=-In|l = 7a| + 3x

K(x) = —3In|1 — 7x| + 3x

¢ In2x+8)—-3=1

In(2x + 8) = 4
2x+8=¢t

2x=¢*—8§

d In(x) = In(2x +3)

x¥=2x+3
xX*=2x—-3=0
(x=-3)x+1)=0
x=3o0of x=-1

beide oplossingen voldoen

&
In(3)* (4x — 1)

31n(3)

g(0) =1 dus het snijpunt met de y-as is (0, 1).

g(x) = l1+e~

gx)==2(1+e) e -1

2e7x
¢O= Trey
__ 20 2.1
g’(O)—(1+e_0)2—4—2

is te schrijven als g(x) = 2(1 + e )7L,

Een vergelijking van de raaklijn in (0, 1) is y = %x + 1.

f(x)=0geeft4—e>*=0
e =4
2¢ =1In(4)

x=3In4) = n(4) = In(2)

De oppervlakte van G is 4In(2) — 1%.

© Noordhoff Uitgevers bv

In(2) { In(2)
i (4 —e™)dx = [4x— 3 e I

=@ -2-(0-1)=4me) -1}
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2
109 =-2-In(s)
S(x)=-2x"1'=3In(x)
fix)=2x2-3 %

. B 5
f=5-7
f’(x)=0geeft%—%=0

2 3

¥ ox

2x =3x2

xX= 2 (voldoet niet) of 2 = 3x
X=3

Aan de grafiek van f” is te zien dat f'een maximum heeft bij x = %

Het maximum is /1 (%) =-3-3 In(%).
Fiy=2x2 - 35"
FlEr=—de 435

4 3

2 .
Pay=—gtg

4 3
f”(x)=0geeft——3+—2:0

X ox
4 3
¥
4= 3y
x = 0 (voldoet niet) of 3x =4
x=1%

De x-codrdinaat van het buigpunt is x = 1%.

f(x) = cx?en g(x) = In(x)
F(x)=2cxen g'(x) = %
f(x) = g(x) geeft ex” = In(x)
1
f(x) = g'(x) geeft 2¢x = =

1
Uit 2¢x = — volgt 2ex? = 1 ofwel ex? = %
X

Substitutie bij ex? = In(x) geeft % = In(x).
1
x=ct =

Invullen bij cx? = In(x) geeft ¢+ e = % dusc= %

y = e geeft er=¢
1.._
—igz= |
x = —2 dus punt 4 heeft coérdinaten (-2, e).
Als punt C op de y-as ligt, heeft punt B codrdinaten (2, e).
Dus geldt g(2) =e.
g2)=p\2
p\ﬁ =egeeft p=

il

f(1)=g(1) geefte™s = /T duse =p
- 1
i(e_%x —e1 e \/;)dx = [—23';"‘ —ei e %x\{;] = (—2e”% _% -

0
De gevraagde oppervlakte is 2 — 2% e:.

Hoofdstuk 14 Exponentiéle en logaritmische functies

)-(-2-0)=2-22¢%
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Vaardigheden 7

s{x) =—22 -3+ 22 +dx + 1
s(x)=4x-2
v(x)=-2x2—-3—-(2x*+4x+1)
(%)=~ —3 2 —dg—1
v(x)=—4x?—4x -4
w(x)=2x>+4x+1-(-2x>-13)
w(x)=2x2+4x+1+2x2+3
w(x)=4x>+4x+4

De functie s(x) = 4x — 2 is lineair.

1
S(x)_1+x+;
X 1 e
= +
stx) wha b
2x+1
s(x) = x %+ o
De noemer mag geen nul zijn.
x+x2=0
x(x+1)=0
x=0of x=-1
Dus het domein is {«, —1) u{—=1,0) U {0, —).
1
v(x)_l+x_;
X 1+x
V(x)_x+x2_x+x2
-1
V(x)_x+x2

Ook hiervoor geldt dat de noemer geen nul mag zijn, dus het domein is

{e, =l yar{=1; 0Fi {0; —53,

s(x) =2 log{@x+4) + 1= log(H)

s(x) = log(2x +3)> +log(10) + log(x)
s(x) = log(10x(2x + 3)2)

Er moet gelden dat 10x(2x + 3)>> 0.

Omdat (2x + 3)% 20 voor elke x # —l% moet gelden 10x > 0.

Dus het domein is {0, —).
v(x)=2-log(2x +3) — (1 +log(x))

v(x) =2+log(2x + 3) — (log(10) + log(x))
v(x) = log(2x + 3)>—log(10x)

. (2x + 3)2
v(x) = log Tox
2%+ 3)2
Er moet gelden dat e >0
X

Dus het domein is {0, —).
In het deel rechts van de y-as, omdat hier de grafiek het meest op een
parabool lijkt. Dus voor x > 0 heeft de functie p het meest invloed op de

functie f.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Vaardigheden 7

b In het deel links van de y-as, omdat hier de grafiek het meest op een
hyperbool lijkt. Dus voor x < 0 heeft de functie ¢ het meest invloed op de
functie f.

b In het deel links van de y-as, omdat de grafiek van / hier het meest op die
van flijkt.
¢ Voor grote waarden van x nadert 27¥ naar 0, dus nadert

k(x)=f(x)+ g(—x) naar f(x).

5 a a=%n
- 3 _ 1 _1 _3 _nl _ A3
B #==lan = =l A= anh Fe = 200 =l

6 a sin(7) =%\{§

—1 w2
t—3noft—3n

b cos(t)= —%\ﬁ
t=%ﬂ of 1= lin

¢ 2cos(t)+1=0
2cos(t)=-1
cos(r) = —%
t:%ﬂ of t= l%n

d sin(z)rcos() =0
sin(z) =0of cos(r) =0

t=00f t=1nof t=nof r=13nof r=2n

3x=%n+k-2ﬂ 0f3x=%n+k-2ﬂ

_ 1 .2 -5 .2
x—18n+k 3n 0fx—18n+k 3n

Op het gegeven interval zijn de oplossingen x = %n of x= 15—811 of x= %n of

17 17 — 11
X=1gn ofx—llsnofx—llsn.
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8 a sin(2r)=-1

2t=13n+k-2n
t=%n+k*n

Op het gegeven interval zijn de oplossingen ¢ = —%n of t= %n of t= 1%7: of

t= 2%11.
b cos(%t) — %\E =0
cos(}—tr) =% 2

tt=gm+k2nof jt=—fn+k-2n
t=n +k-8n of t=—-n +k-8n
Op het gegeven interval zijn de oplossingen = —nt of t=m.

¢ 2sin(31) =43
sin(3) =343
3I:%ﬂ+k'2ﬂ 0f3t=%n+k-2n
t=in+k-In of t=2n+k-in
Op het gegeven interval zijn de oplossingen ¢ = —%n of r= —gn of t= %n
oft=§noft=%noft=gnoft= Ignoft= lgnoft=2%n 0ft=2%nof
t=2nof t=2%5n
d —10cos(4t)=5
cos(4t) =—%
dt=3n+k-2n of dt=-3n+k-2n
t=%n+k~%ﬂ:oft=—én+k°%n
Op het gegeven interval zijn de oplossingen ¢ = —%n of r= —“23‘T[ of t= —%"T[
of t=—-é—n0fr=%noft=%nof t=%noft=%rtoft= 1%noft= l%nof

t=13nof r=12n0f r=2knof t=2knof r=2%nof r=22n.

9 a 6(:05(%)6) =32
cos(ln) =12
%x=%ﬂ+k°2:r[ Of%x=—%ﬂ+k'2ﬂ
x=%n+k-4rc of x= —%n+k-4n
Op het gegeven interval is de oplossing x = %T[.

b Ssin(2x) =243

sin(2x) =143
2x=ln+k-2nof 2x=2n+k-2n
x=én+k-n0fx=%rt+k'n
Op het gegeven interval zijn de oplossingen x = —gn of x= —%n of x= é—n of
x=%n0fx= 1%n0fx= l%ﬂ.
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10 a

11 a

12 a

84

Vaardigheden 7

cos(x) =043

Met de rekenmachine:

Invoer: y; = cos(x)en y, =043
Venster: 0<x<2n, —1<y<1

Optie: snijpunt

De oplossing is x = 1,126 of x = 5,157.
2cos(x)+23=1.5

Met de rekenmachine:

Invoer: y, =2cos(x) +23eny,=1,5
Venster: 0< x<3n,0<y<5

Optie: snijpunt

De oplossing is x = 1,982 of x =4,301 of x = 8,265.

llf(x3 —6x)dx= [}Tx“ = 3x2]il =

Loq14a=3.112)=-(L-14=3-12) = 3297} — =22 = 3300
4 4 4 4

T(x4 +3x2+5

4
3 dx = i[(x2 +3+5x H)dx=

X
%x3+3x—Sx‘l]‘f:(%-43+3-4—5-4‘1)—(%-13+3-1—5- 1‘1):
b - -12=332
16 16 1 i
[ (23 = 3yx) dx = [ (25 - 3x3)dx =
1 1
[£x — o] = (4165 -2+ 161) = (- 12 =2+ 113) =
6911 — —11 = 6922

f({@ +3x*)dx = jl(x% +3x%)dy =
0 0

—

2 1 ) 2
%x1§+%x5]0: (%.115 +%.15)_(%.01§ +%.05):1

%x3—4x2+5x+12=—4x2+7x+12

%x3—2x=0
x(%x2—2)=0
x=0of x2=4

x=0of x=20f x=-2

f(0)=12, f(2)=10en f(-2)=-18
De snijpunten zijn (0, 12), (2, 10) en (=2, —18).

Vaardigheden 7
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13 a

14 a

15 a

f((%ﬁ —4x2+ 5x + 12) - (—4x2 +7x+ 12) )dx = (j(%x3 - 2x) dx =
-2

=)

[éx4—x2]02 ( S04 — ) (8 (2)4_( 2)) ) R, P

De oppervlakte van het linker gebied is 2.

F((—dw2+ 7+ 12) - (b — w2+ 5+ 12) Jde = (L + 2)dx =
0 0

[t 2= (-2t 4 22) = (k-0 +02)=2-0=2.

De oppervlakte van het rechter gebied is ook 2.

405 )3 4 B ; 14 -125 |
l(x—Z) = [TeBtr =~ (3], - [Z(x—2)2 L=
-125 125 375 .
S Wp————— 44
8 2 g

6
[(5x +9)dx=[2Lx2 +9x[ = 144 - 28 = 116
&

3
_[2(2 - 32dx=[-§ (2- 3x)*], =38} - —s68 = 95

30 4 " . .
f(m)dx :_,[(4(2)“_3) 1)dx=[4(2x+3)2]_1 =12-4=28

T(x4—3)dx+ I(x4—3)dx= jz(x4—3)dx:[-;~x 3x] =2--393=40

_3 _

14(——x)dx—lj4(i+ Y) = f20dr=[-]"* =196 - -1 = 195
1 1

]
1
T( 2+L?.x+7’)dx+J.(3x+7')dx I( X2+ 5x + 14)dx =
5
-

133+ 2002 + 14x ] = 106} - 903 = 15}

VX2—4=x-2 d \}6+\{;:4

N -4=x2-4x+4 6 +x=16
—4=—4x+4 Vx=10
4x=8 x = 100 (voldoet)
x =2 (voldoet)

3 = o 2+x:3
\2x+4 \x
2x+4=13 Wx=2+x
2x+4=2% Ox =4 + 4x + X7
2x=-13 = 5y+4=0
x = —£ (voldoet) (x—4)(x-1)=0

x =4 of x =1 (beide voldoen)

2\{;=\{E f \Ix2+2x=x+2
dx =2x X2 2= 52 ¥dx +4
x =0 (voldoet) 0=2x+4

x = —2 (voldoet)
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16 a

17 a

86
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Door substitutie krijg je 2¢ — 2t — 60 = 0.
#—t-30=0

(t—6)(t+5)=0

t=6of t=-5

lx+3=6o0ffx+3=-5

%x=3of%x=—8

x=6of x=-16

Door substitutie krijg je 2 — 5t + 6 =0.
(t—2)(t=3)=0

t=2o0ft=3

S5¥=2o0f 5¥=3

x =log(2) of x = log(3)

x*—13x2+36=0
stel x2=p

pPP—13p+36=0
(p=-4HP-9=0
p=4of p=9
2= 4of 2=9
x=-2o0of x=2of
x=-30fx=3

(1+3x) - (1+1x)-2=0
stell+%x=p
pP-p=2=0
(P=2)(p+1)=0
p=2of p=-1
1+3x=20f 1 +ix=-1

lx=lof 3x=-2

x=3of x=-6

1 8
—2+—+15=0
xr X

2
(l) +8-l+15=0
X 5%

1
stel;—p
pP+8+15=0

(p+3)(p+5=0

p=-3of p=-5
1
—=—30fl=—5
X X

X

=il el
= 3Ofx— 3

Vaardigheden 7

—%x+% x+14=0
—(Vx)" +3yx +28=0
stel\/;=p
—p?+3p+28=0
pPP-3p—-28=0

(p=-Np+4=0
p="Tof p=—4(voldoet niet)

Vx=17

x=49
6= +.67-1=0

stel6™¥=p
-p+ZLp-1=0
6p>—=3Tp+6=0
D=(-37)"-4-6-6=1225
p=60fp=é

6>=6o0f 6*=¢=6"

—x=1lof —x=-1

x=—lofx=1

tel =

stel —=p

65 p>+ 10p+4=0
2

(2kp+2f=0

2%p+2=0

Up=-2

[FNEETAFSN

* Q|+~
EN[V IS
|

|
|
—_
-
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18 a

19 a

6(x—21)(x+13)=0 d (v-5)3x¥-21)(4-x) =0

x=21=00f x+13=0 xi =50f 3x3=21 of x=4

x=21of x=-13 =50 x’=7of x=4

x=15625of x=47 of x=4
x2(x—9)=3x2 e (x—972=(2x+3)?
x2=00fx—-9=3 x—9=2x+3o0f
x=0of x=12 x—9 E—=Dx—3

x=—120of 3x=6

x=—120f x=2
3(5x —2)?>=48 f 3(x*-9)=(x*-9)?
(5x—2)2=16 3=x*-90f x*-9=0
5x—2=-4o0of 5x—2=4 ¥*=120f x¥*=9
5x=-20f 5x=6 x=4120of x=-12 of
x=—%ofx=l% x=49ofx=—%f§
12
[x+1] 3

1 2z
Voor x = —1 wordt de vergelijking ==
x+1 3
20x+1)=3
2x+2=3
2x=1
x=%(voldoet aan x2—1)
1 2

Voor x < — 1 wordt de vergelijking —— 173
2(=x—-1)=3
-2x—-2=3
=2x=35
x=—2%(vold0et aanx < —1)
De oplossing isx=%0fx=—2%.
| +1]=12
Voor x < | wordt de vergelijking —x* + 1 = 12.
~x¥=11
xX=-11

xX= \3}—11 (voldoet aan x<1)
Voor x> 1 wordt de vergelijking x> — 1 = 12.
=13

xX= sfﬁ (voldoet aan x > 1)

De oplossing is x = \3/—11 of x= i[ﬁ

© Noordhoff Uitgevers bv
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c |x*—5x|=#6
Voor x? — 5x 20, dus voor x <0 of x > 5 wordt de vergelijking x> — 5x =6
x-5x—-6=0
(x—=6)(x+1)=0
x=6of x=-1 (voldoen aan x < 0 of x 2 5)
Voor x? — 5x < 0, dus voor 0 < x < 5 wordt de vergelijking —x>+ 5x =6
X2—=5x+6=0
(x—2)(x—3) =0
x=2of x=3(voldoen aan 0 < x < 5)
Deoplossingisx=—lof x=2of x=3of x=6.

d [4x- x\{;| =X VISHR-RA (D
Voor 4x — x\j; > (), dus voor 0 < x < 16 (zie plot) wordt de vergelijking
4x — X\{; =X
3x— xyx=0

x(3-+x)=0 e veo
x=0of x=9(voldoen aan 0 < x < 16)

Voor 4x — x\E <0, dus voor x > 16 wordt de vergelijking —4x + x\[)_c =x.

—5x+x\f;=0
x(—5+\f;)=0
x=0ofyx=5

x =0 of x=25 (voldoet aan x > 16)
De oplossing is x =0 of x =9 of x = 25.
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15 Meetkunde: rekenen of redeneren

Voorkennis

V1 a AC?=142-132=27,dus AC=27=3f3
cos(LB)=i_i, dus ZB=22°
ZC=180-90—22=68°

b DF2=132—52= 144, dus DF =144 =12
sin(£ D) = 35, dus £D = 23°
ZE=180-90-23=67°

¢ ZP=180—-90-57=33°

oy 16 __16
tan(57°) = OR dus QR = tan(57°) 104
) o 16 _
sin(57°) = 70 dus PO = Sn(57) = 19,1
V2 graden 0 30 45 60 90
sinus 0 % %\E %\6 1
cosinus 1 %\B %\E % 0

V3 a De drie overeenkomstige hoeken zijn gelijk.

. . DE 21
b De vergrotingsfactor is —=—=
AB 7

c AC=%=4enEF=5-3=15

V&4 a /C zitin beide driehoeken en £Z4 = ZCDE (F-hoeken) en
ZB=/ZCED (F-hoeken) dus AABC~ ADEC.

AABC ‘ AC=9 | BC= ... |AB:13%

ADEC ‘ CD=6 I CE=28 |DE=...

AC 9
De vergrotingsfactor van ADEC naar AABC is Ve 1
13

DE=—==9en BC=15-8=12

2
¢ BE=BC-CE=12-8=4

=

VS a ZA= /D (Z-hoeken) en ZB= ZE (Z-hoeken) dus zijn alle overeenkomstige
hoeken gelijk en is AABC~ ADEC.

AABC | AB=25 | AC=x | B = o

ADEC ‘ DE=10 |I)C=42—x‘ EC=...

10x=25+(42 — x)
10x = 1050 — 25x
35x =1050
x =30
¢ AB:DE=25:10=5:2
Lijnstuk AD wordt verdeeld in de verhouding 5 : 2, dit betekent voor 4AC
vijf delen van de in totaal zeven delen, dus AC = % - 42 = 30.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 15 Meetkunde: rekenen of redeneren 89



15 Meetkunde: rekenen of redeneren

Vé a B

b MA = MB = straal, dat betekent dat drichoek 4B M gelijkbenig is en dus ligt
M op de middelloodlijn van AB.

d Omdat NC= ND = straal, is ACDN gelijkbenigen £C = £D.
ZCON = ZDON =90°, dus is ook LZCNQ = LDNQ.
Dus ligt Q op de bissectrice van LZCND.

15.1 Sinusregel

intro Je kunt een hoogtelijn vanuit de voet van de toren in de bovenste drichoek
tekenen. Je weet de hoek bij de top van de toren dus kun je de lengte van
deze hoogtelijn en vervolgens de afstand vanaf het punt op het strand naar
de voet van de toren uitrekenen. Met die afstand kun je in de onderste
driehoek dan de hoogte van de duintop berekenen.

RS
1 a sin(64°) = Edus RS =12 -5sin(64°) = 10,785... = 10,79.

10,785...
Rl g 6 g,
RO 15

ZPRQ ~ 180° — 64° — 46° = 70°

b sin(£Q)=

c cos(64°) = II)_ZS dus PS =12 cos(64°) = 5.260... = 5,26

S
cos(46°) = %— dus QS = 15-cos(46°) = 10,42
PO =5.260... +10,419... = 15,68

PO 15,69
- == = 16,7
sin(£R) sin(70°)
R
_Q __ 15 167
sin(£P) sin(64°)
PR 12 16.7

Sin(ZQ)  sin(46°)
Klopt, ze zijn alle drie ongeveer even groot.
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sin(or) = %dus h=b-sin(o)

h
sin(B) = P dus i =a-sin(P)
Omdat = a - sin(B) en 4 = b - sin(ox) volgt hieruit dat @ - sin(f) = b - sin(o)
Beide kanten delen door sin(a) en door sin(f3) geeft

a-sin(B)  b-sin(o) 9 _ b
sin(or) - sin(f3) ~ sin(o) - sin(f3) orwe sin(o) sin(P)

Om dat te bewijzen heb je de hoogtelijn vanuit 4 nodig.

b 5 5+ sin(88°)
: == dusb=——"""—-—
sin(88°)  sin(49°) sin(49°)

= 6,6 ofwel AC=6,6

v=180° — 49° — 88° =43°

¢ 5 g g T INBT) el ATl
= us c= = 4,5 ofwe =4,
sin(43°)  sin(49°) sin(49°)
17 13 13 - sin(79°)
= dus sin(B) = ————==0,750... en p = 49°
s sug ) 17 ’ =
= 180° — 79° — 49° = 52°
17 ¢ _ 17 -sin(52°)

= d = 13,6 ofwel AB= 13,6
sin(79°)  sin(52°) © ¢ T T sin(79°) 0 OTwe

B = 180° - 67° - 53° = 60°

@ __ 4 usa=2SOT) s ofwel BC=47.8
sin(67°)  sin(60°) © 4T T sin(eoe) o OIWEIBEERL
45 - sin(53°
: < - = - dusc=w=4l,5 ofwel AB=41,5
sin(53°)  sin(60°) sin(60°)
12 14 12 - §in(82°)
= dus sin(or) = ————— = 0,848... en o, = 58°
sin(e)  sin(gze) us sin(©) 14 s B
B~ 180° — 82° — 58° = 40°
14 - sin(40°
B W e I el AC
sin(40°)  sin(82°) sin(82°)

PN
cos(65°) = - dus PN =7-cos(65°)=2,958... = 3,0

SN
sin(65°) = - dus SN =7-sin(65°)=6,344... = 6,3
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Meetkunde: rekenen of redeneren

7 Voor AABC geldt

dus sin(£B) =

RN=417-6,344..2=15771... = 15,8

PR=PN+ RN=2958... +15771... = 18,7
7 4

sin(£PRS) sin(65°)

7 * sin(65°)
17

ZPSR=180°—65°—21,912...° =93,087...°

sin(£PRS) = =0,373... dus LZPRS=21,912...°en

PR _ 17 170sin@3087.0)
sin(93.087..°)  sin(65°) N T T gin(ess

6 13
sin(23°)  sin(£0Q)

. 13 - sin(23°)
sin(£Q) = T: 0,846... dus ZQ = 58°

6 13
sin(23°)  sin(£Q)

dus sin(£Q) = 0,846...

sin(180° — 58°) = 0,848... en sin(58°) = 0,848...
ZQ=180° —58° =122°

4 8 . 8sin(27°)
- =— dus sin(£D)=———=0,907...
sin(27°)  sin(£D) 4

ZD = 65° maar de hoek is stomp dus £D = 180 — 65 =115°.
ZBCD=180—115-27=38°

ZADC=180—-115=65°

Omdat AC= DCis AABC gelijkbenig, dus £ A4 = 65°.
ZACD =180 — 65 — 65 =50°

4sin(50°
.AD = : dusAD=S.IL)'=
sin(50°)  sin(65°) sin(65°)

3.4

BD 8 _ 8sin(38°)

= dus BD 5.4
sin(38°)  sin(115°) <

sin(115°)

_ 10 c
sin(ZB)  sin(30°)
125in(30°) 10

=0,6
10 ’ 300

ZC=180—-30-37=113°0of LC=180—-30—-143=7°

dus ZB,=37°en ZB, = 180 — 37 = 143° A B1v82

Voor ADEF geldt

dus sin(£ZE) =

12 6
sin(ZE) sin(30°)
12sin(30°) {

3 =

ZE=90°, dus voor ADEF is er maar één mogelijkheid.

92
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a 10

03 a G = o)

_ 10 +sin(73°)

=18,046... = 18,0
sin(32°) ’ ’

c y=180°—73°—32°=75°

d 10 ¢ J B 10 - sin(75°) _ (8.0 (5
sin(32°)  sin(75°) C T sin32e) el TS
5 8
052 o™ sin(p)
8 - sin(27°
sin(B) = %) — 0,7263... = 0,726

b B = sin ~1(0,7263...) = 46,584...° = 47°
180° — 46,58...° = 133.415...°
sin(133.415...°) = 0,7263... dus sin(180° — B) = sin(P)
d grote drichoek:
B =47° geeft y~ 180° — 27° — 47° = 106°
5 ¢ 5+ sin(106°)

= dus AB=¢c=——=10.6
sin(27°)  sin(106°) < “T Tsin(27%) ’

kleine driehoek:
B = 133° geeft y=~ 180° — 27° — 133° = 20°

5+sin(20°
R e

3 dus AB=c¢=
sin(27°)  sin(20°) sin(27°)

Ul a ZABM=/ZBAM=q,en LZACM = LCAM = o,
ZAMB=180° -2+, en ZAMC=180° -2+ 0.,
dus ZBMC = 360° — (180° — 2a;) — (180° — 2a,) = 20, + 201,
b ABMC is gelijkbenig dus de middelloodlijn ME is tevens bissectrice van

ZBMC en daaruit volgt ZCME = %(2051 +20) =0, o, =0

BE
In A BME geldt sin(£BME) = T

o i g BE
LBME=o0, BE= %a en BM = R, dit invullen in sin(£BME) = B geeft

a

b=

sin(or) =

a
2sin(o)

Daaruit volgt R - sin(o) = %a ofwel R =

¢ Voor de oppervlakte geldt O = % - CT+ AB.
_ cr . . 1 . 1 .
AB=cen 5 sin(0), dus CT = bsin(a) en O = 5+ bsin(a) * ¢ = 5 besin().

B a abe abce _abc
2sin(o)  2bcesin(or) 4-%bcsin(0c) 40
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15 Meetkunde: rekenen of redeneren

15.2 Cosinusregel

intro  Bij de tweede driehoek kun je £C direct berekenen met de sinusregel.
Bij de eerste en derde driehoek moet je eerst de hoogtelijn vanuit C (of A)
tekenen, vervolgens de zijde er tegenover lengte x en § — x noemen (of x
en 5 — x). Door twee keer de stelling van Pythagoras toe te passen kun je x
berekenen en vervolgens ZC.

8 a Stel Qis het snijpunt van de verticale lijn door P met de x-as.
De stelling van Pythagoras toepassen in AQQP geeft
PQ? + 0Q? = 12 dus (sin(x))? + (cos(x))? = 1

b Als de hoek stomp is, dan is de afstand OQ gelijk aan —cos(x).
Dan geldt (sin(x))? + (—cos(x))? = 1 en daaruit volgt weer
(sin(x))* + (cos(x))* =1

~0
1]

; CcD ;
sin(80°) = To dus CD =10 -sin(80°) =9,848... = 9,8

AD
b cos(80°)=wdusAD= 10-cos(80°)=1,736...= 1,7

BD=15-1,736...= 13,263...~ 13,3

¢ BC=19,848..2+13263..2= 16,5

10 a sin(o) = C;—D dus CD = b - sin(ov)

AD
cos(a) = e dus AD=b-cos(o)en BD = ¢ — b - cos(or)

b De antwoorden van opdracht a invullen in BC? = CD* + BD? geeft
a* = (b +sin())? + (¢ — b * cos(a))?
haakjes wegwerken
a*= b2+ (sin(o))*> + 2 — 2+ b ¢+ cos(ar) + b2+ (cos(x))?

a* = b2 - (sin(a))> + b2 - (cos())> + 2 =2 - b - ¢ - cos(an)
a* = b* - ((sin(a))* + (cos(ar))?) + ¢ =2+ b - ¢ - cos(or)
a2=p1+c2—2b+c"cos(o)
a=b+c—=2+b+ccos(on)

(2]

11 a c

Neem de cosinusregel met ¢ = BC :
a=b2+c2=2-b-c-cos(or)
a*=19>+15>-2-19-15-cos(39°) = 143,02...

BC=a=+143,02... = 12,0
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b QR2 =352+ 132—2+35+13 -005(85°) =1314,68...

OR =+1314,68... = 36,3

¢ Neem de cosinusregel met oo = £L :
KM?=KI*+ LM* -2+ KL+ LM+ cos(c)
122=152+18>—-2-15-18- cos(o)
144 = 549 — 540 - cos(or)
540 « cos(or) = 405
cos(a) = % geeft o = LL =41°
Neem nu de cosinusregel met B = ZM :
KI?=KM?>+ LM?>—2+ KM+ LM - cos(B)
152=122+182—2+:12- 18 cos(B)
225 =468 — 432 - cos(B)
432+ cos(P) = 243
cos(B) = % geeft f = ZM = 56°

12 a 2=a>+b*—2-a-b-cos(y)
652 =332+ 562 —2+33+ 56 cos(y)
4225 = 4225 — 3696 - cos(a)
3696 - cos(y) =0
cos(y) =0 dus y=90°
b Drichoek 4BC is rechthoekig.
Als y=90° dan geldt
A= +b*—2a+b-cos(90°)
A=a*+bh*—2-a-b-0ofwel 2 =a*+ b?

13 a 92=142+82—-2-14-8-cos(LF)
81 = 260 — 224+ cos(LF)
224 - cos(£LF)=179
cos(LF) = 103 geeft LZF=36,955...° = 37°
§ 9
sin(£E) sin(36,955...°)
8 - sin(36,955...°)

sin(£LE) = 5 =0,534... dus LE = 32°

c 142=92+82-2:9:8-cos(£LD)
196 = 145 — 144 « cos(£D)
144 - cos(£ D) = =51
cos(£D) = —15314; <0

d ZD= cos(—2L)=110,742..° = 111°
LD+ LE+ ZF=111° +32° + 37° = 180°

14 De stompe hoek ligt tegenover de langste zijde, dus tegenover zijde ST.
ZU 1s dus de stompe hoek.
132=624+92—2-69 cos(£U)
169 =117 — 108 « cos(£LU)
108 - cos(LU) = —52
cos(LU) = 2= geeft LU= 118,782...° ~ 119°
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15 a AH={¥+4=5
AF= 122+ 42 =160
FH =122+ =153
b (V153) = (y160)° + 52— 2160 - 5 - cos(£LA)

153 = 185 — 104160 - cos(LA)

cos(LA)=

geeft £A4 =75345...°=75°

32
10y160
52= (\f@)2 + (\/ﬁ)z — 24160 /153 - cos(£A)
25 =313 —2-1/160 /153 - cos(£ A)

2+4/160 - 153 - cos(£F) = 288

288
cos(LF) = ——F———=dus LF=23,021...°=23°
(5 2-4/160-4153

ZH=180° —75,345...° — 23,021...° = 82°
16 Eerst /A4 berekenen:
(2= 082+ [72 =D B8+ 1T vcoslLd)

952c0s(£A) =632, dus cos(£LA) = % =0,663...en £A4=48406...°
Nu de cosinusregel toepassen in A ADC:
CD*=1424+ 172 =214+ 17-cos(£LA)

CD?= 14+ 17 =2 14-17-52
CD>=169dus CD =13

011 a 8

21

ks
A 1" C

b *=d*+b*—2-a-b-cos(y)
E=01% % 1123 21«11+ cos(57%)

2 =310,376...
¢ ¢=+310,376...=17,617...= 17,6
d R
1" 12
P Q
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1

e Tegenover hoek R ligt zijde PQ.

f PQ°=PR>+ QR*—2+PR*QR" cos(£R)
152=112+12>—-2-11-12- cos(£ZR)
225=265— 264+ cos(£LR)

264 - cos(£R) =40
cos(£LR) = % = %

g ZR= cos™!(3)=81,285...°~81°

LZAMD =72°en ZADM =90° dus ZMAB = 18°

ZAMB=%+72° =36°, dus LABM = 180 — 18 — 36 = 126°
De sinusregel toepassen in A A BM geeft
8 AM _ 8sin(126°)

= dus AM
sin(36°)  sin(126°) sin(36°)

=11,011...

Ze moet een cirkel met een straal van 110 mm tekenen.

5.3 Stelling van Thales

intro Al deze hoeken zijn 90°.

17 a A AMC is gelijkbenig, dus ZACM = 54°

LAMC=180—-2x 54="72° dus ZBMC =180 —72=108°
A BMC is ook gelijkbenig, dus £ZBCM = % (180 — 108) = 36°
ZACB=ZACM + ZBCM = 54 + 36 =90°

b A BMC is gelijkbenig, dus ZBCM = 40°
ZBMC=180—2 x40 =100° dus £ZAMC = 180 — 100 = 80°
A AMC is ook gelijkbenig, dus ZACM = % (180 — 80) = 50°
ZLACB=ZACM + ZBCM = 50 + 40 =90°

¢ A AMC is gelijkbenig, dus ZACM =«
ABMC is gelijkbenig, dus ZBCM =
LACB=ZACM + ZBCM = o+ 3
De drie hoeken van AABC zijn samen 180° dus o+ B+ o+ =
Daaruit volgt oo + f = 90°, dus LACB = 90°.

18 a b c

D

180°.

¢ De diagonalen van een rechthoek zijn even lang en delen elkaar middendoor.

d Het snijpunt van de diagonalen heeft gelijke afstand tot alle vier
hoekpunten, dus C ligt op de cirkel met middellijn 4 B.
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19 a

20

21 a

LZMAP =90° dus M, A en P liggen op een cirkel met middellijn MP (stelling
van Thales).

ZMBP =90° dus M, Ben P liggen op een cirkel met middellijn M P (stelling
van Thales).

De vier punten M, 4, Ben P liggen dus op dezelfde cirkel.

Het middelpunt van deze cirkel is het midden van lijnstuk M P.

Neem het midden N van lijnstuk MP als middelpunt en de halve lengte van
MP als straal van een cirkel. De snijpunten van deze cirkel met de cirkel met
middelpunt M zijn de raakpunten 4 en B

"

ZC=90°en £ZD = 90° (stelling van Thales)
Uit AC= BC volgt LA, = ZB,dus LA, = ZB, = 45°. e
ZA,=35° dus £ZB, =180 — 35— 90 = 55°

ZA=45+35=80°en LB =45+ 55=100°

ZBDH =90°, dus de punten B, D en H liggen op de cirkel met middellijn
BH (stelling van Thales).

ZBFH =90°, dus de punten B, Fen H liggen ook op de cirkel met
middellijn BH (stelling van Thales).

Daaruit volgt dat de punten B, D, Fen H op een cirkel liggen.

ZADB=90°, dus de punten A, D en B liggen op de cirkel met middellijn A B
(stelling van Thales).

ZAEB=90°, dus de punten 4, Ben E liggen ook op de cirkel met middellijn
AB (stelling van Thales).

Daaruit volgt dat de punten 4. B, D en E op een cirkel liggen.

Dat is het midden van zijde 4 B.

AFDC, AFHE, CDHE en BCEF.

e Als AABC een stompe hoek heeft, ligt het punt H buiten de driehoek.

22 a

23

98

C
D
De beweringen kloppen nog steeds, alleen krijgen de hoekpunten van de v\
vierhoeken in sommige gevallen een andere volgorde. = B

ADEC ontstaat uit een vermenigvuldiging van AA4BC met een factor 0,5. N

DE
Daaruit volgt dat ZCDE = ZCAB =90°, dus Nk (F-hoeken).

Uit de vermenigvuldiging volgt dat DE = %AB, dus DE= AF.

Vierhoek ADEF heeft twee rechte hoeken en twee zijden die evenwijdig en
even lang zijn, dus vierhoek ADEF is een rechthoek.

De cirkel met middellijn 4F gaat door de vier hoekpunten van rechthoek
ADEF.

ZAGE =90°, dus de cirkel met middellijn 4E gaat door 4, Gen E.

Er gaat dus één cirkel door de punten 4, D, E. Gen F.

Het middelpunt is het midden van lijnstuk AE.

ZACB = 90° (stelling van Thales).

Evenzo is ZAED = 90° en ZBFD = 90°.

Vierhoek CEDF heeft dus vier rechte hoeken en is dus een rechthoek.
De diagonalen van een rechthoek zijn even lang, dus CD = EF.
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24 a ZACB=90° (Stelling van Thales) en AB =8
AC
cos(30°) = ry

%\ﬁ=‘2—cdusAC=8-%\[§=4\[§

021

023

U3

b £ZABC=180-90-30=060°
ZACB = 90° (stelling van Thales), dus ook ZBCD = 90°,
Omdat AC = CD zijn de driehoeken 4BC en DBC gelijkvormig met factor 1.
Dus 1s ZBDC = 30° en daaruit volgt ZCBD = 60°.
ZABE=180-60 — 60 = 60°.
Punt E ligt op de cirkel met middellijn 4B dus ZAEB = 90° (Thales).
De hoeken van A ABE zijn dus gelijk aan de hoeken van A4 BC, dus deze
driehoeken zijn gelijkvormig met factor 1.
Daaruit volgt BE = BC.

a AADC is rechthoekig.

b M is het midden van lijnstuk 4 C (stelling van Thales).

¢ N is het midden van lijnstuk BC (stelling van Thales).

d De zijden van ACMN ontstaan door de zijden van ACAB te
vermenigvuldigen met factor %

e MN=ixAB=4}

a /£STA =90° volgens de stelling van Thales.
b Volgens de stelling van Thales is ook ZSTE =90°.
¢ ZATB=90+90=180° dus T ligt op lijnstuk AB.

a ZLADS=90°en ZBCS =90° (stelling van Thales).
ZASD = ZBSC (overstaande hoeken)
De drichoeken ASD en BSC hebben gelijke hoeken dus AASD ~ ABSC.

AS SD AS 3
—=— dus —=

b Uit de gelijk igheid vol =—.
it de gelijkvormigheid volgt 7S SC T

AS - SC=24en omdat AS = SC geldt AS2 =24, dus AS =24 = 2,/6.
¢ AD?+ DS2=AS2, dus AD?=24-9=15.

BD=11en AD =415, dus AB>=15+112= 136.

AB =136

De straal is MA =% 136 (of \’-},; 136 = \f4—4)

15.4 Cirkels en raaklijnen

intro  Stel de straal van de kleinste cirkel is  dan is de zijde van het vierkant gelijk

aan 2r.

Voor de diagonaal d van het vierkant geldt dan d” = (2r)> + (2r)* dus d = @

De straal van de grote cirkel is % d= % \JSr = \2r?
De oppervlakte van de kleine cirkel is 7 - #2

De oppervlakte van de grote cirkel is m + (\}2}‘2)2 =mq «2r

De verhouding van de oppervlaktenis 1 : 2
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a n o w

26

27

28 a

29 a

30

100

De symmetrieas is de lijn MP.

Uit de symmetrie volgt dat P4 = PB.

PM is de symmetrieas van ZAPB, dus PM is de deellijn.
Omdat P4 = PBis APAB gelijkbenig, dus ZPAB= ZFPBA.

S P4
MA=5en LZAPM = 30°, dus — = sin(30°) en —— = c0s(30°)
PM PM

B
sin(30°)

=10en PA = PM-cos(30°) = 1013 =53

BD = QD = 3 (gelijke afstanden tot de raakpunten)
PB=10+3=13, dus ook P4 = 13 (gelijke afstanden tot de raakpunten)
CA = CQ = 5 (ook gelijke afstanden tot de raakpunten), dus

PC=13-5=8
ZCAB=90° want de raaklijn staat loodrecht op de straal. ]
Evenzo is ZCEM = 90°.
ZCME=180-90—- ZCen ZCBA =180 -90- £C, dus / g
ZCME = ZCBA. 5|
In AMDE geldt 3> + DE* = 5%, dus DE>= 16en DE=4, M
ZMDE=90°, dus ook AMDE~ ABAC. 5
T ij .
rek de hulplijn EF. , / .
EF=DA=38 i 3 ¥,

BF 8
ABEF~ AMED, dus 3 = 1 en dus BF = 6.

AF=DE=4,dus AB=4+6=10.

MA
MA L ABen NB 1 AB(straal loodrecht op raaklijn) dus B

SA4 =8P en SB=SP (gelijke afstanden tot de raakpunten), dus
SA=SB.

AMAS ~ AMPS (alle overeenkomstige zijden

zijn gelijk), dus ZMSA=2ZMSP. (1)

ANBS ~ ANPS (alle overeenkomstige zijden zijn

gelijk), dus ZNSB= ZNSP. (2)

ZMSA+ ZMSP + ZNSP + ZNSB = 180° (3)

Uit (1), (2) en (3) volgt nu:

2/MSP+2/NSP=180°

ZMSN = /ZMSP + ZNSP =90°

Teken de lijnstukken MP en NQ en vervolgens NR evenwijdig
aan PQ.

Omdat MP en NQ beide loodrecht op PQ staan is NOPR een
rechthoek en MNR is een rechthoekige driehoek.
MR=25-10=15en MN=25+4+10=39.
NR?+152=392 dus NR*> =392 - 152 =1296 en NR = 36.

PO =NR=36
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31 Teken lijnstuk MC en teken lijnstuk CE evenwijdig met 45.

ME=15-8=7en CE=AB=24, D
MC? =T+ 242 =625 dus MC =+625=25. 15"
CD? + 152 =252 it

CD? = 625 — 225 =400

= — E C
CD =400 = 20 / :
.

A 24 B
028 a Als ZDSE= Z/DES danis DSE een gelijkbenige driehoek en zijn DS en DE D
even lang.
b destraal ME
¢ AM = ME (straal) dus A4 ME is gelijkbenig en daarom is ZSAM = ZSEM. E
d MELDEdus ZDES=90°— LSEM. s
e ZDSE=/ZASM (overstaande hoeken), dus ZDSE =90° — ZSAM. A n B
Uit opdracht ¢ volgt dan dat ZDSE=90° — ZSEM.
Maar in opdracht d was ook ZDES =90° — ZSEM.
Dus hieruit volgt ZDSE = ZDES.

En uit opdracht a weet je dan dat DS = DE.

029 a Stel Fis een punt op het verlengde van AC.

ZDCE=/DCB+ ZBCE

/DCE=Yz4cB+LsBCF=124CF

ZACF=180° dus ZDCE = 90°.

De stelling van Thales.

Omdat DEC een rechthoekige drichoek is met ZDCE = 90°, is het midden
van DE het middelpunt van de omgeschreven cirkel.

C ligt op de cirkel met middellijn DE.

n o

U Stel de straal van de cirkel is r, dan is PB= PM — ren PC= PM +r.
ZPAM =90°, dus PA2 + AM?= PM?
PA*+ 2= PM?dus PA> = PM?>— 12
PBX PC=(PM - r)(PM +r)= PM2— 12
Conclusie: PB X PC= PA>

15.5 Algebraisch of meetkundig

intro  Stel een vergelijking op van AB en een vergelijking van de loodlijn uit O op
AB. Bereken de codrdinaten van punt C en vervolgens de afstand OC.
De driehoeken OABen CAO zijn gelijkvormig en daarmee kun je zijde OC
ook berekenen.

32 a AB?=32+42dus AB*=25en AB=5

sin(£A4) =1
oc _oc
b sin(£A)=——=-——
e Y
oC 3 3.4 12
s lgus0c=1"=2=02
4 598 5 5 °3
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33 a

34 a

102

1-04:0B=%-0C+4Bdus OA+ OB= OC- 4B

12
4X3=5XOC,dusOC=?=2%

— 5
OR = (_ 19 dus een vergelijking van de raaklijn in R is 5x — 12y = 169.

Snijden met x = —13 geeft —65 — 12y = 169, ofwel —12y = 234,

v =-195dus P(-13,-19%).
Snijden met x = 13 geeft 65 — 12y = 169, ofwel =12y = 104.

v =—82dus 0(13,-82).

W-O_QE( ~13 )( 13 )=—169+3§%-33§=0,dus4P0Q=90°.
— 195 —83

Stel 4 en B zijn de snijpunten van de cirkel met de x-as.

0A=0R, AP= RPen OP = OP, dus de drichoeken O4P en ORP zijn
gelijkvormig met factor 1. Daaruit volgt Z4OP = ZROP.

OB=0R, BO=RQen OQ= 0Q, dus de drichoeken OBQ en ORQ zijn
gelijkvormig met factor 1. Daaruit volgt ZBOQ = ZROQ.

ZROP + ZROQ =5 LAOB =1 x 180 = 90°, dus LPOQ = 90°.

MS en MR staan loodrecht op 4B respectievelijk AC, dus ASMR is een

vierkant. De diagonaal van het vierkant is tevens de bissectrice van hoek A.

De vergelijking van lijn AM is y = x.
De lijn door B(21,0) en C(0,28) heeft als helling —% = —%,

De vergelijking van lijn BCis y = —%x + 28.
Het snijpunt van de lijnen AM en BC berekenen:

x=—§x+28

Tx=28,dus x =12.

De codrdinaten van M zijn (12, 12) en de straal is dus 12.
BS=21-r

De driehoeken BSM en BAC zijn gelijkvormig:

S_M_B_S' 11 ftL_Zl—r
AC _BA mvullen gee 28_ 21
21y = 588 — 28r

49r = 588, dus r=12.

De oppervlakte van drichoek ABM is % 21 -r= 10% r.
De oppervlakte van drichoek A CM is % + 28 r = 14r.
De oppervlakte van driechoek ABC is % +21-28=294.
10§ r + 14r = 294

24% r=29%dusr=12.
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35 a

36

37 a

38 a

A .

CE*+6*=12%

CE? =108, dus CE=+/108 = 63

De codrdinaten zijn C(O, 6\5) en D(3, 3\5).

Punt Z verdeelt CE in de verhouding 1: 2 dus Z(O, 2\5)
De codrdinaten zijn F(0, 4\5).

—_ 3 s
DF=( )enI)E=(

-3
)27 =]

DF *DE =-3+-3+43:-3{3=9-9=0

DF LDE,dus ZEDF=90°

Voor de tekening zie opdracht 35.

Omdat driehoek 4 BC gelijkzijdig is, zijn de zwaartelijnen even lang.

Het zwaartepunt Z verdeelt beide zwaartelijnen in de verhouding 1: 2 dus
ZE=27ZD.

Omdat F het midden is van ZC, geldt ZF = % ZCendus ook ZF=ZE.

De punten D, E en F liggen dus even ver van punt Z, dus op een cirkel met
middelpunt Z.

Volgens de stelling van Thales volgt daaruit ZEDF = 90°.

De codrdinaten van enkele punten zijn M(—9.0), N(15,0) en P(—9,9).
De vergelijking van PTis y = 9.

De vergelijking van ¢, is (x — 15)? + »? = 225.

v =9invullen geeft (x — 15)% + 81 = 225.

(x— 152 =144

x—15=120f x—-15=-12

x =27 of x =3, dus §(3.9) en 7(27,9).

PS=12en PT =36

SO +92=152 dus SQ2 = 144 en SO = {144 = 12.
PS=PQ-SQ=24-12=12
PT=PO+QT=24+12=36

BC =2+ BM dus de vergelijking van MC is y = 2x.

MK staat loodrecht op MC, dus de vergelijking van MK is y = —% X
Stel (bijvoorbeeld) AB = 12.

De codrdinaten zijn B(6,0), C(6,12) en K(-6,3).
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3
¢ tan(£BCM)= i %

MK =32+ 6> =45 en MC = 62 + 122 =180
V45
tan(£MCK) = W: yL =1

tan(£BCM) = tan(£LMCK), dus ZBCM = ZMCK.
d Stel het verlengde van KM snijdt het verlengde van CB in punt N.
De driehoeken MAK en M BN zijn gelijkvormig, want hun hoeken zijn
gelijk.
Daaruit volgt dat LZCKM = ZCNM.
ZBCM =90° — ZCNM en ZMCK=90° — ZCKM dus ZBCM = ZMCK.

39 G is het midden van AD. D C
Teken BG, het snijpunt met AFE is H. E

BFDG is een parallellogram, dus f;_[();’ en dus staat BG loodrecht
op AE.

Daaruit volgt AAHG~ AAED, en omdat AG:AD = 1:2 geldt ook
AH:AE = 1:2. Dus H is het midden van AE. H
Omdat BH zowel de zwaartelijn als de hoogtelijn is in drichoek 4 BE, is
driehoek ABE gelijkbenig met 4 B=BE.

Algebraisch:

Kies een assenstelsel met 4(0,0) en neem 4B = 12. dus is B(12,0)
De lijn door D(0,12) en F(12,6) heeft als vergelijking v = —% x+12.
De loodlijn AE heeft de vergelijking y = 2x.

Het snijpunt van deze lijnen berekenen geeft:

2x = —%x +12
Z%x =12, dusx= 4%1'. Het snijpunt is E(LI% ; 9%)
BE=(12-4%)" + (93 =144 = 12, dus BE = 4B.

40 Stel de codrdinaten van punt C zijn (p, ¢).
Punt M is de oorsprong, dus de vergelijking van de cirkel is x2 + y2 = 25,

MC =

p) en dat is de normaalvector van de raaklijn in C.
q

De vergelijking van PQ is px + gy =r.
Invullen van C(p, ) geeft p> + ¢> = r, en omdat C op de cirkel ligt is r = 25.
De vergelijking van PQ is px + qv = 25.

Het snijpunt van PQ met de y-as berekenen:
25 25
p0+qgy=25 geefty=?,dus Q0 0,? :

Het snijpunt van PQ met de raaklijn in 4 berekenen: p - 5 + gy = 25 geeft

=5p+25 =5p+25
gy =—5p + 25 ofwel y = T dus P|5,———
=5p+25 25\? 25p>
PQ:\/(5—0)2+(—‘D __) :\1254. i’
q q q
B [25@;2 25p7 B [25q2 + 25p7 B 25(p" + ¢%)
rQ _\ 2 ¥ 2 2 - 2
q q q q
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033 a

039 a

C ligt op de cirkel, dus p* + ¢> = 25.

625 25
Daaruit volgt PQ = q_ = ? en dat is gelijk aan MQ.

2
Meetkundig:

Stel ZAMP = o, dan is ZMPA =90° — q.

Omdat P4 = PC (raaklijnstukken), zijn de drichoeken MAF en
MCP gelijkvormig en daaruit volgt ZCMP=ZAMP =0 en
ZMPC= L MPA=90° - q.

ZCMQO=90°—a—0=90° - 2a

LPMQ=/CMQ+ ZCMP=90°-200+0=90° -«
Conclusie: ZPMQ = ZMPQ en daaruit volgt MQ = PQ.

B — 3
OR = (_ ) dus een vergelijking van PQ is 3x — 4y =c.

Door de codrdinaten van R in te vullen vind je de vergelijking 3x — 4y = 25.
x = =5 invullen geeft —15 — 4y = 25 ofwel —4y = 40 dus y = —10.

Dit geeft Q(S, —2%).
x = 5invullen geeft 15 — 4y =25 ofwel -4y =10dus y = —2%.
Dit geeft P(—5,—-10).

— =5 — 5
orP =( 10) en 0Q = (_2%)

OP - @ = —25+25=0, dus deze vectoren staan loodrecht op elkaar.

Dat betekent dat £POQ = 90°.

Neem A( — 5.0) en B(5,0).

PA = PR (raaklijnstukken) en OA4 = OR (straal), dus de drichoeken OAP en
ORP zijn gelijkvormig met factor 1. Daaruit volgt £0, = Z0,.

Op dezelfde manier kun je beredeneren dat £0,= Z0,.

ZPOQ = L0, + £0yen £0,+ £0,=1 Z40R+1 ZBOR
1(LAOR + ZBOR) =5+ 180° = 90°
Dus ZPOQ = 90°.

De lijn door D(0,6) en F(6,3) heeft als vergelijking v = —%x + 6.
De loodlijn AE heeft als vergelijking y = 2.
Het snijpunt van deze twee lijnen berekenen geeft:

Ph— —%x +6
2x=6,dus x =22

.. . 2 .4
Het snijpunt is E(Z#, 45).

- 212 4\2 _ o s
BE= \l(6—2§) +(45:) —\]%—6.
Ook AB=6,dus BE= AB.

Teken BG, het snijpunt met AE is H.

BFDG is een parallellogram, dus B—G, en dus staat BG loodrecht op AE.
Daaruit volgt AAHG~ AAED, en omdat AG: AD=1:2, geldt ook

AH: AE=1:2. Dus Gis het midden van AE.

Omdat BH zowel zwaartelijn als hoogtelijn is in driehoek 4BE, is driehoek
ABE gelijkbenig met 4 B=BE.
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15 Meetkunde: rekenen of redeneren

U5  MP= MB (straal van de grootste cirkel)
MA = MC (straal van de kleinste cirkel)
ZPMC=2/BMA
Hieruit volgt dat de driehoeken MPC en MBA gelijkvormig zijn met factor 1.
Dat betekent dat LZMCP = ZMAB.
ZMAB=90°, dus ook ZMCP = 90° en dus raakt lijn PC de cirkel.

15.6 Gemengde opdrachten

41 De hoeken van driechoek 4BR zijn 20°, 20° en 140°.
AR=BRdus 6>=AR>+ AR*> -2+ AR AR - cos(140°)
36=24R2+ 1,532... AR
36=13,532... AR
AR>=10,192..., dus AR =3,192...

AQ= AR

OR>=AR>+ AQ> =2+ AR+ AQ * cos(20°)
OR>=AR>+ AR* -2+ AR - AR - cos(20°)
Invullen van AR = 3,192... geeft QR>=1,229...

De zijden van drichoek POR zijn y1,229... = 1,11 lang.
42 Stel AB = AC = a en pas de cosinusregel toe.
(a+6P=a>+8—-2-a-8-cos(103°)
a+12a+36=a>+64+3,599...:a
8,400...a =28
a=3,3,dus AB=AC=33
43 a De vergelijking van /is y = 5.

8
De richtingscoéfficiént van BC is 7 =2, dus de vergelijking is v = 2x — 5.

OL'=

4
3) en dat is de normaalvector van DE, dus de vergelijking is
4x + 3y = cen door invullen van de codrdinaten van C vind je 4x + 3y = 25.

De x-codrdinaat van S volgt uit 5 =2x— 5.
2x =10, dus x = 5en S5(5,5).
De codrdinaten van D volgen uit4x + 3+ 5=25, dus 4x = 10.

x =24 dus D(24,5).
AD = 2% en AS =5, dus D is het midden van A4S.

b LEBC=/DSCen £ZBEC = £ZS5DC (beide Z-hoeken) dus AEBC~ ADSC.
EB = EC (raaklijnstukken) dus ook DS = DC.
0ok geldt DA = DC (raaklijnstukken)
DS=DCenDA=DC,dus DA =DS.
D is het midden van 4S.
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44 Verleng QP, het snijpunt met de lijn ABis S.
Stel de afstand S4 = x.

SK SL x+1 x+5
ASKP ~ ASLQ, dus — = — ofwel =
PK  OL 1 3

3(x+1)=1(x+5)
3x+3=x+5
2x=2,dusx=1

SP2+12=22 dus SP*=3en SP=13

SQ?+32= 62, dus SQ* =27 en SQ =27 =33 en PO =213
CD*+ CM? = DM?,dus CD*= 16 — 4 =12

CD =12 =23, dus CD = PQ.

Onderzoeksopdrachten

45 Kies een punt D op de verticale lijn door 4 zodat drichoek 4 BD rechthoekig is.
AB = (208 — 162)2 + (375 — 3842 = {2197

208-162 46 4 o
®A—375_ 9 =55, dus LDAB=T9

tan(£DAB) =

ZACB=180-59 - 71 =50°

AC 2197 ; AC_\{2197-sin(71°) a0
sin(71°)  sin(50°) Y T T sins0°)

ZEAC=180—59—79=42°

; 5 EC
sin(42°) = 5785

dus EC = 57,85sin(42°) = 38,7

AE
cos(42°) = 5785

2

dus AE = 57,85c0s(42°) =43,0
De codrdinaten van punt C zijn (162 + 38,7;384 + 43,0), dus €(200,7;427,0).

46 a b

%

De gevonden punten liggen op een cirkel.

59°

1°

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 15 Meetkunde: rekenen of redeneren




15 Meetkunde: rekenen of redeneren

¢ Voor ieder punt Q geldt: OP = OQ, dus AOPQ is gelijkbenig
De zwaartelijn uit de top van een gelijkbenige driehoek is tevens de
hoogtelijn, dus OM L PQ.
ZOMP =90°, dus M ligt op een cirkel met middellijn OP (stelling van
Thales).
d Alle punten M ontstaan door uit punten Q op de cirkel de afstand
tot punt P te halveren. Het resultaat is een cirkel waarvan de straal
de helft is van de straal van de oorspronkelijke cirkel.
N.B. Deze redenering geldt overigens ook bij opdracht c.

Samenvatting

S1 ZB=180° —42° —81°=57°

AC 11 11 -sin(57°)

- == dus =———=973

sin(57°)  sin(81°) sin(81°)
11 -sin(42°

.BC =i L dus =L()=7,5

sin(42°) sin(81°) sin(81°)
13 10

sin(£R) sin(48°)

. 13 - sin(48°)
sin(£R)=————=10,966... dus ZR = 75,036...°

10
ZQ=180° —48° —75,036...° = 56,963...° = 57°

PR _ 10
sin(56,963...°)  sin(48°)

10+ sin(56,963....°)

PR=" gy 113

S2 a 42=62+92-26-9-cos(£LC) 62=42+92-2-4-9-cos(LA)
16=36+81—2-6-9-cos(£LC) 36=16+81—-2-4-9-cos(£LA)
108 « cos(£C) =101 72+ cos(£LA) =61
cos(£C) = i—g—é cos(£A) = %
£C=20,741...° = 21° £A=32,089...°=32°

ZB=180°—20,741...° — 32,089...° = 127°
b LM2=152+T72—-2-15-7-cos(117°) = 369.338...

LM =+369,338...~ 19,2

53 Uit de stelling van Thales volgt ZAQB =90°, dus ZQAP=90° — Z0BPen
dus ZPOB=Z0QAP.

PO PB
tan(£QAP) =—en tan(L POB) = —
an(£QAP) PAen an(£ZPQOB) 70

PQ PB

it volgt — = — dus PQ?> = PA X PB.
waaruit volg PA- PO us PQ
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S4

MB =4 (straal), pas nu de cosinusregel toe in AMAB:
6>=4>+4>-2+4+4+cos(LAMB)

4 =—-32cos(£LAMB)

cos(LAMB) = —0,125 dus ZAMB=97°,

Omdat ZMAP en ZMBP beide gelijk zijn aan 90°, geldt

ZAPB=360—-90— 90— 97 = 8§3°.

S5 a Kies een assenstelsel met B(0,0) en 4(0,10).

Een vergelijking van raaklijn /is y = 10.
Een vergelijking van BCis y = —2x.

De codrdinaten van S berekenen: —2x = 10, dus x = =5 en S(—5, 10).

—— _4
Het middelpunt is M(0, 5) dus MC = ( 3 )

Een vergelijking van de lijn PD is —4x + 3y = 40.

De codrdinaten van D berekenen: —4x + 3+ 10 =40, dus x = —2% en

p(-22, 10).

AD=DS= 2%, dus D is het midden van AS.

b APBC is gelijkbenig (raaklijnstukken PB en PC zijn gelijk).
¢ ZLPBC=/ZDSC(Z-hoeken) en ZBCP = £SCD (overstaande hoeken), dus

APBC~ADSC.

d Omdat PB = PC volgt uit de gelijkvormigheid dat ook DS = DC.

Verder geldt DA = DC (gelijke raaklijnstukken).
Daaruit volgt DS = DA, dus D is het midden van A4S.

Test jezelf

T2

12 7 7 - sin(83°)
sin(83°)  sin(ZR)

12
ZR=35379...°
Z0 =180 — 83 — 35,379... = 61,620...°

PR 12 _ 125in(61,620...°)

Sn(61.620...%)  sin(83°) S PR =5 839

Stel de hoogtelijn snijdt LM in punt V.
KM?=KI*+ LM*—-2+-KL-LM-cos(£L)
400 =169 + 81 — 234cos(£L)

150

cos(£LL) = 534

=-0,641.. dus £L = 130°.
LKLV =180 — 130 = 50°

KV
sin(50°) = 5 dus K= 13sin(50°) = 10,0

© Noordhoff Uitgevers bv
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= 10,6
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T3 a Omdat AABC gelijkbenig is, geldt £B = % (180 — 70) = 55°.
b Z£AEB=90°(stelling van Thales) dus ook £LAEC = 90°,
ZCAE =180 —90 — 70 = 20°.
¢ Alsa =90° ligt C op de cirkel (stelling van Thales) dus als o0 < 90° ligt C
buiten de cirkel.

d £4=sB=1(180-0)=90° -l
ZAEC=90° dus ZCAE =180 - 90 — 0, =90° — o,

LMAE=ZMAC - £CAE=(90-La) = (90 - o) =1 en AAME is
gelijkbenig, dus ook LZAEM = %(x.
ZAME=180 - 30— 300 = 180 — ov.
De hoeken van vierhoek A MEC zijn: 90° — %a, 180° — a, 90° + %Oc en o.
T4 a Alsje NS tekent evenwijdig aan PO met S op MP, ontstaat een rechthoekige

driechoek MNS met MN=8en MS=2.
PQONS is een rechthoek dus PO = NS.

82 =22+ NS dus NS? = 60 en NS = 60.

Dus PQ =60 = 24/15.
b ZMNS=/ZNRQ (F-hoeken)en ZMSN = ZNQR =90°
dus AMSN~ ANQR. Hieruit volgt
RO 3 32415

ﬁ_iduSRQ_ 3 3\/%

15 De cosinusregel toepassen in AABC geeft
8=724+92-2-7-9-cos(LA)
126 cos(£A) = 66, dus cos(£4) = =
Pas nu de cosinusregel toe in AADC:
CD?=3+7>-2-3-7-cos(£LA)
CP?=3+72-2-3.7-%
CD*=36dus CD=6
Opmerking: Het is niet nodig de grootte van £ A te berekenen.

Té a De codrdinaten van de punten zijn dan 4(0,0), B(0,8), D(4,0), F(0, 4) en
G(4,8). Het middelpunt van de cirkel is (4, 4).
b De richtingscoéfficiént van BD is —2, en een vergelijking van BD is

»=-2x+ 8. Een vergelijking van 4Eis y = %x.

De codrdinaten van E volgen uit %x =-2x+38.

y=1-31=12 dus £(3L,13)

Een vergelijking van de cirkel is (x — 4)* + (y — 4)* = 16.
BD snijden met de cirkel:

(x—4P+(2x+8—-4Y=16
(x—4)P2+(-2x+4)12=16
x2—8x+16+4x*—16x+16=16

5x2—24x+16=0

De discriminant is (—24)> — 4+ 5- 16 = 256.
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24 — 4256

x=T=§ofx

_ 2444256 _
===

De snijpunten zijn S(%, 6%) en D(4,0).

DE=\/(4—3%)2+(1%)2= % enBS=\/i%i +i8—6%i = % dus DE = BS.

17  ZGSD =90° (stelling van Thales) en ZGBS = ZADE (Z-hoeken). i G
De driehoeken BGS en DAE hebben gelijke hoeken, dus ABGS ~ ADAE.
BG = AD =4, dus de factor van de gelijkvormigheid is 1. H
Hieruit volgt dat DE = BS.
F
E
A D

b ASAD~ ASBC, want de overeenkomstige hoeken zijn gelijk.

Ay L dus 2548 = 1548 + 360
AS+24 25

1048 = 360 waaruit volgt 48 = 36
SD? =362+ 152 =1521 dus SD =+1521 =39

¢ SC?=(36+24) + 257 =4225 dus SC=+4225=65
De oppervlakte van ASBC is gelijk aan
opp. ASMB + opp. ABMC + opp. ASMC =

1er SB+3-r-BC+j3:r-SC=
1ere60+31-p-25+1.r-65="75r

De oppervlakte van ASBC is ook%-ZS <60 =750.
75r =750, dus r = 10.

Extra oefening

22 - sin(12°
: AC — 22 Hiy A sin(12°) ny
sin(12°)  sin(82°) sin(82°)

ZA=180°—-82°—12°=86°

BC _ 2 _ 22+5in(86°)
sn86°)  sin(8z0) 34 BC T Ty - 222
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E2 a

E3

E4 a

E5 a

112

Meetkunde: rekenen of redeneren

14 7
sin(£F) sin(21°)

i 14 - sin(21°)
sin(£F) = T — dus £ZF=46° of £LF=180°—46° =134°

Als ZF=46°danis ZE=180°—21° —46° =113°
Als ZF=134° dan is ZE=180° — 21° — 134° = 25°

MIP=13+152 =213+ 15+ cos(47°) = 128,020...

ML=+128,020...~ 11,3
172=82+10>—-2+8- 10" cos(£LU)
160 - cos(£LU) =—125

cos(LU) = —122 dus LU = 141,375...° = 141°
82=172+10>2—-2-17-10- cos(£LS)

340 + cos(£S) = 325

cos(£S) =32 dus £§=17,082...° = 17°
ZT=180° - 141,375...° — 17,082...° = 22°

ZCDE = 90° (stelling van Thales) dus DE 1L CD.
CD is de hoogtelijn op AB. dus AB 1 CD.
Hieruit volgt dat lijnstuk DE evenwijdig is met zijde AB.

c=AQ+ BQ
AP=AQen BO= BR,dusc= AP + BR.
AP=b—-ren BR=a—rdus

¢=ih —spd—tt

c=a+b—-2r

Stel h=4 en ¢ = 6, dan geldt &> + 16 = 36.
a? =20 dus a=+20
Uitc=a+ b — 2r volgt nu

6=420+4-2r
2r=—2+@
r=—l+%@
r=—1+\{§

Neem aan dat de y-as door D gaat.
Dan zijn de codrdinaten van punt C (60, 25).

Het midden van AC is het punt N(30, 12%).
60 12
25 5/

Een lijn door N loodrecht op AC heeft de vectorvoorstelling

(;):(1322)”(—512)

Deze lijn snijden met de y-as geeft het middelpunt M van de cirkel.
30+ 50 =0dus A = —6.
Het middelpunt is 1\4(0, 84%), dus de straal i1s 84%.

De richtingsvector van AC is ( of

Hoofdstuk 15 Meetkunde: rekenen of redeneren
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Eé

E7

E8

ZACD =90° (stelling van Thales), dus £ZADC =90° — LCAD.
ZDAB =90° (raaklijn), dus ZBAC=90° — LCAD.
De driehoeken 4ACD en CBA hebben dus gelijke hoeken en zijn gelijkvormig.

Bereken eerst AC: AC? = 60% + 252 dus 4C? = 4225 en AC =+4225 = 65.

AD 65
5 = 75 geeft 254D = 4225 dus AD = 169 en dat is gelijk aan tweemaal de
straal.

. 1 ool
De straal is 3" 169 = 845.

Verdeel de vierhoek ABCD in de driehoeken ABM, BCM, CDM en ADM.
In elk van deze drichoeken is de lengte van de hoogtelijn uit M gelijk aan de

straal van de ingeschreven cirkel.

Opp ABCD=%-r- AB+L-r-BC+1-r-CD+1-r- 4D

1
)
Opp. ABCD =3 {AB+ BC+ CD + AD)

Opp.ABCD =r-%+(AB+ BC+ CD + AD)
Opp.ABCD = r + halve omtrek

opp-ABCD

d e
ot halve omtrek
ZADB=90° en ZACB =90 (stelling van Thales)
ZASD = ZBSC (overstaande hoeken)
AASD ~ ABSC, want de overeenkomstige hoeken zijn gelijk.
DS 9
—=—dus 10DS=54en DS=54
6 10
Kies bijvoorbeeld A4BC, hiervan is AC = 15 bekend.
De andere rechthoekzijde, BC, kan berekend worden in ABSC.
BC?+ 6= 102 dus BC*=64en BC=8.
Gebruik weer AABC:
AB*= AC?+ BC?

AB*=152+82=289, dus AB=+289=17

Destraalis 17:2 = 8%.

Trek de hulplijn M N loodrecht op BC.

N is het midden van PQ, want AMPQ is gelijkbenig.
BC=32+16+12=60en CN=12+ 8 =20.
AC?+362= 602, dus AC?=2304 en AC =48.
AABC~ ANMC, want ze hebben gelijke hoeken.
% = % hieruit volgt 48 MN = 720 dus MN = 15.
MP?= MN*+ NP?

MP?=152+82=289, dus MP=17

De straal van de cirkel is 17.

© Noordhoff Uitgevers bv
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E9 a c

b CD=122+ (6%)2 -2-12- 6% s cos(£LA)

CD? = 1865 — 156 * cos(£A)
¢ 112=122+132-2-12-13-cos(£LA)
=192 =-312+cos(£LA)
192 _ 8
cos(LA)=35=13
d cos(£LA)= 18—3 substitueren in CD* = 186% — 156 - cos(£A) geeft
— 1 8
CD?= 1861 - 156+ 3

CD? =90} dus CD = {90} = 9L
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16 Product- en quotientfuncties

Voorkennis

VI a f(x)=11+6x"-11-x7 d k(x)=—4-Q2x—5)72
Foy=0 4481 11x"— 11 2=75* K(X)=—4+=22x~ 522
16
() = 10 -8 () =
f(x)=66x!1"+ T77x k'(x) 2x =5

F/(x)=66x10+ 1—1

g(x) = —d- x5 + 125 e [(x)=x-1ix

o

g()=—4-3x5+0 P(x)=3x2—2x

—12 _-12
0= =T
c hix)=e*+5 f m(x)=2In(x)+7

1 2
M(x)=¢e" m'(x)=2';=—

X

V2

f(x)=6-(3x — 4y
F)=6-13x-47-3

e < 9
f(x)_m

g(x) = (x2 — 8x + 20):

o

g(x) =1 (- 8x+20)7 - (2x - 8)
x—4

s yx? — 8x + 20

4
h(x)=x+4x2+;+ 16

[a]

h(x)=x+4x>+4x71 + 16
KHx)=1+4-2x+4-—x2+0

. 4
h(x)=1+8x—;
L.

d k(x)=7x2—3x7
K(x)=17- —%x'lé—%'—%x”?

el = x\{_ 14x{{;

l(x) = eSx+2

I(x) = 5e5+2
m(x) = In(3x + 2)

-

w2
3

m'(x) =

3x+2
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16 Product- en quotientfuncties

V3 a f(x)=x2—-2x"!geeft f(x)=2x+ %
X

2
ff(y=2-1+ §= 4 dus de helling in (1, —1) is 4.

1 5
b glx)=x- 10\{; geeft ¢'(x)=1—-10-——=ofwel g’(x) = 1—-—
X

2 Vx
g'(x) =0 geeft 1—%= 0.
5

T=l

\];=5dusx=25

g(25)=25-10\25=25-50 = =25
In het punt (25, —25) is de helling gelijk aan 0.

V4 a f(x)=x*—4x>+ 2 geeft f’(x) = 4x> — 8x.

4x3—-8x=0
4x(x2-2)=0
x=0of x2=2

x=0o0f x=—y20f x=42

Zie de plot hiernaast.

fheeft een minimum £ (—\E) =f (\E) =-2en
een maximum f(0) = 2.

b g(x)=2-(3x—4)*geeft g'(x)=—4(3x—4)*-3
ofwel g’(x) =—12- (3x — 4)°.
-12:(3x—4»*=0
3x—4=0
3Ix=4dusx= %

Zie de plot hiernaast.

g heeft een maximum g(%) =2-0=2.

¢ Mx)=(x—-DE>—6x+9)=x>—7x2+15x-9
K(x)=3x2—14x+ 15
32— 14x+15=0
Do (~TAP—4s 815 = 15

14 ++/16 14 —+16
=g o0

_ 12
X fx=—"TFT—=15

Zie de plot hiernaast.

h heeft een maximum h( 1%) = % . (%)2 = 1% &R
een minimum A(3) = 0.

d A(x)=yx>—8x+20

1 x—4

k'(x) = ——="(2x — 8) ofwel k'(x) = ———
2\/x2 —-8x+20 \sz —8x+20
x—4
S —
\x2 = 8x + 20
x—4=0
x=4

Zie de plot hiernaast.
k heeft een minimum k(4) = 2.
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YisX™H-HRZ+2

i

Hinimum
®="1.414213 Y=-2

Y1=2-(3X-1"H

Moximum

¥=1.3332435 Y=2

r 1= i e

Mo ximum

X=1.6666685 ¥=1.1851852
Vi=T(XZ-BR+20)

Hinimum
X¥=3.9999979 ¥=2
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VB a f(x)=3e*— 12e*"!
f(x)=3e™+4—12e¥*! - 1 ofwel f7(x) = 12e™ — 12¢¥*!
Een horizontale raaklijn als geldt:

12e* — 12ext!1 =
e4x — ex+1 =0

e4x:ex+1
dyx=x+1
3x=1
=1
r=3

b Y1=3e~(HX)-12e"(¥+1)

Hinimum
X=0.3333349 ¥=-34.14301

In de plot is te zien dat er bij x = % sprake is van een minimum.

V6 a f(x)=1(2-6x)

£/ =ta(x2 = 6xy - (2x - 6)
Voor x = 3 is de factor 2x — 6 gelijk aan 0 zodat f'(3) = 0 voor elke
waarde van a.

De helling van de grafiek van f, is dus voor elke waarde van « in het punt

met x-coOrdinaat 3 gelijk aan 0.

b Uit £,(8) =3 volgt $a(82 — 6+ 8)*"1 - (2: 8 — 6) = 3.
2da-16e1=3
Met de rekenmachine:
Invoer: y, =2,5x+ 16" en y, =3
Venster: standaard
Opties: snijpunt geeft x = 1,048...
De oplossing is @ = 1,05.

16.1 Product- en quotientfuncties

intro Noem b de breedte van de witte rand in cm.
Dan is de breedte van de hele lijst 30 + 25 en de hoogte 15 + 2b.

Een formule voor de oppervlakte A in cm? is dan 4 = (30 + 2b)(15 + 25b).
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Hoofdstuk 16 Product- en quotiéntfuncties

117



16
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Product- en quotientfuncties

Voor het domein moet gelden x +4 20, dus x = —4.

—_
(=
<

- N W BR U Y N0 W

_5-4—3-2—\{/ 7 3 4 5
| [\ 4 ! -

f(x)=0voorx>—1=00fyx+4=0.
x2—1=0geeftx=1o0f x=-1.

yx +4 =0 geeft x = —4.

De nulpunten van fziin x=1,x=—-1enx =—4,

Qx+1)(x*—8)=0
2%+ 1=00Lx*-8=0
2x=—-lof x3=8
x=—%0fx=2

(x> = 16)(e* —4)=0
x2—16=00fe*—-4=0
x2=160ofe?*=4
x=—4of x=4 of 3x = In(4)
x=—4of x=4of x=1In(4)

x*In(x+3)-(x—4)=0
x=0ofIn(x+3)=00f x—4=0
x=0of x+3=1lof x=4
x=0of x=-20f x=4

(x> +30W3-x2=0
x? + 3 =0 (geen oplossing) of 3—x>=0
x2=3

xX=- 30fx=\j§

Voor x = 4 wordt de uitdrukking onder het wortelteken negatief,
dus voldoet deze oplossing niet. Alleen x = 2 is een nulpunt.

(2—4nx—-1=0
xX>—4=00fx-1=0

x2=4o0f x=1

x=-2(voldoet niet) of x=2o0f x=1
Cx+3)In(x—4)=0

2x+3=0of In(x—4)=0
2x=-3ofx—4=1

x=—1% (voldoet niet) of x=15

Hoofdstuk 16 Product- en quotiéntfuncties
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V8 —x-In(x+3)=0

g—x=0of In(x+3)=0

x=8of x+3=1

x = 8 of x = -2 (beide oplossingen voldoen)
X'\{m-m=0

x =0 (voldoet niet) of x +2=0o0f x>—3=10
x=—2o0of x¥*=3

x=—2o0of x=— 30fx=\j§

NSNS RS IS SR v~ SO PRSI S SN S|
w
o
~
oo

Voor fmag de noemer niet 0 zijn, dus bij x = 4 bestaat f niet.
f(x)=0als3x—6=0dusals x =2.
De teller is 0 en de noemer is —2.

Toa=3__ x2—6x_0
3-6x ©X2-3%6
7x—=3=0en3-6x#0 x2—6x=0enx>—36#0
Tx=3 x(x—6)=0
x=% x =0 of x =6 (voldoet niet)
e =3 x=5x—6__

N d In(x)
e¥=2enx#0 x>—5x—6=0enIn(x)#0
3x=1In(2) (x=6)x+1)=0
x=1m(2) x = 60of x = —1 (voldoet niet)

x2+6
f=57

2—4=0enx>+620
x2=4
x=—-2o0of x=2
De grafiek heeft verticale asymptoten x = =2 en x = 2.

Tx—3
8 =5
8§8—2x=0en7x—-3%0
2x=8§
x=4

De grafiek heeft een verticale asymptoot x =4,
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Product- en quotientfuncties

e +3
10— x?
10-x>=0ene*+3#0
x2=10
x=—yl0of x = \/E
De grafiek heeft verticale asymptoten x = =10 en x = \/ﬁ

h(x) =

3x—9
o) = N S
x—-2x—-3=0en3x—-9#0
(x=3)x+1D=0
x = 3 (voldoet niet) of x =—1
De grafiek heeft de verticale asymptoot x = —1.

5,0 uur komt overeen met 300 minuten.
7,2
0,0785 — 0,0034T
7.2
0,0785 — 0,0034T

300=15+

285 =

285(0,0785 — 0,00347) = 7.2
22,3725 - 0,969T = 7.2

72-223725

=15,657...
—0,969

Dus als het water 16 graden is zal de overlevingstijd ongeveer 5,0 uur zijn.

0.0785

0.0034

De verticale asymptoot is de lijn 7= 23,1.

De lichaamstemperatuur zal, als het water 23,1 graden (of meer) is,
geen 30 graden (of minder) worden. Voor de te water geraakte persoon
ontstaat er dan geen levensbedreigende situatie.

Uit 0,0785 — 0,00347T = 0 volgt T = =23,088...

Dat blijkt vit de regel: Uit A+ B=0volgt A=00f B=0.

x2=38

x=—8of x= \/g

x =—9 invullen geeft (—9)* + 9+ —=9)Vy8 — (—9)> = 0+ y—73 en de wortel uit
een negatief getal bestaat niet.

x = —8 invullen: (8 — 9\/§) +0 =0, klopt.

x =8 invullen: (8 + 9\f§) -0 =0, klopt ook dus beide oplossingen voldoen.

(9—x*W4x—16=0

9—x2=00f4x—-16=0

x’=90f4x=16

x = —3 (voldoet niet) of x = 3 (voldoet niet) of x =4
(x>=3)In(x)=0

x>—=3=00of In(x)=0

x = —/3 (voldoet niet) of x =43 of x =1

Hoofdstuk 16 Product- en quotiéntfuncties
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U1

U2 a

VX —6+In(x*-3)=0
x—6=00f In(x>-3)=0
F=6of ¥*—3 =1
x=6ofx*=4

x =6 of x = -2 (voldoet niet) of x = 2 (voldoet niet)
X yx—4-yx*-1=0

x =0 (voldoet niet) of x —4=00f x>—1=0
x=4.0f x*=

x =4 of x=—1 (voldoet niet) of x =1 (voldoet niet)

32 —4x=0
x(x—=4)=0
x=0of x=4
x2=16=0
x2=16
x=—4of x=4

x?—4x=0en x> — 16 #0 geldt voor x = 0.
De lijn x = 0 is verticale asymptoot van de grafiek van f.

De grafiek van g heeft dan de nulpunten x =—1, x =2en x = 4.

Dus g(x) =k (x + 1)(x — 2)(x — 4) voor zekere k.

Omdat g(0) = —1 moet gelden g(0) = k- (0 + 1)(0 —2)(0 —4) = -1 dus
8k = —1 ofwel k = —.

g(x) = =g (x + D(x = 2)(x — 4) en f(x) = g(x) + 1 dus

F()=1=1(x+1)(x—2)(x—4).

6x% + 59
Sl =gy
X>=9=0en6x*+5920
x2=9
x=-3o0of x=3
De grafiek heeft verticale asymptoten x = =3 en x = 3.
S =ax =6+
= a_’ -—_
AX X x2 -9
ax—=6 3
= +
1) =
(ax —6)(x2—9) 5
= -
%) x2=9 X2=9
ax’—9ax —6x>+54+5
f;s(x) - x2 —9
ax® —9ax —6x*+59
Jx)= 5
X~ 9

flo(x)=10x—6+x2_9

Op den duur (bij grote waarden van x) is de uitkomst van de breuk

2 —
vrijwel 0. De waarde van f|,(x) nadert dan de waarde van y = 10x — 6.
De grafiek komt op den duur steeds dichter bij de lijn y = 10x — 6.
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16 Product- en quotientfuncties

16.2 Limieten en horizontale asymptoten

intro  Als de oppervlakte telkens halveert, nadert de oppervlakte naar 0.

9 a x—-3=0alsx=3.
De verticale asymptoot is de lijn x = 3.
b Als x steeds groter wordt, wordt de noemer x — 3 ook steeds groter en nadert
de breuk, en dus f{x), naar 0.
De lijn y = 0 is de horizontale asymptoot.

(2]

10 a Als x nadert naar oneindig, dan nadert de noemer van de breuk ook naar
oneindig. De breuk in zijn geheel nadert dan naar nul.
-15

Dus is lim 5 =0.
X—o X5 —

b Als x nadert naar oneindig, dan nadert de noemer van de breuk ook naar
oneindig. De breuk in zijn geheel nadert dan naar nul.

A 3 _ _
Dus is igr}o(IZ - 10) =12-0=12.

1

a Ilimf(x) =—3 betekent dat de grafiek van feen horizontale asymptoot
X—pco
y = —3 heeft.
b lim f(x) =7 betekent dat de grafiek van f'een horizontale asymptoot y =7
X——oo
heeft.
1 3
12 a lim—=0 d lim—==0
x—o0 X x—w X
b limeee i 1000 ,
xl—I};lu\/_ B € xgg x0=3 B
1 . C
c llmm=0 f Im—=0metn>0
X—ye0 X7 X—yo0 X
493 =507
13 100) = = 0,811 100) = = 0,856
a f(100)=" f(=100)= =2
4993 =5007
f(lOOO)—m'-O,S:‘]l f(= lOOO)—m"OSSG
limf(x) = 0,83 lim f(x) = 0,84
X—3p00 X—3—o0
b In stap 1 zijn teller en noemer door x gedeeld.
—0_s
c hmf(x)— 610 6
7
x 5-0 5
-l T
6+—
X

e De horizontale asymptoot is de lijn y ==
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14 a

15 a

6

-6 . X 11-0
lim = lim =
x—=0 35X+ 2 xom 2 540
L=
X
6
i llx—6 h x 11-0
Bl Sy e 540

2
5+=
X

=43

— 5l
=21

1

De horizontale asymptoot is de lijn y = 2%.

12x2 + 8x

g(x) = 8 + 7x — 6x2

i 12x2 + 8x 12

8
+—

12+0

m
—300

Bt T —Ba  xoe B

2%

12x2 + 8x

12+§

X

7 0+0-6
6

12+0

=-2

lim ——————— = lim
xoo—m 8+ Tx —6X2  xo-w 8

2

X

+1—6
X

T0+0-6

De horizontale asymptoot is de lijn y = —2.

X—po0 4x2 - 10 X—»00

. 3x2—-4x+2
lim —————=

X——o0 4x2 - 10 X——o0

De horizontale asymptoot is de lijn y = %.

12 9

_+ —
i 2x2+9x_1_ x  x?
s 12— 38 g 12,
x3

_0+0

0-1

2 9

—+

2x2+9x X X 0+0

lim ————= lim »

X—— 12 = x3 g o e 1

X3

De horizontale asymptoot is de lijn = 0.
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Product- en quotientfuncties

€ 3x+9=0enbx>+5x—8=0
3x=-9
x=-3
De verticale asymptoot is de lijn x = —3.

2oy
15
10

5
270
-5
-10
15

10 8 -6 4
£ 20
/\ -25
! + 30

De antwoorden van de opdrachten b en ¢ kloppen met de grafiek.

18
16 i x2—81 _ 1 X2 _1—0__1
% ST 3P aelB . 0—3 3
—2—3
X
18
i Lo g #1501
X——00 16—3)(2 X——oo 16 0—3 3
—2—3
X

De grafiek heeft een horizontale asymptoot y = —%.

4 1
+8——+—
b limx3+8x2—4x+l_ ilnx x X2 _limx+8—0+0_
xoee 3x2 4+ 10x+ 11 X—yeo 10 11 x=e 3+0+0
34— —
X x2
+8—=—dt —
i M+8x—4x+1 i * x  x? . x+8—-0+0
m = m-—-—————=1In—=—x
xo—e 32+ 10x+ 11 X—y—oo 3+1_0+£ x—— 3+0+0
x X2

De grafiek heeft geen horizontale asymptoot.

15 3
_+_2
15x+3 ! X X 0+0 0
[ m————=1im = —
x300 SIE— 8% x50 5—0
X
N
15x + 3 X X2 040
1 = = lim g =——=0
x—>_w5x —8x X——c0 5__ 5—0
X

De grafiek heeft een horizontale asymptoot y = 0.
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17

18

014

016

e o

M= a2 r 1)
x*—4xr+4
M) = 5 a o + 522
4 4
| ==tz
) xt—4x2+4 X2 x* 1-040 1
lim = lim = ==
xoee SxP =103 4+ 5x2 xoe 10 5 5-0+0 5
Sy
x X2
4 4
] a2
i xt—4x2+4 o X2 x4_l—0+0_l
i S — 1063+ 522 s 10 5 5-0+0 5
5——+=
x X2

De grafiek heeft een horizontale asymptoot y = %

lim2* = o want f(x) = 2*is een toenemende stijgende functie.

X—3o0

lim 2* = 0 want bijvoorbeeld 2719% = ( en 271000 < ),
X—3—o0

De grafiek van fheeft de negatieve x-as als horizontale asymptoot.

limg* = voor g > 1.

X—ye0
limg*=0voor0<g<1l.
X—e0
_3
| e*—3 i e* -0
m = Im ==
x—o0o €¥ + 2 x—)w1 3 1+0
ex
e L
im =——=-15
v 0,45+2  0+2 2
L
X e’ 0
lim ———= 1 5 =——=0
xome™+5 xse]4— 1+0
e2x
e¥+18 0+18
lim = =-6

womw de* =3 0-3
In stap 1 zijn teller en noemer door x* gedeeld.

7
lim— = 0 (standaardlimiet)

x—00 X
34 34~
. X3 340 . x> 340
lim =——=-3en lim =—=-3
X § 0-1 x——w= 8 0-1
—3—1 —3—1
X X

De grafiek heeft een horizontale asymptoot y = —3.

8 7 1
Van de breuken —, — en — is de limiet gelijk aan 0.
X' A2

Als x—c0 dan 0ok 5x—yeo,
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Product- en quotientfuncties

Sx — 2 + 12
Als x — oo dan gaat de teller van de breuk 00k naar « en de
-1
noemer naar —1, dus gaat f(x) — —co. X
8 7
S5x——+ .
Als x — —oo dan gaat de teller van de breuk ook naar —eo en de
noemer naar —1, dus gaat f(x) — . o 1

Om een horizontale asymptoot te hebben moet limf(x) = ¢ en/of

lim f(x) = c. =

Voor x> 0 is \’xﬁ =x3 Voorx<0is \’xﬁ = —x3.

V9x6 =%

9x0 — x 1
Y9x5 — x s x5 ¥=3 -0
lim—————=lim 1 =lim = lim = =3
yoee XO+ 1 X—po0 1+_3 X—300 Pt X—300 _1_ 1+0
X 2 39
Ao — 5 1
—_— 20— g
Ox'—x _ v - 5 \j F_ \lg_E_ -0 _ |
x-1>r£1w x3 1 xg?a _I_L _xl—lllo 1 xl—r>rt>lo 1 —1—0
S

De horizontale asymptoten zijn de lijnen y = -3 en y = 3.

8

62748 2 640

T T R L T T
2x

[ 67248 _6:0+8
3 T B0F2

De horizontale asymptoten zijn de lijnen y =2 en y = 4.

F(x) = e geeft f'(x) =e"

f0)y=e'=1

De raaklijn gaat door (0, 1) en heeft dus als vergelijking vy = x + 1.

In de buurt van x = 0 valt de grafiek van f'vrijwel samen met de raaklijn in
(0, 1), dus geldt f(x)=x+ 1 ofwele*=x + 1.

Door links en rechts te verheffen tot de macht % volgte = (1 + x):IT uit
e¥=x+ 1.
In de buurt van x =0 geldte*=x+ lenduse= (1 + x):l?. Hoe dichter bij 0,

hoe beter klopt deze benadering. Dus is lin(l)(l + x)é =e.
X

1
Stelx=;danis ;=yengeldt: alsx > 0dan y >

= lim(1 + X =e.

1\
Dus 1s lim(l +;

P
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16.3 Productregel

intro

20 a

flx)=x- \])_c kun je differentiéren, want f{x) kun je schrijven als f(x)= ¥l
g(x) = x +y5x — 1 kun je differentiéren, want g(x) kun je schrijven als

g(x) = y5x% = x? (voor x 2 0).

k(x) = x + x* kun je differentiéren, want &(x) kun je schrijven als k(x) = x°.
De andere twee zijn productfuncties die je niet anders kunt schrijven. Deze
functies kun je dus (nog) niet differentiéren.

14
| 45,

NS oy 00

S 23 % 1 3 4 5"
| 2
() I

Hij heeft de afgeleide van beide factoren genomen en die weer met elkaar
vermenigvuldigd.
Het enige nulpunt van f”(x) = 4x? is x = 0, terwijl in de grafiek te zien is

dat er drie punten zijn met een horizontale raaklijn. De afgeleide van f moet
dus drie nulpunten hebben.
f(x) =x2(x? — 4) geeft f(x)=x*—4x? en als afgeleide f’(x)=4x> — 8x.

De toename van oppervlakte O is:
AO = strook rechts + strook boven + rechthoek rechtsboven =
AlxX b+ X Ab + Al X Ab, klopt.

AO _ AIXb+1xAb+Al X Ab

E_ Ax
AO_AIXb+(l+Al)><Ab
Ax Ax
AO_AIXb+(l+Al)XAb
Ax  Ax Ax
AO Al Ab
— = h+(]+ [p—
Ax Ax B+ Ax

AlsAx—>0dan£—)d—0en£—>%enl+m’—>l.
Ax dx Ax  dx

AO Al Ab do df db
DUSE—E'b+([+A])‘Ewordtdang—a'b+f'a
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16 Product- en quotientfuncties

d Als O=f(x)danis C1—0=f’(x).
dx
Lodl,
Als /= p(x) dan is — = p’(x).
dx

db
Als b = g(x) dan is — = ¢'(x).
dx

28 G, h+1- 4 wordt dan f(x) = p’(x) - g(x) + p(x) * ¢’ (x).
dy dx dx

21 f(x)=@x*+3)-(x>—5)
p(x)=4x+ 3en p'(x) = 12x?
¢(x)=x>—5en ¢'(x) = 5x*
F(x)=12x*-(x* = 5) + (4x3 + 3) - 5x*
F(x)=32x7 + 15x* — 60x2
g)=(1+x+x)-(x*-7)
px)=1+x+x%en p’(x)=1+2x
g(x)=x3—Ten ¢'(x) = 3x2
gX)=(1+2x)-—-7D+ {1+ x+xP-3x?
Z(xX) =5+ 43 + 32— 14x —7
h(x)=(x2+4x)-e*

p(x)=x>+4xen p'(x)=2x+4
g(x)=e‘enqg'(x)=¢*

H(x) = (2x + 4)e* + (x? + 4x)e¥

H(x) = (x*+ 6x + 4)e*

k(x) = x3 +log(x)

p(x)=x*en p’(x) = 3x?

o

(2]

[= 9

49 = Tlogl) en () =~

Kix)=3 2.51 + 3.
(=327 og() + 80—

2

K (x) = 3x%+ Slog(x) + 11)16(5)

I(x) = (4x2 = 10) - \x
I(x) = (4x2 = 10) + x>

I(x) = 4x% — 10x2
I(x)=10x'5 — 5x73

5

I'(x)=10xyx— —
(x) = 10xyx 5

22 a f(x)=2(5x+2) + (2x — 1)+ 20(5x + 2)* of ook

/() = 2(5x + 2)* + 20(2x — 1)(5x + 2)}

g(x) = (3x — 1)’(5x2 + 8)

p(x)=(Bx = DPen p'(x)=3(3x~ 1)?+3=9(3x ~ 1)?

g(x)=5x*+8enqg'(x)=10x

g (x) =9(3x — 1)>(5x> + 8) + (3x — 1)’ - 10x of ook

Z(x)=903x — 1)*(5x2+8) + 10x(3x — 1)®

h(x)=(Tx — 413 — x

p(x)=Tx—4denp'(x)=7

o
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23 a

24 a

1 =]

s
W3 —x 243 —x

g(x)=y3-xenqg'(x)=

1
Hx)=T3—-—x+(Tx—4) of ook
()= WE= 3 (T =) s

Tx—4
(x)= T3 — x-
x) * 2\}3—1:
Sx)=x-y9 -7

1
F(x)=1+49—x>+ x+———="—-2x of ook
249 — x?
2

£ =9 - x2-—=

9 — x2

g(x)z (3x+ ]). 62x+1

g’(x) =3.6xt1 4 (3x + 1) . 11'1(6) « 62142 of ook
g(x)=3-6"*1 4+ 2In(6) - (3x + 1) * 62*+!

h(x)=e >+ In(x)

R(x)=e2-=2- In?(x) + e 2¥- 2In(x) - % of ook

21
h'(x) — _2e—2x § 1n2(x) + e—2x i Lx)

k(x)=x2- \/x3 +1

1
K (%) = 2x A +1 + 5%+ ——+3x* of 0ok

N+ 1

K =25 {0 1 1+ —2
244 1

ﬁ: B+ (4x — 5)2

m'(x)=8-(4x —5)24+8x - —2(4x — 5)3- 4 of ook

m(x) =

8 B 64x
@dx—-5P @x-5)

m'(x) =
n(x) = 3. xt3

H(x)=3x2-e*+3+ x3e7¥*3. -1 of ook
n’(x) = 3x2 . e—x+3 — x3 . e—x+3

K(p)=pX(p + 3)* geeft
K(p)=2p(p+3y*+p*4p+3)
K'(p)=2p(p+3)*+4pXp+3)°
K(p)=Q@2p*+6p+4p>)(p+3)
K'(p) = (6p* +6p)(p +3)

K'(p) =0 geeft (6p> + 6p)(p +3)*=0
6p°+6p=00f (p+3)°=0
6p(p+1)=00f p+3=0
p=0,p=—lof p=-3
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25 a

26 a

27 a
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Product- en quotientfuncties

g(x)=4x—-T7P+5x(x—-7)
g(x) =4+ 5x)(x—7)

g(x) =0 geeft (4 + 5x)(x—7)*=0
4+5x=00f (x—=7*=0
Sx=—4o0ofx—7=0
x=—%0fx=7

A(x)=22x + 1)* — 5Q2x +1)?
h(x)=22x+ D2x+ 1P - 52x + 1)
h(x)=Q202x+1)—35)2x+1)?

h(x) = (4x — 3)(2x + 1)?

h(x) =0 geeft (4x —3)2x + 1)>*=0
4x—-3=00of 2x+1)?=0

dx=3o0f 2x=-1

x= % of x= —%

k(x)=2x(x?— 1) — 5(x* — 1)?
k(x)=2x(x*— 1) = 5(x> = 1)(x* - 1)

K3 = 22— Di2%—~ 5(x2— 1)}

k(x)= (x> - D2x—5x*+5)

k(x) =0 geeft (x> — 1)2x — 5x>+5)=0
x2=1=00f 2x - 5x2+5=0

x2=1of =5x*+2x+5=0
x=—lofx=1lof D=22—-4--5-5=104

—2+\{ﬁf -2 —+/104
TETNR =V

~10 Y ~10

x=—lofx=1lof x=
x=-lof x=1of x=1—3y26 of x=1}+326

f(x)=0geeft (x> —4)(x>—8x+12)=0
x>—4=00fx>—8x+12=0

xX>=4o0f (x—-2)(x—6)=0

x=—2o0of x=20fx=6
F(x)=2x-(x*—8x+12)+ (x*—4)- (2x — 8)
LX) =2x(x=2)x—6)+ (x—2(x+2)-2(x—4)
F(X)=(x—=2)-2x-(x—6)+2(x+2)(x—4))
Fla)=(e—2) (2~ LI+ 2623~ Ix— B))
F(x)=(x—2)(4x>— 16x — 16)
F(x)=4(x—2)(x?—4x —4)

f(x)=0geeft 4(x —2)(x2—4x—4)=0
x—2=00f x* —d4x —4=0

x=20f D=(-4>-4-1--4=32

4+42  4-42

2

x=2o0of x= of x
x=2o0of x=2+220f x=2-242
f(x) =0 geeft x2-e*=0

x? =0 of e* = 0 (geen oplossing)
x=0
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023

025

b

a n T ow

fl(x)=2xe*+ x2 "

F)= 2+ 20 ~e*

f(x)=0 geeft 2x+ x?)-e*=0

X2+ 2x =0 of ¥ =0 (geen oplossing)
x(x+2)=0

x=0of x=-2

f(0)=0en f(-2)=4e?

4
De toppen zijn (0,0) en (—2, e_z)

lim x? - e¥ = 0 (met een tabel), dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 0.
X—y—co
(xX)=Q2+2x) e+ (2x+ xY)-e*

f(x)=(x2+4x+2) e

F7(x) =0 geeft (x> +4x+2)-e*=0
x2+4x +2=0 of e* =0 (geen oplossing)
D=42-4-1-2=8

_—4-48  —4+48

i of x= >
De x-codrdinaten van de buigpunten zijn x = -2 — \E enx=-2+ \E

X

Er staat een product van twee functies waarvan er één (g(x) =e ¥ *!) een
kettingfunctie is.
pl(x)=12x°

g (x)=e 1+ =2x of ook ¢’(x) = —2xe ¥ "!

F)=12x3 et 14+ (3x4 = 7))« —2xe0+ ]

(x=3)°=(x = 3)!(x - 3)*

Fla)y =52 ~ H*~{12%—~ 6%~
F(x) = (2= 12x + 36)(x — 3)*

Ja, omdat x> — 12x + 36 = (x — 6)? zijn f(x) = (x> — 12x + 36)(x — 3)*en
g(x) = (x = 6)*(x — 3)* hetzelfde.

Om de nulpunten van f'te berekenen kun je het beste het functievoorschrift
f(x) = (x = 6)*(x — 3)* gebruiken.
(x—=6p(x—3y=0

x=6ofx=3

g(x) = 8x(x + 2)* — 48(x + 2)°

g(x) = (8x — 48)(x +2)

g(x) =0 geeft (8x —48)(x +2)*=0
8x—48=0o0f x+2=0

Bx=48o0f x=-2

x=6of x=-2

h(x)=2(3x -2+ 12(3x — 2)?

Bixy= 2(3x= 2)(3% =2 + 12(3x—2)*
h(x) = (6x — 4)(3x — 2)* + 12(3x — 2)°
h(x)=(6x + 8)(3x — 2)?

h(x) =0 geeft (6x + 8)(3x —2)>=0
6x+8=00f3x—-2=0

6x=—-8o0f 3x=2

__qL —2
= 130fx—3
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16 Product- en quotientfuncties

h k(x)=9x(x*—4) + 3(x> — 4)?
k(x) = 9x(x? — 4) + 3(x2 — 4)(x> — 4)
k(x) =9x(x* — 4) + 3x> — 12)(x? — 4)
k(x) = (3x2+ 9x — 12)(x* — 4)
k(x)=0 geeft Bx+9x—12)(x>—4)=0
3x2+9x—12=00f x**—4=0
x2+3x—4=00f x2=4
(x+4)(x—1)=0of x=—20fx=2
x=—4of x=lof x=-20of x=2

U5  In verkorte schrijfwijze krijgje f=p-qr=(p-q)-r.
=gy -r+(p-q-r
f'='q+p-q)r+p-q-r
De uitgeschreven vorm geeft
J1(0) = p'(x) = g(x) = r(x) + p(x) = g'(x) = H(x) + p(x) = glx) = ¥ (x).

U6 a fix)=x"kun jeschrijven als f(x)=en),
En omdat In(x¥) = x In(x) (rekenregel van logaritmen), is f{x) = x* te
schrijven als f{x) =e*"®),

b Met de kettingregel en productregel:

£(x) = ein) . (1 “In(x) + x - i— ofwel f"(x) = x*+ (In(x) + 1)

F(x)=0geeft x¥(In(x)+ 1)=0
x* =0 (geen oplossing) of In(x) =—1

x=elen fle")= (e )"
De top is het punt l l%
p p = il P

¢ f(0,1)=0,79, f(0,01) = 0,95, f(0,001) = 0,99 en £(0,0001) = 0,999
f(x) nadert naar 1 als x naar 0 nadert.

16.4 Quotientregel

intro Je kunt deze punten bijvoorbeeld vinden door met je rekenmachine na te
gaan bij welke waarden van x de afgeleide van f gelijk is aan 1.
Of met een liniaal de lijn y = x verschuiven tot de lijn raakt aan de grafiek
van f. Of het functievoorschrift van f schrijven als een product en dan
met de productregel en de kettingregel de functie te differentiéren en de
vergelijking 7”(x) = | oplossen.

28 a f(x)=(x2+2)(1 + 2x)7! geeft
f(x)=2x-(1+2x)"+(2+2)- = (1+2x)72-2
b f(x)=2x+(1+2x)1 = 2(x2+ 2)(1 + 2x)2
2 (2+2)-2

SO =T " dr oy

, _2x-(l+2x)_(x2+2)'2

FO=—Timy ~dray
2x(1+2x)—(x2+2)-2

B+ 20 = (242

(1 + 2x)
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29 a f(x)=t(x)- (n(x)"!
S ) =) 7 (x) + i(x) = (n(x)) 7 n'(x)

r'(x) _H(x)- n'(x)

T8 ™ oy
£(x) n(x)  #x)-n'(x) £(x) * n(x) — 1(x) * 7'(x)
"’ - _ f "’ =
P IO Ty B (P
¢ In f(x)= fz-:zi is ((x)= 2+ 2enn(x) =1 + 2x.
f(x)=2xenn(x)=2
Dit invullen in f”(x) = FiE) * plool = ) 1 (0 geeft

2%+ (1 +2x) —(*+ 2) -2

(n(x))*

f(x)= 1+ 202 en dat komt overeen met opdracht 28b.
30 =X H) = ——
@ fW=a € AX= TR

Hx)=xent'(x)=1
n=x>+1lenn(x)=2x

1+ (x*+1)—x-2x

fx)=

t(x) = 3e¥en f'(x) = 3e*
n=x>+8enn'(x)=3x?

, 3e¥ (X +8) —3e¥ - 3x2
H(x)=

(x*+1)? (x3 + 8)2
fx)= % iD= 3x3ex z;jie; )_2 9xZex
)= %

B g(x):j:? 8 e

t(x) =x*—4en (x) = 2x.

n(x)=x*—lenn'(x)=2x

1
#(x)= In(x)en '(x)= =
nx)=xenn'(x)=1

1—°x— In(x)-1

oY . S . .
70 = 2x - (x 12 _ (x2 4y 2x k() = X .
(x*— 1)
2?20 — 257 + 8% ,, . 1=In(x)
g’(x) - (x2 _ 1)2 k (x) - X2
6x
¢®=ao T
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31

32 a

134

Product- en quotientfuncties

Ax +3 4:(x=2)— (@x+3)1
fl0) === geeft f1() = o
Fix) = w ol o =

(x=2) (v =2y

De teller is een constante, dus f“(x) = 0 heeft geen oplossingen.
Er zijn dus geen punten waarin de helling gelijk is aan 0.

x2+5
fx)= rE—
= Ix(dx— 1)2— (2 +5) - A(dx = 1) - 4
= (dx — 1)
o« 2X(16x%= B 1)—=8(Hdx?— %! +:20%~ 5)
f)= (4x — 1)t
)= 33— Tl Jae— 320"+ R~ 160 +40
(dx— 1)
., —8x?—158x +40
S= G 1y
237243
T
S In(2)-23%"2-3(2% + 4)— (23*~2 + 3)- In(2)- 2%
FR Q2+ 4y
_3In(2) - 2472 + 12In(2) - 2572 — [n(2) - 242 - 3In(2) - 2
g = (2 + 4)?
_ 2In(2) - 2472 + 12In(2) + 2572 - 3In(2) - 2*
h(x) = ik 2 eeft h(x) = i
* o & x x+2
2 2%x%-(x+2)—x2%-1
(x) = (x + 202
" 2% % + 557 — %%
)=y
. I%xz% + 5xl3
®) = G2y
Wix) = 3xyx + le\{;
)= 2y
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33 a

34 a

xIn(x)

) = x+4
15 T e %)(x Sy =iyl

Kl = (x +4)

_(In(x) + (x +4) - xIn(x)
e = (x + 47

_ xIn(x) +4In(x) + x + 4 = xIn(x)
et = (x + 4)
iy 2 A+ x4

)= —crae

f(x) =0 geeft 2x> + 3x=0en e* 0.

x(2x+3)=0
x=0of 2x+3=0
x=0of 2x=-3

— _ 1
x—Oofx——Ii

(4x + 3)e* — (2x2 + 3x)e*

f(x) = (ex)2
, 4xe* + 3e* — 2x%e" — 3xe’
fx)= %
e
, (—2%% +x +3)e”
Fx)= 2
“2x2+x+3
fl="r

3 .
F)= 1 = 3 en het startgetal is 0.
Een vergelijking van de raaklijn is y = 3x.

[(x)=0 geeft 2x2+ x+3=0ene*£0.
D= 12—~ 3= 25

43 = =3
X.= 4 o1-X= —4
x=-lof x=13
Zie de plot hiernaast.
fheeft een minimum f(—1) = —e.

. n_ 9
fheeft een maximum f1 ( 15) =—

e

X 1-(1+x%)—x+2x

fl)= T et S = ——

14+ x2—2x2 ; 1 —x2
A+ el M=oy

Fx)=

© Noordhoff Uitgevers bv
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16 Product- en quotientfuncties

4
35 a f(0)=00+e’=1leng(0)=3—-———==3-2=1dus(0,1)iseen

b f(x)=0geeft] —x2=0en(1+x%)2=0.
A=
x=-lofx=1

In de grafiek is te zien dat f'een minimum heeft bij x = —1 en een maximum

bijx=1.
Het minimum is f(—1) = ﬁ = —% en het maximum is f(1) =
f oyl
c flx)= mgeeﬁ
oo 2+ P - (1 - x) - 2(1 + x2) - 2x
Fa= (1+ 22
(14— (1-x)+2-2x
Fay= (1 + %2
i T2 —2xY — At Ao
S = (1 + x2)?
. e
S )= T2y

d /(x)=0geeft2x—6x*=0en (1 + 730
2x(1=3x3)=0

2x=00fx2=%
x=00fx=—‘\j%_=—%\/§ofx=‘\%_=%\{§
1

e AL B 1

f(o)_1+02 O,f( 3\5) 1+(—%;\B)2 7y3en
\{_

1.k} = 2 —_ T wul
f(3\j_) 1+( \jg) 4\{_
De buigpunten zijn: (0, 0), (—% \E, —% \B) en (% \E, %\5)

0+2
gemeenschappelijk punt van de grafieken van fen g.

b f(x)=2x+e dus £(0)=0+1=1.
2(x) = 3 — 4(x +2)!
Z(xX)=0+4(x+2)2

¢ = dus ¢/(0) = —

0+27

4
(x +2)

In het gemeenschappelijke punt (0. 1) hebben de grafieken van fen g

dezelfde helling, dus een gemeenschappelijke raaklijn.

36 a f(x)=g(x) geef —g=x3—3.

136

f(x) = =2x7" geeft f'(x) = 2x7? ofwel f'(x) = 3

gx)=2x
f(x) = g'(x) geeft 2= 2x.
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37 a

Y=

x=

x=1

fQ)=-2eng(l)=-2
Dus de grafieken van fen g raken elkaar bij x = 1.
h(x) = k(x) geeft x> + %: —-3x2+ p.
1
h(x) = x*+ x7! geeft /'(x) = 2x — x72 ofwel /'(x) = 2x — =

K(x)=- 1
R (x) = Kk'(x) geeft 2x — 2 —6x.

1
8x:;
_1
x3—§
=L
X=3
1
x= %mvullen bij x2+ —= —S+ geeft‘lf'i' 2= _?‘1‘"1’-
p=3
cx—yx+1-1
x+ 1 2\x+l
fx)= geeft f7(x) = 2
Nx+1 vl
fi(x)= +2

el

2\/x +1 T x—2(x+1)

f(x)= 2 2\{—geeftf( )—m

Xo—i DD —x— 2
= endus f(x)= ———
PO e W e
(x) = —x + | + p geeft g'(x) = !
X)=— —\X X)—
g FE jx + 1
—x-=2 -1
(x)=¢ eeft =
=g et T T a1
—x-2_-1 oY e
) geeft 2(—x —2) = —2x
2x2=2x—4=0
¥=x-2=0

(x=2)(x+1)=0
x =2 of x=-1 (voldoet niet)

=3 \3eng@®==3+p
f2)=g(2) geeft 143= =3 + pdus p=1143.
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138

Product- en quotientfuncties

. er ) . )
7 iseen productfunctie, dus daar is de productregel

De teller van f(x) = );

nodig voor het differentigren. Om g(x) = e> te differentiéren, is de
kettingregel nodig.

De kettingregel zorgt voor de factor 2 in de afgeleide van g(x) = e2¥, want de
afgeleide van 2x 1s 2.

n(x) =1
s R T Dape@™ a5 B) o 840 ]
)= (x +3)2
L« ek 3era Dnle? o G ™
S = (x + 3)2
o x _ 2AEPEA GRESE & 3pE N - s
Fi(x) = G ofwel /(%) = =— =5
Figye 2x(8x + 22 — (x2— 1)+ 2(8x +2) - 8
L (8x +2)t
2x(8x+2) — 16(x*— 1)
gx) = (8x +2)°
16x2+4x — 16x*+ 16
g = (8x +2)
4x + 16
g =5y
iy o Q)BT =1 (54 D= 257 n)- 2
()= @+ 1)
i) = 1) £ 25— In(2) + 25-% = 25+ In(2)
v Q2+ 1)
. —641n(2)— In(2) - 25~
A= Q25+ 1)
x3 * ’\{; x3§
k(x)= m— geeft k(x) = w——
P B (x+4)—xB 1
ki) = (x +4)
" 3% X+ 14x% — x5
()= (x + 4)2
2L o+ 1403 Sxx + 28x%x
k'(x)= Wofwel K(x)= 2(x—+4)2
ZL-z (2 +4x) — In(2x) - (2x + 4)
X
I'(x)= (x2 + 4x)?
pg o YT 4T @+ 429
(x) = (x% + 4x)?
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U7 a De helling van de grafiek van fis gelijk aan f"(x).
Als de helling van de grafiek van fop den duur de helling van lijn / benadert
is dus limf”(x) = richtingscoéfticiént van /.

@x+Dx—1)—2x2+x-2)-1

b fi(x)=
f(X) (x—1)2
, 2xp—dont 1
f= =2t 1
s
T ) = I 2xP—4x+1 x x2_2—0+0_2
o 7 w2 —2x+1 xow, 2 1 1-0+0
f s Bt
X X

¢ Alsde grafiek van fen de lijn / vrijwel samenvallen als x — c dan is
f(x)=ax+ benzal f(x)— (ax+bh)— 0.

Dtf—1 22 +x—2 xlx—1
d Gm( /o) -2 = lim| 2ot X2 o) = fim[ 22t x =2 B DY

X—yoo X—3o0 -1 X—poo s 1 x—1

2
Qptb—=2 =0+ 2% _ Bw—=1 _ X
lim = lim = lim = 3 dus een vergelijking

X—yce x—1 x—e0 X — | x—)wl_l
X

van de asymptoot is y = 2x + 3.

16.5 Gemengde opdrachten

38 a
20
16
E'IZ
i 8
-
5 4 35 2 —ifo 5
S
! -8
_— 3 x+ 1) -3
So=—" 1y
s 304 3xE— ¢ W e
=T S ol F =T
iy EEFEIEH 1R = Q6 3 2+ )
(x+ 1P
(6x2+ 6x)(x + 1) - 220 + 3aY)
)= (x+1)
. 6x3 4 6x% + 6x7 + 6x — 4x7 — 612
f= (x+1)
3 2
) = 2x° + 6x° + 6x

(x + 1)}
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16 Product- en quotientfuncties

f7(x)=0geeft 2x3 + 632+ 6x=0en (x + 1)° £ 0.
2x(x?+3x+3)=0

2x=0of x2+3x+3=0

x=0of D=3>-4-1+3=-3(dus geen oplossingen)
x=0

£(0) = 0 dus het buigpunt is (0, 0).

5 2
12—'—2'+—3'
@ s i 12x3—-5x+2 - XX :12—0+0:4
Pl AP B G 1 A 0+0+3
—+—+3
XX
12—i+£
. 1253 — Sx+2 = T X2 x3_12—0+0_4
Tealy P e W L+i 0+0+3
XX

De grafiek heeft als horizontale asymptoot de lijn y = 4.

. (12x° —5x+2 .
b ;];Ll_?olo m = \[Z =2 (Zle opdraoht a)
125" — S+ 2
fim = = \/Z = 2 (zie opdracht a)

x| 1 +4x2 + 33
De grafiek heeft als horizontale asymptoot de lijn y =2

¢ Voorx>0is yx2=x.Voor x <0Qis yx2=—x

V42 +x+3 e g
- — X X

xl—?l 8x+ 10 xl—;rg M x}-arg 10
X
4+i+i
i X x2_\}4+0+0 2 1
bl 10  8+0 8 4
8+—
X
V4x?+x+3
_— 42+ x+3

. 8x+ 10

o 10
X—> —H —8——
X
\}4+0+ 2 1
o g 10 —8-0 -8 4
X

De grafiek heeft als horizontale asymptoten de lijnen y = —i en y= %.

a1 6+l Gkl o §_5+0_3
xi—Iél&}o_ 2x+ 5 _xljgzx+5_xl—1}1 ] _.?.+0_
24—
_6+l
. 6°|x]+1 . —b6x+1 ) X —6+0
lim =——= Ilim = lim = =-3

X—y—oo 2x+5 x—-w 2x+ 5 X—y—oo 5 240
24

De grafiek heeft als horizontale asymptoten de lijnen y = —3 en y = 3.
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40 a

41 a

RO

. a s RB
Uit de gelijkvormigheid van ABRQ en AQFA volgt — =

PO PA
RB
Dus —= endusis RB=
2 a- a—1
2
Enge]dtb=OB=0R+RB:2+_1
e

De grafiek heeft een verticale asymptoot x = 1.
De verticale asymptoot zie je in de figuur terug doordat als x — 1 dan
nadert 4 naar P en komt B zeer hoog te liggen, dus b — oo,

limf(x) = lim(2 £
A0

2
) =2+0=2,dus y=21iseen horizontale
X% 1

o
asymptoot.

De horizontale asymptoot zie je in de figuur terug doordat als x — « dan
ligt A zeer ver naar rechts en nadert B punt R maar bereikt R nooit.

OppervlakteS=%-0A-OB=%-a-b=%-a-(2+a_

2
1) ofwel

a _ala-l)+a &

S=a+
a—1 a—1 a—1

Verschuif je 4 vanuit P naar rechts dan neemt de oppervlakte af vanuit

de asymptoot voor x—1 en daarna toe tot de asymptoot voor x—ee, De

overgang van afname naar toename is alleen mogelijk als er in het verloop

een minimum voorkomt.

dS 2a(a—1)—-da*-1

da  (a—1)

dS _24°-2a-4°

da (a— 1)

dS _da*—-2a

da  (a—1)

j—S=0geefta2—2a=0en(a—1)2;&0.

a

ala—2)=0

a =0 (voldoet niet) of ¢ =2

a=2 eeftb—2+i—4
5 2-1

Danis A(2, 0) en is B(0, 4).

227 3(x*—9)

S = ¥ +3x x(x+3)
3(x—3 3
T = (Yx(x )-ExB;- :
3(x—3) .
f(x)= - (mits x # —3)
=2 = 2 s f =32
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16 Product- en quotientfuncties

3(x = 3)(x +3)

b Omdat f(x)= D)

zijn voor x = —3 de teller en noemer beide 0.
Voor x = —3 bestaat de functie f'niet, maar de functie g bestaat wel voor
x=-3.

De grafiek van fheeft geen punt voor x = —3. Voor alle andere waarden
van x vallen de grafieken van f'en g samen. Bij het tekenen van de grafiek
van fzie je op het scherm van je rekenmachine niet dat het punt bij x = -3
niet bestaat.

Onderzoeksopdrachten

42 Bij het zwemmen zet Kjell zich af tegen het water, dus zijn snelheid is 1 m/s
ten opzichte van het water.
Het water stroomt met snelheid v ten opzichte van de wal.
Zwemt Kjell met de stroom mee dan wordt zijn snelheid met v vergroot tot

1 + v m/s ten opzichte van de wal en legt hij 500 meter af in seconden.

I+
Zwemt hij tegen de stroom in dan wordt zijn snelheid met v verkleind tot

1 — v m/s ten opzichte van de wal en legt hij 500 meter af in seconden.

L=y

500 500
De totale duur voor de hele tocht tussen de kribben is dus 7(v) = —1 + T
- y

seconden.

Voor de snelste tijd heeft T een minimum, dus geldt dan 77(v) = 0.

oy 0t (1=1) =500+ =1 0+(1+1)=~500-1
)= (1= (I + )

500 500
(I1-v2 A+v)?

T'(v)=

500

500
T() = 0 geeft - - 0.
() =0 geelt s = T+ 0y

500 500 Y1=500/(1-R)+5007(1+X)
(L—v2  (1+7)

(1=vy=(1+v)7?
1-2v+v¥?=1+2v++*
4v=0o0fwel v=0

Zie de plot hiernaast.

T heeft een minimum 77(0) = 1000. K="1.857E°6 ¥=1000
Dus in stilstaand water (v = 0 m/s) zwemt Kjell dus het snelst heen en weer.

43 a f(x)=(>-pN3x+6

J(5) =0 geeft (25 — p) - 421 = 0.
25=-p=0
p=25
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b fi(x)=(2—\3x+6
Fi(x) =0 geeft (x> = 1)y3x +6=0.
x*—=1=00f3x+6=0
x2=1of 3x=-6

x=—lofx=lofx=-2
De drie oplossingen voldoen alle drie, dus f; heeft drie nulpunten.

¢ f(x)=(2-pn3x+6
S(x) =0 geeft (x — pyy3x + 6 =0.
x—p=00f3x+6=0
x2=pof3x=-6
= pofx=\]g_9(mitsp20)0fx=—2
Als p < 0dan heeft f, één nulpunt, namelijk x = —2.
Als p = 0dan heeft f, twee nulpunten, namelijk x = 0 en x = —2.
Als p =4 dan heeft f, twee nulpunten, namelijk x =2 en x = -2.
Als 0 <p <4 of p>4dan heeft f, drie nulpunten, namelijk x = —yp en
x= ‘\[]_? en x=-2.

Samenvatting

S1 a f(x)=0geeft (2" — 10)(6 — 7x)=0.
2*-10=00f 6-7x=0
2=100f 7x=6
x = 2og(10) of x =2

b g(x)=0 geeft (3x>—75) In(x) = 0.
3x2=750f In(x)=0
x2=250fx=1
x=-5(voldoet niet) of x=50of x =1

S2 a f(x)=0geeft3xz—+6x=0‘
1 —4x?
Ix2+6x=0enl—4x2%0
Ix(x+2)=0
x=0of x=-2
b 1-4x2=0en3x2+6x20
e |
x2=%

-_1 =1
x= 20fx—2

De grafiek heeft als verticale asymptoten de lijnen x = —% en x = %

S3 a De grafiek van f heeft als horizontale asymptoot de lijn y = 13.

b De grafiek van f heeft als horizontale asymptoot de lijn y = 2%.
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5x +2 - 540
X
Sk a lime— =i =——=-5
x—>m3—x x—)mz_ 0—1
X
5 X 540
lim = lim ——=2""=—5
X——c0 - X x—)—wi_l 0—1
X
(2x + 1)(6 — 3x) —6x2+9x+6
b = geeft f(X) = ————
f -3z Eeltf/)=—5775
9 6
Nl Mo
lim—tsx2+9x+6_h_In X X2 _ —6+0+0
X—yoo 19 - 3x2 X—yoo ]9 0 - 3
—=-3
X
_6+2+£
. =62+ 9x+6 ) x xX —64+0+0
lim ———————— = lim = =2
X—y—c0 19 = 3x2 X——o0 19 0-—-3
—2'—3
X
2
dx+—
4x* + e . 4x+0
¢ lim 3 =1 = lim = oo
x—>w7x— X—300 _i x—>w7—0
N
4x + —
Pt T dxd0
e T =4 e 4 xom 10
2
7_1
d i il I - 0-0 0
x1—11}08x3+5x2—9x+12_x]-1->28+£_2+£_8+0—0+0_
x x2 X
7.1
i 7 - x2 ; X x 0-0
i BB+ 5x2—Ox+ 12 amwgro_ 2 12787 0—0v0
x x2 A3

S5 a f(x)=(80x - 35)(5 — 2x)
1/(x) = 160x(5 — 2x) + (80x2 — 35) - =2
f7(x) =800x — 320x% — 160x> + 70
£7(x) = —480x2 + 800x + 70

b g(x)=(Tx+3)-ex-10

gf(x) =710 4 (7x 2 3) ceSr=l0. 5
g(x) =710+ (35x + 15) - ¥~ 10
#(x) = (35x + 22) - e5-10
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%6 a f=7"1;
Py = 1908 - 1(21:(:29; +26)- 4
= T657 ?ff—_ 1726)); - 104
0= G
e =22
= S (—4(3);)—2 27y~ — 2%
oy 2T ifjxaz;s — g
¢ =
=22

S7

19x + 26

(2e™ + 2xe*)(x + 5) — 2xe*- 1

n(x) =

(x+ 5)2
o Axer+ 10e* 4 2x%e* + 10xe™ — 2xe*
Lar= (x+5)
iy < (8 F 103+ 10)e
ey
2
K= 15
2x In(x) — x%+ %
K= oy
2x In(x) — x
KOO= e

f(x)=x+ % geeft f(x)=x+x"L.

f(x)=1-x2ofwel f(x)=1- =
g(x) = —4x2 + x + 3 geeft g'(x) = —8x + 1.
F(x)=g'(x) geeft 1 — Lz =—8x+1.

X

=8x

=8x7

a7 =édit geeft x =%

)= be2=2hengly=-1rs=d
Omdat f (;—) = g(é—) en f ’(%) =g (%) raken de grafieken van fen g elkaar.
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Test jezelf

T1 a f(x)=0 geeft 2x - 5) y12x — x> =0.
2%—~5=0%of 125 —x2=0
2x=50of x(12-x)=0

x=2of x=0o0f x=12

De nulpunten zijn x = 2% enx=0enx=12.

70y
60
50
40
30
20
10

0 p : X
2 3 4 5 12 14
_10\/ . ‘

-20

¢ g(x)=0geeft 2x+5)-y12x — x> =0.
2x+5=00f 12x—x2=0
2x==5o0of x(12-x)=0
x=-2Lof x=0of x=12

x= —2% voldoet niet.
De nulpunten zijn x =0en x = 12.

Een plot geeft ook de nulpunten x=0en x=12.

T2 a f(x)=0geeft3x+6=0en2—5x=0.
3x=-6
x=-2
Het nulpunt van fis x = —2.
Voor een verticale asymptoot geldt: 2 —5x=0en3x +6=0.

5x=2dusx=%.

De verticale asymptoot is de lijn x = %

3+—
. 3x+6 ) X 340 3
lim = lim =——=——c¢n
x—)oo2— 5x x—)mz 5 0— 5 5

x
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. 3x . X 340 3
lim = lim =——=—-=
x——2 — 5x x—)—mz s & 0-—35 5
X
De horizontale asymptoot is de lijn y = — %

g(x)=0geeft x> —4x+3=0en x+6#0.
(x—1D(x—3)=0

x=lofx=3

De nulpunten zijn x = 1 en x = 3.

Voor een verticale asymptoot geldt x + 6 =0en x> — 4x + 3 2 0.

De verticale asymptoot is de lijn x = —6.

3
x—4+—
oo x?—4x+3 . % . x—44+0
Iim————=lim————=lim—————==en
x—e X+ 6 X—ye0 x—=ee | +0
1 +—
5%
3
x—4+—-
. ox?—4x+3 . X . x—4+0
lim ————= lim = lim S
X  X+6 X—y—co 6 x—- 140
1+—
%

Er zijn geen horizontale asymptoten.

h(x)=0geeft 8x +3x>=0en x*—8#0

x(8+3x)=0

x=00f8+3x=0

x=0o0f 3x=-8

x=0of x= —2%

De nulpunten zijn x =0 en x = —2%.

Voor een verticale asymptoot geldt x* — 8 =0en 8x + 3x2 #0.

x’=8

x=\3[§=2

De verticale asymptoot is de lijn x = 2.

8 3
_+_
. Bx+3xr X2 X 040
lim————=lim g =——=~0en
X—poo x3—8 X0 | —— 1-0
0
8 3
S Sl
o B3R X X _0+0_,
x—lglw x3—8 _xl)rzlw l_i _1—0_
5

De horizontale asymptoot is de lijn y = 0.

+==0.

!c(x)=0geeft5—x_'_1 "

Sx(x+1)  3x +2(x+1)_
xx+1) xx+1) x(x+1)

Sx(x +1)—3x+2(x+1)

xx+1) =0
Sx(x+ 1) =3x+2(x+1)=0enx(x+1)#0
5% Sx=3n+v ek 2=0
Sx2+4x+2=0
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T3 a

T4 a

148

Product- en quotientfuncties

D=bF-4ac=4-4-5-2=16-40=-24<0.

k heeft geen nulpunten.

Voor een verticale asymptoot geldt x + 1 =0 of x=0.
De verticale asymptoten zijn de lijnen x =—1en x = 0.

25
hm(S— +—):5—0+0:56n
X—3o0 x+1 x
Iim |5 - 3 +2=5—0+0=5
X—y—oo x+1 x

De horizontale asymptoot is de lijn y = 5.

g(x) = (x +2)(x—5)
Z(X)=2x+2)(x—5)+(x+2)-1
Zx)=2(x>-3x-10)+ x>+ 4x+4
g(x)=2x2—6x—-20+x*+4x+4
g(x)=3x2-2x-16

h(x)= (2 = 9xWx + 7

P(x)=-9x+T7+(2—-9x) .

2\}x+7

2\/x+7+2—9x

2x+T7 N\x+7
—18(x+7) 2-9x

H(x)= +

x) 2\}x +7 2\}x +7

—18x— 126+ 2 —9x

H(x)=-9%x+7"

n(x)=
@ Hx +7
~27x - 124
W(x)=——=

2\}x +7

k(x)= x?-’log(4x)

1
= i3 B —
K'(x)=2x-3og(4dx) + x In(3)- 2x 4
(x)=2x+3 2
k'(x) = 2x - *log(4x) + ()

f(x) = 3¥. e2x+1
F(x)=1In(3) 3¢+l 4 3. 2712
F(x)=(n(3) + 2) - 3¢ g2x+1

Met de stelling van Pythagoras: 0Q? + p? = 32 dus OQ = V1024 — p2.
Punt P kan moet boven O liggen en kan er maximaal 32 boven liggen.

De waarde van p ligt in het interval 0 < p < 32,

A(p)=t-0P-00 =1p-\1024 - p?

Hoofdstuk 16 Product- en quotiéntfuncties
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d

T5 a

, 1
A(p)=%'\/1024—p2+%p-m'—2p
1024 - p

2

’ 14
A= AP

A(p) =0 geeft 11024 — 2 - —L

—=0.
241024 — p?
%41024 —p2= S
2\'1024 -p?
1024 — p> =p?
1024 = 2p?
pr=512
p =4512 (want p > 0), dus de maximale oppervlakte is

A(512) = 14512 1024 — (5122 = 1 {512 - T024 - 512 =
145124512 =1 512 =256,

8x—3
I

2

2

Sx) =

_8+(5-x)—(8x—3)-—1
- {5~ %P

J(x)

40 —8x+8x—3
(5 —x)*
37
(5 —x)?

2 - e0,5x
3x+2

)=

Fx)=

h(x) =
—(, 560 Foc 4 2)— (F—el®) - 3
(3x + 2)?

_l’sxeﬂ,ﬁx — eU,Sx -6+ 380,5,\{
(Gx +2)2

—1,5xe"5 + 2% — 6
Gx+2)

H(x) =

n(x) =

H(x) =

()
&=

2In(e) - @2~ Ine) — ()~

gt)= - P

41n(x) - % —21n%(x) % +In%(x) - %

gt = 2-ImMP

41n(x) - % — In3(x) - %

) = o)y

_4In(x) - In(x)
¢ = )
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Product- en quotientfuncties

Bl = 31

i(ﬂ—l)— ¥ - 3x2
K (x) = 1)
O
ot
e = —5x3—1

Té a fen graken elkaar als f(x) = g(x)en f(x) = g’(x).

T7 a

150

f(x)=xe*dus f'(x)=1-e"+x-¢e"
g) =1+ xdusg(x)=x+1
F(x)=g'(x) geefteX+ x-eX=x+ 1.
e(l+x)=x+1

e=lofx+1=0

x=0of x=-1

fO)=xe"=0eng0)=1-02+0=0

~1
f(—1)=—1-e‘1=?eng(—1):%-1+—1=—%

De grafieken van f'en g raken elkaar in de oorsprong.

h(x) = In(x) dus #'(x) = %

k(x)= x>+ p dus K'(x) = 2x

I(x) = K'(x) geeft % = 2x.

2a2=]

=)

x=—L =12 (voldoet niet) of x =y =142
)= (3 n K2 ) = (L + =
h(x) = k(x) als In(}2)=1+p

Hieruit volgt p = In(} y2) - 1.

R |—
+
]

f(x)=0geeft2+2In(x)=0en x#0.
2 In(x) = -2

In(x)=-1

x=¢!

Het nulpuntis x=¢!

of l)
e

Hoofdstuk 16 Product- en quotiéntfuncties
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b In de plot is te zien dat de grafiek als verticale
asymptoot de lijn x = 0 heeft.
Omdat f(100)=0,1121 en f(1000) = 0,0158 heeft de
grafiek als horizontale asymptoot de lijn v = 0.

2'%'x—(2+21n(x))'1

¢ filx)= =
f(x)= w ofwel f(x)= _212£x)
f'(x)=0 geeft 21In (x) =0.
In (x)=0
x=1

In de plot bij opdracht b is te zien dat feen maximum f(1) = 2 heeft.

(2x — 15)(x + 5) = (x2— 15x) - |

T8 a f(v)= —
s s 2000 10 —~15x —~ 75~ x>+ 15x
Fe)= (x +5)
2 -
f’(x)=x +10x—75

(x+35)?

F(x)=0geeft x2+ 10x—75=0en (x + 352 =0.

(x=5)(x+15=0

x=50fx=-15

f(5)=—5en f(—15)=—45 dus de toppen zijn (5, —5) en (—15, —45).

b f(x)=0geeft x>?— 15x=0enx+ 5#0.
x(x—15)=0
x=0ofx=15
Voor het punt 4 geldt x = 15.

152+10-15-75 300 _3
(15 + 5 400 4

fasy=

xX= 15eny=0invullenbij_v:%x+bgeeft0=%° 15+bdusb=—11;1f.
Een vergelijking van de raaklijn is y = % % =il 1;11-‘
6 6

T9 a lim = lim——=——=2.
te 3+ 2 t—->M3 2 34+0

Op den duur wordt de hoeveelheid eindproduct 2 mol.

b De reactiesnelheid is -E

dC _6(3t+2)—6t3

dr~ (Br+2)2

dC_18+12-18 . dC_ 12
dr (3t +2)? dt  (3t+2)
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ac___ 1
dt 92+ 12t+4
12
12 . E

lime — 12—
o 92+ 12:+4 p$9+13+%
t ot

Op den duur wordt de reactiesnelheid dus 0 mol/minuut.

==
9+0+0

0

T10 a Invullen van V=12, R, n4ie = 5 0 Ry iy = X bij
L (Rinwendig 2y Ruitwendig) geeft
12=I-(5+x)0fwell=i

X+ 8
b P=I’xXR - (L2 ). fwel P= 144x
- uitwendig — x5 X o1we - (x e 5)2
dP  144(x+5)*— 144x - 2(x +5)- 1
dx (5]
dP  144(x+5)— 144x -2
dx (x+5)
dP 144x+ 720 — 288x dP  -144x+ 720
—= ofwel —=—7"—"—7"—
dx (x+5)° dx (x + 5)°
dp
Fo 0 geeft —144x + 720 =0 en (x + 5)° # 0.
X
144x =720
1445 720
=5en P(5) = =—2=72
X3 PO) = s s~ 100

Het maximale vermogen is 7,2 watt bij een uitwendige weerstand van 5 ohm.

Extra oefening

E1

152

7
15+—
a 11m15x+7—1im x—15+0——21
x—ee 3 — 6X x—)&mi_(S 0-6 2
X
7
15+ —
. 15x+7 ; x 15+0 1
lim = lim = = el
x——e 3 — 6X x—)—ME_6 0—-6
X
Een vergelijking van de horizontale asymptoot is y = —2%.
L
5x2— 16 X X 0-0
b lim>———=1lm g =——=0
x—00X? + 8X  xoe 64+— 640
<2
Hoofdstuk 16 Product- en quotiéntfuncties
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E2 a

E3 a

v 5x2—]6 i X X 0-0
lim ——= lim g =——=0
x—-wbX + 8x x——e f 4 5 6+0
X

4+———=
i 4x2+4x—12_1_ x X2 _4+0_0_ll
s BE—Te e Ll 30 3
X
4 12
44 ———=
1im4x2+4x—12_]im x  x2 _4+0—()_ll
- 3x2— 10x X——o0 3_& 3-0 3
X

Een vergelijking van de horizontale asymptoot is y = 1%‘

) =Ax- (537 = 12%)

fi(x)= ZL (5% = 12x) +x + (1552 = 12)

e
g(x) =8y pedx
g'(x) = 8e’ + 8x - &% - 5 of ook g’(x) = 8e>* + 40x + &%~

h(x) = (%— 5) ABx—4
h(x)=(x3=5)+y3x — 4

1
Wix)=-3x4-B3x—-4+(x3=3) ——-3
e * * x ) Zm

1 3

3
h(x)==—=$3x~d*|—==5| i———=m
=" (x3 ) 243y — 4
k(x) = xIn(x)

k' (x) = 3x? In(x) + x> - % of ook K'(x) = 3x7In(x) + x?

=2
o 33T = Br =T
/)= e
6 —3x2+ 6x2— 14x 32— 14x + 6
f(x)= G—27 ofwel f'(x) = T
_ X+ 2x
n(x)= In(x)
(3x2+2) In(x) — (x3+ 2x) - %
"= ()7
o (B2 00 - 32 -D
Bl n2(x)
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Hoofdstuk 16 Product- en quotiéntfuncties

153



Product- en quotientfuncties

1 -1
¢ hix)= 1- Inx)
2x
1
——2x— (1= In(x)) -2
W(x)= o)
o —2-2+421In(x)
a2 4 x?
=4+ 2 In() =2+
h(6) = =5 of ook H(¥) = ——
X —4x
d Kx) =15 3
_ =l s =aity= (P =)y =ow
Kix) = (15 — 327
sai o 258 —Bat—B0 + 1052 + Bt — 2
g = (15 — 3x2)2
33+ 2=
K(x) = 3x*+33x*— 60

(15 — 332)2

E4 a  f(x)= x? In(x) geeft f'(x)=2x In(x)+ x? -)1?

S (x)=2x In(x)+ x

x+3 , 1+(5x—1)—=(x+3)-5
glx)=1- o geeft g'(x) = Gx 1)
. de—=1~bx—18 v 1B
g(x)= Guo 17 ofwel g'(x) = —(Sx— e

f(H=12-In(1)=0en g(1) = 1—%: 0

-16

f(M=2In()+1=1eng'(l)= ~—F = 1

Dus de grafieken van fen g raken elkaar bij x =1.

b A(x)= % geeft A(x) = x72
2

I (x) = =2x" ofwel H'(x) = ——
X

k(x) =2 — x? geeft k'(x) = —2x
; 2

() = K(x) geeft —— = —2x.
x

—-2=-2x*

=l

x=-lofx=1

h(l)=1lenk(1)=1

h(-1)=lenk(-1)=1

De grafieken van /s en k raken elkaar bij x = 1 en bij x = —1.
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E5 a

Eé a

g(1) = 0 geeft (2 — 8t)(r* + 61) = 0.
£—8t=00of #+6:=0
tHt—8)=0of (£’ +6)=0
t=0of t=80of #=-6

tzOoftzSoft:ﬁ(:—%)
h(x) = 0 geeft (2—l)\/4x+ 10=0

X

1
2—;=00f4x+10=0

l—20f4x=—10

—i
-1 —_nl
x—zofx— 22

k(s) =0 geeft Y16 — 52 =435 + 7 = 0.
16—s2=00f 3s+7=0

=16 of 3s=-7

s=—4 (voldoet niet)yof s=4 of 5= —2%
h(x) =0 geeft x* In(x) = 0.
X*=0ofIn(x)=0

x = 0 (voldoet niet) of x =1

3x—7
2—x2

Sx)=

f(x)=0als3x—7=0en2—x>=0.
3x=17

Het nulpunt is x = 2%.
Voor een verticale asymptoot geldt 2— x> =0en 3x — 7 =0.
x2=2

De grafiek van fheeft als verticale asymptoten de lijnen x = —\E en x = \E

1 —x—x2

gx) = x2+1

gx)=0alsl1—x—-x=0enx?>+1=20.
HEx—1=0
D=12-4-1--1=5

—1+45 —-1-45

of x=

2 2

x —
De nulpunten zijn x = —% +% Sof x= —% = % 5.

Voor een verticale asymptoot geldt x>+ 1 =0en | —x — x2#0.
x? + 1 =0 heeft geen oplossingen.

De grafiek van g heeft geen verticale asymptoten.

5x-2
h(x) = 0.2
h(x) =0 geeft 5x —2=0en "> #0.
Sx=2

o2
Het nulpunt is x =35

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 16 Product- en quotiéntfuncties

155



16

E7 a
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Voor een verticale asymptoot geldt e”>* =0en 5x —2#0.

e02x = ( heeft geen oplossingen.
De grafiek van /i heeft geen verticale asymptoten.

\/e_x

2

k(x) =

k(x) =0 geeft ye*=0en x3=0.

\fe—x = 0 heeft geen oplossingen, dus & heeft geen nulpunten.

Voor een verticale asymptoot geldt x* = 0 en ye* = 0.
De grafiek heeft als verticale asymptoot de lijn x = 0.

£ = (552 + 20)(20 — x2) geeft

f(x) = 10x(20 — x?) + (557 + 20)(—2x)
[7(x)=200x — 10x3 — 10x3 — 40x
17(x)=160x — 20x3

f(x) =0 geeft 160x — 20x° = 0.

20x(8 —x3) =0

x=0of x*=8

x=00fx=—\[§=— \Eofx=\[§=2\j§

Zie de plot hiernaast.
f heeft een minimum f(0) = 400.

fheeft maxima f(—2y2) =f(2y2) = 720.
g(x) =3xy12 — 2x geeft

g(x) =312 - 2x+3x"

1
2912 - 2x

3x
2(x) =312 - 2x —ﬁ

3(12 — 2x) — 3x

gx) = B B

36 — 9x
€= 5o
g'(x)=0geeft 36 —9x=0en 12— 2x #0.
9x =36
x=4
Zie de plot hiernaast.
2 heeft een maximum g(4) = 12y12 - 8 = 24,

g heeft een randminimum g(6) = 0.

F(x)=(Bx + 1)+ 27 geeft f/(x) =32+ (3x+ 1)+ In(2)- 2~

F(x)=3+2%+ (3x In(2) + In(2)) - 2*
(%)= (3 +3x In(2) + In(2)) - 2

£(x) =0 geeft (3 + 3x In(2) + In(2)) - 2 = 0.
3+ 3xIn(2) + In(2) = 0
3xIn(2) = -3 -1n(2)
~3-1n(2)
3In(2)

Hoofdstuk 16 Product- en quotiéntfuncties

[~ Y1=(EXZ+20)(26-%2)

2.828428 ¥=?720

Y1=3RT(12-2X)

Ha.ximu.m
¥=4.0000009 Y=24
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E10 a

E9 f(z)=(4—2)mzz@=4eng(2)=%=4

Fe9 =1+ (=9

X

Py = —ax + =

P~

3-(x—1)—3x—=2)-1

¢ ="

3Ix—3—-3x+2 -1
gx)= Wofwel g'(x)= 17

e SR T i B o e
£2)=—4+ i By =LEER) = 5

Conclusie: de grafieken raken elkaar bij x = 2.

y
¢ 4
]
7 | : (I
— I b X
-7 6 5 -4\3 2 12 1 2 3
Hi-
L o-a
-6
]
-8
]
110
5 4
1+—+—

b x2+5x+4 x x2 1+0+40
im = lim = =
xseex? +4Ax +4 e 4 4 I1+0+0

1+=+—
x X2
5 4
L+—+—
i X2+ 5x+4 " x x2 1+0+0
x—1>1’£1mx2+4x+4_x—1>111m i+i_1+0+0_
X x2

De horizontale asymptoot heeft vergelijking y = 1.

x2+5x+4

m=lgeeftx2+5x+4=x2+4x+4

Dus x=0en dusis P(0,1).

2

-1
=-1.

¢ Alsx — o dan f(x) - 1 dusiser rechts van P een maximum.
Als x — oo vanaf het maximum is er een punt waar de helling minimaal is.

Dus is er een buigpunt.

© Noordhoff Uitgevers bv
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x2+5x+4
d )= g

2x+5)(x?+4x+4)— (F?+5x +H(2x + 4)

Fi@= (2 +dx +4)

oo Qx4 5)(x+2)(x+2) = 2(x2 + 5x + 4)(x + 2)
i = T

o s B Silred) 200w Spad)
f4(x)_ (x+2)3

s ot it B 1—25"—~ 10x—R
Fi = e

o e N D
= g

o M FAS =t B)s S ap 1
f?4(x)_ (x+2)6

, _—lx+2)-3-x +2)
f?4(x)_ (x+2)4

. _—x—2+3x-6
f:l-(x)_ (x+2)4

, _ DR
fv4(x)_ (x+2)4
f74(x) =0 geeft 2x — 8 =0en (x + 2)*#0.
2x=8

x=4den f(4)=2=1]

Het buigpunt is (4 3 1%).

e x>+ ax+a=0 heeft geen oplossingen als D =a>—4-1-a<0dusals
ala—4)<0.
Dit is het geval als 0 <a < 4.

Hoofdstuk 16 Product- en quotiéntfuncties
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Vaardigheden 8

y=12-32x
y = 12 . 32 . (3—1))6

y=12+9-37*
y=108-(3)°
p=6l2
p=6le 62
y=6- (672
y=6-(%)"
y=@-2p

y=34—4-3+4
y=(32)—4-3+4
y=9'—4-31+4
y=@+ 3[4 -2)
y=A0—2-4 43456
y==5-2+4"+3-47

yp==5-2-4+3-(4)

y=rre2an
X3
1 1
y=xT32x
y=2'x6l

y=—%x3°x3
oL
pgens
(3x)?
Y=
2Wx
92
P=T
Qx4
y=4y-xlt

© Noordhoff Uitgevers bv

y:%.2"2x+5
y:%.2—2x.25
y:%.(2—2)x.32
y=16-(3)
y—4-9%x+z
p=4-95r. 95

y=4-(9;]‘:)x-3
y=12-3%
5 = 53;?(5%;' - 57)

y= 53}7,.? - 52}’

y=(8¥+3)8 - p)
y:84p—p-83p+3.8p_3p

1 1
yeo—exle——
2
1 5 1
L
X3 2x3
y:x—;—.xZ.%x—;
y=Egeals

x )3

y= 2

2x3
y= % ¥ )3
y=gx
y=(Bx)"+ (-7

1

¥ =(@Bx)) D
y= (3x)1; -3

Vaardigheden 8
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Vaardigheden 8

Eris gebruikgemaakt van de rekenregel \(%7 =
Omdat \E . \6 op een geheel getal nitkomt.

S e

32
EEET

EE
=

]

1875 =1/625+3 =625 +\3 =253
)4:1_].32:E:11 (zll.ﬁ)
et = +_\{_ \{_ ek 5 ek
AR Al e A
\j204s=\j1024-2=\11024-\/§=32\[§

6_6 3_6f3

,\B
:_.\’_3_ =2\3

3 43 3

o

2
3

é‘

2

=

=
.
Ll
‘-K,

e o oo AP 2==5 T 4
De richtingscoéfficiént is e Iz

x=2eny=-5invullenin y = —l%x + n geeft
—5=—1%-2+ndusn=—2%.

Een vergelijking van /1s y = —1% x— 2%.

Links en rechts vermenigvuldigen met 5 geeft 5y = —7x — 11 ofwel
Tx+5p=-11.

De richtingscoéfficiént van /is ]%, dus/: y= 1% x+n.

x=2en y=5invullen geeft 5= ll-2+ndusn=2.

Een vergelijking van /is y = 1 x + 2 ofwel —3x + 2y = 4.

rcm-45= —1 geeft "Cm'i = -1 ofwel rc,, = —§, dusm:y= —%x+n.

x=4en y=-3invullen geeft -3 = —§°4 +ndusn= —2%.

Een vergelijking van m is y = —% X - 2% ofwel 2x + 9y =—19.

Ay 1-5 -4
De richti éfficiént is — = =—
€ ricntingscocliicient 1s A —8-0 _g

Lijn p gaat door (0, 5), dusn = 5.

Een vergelijking van pis y =35 x + 5 ofwel —x + 2y = 10.
Vaardigheden 8

_1 |
=5,dusp:y=3x+n
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9 a X+12x+32+5y=0

(x+62 =36+ (y+25) -6l =0

(x +6)2 + (y ¥ 2%)2 =42%

Het middelpunt is (—6, —2%) en de straal is @ = 6%‘
b x2+y2—x+3y+2%=0

N-x+)2+3p+2=0

(e (ol -2+ 2=

(b + e 8P}

Het middelpunt is (% ; —I%) en de straal is \j}f_ = %
c x2—4y=8x—y?

xX2=8x+)2—4p=0

(x—4)2-16+(y—-2%-4=0
(x—42+(-2°=20

Het middelpunt is (4, 2) en de straal is @ = 2\]5.
10 a Substitutie van y =2x — 1 geeft x>+ (2x — 1) = 32x—1)—-19=0.

X2+4x2—4x+1-6x+3-19=0
Sx2—10x—-15=0

x¥2=-2x-3=0
(x+D)(x—=3)=0
x=—lof x=3

Ditinvullenin y =2x— 1 geeft y=—-3 of y=5.
De snijpunten zijn (=1, =3) en (3, 5).
b Substitutie van x =3 — 7y geeft (3 — 7y + 1)> + (y + 3)> = 25.
Ty +4)P2+(y+3y=25
492 =56y + 16+ 2+ 6y +9=25

5017 =50y =0
S0p(y—1)=0
y=0of y=1

Dit invullen in x =3 — 7y geeft x =3 of x = —4.
De snijpunten zijn (3, 0)en (-4, 1).
¢ Substitutie van y = x + 2 geeft x>+ (x + 2)> — 2x — 10(x + 2) — 74 = 0.
X+l +4x+4-2x—-10x—-20—-74=0
2x2—8x—90=0

x2—4x—-45=0
(x+5)(x—9)=0
x=-50fx=9

Ditinvullenin y =x+ 2 geeft v=—3 of y=11.
De snijpunten zijn (=5, —=3)en (9, 11).
11 XP+7x+)*+5y=0
(x+3L) - 12+ (y+2) -6t=0
(x+3Lf+(r+20)f =18
¢ is een cirkel met middelpunt M(—35 5 —25) en straal Y185 .
Punt P(1,8) ligt buiten de cirkel, dus d(P, ¢) = PM — Y 18%
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Vaardigheden 8

par=A1 - =3P+ (8 — —20) = 1301, dus d(P,¢) = 1305 — 18],

¢ snijden met de y-as:
©-32+(+1)2=25
943242541 =25

P¥+2y—-15=0
(r+5(r-3)=0
y=—-50fy=3

De cirkel e: (x — 3)* + (y + 1)? = 25 snijdt de positieve y-as in (0, 3).
Het middelpunt van de cirkel is (3, —1) en de richtingscoéfficiént van het

-1-3
middelpunt naar het snijpunt met de positieve y-as is 320 =—;—1'.
De richtingscoéfficiént van raaklijn ¢ is dan % want % . —%’- =-1.

Een vergelijking van ¢ is y = %x + 3.
12 12 12 4 s 31 15 1
4: = = i = :—-|——:—-|-—:4
=T -1~ 15~ 5 &) 171 4
12 12 12
fg(x) = = S
301 12 12
=+ —=1 —+1-1 —
x 4 X
1 4x-1 1 12x-3 1 1 1
= + —= . —_——= —_—— —_— 4 —=
BV =——+7 2 4 12 4 " ag?
dx -1
De functies fen g zijn elkaars inverse.
20
=12-5 =
¥ x AR

20

x=12-5y x—y_4
20

Sy=12-x y—4—;
y=2%—%x y=—+=4
flnv _22_1 hinv —2_0+4

(x)=25—35x (x)= .
y=1+@Q2x-7y d y=8+7- (4"
x=1+@2y=7) x=8+7- (4"
Qy-7P=x-1 (L =Lx-1}
2y—7=\3}x—1 3"2y=%x—1%
2y=17 +\3,'x— 1 —2y= 310g(%x = 1%)
y=3%+%-\3lx—l y=—%-3log(%x—1%)
gm(x) =35+ 1 =1 kim(x)= -1 3log(L x - 1)

Vaardigheden 8 © Noordhoff Uitgevers bv



15 a

x=z+2%"1 x= In(5y —10)
5= 291 5yp—10=¢*

3y — 1= 2log(5x) S5p=e*+ 10

3y = 2og(5x) + 1 y=

y=%-210g5x+% qmv(x):%ex"'z

P (x) = % 2log5x + %

Het domein van fis {«. 12] en het bereik is[1, —).
y=1+412-x
x=1 +m
Yi2-y=x-1

R-y=i-2%+1

y==x2+2x+11

f(x)==x2+2x+11

Het domein van /™ is[1, —) en het bereik is (<, 12].

Het domein van g is [3, —) en het bereik is [1, —).
y=1 +m
x=1 +m
m=x—l

2y —6=(x— 1)
Zy=(x—1)*+6

y=2(x =14 +3
F0= g Ge=ljF 3
Het domein van g"" is [1, —) en het bereik is [3, —).

Het domein van A is ((—, 1) en het bereik is (0, —).
3

Y T =x
3

X
3 2
o
_ 9
r=13a
. 9
™ (x) = 1-&

Het domein van ~™ is {0, —) en het bereik is {«, 1).

© Noordhoff Uitgevers bv

y:%lz’:’x_l f Y= 1n(5x— 10)
1
5
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Vaardigheden 8

16 a Het domein van fis R.
b fmoet een inverse functie hebben, omdat er bij spiegeling in de lijn y = x
weer de grafiek van een functie ontstaat.

11—
€ VT
1=
T oy

x2+3)=1-3%
2x+x-¥=1-3
x¥+3=1-2x
I(x+1)=1-2x

3y:l—2x
x+1
=2 1-
y=3log ) ofwel ™(x) = 3log
x+1 x+1

d Het domein van de inverse functie is het bereik van f.
Voor grote positieve waarden van x nadert f{x) naar —1, voor grote negatieve

waarden nadert 3¥ naar 0 en dus f{x) naar % Het bereik van fis (-1, % .

Dus het domein van de inverse functie van f'is ook (-1, % ;

4x
17 2 f0=775
, o A-(A+x?)—4x-2x
S = (4 + 2272
f(x)=0geeft4-(4+ x> —dx-2x=0.
—4x2+16=0
x2=4
x=—20fx=2
4--2 -8 4-2 8
A e T

De toppen zijn (-2, —1) en (2, 1).
b Ze zijn elkaars spiegelbeeld in de oorsprong.

18 a f(a)=2a"-3d"+5
Fla)=2(af—3~al-+5
f(—a)=2a*-3a*+5
Omdat f(—a) = f(a) is de grafiek van flijnsymmetrisch in de y-as.
b A(a) =">log(l + a?)
h(—a) ="log(1 + (—a)?)
h(—a) ="log(1 + a)*
Omdat A(—a) = h(a) is de grafiek van 4 lijnsymmetrisch in de y-as.

164 Vaardigheden 8
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262+ 1

Ka) =%
A 1)
k(~a) = —2(3‘_')_: !
2a2+1
(=)= 61—32
_ 2ar+1
k(—a)= a

Omdat k(—a) = —k(a) is de grafiek van k puntsymmetrisch in de oorsprong.
pla) = cos*(a) + 2 cos(a)

p(—a) = cos’(—a) + 2 cos(—a)

p(—a) = cos*(a) + 2 cos(a)

Omdat p(—a) = p(a) is de grafiek van p lijnsymmetrisch in de y-as.

r(a) = % a-2a
r(—a)=1(-ay-2+-a
H—a)= —% @+ 2a

H—a) = —(% @ = Za)
Omdat r(—a) = —r(a) is de grafiek van r puntsymmetrisch in de oorsprong.

3

£
s-a)= ((__‘ﬁ%
e
o= -258

Omdat s(—a) = —s(a) is de grafiek van s puntsymmetrisch in de oorsprong.

S .

1
Als de grafiek van f(x) = puntsymmetrisch is in de oorsprong, dan is

;3
f(—a) = —f(a) voor elke wzliarcie van d.
0=

l— 3
fea= 143
flmay =1 et f-a) =
fl—a)= % ofwel f(—a)= %
= — 1 ;g: S NS P )

De grafiek van fis inderdaad puntsymmetrisch in de oorsprong.

© Noordhoff Uitgevers bv Vaardigheden 8
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20 a f4(v)=

b Dan zou de inverse functie van f_¢ gelijk zijn aan f_g zelf.

_Bx—28

g W= %= 3

_3y-8

x= =3
x(y—3)=3y—8

xy—3x=3y—-8
xy—3y=3x—-38
yx—3)=3x—-8

_3x—8
2 x—3
i 3x— PR
b b 3 dus de conclusie is juist.
3x+p
o = x— &
_3pTp
X = V—S
My—3)=3y+p

xy—3x=3p+p
xy—3y=3x+p
x—3)=3x+p

_3x+p
4 x—3
3x+p . .
Smx) = 3 dus de eigenschap geldt voor alle functies f, (p #9).
% =
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17 Goniometrische functies

Voorkennis

V1 a y

. \/Tc 3n
-1

b x=—-n,x=0,x=mx=2n enx=3n

¢ fx)=lalsx=1in of x=2in
fx)=-lalsx=-1n of x=1ln.

d De periode van fis 2m.

e y

NN AN/
\/o\/\/z\/3

-1

cos(2x) = 0 voor x = —%7[, x= —in, x= %;T[, x= %T[, x= I‘ITT[,

=13 =ol =93
x= lgm, x=2n enx =20
cos(2x)=lalsx=-n,x=0,x=n,x=2nen x = 3m.
cos(2x)=-lalsx= —%n, x= %n, x= l%n en x = 2%rr.
De periode van f'is 7.

V2 a sin(%ﬂ) = sin(%ﬂ , want de sinusgrafiek is symmetrisch ten opzichte van de

)7 sler)
= o

limx=35mn

b cos(—l%n) =cos lin), want de cosinusgrafiek is symmetrisch ten opzichte
van de y-as.

c sin( 1%7{) = —sin(%ﬂ) want de periode van de sinusgrafiek is 2m.

d cos( l%n) = cos(%n) omdat de cosinusgrafiek symmetrisch is ten opzichte
van de lijn x =t , en cos §ﬂ) = —COS(%‘T[) omdat de cosinusgrafiek
puntsymmetrisch is ten opzichte van het punt %n, 0).

e cos(%n) = —cos(%n), omdat de cosinusgrafiek puntsymmetrisch is ten
opzichte van het punt %n, 0).

f sin(lin) = —sin(%ﬂ), omdat de sinusgrafiek puntsymmetrisch is ten
opzichte van het punt (n, 0).

. 1 _ 1 (5 Y _1
V3 a sm(lzn) = -2 e sm(grt) =5
b cos(%n) = —% f cos(l%n) = —%\E
1 1 1 1
c sm(—gﬂ) = —5\6 g sm(—lgn) =3
2 1 3 1
d cos(—lgn) =5 h sm(lzn) = —E\E
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Goniometrische functies

De grafiek van g ontstaat uit de grafiek

van f door de grafiek van f'te vermenigvuldigen ten opzichte van de
x-as met factor 3.

De grafiek van /& ontstaat uit de grafiek van f'door de grafiek van f'te
vermenigvuldigen ten opzichte van de y-as met factor %

De grafiek van m ontstaat uit de grafiek van & door de
grafiek van k twee eenheden omhoog te verschuiven.

De grafiek van n ontstaat uit de grafiek van k door de grafiek van k \/\/
twee eenheden naar links te verschuiven. E@%&

De grafiek van g ontstaat uit de grafiek van fdoor deze te vermenigvuldigen
ten opzichte van de y-as met factor %. )

. . . . . s
De evenwichtsstand is y = 0, de amplitude is 1 en de periode e = %n.

De grafiek van / ontstaat uit de grafiek van f'door deze te spiegelen in de
x-as en de grafiek vervolgens 0,22 naar links te verschuiven.

De evenwichtsstand is y = 0, de amplitude is 1 en de periode 2.

De grafiek van m ontstaat uit de grafiek van f'door deze te vermenigvuldigen
ten opzichte van de y-as met factor # en vervolgens te vermenigvuldigen ten
opzichte van de x-as met factor \B

De evenwichtsstand is y = 0, de amplitude is \B en de periode: i—i = %
De grafiek van n ontstaat uit de grafiek van f'door deze te vermenigvuldigen
ten opzichte van de x-as met factor —2 en vervolgens één eenheid omhoog te
verschuiven.

De evenwichtsstand is y = 1, de amplitude is 2 en de periode 2n.

sin(5x) =1
Sx=ln+k-2n
x=%n+k';5—ln
Op |0 2n]:x=11—0n ofx=%n 0fx=]9—07{ of x= 113—01'[ of x= 1%7‘[.

cos(4x)=—% 2

dx=3n+k-2n of dx=1in+k-2n

x=13—67[+k-%n 0fx=15—6n+k-%n

Op[0,2ﬂ]:x=~1§gﬁofx=~l%n ofx=%ﬂofx=%%ﬂof
x= 11—36—7[ of x= 115—611 of x= l%n of x= 1%—%1'[.

snfl) =115

%x=%ﬂ+k°2nof%x=%n+k-2ﬂ

x=%n+k-4nofx= I%n+k-4n

Op [0, 2n]: x=%n of x= l%n.

cos(bx) =—1

6x=n+k-2n

x=%n+k'%n

Op[0,27:]:x=én0fx=%n0fx=%n0fx=lénof
x=1%n0fx=1%ﬂ
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V7 a 4cos(2x) =243
cos(2x) = %\E

2x=ln+k 2nof 2x=12n+k-2n

x=ﬁn+k°nofx=%n+k°n
Op[—n,3n]:x=—%n ofx=—%n ofx=%n ofx=%n of
x=1%n0fx=l%nofx=2ﬁnofx=2%n.
b l%sin(%x)=—%
sinflv) = -}
Le=tlntk-2nofix=12n+k-2n
x=2%n+k'4n0fx=3%n+k'4n
Op [-m, 3n]: x= 2%7: of x= —%n.
c cos(l%x)=0
l%x=%n+k-n
x=%n+k-%n
Op[—n,3n]:x=—nofx=—%nofx=%nofx=nofx=l%nof

x=2%7t0fx=3n_
d 6sin(2x) =3
sin(2x) =3
2x=ln+k-2nof 2x=3n+k-2n
x=gntkonof x=2n+ken
Op [-n, 3n]:x=—%n ofx=—%nofx=fl5ﬂofx:%nof
1 5

. 15 —n Ll — 95
x—luﬂ ofx—llzn 0fx—212n ofx—2]2n.

17.1. Harmonische trillingen

intro  Als [ korter wordt, wordt de slingertijd, en dus de periode ook korter.
De onderste grafiek hoort dus bij de kortere slinger.

1 a De periode van u is g%:)[? = ﬁ seconde.
b De periode is het omgekeerde van het aantal trillingen per seconde.
1

aantaltrillingen per seconde

periode =

; = 9
¢ De periode is g7 seconde.

2
De b in de formule is dan Tﬂ = 1200m.
600

De formule is » = sin(1200mn¢) met & in mm en ¢ in seconden.
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Amplitude 1 mm, periode = leﬁ s en frequentie 250 Hz.

1
500n

5 5 2n 1 F 150
Amplitude 0,02 mm, periode 300 150" s en frequentie - Hz.

2n

256n

Amplitude 1 mm, periode = lé_S s en frequentie 128 Hz.

; ; 2 ;
Amplitude 9 mm, periode % = % s en frequentie 6 Hz.
I

Als de frequentie verdubbelt, wordt de formule u = 6sin(81).
De frequentie wordt 6. de formule u = 6sin(67).

Uit het voorbeeld weet je dat de periode 8 is, de evenwichtsstand y = 10 en
de amplitude 4. De grafiek gaat een kwart periode voor de top stijgend door
de evenwichtsstand, datisdus bijx=5—-2=3.

f(x)=10+4sin{In(x - 3))

De evenwichtstand is y = %(14 +13)= 13% en de amplitude 14 — 13% = %
Een halve periode is | — =7 = 8§, dus de periode is 16. De top is 7 naar links
verschoven: f(x)= 13% + % COS(%T[(X + 7)).

De evenwichtstand is y = —2, de amplitude 2 — —2 = 4 en de periode 12.
De top is 5 naar links verschoven: f(x)=-2+4 cos(én(x + 5)).

De evenwichtsstand is y = 3, de amplitude 3 en de periode 6 — 2 = 4.

De top is 2 naar rechts verschoven: f(x)=3+3 cos(%n(x - 2)).

Of: de grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand in het punt (1, 3) dus

£(x) =3+ 3sin(In(x = 1)).

De frequentie is 20 Hz en de amplitude 7 cm, dus het functievoorschrift is
u(t) = 7sin(40mt).

Bij een frequentie van 20 Hz hoort » = 20 - 2t = 40m en bij een frequentie

van 20 000 Hz is b = 20000 * 2 = 400007, dus b ligt tussen 407 en 40 0007,
De waarde van b wordt dan ook 1,5 keer zo groot.

2n

b= 53 = 0,506
12
4 =5+ 35in(0,506¢) V1=5+35n(0.506%) _
Invoer: y, = 5 + 3sin(0,506x) en y, = 4 -\
Venster: standaard e /‘\t
Opties: snijpunten e o B

De snijpunten zijn x = 0,671... en x = 6,880...
Het water staat 6,880... — —0,671... = 7,551... uur boven de 4 meter.

i i Intersection i
Dat is 7 uur en 33 minuten. Intersectio oy

Tussen twee toppen ligt een halve periode. De halve periode is het verschil

tussen de x-codrdinaten van de toppen: 3 — —5 = 8. De periode is 16.

De evenwichtsstand d zit precies tussen de y-waarden van de toppen in en is
1

dzi(—2+8):3.

De amplitude aisa=8 — 3 =35,
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2n 2n

& = periode 16 8"

Dat punt is (%(—5 + 3), é—(—Z + 8)) =(—=1,3),dusc=-1.
Een functievoorschrift is f(x) = 3 + 5sin é"ﬂ(x + 1)).

° Qo

b Met je rekenmachine vind je de evenwichtsstand y =0, dus d = 0.

De periode is 2m, dus h= 1.

Een top is (0,785; 1,4142), dus de amplitude is @ = 1,4142.

Een nulpunt is —0,785. Een functievoorschrift is f(x) = 1,41sin(x + 0,79).
c Y

AN

-2

Evenwichtsstand y =0, dus d = 0. De periode is 2n, dus b = 1.
Een top is (2,356; 1,4142), dus de amplitude is @ = 1,4142.
Een nulpunt is 0,785. Een functievoorschrift is g(x) = 1,41sin(x — 0,79).

U2 a -1<sin(2m)<1
27" is voor elke waarde van ¢ positief, dus =27/ <27 - sin(2n¢) £ 27
b De helling van de grafiek van f'is overal negatief, dus moeten de toppen van
de grafiek van u die bij een maximum horen onder de grafiek van fliggen.
Omdat de helling van de grafiek van g overal positief is, liggen de toppen
van de grafiek van u die bij een minimum horen boven de grafiek van g.

17.2 Goniometrische formules

intro  A(x) = f(x) + g(x) = sin?(x) + cos?(x)
Door deze formule / in te voeren in je rekenmachine en dan de grafiek te
plotten zie je een horizontale lijn.
De grafiek is de lijn y = 1.
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11 a

12 a

13 a
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sin(x + 1) = —sin(x)

cos(x + ) = —cos(x)

De grafiek is symmetrisch in de lijn x = %n.
¥

/: \ / X
_y 0 \\ﬂ:/ ’
-1
Nee, want deze grafiek is niet symmetrisch in de lijn x = ;—n.
cos(—a) = cos(a), omdat de grafiek symmetrisch is in de y-as.

Door een translatie van %n naar rechts.
. _ 1 : 1
sin(x) = cos(x—irr) dus op de puntjes moet —; m staan.

cos(x) = sin(x + %n) omdat de grafiek van g(x) = cos(x) de beeldgrafiek is

van de grafiek van f(x) = sin(x) bij een translatie van %n naar links.

S—
Il
Q
o}
w
—
=
|
1
A
——

sin(x + ‘l—ln) = cos((x + %n) - %n
cos(l%n = x) = sin((l%n - x) + %n) = sin(—x + lgn)
—cos(Zx = %n) = cos(2x + %n) = sin(2x + %T[) + %n)) = sin(Zx + I%T{)

—sin(Z(x + }T“)) = —sin(2x + %n) = —cos(2x) = cos(2x + )

cos(2x = %n) = sin(2x - %n + %n) = sin(2x = %n) =

sin(157 - 2x) = —sin(2x - 13n) = sin(2x — 137+ 1) = sin(2x - 1n),
dus f(x) = g(x).

sin(l%n = 3x) = cos( li-n — 3x—%n‘) = cos(l}—tn — 3x) = cos(3x — I%n) =

—cos(3x — %T[) = cos(3x = liﬂ), dus f(x) = g(x).
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14 a

15

16 a

012 a

sin(x) = 3
cos(x) =1-sin’(x)=1- (3 =%

_ Vg _ 1
cos(x) = \% = \% =321 of cos(x) = —5@
Op het gegeven interval: cos(x) = %\]ﬁ ;

cos(x) = —%

sin*(x)=1- cosz(x) = 1—52—5 %%-

sin(x) = \'gg 5 2 of sin(x) = —%‘51
Op het gegeven interval: sin(x) = 5z
cos(x) = —%\E

sin(x) = 1 —cos¥(x)=1-2=12
sin(x) = V5 = £ of sin(x) = —=

Op het gegeven interval: sin(.x) = —%.
sin(x) = =15

cos?(x) =1~ s1n2(x) = I_E LG
cos(x) = 116 3 of cos(x) = —l
Op het gegeven interval: cos(x)

sin(a) = 3cos(a)

sin’(a) + cos*(a) = 1

9 cos*(a) + cos*(a) =1

10 cosz(a) =1

cos™(a) = 10, dus sin’(a) = E

cos(a) = \j% of cos(a) = _\[E

sin(a) = 3\{% of sin(a) = -3 11—0

f(x) =sin(x - 1n)
Spiegelen in de x-as geeft u(x) = —sin(x - %n)
Verschuiving nt naar rechts: v(x) = —sin(x - %n - n) = —sin(x - I%n).

Vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met factor 2 geeft ten slotte

glx) = —sin(%x = 1%1‘[).
—sin(%x — l%n) = sin(l%n = %x) = cos((l%n: = %x) - %n) = cos(%n — %x) =
cos(%x - %n)

Dus g(x) = cos(%x = %n)‘

cos - 24 = sif{ 1~ 2x) )
cos( 137 = 2x) =sin( 121 — 2x + Ln)

cos( 137 - 2x) =sin(2f 7 — 2x)

(of ook cos( 13— 2x) = sin(1n - 2x))

. 2. Y _ _ 21 %_ L 1
Sln(—x+§n)—cos( x+3n 21‘!)—(:08( x+6n)

of ook sin|—x +3n)=coslx —zm
3 ;
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cos’(x) = ( }T) 16 en sin*(x) + 1 =1
sin?(x) ==

sin(x) = 315 of sin(x) = 3415

Op het gegeven interval is sin(x) positief.

sin(x) = 1415
sin'() = (55 =5-5=3

cosA(x)=1-sin¥(x)=1-
cos(x) = % of cos(x) = —%
Op het gegeven interval: cos(x) =

\DIU\

_ 144
cos’(x) = 15

sin?(x) =1 — cosi(x) = 1-12 =25
sin(x) = 53 of sin(x) = —%
5

Op het gegeven interval: sin(x) = —33.

cos’(x) = m
51n2(x) = 1 — cos’(x) = l_ﬁ 1%90

sin(x) = 11 of sin(x) = =75 \]_1

Op het gegeven interval: sin(x) = % 11

sin’(x) =75

cos?(x) =1 —sin(x) = 1-p =4
cos(x) = % of cos(x) = —-1_,;

Op het gegeven interval: cos(x) = —%.

Het minimum is 0 en het maximum is 1, dus de amplitude is %
De periode n.
Vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met factor %, gevolgd door een

vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met factor %, gevolgd door een
verschuiving % omhoog en %T{ naar rechts.

a=%b=2]T 2,d= 2enc——
fly=1+1 cos( ( 1)) ofwel f(x)=1+1 cos(2x —n)
of ook f(x)=5—5 cos(Zx)

Bij een Verschuwmg van én naar rechts of links.

e %n naar links verschuiven van de grafiek van f geeft

174

h)=L+Lcos(2((x+4n)-Ln))

h(x)=1+1cos(2x)
h(x)=1+1sin(2x + 1n)
h(x) =3 +3% sin(2(x + 7))

Hoofdstuk 17 Goniometrische functies

© Noordhoff Uitgevers by



17.3 Vergelijkingen oplossen

intro  De periode is gelijk aan het verschil van de x-coérdinaten van P, en P,:

17 a

b Dat volgt uit de symmetrie van de grafiek van de sinus.

b

(2]

[=H

6,69 —0.41 = 6,28
De x-codrdinaat van @, is 2,73 + 6,28 = 9,01.
De x-codrdinaat van Q5 is 2,73 + 29+ 6,28 = 184.,85.

1 -1 .
2x—gn —3n+k 2n

2x=%n+k-2n

x=%n+k'n

2x—én=n—%n+k'2n
1__2

2x—gn—§n+k'2ﬂ

2x=%n+k-2n

=2n+k-

X =N s

—L = =,
x—3n0fx— 31

x=tn+k-2nof x=-tn+k-2n

sin(%x)=—% 3
x=—%n+k-2nof%x=n—%n+k-2n
x=—%n+k°2n0f%x=1%n+k-2n
x=-3n+k-dnof x=2%n+k-4n
sin(2x) = sin(3x)
2x=3x+k 2nof 2x=n—-3x+ k- 2n
x=k2nof Sx=n+k+2n
x=k'2n0fx=%n+k'%n

sin(4x — m) =Sin(x+%n)
4x—ft=x+%n+k'2nof4x—n=n—x—%n+k'2n
3x=13n+k-2nof S5x=13n+k*2n

1

_1 +2 3
x—2n+k 3Ttof'x—

10n+k'%n

cos(2x — %n ) = —%

cos(2x - %n) = cos(%n)

2x—%n =%n+k°2n of2x—%r[ :—%T[+k'2ﬂ
2x=32n+k- 2t of 2x=-Ln+k-2n

_5 . —_1 .
x—12n+k nt of x= 4T[+k T
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e sin(x—%ﬂ)=sin(%ﬂ—x)

x—%n =%n—x+k'2n ofx—%n =n—(%n—x)+k-2n
2x=%n+k~2n ofx—%ﬂ=%7[+x+k-2f[
x=15—2n+k-n: of0=%n+k-2n

x=15—2n+k°f[ (0=%n+k°2n heeft geen oplossingen)

f COS(%T[)C) = cos(3n — mx)
%nx=3n—nx+k-2nof%nx=—3n+nx+k-2n
l%ﬂx=3ﬂ+k'2ﬂ 0f—%nx=—3n+k~2n
2y=3+k-20f -tx=-3+k-2

x=1%+k-130f x=9+£k-6

19 a sin(x)=—sin(x+%n)

sin(x) = sin(x + I%n)
x=x+1%ﬂ+k°2n0fx=n—x—l%n+k-2n
x=x+1%n+k-2n heeft geen oplossing.
2x=%n+k-2ﬂ
x=dlfn+k'n

b cos(2x+%n):—cos(3x)
cos(2x + l%n) = cos(3x)
2x+ 1n=3x+k-2nof 2x+ 1in=-3x+k-2n
—x=—1%n+k°2n0f5x=—1%n+k~2n
x=1%n+k-2nofx=—14—5:r[+k°%n

c cos(x = %ﬂ) = —cos(%n — 2x)
cos(x - %n) = cos(lin - 2x)
x—%n=I}Tn—2x+k°2nofx—%ﬁ=—1%n+2x+k-2ﬂ
3x=l1Ln+k-2mof —x=-Hn+k-2n
x=-§%n+k°%nofx=%n+k-2n

d sin(3x) = —sin(2x—1m)
sin(3x) = sin(2x + %n)
3x=2xv+in+k-2mof Ix=n—2x—Sn+k-2n
x=%n+k-2n0f5x=%ﬂ+k-2ﬂ

=1 . -1 .2
x—5n+k 2nofx—10n+k ST
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20 a

21

sin(3x — %n) = cos(2x)

cos(?ax—%n) = cos(2x)
3x—§-n=2x+k-2nof3x—%n=—2x+k°2n
x=%n+k-2nof5x=%n+k-2n
x=%n+k~2nofx=%n+k-%ﬂ
sin(2x) = cos(x)

cos(2x—%n) = cos(x)

2x-in=x+k-2nof 2x—in=-x+k-2n
x=%n+k-2nof3x=%n+k-2n
x=%n+k-2nofx=%n+k-%n
cos(x+%n)= sin(2x)

cos(x+%n): cos(2x—%n)
x+in=ov—dntk-onof x+in=-2c+la+k-2n
—x=—%n+k-2n0f3x=in+k°2ﬂ
x=%n+k-2nofx=%n+k-%n
sin(4x)=cos(%x)

cos(4x—%n) =cos(%x)
4x—%n=%x+k°2ﬁ0f4x—%ﬂ=—%x+k°2n
Hv=lntk-dnof dby=Ln+k-2n
x=%n+k-%nofx=%n+k-gn

cos(x— 1%n)=sin(x+%n)

cos(x— 1%n)=cos(x—%n)
x-Un=x-ln+k-2nof x—lin=-x+Lin+k-2n
xX— l%n=x—én+k-2n heeft geen oplossing.
2x=1in+k-2n

S, ¢
x—4n+k b1

sin(3x) = sin(x = %n)
3x=x—%ﬂ:+k-2n0f3x=ﬂ—(x—%n)+k°2ﬂ
2x=—fn+k-2mof dx=1in+k-2n

De oplossingen zijn: x :1—56"1'[, X =W, ¥ =%n, x= 11_5671,

113 —qZ
x= Ilﬁnenx— 1811.
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%x=x—%n+k-2noflx— (r—ln)+k 2n
—%x=—§n+k-2ﬂ0f§x=—x+§ﬁ+k-2n
x—% +k-4n0f1%x=%n+k-2ﬂ
x—%n+k-4nofx=%n+k-l%n

. S | 2 o) 5
De oplossingen zijn: x = —lgn, x =§n, x =3men x = Ijmn.

23 a 2sin’(x)—sin(x)—1=0
Stel sin(x) = p dan wordt de vergelijking
2pP=p—1=0
D=(-1y-4-2--1=
p=1:3—10fp—143 3
sin(x) = 1 of sin(x) = -3

x=%n +k'2ﬂ0fx:—éﬂ+k'2ﬂ 0fx=1én+k-21'z

b=

b 3cos(x) — 2sin*(x) =0
3cos(x) — 2(1 — cos*(x)) =0
2 cosi(x) + 3cos(x) —2=0
Stel cos(x) = p dan wordt de vergelijking

2p*+3p—2=0
D=3-4-2--2=125
345 —3-5

cos(x) = % of cos(x)=-2

xX= %n +k+2n of x= —%n + k21 (cos(x) = —2 heeft geen oplossingen)

c sm( ) 1+2cos( )
l—cosz( )—1+2cos( )

Stel cos( ) = p dan wordt de vergelijking
—p2=2p

p=0of p=-2

cos(x) =0 of cos(x)=-2

x= %n + k+mt (cos(x) = —2 heeft geen oplossingen)

d cos*(x)+ 2cos(x)+1=0
Stel cos(x) = p dan wordt de vergelijking

pPr+2p+1=0
(p+17=0
p=-1
cos(x)=-1

x=n +k-2n
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24 a

018 a

—1<cos(x)<len0< sind(x)<1

f(x) kan maximaal 3+1+2+1=5en minimaal 3-—1+2-0=-3 zijn.
Maar zoals in de grafiek te zien is, wordt dit maximum lang niet gehaald.
3cos(x) + 2 sin*(x) =0

3 cos(x)+2—2cos?(x)=0

Stel cos(x) = p dan wordt de vergelijking

2p*=3p—2=0
D=(-32—4-2--2=25
3+5 35 3

cos(x) =2 of cos(x) = —%

(cos(x) = 2 heeft geen oplossingen) x = %T{ +k-2nof x= —%n + k- 2n
3cos(x) + 2 sin’(x) = 3

3 cos(x) + 2 — 2cosX(x) =3

2 cos(x)—3cos(x)+1=0

Stel cos(x) = p dan wordt de vergelijking

2p2-3p+1=0
D=(-3P-4-2-1=1
3+1 3_1 1

cos(x)=1of cos(x)=%

x=k-2nof x=gn+k-2nof x=—itn+k-2n
g O (O, |

x—sn=n—5x+k*2n
Av=lntk-2nof Ax=tn+k-2n
2:22=2:3=2-2=%
x=%n+k'§nofx=%n+k'%n

cos(2x = ‘1171) = cos(%x)
2x—%n=%x+k°2ﬁof2x—%n=—%x+k°2n
IGx=gn+k-2nof Bx=in+k-2n
x=%n+k'l%nofx=%n+k'gn

cos(2x) = cos(3x — %T[)
2x=3x—in+k-2nof 2x=-3x+in+k-2n

—x=—%n+k-2n0f5x=%n+k°2ﬂ

L

15n+k—%n

x=%n+k'2ﬂofx=
: e 1

sin(5x — ) —sm(x—in)

S5x—m =x—%n+k'2ﬁof5x—n =n—x+%rc+k-2n
4x=1n+k-2mof 6x=20n+k-2n
x=%n+k-%n0fx=%ﬂ+k°%ﬂ

cos(Lx) = 1B

%x=%n+k-2nof%x=—%n+k-2n

x=%n+k-4ﬂ0fx=—%n+k°4n
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i cos(x + %"TE) = COS(%TE - x)
x+%n =én—x+k'2nofx+%n=—%Tc+x+k'2n
2x=—%n+k-2nof0=—%n+k~2ﬂ
x= ——11511 +hkn (0= —%n + k + 2 heeft geen oplossing)

j sin(%ﬂx) =sin(2n + mx)
%nx=2ﬂ+ﬂx+k°2nof%nx=n—2n—nx+k-2ﬂ
~tnx=2n+k-2nof Gnx=-n+k-2n
x=—8+k-8ﬂofx:—%+k- l%

023 a sin%(x) + cos?(x) = 1 ofwel cos’(x) = 1 — sin?(x).

En ook cos*(2x) = 1 — sin’(2x).
Dit substitueren in 2 cos?(2x) + sin(2x) — 1 = 0 geeft
2(1 — sin?(2x)) + sin(2x) — 1 =0
2 — 2sin?(2x) + sin(2x) — 1 =0

—2sin(2x) + sin(2x) + 1 =0
b Beide kanten zijn vermenigvuldigd met —1.

2pP—=p—-1=0
D=(-1p—4-2--1=9
1+3 1-3 1

d sin(2x) =1 of sin(2x) = —1

e 2x=in+k-2mof 2x=—tn+k-2mof 2x=1tn+k-2n
< | e 1 =y F
x =l of av==—ggmn k-~ w ol ¥ = omet-ken

U4 a 16 cos*(x) — 8 sin*(x) = -5
16 cos*(x) — 8(1 — cos*(x)) = -5
16 cos*(x) + 8 cos’(x) —3=0
Stel cos?(x) = p dan wordt de vergelijking
16p>+8p—3=0
D=8 —-4-16--3=256
_—8+16 _—8-16 4
Pm Ty A P T Ty T
cos(x) = % of cos¥(x) = —%

cos(x) = 312- of cos(x) = —% (cos?(x) = —% heeft geen oplossing)
x=in+k-2nof x=—in+k-2nof x=3n+k-2nof x=-3n+k-2n

cos(x)  sin(x)
1 +sin(x) cos(x)

cos’(x) = sin(x) + sin’(x) en sin(x) # —1 en cos(x) # 0
1 = sin?(x) = sin(x) + sin*(x)

2sin?(x) +sin(x)— 1 =0

Stel sin(x) = p dan wordt de vergelijking

2 +p—1=0
D=1*-4-2--1=9
-1+3 ~1=3
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17.4 Differentieren

intro

25 a

b
c

d

26 a

b &

sin(x) = 5 of sin(x) = —1 (vervalt)
x=%n+k-2n0fx=%ﬂ+k-2n
cos*(x) — sin*(x) = %

(cos?(x) + sin*(x))(cos*(x) — sin’(x)) =%
1+ (cos?(x) — sin%(x)) = 3

cos?(x) — sin’(x) = %

cos¥(x) — (1 — cos?(x)) = 3

2 cos¥(x) = 13

cos(x) = %

cos(x) = % 3 of cos(x) = —% 3
x=énofx=—%n0fx=%n0fx=—%n

De horizontale snelheid is het grootst als de slinger van de klok door het

laagste punt gaat. In de grafiek zijn dat de nulpunten.

5+cos(2n)=0
2ni=%n+k°n
— 1 L
I—Z+k 3

Dus elke halve seconde is de snelheid het grootst, te beginnen bij le seconde.

In de toppen is de helling gelijk aan 0.

Bij de sinusgrafiek is dat bij x = %n + k- 2n.

r=1

¥

N

J'(x) = cos(x)

g(x) = —sin(x)

- cos(x)

1
S

)= cos(x)
A ) 1

YL P
(x)= o= sin(x)

—sin(x)

K (x) =

cos(x)

© Noordhoff Uitgevers bv
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27 a

28 a

29 a
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g(x) =5+ 2cos(x) * —sin(x)
£'(x) = —sin(x)cos(x)
I(x)=-3sin(Lx) -1

I'(x) = —sin(3x

m’(x) = 2sin(3x) * cos(3x) * 3
m’(x) = 6sin(3x)cos(3x)

n'(x) = e¥+2eos) « (1 — 2sin(x))

/7(x) = cos(x) * cos(x) + sin(x) * —sin(x)
f(x) = cos(x) — sin(x)

_ 1 -sin(x) — x - cos(x) _ sin(x) — x - cos(x)
g = sin2(x) B sin2(x)

h'(x) = 3x? - sin(x) + x° - cos(x)
1+ cos’(2x) — x+ 2+ cos(2x) * —sin(2x) * 2

K'(x) =

cos¥(x)
o cos?(2x) + 4xcos(2x)sin(2x)
() = cos*(x)
,, . _ ©0s(2x) + dxsin(2x)
Kl = cos’(2x)
,, . _ —3sin(3x) - sin(3x) — cos(3x) - 3cos(3x)
fx)= sin?(3x)
, . ~3sin?(3x) —3cos?(3x)  —3(sin’(3x) +cos’(3x)) -3
S = sin2(3x) - sin?(3x) " sin?(3x)

f/(x) = 2x - sin(2x) + x’cos(2x) * 2
f'(x) = 2x + sin(2x) + 2x*cos(2x)
—sin(2x) - 2+ sin(3x) — (1 + cos(2x)) - cos(3x) + 3

g = sin?(3x)
_ 2sin(2x) - sin(3x) + 3cos(3x) + cos(2x) - cos(3x) - 3
gl =- sin?(3x)

f(x) = 3x +sin(x)

S =1+ cos(x)=0

cos(x) = —%

x=%n+k-2nofx=—%n+k-2n

Op het gegeven interval: x = %‘T[, xX= l%n, x= 2%11.

De toppen zijn (%n, %n + %\B), (1%7:, %n —~ %\5) en (2%—71, I%n + %\5)
f(x) = —sin(x)

—sin(x) =0

x=k-'mn

Op het gegeven interval: x =0,x=m,x=2nen x = 3m.

De buigpunten zijn (0, 0), (n, %n), (2n,m) en (311, I%n).

Hoofdstuk 17 Goniometrische functies
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30 a

31 a

32 a

Voor de verticale asymptoot moet de noemer 0 zijn.
1+sin(x)=0

sin(x)=—1

x= I%n

De verticale asymptoot is de lijn x = I%n.

,. 0+ (1 +sin(x)) — 3 - —cos(x)
S = (1 + sin(x))?
3cos(x)

PO = {5 sm(o)y

f'(x) =0 geeft cos(x) =0
xX= %n of x= l%n (vervalt)

Zie de blauwe plot hiernaast.

Minimum f(%n:) = l%
2
1 + sin(x)
3 =4sin(x) - (1 + sin(x)) en sin(x) # —1

4 sin?(x) + 4sin(x) —3=0

Stel sin(x) = p dan wordt de vergelijking

= 4sin(x)

4p?+4p—-3=0
D=4-4-4--3=64

_—4+8 _—4-8
P= 3 —Eofp— 3 ——15

sin(x) = % of sin(x) = —1% (geen oplossing)
De oplossingen van de vergelijking op [0, 2n] zijn x = %n of x= %n.
Zie de plot bij opdracht b.

De oplossing van de ongelijkheid is %n <x< %n.

2
De periode 0,% = 5 seconden.

p'(t) = —=20cos(0,4n¢) * 041

p’(t) = —8m - cos(0,4nr)

p'(1)=—8n+ cos(0,4n) = =7,766

p'(1) <0, dus de luchtdruk daalt, de persoon ademt uit.

Bij uitademen is |p’(¢)| maximaal als cos(0,4n¢) = 1 en bij inademen is p’(¢)
maximaal als cos(0,4nz) = —1.

Deze maximale snelheid is p’(z) = =20+ 1 - 0,41 = —8n per seconde bij
uitademen en 8 per seconde bij inademen.

04nt=0+k-2nof 0 d4nt=n+k-2n

t=0+k-Sof t=25+k*5

Om de 2,5 seconden is de snelheid waarmee de luchtdruk toeneemt of
afneemt maximaal.

AN
EN N
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b f(x)=3cos(x)— 12 sin®(x) * cos(x)
3cos(x) — 12 sin’(x) * cos(x) =0
3cos(x)(1 — 4 sin?(x)) =0
3cos(x)=0o0f 1 —4sin*(x) =0
x=%n+k~nofsin2(x)=i

x=Ln+k-mofsin(x) =1 of sin(x) = -1

Op [0, 2ﬂ]:x=%ﬂofx= l%ﬂofx=%n0fx=%ﬂofx= lénofx= 1%7{
De extreme waarden zijn:
randminimum f(0) =0
maxima f(%rr) =3 °%— 4- (
5 V.1 3_
fn)=3-3-4-(3)=1
fAidn)=-3+4=1

= o=

minima f(%‘ﬁ) =3-4=-1
i) =3+ ~-4 (4 =th-3=-
+

fi)=3-4 -4 (-1 =
randmaximum f(2r) =0
¢ Er gaan 3 perioden in het interval [0, 27 ], dus g(x) = sin(3x) en b = 3.

33 a [, 4(x)=acos(bx)-b=ab cos(hx)
1 u0)=abcos(0)=ab-1=ab
De richtingscoéfficiént van /is 3, dus abh = 3.
b Het maximum van f,, is gelijk aan de amplitude a.
3

Dusa=Sen0mdatab=3isb=§.

34 a f(x)=2sin(x)
f'(x) = 6 sin’(x) * cos(x)
6sin*(x) * cos(x) =0
sin(x) =0 of cos(x) =0

Op [—%n, lén] zijn de oplossingen

x=—%n:ofx=00fx=%n of x=nof x= 1%1‘[.
Zie de plot hiernaast.
De extreme waarden zijn: randminimum f ( —% T[) =D
maximum f(%n) =2-13*=2en randminimum f(l-ll-ﬂ:) =2-(-1P¥=-2
b Voor de snijpunten met de x-as geldt 2 sin’(x) =0, dusx=0en x =m.
f(x) = 6 sin’(x) * cos(x)
f7(x) = 12sin(x) - cos(x) - cos(x) + 6sin?(x) - —sin(x)
f7(x) = 12sin(x) * cos*(x) — 6sin?(x)
f7(x) = 6sin(x) * (2cos?(x) — sin?(x))
f7(0) = 6sin(0) - (2cos(0) — sin3(0)) = 0 en
f7(n) = 6sin(n) * (2cos*(m) — sin’(m)) =0
Dus de snijpunten met de x-as zijn inderdaad buigpunten.
¢ 6sin(x)* (2cos?(x) — sin*(x)) =0
sin(x) = 0 of 2cos’(x) — sin*(x) =0
2 cos?(x) — (1 —cos?(x)) =0
3cos(x) =1

cos¥(x) = %
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026 a

027 a

U5 a

fx)=x

f(sin(x)) = 3 sin*(x) en g’(x) = cos(x)

h'(x) = 3 sin’(x) - cos(x)
f(x)=-T7sin(3x) -1
fx)==3Lsin(1x)

1
K'(x)= T - cos(x)
_ cos(x)
80 = o)

n'(x) = —sin(Iln (x)) * é

_ —sin(In (x))

X

n'(x)

p(x) = 1x en g(x) = sin(x)
P'(x) = 3 en g(x) = cos(x)

S =1 sin(x) + 1x - cos(x)

I'(x)= 2COS(‘;“X) . %

[T=]

I'(x)= %cos(%x)

h m'(x) = e« cos(x)

i p'(x)=cos(e¥)e>-2

p'(x) = 2eXcos(e?)

Nee, het resultaat is niet te vereenvoudigen.
p(x)=sin(x) en g(x) = % — cos(x)

p’(x) = cos(x) en ¢’(x) = sin(x)

_ cos(x) (% = cos(x)) — sin(x) * sin(x)

g'x) =

(% = c:os(x))2

~ %cos(x) - %cosz(x) — sin’(x)

AasL (% — cos(x) )2

f(x) = esin(x)
f(x) = e « cos(x)
esint) - cos(x) =0

e*in®) = () (geen oplossing) of cos(x) =0

x=%n+k'n

; . o 1
Het maximum is f(%n) = e en het minimum f(]%r:) =g l=—

f(x) = s - cos(x)

€

F7(x) = e « cos(x) * cos(x) + i) « —sin(x)

f7(x) = e"™(cos?(x) — sin(x))

f7(x) =0 geeft cos*(x) —sin(x) =0

1 = sin®(x) — sin(x) =0
sin’(x) +sin(x)— 1 =0

Stel sin(x) = p dan wordt de vergelijking p>+p—1=0.

~1+45

3 %+%\{§ofp=

p:

_1_\{5
R

sin(x) = =3 + 345 of sin(x) = —5 — 345 (vervalt)

sin(x) = =3 +3 5 geeft x = 0,666... of x =1 — 0,666...

e+ = 1,86

De buigpunten zijn (0,67; 1,86) en (2,48; 1,86).

© Noordhoff Uitgevers bv
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U6 a Voor raken moet gelden: f(x) =g (x)en f'(x) = g,’(x).
f(x) =cos(x —m)en g, (x) = —sin(x)
cos(x — ) = —sin(x)
—cos(x) = —sin(x)
cos(x) = sin(x)
cos(x) = cos(x = %n)
x=x—%n+k-2ﬁ0fx=—x+%n+k°2ﬁ
0= —%n + k+ 27 (geen oplossing) of 2x = %ﬂ; + k- 2n
x= }Tn +kn
Er moet gelden f(%n) = g(}-gt) of f(l%n) = g(l%n).
sin(—%n) =a+ cos(in) of sin(%n) =g+ cos(l};n)
—% 2=a+%\ﬁgeefta= —\E

% 2=a—%\{§geefta=\]§
Dus voor a = —\E ena= \/5 raken ze elkaar.
b Geplot zijn de grafieken van £, g Zeng. g
Geen gemeenschappelijke punten als @ < —2 of a > \E

17.5 Integreren

intro De oppervlakte van een halve cirkel is % STt (%T[)l = én3 =3,875....
De oppervlakte van een drichoek is % s %n = %nz =2467...
De afwijking bij een halve cirkel 1s 3,875... —n=0,734...
De afwijking bij een driehoek is 1 — 2.467... = 0.674...

De oppervlakte van de driehoek is een betere benadering.

35 a f'(x)=cos(x)
b Een primitieve van g(x) = cos(x) is G(x) = sin(x).
g'(x) = —sin(x)

d Een primitieve van f(x) = sin(x) is F{x) = —cos(x).

[a]

36 a F(x)=—cos(x) +1sin(2x)

F(x) = —cos(x) + 3 sin(2x)
b G(x)=—1-cos(2x) — 1 - sin(3x)
G(x) = =5 cos(2x) — 3 sin(3x)

(2]

H(x)=2x— =3 7 cos(4x)
H(x) = 2x + 3 cos(4x)

d K(x)=——3+%cos(5x) + 43 sin(2x)
K(x) = 2 cos(5x) + 2sin(2x)

37 a F(x)=—cos(x)
Tjsin(x)dx = [—cos(x)]; =—cos(n)— —cos(0)=1+1=2
0
ZI sin(x)dx = [—cos(x)]iﬂ = —cos(2nm) — —cos(0)=—-1+1=0
0

I sin(x)dx = [—cos(x)]i[ = —cos(0) — —cos(—m)=-1+-1=-2
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b Noem A het gebied dat wordt ingesloten door de grafiek van fen de x-as op
het interval [0, 1], B het gebied dat wordt ingesloten door de grafiek van fen
de x-as op het interval [n, 2n] en C het gebied dat wordt ingesloten door de
grafiek van fen de x-as op het interval [, 0].

De oppervlaktes van 4, Ben C zijn allen gelijk aan 2.

De integraal over het interval [0, r] is de oppervlakte van A dus 2.

38 a

39 a

40 a

41 a

De integraal over het interval [0, 2n] is de oppervlakte van 4 min de
oppervlakte van B.dus2 -2 =0.

De integraal over het interval [, 0] is het tegengestelde van de oppervlakte

van C, dus —2.

sin(x) = % geeft x = %T[ of x= %T{.

5

fj (sin(x) = %)dx = [—cos(x) = %x]

6T

m

]
6
1
314

Flx) =1} 2cos(1x)

Flx) = —3005(%x)

G(x) =2x — 3 - —Lsin(4 - 2x)

G(x) = 2x + 11 sin(4 — 2x)

H(x) = -1+ 5= cos(2mx)

H(x) = —1cos(2nv)
L(x)==3"1cos(4x) + sin(n — x) - —1

Lix)y=—3 cos(4x) — sin(m — x)

F'(x) = 2sin(x) * cos(x) en G'(x) = —2cos(x) * —sin(x) = 2cos(x) - sin(x)
Beide zijn dus primitieve functies van f.
F(x) =1 — cos?(x) en heeft dezelfde afgeleide als G(x) = —cos?(x).

sin(x) = cos(x) geeft x = }TT[ enx= I%ﬂ.

De snijpunten zijn (%n, %\E) en (lﬁn, —% 2)‘
5, s
fj (sin(x) — cos(x))dx = [—cos(x) — sin(x) ?
am am

—COS(%T[) = sin(gn) - (—cos(‘lwtn) = sin(in)) =
2\{__ 2 ( ) 2\{_

Een macht van e is altijd positief en nooit nul.
Met behulp van je grafisch rekenmachine
Invoer: y, = e¥in(

Venster 0<x<8,0<y<8

Optie: integraal (grenzen 0 en 2n)
2n

gexsinw dx = 10,71

De oppervlakte van het gebied is ongeveer 10.71.
© Noordhoff Uitgevers bv
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42 a P/(x)=a- 11 (3sin(x) + 1) - 3cos(x)

P'(x) = 43a cos(x) - \3sin(x) + 1

4%a=1,dusar=g

=
a
b 0=y
Q'(x) = —2a sin3(2x) - cos(2x) - 2
—4a cos(2x)
sin’(2x)

= a sin~%(2x)

—2a
M *cos(2x) 2=

o) =
—4a = %, dusa= —%;.
=

12
T—z(r— 14) = 0 geeft 1 = 14.

(t—14))=1.

43 a T7ismaximaal als cos(

18

JT 18
b | (10 + 8cos( (1 = 14))) d =

9% . /&
107+ — sin( (1 - 14))]6 =

180 + ijsin(%n) - 60— -iisin(—%n) =

483 483 963
120+ﬂ—(+ﬂ—\{-:120+ﬂ—\{_=172,93

963

¢ De oppervlakte van deze rechthoek is dan Cx 12 =120 + e

96\3 83

C=(120+—):12=10+—=14,41
T b

d Cisde gemiddelde temperatuur van de grafiek van T op het interval [6, 18].

44 a cos(Zx—%ﬂ)=cos(x—%n)
2x—%ﬂ=x—%n+k'2n Of2x—%ﬂ=—(x—%n)+k-2n
x=%n+k'2nof3x=n+k'2n

x=%n+k'2ﬂ 0fx=%n+k'%n
Op het interval [-n, n] zijn de oplossingen

x=—nofx=—%ﬂofx=%ﬂofx=%ﬂofx=ﬂ.

b Tn (cos(2x = %n) = cos(x = én))dx =

il
37

1.= 5 . 1
Esm(Zx = gn) - sm(x - gn)

-n
L 1 (1 1. 5 - 1 y_1 P B |
Esm(—lin) - sm(—in) - Esm(—Zgn) + sm(—}gn) =5¥ L+ g+5=2;

 (cos{2=31) = colx = brax =

1 R - (ST _1
2sm(Zx Gn) sm(x Gn)]
1. . (1 1. (1 Sl y_1 4 ,1,1_1
Esm(zn) = sm(EH) -3 sm(—gn) + sm(gn) =3 1+ at3=3

042 a F(x)=acos(x)
F(x) =a - (cos(x))?
F'(x)=a-3 cos*(x)* —sin(x)
F’(x) = —3asin(x) * cos*(x)
b —3a¢a=3,dusa=-1
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[«

u7

U8 a

G(x) =a - sin*(2x)

G(x) = a - (sin(2x))*

G'(x) = a - 4sin’(2x) - cos(2x) - 2
G'(x) = 8a sin’(2x) * cos(2x)
Ba=1,dusa= é

H(x) =g ——————SsinfLx) L
1+5cos(%x) (2 ) 2
y £
sin(zx
H’(x)=—2%a-4
1+ Scos(ix)
—2%a= l,dusa= —%
i | Ly 1 |
sin(px)dx = |——cos(px)|? = ——cos(Lnp) + —
;[ (p) > (p)]o = cos(3)

1 1
——cos(%np) + —=0 geeft cos(%np) =1
4 P
%np=0+k-2ngeeftp:0+k-4

f(=x) = sin*(—x) * cos(—x)

J(=x) = (=sin(x))* - cos(x)

f(—x) = sin’(x) - cos(x)

Omdat f(x)=f(—x) is feen even functie.
F'(x) =3a - sin?(x) * cos(x)
3a=1dusa= %
nulpunten: sin(x) = 0 of cos(x) =0, dusx =k %n

1. o™ _1 1 _1
gsm?’(x) 2V=3-1-3-0=3

]_T[

1 f(x)dx =
De functie is even en puntsymmetrlsch in het punt (
f (1 i+ x) = —f(zn x) en lijnsymmetrisch in de y-as.
Bewijs: sinz(%n + x)cos( n+ x) = cos?(x) - —sin(x) en

sinz(% = )cos( - x)—cosz(x) sin(x)

17.6 Tangensfunctie

intro

u

0 ) o7 t (seconden)

© Noordhoff Uitgevers bv
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45 a

46 a

47 a

48 a

190
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Mo —

De grafiek van f'heeft verticale asymptoten als de noemer nul is.

cos(x) =0 geeft x= —%n of x= %n

f heeft nulpunten als de teller nul is en de noemer niet nul is.
sin(x) = 0 en cos(x) =0

De nulpunten van fzijn: x=-n,x=0enx=mn.

De periode n.

1 1
sm(mn) ~ 1
1 6 2 1
tan{zm) = e -\f§
cos éT{ ) %\E \E ?
x ‘ 0 %T[ ﬁlfn %n
tan(x) | 0 %@‘ 1 ‘ \3
sin(—x)  —sin(x
tan(—x) = ) = (x) = —tan(x)
cos(—x)  cos(x)
sin(x +m) —sin(x)
tan(x + ) = = = tan(x)
cos(x +m) —cos(x)
Y
8
]
4
f 2
el P il X
- —%‘J‘E ? Ix T
-4
-6
|_g
Invoer: y, =4

Optie: snijpunten
x=—1,89%en x=1,25.
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¢ l+tan(x)=0
tan(x) = —1
x= —in +k-m
Op het gegeven interval: x = —in of x= %n.

f(x)SOals—%n<xs—%nof%n<xs%n

49 a 2sin(x) = 2y3 - cos(x)
sin(x) = \{3_ cos(x)
Z:;(()?) =+/3 ofwel tan(x) =3
b x= %T{ +k-m
Op het interval [0, 27] zijn de oplossingen x = %n en x= l%n.

¢ De snijpunten zijn (%n, \5) en (1%7{,—\5).

50 a tan(—%x)=1

11
—Ex—4n+k T

x= —%n + k- 2n
b tan’(x)=3
tan(x) = \[5 of tan(x) = —\B
x=%n+k~nofx=—%-n+k'n
¢ tan’(x)— I% 3etan(x)+1=0
Stel tan(x) = p dan wordt de vergelijking

pz—l%\ﬁp+l=0

== =345
CEE I

tan(x) = \[5 of tan(x) = g\f_

x=%n+k-rr0fx=%n+k'n

W

153-33
=

d 2tan(x)=

1
cos(x)
2sin(x) 1
cos(x)  cos(x)
2 sin(x)=1en cos(x)#0
sin(x) =5
x=%n+k-2nofx=%n+k-2n

51 a 4sin(3x) = —4 cos(3x)
sin(3x) = —cos(3x)
sin(3x)
cos(3x)
tan(3x)=—1

3x=—¢1¢n+k-n

ool s 1.
x=-pntkegn
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b cos(2x ~ 7{) = —sin(2x — %n)

] L

ta.n(Zx - —n) =-1

(5

el 1 g
2x FM= 4f[+k i
=1 .
2x—12n+k Bl
el P
x—24n+k 37

c \Esin(Zx = %n) = cos(2x — %T[)

52 a f(x)=tan(x)= 22((3
P = cos(x) COS(J::)O;E:;(X) + —sin(x)
. cos(x)+ sin¥(x) ]
b ()= cos?(x) "~ cos(x) ©
.. cos’(x)+ sin*(x)  cos*(x) sin*(x)
fx)= cos?(x) "~ cos¥(x) * cos?(x) L+ tan(x)
6l & = cos?(3x) l
6
f) = cos*(3x)
b g ]
(x) = tan(x) cos*(x)
~ 1
g = tan(x) * cos?(x)
1
L iy )
— cos*(x)
1
gx) = sin(x)cos(x)

¢ H'(x)=cos(x) - tan(x) + sin(x) * —

7 = sin(x) + —2)

cos(x)
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d

54 a

b5 a

051 a

1

k(x) = — = (tan(x))™!
A B

() = tan 2(x) cos*(x)
K(x) = —

sin’(x)

f(hH= tan(};n) =1, dus het punt P(1,1) ligt op de grafiek van f.
f(x)= (1 + tan 2(%7[)62)) . %nx

£ =(1+tan(in)) - In=n

SO=0+1)-tn=n

Voor de raaklijn geldt y =nx + ¢

P(1, 1) ligt op de raakliindus 1 =n+¢,dusc=1-m.

De vergelijking van de raaklijnis y=nx+ 1 — m.

F'(x)= — ) + —sin(x)
Froy =30 e P00 = tan(o)
cos(x)
3?“ ~1~7[
g tan(x) dx = [~In cos(x)) I = —In(342) = In(1) = =In(22) =L 1n(2)

|

e

tan(x)dx = [ 1n(|cos(x)|)};ﬂ =) -In(%)=-m()=m@)
3

[F1TE]

tan(%x) = —\5 f tan(3x)=tan(—x+ %n)
%x=—%n+k'n 3x=—x+%n+k'n
x=-n+k3n 4x:%ﬂ:+k°ﬂ
x= -é'n + k- ;11-11
tan?(x) =1 g 2sin(x) = tan(x)
. sin(x)
tan(x) =1 of tan(x) =—1 2 sin(x) =
cos(x)
1 1 i
= = + . = —= + . — —
x=gntknof x=—gn+k'n sin(x) =0 of 2 ——

sin(x) = 0 of cos(x) =%
x=k°ﬂ0fx=%ﬁ+k-2nof
x=—%n’+k'2n

3 sin(2x) =+/3 * cos(2x)
sin(2x) = $43 * cos(2x)

sin(2x) 1
cos(2x) 3\@

_1
a—6n
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tan(2x) 3\[_
2x=1 cntkem
x= 12n+k'5n

sin(2x) = —3 cos(2x)

sin(2x) 3
cos(2x) B \E
tan(2x) = —\E

2x=—%n+k'ﬂ
=1L 1
X = 6n+k 37

sin(4x) = —cos(4x)
sin(4x)

cos(4x) a

tan(4x) = —1

4x = —}Tn +k-m
x= —11—611 + k- ‘l—ln

sin(3x —7m)=cos(3x —m)
tan(3x — ) = 1 ofwel tan(3x) =1
Ix=in+ken
=l 1
x=pntkegn
\B sin(x - %n) = cos(x - én)
\3 * tan(x — ‘é‘f[) =
1
tanl ==
R
X 6 TE +k-mn

x=§n+k'n

sin(x)

cos(x)

a sin(x) = tan(x) =

sin(x) = 0 of cos(x) = %

sin(x) = 0 geeft op het interval ( =3, ;n) de oplossing x = 0.

cos(x) = % heeft geen oplossingen voor % <-1of % > 1, dus voor
—1<a<0of0<a<1,daniserin totaal 1 oplossing.

a =0 geeft tan(x)=0en in (—%n, %n) weer de oplossing x = 0.

a =1 geeft cos(x) = 1 en in het interval ( —oqb 2 ) de oplossing x = 0.
a=—1 geeft cos(x) = —1 en in het interval (—En, %n) geen oplossing.

Als a > 1 heeft cos(x) = = twee oplossingen in (—%n, %n), dus dan zijn er in
totaal 3 oplossingen.

1
Als a < —1 heeft cos(x) = - &een oplossingen in (—%ﬂ, %ﬂ)

Conclusie: 0 oplossingen komt niet voor, 1 oplossing voor a< 1 en
3 oplossingen voor a > 1.
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17.7 Gemengde opdrachten

b6 a

57 a

De grafieken van f'en g hebben dezelfde raaklijn in x =0 als

£(0) = g(0) en 1(0) = £(0).

F(0)=rcos(0)=1en g(0)=2— cos}(0)=2—1>=1, dus f(0) = g(0).
f(x) = —sin(x) en g’(x) = =3 cos?(x) - — sin(x) = 3 cos*(x) * sin(x)
f7(0) = —sin(0) = 0 en ¢’(0) = 3 cos*(0) + sin(0) = 0

Dus de grafieken hebben dezelfde raaklijn in x = 0.

H(x) = sin(x) — 3sin’(x)

H'(x) = cos(x) — sin*(x) * cos(x)

H'(x) = cos(x) — (1 — cos?(x)) - cos(x)
H'(x) = cos(x) — cos(x) + cos’(x)

H'(x) = cos’(x)

H'(x) = h(x) dus H is een primitieve van /.
2n

[[ (2 — cos¥(x) — cos(x))dx =

2n
[Zx — sin(x) + 3sin’(x) — sin(x)| =
0

dn—0=4n
y

4

3 f
2

X

B P tlxdn
-2
-3
-4
-5
-6
.
-8
-10

2x sin(x) = x

2sin(x)x=1-x

x=0of 2sin(x) =1

x =0 of sin(x) =3
x=00fx=é—n+k-2n0fx=%n+k-2n

Op het gegeven interval zijn de oplossingen:
x=—1%n0fx=—1%n0fx=00fx=%n0fx=%ﬂ

De snijpunten zijn: (—lgn, —1%11), (—l%n, —lén), (0,0), (%n, én) en (%n, %n).
f(x) =2x-sin(x)

f'(x)=2-sin(x) + 2x - cos(x)

f7(2) =2sin(2) + 4 cos(2) = 0,154

De helling van de grafiek voor x = 2 is positief.

In de schets zien we dat de top in de buurt van x = 2 een maximum is.

Dat betekent dat dat maximum rechts van de lijn x = 2 ligt.
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e F(x)=—2x-cos(x)+ 2sin(x)
F'(x)=—=2-cos(x) + 2x - sin(x) + 2 cos(x)
F'(x) = 2x - sin(x)

F'(x) = f(x) dus Fis een primitieve van f.

£ f(x)dx = [—2x - cos(x) + 2sin(x)| =-2n -—=1+0+0—-0=2n.
0

De oppervlakte van het gebied is 2.

b8 a

ro|—
a =

—L
7T

b tan’(x)—+3-tan(x)=0
tan(x)  (tan(x) —43) =0
tan(x) = 0 of tan(x) = \B

x=00fx=%n

1
¢ [ (x)= 2tan(x)- cosi(x) . cos*(x)
, _ 2tan(x) —a
="

d f/(x)=0 geeft tan(x) = % da.
[(x) = —1 geeft tan*(x) — a tan(x) = —1.
Substitueren van tan(x) = % a geeft
iaz —a- %a =-1
- Jlfaz =-1
a*=4,dusa=2ofa=-2.

Onderzoeksopdrachten

59 ¢ () o)~ ) [ ot oo s
de vectoren (g) en (2::;((3)

us (Z) ' (22(();))) = a2 + 2 sin’(x) + cosi(x) - cos(@) en

= fos(x)= va® + b* - cos(¢)

Als de hoek die (Z) met de x-as maakt gelijk is aan o, dan is

p=x—oaof p=a—xen f,,(x) = Va* + b** cos(x — )
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b c=\/a2+b2
c cos(ptd)=1ofcos(p+d)=-1
ptd=k-n

60 De parabool door de punten (— %rc, 0) en (%n, 0) heeft vergelijking

y=a(x+ %n)(x—%ﬁ) = a(xz—%ﬁz).
De parabool gaat bovendien door het punt (0, 1) dus

4
1=a(0- %nz), dit geeft a = g

. . . 4
Een functievoorschrift van de parabool is dan f(x) = ——2x2 + 1.
— T
k,(x)=p—e¥—e
De kettinglijn gaat door (0, 1), dus 1 =p—1—1,dus p=3.
1
De lijn gaat ook door %n, 0),dus0=3- e 3T — @ 4" 37

Stel esm = t, dan wordt de vergelijking
1

=3 —if——
t

2=3tr+1=0

D=(=3)2-4-1-1=5

3+45 3-45
2

t= =2618...0f t =
2 [0)

L 3+45

e’ =

=0,381...

1 3_ 5
=2,618...of 2™ = \j_
2 2

1ng=1n(2,618...) of 3ng = In (0,381...)
g=0,6130f g=-0,613
k(x) =3 e0,613 — e—0,613

Met de GR: de maximale afwijking van de parabool is het maximum van de

=0,381...

. 4 .
functie v(x) = 1 — —x? — cos(x) en dat is 0,056.
n

De maximale afwijking van de kettinglijn is het maximum van de functie
w(x) = k(x)— cos(x) en dat is 0,075.

Conclusie: de benadering met de parabool is beter dan de benadering met de
kettinglijn.

Samenvatting

640
S1 De amplitude is 2,5 mm, de frequentie - T
n

=320 Hzen de

: 1
periode %0 seconden.

52 De periode is Tl[— =

Voor de nulpu?lten geldt: I%tan(%x) =0.
ta.n(%x) =0

%x =0+k-n

x=k-3n

Voor de asymptoten geldt: %x = %n +kom.
x= I%n + k- 3n
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S3 a sin¥(a) + (%)2 =1
sin(a) =1 — =2
Op het gegeven interval: sin(a) = —\jg = —% \{E
b (-3)° +cosib)=1

cos(h) = 1- =5

Op het gegeven interval: cos(h) = \[g = %\[ﬁ

S4 a cos(2%n - 2x) =sin

b —sin(S(x - %n)) = sin(3(—x s }fn))
=cos(—3x + %T[ = %n)

= cos(—3x + %n)

SH a cos(3x+‘1¢n):cos(x)
3x+in=x+k-2nof 3x+in=—x+k-2n
2x=—fn+k2nof dx=—fn+k-2n
x=—%n+k-n0fx=—%n+k-%t

b sin(Zx)=cos(x—%ﬂ)

cos(2x - %n) = Cos(x - %n)
2x—%n=x—%n+k-2nof2x—%n=—x+%ﬂ+k°2ﬂ
x=én+k-2ﬂ0f3x=%n+k-2n
x=%n+k-2nofx=%n+k-%n

Sé a 2sin*(x)=1—sin(x)

2 sin%(x) + sin(x) — 1 =0
Stel sin(x) = p dan wordt de vergelijking

2p2+p—-1=0
D=12-4-2--1=9
1+3 ~1-3

sin(x) = £ of sin(x) = -1
x=%n+k-2ﬁ0fx=%ﬂ:+k-2nofx=1%n+k~2ﬂ

b 3 sin%(x) + 4 cos(x) = i
3 (1 = cos(x)) + 4 cos(x) = %
3 — 3 cosi(x) + 4 cos(x) = %
3cos?(x) — 4 cos(x) — 2% =0
Stel cos(x) = p dan wordt de vergelijking
3P —dp-22=0
D=4-4-3.--22=49
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4+7 11 1
p:—:—é—ofpz—z—-z-

4-17

6 6
cos(x) = -16—1 (geen oplossing) of cos(x) = —%
x=%n+k-2ﬂ0fx=—%n+k-2ﬂ

S7 a f(x)= sin’(x) + tan(2x)

F(x) = 2 sin(x) - cos(x) + M .
f'(x) = 2 sin(x) cos(x) + M
b gx)= % cos(x?+ 1)
g(x) = —1sin(x2 + 1)~ 2x
g'(x) = —x sin(x> + 1)
S8 a F(x)= —%-%cos(%x) G(x) =1 sin(2x) - %sin(%x)
6 2
F(x)==6"1 cos(Lx) G(x) = 1 sin(2x) - 2 sin(}x)
Flx)=-2 cos(éx)
3n

b jn(2cos(%x))dx=[2°%sin(%x)] =

3 T

6sin(n) — 6sin(1n) =0 - 613 =-33

S9 a tan(3x)=1
Ix=in+ken
x= %n + k- %T[

b tan(2x)= tan(%n = x)
x=in—x+k-n
I=sn+k n
xX= 'é'T[ e s %n

¢ 2sin(4x) =412 cos(4x)
2 sin(4x) = 243 cos(4x)
tan(4x) =\{§
4x = %n +hken
xX= ﬁn +k- %7{

Test jezelf

2
T1 a De periode is li = 4 seconden.
fﬂ:
b De uitwijking is maximaal voor ¢ = 0, dus w = a cos(b1).
De amplitude is 2, dus a = 2.
De frequentie is 3 Hz, dat geeft h = 2n - 3 = 6m.

De formule is w = 2 cos(6mt).
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g(x) = sin(hx)
. . 2n
De periode is 4, dus h = —= 5m.

Het functievoorschrift is g(x) = sin(%nx).
y

1

0,8

0,6

0,4

0,2

-4-35-3-25-2-15-1-0,5/ 05 1 1,5 25 .3 35 x
-0,
-0 f

/ 6

0,
-1

De grafiek van fontstaat uit de grafiek van g(x) = sin(%nx) door een
verschuiving van | naar rechts, dit geeft y = sin(%rt(x - 1))
Amplitude 0,3 geeft y = 0,3 sin(%ﬂ(x - 1))

En evenwichtsstand y = —0,5 geeft y = -0,5+ 0,3 sin(%n(x = l))
f(x)=-0,5+0,3 sin(0,57(x — 1))

flx)= —cos(3x = %n)

f(x) = —sin(3x)

f(x) = sin(—3x) ofwel f(x)=sin(—3x + 0)
cos’(x) =1 — sin’(x)

cos(x)=1-— (—%\5)2 =1- % =%

Op het gegeven interval: cos(x) = —\g = —g\ﬁ ;

sin(x)=1-(33p=1-2=12
Op het gegeven interval: sin(x) = —\(% = —%\fﬁ

2sin(2x - Ln) = 3

sin(2x—%n) = —% 3

ZX—%T[: 1%ﬂ+k'2ﬂ0f2x—%ﬂ:=ﬂ—I%T[‘I‘k'zﬂ
2x=2bn+k2nof 2x=—tn+k-2n
x=1f5n+k-nofx=—-]%n+k'n

cos(2x) = cos(m — 3x)
2x=n—3x+k-2nof 2x=n—-3x+k-2n
Sx=n+tk2nof x=n+k-2n
x:%ﬂ+k'%7{0fx:ﬂ+k'2ﬂ
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16

c cos(x)— 1—% sin(x) =0
1 = sin’(x) — 13 sin(x) = 0
sin’(x) + 13 sin(x) = 1 =0
2 sin%(x) + 3sin(x)—2=0
Stel sin(x) = p dan wordt de vergelijking

22 +3p=-2=0
D=32-4-2--2=25
_S3+5 . -3-5
P=—7 =;of p= . 2

sin(x)=%of sin(x) = =2 (geen oplossing)
x=%ﬁ+k'2ﬂ:0fx=ﬂ—%f[+k°2ﬂ:
x=ln+k-onof x=32n+k-2n

d cos(3x—m) = sin(in - x)

cos(3x—m) = cos(%n = %n)

cos(3x —m) :COS(—X—%T[
cos(3x—n)=cos(x+%ﬂ)

3x—n =x+%n+k'2nof3x—n=—x—%n‘+k'2r{
2x=lzn+k-2nof dx=3n+k:2n

x=%n +k°n0fx=13—6ﬂ +k°%n

a fiix)=-2 sin(%n - 4x) - )

£x) =8 sin(%n — 4x)

b A'(x)=eX™ =2 sin(x) * sin(3x) + €25 - cos(3x) * 3
h(x) = e2)(=2 sin(x) * sin(3x) + 3 cos(3x))

c gx)= R S (cos(x) — 2sin(x))

sin(x) + 2cos(x)
_cos(x) — 2sin(x)
~ sin(x) + 2cos(x)
(—sin(3x) « 3)(1 + sin(3x)) — cos(3x) * cos(3x) * 3
(1 + sin(3x))?
—3 sin(3x) — 3 sin’(3x) — 3 cos*(3x)

g'x)

d K(x)=

R = (1 + sin(3x))?

BT = =3sin(3x) =3 -3 (sin(3x) + 1)
) = T+ sinGoR ~ (1 +sinGx)P
L3

e

a Ti (2+2cos(x))dx=[2x+2sin(x)], =(2n+0) — (—2n+0)=4n

-
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T7 a f(x)=cos(x)en f(0)=cos(0) =1

De lijn y = 1x ofwel v = x raakt de grafiek van f'in (0, 0).

b Neeg, als er naast het snijpunt (0, 0) nog een ander snijpunt is voor
bijvoorbeeld x = p, is er vanwege de puntsymmetrie in de oorsprong ook een
snijpunt voor x = —p.

¢ Zie de figuur hiernaast. y
Het gebied bestaat uit een rechthoekige driehoek
en een stuk tussen de grafiek van f'en de x-as op
het interval [%n, n].
De oppervlakte is

L

1
=;n+1 | X
%“ 4 0 TTE ‘J\

Invoer: y; =3 cos( I%x) en y,=2 sin(%x)
Venster: 0 < x<2n, —4<x<4
Optie: snijpunt
f(x) = g(x) geeft x = 0,86 of x=3,61 of x=4.95.
3,61

b I (ZSin(%x) = 3cos(l%x))dx =
0,86

T
Ledne 1+ [sin(v)dx=gn+
m

—cos(x)

T8 a 3 cos(l%x) =2 sin(%x)

1 1 1 ./ 3,61 _
=2 T cos(fx) -3 IT sm( Iwix) _—
2 2 )

3.61
[—2 . ZCOS(%X) -3 % sin(l%x)] = 8,01
0,86

T9  f(x) =0 geeft x =0 of sin(x?) =0
¥=0of ¥=k=u
Voor het gekleurde vlakdeel zijn de oplossingen x =0 of x* =n
x=0of x= \E
Fen primitieve is F(x) = p.cos(x?).
F'(x)=p-—sin(x?)* 2x
F'(x) =—2px sin(x?)
Omdat f(x) = x - sin(x’) moet —2p =1, dus p= —%

De oppervlakte is I (xsin(x?))dx = [_% cos(xz)]f -
0

(~1 cos(m)) = (-3 cos(0)) =1 +3=1
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T10 a F(x) = In(|sin(x)|)

os(x) = cos(x)

1
sin(x) sin(x)

F'(x)=

b Voor het snijpunt van f met de x-as geldt

Extra oefening

E1 a

cos(x)=0dusx= %T[ i

Zie de figuur hiernaast.
1

Encos(x)

_J sin(x) o
;n(sin(%n) — In(sin(%n) =
In(1) - In(}2) =

—In(12) =-ln27) =1 )

- [ln(|sin(x)|)]i -

1 _sin?(x) + cos*(x)
sin(x)cos(x) B sin(x)cos(x) B
sin?(x) cos?(x)

sin(x)cos(x)  sin(x)cos(x)

sin(x) & cos(x) _

cos(x)  sin(x)

cos(x)
tan(x) +
sin

—ln(cos(%n)) + ln(sin(%n)) + ln(cos(ért)) = ln(sin(én)) =
(3 + )+ (1) - () -
(- 343) - {3 §) = 0(3) - 1o} = 103+ )= o)

cos’(a) = 1 — sin*(a)

cosi(a)=1- (—%)2

cos’(a) = l—g = %

Op het gegeven interval is cos(a) = \E = ,13_\{5

b sin%(h) =1 — cos*(h)

[

sin(b) =1- (2
sinf(b)=1-2=3
. ~ 4
Op het gegeven interval is sin(x) = —¢ \/ﬁ .
sin’(c) + cos(c) = 1
5 cos¥(c) + cos¥(e) =1
6 cos’(c) =1
cos(c) = é, dus sin’(c) =%

cos(c) = \[é_ of cos(c) = —\g en sin(¢) = \[%_ of sin(c) = —\(%_
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E2 a —cos( I%x - %n) = cos(]%x =R }Tﬂ) =

™l 1 I e 3
sm(lix +an+ E“) = sm(1§x + Z“)

ol LN Lo 1o LV 1.
b sm(-2-x 3n)—cos(2x N 2T[)—COS(2x

6
¢ f(x)=sin(2}x - 3n) g(x) = cos(2kx +1x)
£(x) = sin(25x = 3n + 2n) g(x) = sin(25x + 7)
f(x)=sin(2}x - 7) g(x) = sin(2}x + 7 - 2x)
o(x) = sinfzb
d h(x)= cos(3(x—in)+n) k(x) = sin(3(x +1n))
h(x)= cos(3x = 3n +n) k(x) = sin(3x + 3n)
h(x) = cos(3x + 1n) k(x) = cos(3x +3n— 1x)

E3 a cos(2x+in)=—%\]§

2x+in=3n+k-2nof 2x+yn=—2n+k-2n
2x=3n+k-2nof 2x=-n+k-2n
x=¢1~tn+k-nofx=—%n+k-n

b sin(%n—x)=sin(—4x)
%n—x=—4x+k'2nof%n—x=n——4x+k-2n
3x=—%n +k'2ﬂ0f—5x:%ﬂ:+k'2ﬂ
x=—§n+k~%nofx=—%n+k-%n

¢ sin(2x) = cos(3x)
cos(2x = %T{) = cos(3x)
2x—%n=3x+k-2n0f2x—%n=—3x+k-2n
—x=%n+k~2ﬂ0f5x=%n+k°2n
x=—%n+k-2n0fx=%n+k-%n

d sin’(x)=3
sin(v) = 3 =%=§ 3 of sin(x) = —13
x=%n+k~2n ofx=%ﬂ+k-2n ofx=—%ﬂ;+k-2n ofx=—%n+k-2n

e cos(2x)=cos(1%n—%x)
2x=1n-Ix+k-2n of 2x=—(dn-1x)+k-2n
Av=tdntk-2n of bx=-1in+k-2n

x=%n+k-§n of x=—-n +k'1%'1'[
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E4 a

E5 a

cos(x zlfﬂ) = —sin(3x)
cos(x %n) —cos(3~c - —n)
cos(x g} ) = cos(3x += n)

x—%n=3x+5n+k'2ﬁofx—;1in =—3x—%n+k'2
—2x=32n+k+2nof dx=—fn+k-2n
x=—%ﬂ+k-n0fx=—%n+k-%ﬂ

2 sin%(2x) + 3 sin(2x) = 2
Stel sin(2x) = p dan wordt de vergelijking

2p*+3p—2=0
D=3%-4.2:--2=125
BB -5 3

sin(2x) = % of sin(2x) = =2 (geen oplossing)
2x=in+k:2nof 2x=32n+k-2n
x=hntk-nof x=Sutken

4 cos?(2x) =1+ 4sin(1x)

4(1 —sin2(3x)) = 1+ 4sin(Lx)

4sin(3x) +dsin(2x) -3=0

Stel sm( ) p dan wordt de vergelijking

4p*+4p—-3=0
D=4-4-4--3=64

~4+8 —4 -8
pP= =50fp= 4 =3

sin(%x) = % of sin(%x) = —3 (geen oplossing)
%x=%n+k-2nof%x=%n+k-2ﬂ

x=%n+k-4n0fx=l%ﬂ+k-4ﬂ

f(x)=2cos(3(x— 0,251 ))- 3
f'(x) = 6cos(3(x — 0,251 ))

= 1 . —Q1 —_ . —_
g’(x) = M sm(S 2x) 2
_ 2sin(5 — 2x)
g = cos(5 — 2x)

Z(x) = 2tan(5 — 2x)

K (x) = —sin(2x) + 2 » e®3INGY) + cog(2x) » €3G0 « 0, 5¢c08(3x) * 3
R (x) = e03inGx)(—2sin(2x) + 1,5cos(2x)cos(3x))

k(x) =3+ cos?(5x)

PSS SRR
kK'(x)=-6 R sin(5x)+ 5
) = 30sin(5x)

() = cos’(5x)
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Goniometrische functies

E6 a F(x)=-25+;cos(4x) = —3 cos(4x)
b G(x)=—4-1sin(2x) = —2sin(2x)
¢ H(x)=3- }— sin(%x) =3 2sin(%x) = 6sin(é—x)
3

d K(x)= 1% . cos(%x) = 1% - 3cos(%x) = 4% cos(%x)

L..:|»—‘| J—

E7 a tan(2x)=tan(l%rt—x)
2x=1":1;r[—x+k'n
3x= l%n +hkm
x=gn +k-%n
b \Bsin(x)= —cos(x)
sin(v) 1 43
-t

cos(x) \3 3 3
tan(x) = —% 3
xX= —%T[ +k-n

c tan?(x)=

1
3
tan(x) = \/%_= \%_=% 3 of tan(x) = —%\E

tan(%x)=\{§of tan(%x)=—\[§
%x=%n+k°ﬂ:of%x=—%n+k-n
x=2n+k-2nof x=—Sn+k-2n

n

E8 a | (2sin(x)—cos(x))dx =

S =

1
M

—2cos(x) — sin(x)
0

O0-1)-(-2-0)=1

b [(2+x+ 2sin(4x))dx =
0

T

2x + 12— 2cos(4x) - i] =
0

(2n+im-1-1)-(0+0-})=2n+1in
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E9

Il(Sin(T[x) - ZCos(inx))dx —
0

1
—%cos(nx) 2 sin(}fnx) 0 %] =

i ——
Q=
|
EESS
=1
S~ ——
|
P
|
A=
|
=
N —
1l

=

(2sin(x) — sin(2x)) dx =

—_—

3 o
El

%T[
—2cos(x) — % cos(Zx)]l =

(1) 1432

cos(x) . 1
f(x)= S = 0 geeft cos(x) = 0, dus de nulpunten zijn x =57+ k - .
X
cos(x +m) —cos cos(>
flx+mn)= x+m _ (o) _ cos(x) de periode is m.

Csin(x+n)  —sin(x)  sin(x)’

Er zijn verticale asymptoten voor sin(x) = 0, dus voor x = k * m.
Eerst oplossen f(x) = 1.

cos(x) sin(x)
: =1 geeft =1,dus tan(x) =1
sin(.x) cos(x)
x= }Tn +k-m
Zie de plot.

f(x)slvoorinSx<nof 1%n5x<2n

—sin(x) * sin(x) — cos(x) * cos(x)

Fe)= sin2(x)
=35
h(x)= ml + L
()= sin?(x)  cos?(x)
1 1

cos’(x) - sin’(x)
sin?(x)

= 2 =
p—TE 1, dus tan“(x) = 1.

tan(x) =1 of tan(x)=—1
x=£1¢7t+k'n0fx=—;1in+k'rt

Op het interval [0, 271]: x = %T[ of x= %n of x= lﬁn of x= l%n

De toppen zijn (%T[,Q), (%n, —2), (lin, 2) en (I%T[, —2).
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17 Goniometrische functies

E10 a f/(x)=—cos(x)"cos(x)+ (1 —sin(x))* —sin(x)
= —cos?(x) — sin(x) + sin*(x)
= —(1 — sin®(x)) — sin(x) + sin(x)
= —1 + sin?(x) — sin(x) + sin?(x)
=2 sin*(x) — sin(x) — 1
f(x) =0 geeft 2sin?(x) — sin(x) — 1 =0
Stel sin(x) = p dan wordt de vergelijking

2pP=p—-1=0
D=(-12-4-2--1=9
1+3 1-3 1

sin(x) = 1 of sin(x) = -3
x=%n+k~2ﬂ0fx=—én+k-2ﬂ0fx=—§6"n+k-2ﬂ:
Op het gegeven interval: x = —%n of x= —%n of x= %
minimum f(—%n) = —% 3 en maximum f(—%n, %\ﬁ)

(bij x= %n Zit geen top)
b //(x)=2sin*(x)—sin(x)— 1
f7(x) = 4 sin(x)cos(x) — cos(x)
Voor de x-codrdinaten van de buigpunten geldt
4 sin(x)cos(x) — cos(x) =0
cos(x) * (4sin(x)—1)=0
cos(x) =0 of 4sin(x)— 1 =0
cos(x) =0 of sin(x) = %
cos(x) =0 of cos¥x)=1-sin(x)=1-%=1
cos(x) =0 of cos(x) = % 15 of cos(x) = —;11- \{E
¢ F'(x)=cos(x)+ cos(x) - —sin(x) = cos(x) (1 — sin(x)) = f(x)
d Voor de snijpunten met de x-as geldt
(1 —sin(x)) * cos(x)=0
sin(x) =1 of cos(x) =0
Op het interval [-m, n] zijn de oplossingen x = —%n of x = %n.

2

((1 — sin(x)) * cos(x))dx =

2

1

37
[sin(x)+%cos2(x)]21 =

—n

2
o)+ () - () + bt
s1n(2n)+2c:os 37) = (sin{—57) + 5 cos¥ 37

1+0—(-1+0)=2
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18 Toepassingen van integreren

Voorkennis

V1 a F(x)=ix4—3-%x2 d i(x)=x*+8x7 + 16x?
F(x):iﬁ_l%xz I(x)=%x5+2x4+—1§(ix3
b G(x)= —cos(x)— 3sin(x) e M(x)= ﬁ & B g le 4
¢ Hx)= % In|2x| fok(x)=x2-2x73

1
K(x)=-1-x"1 —2'__2)6_2
1 1
K(x)=—;+;

V2 a f(x)=2x'+xi

f(x)=2x5
Ax)=2- 2L1 X dus F(x) =% x4x
3
b g(x)=4x>
G(x)=4- glxé
3
G(x)=4-3 % dus G(x) = 64
V3 a F(x)= % wgletl
b F(x)=1-sin(3x—4)
¢ )=+ T=(5x+1y
Fx) =L+ 1)
Fx)=%(Gx+1)-JGx+ 1)
d F(x)=1Injdx| - 4 cos(4x)
F(x) = Injdx| — cos(4x)
1
e Fx)=1- ek 3zeri-lo b4 1)
2x+1 1
) =506 " 6Gx+ 172
f F(x)=11In_2x—4|

V4 a Een primitieve van f(x) = %is F(x)=21In|x| en dus is
fZ dyx=[2mp[ =2-1-2-0=2
¥ 1 .

b Een primitieve van f(x) = 2sin(3x) is F(x) = —% cos(3x) en dusis

T
- 2 " _2 2 1
0[ 2sin(3x)dx = [~F cos(3x)|} =3 - (-3) = 14
¢ Een primitieve van f(x) = x* — x2is F(x) = %x“ = %x3 en dus is

0f’(x3 - xNdx = [% x4—%x3]3 = (%— 9) -0= lli.
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18 Toepassingen van integreren

d Een primitieve van f(x) = sin(2x) + cos(x) = -1 5 cos(2x) + sin(x) en dus is

jn (sin(2x) + cos(x))dx =
0

|
VB a Optie integraal geeft _[4 1 — x*dx = 3,14.
0

b Optie integraal geeft ﬁin(xz) dx = 0.89..
0

1
Vé a f:y=x_'_1

firw i —

; 1
=1

b f:V=62x+l

f‘iﬂv T ox= e2y+l

In(x)=2y+1
y=1in(x -1
) =2 Tn0x) —3

18.1 Integraal en oppervlakte

intro Je hebt drie integralen nodig. Eén met grenzen 1 en 4, één met grenzen 4 en 6
en één met grenzen 6 en 8.

Of(xZ—sx+5)dx:[§

—Lcos(2x) + sin(x)]:

-(-4+0)- (-4+0)=0

¢ f:v=In(x+3)

i x =In(y + 3)

y+3=er
y=e"—-3
S =3

d f:y=y3x-2
pm x=vEy =3

3y—2=2x2
y=3xi+

fr) =57 +3

W=
Lk

~3x2+5x] =1-3+5=2}

De oppervlakte van G is 23.

5
b [(:2—6x+35)dv=[Lxi-
1

Bopt -+ Sx]? =

De oppervlakte van G, is 10%.

1 . 2
—83—25— —10§

2 a p(x)=f(x)+4=x2enq(x)=g(x)+4=—x2+4x

b [ (g(x) — p(x))dx = j (—x* +4x — x)dx = j( —2x2 + 4x)dx =

0
[-2v+2¢f=22-0=2}
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2 2 2
c OI (g(x) +4) = (f(x) + 4)dx =0[(g(X) +4-flx)—4)dx =0I (g(x) = f(x))dx

d

2
Uit opdracht ¢ volgt dat de integraal I(g(x) — f(x))dx gelijk is aan
0

de oppervlakte van het omhooggeschoven gebied en dus ook aan de

oppervlakte van G.

In een plot zie je dat tussen 0 en 4 de grafiek van f boven die van g ligt.

De oppervlakte is

4

0

—[2 0t _1 3,43 2]4
_[3’” 3x + 17X

I(\f— - (x2 == 3% x))dx = f(x% —x 4 S%x)dx =
0

=l_848-0=12

3

De lijn y = e? is een horizontale lijn.

ex =¢? geeft x = 1.

Het gebied zit tussen x =0en x = 1.

1
1
0J.(E:Z—eb‘)d)c: [ezx—%ezx]():ez—%ez— (0—%) =le2q

De oppervlakte is %ez +

f(x) = g(x)
5+\[)_c=x—1
\l;=x—6
x=x"—12x+36
x2—=13x+36=0
(x—4H(x—-9)=0

1

3

g(x) = h(x)
x—1=5-2x
Ix=6

x=2

x =4 (voldoet niet) of x =9
Het snijpunt van de grafieken van fen g is (9, 8).
Het snijpunt van de grafieken van gen A is (2,1).

2

9

opp G =0[ (f(x) = h(x))dx +2I (f(x) — g(x))dx

) 9
[(5+Vx=5+2x)de+ [(5+yx—x+1)dx=
0 2

0
2 1%

Iz(x% + Zx)dx + J9(6 + xli = x)dx =
D

2 2 4L 1 ]9
2 2ot Loal®
3X2 +x]0+[6x+3xz 3X° |, =

d2+4+31L-(10+2y2) =25

De oppervlakte van G is 25%.
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Toepassingen van integreren

g(x) = h(x)
x2-1=1
x2=2

x=y20f x=—2
De grafieken van g en /i snijden elkaar bij x = \E en x = —\ﬁ.

2 )
[ (r+1=Ddx+ [(x+1- (= 1)dx=
i.’)\]E \ﬁ
2
lxdx+ (-x2+ x+2)dx=
G 2

= [%xz]f +|-te 4o, =

=043 (1T 1) =34

De oppervlakte van gebied 3 is 3%— % \5
De oppervlakte van gebied 2 is de oppervlakte van de gebieden 2 en 3 samen

min de oppervlakte van gebied 3, dus 4% = (3% = ;—1\5) = 1% + %\E

—J.l(l -x2+ Ddx + (_)[(1 - x—1)dx=
-i

-2

_12—x2dx+0—xdx=

| @=xde+ |

—2 -1
NRSRIMEN R
—13- 2+ (0+1) =1t + 1542

De oppervlakte van gebied 1 is —1% + I% \E

f(x) = g(x)

cos(x) = cos(2x)
x=2x+k2nof x=—-2x+k*2n
—x=k-*2nof 3x=k-2n
x=—k'2nofx=k'%n

Op [0, 1% 7] snijden de grafieken van fen g elkaar bijx =0, x = % men x = 1% L.

De oppervlakte van het rode gebied is:
| (cos(x) — cos(2x))dx =
0

[sin(x)-1 sin(2x)]§ﬂ =

(3B +53)-(0-0)=33

De oppervlakte van het groene gebied is:

T

F (cos(2x) — cos(x))dx =

el

1
1‘571:

1 sin(2.x) — sin(x)

2
am

i~ ()= 15
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7 a f(1)=e'=eeng(l)= % = e dus de grafieken van f'en g snijden elkaar bij x = 1.

1 1 e 1
Oj(e - i)dx +1j(;—x+ 1)dx=
[ =G+ D] + [0 ~InGe + D =

e—In(2)—(1-0)+eln(2)—In(3)— (0 — In(2)) =
e—1+eln(2) — In(3)
De oppervlakteise —1 + e In(2) — In(3).

K\

—_

h-----_-_-_-——_
—
fo) 1 y

Snijpunten bij:

J(x)=g(x) f(x)=2

1 1 1

Pl e

- _1
x=1 xX=3

De oppervlakte van G is
2 1 1 2
I (— - —2) dx =1 _[(x_1 -x)dx=

(L
_12_ 1 _ 1
[Injq ++71]; = m@) + 1= 0+ 1) =) - 1

De oppervlakte van H is

5

= - () - (1~ )1 - (- () -

242 -2-1n(2)
De oppervlakten van G en H zijn dus niet gelijk.

Voor a > 1 is de oppervlakte

a1l 1 a

| (;— ;) dx=[In(x) + x| =In(@) +1 - 1=3
1

Invoer: y, = In(x) + Jl—c —leny,=3

Venster: =10 < x< 100, -5<y<5

Optie: snijpunten geeft x = 53,588... dus a = 54.
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Toepassingen van integreren

F’(x)=x-§+1- In(x)—1

F'(x)=1+In(x)—-1
F'(x)=In(x)
F'(x) = f(x) dus Fis een primitieve van f.

De grafiek van f'snijdt de x-as bij x = 1 en e ligt rechts hiervan.

De oppervlakte is I In(x)dx = [x In(x) — x](lE =
1

@ 2-e)—(1-0-1)=
(e’ —e)+1=e*+1

1
x=3 ligt links van x = 1 en dit gebied bevindt zich onder de x-as.

1 1
De gevraagde oppervlakte is —Iln(x) dx= —[x In(x) — x]l
1 €

(-

(]3]

~(a-0-1p-(t--1-8))=1
De grafiek van g ligt hoger.

3
0[ (8(x) = f(x))dx

De oppervlakte van G is

3
[(* = 10x2+24x — 4 — 2+ 4)dx =
0

3
(=112 + 24x)dx =
0

[‘,lr)c4 - 13—1 x3+ 12x2](3) =

81 _ 1
-4"—99+108—0—29Z

Y
h -

A

0

De grafieken snijden elkaar als 1 + \/x + 3 = 4 ofwel

\/x+3=3dusx+3=96nx=6.
De oppervlakte van H is

Jla=(1++3))ar-

6

[3—x+3)dx=
0

[3x-3G+3)5] =

18- 18— (-243) =23

Hoofdstuk 18 Toepassingen van integreren

© Noordhoff Uitgevers by



f De grafieken snijden elkaar als e’ = e* ofwel x = 1.
De oppervlakte van het gebied is

1
[(el=e)dx=
0

1
3 __1_3x]:
[ex 3¢ o

31 .3 _1)223 1
e’ —ze (0 3)=3¢€ *3

07 a f(1)=1>+4=5eng(1)=6—1=5dus de graficken van fen g snijden
elkaar bij x = 1.

gd)=6—-4=2enh(4d)= \]71 = 2 dus de grafieken van g en & snijden elkaar
bij x =4.

b Je hebt twee integralen nodig, omdat het gebied aan de bovenkant door twee
verschillende functies begrensd wordt.

4
¢ [((g) = ho)dx
d De oppervlakte van G is
4
i(xzw-\/;)dﬁ fle~m—sfjde=
1
[%x2 +4x — %xlé ](1) + [6x - %xz = %xll} ]T =
B-0+105-42=91

4x

=2
U1l a il
4x _ 2x
x2+1 5
2x(x2+1)=5-4x
2x3—18x=0
2x(x2=9)=0
x =0 of x =3 of x =-3 (voldoet niet, want x = 0)
De snijpunten zijn (0, 0) en (3, g)
. 2cx
b F= 8 T S S
, 4x
F(x)=f(x)=x2+ I dusc=2.
De oppervlakte van G is
3 4x 2 1 3 4
i(xZ e gx) dv=[2In(:2+ 1) - £22], =21In(10) - 1%
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18.2 Omwentelingslichamen

intro De inhoud van de cilinder is m?h=mn-12-1=m.
De inhoud van deringism+ 2%+ 1 —n = 3m.
De inhoud van de ring is 3 keer zo groot.

10 a Destraalisdan f(2)= \E en de oppervlakte van de bijbehorende cirkel is

I (\E)z =2m.

b Vooralle | < x <5isdestraal f(x)en de oppervlakte van de cirkel is
g(x) = mr* =n (f(x))*,
¢ Deinhoud van het omwentelingslichaam is te benaderen met de som

Z m (f(x;))** Ax van de inhouden van een groot aantal cﬂmders met dikte Ax.

Door Ax naar 0 te laten naderen, gaat deze som naar Jlrt (f(x))*dx, wat de
exacte inhoud van het omwentelingslichaam is.

[N

5 5 5
[ frdy = [a(yx) dy = [rvdy = [fne] = 120 n -1 =12n
I 1 1

11 a Deinhoud van het omwentelingslichaam is

s j(eli x)zdx =n jexdx =n [e*]; =n(e*—1)

b Deinhoud van het omwentelingslichaam is

. f(%)de:n fi dy=n [4 ]n(x)]?:ﬂ(dl In(6) — 0) = 4n In(6)
1\yx 1%

¢ Voor de nulpunten van f geldt:

%x V16x —x*=0

x=00of 16x—x*=0
x=0of x(16 —x})=0

x =0 of x =4 of x =—4 (voldoet niet)

De inhoud van het omwentelingslichaam is

4 2 4
b t[(% xy16x — x3) dx=n i%xz(l(ix - x)dx=

n j(4x3 - 1) dx=n[xt - o]  =n (85t - 0) = 85%n

12 a Het gebied van G moet dan 1 naar beneden verschuiven.
b De inhoud van het omwentelingslichaam is

1 1
ﬂi(ex - 1)dx= T[i(ezx — 2"+ 1)dx =

n[%ezx—23x+x];:n(%e2—23+1—(%—2))=n(%62—2e+2%)
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13 a

14 a

15 a

De inhoud van het omwentelingslichaam is het verschil
van de inhouden van de omwentelingslichamen van f'en g,

3
dus m () = (g(x))d.
De inhoud van het omwentelingslichaam is

3 3
m[((4x = x)? = ¥)dx =7 [(16x> = 8x? + x* — xD)dx =
0 0
3
_ U
noj(lsxz =8+ ¥dy =n |5 - 2¢ + £ ¥ =215

Voor de snijpunten geldt:
2\/; =x
dw=x"
x=0ofx=4
In de plot is te zien dat de grafiek van f boven de lijn y = x ligt,
dus de inhoud van het omwentelingslichaam is

4 4
7 ({2 = )de=n [(4x - x)dx =

0 0

b [2}:2 = %xﬂg =7 (32 - %i) = IO%T{
Voor de snijpunten geldt:
—=5—-x
x
dr="F—a’
x2—-5x+4=0
(x—4)(x—-1)=0
x=4ofx=1
In de plot is te zien dat de grafiek van g onderde liin y=5—x
ligt, dus de inhoud van het omwentelingslichaam is

4 42
n Jl‘((S—x)z— ;)

n[25x - 5x2 + 13+ 16671} = n (4L - 361) = 9n

4
dx=m [(25~10x+ x>~ 16x2)dx =
1

F(x) =1x - Lsin(x)cos(x)

F/(x) =3 =L cos(x) - cos(x) = L sin(x) - —sin(x)
Fx= % - %cosz(x) + % sin’(x)
F(x) =1 =11 = sin2(x)) + L sin(x)

F'(x) =1 sin?(x) + 1 sin?(x)

F'(x) =sin%(x)

F'(x) = f(x) dus F'is een primitieve van f.
De inhoud van het omwentelingslichaam is

n f((sin(x) +1)72-1)dx=n f(sin 2(x)+ 2sin(x) + 1 — 1)dx =
0 0

T [% ;g % sin(x)cos(x) — ZCos(x)]Z = (% n+2- (—2)) = %n 2+ 41t

© Noordhoff Uitgevers bv
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18 Toepassingen van integreren

16 De inhoud van het omwentelingslichaam is

n]'(ezx—l)dx=n[%e2"—x]:]=rt(%e2—1—%)=n(%ez—1%)
0

014 a f(x)=g(x)
x2+4=4x
x2—4x+4=0
(x—2)x—2)=0
x=2
b De grafiek van f'ligt boven de grafiek van g.

2 2 2
¢ nf((¥2+4) - @xP)dx=nf(x* +8x> + 16 — 16x2)dx = n [ (x* — 8x> + 16)dx
0 0 0

d n[%x5 = §x3 + 16x]3 = n(% - 63—4 + 32) = 171]—511

x=y36- ?
Een vierkant op hoogte /4 heeft zijden 2\/36 — /” dus de oppervlakte is

0= (2436 — 1) = 436 — 1) = 144 — 41,

b De hoogte van het kruisgewelf is gelijk aan de straal van de halve cilinders,
dus 6.
De inhoud van het kruisgewelf kan worden benaderd door een stapel
vierkante plakken met dikte A/ en een oppervlakte van 144 — 442,
De inhoud van het kruisgewelf is dan ongeveer X (144 — 4h7)Ah.

6
Als Ah nadert naar 0 dan gaat Y. (144 — 447)Ah over in J( 144 — 4h*) dh.
i 0

g 6
¢ [(144—4m)dh=[144n - 3] =864 - %216 =576 m’
0

U3 Nee, een tegenvoorbeeld is gegeven in de intro van deze paragraaf.

18.3 Wentelen om de y-as

intro De inhoud bij wentelen om de x-as is % ‘n+82-4= 85% s
De inhoud bij wentelen om de y-as is % rme42.8= 42% I,
De twee inhouden zijn dus niet hetzelfde.
De grafiek van de functie f(x) = % is symmetrisch in de lijn y = x dus dan

geeft wentelen om de x-as dezelfde inhoud als wentelen om de y-as.
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17 a

18 a

19 a

y=x>+ 2 met x >0 dus bij de inverse is y = 0.
iy =R
V=x-2

yo3
Dus f™(x) =+x — 2.

5

3 5
n [(Yx=2) dv=n [(x=2)dv

2

De inhoud van het omwentelingslichaam is

n f(x—Z)dx=n[%xz—ZxE:Tt(IZ%—10—(2—4))=4%n.
2

—_
(=]
-

finv

- N W B U Y N WO

X
o 1 2 3 4 5 6 7 8

x=In(y +1)
e¥=y+1

y=e'—1

Dus f™(x) =e*— 1.
[0,2]

De inhoud is van L is

o 2
T J(ex— Ddx=n I(e"x—Zex+ 1) dx=n[%82x—2ex+x]§=
0 0

n(%e“—232+2—(%—2))=n(%e4—2e2+3%)

¥ Y
hinv
, ’
, ’
’, ’,
’ ,
’ ’
’ e
’ ’
’, s
’ ’
’ ’
Il ‘l
’ ’
" "
" J'
5 ’ 4
r h
X X
5
hm e x=+y—1
xt=yp-1

Dus /™(x) = x> + 1.
Het integratie-interval is [0, 5].
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De inhoud van het omwentelingslichaam is

5 5
1'[I(x2 +1)Ydx= th(x4 +2x*+ 1)dx = n[%xs + % X+ x]; = 713%1{
0 0

kinv(x) =X
Het integratie-interval is [0, 1].
De inhoud van het omwentelingslichaam is

1
n _|'(e2 —(e9)dx =n f(ez —e™)dx =n [ezx - % ezx](l) =
0 0

g 1.3 l): (lz l)
n(e S8 5] =nlz et

F e
log(x)=y—1
v=3log(x)+1

F™(x) ="log(x) + 1

Het integratie-interval is [%, 9].

9
Gebruik op je GR de optie integraal, dit geeft nj(310g(x) + 1)2dx =~ 145,17.
L

3

3 3
b Deinhoudism [(9* = (3 )P)dx=mn [(81 = 3> )dx =
0 0

3
T|8lx — ! °32x“2] =i
2 In(3) .

81 1o 364
(243 ~B ln(3)) IT ln(3)) - (243 9 1n(3))

Afgerond op twee decimalen is dat 647,75

21 a De grafieken snijden elkaar bij x = 0 en x = 4 en de grafiek van g ligt op het
interval [0, 4] boven de grafiek van f.

4
De oppervlakte is 1(4\{; - x\];) dx= [% xls - %x% ]g =8_8_g=3s2
0
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b

22

23 a

019 a

S x =y

2
y=x

"
y=(jxp=1e2

Het integratie-interval is [0, 8].

(9 (P = (- sk s = i gl o] =1

[T ) S R e

-3 0

Voor de parabool geldt y = ax.

= s =10
De parabool gaat door (3,10) dus 10 =a + 9 ofwel a = 5.
Een formule voor de parabool is y = 170 X%
De parabool wordt gewenteld om de y-as, dus de inverse wordt gewenteld

om de x-as.

Inverse: x = %ﬁ dus y= 1f19_0 %
100 5—\2 10,
De inhoud van het bovenste deel van het vat is nj (\[ﬁx) dx = nf Txdx =
I 5
“[%xz];o = ’T(45 - 11%) ~ 106 liter.

Er wordt 80 liter toegevoegd, dus het vat stroomt niet over.

x en y verwisselen geeft 2537 —4x2=9
252 =4x2+9

gp= 4 By 8

=g AT 55
=V T e = e (424 9) =1 4x2+9

1
4 _9_) — [_4_ 349, ]1 — |4 i_(_l%_ﬁ))_ﬂ
T‘_L(zsx +as)dxy=m|7x’ + x|, =7 +as 75 25)) T 25T

De schaal is 1: 25 dus de inhoud van de koeltoren is 257 - % n=76576m>.

De getallen op de x-as en op de y-as zijn 3 en 12.

fim’: x:y2+3
P=x-3
y=4x—3

fim(x)=4x-3
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UL a

222

Toepassingen van integreren

12 12
inh = 7| (F7(x)Pdx = nf (x = 3)dx
3 3

12
af (- 3)dy=nlix = 3x], = x(72 - 36 - (4L - 9)) = 40in
3

De inhoud van het omwentelingslichaam is 40%7:.

F(x)=g(x)
3x= 6\];
x=2x

x2=4x
x2—4x=0
x(x—=4)=0
x=0of x=4

De grafieken van f'en g snijden elkaar in (0,0) en (4, 12).
De oppervlakte van G is

6 3 L 4
l—lxli - 5x2]0 = [4x\[; - 1§x2]0 =32-24-0=8

f(6 x—3x)dx=

x =3y geeft y = %x dus fm(x) = %x.

x = 6\y geeft\y = éx ofwel y = 31—6x2 dus g™(x) = 31—6x2.
De grafieken van f'en g snijden elkaar in (0,0) en (4, 12).
Hieruit volgt dat de grafieken van /" en g elkaar snijden in (0,0) en (12,4).

2, _ 12, y
o[ (002 = (g7 0P) de = (547 ) dx
De inhoud van het omwentelingslichaam is

(b2 — e ) v = [0 — ] = {4 - 382) = 252
0

G'(x)= In}(x) + x-21In(x) % —21In(x)—2x- % +2= In’(x)
G'(x) = g(x) dus G'is een primitieve van g.

ff'nv

/") = In()

el
inh = th In%(x)dx = nfx+ In (x) — 2x In(x) + 2x]5 = n(2e? — 2)
1
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Us Bij wentelen om de x-as is de inhoud

|
1
1'[I(x2 —x*)dx = n[% 3— %xs]o = %n.
0

I

|
Bij wentelen om de y-as is de inhoud nj (x —x?)dx= n[%xz - %xz']o = 2.
0

Dus de inhoud is het grootst bij wentelen om de y-as.

18.4 Variabele grenzen

intro  De symmetrieas is de lijn x = 1 dus de oppervlakte is twee keer zo groot als
p=2.
Ja, er is een waarde van p waarvoor de oppervlakte van H drie keer
zo groot is als die van . Die waarde van p kun je berekenen door
eerst de oppervlakte van G te berekenen en vervolgens de vergelijking

ff (x)dx =3 - opp(G) op te lossen.
0

24 a Ap=fxdx= gxli]z=%p1%
b 2piz =18
1
pla =27
p=27=9

25 [ cos(x)dx = [sin(x) |, = sin(a)
0

sin(a) =1
Op het interval 0 < g < 2m is de oplossing hiervan a = %TE.

26 De oppervlakte van de rechthoek is p * f(p) = p(e? — p?) = pe? — p°.

De oppervlakte binnen de rechthoek onder de grafiek van f'is
Of(ex - xN)dx = [ex - % x3]z =el— %p?’ -1

De grafiek van f'verdeelt de rechthoek in twee gelijke delen als

I I
e’ =30~ 1=5(pe? —p’).

Gebruik de GR.

Invoer: y, = ¥ — %x3 —-leny,= % (xe* — x%)
Venster: standaard

Optie: snijpunten

Dit geeft x =2,154... dus de waarde van p=2,15.
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28 a

29

30 a
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dp 4p
De oppervlakte is J xyxdx = J xidx= [%xzé ];p = % (4p)% — %p%.
P P

2 (4pys-2p5 = 5022

32p% — p% = 12555
31p% = 12555
=405

p=405% = 164025

Punt B heeft codrdinaten (a + 1, e?*1).
De horizontale lijn door B heeft dus als vergelijking y = e**'.

Dan is oppervlakte van gebied V gelijk aan
a+1 p
-[ (ea+1 - ex) dx = [ea+1x s ex]a+l
a
Deze oppervlakte is gelijk aan 3, duse?= 3 ofwel a =

=etl(g+ 1) — et — (e“Fl-a—e9) =ev

In(3).

a+l

a+l
De oppervlakte van gebied W is f e'dx = [ex]q+ =etl — g2,
a

oppV &2

ea~1—1

1
= 1 dus de verhouding van de oppervlaktes is

oppW_ —g? g~

onafhankelijk van a.

Voor de inverse van lijn / geldt:

x=4y—8
dy=x+8
y=%x+2

De inhoud van het omwentelingslichaam is

of(tr2Pac=aft e 2T, -
w3 (52 -0)=5nlip+2f

De inhoud is 85% 1, hieruit volgt

tn(lp+2)=85in
(1p+2p=64
lp+2=4

§p=2

p=2=8

g(p) = fsdt = f20e"3=4fdt = [-50e-041]’ = —50e~04r + 50
0 0

limg(p) = Hm50 — 50e~%4 =50 — 0 =50

pe pyee

Uiteindelijk wordt 50 mol cyclopropaan omgezet.

Hoofdstuk 18 Toepassingen van integreren
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31

32

025

~50e~04 + 50 = 25
~50e70% = -25

—0dp — 1
€ 5

-0.4p = In(})

p=1,732...
Na ongeveer 1,7 seconden is de helft omgezet.

De richtingscoéfficiént is % en de lijn gaat door (0,0) dus y = % X

De inhoud van de kegel is
. j(

%=tan(30°)=%\]§dusr=h-%\f3—
Deinhoudisdan%nrzk=%'ﬁ°(k-%\f§)2°h=%nh3.

dx—fcj—*czdx ﬂ[3h2 ]—ﬂ'ﬁh3_3ﬂr2h

De grafieken van fzijn allemaal halve cirkels, dus dit omwentelingslichaam
is een bol.
De inhoud van een bol is

T f(m)z dy=n Ir(r2 -x)dx=n [rzx - %x3]r_r =
i3 =

Om een cilinder met straal r en hoogte / te krijgen moet je het gebied
ingesloten door de assen en de lijnen y = r en x = /h wentelen om de x-as.

h
: e ) h
De inhoud van deze cilinder is T:Ir2 dx = n[rzx]o = urh.

Een primitieve van f(x) = (ax + b)"is F(x) = % T

1

1

Wik

In dit geval geldt a =4 dus L =ien n=s

—_—
b= =

Stap 5: L(dp—12)1 - L-16 =1 4p—12)11 - L. 64
1 L & _ 1

Liap-12)-1- 161 =258

1 1}. 1 _ 1

g(4p—12)2—g'64—25§

(4p—12)% - 64 =152
4p—12)'s =216

4p—12=136
4p =48
=12
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U6 a Oranje gebied:
Een formule van de lijn door (p,0) en (0.p) is y = p — x.

P
inh =7 [(p =02y =al=3 =7 =0 +3p) = 5"
0
Blauwe gebied:
Voor de kwartcirkel geldt x* + y? = p? dus y = \p? — x°.

inh = T[f(( p?— x2)2 —(p— x)z) dx= ﬂf(p2 —xt— (p— 2 idx=
0 0

1 1 2 1 1
alpiy =3+ 1= = a3 - 1) = S
Rode gebied:

= f( - (= Jax =7 + s =l =
0 0

b Het oranje gebied wentelen om de x-as geeft een kegel dus de inhoud is

%m‘z ch= %npz p= %np3.

Het oranje en blauwe gebied samen wentelen om de x-as geeft een halve bol
met straal p. De inhoud daarvan is % . gmﬁ = %np3.

De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als het blauwe gebied
gewenteld wordt om de x-as is dan %n 3 — %np?’ = %np3.

De drie gebieden samen wentelen om de x-as geeft een cilinder dus de
inhoudisr? « h=mn-p?+p=mnp’.

De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als het rode gebied
gewenteld wordt om de x-as is dus mp® — %np3 = %npz‘.

U7 De grafieken snijden elkaar bij x =0en x = p.
Voor de inhoud van het omwentelingslichaam geldt

i - shav= s - 4ol =l - L) =
0

De inhoud van het omwentelingslichaam is 4n dus % pPn=4m.

2
507 =4
P’ =30

p=130

18.5 Gemengde opdrachten

33 a f(x)=x7dus f(x) =2x.
De richtingscoéfticiént van /is f"(3) = 6.
Voor / geldt y = 6x + b.
De lijn gaat door 4(3.9)dus 9=6+3 + b ofwel h = —9.
Dusly=6x—-9.

Lijn /snijdt de y-as in C(0, — 9) en de x-as in B( lé—, 0).

51—

1 3 1
opp(¥) =0I Ay +1_J(x2 —6x+9)dv=[1e]) + [l -3+ 9"]?5 =
2
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34 a

35 a

9—0+9—71:2i

opp(AOBC) = % = 633;

Dus opp(AOBC):opp(V) = 6% : 2% =3:1.

A is het punt (p, p?).

De richtingscoéfticiént van de raaklijn is f"(p) = 2p.
Voor / geldt y = 2px + b.

A(p, p*) ligt op I dus p> =2p + p + b ofwel b= —p?
Een vergelijking van /is dus y = 2px — p~.

De snijpunten met de assen zijn B(% P, 0) en C(0, — p?).

1 1
opp(AOBC):%-ip-pZ:zﬂ

1

V:Tzd +pj 2= 2px +pHdx=
opp(V) = [+, [(x2 = 2px + p) d

2P
1
St x3—Px2+pZX]§ =
T N Y p3+p (% P3P =15p
3

opp(A0BC):opp(V) =3 plii5pP =311

Een vergelijking van de lijn door (0, 10) en (40,20)is y = 7
Deze lijn wentelen om de x-as geeft de inhoud van de emmer.

x (b + 10)de=n[4-4 (b 10p]° =
0

(106662 — 1333}) = 29322 cm’
29322cm? = 29 liter.

F)=-t@- s -=-L@- s
Fio=-1-11@-3-—2v=xd- 2

F'(x) = f(x) dus Fis een primitieve van f.
De grafiek van f'snijdt de x-as bij x =0en x = 2.
De oppervlakte van G is

2
Ix 4 — x2dx =

0
2
[-1@-)fa-] =
o-(-t4-3) =2
De inhoud van het omwentelingslichaam is

2

T J(xﬂ)z dy=

0
2 2

n [x¥4-x)dx=n [(4x* - x*)dx =
0 0

4 3_1 5]2— (é% 3_)_ L
“[3x YT 3 =d4pn
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37
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—2 b T+ =08~ x

-x*+8x—-16=0
x2-8x+16=0
(x—Hx—-4H=0
x=4

De lijn en de parabool hebben maar één punt gemeenschappelijk, hieruit
volgt dat de lijn y = 24 — x een raaklijn aan de parabool moet zijn.

8
De oppervlakte van het groene gebied is J.(—x2 +7x+8—(8—x))dx=
0
8
[(=x? +8x)dx = [~ 137 + 4x2]f = ~1702 + 256 = 851,
0

De oppervlakte van beide gebieden samen is dan 2 - 85% = 170%‘
De oppervlakte van beide gebieden samen is

f(b—x—(S—x))dx= fg(b—S)dx=[bx—8x]z=8b—64.
0 0

Dus 85 — 64 = 1703,
8h=2343

b=29;

) =3

f(x)=9alsx=2

f™(x)=8lalsx=4

De oppervlakte van het gebied ingesloten door de
grafiek van /™, de v-asen de lijnen y =9 en y = 81 is

4
2-(81-9)+ j(81—3x)dx=144+[81x—#(3)-3"]:=
2
81 9 _ 72
144+324—m—(162—m)—306—m

Omdat de gebieden elkaars spiegelbeeld zijn in de lijn y = x geldt
81

‘/[f(x):306—%(23)~
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Onderzoeksopdrachten

38 a De oppervlakte onder de grafiek van fis

0[4’1(1 +sin(bx))dx =[x — deos(Lx)]" = 4n + 4~ (~4) = dn + 8,

De oppervlakte onder de grafiek van g(x) = ¢ op het interval [0,4n] is 4 * c.
Dusdn+c=4n+8.

e=l+2=1+%
b De oppervlakte onder de grafiek van £ is

P
ONFdx: 2p-xi]=0+2p% =2 p).
%P‘E 2

De gemiddelde functiewaarde is dan » == \p.

Dus%\{;_)=6.

\p=9

p=281

¢ Die functies bestaan, bijvoorbeeld k(x) = % p of k(x) = px.

39 a g)=3-V4-2
b (/)P ~(gx)2= 3+ Y4- 2= (3-a- =

9+6V4—x?+4-x2—(9-6V4—x?+4—-xY)=12y4 — x*

¢ inh= nzj((f(x))2 — (g(x))?)dx = n2j12 4-x2dx= 12n2j 4 — x2dx
-2 =2 -2

2
I\}4 — x>dx is de oppervlakte van een halve cirkel met straal 2, dat is dus
=2
%n +22=2n.

2
De inhoud van de torus is daarom 12T[J 4 — x2dx = 12n+ 2n = 24n2

d Nugeldt f(x) =R+ {1 — x2en g(x) = R— \r? — x2.
(S0P = (@)= (R+ P = 2P = (k=2 - 2 =
R2+2R\}r2—x2+r2—x2—(R2—2R rz—x2+r2—x2)=4R\}r2—x2
13
er — x2dx is de oppervlakte van een kwartcirkel met straal r, dus % nrl.
0
De inhoud van de torus is
r r r
[(F(0)) = (@)D dx =2 7 [(F(3))? = (g(x)H dx = 2n [4R\r? = 3P dx =
= 0 0
r
= ST[R_[ 2 —x2dx=8nR - % = 2nR - ol
0
e De lengte van de baan van M is 2nR en de oppervlakte van de cirkel is mr?.
Dus er geldt inderdaad dat

inhoud torus = lengte van de baan van M X oppervlakte van de cirkel.
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Samenvatting

S1 De inhoud van het omwentelingslichaam is

ﬂi(\&)z dx= ni xdx = ﬂ[%xz]z = 4057

52 De figuur is symmetrisch in de lijn x = % 71, dus beide oppervlaktes zijn even
groot.

sin(3x) — cos(Zx)) dx=2- [ 7 cos(3x) — sm(2x)

opp(G) =2 j
9. (0 - (—% cos(in) -1 sin(%ﬂ)))

2
13—011) + sin(1 T[) = 0,98

IOT[

[ 3

2
3 COS(

(=)

S3 a f(9)=%:92=27eng(9) =18+ 39 =27
Hieruit volgt dat de grafieken van f'en g elkaar snijden in het
punt (9,27).
b Op het interval [0,9] ligt de grafiek van g boven de grafiek van f.

= ({184 35 - (1) )=

ng 324 + 108yx + 9x — x4 dx =
{520 1085 95— o)

324 + 40\ 44l - L] =3912,31

S4 9

finv 4

fr) = e
Het integratie-interval is [0, 2].
De inhoud van het omwentelingslichaam is

ferar=nferar= e =aliet -}

S5 a opp(G) = dx—[s In(x)]; = 8 In(6) - 8 In(2) = 8 In(3)
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b opp(G)= | % dx=[8 In(x)]; =8 In(p) - 8 In(2)
De oppervlakte van G is 24 dus 8 In(p) — 8 In(2) =24
In(p) —In(2)=3
In(p)=In(2) + 3

2
2

p=eh@*3=¢n.e3=2¢3
Pig\2 £64 ¢

C TEJl(—) dx:ﬂj.—2 dx=n_[64x’2dx
7 \X 2 X 2

T —%;i]‘;=n(—%4+32)

De inhoud is 24n dus n(— %4 + 32) = 24n.

Test jezelf

™ De oppervlakte van het gele gebied is
Lo
[ (1+cos(x) = sin(v)) dx =

l n
[ + sin(x) + cos(v)|” =
Lr+140-(-n +0-D=1in +2.
De oppervlakte van het groene gebied is

T

[ (sin(x) ~ 1 = cos(x))dx = [~cos(x) - x — sin(v)]; =

b2 —

l—n—O—(O—%n —1)=2—%n.

T2 De grafiek van f'snijdt de x-as bij x = —2en x = 2.
De inhoud van het omwentelingslichaam is
2 2
nf (2= 4pdx=mn[(x*-8x2+ 16)dx =
-2 -2

2

Tl[“é“x5 - §x3 + 16)6]__2 =

A(2-%+30-(-2+%-32))=342n

13 De grafiek van g snijdt de x-as bij x = 4.
De andere snijpunten zijn bij:

fx)=6 glx)=6

e =6 IWx—4=6

x=1In(6) Yx—4=2
x=38
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T4 a

15 a

232

De oppervlakte van dit gebied is
In(6) 8
f e*dx+6-(4—In(6)) + [(6—3x—4)dx=

1 4

[e],"” + 24— 6 n(6) + [6x — 2 — 41 || =

6—e+24—-6In(6)+48—-16—(24—-0)=
38 —e—61n(6)

--..___‘____i_-
1
0 2 )
) 4
inv . =14+ —
f x=1 742
4
1=
4
3 Y=
¥ 1
4
=-2+
Y 2 x—1
) 4
%) =t
x—1

Het snijpunt van de grafiek van /™ met de lijn y =2 is (2,2).
De inhoud van het omwentelingslichaam is
3

4 2
)dx=4n+n[
x—] i)

s 16 16

4 —

3
ﬂ.22.1+ﬂJ‘
2

4+ | —16(x — 1)1 = 16 In(x — 1) + 4x 3 =

dn+m(-8—16In(2Q)+ 12— (=16 +8)) =
(16 — 16 In(2))

2 2

inh=n J(\af;)zdx =7 Ix% dx=n - [%x@ ]3 = %T[ 21 =598
0 0

De grafiek van f'snijdt de lijn y =2 bij x = 8.

inh=mn JES(Z2 - ({E)z) dx=n JS(4 - x%)dx =n [4x - %xli‘ ]j =
4 4

n(32-2-32-(16-2-4%5))=895

Hoofdstuk 18 Toepassingen van integreren
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De grafische rekenmachine

¢ Deinhoud als 4, wordt gewenteld om de x-as is
nJ(Rpav=n [ avmn [ =g -8
De inhoud als B, wordt gewenteld om de x-as is
x [(22- () )ax =n [(4-)dx=
; 2

nlax-3x5] =n(32- 190~ (4p -2 pt))

De inhouden van beide omwentelingslichamen is gelijk als

Inph=n(128-4p+1p4)
3pi =12t —ap+3ph
0=12¢-4p

4p=12%

p=3

T6 a f(3)=v25-9=4dusp=4.

b De inhoud van de ring is

m f((m)z & 42)dx =n f(g - x’)dx=n [9x B %x3]i3
= -3

(27 =9 — (=27 +9)) = 36

¢ Bij de halve cirkel met straal r hoort het functievoorschrift g(x) = \r? — x2

g(3)=\r*=9dus p=1rr - 9.

De inhoud van de ring is dan

o S - (=) )or

3 3
n I(r2 -x2=(r=9)dx=n J(9 — x?)dx en dit is gelijk aan de uitkomst van
_3 -

opdracht b.
De inhoud van de ring is niet veranderd.

+ 16 4
17 a I4=Trlj =+ 37 dx=ﬂ[—16(x+ 3)‘1]1 =7[(—1_!,—6+14—6) = 1%1‘[
& 16 a
b 1a=nlj(x+ 3 de=n|-16(x + 3)! || =n(- 155 + 4)
c n(—alf3+4)—2n
_a1~53+4=2
a1+63=2
a+3=8
a=>5
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18 Toepassingen van integreren

18 De inhoud als het groene gebied wordt gewenteld om de x-as is:
s _[(ex)2dx i Iezxdx i [1 2’“] =n (% e? — %)
De inhoud als het gele gebied wordt gewenteld om de x-as is:
ﬂOJI(e2 —eM)dx=n [ezx - % ezx](l) =

(e-te-(o-4)=nlte -

s l)_ (lz__l_)—l gl 1 Lo
HetVGISChﬂlST[(Ze Fyl—ilgit—5 =508t 5~ snet L=

19 opp(G) = j sm(2x) dx= [ cos(flx)]0 = %+ % =1
0
De oppervlakte van het deel van G links van de lijn x=p is
P
[sin(2v)dx = [~1 cos(2v)|; = =4 cos(2p) +1
0

Er zijn twee mogelijkheden: de oppervlakte van dat deel is % of %
—% cos(2p) + % = % of —%cos(Zp) + % = %
cos(2p) = —% of cos(2p) = %

2p = cos ‘1(—%) =1,910... of 2p = cos ‘1(%) =1,230...
p=0,96 of p=0,62
De twee waarden van p zijn 0,96 en 0,62.

Extra oefening

E1 a
g_
A 3 -Q/ 3 4
[ -2 I
-6

b De grafiek van f'snijdt de x-as bijx = —2en x =2,
2[x ~dydx =t -ax] =3-8—(-$+8)=-102

De oppervlakte van het gebied is IO%.
¢ De snijpunten zijn A(=2, 0) en B(3,5).
f(=2)=(=2)*-4=0eng(-2)=4—-10+10=

f(3)=32—4=5en g(3) =15+ 10 = 5, klopt.
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d

E2 a

E3 a

E4

T(\}Sx + 10— x2+ 4)dx

=2

3
J(Ex+10- 2+ 4)dx = [((5x+10)%—x2+4)dx:

=2
[1-3(5x+ 1005 - L3+ ax] =192+ 5L=25

De oppervlakte van het gebied is 25.

De grafiek van f'snijdt de x-as als
4\& -x=0
4\{; =x

16x = x2
x=0of x=16

De oppervlakte is f(4\/; x)dx= [4 % x'3 x] —42%.
16

7 @y - x)2dx
0

16
ﬂOI (16x — 8xyx + ¥ dx = :r([8x2 - 15_6ng + %x3](1)6 = 136%1'[

£y = In(53—9%)

er=75—)>2
y2:5_ex
y=135—e"

fim’(x) =145 —eX
f(0) = In(5) dus het integratie-interval is [0, In(5)].

In(5) In(s) n

inh= Tcoj (\}5 - ex)zdx =n J- (5—-eYdx=n [Sx— e¥ L -
0

(515~ 5 D= a5 (S~ 4y

pP
[4-@x+1)2dx=1
1

[-4-Lex+ )] =1

[S9]

_2p+1+%:%
2 _
2p+1 3
2p+1=6
P=23

© Noordhoff Uitgevers bv
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Toepassingen van integreren

ED a opp(V)= :[J\(;dx= Ix% dx=[%x1%]‘;=%p\5

Voor lijn BC geldt vy = \IE

o) = [(p=¥)ax = o =3 [ === 4

Dit betekent dat opp(}) = 2+ opp(W) voor elke waarde van p.

b Deinhoud van het omwentelingslichaam dat hoort bij ¥ is
P

I i(\{;)zdx=n dex=n [%xz]z=%p2n.

De inhoud van het omwentelingslichaam dat hoort bij W is
ﬁ;[((’\{}_))z - (\[;)2)(13: = f[(:[(p -xX)dx=n [px - %xz]ﬁ =

7 (p=5p7) =5 pn
De inhouden zijn gelijk voor elke waarde van p.

E6 a f(x)=e"
De richtingscoéfficiént van de raaklijn /is f7(2) = .
Voor de raaklijn geldt /: y = e’x + b.
(2,¢?) ligt op de raaklijn dus e? = 2> + b ofwel b = —e2.
Een vergelijking van de raaklijn is /: y = e’x — e,
De raaklijn snijdt de x-as als x = 1 dus de x-codrdinaat van A4 is 1.
I 2 2

b opp(G)= J;exdx + J(ex —ex +ed)dx= [ex]:] + [ex—% e2x? + e2x]1 =

e—1 +e2—(e+%ez):%e2—1

2
2
o ifi= T[JO‘(E4 —e¥)dx = T[[e4x _ % ezx]o = n(l% ed 4 %)

E7 /) =g
4+ 3x=—4x+19

Bx=—-4x+15

3x = 16x2— 120x + 225
16x2—123x+225=0
D=1232-4+16+225=729

_123+27

32 - % (VOldoet Hiet) of x= 123__27 =F

37

X

De grafieken van f'en g snijden elkaar bij x = 3.
g(x) = h(x)

—4x+19=(x—1)(x—3)
—4x+19=x2—4x+3

=16

x=4ofx=-4

Het snijpunt van de grafieken van g en # welke we nodig hebben is bij x = 4.
3 4

opp = E[(‘44_\{;_)624_4)5_3)(;1X+‘3[(—4-)c+19—xz+4x—3)cbc=
3 4

J(1+3x— 2 +4x)dx+ [(16 - ) dx =

0 3
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[x+}-3 60550+ 22+ [16x - 3] =

18— 0 +422 -39 =212

E8 a gisde bovenste grafiek.

y
g

0

o

Invoer: y, =10 — % (e*+e™)
Venster: standaard

Optie: nulpunt

geeft x=3enx=—3.

(a]

3
opp = _[(10 —%ex—%e“x)dx= [10x—%ex+%e"‘ i3=
=3

d Zie de onderste grafiek in opdracht a.

3
[O-dx=[ox- 1] =27-9-(-27+9)=36
-3

Het verschil is 4.

© Noordhoff Uitgevers bv

40

Hoofdstuk 18 Toepassingen van integreren

237



Vaardigheden 9

1 Invullen van y = —=3x + 2 in 2x — 5y = 24 geeft 2x — 5(=3x + 2) = 24.
2x+15x—-10=24
17x =34
x=2eny—-3:2+2=-4
Het snijpunt is (2, —4).

238

3Ix=2y=4

2x+3y=2

6x—4y=8 (keer2)
6x+9y=6 (keer3) B

- 13y=2
=_2
y= 13
3x-2--%=4
3x=3%

_ 13
x—lﬁ

oplossing x = 1% eny= —-123-

xX—py=>5
2x—y=3
2x—2py =10
2x—y=3
y=2py=7
(1=2p)y=17

3x+4dy=12
4y—x=5%
3x+4y=12
—x+4y=5%
-
—4x—6§
_5
S
3-244y=12
4y =17
_},:1%

oplossing x = 1% eny= l%

Het stelsel is strijdig als deze vergelijking geen oplossing heeft, dus als

1—2p=00fwelp=%.

gx+3y=4
3y=3x+7

Substitutie van de 2e vergelijking in de le geeft gx + 3x +7=4.

(g+3)x=-3

Het stelsel is strijdig als deze vergelijking geen oplossing heeft, dus als

g+ 3 =0 ofwel g =-3.

{rx+3y=1%
1
x=§—y

Substitutie van de 2e vergelijking in de 1e geeft r(% - _v) +3y= 1%.

%r—ry+3y=l%

1
(3—r)y=1%—5r

Voor r = 3 wordt deze vergelijking Oy = 0. Het stelsel heeft dan oneindig veel

oplossingen en is daarmee een afthankelijk stelsel.

Vaardigheden 9
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6x — y = 8 geeft y = 6x — 8, dus lijn / heeft richtingscoéfficiént 6.
tan~!(6) = 80,537...°

4y + 6x =12 geeft y = —1% x + 3, dus lijn m heeft richtingscoéfficiént —1%.

tan~!(1, 5) = 56,309...°

De hoek tussen de lijnen / en m is 180° — 80,537...°=56,309...° = 43° |

Lijn / (x
-},

tan"'(}) = 11,309...°

) = (g) + K(?) heeft richtingscoétficiént %

2y+5x=1geeft y= —Z%x + %, dus lijn m heeft richtingscoéfficiént —2%.

tan!(23) = 68,198...°
De hoek tussen de lijnen /en m is 11,309...° + 68,198...° = 80°.
b

o 1 | — sl 1
o g— 1 geeft —25%—y=2s ofwel y=-25x —25.

Lijn / heeft richtingscoéfficiént —2%.
tan-!(24) = 68,198 ...°

—i6_§: 1 geeft x+2y=-6 0fwe1y=—%x—3-

Lijn m heeft richtingscoéfficiént — %

tan™!(}) = 26,565...°
De hoek tussen de lijnen / en m is 68,198...° —26,565...° = 42° .

. 2 1
dx—10y =5 geeft y=35x—3. 1 -
De richtingscoéfficiént van m is =25 want =25+ 5= —1.

x=1en y=2invullen bij y = —Z%x +n geeft 2 = —2% + 1 +nofwel n= 4%.
Een vergelijking van m is y = —.’%x + 4%,

X

Lijn I (
-}?

=2, 4
) = ( 5 ) + A (7) heeft richtingscoéfficiént %.
Uitdx + 7y = 14 volgt y = —%x + 2, dus lijn m heeft richtingscoéfficiént —é}.
Uit % : —% = —1 volgt dat de lijnen / en m loodrecht op elkaar staan.

Uit 2x — %y =3 volgt y=6x-09.
Het midden van P(2, 3)en Q(=2, —21)is (0, —9).

De gezochte lijnis y = —éx -9,

0 6
Een vectorvoorstelling van deze lijn is (i) = (_9) + A (_ I)'

Met de waarden =1 en N = 36 kun je ¢ berekenen.

Deze waarden invullen bij N = ¢+ ¢ geeft 36 = ¢ - 1% ofwel ¢ = 36.
Dus N=36-1.

Invullen van t = 16 en N = 1152 geeft 1152 = 36 + 16“ ofwel 16 = 32.
164 =32 geeft (2%)* = 2°.

24a=25

da=>5
_ql

a—lz

N=3617" = 1243
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k=10en /=25 invullen geeft 25=a- 10
a= 2%

Dan wordt ook / vier keer zo groot.

g =5en p =100 invullen geeft 100 =5+ 52
100 =25b

b=4

p wordt dan 4° = 16 keer zo groot.

Er geldt p=a- k3.
k=2en p=12invullen geeft [2=a -2

Een formule is p = ]% < g

Invullen van x =2 y =48 en geeft 48 = ¢ - 2.
Invullen van x =4 en y = 768 geeft 768 = ¢ - 4“.

-4« 768
De twee vergelijkingen op elkaar delen geeft z Ty
4\¢ 768
(5) = "E“Ofwel 2¢=16
a=4
48 = ¢ - 2% geeft 48 = 16¢
c=3

Invullen van de gegevens in P=a- L2 v3 geeft 6+ 105 =¢ - 202+ 123
Dusa=6-10°-20"2-1273= 0,868 en dus geldt P ~ 0,868 - L>-1*

Als de windsnelheid v vermenigvuldigd wordt met een factor 0,8, wordt de
uitkomst van de formule vermenigvuldigd met de factor 0,83 = 0,512.

Het vermogen neemt af met 48,8%.

2=52+6>—2+5-6-cos(67°)=37,556...,dus ¢ = 6,1
a*=10>+13>-2-10+13+c0s(22°)=27,932...,dus a = 5,3

Uit 8 11 It sin )_S'Sil’l(56°)
" in(e)  sin(se%) oo S T Ty

=0,602..., dus o =37°

vy =180 —56—37=87°

2=824+112-2-8-11-cos(87°)=175,788...,dus ¢ = 13,3
o =180-55-61=64°

it a 23 o 23 - 5in(64°) d -
tSin(64°)  sin(61°) O 4T Tain(e1e) C 4TS
) b 23 23 +sin(55°)

Uit = lgth="—""""dush=~21,5
HSin(55°)  sin61°) 8 sin(61°) o UTEY

10°=13+17>—2-13-17 - cos(tx)
100 =458 — 442 - cos(a)

cos(o ) = %% dus o =36°
Uit 10 13
1 —
sin(36°)  sin(P)
y=180— 0o — B =94°

13« sin(36°)
10

volgt sin(B) = ,dus B =50°

Vaardigheden 9
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b Met Pythagoras vind je dat dit een rechthoekige driehoek is.

B =90° en sin(cx) =-é%dus o =31°
y =180 -0 — P =59°

c 77=9"+14>-2+9-14-cos(o)
49 =277 — 252 - cos(m)
cos(a) = % dus o = 25°

. 4 .8 . _
Uit Sn(25)  smB) volgt sin(B) =

y=180—o— P =122°

9 - sin(25°)
7

, dus § = 33°

12 Met de stelling van Pythagoras is te berekenen dat AC = {122 + 62 = /180,
CF=\@+52=61 en AF= 122+ 52= 13,
De cosinusregel in AACF geeft 612 =41802 + 132 = 2 -4/180 - 13 - cos(o)

61 = 349 — 26v180 - cos(cx)
288

= — = o
cos(ol) 26T dusa =34
Uit V6l 13 ot sin(o) 13 - sin(34,35°) q 00
G435 singy) O =T g dusy =
LA=34° LC=T0°en LF=180—o— vy = 76°
13 Schetsen van de twee verschillende vormen zijn:
D
D
13 13 13 13
A m n cC A C
24
15 15 15 15
B
B

Van de linkerfiguur is de andere diagonaal \/152 =1R % \1132 -122=9+5=14
Van de rechterfiguur eerst £B in driehoek 4 BD berekenen.

132 =242+ 152 -2+ 24-15-cos(B)

169 = 801 — 720 - cos(B)

cos(B) = 632 dus B =29°

720°
AS
Als § het snijpunt is van 4 Cen BD, dan is sin(28,62...°) = e
AS=15-5in(28.62...°) =7.186...
De andere diagonaal van de rechterfiguur is dan 2 X 7,186... = 14,4
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Vaardigheden 9

14 a f(x)=5x'—4x°+20
Flix)= 20x* —20x*

3
g0 =7 +4x\x
g(x) = 332 + 4x1>

o

&(x) = —6x73 + 63

—6
g)=—+6x
h(x)=(2 = 2x)+ In(2x)

(2]

F(x)==2+ In(2x) + (2 — 2x) i .2

() = =2 In(2x) + 22
d k(x)= 21x2 i
7y~ 1
k() = (4x+3)(%x— 1) - (§x2+ 3+ 1
(1x-1)
) = (2x2 - 23x- 3) = (xz L I%x)
(5x-1)
]
K (x)= (%x_ 1)2
e m(x)=3x+eb

m'(x) =3 +e% =2+ (4 — 2x)

m'(x) =3+ (4 — 2x)e—¥

-~

n(x)=x?- cos(%)

n(x) = x%+ cos(x™)

HCD= Do~ OEN )+ gl )™

n'(x)=2x- cos(%) + sin(%)

_ 1 —sin(2x)
9 2= Cdine)
.« —2cos(2x)(1 + sin(2x)) — (1 = sin(2x)) - 2cos(2x)
P9 = (1 + sin(2x))?
v« —4cos(2x)
P = T sinn)?
h g(x)=

cos(5x)
g(x) =2+ (cos(5x))7!
¢’(x) = =2+ (cos(5x)) > - —5sin(5x)
,, . 10sin(5x)
q(x)= cos?(5x)
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15 a f(x)=31x*-x-2x2+1
F(x)=x3=3x2—4x
f(x)=0 geeft x> —3x>—4x=0
x(x*=3x-4)=0
x(x=4(x+1)=0

x=0of x=4of x=-1

Zie de plot hiernaast.

Y1=0.258"H-%3-2R%+1

Maximum f£(0) = 1, minima f(~1) = Len f(4) = -31. Hn00001s  veras
s
g(x) - 34+ xg
~1(3+%%) — {1 —x) 2%
g’(x) = )2 =(1- +
G+ x2) VISR

x)=0geeft —3—x?—2x+2x2=0
gx)=0g

¥ -2x—-3=0 | N
(x=3)x+1)=0 :—4—+—0—|—¥$
x=3of x=-1

Zie de plot hiernaast.

Hinimu.m -
X=3, 2 ¥="0.166667

Maximum g(—1) = %, minimum g(3) = —é.

h(x) = \—x*+4x2 + 5

h(x) = (—x* + 42 + 51

H(x) =1 (—x + 4x2 + 5)77 « (403 + 8x)

() = —2x% +4x

I (x) =0 geeft —2x3+4x=0 VI=TCR GPaREAE)

~2x(x? = 2)=0 ]
X =x0x0f x2=2 /.\/\

x=0o0f x=—y2of x =12

Zie de plot hiernaast.

Mmlm.ur.n h(0) = \B, maxima h(—\ﬁ) =3en h(\ﬁ) =3, —_— ]
randminima h(—/\lg) = h(-\jg) =(. R="1.414214 ¥=3

k(x) =2 cos’(x) — 3 cos(x)

k'(x) = 6 cos?(x) + —sin(x) + 3 sin(x)

k’(x) = —6 cos?(x) - sin(x) + 3 sin(x)

K'(x) = 0 geeft —6 cos?(x) - sin(x) + 3 sin(x) =0
=3 sin(x)(2 cos*(x) — 1) =0

—3sin(x)=0of 2cos?(x)—1=0

sin(x) =0 of cos(x) = \E: % 2 of cos(x) = _% \E
Op het interval [—%rc, 1%7: ] zijn de oplossingen:

x=0of x=n 0fx=—%n ofx=ﬁnofx=%nofx=1%n.

Y1=2(cos(X))?-3cos(X)

Zie de plot hiernaast.

Minima k(—}Tn) =—\2, k(%n) =—\2enk(n)=1. | /\/\

Maxima k(0) = —1, k(%n) = \E en k(lin) = \E \/\/
Op het domein [~ é‘T{ 5 I%T{] heeft k£ een randmaximum k(—%n) =0

.. 1 Hinimum
en een randminimum k( 1511) =0. ¥="0.785398 v="1.414214
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Met de rekenmachine:

Invoer: y, = [=x* + 6x% — 9x|

Venster: =5<x<5,-2<y<10

Optie: maximum en minimum

Zie de plot hiernaast.

Minima f(0) =0en f(3) =0 en maximum f(1)=4.
Met de rekenmachine:

Invoer: y, = |—6x + 2x\[;|

Venster: —10<x <20, -10<y <20

Optie: maximum en minimum

Zie de plot hiernaast.

Minimum g(9) = 0, randminimum g(0) = 0 en maximum g(4) = 8

¥
1
= X
-2 0 18
-
5
2In(x) — 2
f(x) =0 geeft — © 0
2In(x)—2=0
2In(x)=2
In(x)=1
x=e

De x-codrdinaat van het snijpunt met de x-asis x =e.

2.x-1-Q21nx)-2)

fx)= 5
X

: 2-2In(x)+2

fx)y=———F——
X

. 4 - 21In(x)

fy=—735—"
X
4 -2 1In(x)
f(x)=0geeft ————=0
X

4-21In(x)=0
2In(x)=4
In(x)=2
x=¢?
Zie de grafiek bij opdracht a, maximum f(e?) = 2 22_ 2 = %

Vaardigheden 9
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d

18 a

2.2 = 2x-(4=21In(x))

)= .
)= —2— Sxx-: 4x In(x)
) = —10x +xjx In(x)
=10 +4In(x
T
X

) ~10 + 4 In(x)
F7(x) =0 geeft —————=0

~10+41In(x)=0

41n(x) = 10

In(x) =23

x=eh=e eeny=f(e2§):ﬁ:—
e’ eMe

: . 3
Het buigpunt is het punt (ez\lg, —)

ete

Als p=-5,danis g(x) = x>+ 9x — 5.

Zx)=2x+9

De richtingscoéfficiént van de raaklijn in het punt met x-codrdinaat —1 is
Jg=H=2--1+9=7.

De raaklijn is van de vorm y = 7x + b.

g(=1)=(=1)»+9-—-1-5=—13, dus het raakpunt is het punt (-1, —13).
x=—leny=-13invullenin y=7x + b geeft —13=7-—1 + b dus h=—6.
Een vergelijking van de gevraagde raaklijn is y = 7x — 6.

fx)=13x2—4x-9
f(x)=g'(x) geeft 13x7 —dx - 9=2x+9
112-6x-18=0

x2—4x-12=0
(x=6)(x+2)=0
x=6o0of x=-2

De grafieken van fen g raken elkaar als f(x) = g(x) en f"(x) = g’(x).
f(6)=-18en g(6) =90 + p, dus voor p = —108.
f(=2)=6en g(—2)=—14 + p. dus ook voor p = 20.
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1 a 02
01 04

b 0.8 +400 = 320 personen blijven na een jaar normale frisdrank gebruiken.
Daar komen 0,1 - 100 = 10 personen bij die overstappen. Na een jaar zijn er
dus 320 + 10 = 330 gebruikers van normale frisdrank.

¢ Na één jaar zijn er dus 330 gebruikers van normale frisdrank
en 170 gebruikers van de lightversie. Na nog een jaar zijn er
0.8+330+0,1 - 170 = 281 gebruikers van normale frisdrank.

2 a De som van de migratiepercentages zijn zowel voor het platteland als voor
de stad gelijk aan 100%.
b Een jaar later is het aantal mensen dat in de stad woont
0,98 - 60000 + 0,08 -+ 40000 = 62000 en het aantal mensen
dat op het platteland woont 100000 — 62000 = 38000 (of
0,92 - 40000 + 0,02 - 60000 = 38 000).

[ van
P S
P (092 002
A g (0,08 0,98)

3 a Van het budgetmerk naar het huismerk: 15%.
Van het huismerk naar het budgetmerk: 20%.
b

¢ Het aantal klanten dat het merkproduct koopt is gelijk aan
0.85-60+0,1-80+0,15-60=62.
Het aantal klanten dat het huismerk koopt is gelijk aan
0.1-60+0,7-80+0,15-60=71.
Het aantal klanten dat het budgetmerk koopt is gelijk aan
0.05-60+0,2-80+0,80-60=067.
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4 a

[

(37
o w

10 nuljarigen die samen 6 jongen krijgen is gemiddeld 0,6 per muskusrat.
De helft van de nuljarigen wordt één jaar, dat is 0,5 per muskusrat.
van

0 1 2 3

0 {06 35 24 12
By tos 0 0 0

2lo 06 0 o0

3 0 0 06 o0

0,5+ 100 = 50 ratten worden 1 jaar. Daarvan worden er 0,6 + 50 = 30 twee
jaar en daarvan worden er 0,6 + 30 = 18 drie jaar oud.
In één keer: 0,6-0,6 - 0,5+ 100 = 18.

Het aantal nuljarigen waterratten één jaar later.
0.3-1000+0-300+0-100+0-50=300

Het getal geeft het aantal eenjarige waterratten aan een jaar later.
Het aantal nuljarigen: 1300, het aantal eenjarigen: 300, het aantal
tweejarigen: 0,4 - 300 = 120 en het aantal driejarigen 0,2 - 100 = 20.

2 Matrices vermenigvuldigen

6 a

o n T o

9 a

Je moet 0,92 vermenigvuldigen met 40000 en 0,02 met 60000 en dan die
producten optellen.

=C

P(0,92-40000 + 0,02- 60000 (38000
510,08 + 40000 + 0,98 - 60000] 162000

0.01 - 15000 + 0,48 - 4000 + 0,80 - 16000 = 14870
Het aantal auto’s dat op vrijdag het knooppunt via de N9 verlaat.
Het aantal auto’s dat op zaterdag het knooppunt via de N99 verlaat.

15000 7000

V% A 4000 2000
16000 6000

0,01 048 0,80 14870 5830
0,10 0,00 0,18 4380 1780
0,89 0,52 0,02 15750 7390

De bovenste rij van matrix 4 bestaat uit twee getallen, maar de linker kolom
van matrix J bestaat maar uit drie getallen.

Het aantal kolommen van matrix 4 moet gelijk zijn aan het aantal rijen van
matrix B.

Dan moet het aantal kolommen van matrix B gelijk zijn aan het aantal rijen
van matrix 4.

09 02\ (1 03\ (09 04l
AX B= X =

0.1 08/ lo 07 lo.1 0,59

1 03\ (09 02\ (093 044
Bx A= X =

0o 07/ lo1 08 l0.07 056

© Noordhoff Uitgevers bv
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(1 0,3) (0,8 0,4) (0,86 0,58)
BxC= X =

0 0,7 0,2 0,6 0,14 042

Cx B= (0,8 0,4) o

02 0,6

1 03\ (08 0,52
0o 07 lo02 048

b Nee, zie de vermenigvuldigingen bij opdracht a.

10 o 1 2\ [200) [600
0.8 0 0 |x|400|=]160

0 0,7 05 100 330

(0,7 o,s)x(o,z 0,5)_(0,62 0,65)

03 04/ \0,8 0,5/ 1038 035

o

¢ Deze vermenigvuldiging kan niet worden uitgevoerd, want het aantal
kolommen van de linker matrix (1) is niet gelijk aan het aantal rijen van de
rechter matrix (3).
(0,2 0,5) y (0,7 0,6) B (0,29 0,32)

0,8 0,5 0,6 04 0,71 0.68

[N

11 Als je het goed gedaan hebt, krijg je dezelfde uitkomsten.

b 1 0\ [a b 1 0
12 a AxB=|" X = BX A= X
2 (c d) (0 1) (c d)’ (0 1) ¢
AXC—a bXOI_baCXA_OIxa by (¢ d
e a1 o) \@ of o) e d \a b
b A X B=BX A=A, dus het product is matrix 4 zelf.

A x C verwisselt de twee kolommen van matrix 4.
C X A verwisselt de twee rijen van matrix 4.

3 Populatieontwikkelingen

13 a Desom van de getallen in elke kolom is gelijk aan 1.
Er verdwijnen dus geen abonnees.

b N 1 (09 0:05)(12000) _ (10950
3 01 0,950\ 3000 | T | 4050
{09 0,05\(10950\ [10057,5\ (10058
Na 2 jaar: = =
0,1 0954050 |4942,5/ | 4943
Na 3 iaape [0 0:05)(10057.5) _ (9298.875| (9299
A0 1 0,950\ 4942,5 ) T \5701,125) " {5701

. 0.9 0.,05}{9298,875
Na 4 jaar: ( )( )

8654,04375\ (8654
0.1 0.95/5701,125 )

6345,95625) 16346

¢ In het eerste jaar komen er 1050 abonnees bij, in het tweede jaar 893, in het
derde jaar 758 en in het vierde jaar 645. De groei is dus afnemend.
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14 a

15 a

16 a

17 a

- (0,815 0,0925) en M3 = (0,742’75 0,128625)

0,185 0,9075 0,25725  0,871375

MXB= (0,815 0,0925)(12000) _ (10 057,5)

0,185 0,9075/1 3000 | | 4942,5

5 (0,74275 0,128625)
M x B=

0,25725  0,871375

12000\ _ (9298,875
3000 15701,125

Deze matrices beschrijven de overgangen in de aantallen abonnees na 2 en 3
jaar.

— (6 378): ——— (5271): v (5053) "

8622 9729 9947

5011

0 x =~
L (9989

De matrices geven de aantallen abonnees aan na 10, 20, 30 en 40 jaar.
Daaruit blijkt dat het aantal abonnees van Het Nieuwsblad steeds dichter in
de buurt van 5 000 komt, terwijl het aantal abonnees van De Koerier steeds
dichter in de buurt van 10 000 komt.
Nee, op den duur zullen de aantallen abonnees nauwelijks meer veranderen
en Het Nieuwsblad zal dan ongeveer 10 000 abonnees hebben.

5000
10000)
Vanaf dat moment zullen de aantallen abonnees niet meer veranderen.

MXC:WXC:M3XC=C:(

0,7 % 750 + 0,1 x 2250 = 750 en 0,3 X 750 + 0,9 x 2250 = 2250
0,7 0,1 0,7p + 0,1¢g = 0,1g=0,3
(0:3 0:9) Z)z(p)geeﬁ{ 3p+03 p"fwel{ =04

q 0.3p+0.99=¢ 0,3p=0,1q
Uit beide vergelijkingen volgt dat g = 3p.
2250 =3 x 750, dus aan de voorwaarde is voldaan.

100
Bijvoorbeeld :
300

In jaar n + 1 krijgen de republikeinen 90% van de republikeinse stemmen
van jaar # plus nog 8% van de democratische stemmen van jaar n.
In formule: r,,, =0,08-d,+09-r,.
Op soortgelijke manier volgt uit de graaf datd,,, =0,92-d,+0,10-r,
De vergelijkingen uit a en b worden: r = 0,08 d + 0,9 - ren
d=092-d+0,10-r.
Uit beide vergelijkingen volgt 0,1 = 0,084 ofwel r = 0,84.
Dit invullen in r + d = 144000 geeft
0.8d + d = 144000
1,84 = 144000
_ 144000

2

= 80000 en r = 144000 — 80000 = 64 000.
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18 a van
A B C
A [08 0,2 0

M =mnaar B | 0,1 0,7 0,1
ciol 0l 0,9

b (0.8 02 0 a 0,8« +0,2h a
0,1 0.7 0,1[x|b]|=]0,1a+0,7b+0,1c|=|b| geeft
0,1 0,1 09 ¢ 0,1a + 0,15+ 0,9¢ G

0.8a+02h=a 0,2 =0,2a
0.1a+0,7b+0,1c=b ofwel [O,Ia +0,1¢=0,3h
0,1a+0,1h+0,9c=¢ 0,1a+0,1b=0,1¢
b=a
De vergelijkingen vereenvoudigen geeft {a +c=3b
atb=c

Substitutie van » = @ in de tweede en derde vergelijking geeft in beide
gevallen ¢ = 2a.

¢ Dan geldt bovendien ¢ + b + ¢ = 10000, dus a + a + 2a = 10000.
De stabiele verdeling is dat er 2500 mensen in de dorpen 4 en B wonen en
5000 in dorp C.

4 Lesliematrices

19 a Datis de som van de aantallen jonge dieren uit alle leeftijdsgroepen, dus
2500 + 9600 + 2200 + 450 = 14750.
b De 12500 nuljarigen zorgden voor 2500 jongen (= nuljarigen).
Het geboortecijfer van de nuljarigen is dus 2500 : 12500 = 0,2.
9600 :6400=1,5;2200:2750=0,8 en 450 : 900 = 0,5.
De eerste rij van de matrix isdus (0,2 1,5 0,8 0,5).
¢ Van de 12500 dieren uit de leeftijdsgroep 0 in 2012 zijn er in 2013 in
leeftijdsgroep 1 nog 7500 over. 7500 : 12500 = 0,6.
Van leeftijdsgroep 1 (2012) naar leeftijdsgroep 2 (2013) zijn er van de 6400
nog 3200 over: 3200 : 6400 =0,5.
Van leeftijdsgroep 2 (2012) naar leeftijdsgroep 3 (2013) zijn er van de 2750
nog 1100 over: 1100: 2750 =0,4.
0 1 2 3
0/02 1,5 08 0,5
06 0 0 0
0 05 0 0

¥

310 0 04 O

De matrix wordt M =

20 a (0.2 09 0,21/800 1105
0.8 0 0 1950 | = 640
0 05 0/\450 475

800 1038
b L3x|950|=|713,6/|, totaal aantal dieren is 1 038 + 714 + 442 = 2194.
450 442
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21 a De overgangskans van een nuljarige naar een éénjarige is 0.8.
De kans dat een nuljarige een tweejarige wordt is 0.8 + 0,5.
Het gemiddeld aantal nakomelingen is
—in leeftijdsklasse 0 : 0,2
—in leeftijdsklasse 1 : 0,9
—1n leeftijdsklasse 2 : 0,2
Het totaal aantal nakomelingen per dier tijdens zijn leven is dus gemiddeld
02+08-09+08-0,5-02=1.
b Elk dier zorgt voor 1 nakomeling, dus de totale grootte van de populatie zal

gelijk blijven.
0.2 09 02 a a
c LxV=|08 0 0 [ x|h|=]h]|geeft het stelsel vergelijkingen
0 05 0 ¢ e
0,2a+095+02c=a 0,95+ 0,2¢ = 0,8a
0.8a=h of ook {0.8a=5h
0,5h=c¢ 0,5p=c¢

Daaruit volgt: h = 0,8a en ¢ = 0,5 = 0,4a.
Substitutie in @ + b + ¢ = 2200 geeft 2,2 = 2200.
a=1000, h =800 en ¢ =400.

22 a Het gemiddeld aantal nakomelingen per dier is nu gelijk aan
0.2+0,8%x0,9+0,8x0,5x%x0,1=0,96.
Dat aantal is kleiner dan 1, dus zal de grootte van de populatie afnemen.

1000 02 09 0.1
b Gebruik je rekenmachine. Voerin: 4 =| 800 [en B=[0.8 0 0
400 0 05 0
Voer in het rekenscherm de volgende commando’s uit: 1-8'0;;
A [enter] it e T —— 400 ).
B % Antwoord [enter] (de populatie na één jaar) [BIxAntw 960
Door vervolgens herhaaldelijk op [enter] te drukken [30@]
krijg je de verdeling van de populatie in volgende jaren. e 400)
Je vindt achtereenvolgens, afgerond op helen:
960\ (9521 {922} {908 g3y T " 952
s00f(768|, (762, 737 |en|727) i)
400/ \400/ \384) 381/ {369 SHIRROER 921.6
De grootte van de totale populatie dieren is na 1 jaar: 2160, na 2 jaar: 2120, | b 384

na 3 jaar: 2068, na 4 jaar: 2026 en na 5 jaar: 1979.
¢ De groeifactoren per jaar zijn

2120 = 0,98; 2067 =0,975; 2026 = 0,98; o7 =0,98.
2160 2120 2067 2026

Dus de groeifactor is ongeveer 0,98.

23 a 02+0,8x09+0,8%x0,5%0,3=1,04
b Met de rekenmachine vind je:
10401 (1048 (1078) [1095 1121
800 |, [ 832 |, | 838 863 |en| 876 |.
400 400 416 419 431
De grootte van de totale populatie dieren is na 1 jaar: 2240, na 2 jaar: 2280,
na 3 jaar: 2332, na 4 jaar: 2377 en na 5 jaar: 2428.

£l
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24 a

25 a

26

252
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b = 2200; de groeifactoren per jaar zijn:
2 018 2 L 1 018; 22~ 1,023 L= 1,019; 2 = 1,021
2200 2240 2280 2333 2377

Dus g = 1,02.

Met de rekenmachine vind je
670\ (904 (743} (853 778

800),|5361,]1723],] 595 |en| 682 |.
250/ 1400/ 1268/ 1362 297

Totale populatie: 1600, 1720, 1840, 1734, 1810 en 1757.
De populatie is na vijf jaar gestegen.
Voor L;:

660\ (877 [691) [796\ [692
800 |,| 528 [,| 7021,| 552 |en|637
250/ 1400/ 1264/ \351) 276

Totale populatie: 1600, 1710, 1805, 1657, 1699 en 1605.
De populatie is na vijf jaar weer ongeveer gelijk.
Voor L,:

630\ (931} (796} [911\ [867
800 |,| 544 (,| 745],| 637 |en| 729
250/ {400/ \272/ \372/ |318

Totale populatie: 1600, 1730, 1875, 1813, 1920 en 1914
De populatie is na vijf jaar flink gestegen.

0o 1 2 3
0/o0 0 o0 2
1109 0 0 0
“2]l0 08 0 o0
310 0 05 0

Het aantal jongen per dier gedurende het leven is gemiddeld
0,9-0,8-0,5-2=0,72. De populatie sterft uit.

Stel het geboortecijfer . Dan moet 0,9+ 0,8+ 0,5-a =1 ofwel 0,36a=1
a=28.

0,75+ 0,4p =1 geeft 0,3p = 1 dus het geboortecijfer p = 3%.

T
a 3z &=

0 0 33| [a
0,75 0 0 | x|h]|=|h]|geeft het stelsel { 0,75a=h
0 04 0 c e 0,4b=c¢

Daaruit volgt b =0,75aen ¢ = 0,4h=0,4-0,75a = 0,3a.
Substitutie in @ + b + ¢ = 790 geeft 2,054 = 790.
_ 790 790

a=——=3855bh=0,75-——=28%en ¢ =790 — 385 - 289 =116
2,05 2,05

2 2

Keuzeonderwerpen
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5 Gemengde opdrachten

27 a

28 a

A

A B C
0,7 0,3 02

naar B |0,1 05 02]|=M
Cc {02 02 006

0,7 03
0,1 0,5

0,21/30\ A4 (36
0,2{/30| = B|24]is de verdeling aan het eind van de dag.

02 02 06/\30, c\30

3

oo

391 (40} (40} /40

221,121 ,{20],[20], 20

30/ 130

30/ 130/ 130

Na vier dagen verandert de verdeling niet meer.

0 1 2
0 0 5
0.5 0 0
0 0.4 0

Het gemiddeld aantal nakomelingen per dier is gelijk aan 0,5 < 0,4 X 5=1.
Met de rekenmachine vind je de verdelingen na één, twee en drie jaar:

7504 (700

1200

600 |,13751(,[ 350

140/ 1240

150

Dus na drie jaar is het aantal gelijk aan de beginpopulatie.
De totale populaties zijn 1490, 1315, 1700, 1490, 1315, 1700 enzovoort

i 2000 +
£1500 + y
B 1000
500 +
0 | : 4
0 2 4 6
aantal jaren —
1 0 0 1200
M*=|0 1 0];alsje deze matrix vermenigvuldigt met [ 350 |vind je
0 0 1 150

precies dezelfde verdeling over de leeftijdsklassen.
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29 a 05:04-4=08
b Met de rekenmachine vind je de verdelingen na 1 tot en met 6 jaar:

600\ (560 (960} (480} [(448] [768
600|,1300|,(280|,| 480,240,224
140/ 1240/ {120/ \112/ {192/ \ 96

Totale populatie: 1340, 1100. 1360, 1072, 880, 1088.

t
§2000
g
=
=
S 1500 4
= . .
g
=] . - .
1000 +
L]
500 +
0 2 4 6
aantal jaren —
0.8 0 0
c M*=[0 08 0
0 0 08

De populatie neemt per 3 jaar in elke leeftijdsklasse met 20% af.
d Gemiddeld aantal nakomelingen per dier tijdens zijn leven: 0,5-0,4-6 =1,2.
Ontwikkeling van de populatie gedurende zes jaar:

900\ (840, [1440| [1080\ [1008) [1728
6001,|450],| 420 |,| 720 |,| 540 |,| 504
140/ (240’ {180 | 168 | 288 | | 216

Totale populatie: 1640, 1530. 2040, 1968, 1836, 2448.

l 2500+ 2
o
o)
= 2000 + ¥ &
g ]
3 o
= 1500+ .
2
1000 +
500 +
) I
aantal jaren —
1.2 0 0
M=|(0 1.2 0
0 0 1.2

De populatie neemt per 3 jaar in elke leeftijdsklasse met 20% toe.

30 a Het gemiddeld aantal nakomelingen per dier is gelijk aan
0.8 x2.25+0,8%x0,5x1=2,2, dus zal de populatie toenemen.
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b

31 a

32 a

Stel dat beide overlevingskansen met het getal & worden vermenigvuldigd,
zodat de populatie op den duur zal stabiliseren. Dan geldt dat het gemiddeld
aantal nakomelingen per dier gelijk is aan 1:

0.8 x225+0,8kx0,5kx1=1

1,8k + 0,4k =1

262+ 9%—-5=0

k= 2 jﬁ =0,5

De overlevingskansen nemen dan met 50% af.

De matrix die de epidemie beschrijft is volgens de graaf:
G 7z

= G [ x 1=y
T Z \l-x ¥

X 1—y 804 782 % 1—yp 782 769
X = en x =
l—x v 196 218 1-x h 218 231
De eerste matrixvermenigvuldiging geeft 804x — 196y = 586, de tweede
782x — 218y = 551.

804x — 196y = 586
782x — 218y = 551

_ 196 586
[x—aﬁy+ﬁﬁ

:218y+ﬁ

x=0,244y + 0,729

of in drie decimalen {x = 0,279y + 0,705

782 782
Aftrekken geeft 0 = 0,035y — 0,024, dus y = 0,686 = 0,7 en
x=0,244- 0,686 + 0,729 = 0,896 = 0.9.

0,9 0,3 o9 = [@ - ki 09a+03h=ua
o1 07) %167 s geeft het stelsel vergelijkingen O.la+0.7b=h
0,36 =0,la

2 ;i :3
{0,1a=0,3b dusa=3b

Als de stabiele verdeling is bereikt, zal de groep gezonde mensen driemaal zo
groot als de groep zieken. In de onderzoeksgroep zijn er dan 750 gezonde en
250 zieke mensen.

Met de rekenmachine vind je, afgerond op helen, de volgende populaties:

500l [238] [250| /513
328 (400 [190] [200
100205} 250" 119
48] 150 \103] 125

Het totale aantal dieren in die jaren is 976, 893, 793 en 957.

125 0 0 0
0 125 0 0
0 0 125 0
0 0 0 125

4=

De populatie zal na een periode van vier jaar steeds met 25% toenemen.
Op¢t=0zijner 410+ 160 + 95 + 100 = 765 salamanders.
Het functievoorschrift is N(¢) = 765+ 1,257
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0 0 0 p
o o T 0 0 0
33 a Stel dater p eieren zijn. De Lesliematrix wordt dan L = % 5 g g
8
1
0 0 5 O
Het aantal eieren van een dier gedurende zijn leven is dan ;l . % . % p= ;11- P

Voor een stabiele verdeling moet ﬁ p=1,dus p=4.
In de huidige situatie is p = 5 en dus zal er 20% van de eieren vernietigd
moeten worden.

b [0 0 0 4 a a dd=a
4 4
= 0 0 0 b b za=bh
% % i B x . = . geeft het stelsel vergelijkingen % : .
0 0 % o \d \d ze=d

Alles uitdrukken in d geeft: ¢ =2d, b= %, c= S%d ena=4d.

De totale populatieisa+b+c+d= 10%61.

Men wil niet veel meer dan 500 salamander. Kies d = 50.
Dan volgt: a = 200, b = 160 en ¢ = 100.

De populatie bestaat dan it 510 salamanders.

Test jezelf

1 a van
or  wp
_or (05 025
At e Lo 07

0,5 0,25 o 300\ (225

0,5 0,75 300 375

0,5 0,25 y 225\ (206

0,5 075 1375/ 394
Na een maand tanken er 375 mensen bij “Witte Pomp’ en na twee
maanden 394,

0,62 0,55 0,59 0,52
T2 a KxL= ,LxXK= en
038 045 041 0,48

(0,76 0,41 0,48)
Kx M=

0,24 0,59 0,52
b Matrix M heeft drie kolommen, maar matrix K heeft maar twee rijen.

. K= 0,83 0,34
0,17 0,66
vermenigvuldiging in opdracht b niet mogelijk is.

) en M is niet mogelijk om dezelfde reden als de
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T3 a De populatie in 2035 is 3 x 5 jaar verder. Je berekent S°.

61\ (0664 0494 0488) (61| (70
§3x|30]|={04575 0,420 024 |x[30|=|48
30 0,12 018 024/ 130/ {20

b Van 2010 naar 2020 zijn twee periodes van 5 jaar.

P 61 0,61 0,5 0,32 [p 61
Er geldt S2x [g|=[30|of [ 0,3 045 0,6 ]|x]|g|=|30

r 30 0,3 0 0 r 30
Dit geeft het stelsel vergelijkingen

0,3p + 0,45¢ + 0,6r = 30 30 + 0,45¢ + 0,6r = 30

0.61p + 0,56 + 0.32r = 61 61 + 0,569 + 0,32r =61
ofwel [
0.3p =30 p=100

Uit de eerste en tweede vergelijking volgt dat g =0en r= 0.
Er zijn dus 100 jonge dieren uitgezet.

0 2 25a a 2b+25c=a 2b+25c=a
Th 04 0 0 |[b|=|5]geeft {0,4a =bh ofwel {a =2.5h

0 02 0/\e c 0.2b=c¢ b=5c
Alles uitdrukken in ¢ geeft: b= 5cena=2,5b=12,5¢
a+b+c=740
12,5¢ + 5¢ + ¢ =740
18,5¢ =740

_ 740
c= ﬁ =40

Danisa=12,5-40=500en b= 5-40 = 200.

a+2c=19
15 | 2xa b\ (19 22 fthtt113a+4C:43

5 B \e d lm 50T VEENE g gg-y

3b+4d =50
De eerste en derde vergelijking vermenigvuldigen met twee geeft
2a+4c¢ =38
3a + 4¢ = 43—
a=5enditinvullenina+ 2c=19 geeftc=7
2b+ 4d =44
3b + 4d = 50—

b=6enditinvullen in b + 2d = 22 geeft d =8 dus B= (3 6)

Té a Het percentage klanten dat van supermarkt verandert is
19.9% van de klanten van supermarkt 1
8% van de klanten van supermarkt 2
0,2% van de klanten van supermarkt 3
Zelfs wanneer supermarkt I (bijna) alle klanten zou hebben is het totale
aandeel van de overstappers minder dan 20%. Omdat niet bekend is wat het
marktaandeel van de drie supermarkten is, kun je het precieze percentage
klanten dat overstapt niet berekenen.
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0,801 0,001 0,001/ 1000 816,2 816
0,073 0,920 0,001 3000 |=| 28452 |=| 2845
0,126 0,079 0,998/112200/ 12538,6/ 112539

Dus 816 klanten voor supermarkt I, 2845 klanten voor supermarkt 2 en
12539 klanten voor supermarkt 3.

0,801 0,001 0,001\/a a

0,073 0,920 0,001/ b|=|b| geeft het stelsel

0,126 0,079 0,998/\¢ ¢

0,801a +0,001h +0,00lc=a b+c¢=19%
{0,0736! +0,9206 + 0,001¢ = b of ook {73a + ¢ =80b

0,126a + 0,079h + 0,998¢c = ¢ 126a + 79h = 2¢

Volgens de eerste vergelijking is b + ¢ = 199a.
a+b+c¢=200a=16200, dus a = 81
Invullen in beide andere vergelijkingen geeft:

S913+c=80b  _ [2c=160b~ 11826
10206 + 795 =2¢ O O ) 2¢ = 795 + 10206 —

Aftrekken geeft 815 = 22032 dus b =272 en ¢ = 80h — 5913 = 15847

81
De stabiele verdeling over de supermarkten is dus| 272

15847

Deze stabiele verdeling kan je ook vinden door met je rekenmachine
bijvoorbeeld M2 te vermenigvuldigen met de verdeling van het begin.
Het is onwaarschijnlijk dat deze zal worden bereikt.
Voordat het zo ver is, zullen de supermarkten I en II of hun deuren sluiten
of actie ondernemen om het niet zo ver te laten komen.

Het aantal jongen tijdens het leven van een dier is
0,3+1-09+3-1-0,6=0825.
De populatie zal dus uiteindelijk uitsterven.

J v o
Jj (04 12 08
De matrix wordt L= 1 0 0
2
1
(&) 0 4 0

Het aantal jongen tijdens het leven van een dier is nu

04+5-12+4-1.08=1,1.
Nu zal de populatie voortdurend toenemen.

Keuzeonderwerpen
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Verdieping - Meetkundige bewijzen

1 a Desom van de afstanden van een punt P binnen een vierkant is gelijk aan
de helft van de omtrek van het vierkant.

b De stelling geldt ook voor een rechthoek, maar niet voor een ruit.
In een ruit is de som van de afstanden gelijk aan tweemaal de afstand tussen
de evenwijdige zijden. Die afstand is kleiner dan de lengte van een zijde.

2 a De tekening hieronder is op schaal 1 : 2.

B

b A2=BC2-(L4B) =100-25=75,dus h=+75~8,7
Een ieder zal hier andere getallen hebben, behalve in de onderste rij, daar zal
iedereen op ongeveer 8,7 cm moeten uitkomen.

d De som van de afstanden van een punt binnen een gelijkzijdige driehoek tot
de zijden is gelijk aan de hoogte van die drichoek.

B

¢ De oppervlakte van een drichoek is % X lengte zijde X hoogte op die zijde,
dus het geval van AABP is dat % *AB* PQ
Oppervlakte ABCP = % * BC* PR en oppervlakte AACP = % +AC- PS.

e Noem je de lengte van een zijde van driechoek ABC z en de hoogte /, dan
geldt%-z-h=%-z-PQ+%-z-PR+%-z-PS

Beide kanten delen door %z geeft h=PQ + PR + PS.
b a a>=h+c*—2bc-cos(on)

a?=16+25-2-4-5-cos(42°)=11,274... dusa=+11,274... ~ 34
b a>=16+25-2+4-5-cos(142°) =72,520... dus a =472,520... = 8,5
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82 =62+ 7>—2+6+Tcos(on) geeft cos(a) = i dus o= 76°

7> =82+ 67— 2-8-6cos(P) geeft cos(P) = % = % dus B = 58°
Y= 180° = (76° + 58°) = 46°
17>=5*+ 18> =2+ 5+ 18cos(ox) geeft cos(o) =%dus o=71°

182=52417>—2-5- 17cos(B) geeft cos(B) = —]1—7 dus B =93°
y=180° = (71° + 93°) = 16°

267 =107 + 247 — 2+ 10 - 24cos(o) geeft cos(a) = 0 dus o0 = 90°
242 =107+ 262 — 2+ 10 - 26cos(B) geeft cos(P) = %% = %; B=67°
Y= 180° = (90° + 67°) = 23°

a* = b2+ ¢2—2bc - cos(or)

Als o0 =90°, dan is cos(or) = 0 en wordt de cosinusregel
a*=b>+c?—2bc-0

a* = b2+ 2 — 0 ofwel

a* = b*> + 2, en dat is de stelling van Pythagoras.

x2 =5+ p* — 2bpcos(o)

1B i
a*= b+ > — 2bc - cos(r), dus cos(a)=#
2bc
B+ & —g?
B B3 gl — B &
* ¥ # 2bc
Bt e~

x2:b2+p2_p. >

x2e=bc+ pile—p(B2+ 2 —a?)
x%c = b’c + p’c — pb* — pc® + pa*
xX2e=a’p+bXc—p)+pclp—c)
xZe=a’p+blg+per—q
xlc=a’p+ b*q - cpg

CD?*-9=82-3+72-6-9-3:6=324
CD?=36,dusCD=6

DG 10=T24+62-6-10-6-4=172
DG*=172,dus DG=4,1

PS211=72-5+8+6—116+5=299
Ps?=27%, dus PS=427% = 5.2
Be2=221422:1-2-1-1=6

B =3,dus h=+3

APQR is rechthoekig. Met de stelling van Pythagoras volgt
PQ?*=6>+8>=100, dus PO = 10.
Voor de afstanden PS, ST, TU, UV en V(O geldt

10
PS=S8ST=TU=UV= VQ=?=2.

De stelling van Stewart toepassen geeft:
RS2-10=82-2+62-8—10-2-8=256; RS=125,6=5,06m
RT?-10=82-4+6-6—10-4-6=232; RT=4232~482m
RU2-10=82+6+624-10-6-4=288 RU=428,8~537m
RV2-10=82+8+6%-2-10-8-2=424; RV=424~6,51m
De totale lengte is afgerond op €én decimaal 21.8 m.
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b L/E=/C,=/C,en ZCDA=ZEDB

De drichoeken DCA en DEB zijn gelijkvormig.

¢ Uit de gelijkvormigheid volgt dat b : BE = p : g en omdat BE = a volgt
hiervith:a=p:q

12 a AD:BD=17:38 c

T .c—n% —f —nt—ql
AD =13 6—25dusBD—6 25—35

b CD?+ AB= BC*+ AD + AC®+ BC— AB+ AD* BD K iy
—g2uod 2.2l _g.oh ]l _nanb
cp-6=8-2 4723l 6083l = 0808
CD? =475 dus CD = {475 = 6,9 . 3
A D B

b
13 a h:a=p:qof anders geschreven E=§

Kruislings vermenigvuldigen geeft ap = hq.

b d’c=d’p+b*q—cpg

dz+ ¢ = a(ap) + b(bg) — cpq

d?- ¢ = a(bq) + b(ap) — ¢cpq ap vervangen door hg en andersom
d>+ ¢ =abg + abp — cpq

d? c=ab(p+q)— cpq ab buiten haakjes halen

d?- ¢ =abc— cpg ptg=c

d?>=ab - pg delen door ¢

© Noordhoff Uitgevers bv Keuzeonderwerpen 261



Verdieping - Meetkundige bewijzen

14 d;=PQ:PR- QSRS
OS:RS5=10:8

0S=1¢-9=5,dus RS=4
d2=10-8—5-4=60

d, =60 (=17.7)

15 a Z2-c=d’p+b%g—cpg

p=q=%c geeft

Gepr=liap dade = 4.
Ze- = piha S Ire —d SR 5

21 o2, 150 12
Zy = Ty

b Stel ¢ is het langst, dus ¢ > a.

L P T I ) 2= ligg p Los  Lop
=5 tsh—g e e S5+ g
b

IR 0 R N TR 2_(12 1o 1 2)

zy — 2y =gl T oet—gae—lgat b — g
3 3 3

z-=32-3a°=3(—d°

Omdat ¢ > ais ook ¢* > @’ en dus z2 — 22> 0.
Daaruit volgt dat z_ < z,.
Net zo vind je z, < z,.

1 1 1 1 1 1
16 Z%:i‘6z+§'72—1'92:222,21: 221 =§’\[§=4,7
- 1 I o =
=543 P—1-62=56,2,=56=7,5
A=lee+l.0-1.p=yel - = a6l =14185=68
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Hoofdstuk 13 Cirkels

2 a Destraal is AB= V102 + 102 =~200.
De middelpuntsvergelijking is ¢: (x — 4)* + (y + 6)* = 200.
b De codrdinaten van C(14, 4) invullen in de vergelijking van ¢ geeft
(14 — 4)> + (4 + 6)* = 200, klopt dus C ligt op c.

De straal is AD = \[(7%)2 + (2%)2 = \/62% :

n

De vergelijking is d: (x - I%)z + (y - 1%)2 = 62%.

d De codrdinaten van B(4,—6) invullen in de vergelijking van d geeft

(4= 13) + (-6 - 13 = (24) + (-73)" = 624, klopt dus B ligt op d.

7 a x2+y2+6x—4y+3=0
X2+6x+ )P —4p+3=0
(x+3P -9+ (p—-2-4+3=0
(x+3P2+(-22%=10
Het middelpunt is (—3, 2) en de straal is \[ﬁ
b x2+_1)2+x—5_v+2%:0
x2+x+y2—5y+2%=0
by 2 1
(4 3Pt (o= 24F -6+ 2o
(e +(v-2) =4
Het middelpunt is (—%, 2%) en de straal is 2.
c x2+yi=5x—y
X=5x+)y*+y=0

(=2 =6+ (r+4f -4 =0

(v 2+l =
Het middelpunt is (2%, —%) en de straal is 6% :
12 a y=-2x- 5invullen in de vergelijking van ¢ geeft
X+ (-2x-52=10
X2 +4x2+20x+25-10=0
5x2+20x+15=0
xX+4x+3=0
(x+1D(x+3)=0

x=—lof x=-3
De snijpunten zijn (—1,—-3) en (=3, 1).

b y= % x + 2 invullen in de vergelijking van ¢ geeft
(x—2p+(te+1)=25
X-dx+4+5x2+3x+1-25=0

152 = 33x—20=0

x2-3x-18=0
(x—6)(x+3)=0
x=6o0ofx=-3

De snijpunten zijn (6, 4) en (=3, 1).
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¢ x =5y — 24 invullen in de vergelijking van ¢ geeft
(5y =242+ 1>+ 2(5y—24)—4y=8
2512 — 240y + 576 + 32+ 10y — 48 —4y—8=10
26y2 — 234y + 520=0

¥ =9y+20=0
-4 -5=0
y=4of y=5

De snijpunten zijn (—4, 4) en (1, 5).

13 a x=2-5ken y=>5+2)\invullen in de vergelijking van ¢ geeft
(2— 502+ (5+2))> =58
4 — 20\ + 2502 + 25 + 200 + 402 = 58
2932 =29
A=lof A=-1
De snijpunten zijn (=3,7) en (7, 3).
b x=2Xxen y=4-A\invullen in de vergelijking van ¢ geeft
A—-6F+(@—-1)2=10
Z-12A+36+16 - 8L +A*=10
202 —200+42=0

2—10L+21=0
A=-3)A=-7)=0
A=3o0ofA=7

De snijpunten zijn (3,1) en (7, —3).

¢ x=Aeny=-1+3\invullen in de vergelijking van ¢ geeft
M4+ (—1+30)2+4A+4(-1+30)+3=0
MR+H1-6A+902+4A—-4+120.+3=0

1022+ 10A=0
10AA+1)=0
A=0of L=-1

De snijpunten zijn (0, —1) en (—1,—4).

14 De richtingscoéfficiént van 4B is %2 = —%.

Een vergelijking van lijn ABis y = —%x + n.
A(—4, 2) invullen geeft 2 = —% =4 +n,dusn=1.
De vergelijking van lijn ABis y = —%x + 1.

y= —}Tx + 1 invullen in de vergelijking van ¢ geeft
(L1 42x+6(-tx+1)-24=0

x2+11—6x2—%x+I+2x—1%x+6—24=0

x =4 of x = —4, de snijpunten zijn (4, 0) en (—4, 2).

21 a x*-6x+)2=11
(x = 3)*+ 2 = 20, dus het middelpunt is M(3, 0).

s {—&
MP = (_2), dat is de normaalvector van de raaklijn.
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25 a

Een vergelijking is —4x — 2y = ¢, door P(—1, —2) in te vullen vind je ¢ = &.
Een vergelijking is —4x — 2y =8 of y = —2x — 4.

Het middelpunt is M(—4, 0), dus MP = (:), dat is de normaalvector van de
raaklijn.

Een vergelijking is 5x + 5y = ¢, door P(1, 5) in te vullen vind je ¢ = 30.

Een vergelijking is 5x + 5y =30 of y =—-x + 6.

Het middelpunt is M(1, 5), dus MP = (_7), dat is de normaalvector van de
raaklijn. =

Een vergelijking is —=7x — y = ¢, door P(—6, 4) in te vullen vind je ¢ = 38.
Een vergelijking is =7x — y =38 of y=—7x — 38.

; ; — [ 7 ;
Het middelpunt is M(=7, 1), dus MP = (—I) en dat is de normaalvector van

de raaklijn.
1 ; 1
De richtingsvector is ( 7) en de vectorvoorstelling is x) =A ( 7)
¥

X+y?—6x+8y—12=0
x2—6x+)?+8y—-12=0
(x=3P+(+4)2=37

. . — (-1 .
Het middelpunt is M(3,—4), dus MP = ( 6 ) en dat is de normaalvector van

de raaklijn.
6 2 6
) en de vectorvoorstelling is (x) = ( ) + A ( )
Yy

De richti tor i
e richtingsvector 13( ) ) |

R 6 1
Stel een vectorvoorstelling van de raaklijn is (Y) = ( ) + 7\,( )
¥ 12 m

x=6+ken y =12+ mh invullen in de vergelijking van ¢ geeft
(6+ AP+ (12 +mh)> =36

36+ 120 + A% + 144 + 24mh + m*A> — 36 =0

(M2 + A2+ 24m+ 12)A+ 144 =0

De discriminant moet gelijk zijn aan 0.

D=024m+ 12> —4-(m*>+1)- 144

576m?* + 576m + 144 — 576m* — 576 =0

576m =432, dus m =3

2 6 4
De vectorvoorstelling van een raaklijn is (Y) = ( 12) +A ( 3)

J?
0
1

3 6
De andere raaklijn is verticaal: (Y) = ) + A
, s 2 3% 1
Stel een vectorvoorstelling van de raaklijn is = + A
B

}:

12
26 m
x= 3% + Aen y =26 + mA invullen in de vergelijking van ¢ geeft
(3-+0) + (26 + mry =169
19 4 630+ 22 + 676 + S2mA + mD2 — 169 =0
(m®+ A2 + (52m + 6}]A + 5175 = 0
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De discriminant moet gelijk zijn aan 0.
D=(52m+6 P-4+ (m2+1)- 5175
2704m? + 676m + 425 — 20704 m? — 20705 = 0
6333 m? + 676m — 2028 = 0

~676 + 676> — 4+ 6333 - —2028

m= =13 of
1267 :
—676 — 6762 — 4+6333-—2028
m= I = —25
12675
1 1
De vectorvoorstellingen zijn (i) = 32‘% +A (2) en (ij) = (?2"%) + A (_512)

29 { a2tgf=§
a

2= 12x+36+312=20

Aftrekken geeft 12x —36=—12

12x =24, dus x =2

x =2 invullen in de vergelijking van ¢, geeft
22+32=8,dusy=20of p=-2

De snijpunten zijn (2, 2) en (2, —2).

xX+y*=17
P43 =20x— 125 +51 =0

Aftrekken geeft 20x + 12y — 51 = 17.

12y = —20x + 68 ofwel y = —13x + 52

y= —I%x + 5% invullen in de vergelijking van ¢, geeft
x&4 %sz — lgﬂx + % =17 (vermenigvuldig met 9)

34x? = 170x+ 136 =0

x2=5x+4=0
(x—D(x—-4)=0
x=1lofx=4

De snijpunten zijn (1, 4) en (4, —1).

. x2=11x+ 305+ y* - 6x+ 9 =25
X2+ 9x+ 205+ 2 +4y+4=50

Aftrekken geeft —20x — 10y + 15 =25 ofwel y = —2x + 4.
(x=5b)+(—2x+12=25
x2=11x+307+4x2—dx+1-25=0

5x2—15x+65=0

1 _
=3x+1L=0

3+y9-4-1-1% 3-y9—4-1-13
x= 4=2%0fx= 2 =

1
2 2 2

De snijpunten zijn (2%, —l) en (%, 3).
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41 a

44 a

x2—4x+3y2+2p=3
(x—-2P¢-4+(y+1)P2-1=3
(x=2)%+(r+1P=8

Het middelpunt is M(2, —1) en de straal is \lg ;

AM=112+32=410
AM >+/8, dus A ligt buiten de cirkel.
De afstand van A tot de cirkel is 10 — \{g = m -2\2

BM=412+12=2
BM < \[§, dus B ligt binnen de cirkel.
De afstand van B tot de cirkel is {8 — 2 = 242 — {2 =4/2.

C:x?+ 10x+32 =4y +20=0

e+ + (p—2P=9

Het middelpunt is N(—5, 2) en de straal is 3.

Het middelpunt van ¢, is P(3, —1) en de straal is 4.

PN=18+32=+/73, dus d(c,, c;) =73 —3 -4 =73 -7
Deze cirkels snijden elkaar, dus d(¢;,¢;) = 0.

Xt +8x+)y*—2y=8

epietd} + fp <1P=25

Het middelpunt is M(—4, 1) en de straal is 5.

MN=y1>+ 2=2dusd(cy, c) =5 -3 -42=2-142

Het middelpunt van ¢ is O(0, 0) en de straal is \/g = Z\E.
De lijn door O loodrecht op lis y = x.
Het snijpunt van deze loodlijn met / berekenen.

x=—x+9geeft x= 4%, het snijpunt is 8(4%, 4%)
V81 9

05 = \(45)" + (43)" = a0} = R 432

d(l, &) = 43\2 - 242 =212

Het middelpunt van ¢ is O(0, 0) en de straal is @
De lijn door O loodrecht op /s y = 3x.
Het snijpunt van deze loodlijn met / berekenen.

x+3(3x)= 30\5 geeft 10x = 30\5, het snijpunt is S(3\ﬁ, 9\5)

05 = (32) + (92) =180
d(Z, ¢) =180 — 420 = 65 — 2¢5 =45

Het middelpunt van ¢ is M(—4, 7) en de straal is 5.

De vergelijking van /is y = %x — 2%, dus de richtingscoéfticiént is %.

De lijn door M loodrecht op /is y = —%x + n.

M(—4, 7) invullen geeft 7= —% =4+ pn,dusn= 1%
s . _ 4 2

De loodlijnis y = —3x + 15.

L
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9x—30=-16x+20,dus25x=50enx=2
Het snijpunt is S(2, —1).

MS=v6>+82=10
d(l,e)=10-5=5
48 a De middelloodlijn van ABis x = —4.
De richtingscoétficiént van ACis 1 en het midden is (-5, 1).
De middelloodlijn van ACis y = —x — 4.
Het middelpunt van de omgeschreven cirkel is M(—4, 0).
De vergelijking van de omgeschreven cirkel is (x + 4)> + 32 = 20.

b De richtingscoéfficiént van AR is 1 en het midden is (2%, 5%)

De middelloodlijn van 4B is y = —x + 8.

De richtingscoéfficiént van AC is % en het midden is (4, 5).

De middelloodlijn van ACis y = —2x + 13.
—x+8=-2x+13,dusx=5

Het middelpunt van de omgeschreven cirkel is M(5, 3).
De straal van de omgeschreven cirkel is AM = 5.

De vergelijking van de omgeschreven cirkel is (x — 5)* + (y — 3)*> = 25.

Hoofdstuk 14 Exponentiele en logaritmische

functies

3a fin=(4 f(H)=200+1,8*7
Jr=isaprs f(1)=200+1,87- 1.8
i f(£) =200+ 1,87 - §los(18)s
Jl=5=5= f(2) = 12244,40 - 5037
f(1)=25-5%
b f(1)=18- 24 f(1)=045-13,54
[y =18 - 54 f()=045+13,54+ 13,57
= 1g gl f(1)=0,45-13,5% - 5lo13.5)~1
F(£) ~ 14946,78 - 57162
ba y=3-(3) y=45-571
ye=3lng gy y=45-51.5
= y=9 . 3lou) 1
y= =21 P 32+ log(5) - ¢
a=-2enbh=1 a="log(5)enh=2
b y=15-9 y = 405142
y= 3'log(15) . (32): y= 42+ 40.5
y = 3log15) . 3% y=16+2
= 3’ log (15) +21 P= 3log(16) , 37log(2) - 1
a=2enb="3log(l5) p = 3log(16) +log(2) -1
a="log(2)en h = log(16)
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14 a

16 a

19 a

f(x) = 4et
Fx)=4e* 4
F7(x) = 164

f(x)=e+3
e =e =3
o) =-3e

f(x) 4 e?x2+2

f(x)=e™+2. 14x
f(x) = 14xe™*+2

e =8
g
2¢=1n(2)
x=31n(2)
4™ =
e =0

geen oplossing

izezxﬂo

eX

e]*x:e2x+10
1=-x=2x+10
—-3x=9

x=-3
5—=4In(10x—-20)=1

4In(10x — 20) =4
In(10x — 20)=1
10x—20=¢e
10x=20+e
x=2+%e
In(2x+8) =2
2x+8=¢?
2x=e?—8§
x=%ez—4

© Noordhoff Uitgevers bv

fx) = 3¢
f(x)=3e*"1-2
S = 62
fx) = e
fix)=e"1-2x
f(x) = 2xe!
B Yot §
fy=

] 2, 5
f(x)—gex—§+§e %
fx)=ger+5e -1

fx) =3¢ = 15e™

e¥ — ex+2 =0

ef:ex+2
x2=x+2
x¥-x-2=0
(x=2)(x+1)=0
x=2of x=-1

3. edx+6 =
x? =0 of e¥*¢ = ( (kan niet)
x=0

phxtl :\{E

1
e4x+l =g

In(2x)(2 — In(x)) = 0

In(2x)=0of 2—1In(x)=0
2x=1of In(x)=2

x=%0fx=e2

In(e*—=1)=0
er—1=1
e¥=2
x=1In(2)
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25 a f(x)=3In(x)+ 7x
Fx) =3 %+ 7

3
f'(X)=;+7

b g(x)=81n(2 - 4x)
_ge— L ._
ge=8 ™

-32
2—dx

gx)=

-16

g =151

¢ h(x)= In(x)
h(x) =5 In(x)

M =5
1(x) = %

i )= 1)
J()=5 ') -
J(x)= Slan(x)

28 a f(x)= Yog(3x)

f(x) = “log(3) + *log(x)

o
S =@ =

b f(x)= log(15—x)+12

1

fx)=

~1
In(10)+ (15 - x)

fx)=

270 Meer oefenen

n(0)-(15-x

1 =g

k(x) = In(1 = x) = In(3x +2)
1 1

1~z 3Ix+2

K(x) = 3

1 3
l1-x 3x+2

K(x) =

m(x) = In(x* + 6x)

m'(x) = — pg (2x + 6)
, 2x+6
= x*

n(x) = In*(x) — 5x
7'(x) =3 In’(x) % 5
3 In?(x) _s

X

n'(x)=

p(x) = In(x?* - x)

P9=5——"@x=1)

2x—1

2
XT— X

p'(x)=

f(x) = ln(%)
f(x)= In(4) - In(x?
1

S =5

F)=-=

X
709 = toe{ )

f(x)= Flog(4) — Flog(x?)

1

SO= e
s B
S = @~
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31 a

32 a

37 a

f(x) = *2log(2x* ~ 6)
1 2

SO = o -ae—g &
oo 6.x°
S )= 02 -2 —6)
, 3x2
=102 (= 3)
f(x) =102

£(x)=10" In(2) - 2
o(x)=14+5+0,5°

g(x)=5- In(0,5) - 0,5*

h(x) = 1,2%
H(x)= In(1,2) - 1,24+ 4
H(x)=4- In(1,2) 1,2%

J(x) =15+ 24+ 26=%
j’(x) =24-1In(2)- 26-3x ., _3
F(x)=—=72+ In(2)- 263

=2+ (1 4 s
£ =2+ n(11)- (11)
f(x)=(4-4x)- hl(l%) . (I%
f(x) =0 geeft (4 — 4x) - ln(lé) . (1%)
4—-4x=0

dx =4

x=lenf(1)=2-1}+5=8

De coérdinaten van de top zijn (1, 8).

2x=xt 2 - 2x)
)foxz

2x—-x> _

=0

f) =4

. Ax

) =1®

G(x)=12 % lnl(%)'(%)zx
— 6 1 2x
g ¥

© Noordhoff Uitgevers bv

f(x) ="log(x?)
J(x)=3-"log(x)

1
In(7) x

3
In(7) * x

Jx)=3-

fx)=

Felx) = 5%4+.2°
K'(x) = In(5) - 5% + 5x*

m(x)=3+25+1+5
m'(x) =3+ 1n(2) - 241 - 2x

m’(x) = x +In(2) - 25!
n(x)=2e3*"1
n(x)=2-e¢"1.3
n'(x) = 6e>!
plx)=4-(3)>

p(x) = 4 . 3x
p(x)=4- In(3)- 3

4
W) =5

41
U8 =53
H(x) =2 1n|x|

k(x)=14+2+ ()
1

ln(%)
0 G

K(x)=14x+2--1-

K(x)=14x —

()
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e x)= %
I(x) = 3~
N T
L9=-75""3
5
f m(x)= o
m(x) = %x“3
M(x) = —i5x2
M= 1;2

38 a f(x)=10ei*8
F(x) =10+ -2+ e 3x+8
F(x) = —20e1++8

b f(x) = eln(3x)
f(x)=3x

Fx) =132

x4+ 3x2-2x

¢ flv= 3

X
1
f()c)=x+3';—2x‘2
F(x) =1x2 + 31In|x| + 2x7!

2
F(x) =122 + 3In|x| + =

=505

1
n(x)—Z-—zx_5

N(x)=2-3+In]2x - 5|
N(x) = In]2x = 5|
p(JC) =3. 71-—2x

1
P(x)zs._%...hl_m..7l~2x

= -3 . 71-2x
PO =TT

fx)=x2+ 2%
Hx)=%x3+_l_.2x

In(2)

Sy =04 L~ al=y
f(x) =6 — 61+2x

F(x) — ln(G) « 6 — 5 . T(Q_. 6l+2x
= 1 B P e 1 . +2x
¥ =16 NG
e3x - e4x
==
fey=e—ex

F(x) =¥ — % elx

Hoofdstuk 15 Meetkunde: rekenen of redeneren

3 a y=180-59-83=38°

7 b f b= 7sin(83°) 8
§in(39°)  sin83°) 50U sin(59°)
g A _ 7sin(38°) i
sin(59°)  sin(38°) 5 €T Sin(59°)
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11

12,3 8.4 8,4sin(116°)

geeft sin(P) = =0,613... dus f = 38°

sin(116°) _ sin(B) 12,3
y=180— 116 — 38 = 26°
¢ 12,3 _ 12,3sin(26°)

= 1 = 6,0
sin(26°)  sin(116°) >0 T sin(116°)

B =180 — 77 — 58 = 45°
a 22 ft 22sin(77°)
= cecita=—T—

Sin(77°)  sin(45°) © Sin(45°)

e 22 ot _ 22sin(58°)
sin(58°)  sin(d5°) S0 €T sin(@5°)
2 14 e sy = 1 25n0108)
sin(y) _ sin(l0ge) £ S =Ty

~ 30,3

26,4

=0,815... dusy= 55°

o=180—-108 —55=17°
a 14 _ 14sin(17°)

= fta= ————=4.3
sin(17°)  sin(108°) & ¢~ in(108°)

S ft sin(£48D) =202 _ § 56
s L = —g G
dus ZABD = 37°
ZADB=180-32-37=111°

AB 8 8sin(111°)

= ft AB=————=~ 14,1

sin(111°) _ sin(32°) &°° sin(32°) "
ZADC=180 - 111° = 69°

10 9 9sin(69°

- =— geeft sin(LACD) = # =0,840...

sin(69°)  sin(£LACD) 10
dus ZACD = 57°
ZCAD =180 — 69 — 57 = 54°

cp 10 7 Eim 10sin(54°) .
sin(54°)  sin(69°) 5 T Tein(e9°)

C
21

41°

A 18 B

BC>=212+ 182 —2-21- 18- cos(41°) = 194,439...

BC=+194,439... =139

OR2=262+192—2+26-19-cos(112°) = 1407,111...
OR=+1407.111... 37,5
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242=4124+312—-2+41-31-cos(ZL)

—2066 = —2542cos(L M) geeft cos(£LL) = % dus ZL = 36°
412=312+24? - 2-31-24 - cos(£LM)

144 = —1488cos(L M) geeft cos(L M) = —1{% dus ZM = 96°
652=332+56>—2+33+:56-cos(£LT)

0 = =3696cos(£T) geeft cos(£LT)=0dus LT =90°
562=65>+332—2+65:33cos(£LU)

—2178 = —4290cos(£LU) geeft cos(LU) = % dus LU= 59°
ZV=180-90—- 59 =31°

BD?= 92+ 72 =130 dus BD =130
BG2=T7*+ 52 =74 dus BG =74
DG*=9+52=106 dus DG =106
130 = 74 + 106 — 2 - \[74 - 1[106 - cos(LBGD)

=50 = —24/7844 - cos(LBGD) geeft cos(LBGD) = 0,282...
dus ZBGD = 74°

106 = 74 + 130 — 2 - 74 - 130 - cos(£L D BG)

=98 = —2+4/9620 * cos(£LDBG) geeft cos(LDBG) = 0,499...
dus ZDBG = 60°
ZBDG =180 — 74 — 60 = 46°

A / 7] B
Stel M is het midden van zijde 4B.
De punten 4, Ben E liggen op een cirkel met middellijn 4B (stelling van
Thales). De punten A4, B en D liggen op een cirkel met middellijn 4B
(stelling van Thales).
Dus liggen de punten A4, B, D en E op een cirkel met middelpunt M.
Punten op de middelloodlijn van een lijnstuk hebben gelijke afstanden tot
de eindpunten van dat lijnstuk en MD = ME (straal cirkel), dus ligt M op de
middelloodlijn van DE.

AP
AP en HC staan beide loodrecht op 4B, dus ae

Omdat ZPAB = 90° moet middelpunt M van de omgeschreven cirkel op BF
liggen (stelling van Thales).

Daaruit volgt dat ook A BPC rechthoekig is met ZBCP = 90°.

De conclusie is dat AHCP een parallellogram is, dus AP = HC.
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27 a PA = PB/(raaklijnstukken), en M4 = MB (straal), dus de drichoeken
MAP en MBP zijn gelijkvormig met factor 1.
Daaruit volgt ZAPM = 20°.

AM
Y tan(20°) dus AM = 24« tan(20°) = 8,7

b De cosinusregel in APAB gebruiken geeft
AB? =247+ 242 — 2+ 24+ 24 - cos(40°) = 269,516...

AB=1269,516... ~ 16,4

30 Stel MS=x,danis SN=25—x.

De drichoeken MPS en NOS zijn gelijkvormig, want ze hebben gelijke hoeken.

x 8
zs_x—?dus’/'x—S(ZS—x)

7x =200 - 8x

15x =200 dus x = 133

MS=13fen SN=25- 13} =113
SQ2+72:(11%)2, dus SQ = 87% :9%
Ps?+82= (134 dus PS= 41131 = 102

PQ=105+93=20

Opmerking: een andere manier is door MN in de richting van PM te
verschuiven en zo een rechthoekige driehoek te vormen met langste zijde 25 en
een rechthoekszijde 15. De andere rechthoekszijde is dan 20 en dat is de lengte
van PQ.

33 a Stel de straal van de cirkel is r.

Dan is D(%r, 0) en A(—r, 0).
CD*+ (gr)z =r? geeft CD* = %rz en CD = %r.

De coodrdinaten zijn C(;lr, %r) en E(g ¥, —%r)_
55 . 1% ¥ 3 L
De richtingsvector van ACis| 7 |of 1 dus een richtingsvector
o
5

1
-3/
gr

4

1
Een vectorvoorstelling van EF is (x) = ( 3 ) + A ( )
¥ 5 F -3

van EFis

Het snijpunt van EF met de x-as berekenen geeft punt S.
—%r—31=0dusl=—%r.
De codrdinaten van punt S zijn (%r, 0).

55t = () + (3 = 82 on 0= ()" + (3= 147 cus 5 = .

© Noordhoff Uitgevers bv Meer oefenen

275



Meer oefenen

b Stel ZCAD = o, dan geldt Z4CD =90° — o
Omdat EF L ACis ZCEF=90° —(90° — o) = 0.
Vanwege de symmetrie in de x-as geldt LZEAD = ZCAD = o
ZAEB = 90° (stelling van Thales), dus ZDBE =90° — 0.
Omdat EC L ABis ZBED =90° — (90° — o) = o
De conclusie is dat ZDES = ZDEB en daaruit volgt £S5 = EB.

Hoofdstuk 16 Product- en quotiéntfuncties

2 a Uit f(x)=0volgt (x> —93x+15=0.
x2=9=00f3x+15=0
x2=9of 3x=-15
x==-3of x=30f x=-5

b Uit g(x) =0 volgt (3.x = 3)(x + 6x + 8) = 0.
Ix-3=00f ¥+6x+8=0
Ix=3of (x+4)(x+2)=0

x=7%0fx=—4ofx=—2

(2]

Uit A(x) = 0 volgt (2 + x*)y5 — x> =0.

2 + x? =0 (geen oplossingen) of x> =5
x=- 50fx=\j§

d Uit g(x) =0 volgt (x*> — 5x)(x*> — 9x + 20) = 0.
x2=5x=00f x2=9x+20=0
Xx—5)=0of (x—4)x—5)=0
x=0ofx=50fx=4

4 a Uit f(x)=0volgt (x> = 9)y2x—-7=0.
x2=9=00f2x—-7=0
x2=9o0f 2x=7
x = —3 (voldoet niet) of x = 3 (voldoet niet) of x = 3%
Het nulpunt is x = 3%.

b Uit g(x) =0 volgt (5x — 35) - *log (4 — 2x) = 0.
5x—35=00f2log(4—-2x)=0
Sx=350f4-2x=1
x =7 (voldoet niet) of 2x =3
Het nulpunt is x = l%.

Uit A(x) = 0 volgt x(x>— 17)\x> — 4 = 0.

x =0 (voldoet niet) of x> = 17=00f x**-4=0

=170 ¥=4

x=—170f x= \[ﬁ of x=-2of x=2(voldoen allemaal)

(2]

De nulpunten zijn x = —\fﬁ, xX= \fﬁ, x=—2enx=2.

Uit k(x) = 0 volgt (x + 2)y18 = 2x2 = 0.
x+2=00f18-2x2=0

x=—20f 2x2=18

x=—20of x*=9

x=-2of x=-3 of x= 3 (voldoen allemaal)
De nulpunten zijn x = -2, x = -3 en x = 3.

o
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11 a

14 a

x)=0geeft2x+3=0enx2—7=0.
fx)=0g

2x=-3

x=—1%

glx)=0geeft 8x—3=0en4 - 5x=0.
8x=3

h(x)=0geeft x*—16=0en x+4=0.
at=16

x=—2o0of x=2

k(x)=0 geefte** —6=0ene™ + 6 0.
e =6

4x = In(6)

x = 1n(6)

I(x)=0geeft \x’=9=0en 9+ 3x#0.
x2=9

x = =3 (voldoet niet) of x=3

Het nulpunt is x = 3.

m(x) =0 geeft 3 —In(x)=0en x2+ 5x #0.
In(x)=3

x=¢

De grafiek heeft een verticale asymptoot als4x —24=0en 6x + 1 0.
4x=24dusx=6

De verticale asymptoot is de lijn x = 6.

De grafiek heeft een verticale asymptoot als 9x(x — 1) =0en 2*+ 5 0.
9x=0ofx—-1=0

x=0ofx=1

De verticale asymptoten zijn de lijnen x =0en x = 1.

De grafiek heeft een verticale asymptoot als x> =36 =0en x> — 8x + 12 0.
x2=136

x = —6 of x =6 (voldoet niet)

De verticale asymptoot is de lijn x = —6.

De grafiek heeft een verticale asymptoot als x> —1=0en x>+ 1 #0.

x2=1

x=-lofx=1

De verticale asymptoten zijn de lijnen x =—1en x = 1.

limf(x) = 6 betekent dat de grafiek van fals horizontale asymptoot de lijn
X—yo0

v = 6 heeft.
lim f(x)=—100 betekent dat de grafiek van fals horizontale asymptoot de

X—y—c0

lijn y = —100 heeft.

10 3
. 10x+3 Lo 040
lim—; = lim 7 =7—=0
x—e0 X7+ 2 = 1+0
x2
0,3
ox+3_ . X » 040
lim —; = lim 7 =——=0
x——e X=+ 2 x——eo | 4 1+0
X2

De horizontale asymptoot van de grafiek is de lijn y = 0.
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4 3
) e
. 2x*+4x-3 . X xX 240-0 2
lim———————= lim = ==
X—po0 3x2—12 X—p0 12 3-0 3
3-3
X
2+4 3
. 2x2+4x-3 . x xX 2+0-0 2
111’1’12—: lim = = o
x—o—e  3X —12 X—y—c0 3 12 3-0 3
2
X2

De horizontale asymptoot van de grafiek is de lijn y = %

(x+ 1)(7x +6) Tx2+6x+7x+6
h(x) = ————=— geeft i(x) =
=g g D 2 - 5¢2
e EE
ofwel /i(x) = I+ 13x+6
2 —5n?
13 6
5 s "y
T+ LI +b ., X X _7+0+0_i__]2
s DS moe 2 TTo0-5 53
=-5
x
13 6
Pt
i Tee+13x %8 i % x2_7+0+0_i__Ig
o= 2-52 aew 2 0-5 -5 0
x
De horizontale asymptoot van de grafiek is y = —1%.
4
——7
I 4x2—7x3_1_ X _0-7 o
xli\{lo B+ 5x XLIELOI+% 140
-
4
-7
. AP =T7X X 0-7
lim 3 = lim 5 =——=-7
x——e X7+ 5x xo—eo] 4 +0
2
De horizontale asymptoot van de grafiek is y = —7.
f(x) = (5x* = 6x)(x’ + 7) geeft
F(x)=(20x3 = 6)(x° + 7) + (5x* — 6x) - 5x*
F(x) = 20x® + 140x> — 6x° — 42 + 25x% — 30x°
f(x) =45x% — 36x° + 140x3 — 42
2(x) = (2x — 4)(7 + x)? geeft
gx)=2-T+xP+Q2x—4)-2T+x)-1
2(x) =98 + 28x + 2x% + 28x + 4x2 — 56 — 8x
Z(x)=6x2+48x+42
h(x)=4x- In (x) geeft
1
RH(x)=4In(x)+4x- P
R(x)=41n(x)+4
k(x) = (x* + x2) - e geeft

K'(x) = (3x% + 2x) - de* + (2 + x?2) - 4e*
K'(x) = (4x% + 16x% + 8x)e”
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23 a

30 a

f(x) = (4x — 3)2(9 — 2x)° geeft

)= 24x—3)* 49— 22+ {dx— 32 -3(9 —2x)2~—2
f(x)=8(4x — 3)* (9 — 2x)* — 6(4x — 3)%(9 — 2x)?

g(x) = x2+ 4e! ¥ geeft

)= 2 del~a4 Pl ae ]

g'(x) =8xe' ™ —4x%! ¥

h(x) = (1 = 10x2)2(4 +y3x) geeft

(x) = —10x%) - =20x - Y — 10x2)2 - 1 -

R(x)=2(1 = 10x%) - =20x - (4 +3x) + (1 = 10:2) =
3

W(x)=—40x-(1—-10x?)-(4 X —10x2)2 -

(x) = =40x - (1 = 10x?) - (4 +3x) + (1 e

k(x)=12(x>— 7)7' - (2 + x%) geeft
) =122 -7 2-2x- 2+ x) + 1202 - 7)1 3x2

—24x+-(2+x%)  36x2

k) = (=T} x2=17

I(x) = (x* + 1) In(x? + 5) geeft

F(x)=3x2In(x>+ 5+ (x*+ 1) < 2x

x2+5

Lx(x>+1)

) = 32 3
(x)=3x"In(x*+5) + 253

m(x) = x4+ geeft
1
/ =_.4x+1+ - In(4 .4x+l
m'(x) 3 VX + In(4)

' (x) = (ﬁ + \R 3 1n(4)) . gx+l

x+3 , 1 (x¥=4)—(x+3)-2x
-4 geeft f'(x)= =47

flx) =

x2—4-2x2—6x
(x? =4y

fx)=

—-x2—6x—4
4y

X2+ 5x—=17 Rx+5)6-x)—(*+5x—-T)-—2x

f'x)=

g(x)=

TEon  DRLEE) = (6 —2F

12x —2x3+ 30 — 5x2 4+ 233 + 10x2 — 14x
(G—x)

gx) =

x2—2x + 30

3
g’(x) - (6 _ x2)2
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c flx)= & eeft f"(x)= il el il
et + x g (ex + x)2
, B e2)c_|_xex_eh¢_ex
A
o . Xe¥—e"
f(x)_ (ex+ x)z
X 1% (5 25=8)—= x5 (2x+2)
d k(x)=————geeft kK'(x)=
) N 9 (22 +2x — BP
, x24+2x—-8-2x2-2x
K= sy
oo —x*—8
k) = (x2+2x — 8)?
o , IEE R
34 a f(v)= T2 geeft f'(x) = 1+ 27
, 1+ 3% , =28
f(x)= Wendusf(x) = ‘(1+—x3)2
b f(x)=0geeft 1 —2x3=0en (I +x32=0. ViRACIYR) )
= i
X =% :dr;ﬁ__.._.
Zie de plot hiernaast.
T B NS veasoston
fheeft een maximum f(\g) = 41 = \g
ks
2
, 1-2x3 " —6x%(1 + x*)? — (1 — 2x%) - 2(1 + x%) - 3x?
c filx)= a+o) geeft f/"(x) = 1+
’ —6(1+.x%) —[1 —2x% -6
o TR0~ 63 ¥ 120°
f"(x) - (1 +x3)3
, B — 1257
delre=a

d f7(x)=0geeft 6x°—12x2=0en (I +x3)* 0.

6x2(x*—=2)=0
x2=0o0fx¥=2
x=00fx=%(§

2y

1+2 3

2
(0, 0) is geen buigpunt, zie de plot.

Het buigpunt is (i{i %\Bﬁ)

f(x)=0en f(2) =
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36 a f(v)= %geeft f(x)=4x72

f’(x) = —8x* ofwel f’(x) = —1

3

gx)=12 -

_—y geeft g(x) =12 — 8(x +2)°L.

2(x)=8(x +2)2-1 ofwel g'(x) = (x-l-—2)2

f(=)=deng(-1)=12-8=4
f(=1)=8eng'(-1)=8
Dus raken de grafieken van fen g elkaar bij x = —1.

1
b /(x)=x—— geeft h(x)=x— x5
X
2
H(x)=1+2x"ofwel (x)=1+=
x
k(x)= x>+ x + p geeft k'(x)=2x + 1.
2
Hx)=Kk(x)geeft | + 5=2x+1.
X
2
== 2x geeft x*=1.
x=-lofx=1
h(1)=0en k(1)=2+p, A(1) = k(1) geeft p = 2.

h(=1)==2enk(=1)=p, h(=1) = k(—1) geeft p=-2.
Dus voor p = —2 raken de grafieken van /1 en & elkaar.

; . 125 :
2 a amplitude 2 mm, frequentie U 62,5 Hz en periode gzl—g = 1%5 s.
: 13 o1
b amplitude 0,14 mm, frequentie —=—Hz en periode =—— = I3 s.
2n 4n 3
4n
88n

¢ amplitude 0,7 mm, frequentie = 444 Hz en periode ﬁ .

9 1
d amplitude 4 mm, frequentie 21 =4.5 Hz en periode 15 = % .
m >

5 a Omdat de codrdinaten van de top zijn gegeven, ga je uit van een cosinus:

f(x)=acos(h(x—c)) +d.
evenwichtstand is v = —4 dus d = —4.
2
De periode is 10 dus b = %
De amplitude is het verschil tussen y
dusa=7--4=11.

X,,, = =3, dus een verschuiving van 3 naar links, dit geeft ¢ = 3.

1
gﬂ:.

wop €N de evenwichtsstand,

Het functievoorschrift is f(x) = llcos(%n(x + 3)) -4,
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b Ga uit van g(x) = a cos(b(x — ¢)) + d.
Twee opeenvolgende toppen liggen een halve periode uit elkaar.

2
Een halve periode is 2 — =3 = 5, dus de periode is 10 en b = 1; = %n.

De evenwichtsstand ligt halverwege de y-codrdinaten van de toppen dit geeft
d=12+7)=9%
De amplitude is het verschil tussen y,,, en de evenwichtsstand, dus
a=12-9;=2;.
Xy = —3, dus een verschuiving van 3 naar links: ¢ = -3
Het functievoorschrift is g(x) = 25 cos(gn(x + 3)) + 95.
¢ Gauit van i(x) = acos(h(x —¢)) + d.
Een periode is de afstand tussen twee maximale uitslagen en is 3, dit geeft

De evenwichtsstand ligt halverwege de y-codrdinaten van twee

opeenvolgende toppen, dus d = % d+-1)= 1%.

De amplitude is het verschil tussen y,,, en de evenwichtsstand, dus

a=4-13=23
X,,p = 2, dus een verschuiving van 2 naar rechts, dit geeft ¢ =2

Het functievoorschrift is 4(x) = 2% cos(%n(x = 2)) + 1%.

12 a cos(x+1 n)= (x+I n+;n)—sm(x+1 n)
b sin(l = x)=c ( % x—%ﬂ)=cos(—x+ 111‘[)
c —003(2%11 = 4r) cos(Z;n — i~ n) = cos( I%n = 4x) =
sm(l n—4x+ T[) ( —4x+ 1z Tt)
d —sin(3(2x = i?‘[)) = sin( = (6x = ET”)) = sin(—6x . %n) =
cos(—6x + %n — %n) = cos(—6x + }Tn)
14 a sin’(x)=1—-cos¥x)= 1—@ = %
Op het gegeven interval: sin(x) = \(g %
b cos¥(x)=1-sin(x)=1-L=2
Op het gegeven interval: cos(x) = \{% = %

c sind(x)=1-cos¥(x)=1- % = 2—2

Op het gegeven interval: sin(x) = \!% =é \jﬁ
d cos¥(x)=1-sind(x)=1- E = 17—6

Op het gegeven interval: cos(x) = —\lg = —%f \E
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18 a cos(%x)=—% 2

%x=%n+k-2nof%x=—%n+k-2n
x=1%n+k~4nofx=—1%n+k-4ﬁ

b cos(2x)=cos(3x—51—in)
2x=3x—%n +k°2nof2x=—3x+%n +k-2n
—x=—%n+k-2n0f5x=;l—ln+k°2ﬂ
x=%n+k-2nofx=%n+k-%n

c sin(3x—%n)=—% 3
3x—gn=—tn+k-2nof 3x—fn=n——in+k-2n
3x=—gn+k-2nof 3x=lgn+k-2n
x=—11—8n+k-%n0fx=;l—ln+k-%n

d sin(x—%ﬂ)=sin(1%x+%ﬂ)
x—%n=1%x+%n +k'2n0fx—%n=n—(l%x+%n)+k-2n
—%x=%ﬂ+k'2ﬂ0f2%x:ﬂ+k'2ﬂ
x=—1%n+k-4rtofx=%n+k-%n

e sin(iﬂx)=sin(ﬂ—%nx)
%nx=n—%nx+k'2nof%nx=n—(n—%nx)+k-2n
Ix=l-dx+k-20fx=1-(1-L)+k-2
Sx=l+k-20f zx=k-2
x=3+k-13of x=k-8

f cos(x —in) = cos(%n = 3x)
x—%n=%n—3x+k-2nofx—%n=—%n +3x+k-2n
dx=3n+k-2nof —2x=—fn+k-2n

x=%n+k'%nofx=%n+k'n

20 a cos(3x) = sin(%x —:11‘11:)
cos(3x) = cos(%x —%TE - %n)
cos(3x) = cos(%x —%n)
3x=%x—%ﬂ+k°2ﬂ0f3x=—%x+%n+k-2n
2%x=—%n+k'2nof3%x=%n+k'2n
x=—1%n+k-4§ﬂ0fx=%n+k°%ﬂ

b sin(x + %n) = cos(2x)

sin(x + %n) = sin(2x + %n)

x+%n=2x+%n+k°2n0fx+%n =n—(2x+%n)+k°2ﬂ

© Noordhoff Uitgevers bv Meer oefenen 283



Meer oefenen

—x=—%n+k-27tof3x=%n+k-2n
x=én+k-2nofx=-11§n+k-%n

¢ sin(5x) = cos(2x)
cos(Sx—%n) = cos(2x)
5x—%n=2x+k'2ﬂof5x—%n=—2x+k°2n
3x=%ﬂ+k'2ﬂ0f7x=%ﬂ:+k°2ﬂ
x=%n+k-%n0fx=ﬁn+k-%n

d sin(x+ l%n)=cos(x+%n)
cos(x+ 1%n—%n)=cos(x+én)
x+lin=x+in+k-2nof x+lin=-x—In+k-2n
1%n=%n+k~2n heeft geen oplossing.

2x=—1%n +k+2n

x=—%n+k'n

23 a 4cos’(x)—4sin(x)=1
4(1 — sin*(x)) — 4 sin(x) =1
4 sin’(x) + 4 sin(x) —3=0
Stel sin(x) = p dan wordt de vergelijking
4p2+dp—3=0
D=42-4-4--3=64

sin(x) = % of sin(x) = —1% (geen oplossing)

x=%n+k-2ﬂofx=%ﬂ+k-2n
b 2cos?(x)=1-cos(x)
2 cos*(x) +cos(x)—1=0
Stel cos(x) = p dan wordt de vergelijking

22 +p—1=0
D=12-4-2--1=9
=13 -1-3

cos(x)=%of cos(x) =—1
x=%n+k'2nofx=—%n+k'2n0fx=n+k'2n

c 3 cosz(%x) = sinz(%x)

1.y=-1 1y=_1
cos(3x) =5 of cos(3x) =

%x=%n+k-2nof%x=—%n+k-2ﬂof%x=%n+k°2ﬂof%x=—%n+k-2ﬁ
x=-2n+k-6nof x=—n+k-6nof x=n+k-6nof x=2n+k-6n

284 Meer oefenen © Noordhoff Uitgevers bv



d

27 a

32 a

2 cos X(x) + 5cos(x) =3

Stel cos(x) = p dan wordt de vergelijking
2p*+5p—3=0

D=5-4-2--3=49

=547
4

Yz =%ofp= =-3

cos(x) = % of cos(x) = —3 (geen oplossing)

x=%n+k'2nofx=—%n+k'2n

’ il .
f(x)= T + 2 sin(.x) * cos(x)
., . 2cos(x)
7O~ 55
g’(x) = 4 sin(x)cos(x) - cos(x) + 2 sin?(x) - —sin(x)

&'(x) = 4 sin(x) cos?(x) — 2 sin’(x)

3x7+sin(2x) — x7 * cos(2x) + 2

#(x)= sin 2(2%)
3x%sin(2x) — 2x3cos(2x)
H(x) = —
sin?(2x)
K(x) = eZnxrreosts) . (Deas(x)— sin(x))

T 1. 3 1
e 2 1im
a7t Ty

How oM — 0O

f(x) =8cos*(x) — 8cos?(x) — 1

f7(x) =32 cos?(x) * —sin(x) — 16 cos(x) - —sin(x)
f(x) = =32 cos’(x)sin(x) + 16 cos(x)sin(x)
f(x) = —16cos(x)sin(x)(2 cos*(x) — 1) =0

sin(x) = 0 of cos(x) =0 of cos X(x) = %

x=k'7rofx=%n+k-ﬂofcos(x):\jgz\gz%\ﬁofcos(x):_%\ﬁ

x=k'nofx=%n+k'n0fx=%n+k'n
Op het interval [0, 1] zijn de extreme waarden:
randmaxima f(0)=—1en f(m) = -1

minima f(}Tn) =8- (%)2 -8 % —1=-3en f(%n) =-3
maximum f(%n) =-1

2
De periode is %n, dush = l_n
=bi)

= 4, de amplitude is 1 en de evenwichtsstand
2
is v = —2. Het beginpunt ligt op de y-as, dus hier past het best een cosinus.

f(x) =cos(4x)— 2
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— 1
Hx)=3x-— 10005(3— Ex)
d K(x)=2-1sin(3x) - - L cos(1in— x)

K(x)=3 sm(3r) + cos( I%n - x)

43 a F'(x)=p-dcosi(by)-—sin(by) -3
F'(x) = —2pcos (L‘c)sm(%x)

-2p= l,dusp=—§

PR
b G cosz(%x)
' 2 i
G'(x)= —?SSE—X)— . sm(%x) %
G'(x)= _—pSinS(%X)
cos (Ex)
-p= % dus p= —%

50 a tan(—l%x)=\f§

—l%x = %n +k-m
x= —%n + k- %TE

b tan(3x)= —tan(x = l%n)
tan(3x) = tan(—x + l%ﬂ:)
3x=—x+ln+k-n
4x = 1%7{ ke B4
x= %n + k- iT[

¢ tan(2x)= —tan(x + %n)
tan(2x) = tan(—x - %n)
2x=—x—%n+k'n
3x= —%n +k'm
xX= —én +k- % i
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51 a

B3 a

tan(x) + 2 sin(x) =0

sin(x) e ~o
cos(x) o=
sin(x) =0 of +2=0

cos(x)
sin(x) =0 of cos(x) = —%

x=k'n0fx=%n+k-2ﬂ0fx=—%n+k°2ﬂ

6 sin(2x) = =243 cos(2x)
sin2y) 23

cos(2x) 6
tan(2x) = —3v3

2x=—%n+k'n

—_1 L1
x= 12T[+k 3m

3 sin(5x) = \B cos(5x)

cos(5x) 3
tan(5x) = %\E

Sx=in+ken

sin(5x) 43
=51

x=mntk-in

V3 cos(x = 13n) = sin(13n - &)
V3 cos(x = 13n) = =sin(x — 11n)
—3 = tan(x — i)

=3 =tan(x - 1)

Xi— n=—%n+k'n

[=n L S8 o
+

x=zn+tk-'mn
sin(3x = in) = —cos(3x = }TT[)
ta.n(Sx - %n) =-]

3x—%ﬂ=—%n+k°n
3x=k-n

= Fe oL
I=kgn

(%) = 2tan(3x) - (1 + tan(3x)) - 3
£7(x) = 6tan(3x) - (1 + tan’(3x))

Z(x)= m - 3 sin?(x) + tan(3x) * 2sin(x)cos(x)
_ 3sin*(x) _
gx)= o (3m) + 2tan(3x)sin(x)cos(x)
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c Mx)= m (1+ tanz(x))
, . tan*(x)+1
Hix)= tan(x) + 2
d Ko = (1+ tanz(x));czx —tan(x) -1
k() = X tan*(x) —ztan(x) +x

X

Hoofdstuk 18 Toepassingen van integreren

3 a —x2+4x+2=2-x

-x2+5x=0
—x(x—5=0
x=0of x=5

De snijpunten zijn (0, 2) en (5, —3).

5
b opp(G)= (I)(—x2+4x+2—2+x)dx=

s 5
f(—x2 + Sa)dx= [—%x3 + 2%)62] =
0 0

125 1 _ an3
-3 = 625 = 206

De oppervlakte van gebied G is 20%.

¢ De grafiek van /1 snijdt de lijn y = e bij x = 2.

2
opp = E[(e?"x —e)dx=

2
—ei v —ex| =
0

—-e—2e—(—e*-0)=-3e+¢’
De oppervlakte van het gebied is —3e + ¢°.

5 a f(x)=g)

2
2x=—
X
22 =12

x =1 of x=-1 (voldoet niet want x > 0)
Het snijpunt is (1, 2).
b f(x)=4 als x = 2. Het snijpunt van de grafiek van fmet de lijn is (2, 4).

glx)=4alsx= % Het snijpunt van de grafiek van g met de lijn is (%, 4).

1 2 2
¢ opp(V)= I(4—;)dx+ !(4—2x)dx=

1
+
1

2
4x — xz] =
1

[4x—21n(x)
4-@2-2m(})+4-3=3+2m(})
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11 a

12 a

14 a

opp(V+ W)=

g

T
L
2

=16-2In(4) - 2+2In(}) =

4
[4x = 2In(x)

14 - 2In(4) +21n(})
opp(W)=14-21In(#) +21In(}) - 3-2m(}) =11 -2 1@
2

2
inh = T[J2(4 —x%)dx = Tt[4x — ;x:*] : = T:(S% + 5%) = 10%71

4 %) 155

1 1
inh = 22 dy = 1 .l.ZZX] = — =
it “I X ’T[ In(2) 2 5 N In(2) 21n(2)] 8In(2)

=il

o 2 144
mh—rti(x_'_ Iy

wl

dx = n[—48(x + 1)—3] =n(-£ +48) =d6in
0

A,

0 \ g

G moet dan 3 omlaag verschuiven.

4x—x2=3

x2—4x+3=0

(x—=3)x—-1)=0

x=3of x=1

De parabool snijdt de lijn y =3 bij x =1 en bij x = 3.

3 3
inh(L) = n[(4x — x2 = 3)dx = n [ (x* - 8x% + 22x% = 24x + 9)dx =
1 1

Ton(32-28) = 1k
1

T lng —2x* 4+ %gx3 —12x2+ 9x

—_

M2 —x=—-x+5
16(2 = x) = x2 — 10x + 25

x2+6x-7=0
(x+7(x—1)=0
x=—T7of x=1

De grafieken snijden elkaar bij x=—7en bij x = 1.

inh = nlj(w(z —X) = (—x+ 5?)dx =
-7

1
(32 - 16x — x? + 10x - 25)dx =
=4
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1 1
TIZI(7 — 6% — xz)dx=ﬂ[7x— 3x2—%x3] =
-7 -7

n(32+812) =85%n

x+1:4_x

4=4x—x*+4—x
X?=3x

x=0ofx=3
De grafieken snijden elkaar bij x =0 en bij x = 3.

e

inh=rr:[((5—x)2—(l +x+

8 16
w1 (e 1P

dx =

3
nl[(zs— 10x+x2—1-

=n

3
24x — 52 +3x7 — §In(x + 1) + I6(x1)‘1] =
0
(40 — 81n(4) — 16) =
(24 — 81n(4))

¢ inh= ni((9 —3x2 - (x = 3)¥dx =

ﬂ[—%'%@ =33 -5 (x - 3)5]3=

(81 -48%) =322 x 0

19 a

3 rd
e f
// /
///
rd
¥
Vil .

0 3 7
fiv o x=4y-3

xI=y-3

}’ = x2 + 3
Poe) a3

De grafiek van /™ snijdt de lijn y =7 bij x = f(7) = \IZ =2.
Het integratie-interval is [0, 2].
2 2 2 5
inh=n£((x2+3)2)dx=nf(x4+6x2+9)dx=n =40z n
0 0

%x-’s +2x3 + 9x
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gm: x=3log(y+1)

},+1:3x
y=3-1
g =31

Het integratie-interval is [0, 2].

2

0]
inh=rr(j)(3x— 1)2dx:n£(32x—2- 3+ 1)dx =

1 1 X
ﬂ[m.z. 32.

_81 _ 18
2@~ ()

¥

/ kknv

18

~ In(3)

1 2 \_ [ 4
+2-5 @ T 1n(3)) = ’T( m3) T 2)

2

2.3+ x
0

0]

=

ko x=In(y—2)

y—2=¢g"
y=e'+2
km(x)=e*+2

k(5) = In(3) dus het integratie-interval is [0, In(3)].

In(3) In(3)
inh=m i (2= +2)dx=n i (25 —e¥ —4de*—4)dx =

n[2lx - %ezx - 4e"] =

In(3)

0

(211n3) - 42 - 12 - (-} - 4)) =21 n(3) - 12)
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29 y

\O

Voor de inverse van y = 3x + 6 geldt x =3y + 6 ofwel y = %x -2

Wentelen van deze lijn om de x-as geeft
1(1 37 _ (1 3
I

Deze inhoud is gelijk aan 216n dus n(3p — 2)* = 216n

Mh=ﬂTGx—Zde=n
6

(1p-2)'=216
%p—2=6
ip=8

p=24
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13 Cirkels

1 a Destraal van de cirkel is MP = \f(—? — 12+ (10 — 4)> =64 + 36 = 10.
De middelpuntsvergelijking is (x — 1)* + ( — 4)* = 100.
b Het middelpunt van de cirkel is het snijpunt van de middelloodlijn van
lijnstuk 4 B en de x-as.
I R . Lo=3 2 1
De richtingscoéfficiént van de lijn 4B is 3 = 2 = > dus de
richtingscoéfficiént van de middelloodlijn van lijnstuk 4B is —2.

Het midden van lijnstuk 4B is het punt (%(3 +7), %(3 + 5)) =(5,4).
Een vergelijking van de middelloodlijn is y = —2x + 14.

—2x+ 14=0geeft x=7.

Het snijpunt met de x-as is het punt Q(7, 0).

De straal van de cirkel is QA4 = \J(? =324+ (0-32=416+9=5.
De middelpuntsvergelijking van de cirkel is (x — 7)* + > = 25.

2 a x2+)*+4x+8y=30
(x+2P2-4+(p+4)7>-16=30
(x+2P+(+4)2=50
Het middelpunt is M(—2. —4) en de straal is @ = S\E.
b Substitutie van x = 7y — 24 in de cirkelvergelijking geeft
(Ty— 242+ y>+4(Ty —24) + 8y =30
4912 — 336y + 576 + 12 + 28y — 96 + 8y = 30
50> — 300y +450=0
¥—-6y+9=0
(y—3)=0.
Eén oplossing, dus / raakt de cirkel.
y=3enx=7-3—24=-3 Hetraakpunt is (-3, 3).
¢ Substitutie van x =2 + 341 en y = —1—44 in de vergelijking
(x +2)* + (v + 4)* = 50 geeft
(2431 +22+(-1-4A+4)>=50
(BA+4)+(—41+3)>=50
92+ 244+ 16 + 1647 =244+ 9 =50

25 =15
2=1
A=—lof A=1

A=—lgeeftx=2-3=—leny=-1+4=3.
A=1lgeeftx=2+3=5eny=-1—-4=-5.
De snijpunten zijn (—1, 3) en (5, —5).
d De raaklijn staat in P loodrecht op de straal MP.
1--4 5
De richtingscoéfficiént van MP is —y = = =-1,dus de
richtingscoéfficiént van de raaklijn is 1.
Een vergelijking van de raaklijn is y = x + b.
x=—Ten y=1invullen geeft 1 =7+ b dus b = 8.
Een vergelijking van de raaklijn is y = x + 8.
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3 Het middelpunt van de cirkel is M{(30, -20).
Yoor de afstanden van de punten tot het middelpunt M(30, —20) geldt:

MA = \/(—10 —30)2 + (=50 — —20)2 = /1600 + 900 = 50

MB = (40 — 30) + (=70 — =20)2 =100 + 2500 = 2600 ( = 10,26)

MC = (75 — 30)* + (=40 — —20) = 2025 + 400 = 2425 = 5{97)
De straal van de cirkel is 50, dus 4 ligt op de cirkel: d(4,¢) = 0.
m > 50, dus B ligt buiten de cirkel: d(B,c) = m - 50.
m < 50, dus C ligt binnen de cirkel: d(C, ¢) = 50 — m

4 De middelloodlijn van zijde OA is de lijn x = 2%.
De richtingscoéfficiént van lijn OB is 1, dus de richtingscoéfficiént van de
middelloodlijn is —1.
Het midden van zijde OB is (1% . 1%)
De middelloodlijn van zijde OB is de lijn y = —x + 3.

De middelloodlijnen snijden geeft x = 2% eny= —2% +3= %
Het snijpunt van de middelloodlijnen is (2%, %)

Een vergelijking van de omgeschreven cirkel is: (x = 2%)2 + (y = %)2 = 6%
(of x>+ 32— 5x— y =0).

5 a Het middelpunt van ¢, is M(2, 1), de straal is r| = \(ﬁ (= 3\/5).
Het middelpunt van ¢, is N(3, 3) en de straal is r, = \E
Omdat ¢, geheel binnen ¢ ligt, is d(¢j,¢;) =) — MN = r,.

MN =43 -22+3 - 12=15, dus

d(ey, ) =1 _MN_’E:M_\B_\E( :2\5_\5)-
b De vergelijking van / is te schrijven als: y = %x + 6%.
De lijn m door M loodrecht / heeft richtingscoéfficiént — %.
x=2en y=1invullen bij y = —%x + b geeft1= —% 2+ bofwel b= 2%.
Een vergelijking van m is y = —%x + 2%.

Voor het snijpunt § van / en m geldt —%x + 2% = %x + 6%.

—9x +30=16x + 80

—25x =50

x=-2

Substitutie in de vergelijking van / geeft y = % =2+ 6% =4, dus S(-2, 4).

MS=(—=2P2+(@-12=y25=5
d(Le)=MS—r =5-18=5-32

6 Substitutie van y = mx in de vergelijking van de cirkel geeft:
(x —4)> + (mx)>* =38
x> —8x+ 16 +m?’x2=8
(m*+1)x>—8x+8=0
Raken: D=64—4-(m*+1)-8=0

32m? =32
m?=1
m=—lofm=1
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7 a Door de vergelijkingen van de cirkels van elkaar af te trekken vind je:
—10x=—10p + 20
=2
Substitutie van y = x + 2 in de vergelijking van ¢, geeft:
X2+ (x+2)2-10x=0
X+x2+4x+4-10x=0

2x2—6x+4=0
x2=3x+2=0
(x—D)(x—=2)=0
x=lofx=2

Substitutiein y =x+ 2 geeft y=3 of y =4,
De snijpunten zijn P(1, 3) en Q(2, 4).
b c:x2+)»2-10x=0
e (x =57 =25+2=0
¢t (x =52 +)2=25dus M(5,0) en r = 5.

o 4o}

x =5+ Aen y=mAinvullen bij ¢,: x* + p? = 10y — 20 geeft
(54 A+ (mA)> = 10mA - 20

25+ 104+ A2+ 22— 10mA+20=10

(m*+ DA+ (10— 10mA+45=0
D=(10-10m)>—4+(m*>+1)-45

D = 100m2 — 200m + 100 — 180m2 — 180

D = —80m?> — 200m — 80

D =0 geeft —80m> — 200m — 80 =0

m*+ 2% m+1=0

Neem als raaklijn (:) =

(m+2)m+1)=0
m=—20fm=—%

C o 1
m = —2 geeft richtingsvector (_ 2),

1 2
m= —% geeft richtingsvector ( 1 ) of (_ 1)

2

2 5
De gevraagde raaklijnen zijn (Y) = (0) + A
¥y

el =lo) A

¢ Voor de afstand van / tot de cirkel laat je de loodlijn uit M neer op /.

De lengte van de loodlijn is 5 + 2% = 7%. De afstand SM = 7% +5= 12%.
Is P het snijpunt van die loodlijn met /, dan geldt:
spr=SM? - MP? = (123)° - (75) = 100 dus 5P = 10.

mp_ T3

tan(£LPSM) = 7S 10 = %, dus de richtingscoéfficiént van /is ‘3—1.

Een vergelijking van /is dus y = %x +b.
x= —7% en y = 0 invullen geeft 0 = % : —7% + b ofwel b= 5%.
Een vergelijking van /1s y = %x + 5%.

m is het spiegelbeeld van /in de x-as, dus m: y = —%x = 5%.

© Noordhoff Uitgevers bv
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8 a 4B=16—-4=20dus ook BD = 20.

- =~ B B y
BC= ‘\j(S —=T7P+(-4-160= \(152 + (=20 =+625=25dus BD =5 BC

= 4 =2 2 4 2
BD=35BCgeeft d — b =5(c — b).

-

D is het punt (0, 5).
Tweede methode:
Punt D ligt op de cirkel ¢ met middelpunt B en straal B4 = 20.
De vergelijking van ¢ is (x — 16)* + (y + 7)? = 400.

Punt D is het snijpunt van lijn BC met c.

8—-7 15 3

De richtingscoéfficiént van lijn BC is = =—
-4-16 -20 4

x=16eny=—7invullenin y = —%x + b geeft h = 5.

Een vergelijking van lijn BCis y = —%x + 5.

Deze snijden met de cirkel: (x — 16)* + (—%x + 12)2 =400
x2 = 32x + 256 + & x2 — 18x + 144 = 400

232-50x=0

x-32x=0

Dusx=00of x=32

Hier: x =0, dus D is het punt (0, 5).

b Omdat AABD gelijkbenig is, is de hoogtelijn uit punt B ook bissectrice.
M is het snijpunt van twee bissectrices en dus het middelpunt van de
ingeschreven cirkel.

¢ Omdat £A4 =90° is de richtingscoéfficiént van de bissectrice van hoek 4
gelijk aan 1.
x=—4en y=—7invullen bij y = x + b geeft b = 3.

Een vergelijking van de bissectrice van hoek 4 is y = x — 3.

Yo —Ya  B—=TF _

De richtingscoéfficiént van de lijn AD is o — 3.
De richtingscoéfficiént van de hoogtelijn op AD is dus — %
x=16en y=—7invullen bij y = —%x + b geeft b= —1%.

Een vergelijking van de bissectrice van hoek Bis y = —%x = l%.

Voor M geldt: x — 3= —%x = I%.

1ly=1!

x=1

M is het punt (1, —=2).

r=dM,AB)=yy—v,=—2—--7T=5

Een vergelijking van de ingeschreven cirkel is (x — 1)* + (v + 2)> = 25.
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14 Exponentiele en logaritmische functies

1 a

b

o

N
L]

o

o

n

I 21

9t 3
t:——-:-—:sz"l
f=2=%

( )_ 43x 3 (22)3x
BT e 2.2
6x

g(X) = R 24x
g =34

0,65 = 10/02(0:65 = [(~0.187...
0,654 = 1070187 -4 £ 100748
h(t) = 1007481

’log(6)  “log(6)

— 1,90
=5 2

log(6) = Tog(3) ==

2
g = 9 e =(9 e c
glx)=3-e2"

g(x)= 3-&:--%
g(x)=-13e72*
3

g’(x): _2‘\je_"

1
Kx)y=1-—-4 d
(x) 4x

oy =1-L
K =1-—

3—e*l=0ene*—120o0fwel x=0
ex+1 =3

x+1=1n(3)

x=—1+ In(3)

In*(x) + In(x)=2

Stel In(x)=p

pPHp=2

pP+p-2=0
(pt2)(p-1)=0
p=-2o0f p=1
In(x)=-2of In(x)=1
x=e¢Zof x=e

In(x) + In(x + 1) = In(6)
In(x(x + 1)) = In(6)
x(x+1)=6
xX+x—-6=0
(x+3)(x—2)=0
x=—-3of x=2

Alleen x = 2 voldoet.

© Noordhoff Uitgevers bv

=2+ “log(6) = “log(6”) = “log(36)

h(x) = 203
W(x)= In(2)-2¥ -3 (2x - 3)
H(x)= In(2)- (2x — 3) - 203

m'(x) =

(1-x2)- In(5)

Oefenproefwerken

297



298

Oefenproefwerken

e4x
a(x) = 3
a(x) = % et
A) =55 e¥ =3
b(x)=3-6
1
B=3"1®
3.6
BX) = 1%
e3x + ex
e(x) = e

c(x) = eQx i e—2x

C(x) o % e2x — % e*2x

£l
Opp =1J; dx =[In(x)]; = In(p) — In(1) = In(p)
De oppervlakte is 2, dus In(p) = 2.

Hieruit volgt p = e

In

i < 0001 _ |
P
1

2= Q0001 _ |

~999,5

f](x) = ex~1 e e~x+1
f‘]’(x) = ex*l s egx+l

In het snijpunt met de y-asis x = 0.
f/(0)=e"! —e! dus de helling in dat punt is e~

f;”(x) =eX"a— e~x+a

f/(x)=0 geefte”™ e —e™¥*a =,

eJr*a:eAx+a
X—a=—x+ta
2x=2a
XxX=a

f;‘(a) =p¢ a4 eﬂ:ﬁ*a = eO 15 eU =2

1 1
1+ —) < 0,001 als 1 + — < 00!
P P

d

?Jr]%dx: (@] = In(p+ 1)~ In(p) = ln(p;

1

9= 3

D(x)=3-Tn2 - x|+ —1

D(x)=-3"1n]2 — x|

6—x°
e(x)= 3

e(x) = 6x~3 — x3

E(x)=-3x"2- %x“

3 g
Ex)=——-1x
(x) 2 4

43x*]
o=
Sy ==
Lol e
W= 2
.
=500 B

1+l
P

]
=In

— €.

De extreme waarde van f, is altijd 2 en dus onafthankelijk van a.

Oefenproefwerken

© Noordhoff Uitgevers by



7 a De groeifactor per etmaal is 28 = 256 en per uur: 2t = %E 2] .26,

b

(2]

[N

o

15 Meetkunde: rekenen of redeneren

: -
De groeifactor per uur is 23.

Het aantal moet vertienvoudigd worden, dus (2; ), =25"=10.

11 ="log(10)

t=3-2log(10) =9,965...
Na 9,965... uur, dit is 9 uur en 58 minuten is het aantal vertienvoudigd.

De oppervlakte van het schaaltje is 7 + 5> = 257 cm?”.

Dus moet gelden: %
2= 50m

11 =log(50m)
t=3-log(50m) =2

“ 230 =25q.

1,886...

2

Dus na circa 21 uur en 53 minuten is het schaaltje geheel bedekt met de

kolonie.

A(ty="1+ In2)- 27+ L ofwel 4°(1) =L n(2) - 25

A'(2)= tIn(2)- 25 =0,1833...
A neemt dan toe met ongeveer 0,183 cm? per uur. Dit is ongeveer

18,3 mm?/uur.

10%1€ = 1062 4 1073
0,1C = log(1052 + 107-3)
C=10-1og(1062 + 103) = 73 331...

C~=73,3dB
10%1C =107 +107 +
0,1C= log(3-107)

107

C=10 - ""log(3-107)=74,77... = 74.8 dB

Drie stofzuigers produceren samen 74,8 dB.
Stel het aantal benodigde stofzuigers is n, dan is
C=10 + "log(n-107) = 80,0

log(n - 107) = 8,00
n-107=10%
n=10

Er zijn tien stofzuigers nodig om 80,0 dB te produceren.

1 a £C=180°—-51°~-76°=53°

25 AC
sin(53°)  sin(76°)

b PQ*=PR*+ QR*—2+PR*QR*cos(£LR)
342=272 4302 = 2+ 27+ 30 - cos(LR)
=473 =-1620- cos(£LR)

cos(ZR) = 2= 0.29]... dus ZR = 73°

1620
37 29

sin(ZV) _ sin(48°)

© Noordhoff Uitgevers bv

. 25 - sin(76°)
dusis AC= ——=30,37.
sin(53°)
. 37 - sin(48°)
dussin(£V)=———=10,948

29

...ofwel £V =71°,
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D2 =42+ 62—2-4-6-cos(67°) =33,244...

BD=+33244.. %577
b ZABC=180°—67°=113°
AC2=62+42—2+4+6cos(113°) = 70,755...

AC =4/70,755... = 8,41

a Delijnen CD en BD zijn raaklijnen vanuit punt D aan de linker cirkel.
De twee raakpunten vormen samen met de punten M en D een vlieger en
dus 1s lijn DM een bissectrice van de stompe hoek die de lijnen CD en BD
met elkaar maken.
Zo is ook de lijn ND een bissectrice van de scherpe hoek die de lijnen CD en
BD met elkaar maken.
De twee genoemde hoeken zijn samen 180°.

Dus is ZMDN = ZMDB + ZBDN =1 180° = 90°.

b Uit opdracht a volgt dat D op de cirkel met middellijn MN ligt (omgekeerde
stelling van Thales).
Voor de punten 4, B en C kan met een zelfde redenering ook worden
aangetoond dat ze op de cirkel met middellijn MN liggen.

a Uit ZADB=90° (Thales) en £ABD = 30° volgt £BAD = 60°.
Omdat AM = DM (straal)is ZADM = 60° en dus is ook LAMD = 60°.
Dusis ZDMC=180° — LZAMD — ZBMC = 180° — 60° — 90° = 30°.

b Cosinusregel: CD> =2+ > = 2«71+ cos(30°) = 2r> — 27 % 3

Dusis CD = \j2r2—r2-\]§=r\/2—
¢ Neem M(0,0), dan is C(0,r).

Voor de x-codrdinaat van D geldt x = —% ren
= N2 ( | \[—rz =%r\ﬁdusD(—%r,lr\E).
+ o= T TR -l T -l =573
dus CD=ry2 - \3
Omdat ZAEB=90°en ZADB = 90° liggen E en D op de cirkel met middellijn
AB. (stelling van Thales)

Dus ligt het midden van zijde AB even ver van E als van D.
En daarmee ligt het midden van zijde 4B op de middelloodlijn van ED.

Oefenproefwerken
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6 a 40°=26>+42—-2+26+42cos(an)
—840 = —2184cos(m)

840
cos(0) = 57g7
o =/ZDAC=67°

b Gebruik dat 4D =42 — 14 =28 en cos(LDAC) = =2
CD?=26"+282— 22628+ % =900
CD =900 = 30
6 7 7 + sin(48°)
sin(48°)  sin(£AC,B)

ZACB=60,11...° of ZAC,B=180° - 60,11...° = 119,89°
ZAC|B is stomp, dus ZAC, B~ 119,89°
Danis ZABC, = 180° — 48° — 119,89° = 12,11°

AC, 6 o g L BER02IY
sin(12,11°) _ sin(48°) & 451 T T ginagey

L 7 + sin(48°)
Uit sin(£A4C,B) = % 0,867... volgt ZAC,B=60,11...

ZABC, =180° — 48° - 60,11...° = 71,89°
Cosinusregel: AC,2=7>+6—2+7+6*cos(71,89°) = 58,89
AC, =767

16 Product- en quotientfuncties

1Ta Bx+2)(x*-x)=0

Ix+2=00f x*—x=0
x=-2of x(x>-1)=0

x=-2of x=0of x=1of x=—1
4
34 — ] =
b (x 3)(x x) 0

4
x*+3=00ofx——=0

x
x*=-3o0of x=—

x
x=4—3of x2=4 (en x #0)
x=y{-30of x=2o0f x=-2
2x2—-3x-2

6 — 3x2
2x2—3x—-2=0en6—-3x2%0

D=(-3P—4+2+-2=25

3+5Of 3—=5
= xX=—
4 4

x =2 of x = —} (beide voldoen)

X

© Noordhoff Uitgevers bv
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(3+1In(x)(4-2x-32)=0
3+In(x)=00f4-2-32=0
In(x)=—-30of 2=8§
x=e3ofx=3

De horizontale asymptoot is y = —%.

4+i+L
(2x+1)? .
= = lim

4x? +4x+ 1 X x? 4+0+0

m m
o | xoe 2x2+ 1 X300 1 2+0
2+ -
X

De horizontale asymptoot is y = 2.

2x3 -2+ xt—x
1+ x4

fx)=

23 =244 -x X Xt

lim Y = lim 1

X0 1+x X—poo =t 0+1
x4

De horizontale asymptoot is y = 1.

b 20(2x—1)— 22
=51y

o« A= D5~ 255
Filey= T o1

-
=1y

g(x)=2x(x+ 2\[}) +(4 +x2)

1+L)
\x
g’(x):2x2+4x\[}+4+%+x2+x\];

4
2(x)=3x2+5xyx+4+—
A

Oefenproefwerken
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vyl = 2x— &2 =2

\}l = 2\:
(YT =2x)
) 2x-(1-2x)+x2
x ]
(1-2x)-41-2x
2x— B?
h(x)=
0= g NT=ox
Kx)=(06x+7)-e*+(3x2+7x)e>*-2
K(x) = (6x+ 7+ 6x2 + 14x) « e
k'(x)=(6x24+20x+7)-e¥

(x) =

(9 -In(x) + 9x- %)(43{ =3)—- 9% In(x)-4

I'(x)=
() (4x — 3)2
Pix) = (9 In(x) + 9)(4x — 3) — 36x In(x)
() = (4x — 3)2
Feo) = 36x+ In(x) — 27 In(x) + 36x — 27 — 36x In(x)
v (4x - 3)
iy = =27 In(x) + 36x — 27
()= (4x — 3)2
1
De noemer 16x*=0als x=0en lim——=0.

x—e0 | 64
De grafiek van f heeft een verticale asymptoot x = 0 en een horizontale
asymptoot y = 0.
a—16x*=
lex*=a—4
Deze vergelijking heeft twee oplossingen als @ — 4 > 0, dus als a > 4.

) . 1
fix)=f-—4x5= = — en g/(x) = —64x°

1
£/(x) = ¢'(x) geef —7=—64t ofwel x% =51,

:g(%)ena— 1=1ofwela=2.
f(—%) = g(—%) geeft ook a = 2.

f(x) =0 geeft 2x2 = 18.

x =3 of x = -3 (en de noemer is dan ongelijk aan 0)

9 + x? = 0 voor geen enkele waarde van x, dus er is geen verticale asymptoot.

18

_7_2
I 15— 22 I X7 0—-2 s
m-——= lim = —_—
xow 94 x2 x—)w%+1 0+1

X

De lijn y = —2 is een horizontale asymptoot.
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—4x-(9+x2) - (18 —2x3) - 2x

fx)= (9 + 32)2

i s =36 —4An®—36x + 4P
1= 9+

e s K
I =5+ 2p

f'(x) = 0 geeft x =0 en er geldt f(0) = 19—8 =g
Dus alleen in (0,2) is de raaklijn evenwijdig aan de x-as.
=729+ x>+ 72x-2(9 + x2) - 2x

(9 + x2)4

)=
—=725(9 +37) # 72 45>

Teller en noemer delen door (9 + x?) geeft f"(x) =

9+ x?)°
" —648 — 72x2 + 288x2 . 216x%— 648
f(x)= @+ 23 en dus f(x)= @ + 2
f7(x) =0 geeft 216x — 648 = 0.
216x% = 648

xX=3

xX=- 30fx=\]§

W) =g =1=7-)

De buigpunten zijn (\E, I)en (—\E, 1).

OQ=pen QP = \JG — p?, dus de oppervlakte A(p) van OQPR is
Ap)=p N6 -p’
, 1
A(P)=1-\6-p +pr———="-2p
246 — p?

) =2 ot 4p)

= ofwe =
V6 —p* 6 —p?

A'(p) =0 geeft 6 — 2p> = 0.
p=3

p= \E (omdat p > 0)
De maximale oppervlakte is \E “V6—3 =3.

6—2p?

7

4_
) dx—x* X _0-1
lim ————=lim — , 4 =———=-1
xo=Xx-tax+4 xﬁM1+_+_2 1+0+0

X X

De horizontale asymptoot is y = —1 voor elke waarde van a.

Oefenproefwerken
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2

dx —x
b S
o) x*+5x+4
X+ 5x+4=0
(x+4)(x+1)=0
x=—lof x=-4
De horizontale asymptoot is y = —1 (zie a) en de verticale asymptoten zijn
x=-lenx=—4
¢ Denoemer moet gelijk zijn aan O als x =3, dus 9+ 3a +4 =0.
3a=-13
— 4l
a= —4§
Ko~ 4%x +4=0
- 1)2 _1le9 _25
D=(-4)-4-1-4=18-16=2
4k 412 4112
o G OB 1%
2 2
De andere verticale asymptoot is x = 1_%.

d Er zijn geen asymptoten als x2 + ax + 4 geen nulpunten heeft.
De discriminant is &> — 16 en deze is negatief als @ < 16 dus —4 < a < 4.

(4 = 2x)(x? + ax + 4) — (4x — xH)(2x + a)
(x*—ax + 4)?
10(13 = 3a) = (-21)(=6 +a) 130 —30a— 126 +2la _ 4—9a
(13 = 3a)? B (13 = 3a) "~ (13- 3a)?

e f/(x)=

Jal=3) =
7 s o — 4
f/(=3)=0geeft4-9a=0dusa=7j.

4--3—(=3)? _—21_—63__li
4 T el T - 5
(-32+5--3+4 115 35

17 Goniometrische functies

1 a De evenwichtsstand is y = 1 en de amplitude is 1, dus het bereik is [0,2].

J(=3)=

b In beide functies staat dezelfde factor voor ¢, namelijk % .

2n
De periode is T— = 4.
37

2 a Deamplitude is 0,5 cm, de trillingstijd is % = (,0286 seconden en de

frequentie is = 35 Hz.

0,0286

b De formule heeft de vorm u = a - cos(bt). De waarde van b is gelijk aan

2 . .
ﬁ =200n en de waarde van a is 0,4, dus een formule is # = 0,4cos(200 7).
. r 27[ 1 . ) +- 7
¢ Deperiodeis9—1=8dush= ry = 37, de evenwichtsstand is =9en

de amplitude is 11 — 9 = 2.
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Voor een cosinusfunctie is de horizontale verschuiving 5 en voor een
sinusfunctie is de horizontale verschuiving 3.

Een functievoorschrift is f(x) =9+ 2003(%n(x - 5)) of

f(x) =9+ 2sin(}n(x - 3)).

3 a f(x)=sin(x+n)=—sin(x) en g(x) = cos(x — §n) = sin(x), dus f(x) = —g(x)
en daaruit volgt dat de grafieken elkaars spiegelbeeld zijn bij spiegelen in de
X-4s.

b sin’(p) + cos’*(p)=1dus cos’(p)=1-— 1% = 17—6
cos(p) = \]%=% 7 of cos(p) = —i 7
Omdat %n <p<m geldt cos(p) = —% \ﬁ

4 a cos(x)=cos(2x—%n)
x=2x—%n + k+2n of x = —2x+%ﬂ + k+2n
—x=—in +k-2n of 3x =1n + k- 2n
x:%ﬂ: + k+2n 0fx=%n +k°_%ﬂ
Oplossing: x = —%n of x = -llgrr of x = %n of x = %n of x = 1%7[
b cos(2x)=\f§ » sin(2x)

sin(2y) _ 1 ofwel tan(2x) = —=

cos(2x) 3 \3

tan(2x) = L = % \B

\3

2x=%n+k'ﬁ
1 s
x—12n+k T

Oplossing: x = —%n of x= —%n of x= ﬁn of x= %n of x= lén
¢ 6cos(x)+ 5sin(x)=2

6(1 — sin®(x)) + 5sin (x) =2

6 sin?(x) — 5 sin(x) —4=0

Stel sin(x) = p, de vergelijking wordt dan

6pr—5p—4=0

D=(-52-4-6--4=121

5411
12

Y _5-11
_1§0fp_T__§

P

sin(x) = 1% (geen oplossingen) of sin(x) = —%
sin(x) = —% geeft op [-m, 2n ]:

x=—%ﬂ 0fx=—%n0fx=1%n0fx=1%n
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d tan(x - %T[) = tan(3x + %TE)

L oo 1 4
K—ait= Bt +k°m

gy DL = .5 = = 7 = el =1L
Oplossing:x = —pnof x =—gnofx =pnof x=Gnof x = 15n of x = I5n

5 a nx)=3 Sinz(x = %JT)
h(x)=2-3 sin(x - %n) . cos(x - %T[ ) -1
W(x) =6 sin(x - %n) cos(x = %n)

b A(x)=+1—cos(x)

’ = 1 - sin(x
K(x)= 2@ sin(x)
k() = sin(x)

~ 241 — cos(x)

6 a h(x)=5x—4-3sin(2(x-1n))
H(x) = ;x> —4x=3+3" —cos(?.(x - %n))
H(x) = 24 32 = dx + Toos(2(x — L))
b k(x) = 3 sin(7x +2)
K(x) =11 —cos(7x +2)

K(x) = = cos(Tx +2)

7 £(x) = 2tan(x) - 00312 o dus =) =2--1- W = -4,

2
Een vergelijking van de raaklijn is dus y = —4x + b.

x=—}¢n en ¥ =1 invullen geeft 1 =_4'_41‘1T[ +h,dush=1-n.

Een vergelijking van de raaklijnis y = —4x + 1.
Deze snijdt de y-asin (0, | —n),dus y, = 1 — .

—sin(x) * sin(x) — cos(x) * cos(x)

8 a flx)=
2 S sin 2(x)
, . —(sin?(x) + cos?*(x)) 1
S 9= sin 2(x) ofwel f'(x) = sin 2(x)’ klopt.
: oy ) cos(x)
b Uit opdracht a volgt dat een primitieve van g(x) = — 18 G(x)=-2+—
sin (x) sin(x)
T2 cos (x) an —%\E %\E
J- ) x=|-2- - , =|-2- 7 - |- o_l =242=4
Loosin (x) sin (x) [, 3 V2 I
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9 a 3sin(x)=2cos(x)
3 tan(x) =2
tan(x) = %
Omdat de periode van de tangensfunctie gelijk isaann geldta +n =c.
b Kwadrateren van 3 sin(x) = 2 cos(x) geeft 9 sin’(x) = 4 cos’(x) en omdat
cos’(x) =1 — sin’(x) volgt hieruit 9 sin*(x) = 4 — 4 sin’(x) dus 13 sin *(x) = 4

sin*(x) = %, enomdat 0 <a< %n geldt sin(a) =

6
¢ hb=3sin(a) =—-end=3sin(c)= -3 sin(a) = —

e

18 Toepassingen van integreren

1 a F(x)=1-In(x)+x -%+ G'(x)=In(x)+1+ G¢'(x)

gl gl

F'(x) =f(x) =In(x), dus G'(x)=—1
Danis G(x) = —x.
b Voor het snijpunt met de x-as geldt f(x)= 0.
In(x)=0
x=1,dus(1,0).
Voor het snijpunt met de lijn y = 1 geldt f(x)=1.
In(x)=1
x=e,dus (e 1).
De oppervlakte van V' is

1-e—ejf(x)dx= e—[xIn()—x[=e-(e-1-e)+(1-0-1)=e—-1
1

De oppervlakte van Vise—1.
¢ Uit f(x) = In(x) volgt f™(x) =e".
1

1
7 fe9dx = n [edy = nlL 7], = In(e - 1)
0 0

De inhoud is (e — 1).

2 a Voor het snijpunt met de x-as geldt f(x)=0.

W2x+4=0

x=-2,dus (-2,0).

0 0
7 [9(2x + 4)dx =7 [(18x + 36)dx =
=2 =2

n[9x2 + 36x] = n- (0 - (36 - 72) = 36n
De inhoud is 36m.
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b fm =32y +4

x2=92y+4)
X2=18y + 36
18y =x>-36
y=11—8x2—2

finv(x) s
Het snijpunt van de grafiek van fmet de y-as is (0, 6), dus het snijpunt van
" met de x-as is (6, 0).

6 6
N e e

0 0

ﬁ[léﬁ =53 x3+4‘C] —ﬂ(4%— 16 + 24)= 12%11
De inhoud is 125 .

0
Vv +adv=[3-3-@x+an 1] =[@v+ 4], =8-0=38

De oppervlakte van Vis 8.

5\ + 4dx = Qx+d:[=2p+4)i -8
0 0

De oppervlakte W is (2p + 4)'2 — 8.

Uit opp.V = opp. W volgt (2p + 4)1% = 16.
(2p + 4)* =256

2p =256 —4 =44 -4 dus p=204 -2

Voor het snijpunt van de grafieken van fen g geldt x = —x + 2.
2x=2
x=1

Voor het snijpunt van de grafieken van gen / geldt —x +2 = —% X

—%‘c=—2
x=4 4

4
De oppervlakte van I is J‘exdr + I =t 5 — J‘e‘lixdx =
1 0

—-x 4 4 = » = ]
], +[-e2] - [~2e37], = e — 1+ (—e 2 +e) — (-2¢ 2+ =2e+—-3
1
De oppervlakte van Vis 2e + i 3.

1 4
ezxdx + n_[e xt4dx — TEI ~xdx=
0

e? x] [_l e*2x+4] _ n[ e‘x]g _

|
=B ral-fet rie) -ntet s D =ales 151

!
b=

=

De inhoud is n(32 + % - 1%)
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Lo Lo
De oppervlakte van het hele gebied is 21 3 cos(x)dx = 2[3 sin(x)]z = 6.
0

Noem n de lijn x = p.

f : p ;

I3 cos(x)dx = [3 sm(x)]o =3 sin(p)
0

De oppervlakte van de strook tussen de y-as en lijn n is 3sin(p).

De oppervlakte van deze strook moet % deel van de totale oppervlakte zijn,
dus 3sin(p) = 1.

sin(p) =
y=a=f(p)=3cos(p)

a=3cos(p) =3y1 - sinz(p)=3\{g_=3°\jg-\/§=2\/§

8x — 4
Voor het snijpunt van de grafieken geldt a o
X X
8x—8=4x
4x =8
x=2
Y8x -8 4 48 8 4
o= [0 o=l - o
a8 4 4 1 1
J(F“a)dx: ~1t 3| = (1) -2 =g
kig 8 4 4 4 4
O(k) —2 (;5—_3')(1)6— —¥+; 2—(—E+EE)+1
4 4
O(k)=2-0(4)als(—z+ﬁ)+1=%
4 4
1 -
kK>—8k+8=0

D=(-8)2-4-1-8=32

8 +432 8 —432
2 2

= of k= (vervalt want k > 2)
k=4+2\2

fien ) = T | =t 1| <0 £ B % T
k—o k—>00 k k2
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