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19 Bewegingsvergelijkingen

Voorkennis

V1 a f(x)=(3x2— 6)-sin(x)
f(x) = 6x+ sin(x) + (3x% — 6) * cos(x)

g(x) = y3x2 +x

g0 =132+x) 1 (6x+ 1)
6x+ 1

g'(x)=
232+ %

h(x) = (2x - 1)*

o

n

h'(x)=1-402x-1)-2
h'(x) = 2(2x — 1)}

x+1
2 k(x)=x2+1
, 12+ D= (+1)* 2%
o G2+ 1)
; X241 —-(2x24+2x)
K= —Z e
—x? =2y +1
K==
V2 a f(x)=(4x—3)-In(x)

F(x) =4+ In(x) + (4x - 3) - %

LX) =41In(x) +4- %

b g(x)=v4x>+x+1
() =2@x+x+1)3-(8x+1)
/() = 8x+1

W - ' T
2y4x?+x + 1
In(x)
¢ hx)=—
1
, ;'Zx—ln(x)'Z
h'(x) = e
. 2-2In(x)
W ="
1 - In(x)
h(x) =
(x) 2

d k(x)=x?-e¥
k() =2x- e a2 g% 2
k'(x)=2x-e>+2x%-e¥
k() = (2062 + 2) - 2%
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e m(x)= y4cos’(x)+3

m’(x) = 1 (4cos’(x) + 3)72 - 8 cos(x) - —sin(x)

o 1
P 2y4cos(x) +3

—4 cos(x)sin(x)

= V4cos?(x)+3
f n(x)=(4x—-5Ndx—5

n(x) = (4x — 5)'

+ 8 cos(x) » —sin(x)

n'(x)=1%(@4x - 54

n’(x)=6\dx -5
V3 a f(x)=—4+y-x2+6x+8

) =1 (~x2+ 6x +8) 71+ (~2x + 6)
-y
f) =
\V=x2+6x+8
o §

F(x) =0 geeft———"—
Y—x2+6x +8
—x+3:0en\’—x2+6x+8:0

x=3
Uit de plot blijkt dat f'een maximum heeft
fB)=—4+y-9+18+8=—4++17
b In de snijpunten met de x-as geldt —4 + y—x> + 6x +8 =0
\—x2+6x+8=4
-2 +6x+8=16
xX>—6x+8=0
(x—4(x—2)=0
x =4 of x =2 (beide oplossingen voldoen)
De snijpunten met de x-as zijn (4, 0) en (2, 0).
S@==3
y=- %x +5h
Door (4, 0) geeft 0 = —1 + b ofwel b= 1.
De raaklijn in (4, 0) heeft als vergelijking y = —%x + 1.
r@=;

y=%x+b

=0

Door (2, 0) geeft 0= % + b ofwel b = —%.

De raaklijn in (2, 0) heeft als vergelijking y = %x = %

Vb a =0 geeft (i) = (i) +O(—21) )

v )= [{ 13-

5 2\
1 -1

f) dus punt (5, 1).

7
0) dus punt (7, 0).

?) + (_24) = (;) dus punt (1, 3).

A =2 geeft (z): + =2

© Noordhoff Uitgevers bv
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VB a

Vé a

V7 a

Bewegingsvergelijkingen

Een normaalvector van de lijn is

1
)
Een vergelijking van de lijn is x + 2y = ¢.
(5, 1) invullen geeft 5+2-1=cdusc=7.

Een vergelijking van deze lijnis x + 2y =7 (of y=- %x +3 %)

- Ao -4

4-31=100

-3L=96

A=-32
x=-3+4r=-3+4--32=-131

De x-codrdinaat van P is —131.
x=ygeeft =3 +4L=4-3L

Th=1

A=1
Danisx=-3+4-1=1endusook y=1.
De codrdinaten van Q zijn (1, 1).

De y-codrdinaat is 70 groter dan de x-codrdinaat dus y = x + 70.

4—-3L=-3+40A+70

—7A =63

A=-9

x=-3+4--9=-39en y=-39+70=31.
De codrdinaten van R zijn (—39, 31).

Het inproduct van de richtingsvectorenis =1 +5+4-3="17.

7
I7 -4
o =73,072 ... °, dus £(I, m) = 73°.

Het inproduct van de richtingsvectorenis —2+3+ 3+ —-5=-21.

=21
R
o=177273 ... °,dus (I, m) =180 — 177.273 ... = 3°.
. (0 (4[4 -2 =2
Een richtingsvector van /is (6) (0) —( 6 )— 2 ( 3 )dus( 3 )
+?L(_2).
3

gt

Een richtingsvector van een lijn loodrecht op [ is (

cos(a) = =0.,2911...

cos(a) = =-0,9988...

Een vectorvoorstelling van / is

immers
2)

N[ 2)=3-2242-3=0.
2] {3
. . X -3 3
Een vectorvoorstelling van mz is = p + M 5]
y

Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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4] 1o |4

¢ AC= (_3) - (4) = (_7), loodrecht daar op staat de vector (i)

Het midden van AC is

Een vectorvoorstelling van de middelloodlijn van lijnstuk 4AC is

(4

4+-3 0+4

> ) dus (%, 2).

19.1 Bewegen langs een lijn of een cirkel

intro  De boot drijft per uur 2 km naar het oosten af dus x = 2¢.
De snelheid in noordelijke richting is 5 km/uur dus y = 5¢.

Uit x =2t volgt t = %x.

Dit substitueren in y = 5¢ geeft y=5+ %x dus y= 2%x.

1 a 7=0invullen geeft x(0)=—4+2-0=—4en p(0)=5-0=5.
t=1invullen geeft x(1)=—4+2+-1=-2enp(l)=5-1=4.
¢t = 10 invullen geeft x(10)=-4+2-10=16en y(10)=5-10=-15.
Dus =0 geeft (=4, 5), t =1 geeft (=2, 4) en t = 10 geeft (16, —5).

=2 ——4 -
Een vergelijking van de lijn is y = —%x + h.

¢ De richtingscoéfficiént is

1
5

(—4, 5) invullen geeft 5= —% +—4 + b ofwel b = 3.
Een vergelijking voor de baan van Pis y = — %x + 3.

2 a t=-5invullen geeft x(-5)=-1+3+=5=—1l6en p(-5)=4—--5=9.
t =0 invullen geeft x(0)=—-1+3-0=—1len p(0)=4-0=4.
t =5 invullen geeft x(5)=—-1+3-5=14en(5)=4-5=-1.
De lijn heeft eindpunten (—16, 9) en (14, —1) en gaat door (-1, 4)
:

12

F=Es | [ 10
8

6

2

\ _

-18-16-14-12-10 -8 -6 -4 -20
-2

-4
© Noordhoff Uitgevers bv
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19 Bewegingsvergelijkingen

b Uity=4—-tvolgtr=4-y.
Substitueren van t =4 — y in x = —1 + 3¢ geeft.
x==1+3(4d-1y)
x=-1+12-3y
x+3y=11
Een vergelijking van de baan van Pis x + 3y =11of y= —-i—x + 3%.

¢ =0 geeft (0,12), t =3 geeft (1 %, 6) en t = 6 geeft (3, 0).

t=0

Uit x= % t volgt ¢ = 2x.

Substitueren van ¢ = 2x in y = 12 — 2¢ geeft

y=12-2+2x

y=12-4x

Een vergelijking van de baan van Pis y = —4x + 12 of 4x + y = 12.

3 a De steunvector is bij P en Q hetzelfde. De richtingsvector van Q wijst in
dezelfde richting als die van P maar is twee keer zo lang.
b De snelheid van Q is twee keer zo groot als die van P omdat de
richtingsvector twee keer zo lang is.
De verhouding van de snelheden van Pen Qisdus 1 : 2.
¢ Als de kentallen van de richtingsvector twee keer zo groot worden gaat O
twee keer zo snel. De baan van Q blijft hetzelfde.

-3 -10 1 3
-1

b (x(0))+ ()’ =
(2cos(?))* + (2sin(1)): =
dcos(t) + 4sin?(¢) =
4(cos(t) + sin()) =
4-1=4

x(t) = 10cos(?)

Deb i lijki den d
¢ De bewegingsvergelijkingen worden an{y (&)= 10sin(s)

x(r) = =2 + 7cos()

d Dan worden de bewegingsvergelijkingen { W6 =5+ Tsin(s)

10 Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen © Noordhoff Uitgevers bv



02

P en O doorlopen beide een cirkel met middelpunt (5, 3) en straal 3, alleen is

de beweging van Q twee keer zo snel als de beweging van P.

De baan is een cirkel met middelpunt (4, —3) en straal 2.
Een vergelijking van de baan is (x — 4)> + (y + 3)* = 4.
De baan is een cirkel met middelpunt (0, 6) en straal 6.
Een vergelijking van de baan is x* + (y — 6)* = 36.

{ x(1) =4 + cos(?)

y(r)=—1 +sin(¢)
x() = =2+ 5cos(t)
(1) = —4 + 5sin(1)
De ellips en de cirkel met middelpunt (3, 3) en straal 4 hebben hetzelfde

middelpunt en de cirkel raakt de ellips in de uiteinden van de lange as.

x(t) =3+ 2cos(1)

Dan worden de bewegingsvergelijkingen {y (£) = 3 + 4sin(r)

t = 0 invullen geeft x(0) =2 - 1%-0=2eny(0):6+2°0=6.

t =1 invullen geeft x(1)=2 — l%- 1 =%eny(1):6+2-1=8.

t = 5 invullen geeft x(5) =2 — I%°5=—5%eny(5):6+2-5= 16.

¢t = 10 invullen geeft x(10) =2 — 1%- 10=-=13en p(10)=6+2-10=26.

Dus ¢ = 0 geeft (2, 6), t = 1 geeft (%, 8), t =5 geeft (—5%, 16) en
t = 10 geeft (—13, 26).

28
26

t=10

8\
6 1=
4
2
X
-14-12-10 -8 -6 -4 -20 2 4 6
-2
2t=y—6
5 T
=g —4

x=2-15(3r-3)

—1_3 s
x=2-7y+4;

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen 11



19 Bewegingsvergelijkingen

3 el
C x+1y—65
4x +3y =26

d Uity=—3+%tvolgt%t:y+30fwelt=2y+6.
Dit substitueren in x = 3 — 2 geeft

x=3-2Q2y+6)
x=3-4y-12
x+4y=-9

= o 24
U1 x(0)=0en x(12) = 24 dus x(¢) =5 1.
#(0) =2 en p(12) =20 dus y() =2 + {5 1.

. x(y=2t
Dus een parametervoorstelling is 1
y)y=2+ lit
U2 a Voor P geldt: x =10 — 2t ofwel 2t =—x+ 10dus t = —%x + 5.
Dit substitueren in y = 8 + ¢ geeft

y=8+-ix+5

V= —%x+ 13

Voor Q geldt: x = =30 + 8¢ ofwel 87 = x + 30 dus 7 = fx + .

Dit substitueren in y = 28 — 4¢ geeft
y=28-4(3x+%)

_v=28—%x— 15

y= —%x + 13

P en Q doorlopen beide de lijn y = —%x +13.
of:
t =0 geeft (10, 8) en ¢t = 5 geeft O(10, 8).

t =2 geeft P(6, 10) en 1= 41 geeft O(6, 10).
De baan van zowel P als Q is een rechte lijn door de punten (10, 8) en
(6, 10). P en Q doorlopen dus dezelfde rechte lijn.
b 10-2r=-30+38¢ en 8+1=28-4¢
—10r=-40 S5t=20
t=4 t=4
Voor t =4 bevinden P en Q zich in hetzelfde punt.
De bijbehorende coordinaten zijn (2, 12).

19.2 Werken met bewegingsvergelijkingen

intro Het plaatje is hetzelfde, maar bij Kevin start de beweging op ¢ = 0 rechts
boven in het punt (6, 4) en gaat daarna via de punten (0, 0), (—6, —4) en
(0, 0) weer terug naar (6, 4).
Bij Joost start de beweging in (0, 0) en gaat daarna via de punten (6, 4),
(0, 0) en (—6, —4) weer terug naar (0, 0).
Het plaatje is dus hetzelfde, alleen wordt de lijn verschillend doorlopen.
Dit komt omdat cos(0) = 1 en sin(0) = 0.

12 Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen © Noordhoff Uitgevers bv



10 a

x(1) = 0 geeft (1) = 0 geeft
-£2+6t=0 —18+22=0
—H(t—6)=0 2(t-6)=0

t=00oft=6 t=00fr=6

Voor t =0 en ¢t = 6 bevindt P zich in de oorsprong.
x heeft een maximum als x(¢) = 0.

x(H=-2t+6

x(t)=0als-2t+6=0dusalst = 3.

x(3)=9en y(3) =9 dus P bevindt zich dan in (9, 9).
Yy =—1£2+4t

y()=0geeft —2+4:=0

-1(t—4)=0

t=0oft=4

Daarbij horen de punten (0, 0) en (8, 10%).
De afstand tot de assen is gelijk als y = x of als y = —x.

y=xgeeft—%t3+2t2= -2 + 6t

—18+32-6:=0

=92+ 18t=0

HE—9t+18)=0

Hi—=6)(t—3)=0

t=0oft=60ft=3

t =0en ¢ = 6 horen bij de oorsprong, tr = 3 geeft het punt (9, 9).

v =—x geeft —%t3 + 22 =1 —61

—31B+L2+61=0

£ =37-18t=0

Hi—=6)(t+3)=0

t=0oft=60fr=-3

t =0en ¢ = 6 horen bij de oorsprong, t = —3 geeft het punt (—27. 27).
In de punten (9, 9) en (—27, 27) kan P zich dan bevinden.

A ligt op de y-as, dus x(7) = 0.

5t-12=0
1(15-1)=0
t=00ft=15

w0)y=12en p(15)=-123

Omdat A4 op de positieve y-as ligt volgt hieruit dat 4 het punt (0, 12) is.
B ligt op de x-as, dus y(z) = 0.

6t+12-£2=0

D=36—-4--1-12=84

—6 ++84 —6 — 84
t= of t =
-2 -2
t=3—-\21=-1,58...0f =3 +21 =7,58...

x(—1,58...)= —8,7en x(7,58...) = 18,7
Hieruit volgt dat de x-codrdinaat van B ongeveer 18,7 is.

© Noordhoff Uitgevers bv
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11 a

12 a

14

Bewegingsvergelijkingen

x(H)=5-31
x(t)=0als5 —%t=0 0fwel%t= Sdusalst= 7%.
y()=6-2t

y()=0als6—2r=0o0fwel 2t =6 dusals = 3.

De baan heeft een horizontale raaklijn als y'(f) =0en x"(r) 20, dus als r = 3.
x(3)=12en »(3) =21, dus in (12, 21) is de raaklijn horizontaal.

De baan heeft een verticale raaklijn als x’(#) = 0en y'(£) 20, dus als t = 7%.

x(’]%) = 18% en y(?%) = %, dus in (18 ?—1, %) is de raaklijn verticaal.

(

0

x(t)=3+4ten y'(t)=2¢

t=2geefti—j:3+4-2= 11 en%=2-2=4.

P beweegt zich in de positieve x-richting en in de positieve y-richting, dus
naar rechts en omhoog.

(x =212 +4x—-17p=-13

Bt+22-2(1+ 22 +43t+2) - 171+ ) =-13

(34 22 —2—2PP + 12t + 82 —17 = 178=-13
(Bt—22+12t—-92-17=-13

92 - 12t +4+ 12t -9 -17=-13

—-13=-13

Dit klopt voor elke waarde van ¢, dus de punten van de baan van P voldoen
aan de vergelijking (x — 2y)> + 4x — 17y = —13.

=3+

x(t) =0 geeft t = 0.
1) =%dus y (1) %0

x(0)=+1=1en y(0)=-1
De raaklijn aan de kromme is verticaal in het punt (1, —1).

T—1=—y\1+2

P-t+1=1+7

—_

T

<

P—t=

fe+%)=0
t=0oft= —g— beide voldoen

.. . 2 2
Daarbij horen de snijpunten (1, —1) en (15, —Ig).

Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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13

14 a

15

16 a

x= \/1 +feny= ;-t— 1 invullen in x? — 4)? — 8y = 5 geeft

(Vi+2) —ale-1) -s(le-1)=5

1+r2—4(}1~r2—r+ 1)—4r+8:5

1+2-P+4r—-4-41+8=5

5=5

Dit klopt voor elke waarde van ¢ dus de punten van de kromme voldoen aan
de vergelijking x> — 4y — 8y = 5.

2lo=¢ ~ r—2
x(t)=0geeft 1 =2 —2¢=0
t2—1t—-2)=0
Ht—2)(t+1)=0
t=0oft=2o0f t=-1

yiy=£-9
¥(t) =0 geeft - 9 =0 ofwel £ =9
t=3oft=-3

Er is een horizontale raaklijn als y(z) = 0 en x'(¢) # 0.
Hieruit volgt =3 of r=—3.

Hierbij horen de punten (2}7, —18) en (20%, 18).

Er is een verticale raaklijn als x (1) = 0 en y'(r) # 0.

Hieruit volgt t=0of t =2 of t = —1.

Hierbij horen de punten (0, 0), (—2%, —15%) en ( —15—2, 8%)

De codrdinaten van A4 zijn (é—ar2 - 6a, ;—az — 18).
x(6-a)=3(6-a)’-6(6-a)=3036-12a+da>)-36+6a=3a>— 18
y6-a)=2(6—-aP-18=1(36-12a+a*)-18=1a>- 6a

De codrdinaten van B zijn (%a2 - 18, %az — 6a).
De x-codrdinaat van 4 is de y-codrdinaat van B en omgekeerd. Hieruit volgt
dat 4 en B elkaars spiegelbeeld zijn in de lijn y = x.

t = a geeft het punt A( a*+1,4a - %a3).
t = —a geeft het punt B('\}(_a)z + 1, 4(—a) - % —a)3) ofwel

B(\la2 1, —4da+ % a3).
Xy=x,en y,=—y,dus de punten 4 en B zijn elkaars spiegelbeeld in de
x-as. Hieruit volgt dat de baan van P symmetrisch is in de x-as.

Plg*(q = 1))

(1=g)=1A-gf=@-1y7

Wl=—g)=(-g-1) =(-¢q)’=¢

De codrdinaten van P zijn nu ((g — 1)%, ¢°).

De x- en y-codrdinaten zijn verwisseld en hieruit volgt dat voor elk punt P
het spiegelbeeld van P in de lijn ¥ = x ook op de baan ligt. De baan is dus
symmetrisch in de lijn y = x.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen

15



010 a

015 a

Bewegingsvergelijkingen

10-3t—#£=0
2+3r-10=0
(t+5)(t=2)=0
t=—5o0ft=2

t = =5 geeft p(=5)= % +52-3.-5= 27% en (0, 27;—) hoort bij punt D.
t =2 geeft y(2) = % +22—3+2=—4en (0, —4) hoort bij punt B.

1 =

Et2—3l‘—0
LH(t—6)=0
t=00f1=6

t = 0 geeft x(0) = 10 en (10, 0) hoort bij punt C.
t = 6 geeft x(6) =10 — 3+ 6 — 6 = —44 en (—44, 0) hoort bij punt A.
x(t)=-3-2t

F=g—3

x()=0 y()=0
—-3-2t=10 t—3=0
—-2t=3 t=13
t=-13

De raaklijn is horizontaal als y(r) = 0 en x(¢) #0, dus als £ = 3.
x(3)=—-8en y(3)=—4}

De baan heeft een horizontale raaklijn in het punt (—8, —4%).
De raaklijn is verticaal als x’(¢) =0 en y' (1) # 0, dus als r = —1 %
13)= 12fens(-13)= 5§

De baan heeft een verticale raaklijn in het punt (123—1, 5%).

x(@)=a*—3a

wa) = 2a

dus A(a® — 3a, 2a)

x(—a)=(-a)¥-3-—a=-a*+3a

W—a)=2+—a=-2a

dus B(—a?* + 3a, —2a)

Omdat B(—a’ + 3a, —2a) ofwel B(—(a® — 3a), —2a) geldt

Xp= "X N Yp="Vy

Uit opdracht ¢ volgt dat 4 en B elkaars spiegelbeeld zijn in de oorsprong.
Voor elk punt op de baan geldt dat het spiegelbeeld van dat punt in de
oorsprong ook op de baan ligt. Hieruit volgt dat de baan symmetrisch is in
de oorsprong.

U3 a pa)=y(b)geeftl —a*=1-4

16

a* = h?
a=bofa=-b
Je zoekt twee verschillende tijdstippen, dus alleen @ = —b voldoet.

x(a)= x(b) geeft a3 — > = 3a=1h - b2 - 3b
Substitueren van a = —b geeft

L= = (=by =3 —b=1b—bH*-3b

Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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~ b3 -b2+3b=1p3-b2-3b

-2p3+6h=0

- 2b(b2-9)=0

b=0ofh=30f h=-3

b =0 geeft « = 0, de tijdstippen zijn gelijk en dat kan niet.

b =73 geefta=-3

b=-3geefta=3

De tijdstippen waarop de kromme zichzelf snijdt zijn 1 = 3 en 1 = —3.
Voor zowel ¢t = 3 als r = —3 gaat de kromme door (=9, —8).

b x(1)= i—t“ — 2¢* is symmetrisch in de y-as.
Hieruit volgt dat x(a) = x(b) alsa = b of a=—b.
De tijdstippen moeten verschillend zijn dus @ = b vervalt.
y(a) = y(b)
@ =3a>+4da=0b-3p>+4b
Substitueren van a = —b geeft
(=b)*=3(=bY+4-—-b=5b>—-3b>+4b

~b*—4b = b+ 4b
~2h —8b=0
~2b(b* + 4) = 0

b =0 (b?+ 4 =0 heeft geen oplossing)

Uith=0volgta=-h=0.

Er zijn geen verschillende getallen « en b waarvoor geldt x(a) = x(b) en
y(a) = y(b) dus deze kromme snijdt zichzelf niet.

Er kan ook worden aangetoond 1(#) stijgend is omdat de afgeleide hiervan
altijd positief is. Hierdoor zijn er dus geen twee getallen ¢ en  met

y(a) = y(b).

19.3 Snelheid en raaklijn

intro De kogel moet worden losgelaten in punt L.

O“" K
pe-”’
60 — 30 30
17 a (20 - so) - (—60)

b))

¢ Opt=3isdebalin (45, 55).
15
De gemiddelde verplaatsing per seconde op het interval [2, 3] is (_ 5 5).
Op t=2,11sde bal in (31,5;77,95).

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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De gemiddelde verplaatsing per seconde op het interval [2;2,1] is

1 (L5 (15
0.1 (—2,05) B (—20,5)‘
Op t = 2,01 is de bal in (30,15:79,7995).
De gemiddelde verplaatsing per seconde op het interval [2;2,01] is

I {015 § ¢ 15
0,01 {-0,2005 -20,05)"
Deze kentallen zullen dan v =| 20 zijn.
V] = V152 + (202 =625 = 25
L R
De richtingscoéfficiént is 35 = —3.

; . [Ax
De verplaatsingsvector van P is .
Ay b
At
De gemiddelde verplaatsing per tijdseenheid is A |
Ar

A
Als At — 0 dan nadert A_): naar x'(¢) en A—J; naar y’(2).

V] = V(02 + (0 ()

W(e)=0geeft £ —3t=0

HP=3)=0

t=0of =3

t=00of t=\30f t=—\3

x(0)=—1 dus 4 is het punt (—1, 0).

x(yf3) = x(—\3) =3 — | =2 dus Bis het punt (2, 0).

) ) ) x’(O)) ( 0 )
De snelheidsvectorin 4is| , | = y
(y @) -3

i) =[] ()

6
De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de baan op ¢ = \fg; is——

23

De snelheidsvectoren in B zijn

6 3
Uit tan(or) = e = E =+/3 volgt o = 60°.

De hoek tussen de snelheidsvector op # = \E en de x-as is 60°.

Op t = =3 is de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de baan _ﬁ.
0ok op t = —/3 is de hoek tussen de snelheidsvector en de x-as 60°.

In de snijpunten met de y-as geldt x(7) = 0.

£=1=0

=1

t=1loft=-1

Opt=lisx(1)=2en y(1)=0dusv(1)=2.
Opt=-lisx(-1)=-2en y'(—=1)=0dus v(—1)=-2.

Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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20 xD=4f—3

(=2t
De richtingscoéfficiént van de raaklijn is —1.
Hieruit volgt =-1.
feruit volgt -
4r—3=-2¢
6:=3

De codrdinaten van A4 zijn (—1, 1}7).
De raaklijn in 4 is van de vorm y = —x + h.

Invullen van (—1, 1%) geeft 1%: ——=1+bdush= Jlf.

De raaklijn in 4 aan de baan van Pisde lijn y = —x+ %‘

21 a De baan van P is een cirkel met middelpunt (0, 0) en straal 4.
De baan van Q is een ellips.
b Voor punt P geldt:
x'(¢) = —dsin(t)
v'(t) = 4cos(r)

De snelheid is (1) = Y16sin (1) + 16cos (7).

w(1) = Y16(sin (1) + cos (1))

W) =+16-1

v)y=4

Hieruit volgt dat de snelheid van P constant is.
¢ Voor punt Q geldt:

x'(t) = —4sin(r)

y'(t) = 6cos(r)

De snelheid is v(z) = \((—4 sin(7))* + (6cos())*.

w(1) = Y16sin () + 36 cos (1)

v(t) = \/16sin2(t) + 16cos(f) + 20cos (1)

¥(1) = V16(sin 2(¢) + cos (1)) + 20 cos X(1)

¥(£) = Y16+ 1 + 20cos(r)

v(£) = V16 + 20 cos (1)
cos () is minimaal 0, dus de minimale snelheid is v =416 + 0 =4,
cos?(f) is maximaal 1, dus de maximale snelheid is v =16 + 20 = 6.

22 Voor de eerste kromme geldt:
x(fy=3geeft 2 —6:+8=3
2-6t+5=0
(t=5)-1)=0
t=50ft=1
$(5) =20 - 25 = -5
W1)=4-1=3
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Bij het punt (3, 3) hoort £ = 1.
x(t)=2t—6,dus x(1) = —4.
yi(H)=4-2¢tdus y(1)=2.

De richtingscoétficiént van de raaklijn aan de baan in (3, 3) is ;22 = —%.

Voor de tweede kromme geldt:
x(t) =3 geeft > +8—12=3

-£24+8t—-15=0
2—8t+15=0
(t=5)(t=3)=0
t=50ft=3
y(5)=25-10=15
1(3)=9-6=3

Bij het punt (3, 3) hoort ¢ = 3.
x(1)= -2t + 8, dus x(3) = 2.
v(t)=2t—2,dus y'(3)=4.

De richtingscoétficiént van de raaklijn aan de baan in (3, 3) is % =2.

Het product van de richtingscoéfficiénten is —% -2 =-1, dus de raaklijnen
staan loodrecht op elkaar.
Hieruit volgt dat de krommen elkaar loodrecht snijden in (3, 3).

t = a geeft het punt A(10 In (a> + 1), &® — 3a).

t = —a geeft x(—a) =10 In ((—a)*> + 1) ofwel x(—a) =10 1In (> + 1) en
y(—a)=(—a)* — 3 - —a ofwel y(—a) = —a* + 3a.

Op de baan ligt het punt B(10 In (a*> + 1), —a’ + 3a).

Xy=x, en y,=—y,dus de punten 4 en B zijn elkaars spiegelbeeld in de
x-as en de kromme is daarom symmetrisch in de x-as.

x(f)=0geeft 10In (£ +1)=0

In(#Z+1)=0
r+1=1
t=0

1(0) = 0, dus het snijpunt met de y-as is (0, 0).
W) =0geeft £ —3t=0

Hi2=3)=0

t=0of =3

t=00f t=v\30f t=—\3

*¥(3) = x(—y3)=101n (4)
De snijpunten met de x-as zijn (0, 0) en (10 In (4), 0).

10 20t
x’(r):t2+1 -2t:t2+1
x(t)=0alst=0.
y(@H=3£-3
() =0geeft32-3=0
=1
t=loft=-1

De raaklijn is verticaal als x(1) =0 en y(¢) #0, dus als t = 0.

Bij # =0 hoort het punt (0, 0).

De raaklijn is horizontaal als y () =0 en x(¢) #0,dus alsr =1 of t = —1.
Bij ¢ = I hoort het punt (10 In (2), —2).

Bij t = —1 hoort het punt (10 In (2), 2).

Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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Ub a

A en B zijn de snijpunten met de x-as, dus y(¢) = 0.

9-r=0
r=9
t=3oft=-3

x(3)=3*—-4-3=15enx(-3)=(-3Y°-4--3=-15

Hieruit volgt dat # = 3 bij B hoorten t = —3 bij 4.

Cen D zijn de snijpunten met de y-as, dus x(7) = 0.

rP—4t=0

H2=4)=0

t=0of =4

t=0oft=20ft=-2

W0)=9,1(2)=9-22=5en y(-2)=9-(-2)*=5

Hieruit volgt dat =0 bij D hoorten =2 en ¢ = —2 bij C hoort.

x()=32-4
¥ =21
t=-3geeft x(-3)=3-(-3)>—-4=23enyp (-3)=-2--3=6

- (23
De snelheidsvector in punt 4 isv = ( 6 )
x'(3)=3-32-4=23eny'3)=-2:3=-6
. . .= (23
De snelheidsvector in punt Bis v =| 6

De richtingscoétficiént van de raaklijn aan de baan in A4 is %.

Uit tan(a) = % volgt oe = 15°. De raaklijn, en dus ook de snelheidsvector in
punt 4, maakt een hoek van 15° met de x-as.

) =3"—4

y()=-2t

S (X)) [32-4
"‘(.v'(r))‘( 21 )

VISV = 4)2 + (=202 = 9 — 2422 + 16 + 42 = {94 — 202 + 16

In punt 4 is de snelheid v(=3) = \j9 - (=3)* =20 - (=3)* + 16 = /565.

In punt B is de snelheid »(3) = \l9 34 =20 32+ 16 =4/565.

De snelheidsvector is evenwijdig met de y-as als x'(f) =0 en v(r) 20.
32-4=0.

3r=4

5 oo 102
21 21‘0fwelx(z‘)—tz_'_1

%)=

(O =3F-6¢

v(t) =0 geeft 31— 6:=0

3{t—2)=0

t=0o0ft=2

x(0)=0en x(2) =40, dus de raaklijn is horizontaal als ¢ = 2.
Bij ¢ = 2 hoort het punt (5 In(5), 0).

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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b x(t)=0en y'(¢)=0als =0, zie opdracht a.
Bij = 0 hoort het punt (0, 4).

De bijzonderheid is dat in (0, 4) zowel x als y een extreme waarde heeft en
dat de richtingscoéfficiént van de raaklijn hier onbepaald is.

US a Uitx()=1(r—1)y2e—1volgt szl
Uit p(2) =5 (9 — 20)9 — 27 volgt < 43,

Voor % <1< 4% zijn er punten van de baan gedefinieerd.
by

0]

¢ x(f)=1Qr—Dligeeftx(0)=1@2r— - 2=20— 1
2O =19 - 20)15 geeft y() =1 (9 - 20):- ~2= 9 -2

()= (21— 1) + (0 - 21 =21 = 1+9 -2 =+8.

Hieruit volgt dat de snelheid constant is.
d W+W:

B- G-+ do-Go-205) =

Jo-Ter-1p+3o-TOo-2p=

V-1 +09-21 =
2t—1+9-2t=8
Dit klopt dus voor alle punten op de baan.

19.4 Versnelling

intro  De snelheid is het grootst in het laagste punt boven de aarde, het perigeum
en het kleinst in het hoogste punt boven de aarde, het apogeum.

24 a x'(1)=25
y()=15-10¢

w(£) = 252 + (15 — 1002

(1) = 625 + 225 — 3007 + 100>

¥(#) = V850 — 300 + 10072
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b Het projectiel komt op de grond als y(z) = 0.
30+ 15t -52=0

2-3t—-6=0
D=9—-4-1-—-6=33
3+1433 3433
= 2\{_:4,37...0ft= 2\[_=—1,37~-

Op t =4,37... is de snelheid

v(14+1433) = 4850 - 300+ (11 + 133) + 100+ (11 + 1 {33)? = 1450 = 38 mvs.

d 1
¢ L= + (—300 + 200¢) ofwel

di 24850 — 3007 + 10072
dv_ =150+ 100¢
di 850 — 3007 + 10022

d ~150 +100- 2
(=2 geeft — —" = ~ 1,96 m/s?

850 — 3002+ 100 - 22
~150 +100- 4

1=4 geeft = 7,07 m/s?

dt 850 — 300 - 4 + 100 - 42

\E)_

=2
25 a De snelheidsvector op 1 =3mis v = sml( ) =
cos(3) |\ 3

f‘f\ |
i

(2]
-

=
Il

—2sin(z)
( 2cos(?) )

De snelheidsvector op t = %n isy =

~2sin(37)| _ (—\ﬁ)_

2 cos(% n) 1
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De snelheid is v = \[4 sin(z) + 4 cos(f).

v= Va(sin X() + cos (1))

y=ATT=2

dv
De snelheid is constant, dus de baanversnelling e 0.

26 a y=xgeeftrP+4t=6+5t—1

22 —t—6=0
D=1-4-2--6=49

1+7 1—-7 1
b= ==l of b=y =g

t=2geeft x(2)=6+10—4=12endus A(12, 12).
t=—1%geeft x(—lé—)= 6 — 7%—— 2i—= —S%en dus B(—3%, —3%).

b x(f)=0geeft6+5/—i2=0ofwel 2—5/—6=0
(t=6)(t+1)=0
t=6ofr=-1
1(6) = 60 en y(—1) = =3, hieruit volgt dat / = —1 hoort bij het snijpunt met
de negatieve y-as.
x(H=5-2¢
y()=2t+4
y(=1) 2--1+4 2

De richtingscoéfficiént van de raaklijn is — ==
x(-1) -2--1+5 7

Hieruit volgt y = %x + b.
De raaklijn gaat door (0, —3).
Een vergelijking van de raaklijn is y = %—x —~ 8,

¢ v= (G- 207+ (2 +4)?

v=\/25—201+4t2+412+16t+16

V=82 — 4t + 41

d | d 81-2
e (16— 4) ofwel —
di 24872 - 4r+41

dr 8 —4r+41

dy
d De baansnelheid heeft een extreme waarde als d_: =0,dusals 8 —2=0.

Dit geeft r = %.

x(}z) = 713—6 en y(}l—) = 1%

De baansnelheid heeft een extreme waarde in het punt (7 13—6, 1 11—6)

27 a y=xgeeft—%t2 4 2= —%12+ 24
2=2¢
=1
x(1)= 15 dus 4 is het punt (11, 11).
b x()=-t+2
Yy =-t
De richtingscoéfficiént van de raaklijn in 4 is

YO _ -1 -1
(1) —1+2 1 ‘

Een lijn met richtingscoéfficiént —1 staat inderdaad loodrecht op de lijn
Y =X
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28 a

29 a

v= (=t + 2P+ (-
V=24t + 4+
=\22—41+4

&L w-gowa -2

dr 2\}21‘2 ~41+4 dt 22— 4r+4
Q¢ l=

t=1 geeft

dt 2 12-4-1+4 \f_

De baanversnelling in 4 is 0, en in dit geval is de snelheid in 4 minimaal.

y=xgeeftr+1=1r-2sin(r)
1 =—=2sin(?)
sin(z) = —3

t=lgn+k-2nof t=13n+k-2n

Op het interval [, lln] zijn de 0plossingent=—%7[, i:—%ﬂ ent= lén
y(—— )—l 6“ y(—- )=1—%neny(1%n)=l+l%n.

De snijpunten met m zijn P(l — %n, L— %n), Q(I —%n, 1 —%T{) en

R(1+1in 1+ 1n).
x(t)=1-2cos(z)

(=1

De raaklijn aan de baan is verticaal als x(f) =0 en y'(¢) # 0.
1—=2cos(t)=0

cos(t) =5

t=in+k-2nof t=—tn+k-2n

Op het interval [, 1~1“ 71| zijn de oplossingen ¢ = —%n ent= %n.
t= T[geeftB( r[+\[_,—§n+1)

t=§ngeeftA(§n— 3,§n+1)

v= (1 = 2cos(£)? + 12
dv _ 1
dr 241 - 2cos()? + 1

« 2(1 — 2cos(?)) « 2sin(7)

dv 1 1
= eeft—= *2:0+2-=543=0
e dr 2Jo+1 22
dv 1
1= —n geeft-—= -2-0-2-%\]5=0

di 240 +1

x'(¢t) = =5sin(7)
v'(¢) = 2cos(7)
P \l25 sin(¢) + 4 cos (1)

e \/4sin2(t) +4cos?(f) + 21sin (1)

v= \/4(sin 2(¢) + cos (1)) + 21sin*(¢)

v= 14+ 21sin (1)
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dv 1
b De baanversnelling is Lo

d 244+ 21sin ()

+ 42 sin(t)cos(7).

dy _ 2lsin(z)cos(7)

df 4+ 21sin%(r)
d
d;: =0 geeft 21sin(s)cos(s) = 0 (en y4 + 21sin?(r) # 0)
sin(7) = 0 of cos(r) =0
t=k-noft= ;—n * kv
Bij t = k » m horen de punten (5, 0) en (=5, 0).
Bijr= é—n + k+m horen de punten (0, 2) en (0, —2).

¢ Desnelheid v= \}4 + 21sin X(¢) is maximaal als sin () = 1.
sin(f) =1 of sin(¢) = —1

Hieruit volgt ¢ = é—n + k.

De snelheid is maximaal in de punten (0, 2) en (0, —2).

30 a y(r) =0 geeft 2sin(¢) = 0 dus sin(r) = 0.

t=k-m
Op het interval [—%n, 3%1{] zijn de oplossingen t =0 of t =nof r =2n of
t=3m.

Daarbij horen de punten (2, 0), (t—2,0), 2n + 2, 0)en (31 — 2, 0).
b x(r)=1— 2sin(z)

v'(t) = 2cos(1)

De raaklijn is verticaal als x’(r) = 0 en y'(¢) # 0.

1—2sin(r) =0
sin(z) =1
t=gn+k-2noft=2n+k-2n

Op het interval [~1 7, 337] zijn de oplossingen 7 = L5t of 7= 27 of
t=24n of t=22n.

De raaklijn is verticaal in de punten (tn++3, 1), (2 =43, 1),

(2n 443, 1) en (221 =43, 1).

c v= \j(l =) sin(t))2 +(2 COS(I))2

y= \[1 — 4sin(t) + 4sin(¢) + 4cos (1)
v=+1—4sin(z) + 4
v =15 —4sin(z)

d De snelheid is maximaal 5 + 4 = 3 als sin(z) = —1.
Hieruit volgt £ = 137 + k + 2r.
Op het interval [—%n, S%n] gaathetom ¢ = —%n, t=1 ;—n ent= 3%1‘[.

De punten waarin de snelheid maximaal is zijn (— %n, —2), (1:-12"1'[, —2) en

(3%1'[, —2).

De snelheid is minimaal \fﬁ =1 als sin(z) = 1.

Hieruit volgt ¢ = %n + k- 2m

Op het interval [—%T[, 3%T[] gaat hetom ¢ = %n ent= Z%T[.

De punten waarin de snelheid minimaal is zijn (%n, 2) en (2%11, 2).
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dv 1 dy  —2cos(?)

+ —4cos(r) ofwel

dt 25— 4sin(0) dt \5-4smn()

dv 'L %\j_ —\5_

1=z ﬂgeeft— =-
° \s-4-1 B

x(t)y=2t

() =2t-6

(2072 + (2t — 6)?

v= 422 + 42 — 241 + 36

= 82 — 24¢ + 36

d 1 d 8t — 12
e - (161 — 24) ofwel ==

dr 2482 — 241+ 36 dr g2 — 241+ 36
81— 12=0en Y8 —24:+36+0

()= (1 -9=2k-9=-43
A= (3 -6 -1k=2k-9= e}

Bij = 11 hoort het punt (-63, —63).

Onder het wortelteken staat een kwadratische functie waarvan de grafiek een
dalparabool is. Deze functie heeft dus een minimum. Daaruit volgt dat v ook
een minimum heeft. Dusop =1 %is de snelheid minimaal.

3
geeft x(1)=—=3

X=
\f VI
3 3
M=1-—Fgeeft y'(1)=1-—==-2
v 75 v 7
De baansnelheid van P op t = 1is v = {3% + (-2)? =413,

3
Als x — 0 dan wordt — heel groot, dus ook de baansnelheid
1

3\? 3

y= \/(—) + (I - —) wordt dan heel groot.
\t \

(1) =0 geeft t — 6\[? =0

=6\t

1* = 36t

t=0o0f =36

De baan snijdt de x-as op ¢ = 36.

(—ISr2 +36713)

1 T
t=36 geeft—-=-——--(——-+-):0
dr T, 72T
2\/2 +1-1
Hieruit volgt dat de snelheid minimaal is als de baan de x-as snijdt.
© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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x(t) =0 geeft a3 —1)=0
3P=1

r= ot 1=
Ty _ T,./1 T\ _ 1,1
() a8 (5-3) 20 o0k ()= = - (4=3) 0
Voor elke waarde van a # 0 geldt dat er geen -waarde is waarvoor zowel
x(t) = 0 als y(r) = 0. Hieruit volgt dat de baan niet door de oorsprong gaat.

Wr)=0als1=0o0f t=+3 of t=—3.

t = 0 geeft het punt 4(—a, 0).

Bijr= \E ent= —\E hoort het punt B(8a, 0).

De afstand van A tot de oorsprong is |a|, de afstand van B tot de oorsprong
is |8al. De verhouding van de afstandenis 1 : 8.

¥(£) = at® — 3at

yi()=3ar - 3a

¥(t) =0 geeft 3ar> —3a=0

3a(? - 1)=0

£=1=0

t?=1ofwelt=1o0f t=-1.

x(t) = 6at

De raaklijn is horizontaal als y () =0 en x'(1) 20, dus als =1 of t = —1.
t =1 geeft het punt (2a¢, —2«) dit punt ligt op de lijn y = —x.

t = —1 geeft het punt (2a, 2a) dit punt ligt op de lijn y = x.

x'(3) = 63
v (\3)=9a - 3a=6a

6 1
De richtingscoéfficiént van de raaklijn op ¢ = \E 18 < = %— \B

63 3

Uit tan(o) = % 3 volgt oo = 30°. Hieruit volgt dat de kromme de x-as snijdt
onder een hoek van 30°.

De richtingscoéfficiént van de raaklijn op t = —/3 is — % \5, dus de kromme

snijdt de x-as dan ook onder een hoek van 30°.
x'(t) =6t
y(=3-3

v= Y364 + (32 - 3)

V=362 4974 — 182+ 9

V=9t + 1822+ 9

v=y(32+3)?
y=32+3

dv

— =6t

dt
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19.5 Gemengde opdrachten

31 a =0

32 a

4-1=0

t=2o0ft=-2

x(2)=22-4-2=4—-8=—4
x(=2)=(-2—-4--2=4+8=12

De snijpunten met de x-as zijn (—4, 0) en (12, 0).
x()=0

£—4r=0

Ht—4)=0

t=0o0ft=4

w0)=4

yd)=4—-4=4-16=-12

De snijpunten met de y-as zijn (0, 4) en (0, —12).

x(t)=2t—-4
x(t)=0alst=2
yy=—2t

y(t)=0alst=0

De raaklijn is horizontaal als y(r) = 0 en x(¢) #0, dus als = 0.

Daarbij hoort het punt (0, 4).

De raaklijn is verticaal als x’(r) =0 en y’(¢) 20, dus als t = 2.
Daarbij hoort het punt (—4, 0).

De afstand d tussen P(1> — 41,4 — ?) en A(0, —4) is

d= (2 =41 + (4 — £+ 4)?
d=\(2— 41y + (8 — ?
d=\A—86 + 161+ 64 — 1682 + 1+

d=v2t* -85+ 64

d’'= N — (8% — 247°)
2424 -8 + 64
d’ =0 geeft 83— 242 =0
8(t—3)=0
t=0o0fr=3
In de plot zie je dat de afstand minimaal is als ¢ = 3.
Daarbij hoort het punt (-3, —5).
(=4t + 4 — 2P~ - 4+ 8@ — 1) =
(-4t +4P2 - 82 +32r+32-82=
1662 — 32t + 16 — 872 + 32t + 32 — 82 = 48

Dit geldt voor elke waarde van ¢, dus de codrdinaten van de punten van de

baan voldoen aan de vergelijking (x + y)* — 8x + 8y = 48.

Wt)=0geeft 7+ 61— =0

2-6tr—7=0
=7+ 1)=0
t=T7oft=-1

M=\ +4-7+15=y92
X1 = Y(-1P +4-—1+15=412

De snijpunten met de x-as zijn (\f9_2, 0) en (\fﬁ, 0).
© Noordhoff Uitgevers bv
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33 a

30

Bewegingsvergelijkingen

@ 1 DIRT NE Y S
x(t)=——— xX'(t) = ——
24P+ 41+ 15 N2 +4t+ 15
y(t)=6-2t
(G
De richtingscoéfficiént van de raaklijn is s ,E 7; = 2—2 =-24.
x(— .
6

Een vergelijking van de raaklijn is y = —24x + b.

t = —7 geeft het raakpunt (6, —84).

Dit substitueren geeft —84 = —24 - 6 + b ofwel b = 60.
Een vergelijking van de raaklijn is y = —24x + 60.
yi()=0enx’(#)#0 geeft 6 —2¢r=0dus t = 3.
x(3)=6en p(3)=16

De raaklijn is evenwijdig met de x-as in het punt (6, 16).
W)=12geeft 7+ 61— =12

P—6t+5=0
(t-5@1-1)=0
t=50ft=1

x(5) =60 en x(1) =120

De snijpunten zijn (@, 12)en (@, 12).

Is de raaklijn evenwijdig aan de y-as, dan geldt x’(¢) = 0 en y'(r) # 0.
x(t) = 5cos(1)

Y =2t

x'(¢) = 0 geeft 5cos(r) = 0 ofwel cos(r) = 0

.

b=

Op het interval [-n, 7] is de oplossing ¢ = — %n of t=

1 1 1
x(—iﬂ) =—5en y(—§ T[) =3

x(%n) =5en y(—%n) = }Tnz

In de punten (—5, %nz) en (5. % n°) is de raaklijn verticaal.

t = a geeft het punt B(5sin(a), a°)

{ = —a geeft x(—a) = 5sin(—a) = —5sin(a) en y(—a) = (—a)* = a*
Op de baan ligt het punt C(—5sin(a), a?).

Xc=—xgen y-= yyzdus Cis het spiegelbeeld van B in de y-as.
y(-n) 2 2n 2
x(-n) S5cos(-m) -5 5
ym  2n  2n 2

x(m) Scos(n) -5 57"

Deze richtingscoéfficiént is

Deze richtingscoéfficiént is

Of: de baan is symmetrisch in de y-as. Hieruit volgt dat bij aankomst de
richtingscoéfficiént gelijk is aan — '25'7[.
Bij O hoort t = 0.

7= V(0P + 0OF =P+ 07 =5
De baansnelheid in O is 5.

Een formule voor de snelheid is v = y25cos(z) + 4.

dv = 1 * (50 cos(z) * —sin(z) + 8¢)
dr - 2y25c0s(1) + 472

dv 1
t=0geeft —=——=-0=0.

dr 2425

De baanversnelling in O is 0.
Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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Onderzoeksopdrachten

34 a (1)=0geeftr-sin()=0
t=0of sin(z)=0
t=0oft=kn
De snijpunten zijn (0, 0), (-m, 0), (2r, 0), (=3n, 0), (4, 0) enz.
De opeenvolgende snijpunten met de positieve x-as zijn (0, 0), (27, 0), (47w, 0),
(67, 0) enz.
De opeenvolgende snijpunten met de negatieve x-as zijn (—m, 0), (—3n, 0),
(=5m, 0) enz.
De opeenvolgende snijpunten met de x-as liggen met vitzondering van
(—m, 0) en (0, 0) op afstand 2m van elkaar.
x(1) =0 geeft - cos(f) =0
t=0of cos(t)=0

t=00ft=%n+k-n

De snijpunten zijn (0, 0), (0, %T{), (0, —1%1[), (0, 2%71), (0, —3%11) enz.
Ook op de y-as liggen bijna alle opeenvolgende snijpunten op afstand 2n
van elkaar.

1
b Je krijgt roosterpunten op de x-as als je x en y vermenigvuldigt met =
b1

x(t) = ﬁ * cos(1)

¥(t) = 5= - sin(?)

¢ x'(¢t)=cos(t) + i+ —sin(s)
v(¢) = sin(t) + ¢ - cos(1)

Dit geeft {

v= \l(cos(t) — tsin(?))? + (sin(z) + zcos(1))?

v= \/cosz(r) — 2tsin(t)cos(t) + >sin*(¢) + sin*(¢) + 2tsin(¢)cos(t) + t>cos (1)

= \/cosz(r) + sin%(¢) + £2(sin(¢) + cos*(2))

dv 1 t
£ 1=
dr 241 +2 Y1+ 2
—. (%1% gos(h)

& OF= (e°=” . sin(r))

- [x1)) (0,1e%cos(7) — e*Vsin(z)
V — —
v 10,1e%sin(z) + e*'cos(z)
De hoek tussen OP en v is hetzelfde als de hoek o tussen (

(0,1 cos(t) — sin(r))

0,1sin(z) + cos(z)

cos(t)
sin(t)) en

cos(1)(0,1 cos(t) — sin(¢)) + sin(£)(0,1 sin(#) + cos(?))
cos(a) =
1+ (0,1 cos(z) — sin(z)) + (0,1 sin(z) + cos(r))?

0.1 cos*(t) — cos(t)sin(r) + 0,1 sin(¢) + sin(7)cos(z) _ 0,1
\/0,01 cos*(f) — 0,2 cos(?)sin(z) + sin*(¢) + 0,01 sin *(¢) + 0,2 sin(¢)cos(f) + cos () V1,01

cos(a) is constant dus ook « is constant.

cos(o) =
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19 Bewegingsvergelijkingen

f b bepaalt hoe ver de omwentelingen uit elkaar liggen.
b = 0 levert een cirkel op met straal 1.
b > 0 levert een spiraal naar buiten op.
b < 0 levert een spiraal naar binnen op met als limietpunt (0, 0).

Samenvatting

S1 a =0 geeft P(4,0)
t = =2 geeft P(2, —8)
t =4 geeft P(32, —8)
b Bij x(7) hoort een dalparabool.

x'(t) = 2t + 3 dus de x-co6rdinaat van de top is —1 %

x(—l%) = 1%, hieruit volgt dat x(7) 2 1% voor alle waarden van ¢ en dus ligt de
baan van P rechts van de y-as.

C y
T em— %
0 \
52 A: geen van beide C: lijn
B: cirkel D: geen van beide

S3 a De baan van P is een cirkel met middelpunt (7, —5) en straal 3.
Een vergelijking van de cirkel is (x — 7)>+ (y + 5> =9.
b Uitx=-3—¢volgtr=-3—x.
Substitutie in y = 2¢ + 4 geeft
y=2(-3-x)+4ofwel y=-2x—2.
Een vergelijking van de lijn is y = —2x — 2.

S4 t = a geeft het punt A(a® — 2a, a> + Va* +9).
t = —a geeft het punt B((—a)® — 2+ —a, (—a)* + \(—a)* + 9) ofwel

B(—d® + 2a. a® + \a® + 9) ofwel B(—(a® — 2a). a* + \a* + 9).
Xy=-—x,¢eny,=y,dus Bis het spiegelbeeld van A in de y-as en de baan is
daarom symmetrisch in de y-as.

S5 x(®O=£-2t-3
x(t)=0geeft 2 —-2t—-3=0
(t=3Nr+1)=0
t=3oft=-1
v(t)= -2t
y(t)=0geeftt=0
Er is een horizontale raaklijn als y’(#) = 0 en x(r) # 0, dus als r = 0.
Er is een verticale raaklijn als x(r) =0en y’ (1) #0, dus alsr =3 of r=—1.
Er is een horizontale raaklijn in (0, 9) en een verticale raaklijn in (=9, 0) en
(1,8).
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2

Sé x=1+ iofwelx’(i) =1+=

2t \

7 = _i L = _i

(=1 2\ﬁofwely(t) 1 \ﬁ
2 2
x(9)=1 +$: 1+2=32eny’9) =1 "5 1-2=
S7 a x'(t)=—4sin(?)

() = 3cos(r)
V] = V(=4sin(1))* + (3 cos(1))?
V] = V16sin(1) + 9cos (1)

1
3

¥l = V9sin?(¢) + 9cos (1) + Tsin (1)

V] = V9 + 7sin(z)

d L d 7 sin(t f
o= - 14sin(f)cos(r) ofwel — = sin(7)cos(?)

h —=— S Y
df 249 + 7sin () dr 9+ 7sin2()

1 1
_1 dv_7-3V2-3\2 33 7
t =g geeft —= =

dt or7-1 2l 2412!

Test jezelf

T1 a y()=0geeft6r—>=0
Ho—1=0
t=00fr=6
De snijpunten met de x-as zijn (0. 0) en (18, 0).
x(1)=0geeft 2—3r=0
Ht—3)=0
t=0o0ft=3
De snijpunten met de y-as zijn (0, 0) en (0, 9).
b x(0)=2¢t-3
y(t)=6-2t

t= =2 geeft v = Y(x(=2))> + (1(1))> = \(=7)2 + 10> = {149 = 12,2,
v= (2t = 3P+ (6 — 21)?

v=\/41‘2—12i+9+36—24t+4t2

y= \’81‘2— 367 + 45

dv_ 1 - (161 - 36) Ofwel_d_v: _ 8- 18
dr 24872 - 361 +45 dr g2 — 361 + 45
dv =34
t=-2geeft —=—==28
B ar T Va9
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T2

13

34

Bewegingsvergelijkingen

(t
De richtingscoétficiént van de raaklijn is i ,8 = 1,
X

6—~2f )
23
6—2t=2t-3
—4t=-9

_ i
=

Hierbij hoort het punt (—1 %, 8 %)
Een vergelijking van deze raaklijn is van de vorm y = x + h.

Invullen van x = —I}—éeny = S%geeft 8%: —1%+bdus b= 10%.

Een vergelijking van deze raaklijn is y = x + 10%.

x =1t>—3ten y= 6t — {* substitueren geeft

(F=31+61—12)2=18(2—31) + %6: — 12)

9¢% = 181> — 541 + 541 — 97

972 = 942

Dit klopt voor elke waarde van ¢, dus de punten van de baan voldoen aan de
gegeven vergelijking.

. (XY (4 3
Een vectorvoorstelling is = + A .
¥ 6 =2
2
A

Een vergelijking van de lijn is van de vorm 2x + 3y = c.
(4, 6) invullen geeft 2x + 3y = 26.

Een normaalvector van de lijn is

Uit x =4 + 3sin(¢) volgt 3sin(?) = x — 4 ofwel sin(z) = %x = g.

Dit substitueren in y = 6 — 2sin(z) geeft v =6 — 2(%x = %)

y=6- %x + %

%x +y= 8%—

2x+3y=26

Hieruit volgt dat de baan van Q een deel van de baan van P is. Voor
x =4+ 3sin(7) geldt 1 £ x <7, daarom is het een deel van de baan.
Voor de eindpunten geldt x =1 als sin(¢) = —1 en x =7 als sin(¢r) = 1.
Hieruit volgen de punten (1, 8) en (7, 4).

Bijr= % 7 hoort het punt (%, —%) en bij = 1%1‘[ hoort (—%, %)
De lengte van de korte as in de tekening is 12+ 12 =+2.
Bij z=%nhoort (%\E, %\5) en bijt= I%n hoort (—% 3, —% 3).

De lengte van de lange as in de tekening is \}(\5)2 +(\3)2=+6.
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b x(t) =cos(r)
y(t)= cos(t — %T[)

e \/cosz(r) + cosz(t = %n)
dv 1

dr - 2\{cosz(t) + cosz(t - %n)

E (2005(1‘) + —sin(f) + 2005(1 = %n) 5 = sin(f = %n))

dy  —cos(t)sin(r) — cos(¢ — $n)sin(¢ — 1n)
qe Veos(#) + cosX(t — %n)
1 1_1 1
d ——\]5. LS -
t=%ﬂgeeft—v: 2 2 2 2.1

o«

1,1 1,_1
t=1%n e:t‘.f":éi:_f._E 3-I-E._E\E:O
3TEE T, 1

c t=%ngeeftv:\}i%@i2+i%\[§i2=\g-
t=%ngeeftv:\}i—%i2+i%i2=\g
1= 1%ngeeftv=\{(—%\B)z+(—%\[§)2= \g
t=1%ﬂgeeftv:W=\g

d Voor de snijpunten met de x-as geldt y(7) = 0 dus sin(t = %n) =0.

N -
t—3n=kn

t= ';“TE + ket
De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de baan is

A1 1 1
v (31’[) _ COS(gﬂ—iﬂ) _ 1 .
1y 1 T
A collr) L
Uit tan(or) = 2 volgt oo = 63,434 ...
De hoek waaronder de ellips de x-as snijdt is ongeveer 63°.

T4 a y

- N W A u

—2-10/2345578"
-4
i

-3
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T5 a

T6 a

36

Bewegingsvergelijkingen

t = 0 geeft het punt (1, 0).

t = 1 geeft het punt (0, —2).

De richtingscoéfficiént is 2, dus een vergelijking van de lijn is y = 2x — 2.
Substitutie van x(¢) = (¢ — 1)> en y(r) = 21> — 4¢ geeft

28—t =20t—1¥~-2

20—-4t=2(2-2t+1)-2

20— 4t=2r —41r+2-2

Dit klopt voor alle waarden van ¢ dus de punten van de baan voldoen aan de
vergelijking y = 2x — 2.

xX(H=2(-1)=2t-2

yi()=4t—4

De snelheid is 0 als x’(£) = 0en y(£) =0, dus als r = 1.

Wt)=0geeft In(+4t+5)=0

P+4r+5=1
r+4t+4=0
(t+2)(+2)=0
==z

Het gemeenschappelijke punt met de x-as is (0, 0).

x(t)=0geeft #—5t—14=0

(t=NDE+2)=0

t=T7oft=-2

De gemeenschappelijke punten met de y-as zijn (0, In(82)) en (0, 0).

2t+4

x(=2t-5eny()= 2+4r+5

——— (2t + 4) ofwel y(r) =
P44t +5 ( ) ofwel (1)
Er is een verticale raaklijn als x(#) =0en y'(£) 20, dus als ¢ = 2%.

Er is een horizontale raaklijn als y’(1) =0 en x'(¢) # 0, dus als 1 = 2.

In (—20 '}l’ ln(21 i)) is de raaklijn verticaal en in (0, 0) horizontaal.
x(=3)=-1leny (-3)=3-2=-1

De baansnelheid v = (= 11) + (=1)> = y122.

Uit x = 12— 3¢ volgt 3r = 12— x ofwel 1 =4 — 1 .
Substitutiein y =7+ 4r geeft y=7 + 4(4 = %x) ofwel y=23— %x.

Hieruit volgt $ x + y = 23 ofwel 4x + 3y = 69.

De baan van punt Q is een cirkel met middelpunt (12, ¢) en straal 13.

Een vergelijking van de cirkel is (x — 12)> + (y — ¢)*> = 169.

(0, 0) ligt op de cirkel, dit substitueren geeft

0-12)+(0-c)=169

144 + (—¢)* = 169

2=25

c=5o0fc=-5

Vergelijkingen van de twee mogelijke cirkels zijn (x — 12)° + (y — 5)> = 169 en
(x—12)2 + (y + 5)2 = 169.
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T7 a 2 +6t+21 = V42 + 41+ 16
P+6r+21=42+4t+ 16
3-2t-5=0
D=4-4-3--5=64

_2-8

of ¢ = —1 beide voldoen

De snijpunten zijn (@, @) en (4, 4).

1 t+3
b x/(f)= ———+ (21 + 6) ofwel x'(f) = ———
242+ 6t + 21 \/t2+6r+21
1 4t + 2

V() = ——=" (8¢ + 4) ofwel y(t) = ——
N4 + 4t + 16 VA2 + 41 + 16

Er is een horizontale raaklijn als y’(£) =0 en x'(¢) 20, dus als ¢ = —%.

Er is een verticale raaklijn als x'(1) = 0en p(1) %0, dus als t = —3.

In (VIS l, \[E) is de raaklijn horizontaal en in (\fﬁ, \/%) verticaal.

c \[4r2+4t+16:2\{12+6t+21
42 + 4t + 16 =4(2 + 61 + 21)
A2+ 4+ 16 =42 + 24t + 84

—201 = 68
— _68 _ 2
t__iﬁ__3§
2 _1
d x(-1)=—==3
D=TE"?
; =2
PE= =g
" _i
De richtingscoéfficiént is Ll = =—==-1
x(=D %

Extra oefening

13

E1 a Uitx=13-4rvolgtdr=13 - xofwel r=4 - 1.

1

4
%3 - ix) ofwel y = lSi — lzx.

Substitutie in y = —1 + 5¢ geeft y = -1 + 5(
x+y=15}
Sx+4y=61

b De baan van Q is een cirkel met middelpunt (=5, 3) en straal 7.
Een vergelijking is (x + 5)> + (y — 3)> = 49.

E2 x(H) =42 -124
x(t)=0geeft 47 — 122 =0
4(t—3)=0
t=0o0ft=3
(@O =32+6t—-9
y(t)=0geeft 37+ 6t —9=0

2+2t—3=0
(t+3)t—1)=0
t==3o0lt=1
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E3

E4 a

E5 a

Eé a

38

Bewegingsvergelijkingen

Er zijn toppen als x(#) =0en y'(£)#0, dus als =0 en als t = 3.

Er zijn ook toppen als (1) =0en x'(#) #0, dus alst = —3enals s = 1.

De toppen zijn (3, 0), (=24, 27), (192, 27) en (0, —5).

i = a geeft het punt A(% at—=2a2 -1, + Sa).
t = —a geeft het punt B(% (—a)*—2(—a)’ -1, (-a)* + 5(—a)) ofwel
B(% @t~ 20— 1,—a® — 5a) ofwel B(% @t—200— 1, —~( + Sa))

xg=xy en y,=—v, dus Bis het spiegelbeeld van A4 in de x-as.

Wry=3geeft # -2 +3=3

£=2r=0
(t—2)=0
i=0oft=2

x(0)=0dus r =0 hoort bij P.
x'(t) = 3>+ 61 — 9 geeft x(0) =—-9
y(t) =382 — 4t geeft ¥ (0) =0

De baansnelheid in dit punt is v = y(=9)*> + 0> = 9.
x(2)=15

y(2)=4

De baansnelheid in dit punt is v = {15% + 47 = 241.
x(t)=-2t+3

y(@®=2t-2

V] = V(=2¢ + 37 + (2t — 2)?

V= V42— 120+ 9+ 42— 8¢+ 4

V] = 82— 20z + 13

d 1 d 87— 10
Lo + (162 — 20) ofwel —= ———o
dr 2482 - 207+ 13 d 82 =201+ 13

dv 6
t=2geeft-—v=-—=—g-\]§

dr 45

d
d—::0geeft8t— 10 = 0 ofwel t=%
De minimale baansnelheid is v = \[8 : (%)2 -20- % +13= \g = %\E

Wt)=0 geeft >+ 5t +24=0

rP=5r-24=0
(t=8)(r+3)=0
i=8of t=-3

De snijpunten met de x-as zijn (8, 0) en (13%, 0).
x(t) = 0 geeft %tz -3t=0

1(t-6)=0
t=0o0ft=6
De snijpunten met de y-as zijn (0, 24) en (0, 18).
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E7 a

x()=t-3
x(t)=0geeftt=3
y(t)==2t+5

y(t) =0 geeftr= 2%

Er is een horizontale raaklijn als (1) =0 en x(r) #0, dus als r = 2%.
Er is een verticale raaklijn als x'(#) = 0 en y(1) # 0, dus als = 3.
De raaklijn is horizontaal in het punt (—4%, 30:1"& en verticaal in (—4%, 30).

y= \/(f = et (- 52

v:\/t2—61+9+4r2—201+25

V=52 =261 + 34
t = 1 geeft als de baansnelheid v =+/5 — 26 + 34 = 13
dv 1 dv _ 3f—13

== - (107 — 26) ofwel — = ———
dt 2452 - 261+ 34 dt 52 —261+34
8

d ]
t = 1 geeft als de baanversnelling d_: = ﬁ = —% 13.

o . . vt
De richtingscoéfficiént van de raaklijn is —3 dus % =-3,
X
=2+ 5
=-3
t—3
=2t+5=-3t+9
t=4

De richtingscoéfficiént van de raaklijn is —3 in het punt (-4, 28).

W(1)=0 geeft 2/ =2t =0

21t —=1)=0

t=0ofr=1

De snijpunten met de x-as zijn (0, 0) en (—6, 0).
x(t)=0geeft =32 —4r=0

HE=3t—-4)=0

it—4HE+1)=0

t=0oft=4oft=-1

De snijpunten met de y-as zijn (0, 0), (0, 24) en (0, 4).
x(t)=3>—6r—4

yi(t)y=4t-2

v(t) =0 geeft r = % en x’(%) #0

De raaklijn is evenwijdig met de x-as als t = %
Daarbij hoort het punt (—2%, —%)

() =12 geeft 222 — 2t =12

22-2t-12=0

£ —t—6=0

(t=3Nr+2)=0

t=3o0ft=-2

x(3)=x(-2)=-12

Y3 _10 _
x'3) 5

Y2 _-10_ 1

X(-2) 20 2
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De richtingscoétficiénten van de raaklijnen in (—12, 12) zijn 2 en — %

2- —% = —1 dus hieruit volgt dat de raaklijnen loodrecht op elkaar staan.

I/

@ 1
X 2

46-2 1
32-6t—4 2
3 —-6t—4=8t—4
32— 14t=0

(3t —14) =

0
t=00f t="4 =42

De grafiek van y = 2 — 6¢ + 10 is een dalparabool.

> —6t+10=0 geeft D=36—4-1-10= —4 dus deze dalparabool heeft
geen snijpunten met de horizontale as.

Voor elk waarde van ¢ geldt dan dat #* — 67 + 10 positief is.

x(t) = \#> — 61 + 10 heeft dus voor elke waarde van ¢ een uitkomst.

>+ 61t + 10 = 0 geeft D = —4 dus ook > + 61 + 10 is voor elke waarde van
t positief.

Hieruit volgt dat x(¢) en y(¢) voor elke waarde van ¢ bestaan.

t
2 —6¢+ 10

1
¥ () = ——————=" (2t — 6) ofwel x (1) =
252 —66+10

x(t)=0geeft1=3

- (2t + 6) ofwel y(¢) =

1 t+3
()= —F/— —
2\’:2 + 67+ 10 2+ 6+ 10
v(t)=0 geeft r = -3

De raaklijn is horizontaal als y’(r) = 0 en x(z) # 0, dus als z = —3.
De raaklijn is verticaal als x(¢) = 0 en p'(r) 20, dus als ¢ = 3.

In (\/ﬁ, 1) is de raaklijn horizontaal en in (1, «jﬁ) verticaal.

{ = a geeft het punt A(\la2 —6a + 10, \{az + 6a + 10)

t = —a geeft het punt B(\l(—a)2 —6-—6a+ 10, \{(—czz)2 + 6+ —a+ 10) ofwel

B(\ja2 +6a + 10, \(az — 6a + 10)
xg=yp4enyy=x,dus Bis het spiegelbeeld van 4 in de lijn y = x.
v = x geeft

V2 =60+ 10=2+ 61+ 10
rF—=61+10=£+61+10

-12r=0

t = 0 geeft het punt (\]E, \fﬁ).

De baan snijdt de lijn y =xop t = 0.
x(0)y= e §

10) = ——
\{meny(O)—\{E

De richtingscoéfficiént van de raaklijn op =0 is

o) _
x(0)

1#=] =]
Hieruit volgt dat de raaklijn loodrecht staat op de lijn y = x.

Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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20 Goniometrische formules

Voorkennis

V1 a f(x)=sin(7n+ x) = sin(n + x) = —sin(x)

o

glx)= COS(%T[ = x) = cos(x - %T[) = sin(x)

h(x)= sin(x + 3%7[) = sin(x = %n) = —cos(x)

(2]

d Ak(x)=cos(—x — 23m) = cos(—x — m) = cos(x + m ) = —cos(x)

cos(%n + x) = sin(%n +x+ %n) = sin(x + %n)

V2

o

sin(x = 2%1{) = sin(x + 1%7[) = cos(x + i%n - %n)
ofwel cos(x + I%n)

_sin(—%n + 2x) = sin(—Zx + %n) = cos(—Zx + %n - %n) = cos(—2x - %n)

[a]

ofwel cos(—2x + 1%7[)

V3 a cos(2x)=%
2x=lntk-2n of 2x=-ln+k-2n
x=%n+k°ﬂ 0fx=—%n+k-n
b sin(x—%n)=—%
x—‘l—tn=—%n+k-2ﬂ ofx—‘l—ln=1%r[+k°2n
x=gn+k-2n of x=13n+k-2n

tan(%x) = —\B

1._2 .
2x—3ﬂ+k m

n

x=1%~n+k°2n

j= 9

25in(3x—%n)= -1
sin(3x—%n)=—%

3x—én=—én+k-2n 0f3x—én=lén+k-2n
3x=0+k*2n 0f3x=1%ﬂ+k-27[

x=0+k'%nofx=gn+k'%n

V& a cos(n— x)=cos(2x)
n—x=2x+k-2nofn—x=-2x+k-2n
—3x=-n+k-2n of x=—n+k-2n
x=%ﬁ+k°%n0fx=r[+k°2ﬁ

o

sin(2x) =sin(%n—x)

2x=%ﬂ—x+k'2ﬂ 0f2x=n—(%ﬂ—x)+k-2ﬂ
3x=3n+k-2n of x=1tn+k-2n
x=%n+k-%n0fx=%n+k-2n

-1 .2
dusx—4n+k I
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¢ cos(4x) =cos(3(%n+x))
ax=3(3n+x)+k-2n of dx==3(ln+x)+k-2n
dx=13n+3x+k+2n of dx=—13n—3x+k*2n

x=1n+k-2n of Tx=-1in+k-2n

=3

x=1%n+k~2‘r[ of x= 17

n+k-%n

=1 2
dusx—14rr+k 5T

d tan(4x)= tan(2x + %n)
4x=2x+%n+k°ﬂ
2x = %n +k-m
x= %T[ + k- %n

VB a f(x)=cos(x?)
f(x) = —sin(x?) « 2x
f(x) =—2xsin(x?)
b g(x)=2cos*(x)

g’(x) =2+ 3cos*(x) * —sin(x)
2’(x) = —6sin(x) - cos?(x)

¢ k()= Sl;ix)
.+ _ Cos(x)* 2x —sin(x) - 2
A= (2x)?
h) = 2xcos(>2);2 2sin(x)
W) = xcos(xz)x—2 sin(x)
d A(x)=+1 +sin(4x)
) = 4cos(4x)
)= T+ st
2cos(4x)

) = T + sin(4x)

e m(x) = In(sin(x))

, . cos(x)
IR = ey
_ sin(2x)
b A= s

, . 2c0s(2x)(1 + cos(x)) — sin(2x) * —sin(x)
n(x)= (1 + cos(x))?

_ 2c08(2x) + 2cos(2x) -+ cos(x)) + sin(2x) - sin(x)
- (1 + cos(x))?

n’(x)
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Vé a

y
2
1k /f_\
0
W 30 40 50 60~0_80 90

-1
-2

b Voor de nulpunten geldt f(x) = 0.

cos(\];)=0
\/;=%n+k-n

xX= (%T{ +k- T[)2
De oplossingen op [0, 9n%] zijn x = (%n)z = %nz, x= (l%n)2 = 2%7{2 en
x= (2%11)2 = 6%7{2.

¢ De extreme waarden zijn cos(\f;) =len cos(\[;) =-1.
Er is een maximum als yx = 0 + & - 2, dus x = 0 of x = 472,
Er is een minimum als \E =n +k-*2n, dus x = n?
De extreme waarden van fzijn:
Randmaximum f(0) = 1, minimum f(n®) = -1,
maximum f(4n°) = 1 en randminimum f(9n%) = —1.

en x = 92,

20.1 Somformules

intro  Stel M is het midden van zijde CP, dan is AA4PM een rechthoekige driechoek

en ZMAP=1 ZCAP=o.

BC?+12=42,dus BC?=15en BC=415.
CP2=32+ ({152 =24, dus CP =424 en CM=%@=\]€.
AM? + (1J6)> = 42, dus AM?*= 10 en AM =+10.

. _CM _AM
sin(or) = qc ¢ 6 en cos(o) _E_Zm
Deze constructie kan alleen worden gebruikt als 0° < 20, < 180°, dus als
0° <o <90°.

a A(cos(%n), sin(%n)) ofwel A(—%, %\E)
(cos(%n), sin(%n)) ofwel B(% \2, %\ﬁ)
%«15)
x
L HE R

1-1

o

en@:(

RE;

Er geldt cos(l—sjn) =

¢ A(cos(c), sin(a)) en B(cos(P), sin(B))

— _ [cos(ar) —  [cos(B)
o« o7 =[ ) 97 =)

sin(at)
cos(at) - cos(B) + sin() - sin([3)
1]

cos(oo—PB) =

= cos(o) * cos(P) + sin(cx) * sin(PB)
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sin(or — B) = cos(or — (ﬁ + %’T))

sin(o — B) = cos(oc)cos(B + %n) + sin(oc)sin(]B + %n)
sin(ot — ) = cos(ox) - —sin(f) + sin(or)cos(B)

sin(o — B) = sin(o)cos(B) — cos(o)sin(P)

Als sin(r) = % daniscos’(r)=1 - (w) ég enomdat 0< ¢ <3 3 miscos(f) =3

Als sin(u) = % dan is cos?(u) =1 — ( 5) ggg en omdat —7[ <u<mis
cos(u) = —%.
sin(z + u) = s1n(t) cos(u) + cos(z) * sin(u)

24

sin(r+u): —+— 5=

. _ 44

sin(t + u) = E + ﬁ i

cos(t — u) = cos(t) * cos(u) + sin(z) * sin(u)
_4,_ 24,3 1

cos(t—u)=z*—5+5"3s

N9 2 _ 75 _ 3
cos(f —u) =155 + 135 = ~135 = 75

sin(2¢) = sin(¢ + ) = sin(¢)cos() + cos(t)sin(¢)
dus sin(2¢) = 2sin(#)cos(z)

cos(2t) = cos(t + 1) = cos(f)cos(r) — sin(f)sin(¢)
dus cos(21) = cos (1) — sin (1)

sin’(7) + cos*(7) = 1 dus sin*(¢) = 1 — cos*(?).

Vervang sin?(¢) in de formule cos(2¢) = cos?() — sin?(¢r) door 1 — cos?(¥).
cos(21) = cos’(t) — (1 — cos*(£)) = cos(t) — 1 + cos™(¢)

dus cos(2¢) = 2cos*(r) — 1.

sin?(¢) + cos(¢) = 1 dus cos(r) = 1 — sin?(s).

Vervang cos*(f) in de formule cos(2¢) = cos’(f) — sin*(¢) door 1 — sin?(¢).
cos(2r) = 1 — sin?(z) — sin’(z)

dus cos(2t) = 1 — 2sin%(1).

cos ‘1-1 )= I = 2s1n2(%
2sin*{gm) = 1 = cos(3n)
2 sinz(%n) - %
sellr) =110

sin(%ﬂ) = V% g \E want sin(%n) is positief.
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b cos(2f) =2cos¥(1) - 1

sin(z +u)  sin(7)cos(u) + cos(#)sin(u)
cos(t +u)  cos(f)cos(u) — sin(7)sin(u)
De teller en de noemer delen door cos(#)cos(u) geeft

7 a tan(t+u)=

sin(f)cos(x)  cos(t)sin(u)

cos(f)cos(u)  cos(t)cos(u)

tan(rm= cos(zr)cos(u) B sin(¢)sin(u)
cos(t)cos(u) cos(t)cos(u)
sin(¢)  sin(u)
nlEE 5= cos(?)  cos(u) tan(?) + tan(u)

~sin(y) - sin(u) dus tan(z + u) =

cos(?) cos(u)

1 — tan(z)tan(u)

b Vervang u door —u in de formule van opdracht a en gebruik dat
tan(—u) = —tan(u).

Dit geeft:

_ tan(?) + tan(-u)
tan(z — u) = 1 — tan(f)tan(—u)
tan(t — u) = 1D L)

1 + tan(#)tan(u)
¢ tan(2¢) = tan(¢ + 7) en met de formule van opdracht a geeft dat

tan(7) + tan(r)  2tan(?)
1 - tan(f)tan(z) 1 - tan(r)

tan(2t) = tan(z + 1) =

8 a cos(2x)=1-2sin%(x)
2sin’(x) =1 — cos(2x)
sin’(x) =1 = L cos(2x)

b Een primitieve van f(x) = % - %cos(Zx) is F(x) = % X - i sin(2x).

De oppervlakte van G is gelijk aan
n
Off(x)dx = B‘ X % sin(2x)]; = %n -0-(0-0)= %ﬁ_

¢ cos(2x) =2cos*(x)— 1
2cos*(x) = cos(2x) + 1
cos?(x) = % cos(2x) + %
Een primitieve van g(x) = % cos(2x) + % 18 G(x) = ;11- sin(2x) + %x.

1

1
?Cosz(x) dx = T(% cos(2x) + %—) Ao [% sin(2x) + %x]gﬂ
0 0

1

2t

[cos(x)dx=7-0+3-3n—(0+0)=jn
0

© Noordhoff Uitgevers bv
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f(x) = 6sin(x)cos(x)

f(x) =3 2sin(x)cos(x) = 3 - sin(2x)
f(x)=3-sin(2x)

F(x) = —15 cos(2x)

g(x)= % cos(3x)
glx) = % ( cos(6x) + %)
glx) = % cos(6x) + l

G(x) = 24 sin(6x) + 4x

h(x) = 3sin’(4x) — 3 cos*(4x)
h(x) = —3(cos*(4x) — sin’(4x))
h(x)=-3 cos(8x)

H(x)=—3 sm(Sx)

k(x)=3 sm2(4x) + 3cos?(4x)
k(x) = 3(sin%(4x) + cosi(4x))
k(x)=3-1=3

K(x)=3x

4,

J(cos2(2x) - sin2(2x))dx =
—gn

ix e
_%icos(4x) dv=[} sm(4x)]_én

1 1 _1
gt1-3°-1=3

3
4Jdlfsm( x) cos(é )dx=

bid

ol

jnz sin(x)dx = [—ZCos(x)E: =

47

PN, NN, I
Jsmz( )dx—

T[

- Lo a= [f - daine)] -
2"_1'5( 0-0)= 2“__

sin(t + u) = sin(¢) * cos(u) + cos(z) - sin(u)

sin(z — u) = sin(?) * cos(u) — cos(z) * sin(u)

Dit beide invullen in sin(f + ) + sin(z — u) geeft

sin(t + u) + sin(¢ — u) = sin(z) * cos(u) + cos(?) * sin(u) + sin(z) - cos(u) — cos(t) * sin(u)
sin(z + u) + sin(f — u) = 2sin(z) * cos(u)

S:tei t=3xenu=x, dan1 geldt

7{' T __ b
] 2sin(3x)cos(x)dx = ] (sin(3x + x) + sin(3x — x)dx =
0 0

jn(sin(tix) +sin(2x)dx=|—3 cos(4x) 3 cos(2x)]0 =
R a arah

(+d- (4913
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09 a Fx)= —cos(x) en G(x) = sin(x)

b H(x)=y cos(4x)

¢ Eén van de verdubbelingsformules is sin(2x) = 2 sin(x)cos(x) dus
sin(6x) = 2 sin(3x)cos(3x).
Daarom is k(x) = sin(3x)cos(3x) gelijk aan lc(x) =3 sin(6x)

d Een primitieve van k(x) =3 sm(6x) 18 K(x)=-7 cos(6x)

e Eén van de verdubbelingstformules is cos(2x) = cosz(x) — sin?(x) dus
cos(6x) = cos?(3x) — sin’(3x).
m(x) = 4cos?(3x) — 4sin%(3x)
m(x) = 4(cos?(3x) — sin*(3x))
m(x) = 4cos(6x)

f Een primitieve van m(x) = 4cos(6x) is M(x)=¢ sm(6x) 3 s1n(6x)

U1 a sinh(x+y)=1(*"—e™)
sinh (x) cosh (y) + cosh (x) sinh (y) =
%(e" —e™)- % (e+e )+ 2 S g % (e —e?)=
411 SEE e L lexy— ie""”’—l -x- y+4eX+y iex—y+%e—X+y—%e-x—y:

1

l ex+y = 5 ewxwy —

2
% (ex+y - e—x—y)
dus sinh (x + y) = sinh (x) cosh (y) + cosh (x) sinh (v)

b cosh(x+y)= % (Xt +e*7¥)
cosh (x) cosh (y) + sinh (x) sinh (y) =
% (ex+e™)- L (e +e)+ 1 s(ef—e™)- % (e —e?)=

1 1

Zex‘ty_|_ 1

_ T VT
exy+4exy 4exy exy+4

x=y s FR Vi
e +1 7€ +i5 a e

%ex+y+le‘x Wi

5 ol R
dus cosh (x + y) = cosh (x) cosh (¥) + sinh (x) sinh (y)
¢ fx)=1(e*+e™), dus f(x)=1e - % e™ = sinh (x)
g(x) =3 (e¥ —e™), dus g'(x) =3 e* + 3 ™ = cosh (x)
d Een primitieve van f(x) = 5 (e*+e™)is Ax)= % e¥ — % e =sinh (x)

Een primitieve van g(x) = % (e*—e™)is G(x) = é e +1 5 €7 = cosh (x)

20.2 Vergelijkingen

intro  Van de eerste kolom zijn de eerste en laatste exact op te lossen.
Van de tweede kolom zijn ze allemaal exact op te lossen.

12 Voor de snijpunten geldt f(x) = g(x).
cos(‘]—lx) =cos % = v

X =

(x=1n)+k-2n of fx=-L(x—Ln)+k-2n

= =
i\)l'—‘

x——n+k 2n of4x %x+gn+k'2n

I\)I»—-

Xi=

—ix=—gn+k-2n ofzx=gn+k-2n
x=§n—k'8n ofx=%n+k'%n
g N _2 _2 _ A8
De oplossingen op [—4n, 4n] zijn x = =257, X =57, X = jmwen x = 257
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13  Voor de snijpunten geldt f(x) = g(x).
sin(2x) = sin(3x - én)
2x=3x—%n+k°2ﬁ of 2x=m —(3x—%n)+k-2n
—x=—gn+k-2n of Sx=1lgn+k-2n
x=%n—k°2ﬁ ofx=%n+k-%ﬂ
De oplossingen op [0, 2n] zijn
x=%n,x=;—0n,x=%n,x= l%n,x= I;—gnenx= 1%1‘(.
14 a \3sin(x) = cos(x)
sin(x 1
cos((x)) - E - % \B
tan(x) = % \B

x= %n +k-n
b sin(3x) = —cos(3x)
sin(3x)
cos(3x) a
tan(3x) = —1
3x= %n +k-mn

=1 s
x—4ﬂ+k 3T

c ZSin(x = %n) = —2cos(x = %T[)

sm(x - %n) o
cos(x = %n) -
tan(x = ";‘T[ =-1

15 a Dat kan niet omdat 2x en 3x verschillend zijn.
b Omdat sin(x) = cos(x - %TE) geldt ook sin(2x) = cos(2x - %T[)
sin(2x) = cos(3x)
cos(2x —~ %n) = cos(3x)

2x—%n=3x+k-2nof2x—%ﬂ=—3x+k-2n
—x=%n+k-2nof5x=%n+k-2n

__1__ . -1 .2
X k 2n0fx—10n+k 5T

16 a sin(%n - x) = cos(2x)
COS(%TE — 25— %T[) = cos(2x)
cos(—}—ln - x) = cos(2x)
—%n—x=2x+k-2nof—}—1n—x=—2x+k-2n
—3x=¢1¢ﬂ+k°2n0fx:4l11+k°2n

—_1__,.2 1 .
X=-—pmn k 3n0fx—4ﬂ;+k 2n
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b cos(x+m)=- sin(2x - %T[)

sin(x +n + —é—n) = sin(—2x + %n)
sin(x + 1%11) = sin(—2x + %T{)

x+ = -2x+in+k-2nof v+ n=n—(-2v+in)+k-2n
3x=-n +k-2nof —x=-n+k+2n
x=—%n+k-%ﬂ0fx=n—k'2ﬂ
¢ 3 —2cos*(x) =—5cos(x)
2cos*(x) — 5cos(x)—3=0
Stel cos(x) = p, dit geeft
202 - 5p—3=0
5-449
1 = =giol p= 2 =3
cos(x) = —% of cos(x) = 3 (geen oplossingen)

p:

x=—%n+k'2nofx=%n+k'2n

d 2sin%(x) + Scos(x) =4
2(1 = cos*(x)) + 5cos(x) =4
2 —2cos*(x)) + 5cos(x)—4=0
2cosH(x) — 5cos(x)+2=0
Stel cos(x) = p, dit geeft
2p2=5p+2=0
5-49 5449
T = 7 of pP= 4
cos(x) = % of cos(x) = 2 (geen oplossingen)

p: :2

x=—%n+k'2ﬂ 0fx=%n+k'2n

17 a 2sin(x)°cos(x)=—%
sin(2x) = -3
2x=—tn+k+2n of x=1¢n+k+2n

o A . =L .
x= 12T[+k T 0fx—12n+k b

b cos’(x) — sin’(x) = sin(x)
cos(2x) = sin(x)

cos(2x) =cos(x = %n)
2x=x—%ﬂ+k-2ﬂ 0f2x=—x+%ﬂ+k-2ﬂ
x=—%n+k'2n 0f3x=%n+k'2n
x=—%n+k-2n ofx=én+k-%n

¢ cos(2x)—2cos(x)+1=0
2cosX(x)—1—2cos(x)+1=0
2cos?(x) —2cos(x) =0
cos?(x) — cos(x) =0

cos(x)(cos(x)—1)=0

cos(x)=0of cos(x)=1

x=intk-nof x=0+k-2n
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d 2cos’(2x) = cos(2x) + 1
2cosH(2x) —cos(2x)—1=0
Stel cos(2x) = p, dit geeft

2pt—p—1=0

cos(2x) = 1 of cos(2x) = —3
2x=0+k+2m of 2x=3n+k-2n of 2x=—3n+k-2n

x=0+k-m ofx=%n+k°n ofx=—%n+k-2rt

18 a 25in(2x - %T[) =1

sin(2x = %n) = %
2x—tn=la+k-2n of 2x—in=2n+k-2n
2x=1in+ke2n of 2x=1in+k:2n
x=}Tn+k-n ofx=%n:+k'n
De oplossingen op [0, 2n] zijn
x=%n,x=%n,x= linenx= l%n.

b Zie de grafiek, de oplossing van f(x)>1is
in<x<%nof 1%n<x< 117—211.

¢ Eerst de vergelijking 2sin(2x — %n) = —2 oplossen.
sin(2x - %n) = —% 2
2x—%ﬂ=—in+k°2n of2x—";;ﬂ= 1211'7'{+k°27{
2x=tm+ke2n of 2x =15+ k- 2n
x=ﬁn+k-ﬂ 0fx=il,%n+k'rc
De oplossingen op [0, 2] zijn
x=§11n,x=%%n,x= lilznenx= l%grc.
Zie de grafiek, de oplossing van f(x) < — \E is

1 19 1 19
OstﬁﬂofﬁnstlﬂﬂoflﬁﬂSxSZm

19 a ¥
1,5

uAGRANES
S AmA FimA

-1.5

b f(x)=sin*(x) — cos?(x)
f(x) = =(cos*(x) = sin*(x))
f(x) = —cos(2x)
Flx) = — » —2sin(2x) = 2sin(2x)
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20 a

Als de richtingscoéfficiént van de raaklijn \E is,danis f(x)= \ﬁ
2sin(2x) =3

sin(2x) =343

2x=%n+k°2n 0f2x=%n+k°27{

x=%ﬂi+k'ﬂ 0fx=%n+k-n

De punten op het interval [0, 2] zijn

b=

(%T[, —;) (;T{, 2) (1 I, —%) en (1%“1‘[, )
De grafiek snijdt de x-as als —cos(2x) = 0.
o= %T{ +k-mn

! 1
X =y + k- 5T
Op het interval [0, 27] zijn de nulpunten x = in, x= %n:, xX= %n en x = %n.
Op grond van symmetrie geldt dat de gevraagde oppervlakte gelijk is aan

—4- Tf(r) dx.

T —cos(2x)dx = [ 2s1n(2‘c)]0 = —Esm(; ) -0=-

b=

De gevraagde oppervlakte is —4 - — 5 =2

Eerst oplossen 2 cos?(x) — 2sin(x) =5
2(1 - sin?(x)) — 2sin(x) =1

2 — 2sin®(x) — 2sin(x) =3 =0
~2sin?(x) — 2sin(x) + 13 =0

Stel sin(x) = p, dit geeft

—2p* =20+ 11 =0

2- r 14416,
p:__4 —

p= -3
sin(x) = 5 of sin(x) = —1% (geen oplossingen)
x=%ﬂ0fx=%ﬂofx=2%ﬂ0fx=2%ﬂ

Zie de grafiek: de oplossing van 2 cos*(x) — 2sin(x) 2 % 18

0st%nof%nSxSZ%ﬂ0f2%ﬂ£x$3ﬂ.

2in 2in
J (e =3)de = | (2c08%(x) - 25in(x) - §)d
on L
2cosX(x) = cos(2x) + 1 dus

2in 25

[ (2c08%) = 2sin(x) = Ddx = [ (cos(2x) + 1 = 2sin(x) - 1) dx
6 R
Een primitieve is %sin(Zx) + x + 2cos(x) — %x.

25

[% sin(2x) + lx + 2‘::0s(x)]z5 =

(2 7B+ Ign+2: 2() (~ —3\3 + g+ 2 _2\{_) 233 +5m.

Op soortgelijke manier is aan te tonen dat

T(f(x) )dx— f(f(‘c) )dx=1l\[_+i—
Detotaieopperviaktels] \[_+12n 2425 \[_+ n+14\[_+_n 8o
5\F+6n 4,
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¢ f(x)=2cos*(x) — 2sin(x)
f(x) = 4cos(x) « —sin(x) — 2cos(x)
f(x) = —4cos(x) - sin(x) — 2cos(x)
f(x)=—2cos(x) - (2sin(x) + 1)
Voor de toppen geldt f(x) = 0 dus cos(x) = 0 of sin(x) = —%
De oplossingen op [0, 3] zijn
x=%ﬁ0fx= I%T[Ofx:Z%nofx: léﬁofx= I%n.

De toppen zijn (%TE, —2), (1 %n, 2%), (1 %n, 2), (l %n, 2%) en (2%1{, —2).
d Het bereik is [-2, 23 ].
016 a Instap 1is gebruik gemaakt van sin(x + ) = —sin(x).
b De formule sin(x) = cos(x — %n)
c cos(2x - %n) = cos(x + %n - %n)
cos(2x - %n) = cos(x + }T“)
d 2x—in=x+in+k-2n of 2x—in=—x—in+k-2n
x=%n+k-2n of 3x=11—2n'+k-2n
x={%n+k-2n 0fx=§1gn+k-%n
e Cos(x - én) = —cos(x + %T[)
cos(x = %n) = cos(x + I%n)
x—%n=x+ 1%n+k'2n ofx—%n=—x— I%n+k-2n

—%n =1 %T[ + k + 2n (geen oplossingen) of 2x = —l%n +k+2n
J=r= %n +hkn
f cos’(x)+ 3sin(x) =3
1 — sin%(x) + 3sin(x) =3
sin’(x) — 3sin(x) +2=10
(sin(x) — 2)(sin(x) — 1) =0
sin(x) = 2 (geen oplossingen) of sin(x) =1
xX= %1‘[ +k+2n

g sin(2x+%):cos(3x+%n)
cos(2x+‘1¢n—%ﬂ)=cos(3x+%ﬂ)
2x-tn=3v+in+k-onof 2x—In=-3x-ln+k-2n
—x=%n+k-2ﬂof5x:—in+k-2ﬂ

x==3n—k-2nof x=-Ln+k-In
h 6sin?(x) — Scos(x) =2

6(1 — cos?(x)) — Scos(x) =2

6 — 6cos(x) — Scos(x) =2

—6c0s*(x) — 5cos(x) +4=0

Stel cos(x) = p, dit geeft

—6p2—5p+4=0
s, _5-4T20
P T PTT T

cos(x)=-—1 ;—; (geen oplossingen) of cos(x) =%

x=%ﬂ'{+k'2ﬁ ofx:—%n+k°2ﬁ
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U2 a

De verdubbelingsformule 2 sin(x)cos(x) = sin(2x)
sin(2x) = 343

2x=tntk-2n of 2x=2n+k-2n
x=%n+k-n 0fx=%n+k-n

Na het invullen van 1 — 2sin?(x) komt alleen sin(x) voor in de vergelijking.

cos(2x) = Ssin(x) — 2

1 — 2sin?(x) = 5sin(x) — 2
—2sin*(x) — 5sin(x) +3=0
Stel sin(x) = p, dit geeft

-2p*=5p+3=0
5++/49 5-449

sin(x) = —3 (geen oplossingen) of sin(x) = %

x=%n+k'2n Ofx=%n+k'2n

sin(2x) = tan(x)
sin(x)

2sin(x)cos(x) = r—

2sin(x)cos*(x) — sin(x) =0
sin(x) * (2cos’(x) —1)=0
sin(x) =0 of 2cos’(x) =1

sin(x) = 0 of cos?(x) = %

sin(x) = 0 of cos(x) = % 2 of cos(x) = 542

De oplossingen op (—%n, %’TE) Zimx=0,x= —%n enx = %TE.

De snijpunten zijn (0, 0), (—}Tn, —1) en (zl;rt, 1).

Op het interval <—%T[, %ﬂ) is cos(x) > 0, dus G(x) = —In (cos(x))

G'(x)=- - —sin(x) = tan(x)
cos(x)

dus G is een primitieve van g.

T(sin(zx — tan(x))dx = [~ L cos(2x) = —In (cos(x))]in =
0

o+1n(18)- (-4 0) =i (142)+}

sin’(x) cos*(x) _

2 +1-1=
ta )] = cos’(x) cos(x)

b ~1 = sin’(x) +cos’(x) 1

cos?(x) "~ cosX(x) -

Een primitieve van h(x) = tan?(x) is H(x) = tan(x) — x.

1 1
De inhoud is gelijk aan n | sin*(2x)dx — 7 | tan®(x)dx.
0 0

cos(4x) = 1 — 2sin(2x) dus sin(2x) = 5 — 5 cos(4x)
L i

n ‘]' sin?(2x)dx=mn [%x = % Sin(4x)]g = %TEZ
1

 Jranidy =n [tany) -} =1~

De inhoud is %T{z -
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20.3 Goniometrische functies onderzoeken

infro  Met de rekenmachine vind je een maximum 1,41 voor x = 0,785 dus
vermoedelijk is het maximum \E bijx= %n.
De periode is 2t en de evenwichtstand is y = 0.
Daaruit volgt ¢ = \E, b=1,¢c= %n end=0.
flx)= \E sin(x - %TE) is te schrijven als

F(x) =2(sin(x) - 142 + cos(x) - 142).
Omdat \E . % \E =1 volgt hieruit dat f{x) = sin(x) + cos(x).

21 a Voor de nulpunten geldt cos*(x) — sin*(x) = 0.
cos*(x) = sin*(x)
sin(x) = cos(x) of sin(x) = —cos(x)
tan(x) =1 of tan(x)=—1
De oplossingen op [0, 2r] zijn x = in, xX= %n, x= lin en x = I%n.
b Voor de toppen geldt f(x) = 0.
£(x) = 4cos’(x) * —sin(x) — 4sin’(x) * cos(x)
f(x) = —4cos(x)sin(x)(cos?(x) + sin*(x))
f(x) = —4cos(x)sin(x)
—4cos(x) * sin(x) =0
cos(x) =0 of sin(x) =0
x=0+k- %T[
De toppen op [0, 27 zijn (0, 1), (37, =1), (x, 1), (137, =1) en 2, 1)

¢ a=1,deperiodeisn dusb=?ﬂ=2,c=03nd=0.
De functie is g(x) = cos(2x).
d /(x)=cos*x)—sin*(x)=0
f(x) = (cos*(x) — sin?(x))(cos?(x) + sin’(x))
£(x) = (cosH(x) — sin*(x)) * 1
f(x) =cos(2x)

22 a

WAL
VWV N

Ja, de grafieken vallen samen.

b cos(3x) =cos(2x + x)
= cos(2x)cos(x) — sin(2x)sin(x)

¢ cos(3x) = (2cos*(x) — 1))cos(x) — 2sin(x)cos(x)sin(x)
= 2cos¥(x) — cos(x) — 2sin?(x)cos(x)
= 2c0s3(x) — cos(x) — 2(1 — cos*(x))cos(x)
= 2cos?(x) — cos(x) — 2cos(x) + 2cos’(x)
= 4cos’(x) — 3cos(x)

54 Hoofdstuk 20 Goniometrische formules © Noordhoff Uitgevers bv



23 a f(x)=1+cos(x) + cos(x)
f'(x) = —sin(x) + 2cos(x) * —sin(x)
Voor de toppen geldt f(x) = 0 dus
—sin(x) + 2cos(x) * —sin(x) =0
—sin(x) * (2cos(x) + 1) =0
sin(x) =0 of cos(x) = —%

x=0+k'n Ofx:%ﬂ+k°2ﬂi0fx:—%ﬂ+k°2ﬂ
De toppen op het interval [0, 2] zijn

0,3), (3. 3). (r. 1), (137, 3) en 2m, 3).

b p(x)=(1+ cos(x)+ cos?(x))(1 — cos(x))
p(x) =1 —cos(x) + cos(x) — cos*(x) + cos’(x) — cos’(x)
p(x)=1—cos’(x)
¢ —1<cos(x)<1dusook —1<cosd(x)<1.
Daaruit volgt 0 < 1 — cos’(x) < 2.
De grafiek van p ligt dus geheel boven de x-as, behalve in het punt waarvoor
cos(x) = 1 en daarom raakt de grafiek de x-as.

24 a sin’(x) + sin(x) = sin*(x) + cos(x)
sin(x) = cos(x)
tan(x) =1
x= }Tn +hk-m
De snijpunten op het interval [—m, 3r] zijn (— %n, % = %\ﬁ), (in, % + % \E),

(14} -1 B)en (2m. 3+ 113).
b Als de grafiek van f'de x-as raakt, dan moeten er toppen op de x-as zijn.
f(x) = sin’(x) + sin(x)
f'(x) = 2sin(x)cos(x) + cos(x)
f(x) = cos(x)(2sin(x) + 1)
f(x) =0 als cos(x) = 0 of sin(x) = —3

x=%n+k°ﬂ 0fx=—%ﬁ+k-2n 0fx=1%n+k-2n
Als f-1x)=1-1=0en f{1in)=1-1=0,

dus de grafiek van fraakt de x-as bij x = —%n en bij x = 1%11.
¢ Voor symmetrie in de y-as moet gelden g(—a) = g(a) voor elke waarde van a.
g(—a) = sin’(—a) + cos(—a)
g(—a) = (sin(—a))* + cos(—a)
g(—a) = (—sin(a))* + cos(a)
g(=a) = = (sin(a))* + cos(a) = g(a)
Dus de grafiek van g is symmetrisch in de y-as.
d Verschuiving é—ﬂ naar rechts, daarna spiegelen in de x-as en tenslotte een
verschuiving van 1 omhoog.
g(x)= —(sinz(x - %n) + sin(x & %n)) +1
e sin(x — %T[) = —cos(x) substitueren in
glx)= —(sinz(x - %n) + sin(x - %n)) + 1 geeft

2(x) = —((—cos(x))*+ —cos(x)) + 1
2(x) =1 — cos’(x) + cos(x)
g(x) = sin’(x) + cos(x)
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25 a Stel v(x) = sin’(x) — sin*(x)
v/(x) = 3sin*(x)cos(x) — 4sin’(x)cos(x)
v/(x) = sin’(x)cos(x)(3 — 4sin(x))
v’(x) = 0 als sin(x) = 0 of cos(x) =0 of sin(x) = %.
Op het interval [0, ] zijn er twee waarden x waarvoor sin(x) = % en voor die
waarden is het verschil maximaal.
b g'(x)=4sin’(x)cos(x)
27(x) = 12sin’(x)cos(x) * cos(x) + 4sin’(x) « —sin(x)
27(x) = 4sin?(x)(3 cos?(x) — sin?(x))
g”(x) = 4sin’(x)(3 — 3sin*(x) — sin?(x))
g"(x) = 4sin*(x)(3 — 4sin*(x))
sin(x) = 0 of sin%(x) =3
sin(x) = 0 of sin(x) =143 of sin(x) = =143
De oplossingen op het interval [0, ] zijn x =0, x = %n en x = %n.
Uit de grafiek blijkt dat de buigpunten (%n, 19—6) en (%n, %) Zijn.
¢ F(x)=acos’(x) + bcos(x)
F’(x) = 3acos’(x) * —sin(x) — bsin(x)
F’(x) = =3 acos’(x) - sin(x) — hsin(x)
F'(x) = =3a(1 — sin*(x)) * sin(x) — b sin(x)
F'(x) = —3asin(x) + 3asin3(x) — bsin(x)
F’(x) = 3asin®(x) + (—3a — h)sin(x) en f(x)=sin’(x)
dus3a=1en —3a — b =0 ofwel
a=%en—3'%—b=0dusb=—1

d jsirﬁ(x) de= [% cos’(x)—1- cos(x))]g =
(% « cos(m) — cos(n)) - (% »cos(0) — COS(O)) =
-1}
26 a Voor de nulpunten geldt f(x) =0, dus

% +cos(x)=0

1

cos(x) = —3

De oplossingen op het interval [-2m, 2n] zijn x = —l%n, x=- %n, x= %n en

Xi= I%TE

: 1 .
—sm(x)(l + cos(x)) - (5 + cos(x)) + —sin(x)

b f(x)=

F1x) (1 + cos(x))?

1 .
, —5 sin(x)
f)=

(1 + cos(x))?
f(x)=0alsx=0+k-"m
De extreme waarden op het interval [-2mr, 2] zijn een randmaximum

f(—2n)= %, maximum f(0) = % en randmaximum f(2m ) = %.

¢ Verticale asymptoten als 1 + cos(x) =0 en % + cos(x) #0.
cos(x)=-1
Op het interval [-2n, 2n] zijn de verticale asymptoten x =—m en x = 1.
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d

27 a

022 a

b
c
d

N
In het punt (—2‘.5 n. 0)is f'(—%n) = (2—12)26 =3

2

tan(o) = \E geeft een hoek van 60°.
In het punt (%n, 0) is tan(o) = —\5 dus de hoek is daar —60°.

f(x) =+/6sin(x) bestaat als sin(x) = 0.
Op het interval [0, 47 is het domein [0, n] W [2m, 37].

y65sin(x) = —2cos(x)

6sin(x) = 4cos(x)

6sin(x) = 4 — 4sin?(x)

2sin?(x) + 3sin(x) —2=0

Stel sin(x) = p, dat geeft

2p*+3p—2=0

P+1ip—1=0

(p=2Jw+2=0

p= % of p=-2

sin(x) = % of sin(x) = —2 (geen oplossingen)

x=-é—n+k'2n ofx=%n+k'2ﬂ

Op het interval [0, 47] zijn dat x = én, xX= %7[, xX= 2%7{ enx = 2%11.

Echter alleen x = %n en x = 2%7: voldoen (want bij de andere oplossingen is

—2cos(x) = —3).

De snijpunten zijn (%n, \B) en (2% T, \E )

, 6cos(x) 3cos(x)

fx)= —— ==
246sin(x)  y6sin(x)

- 11
)= 2R T a0
G5 \B

-1 % + 1 #—1, dus de grafieken van fen g snijden elkaar niet loodrecht.

en g'(x) = 2sin(x)

Ja, de grafieken vallen samen.

De somformule voor de sinus is toegepast.
f(x) = 2sin(x)cos(x) * cos(x) + (... ) * sin(x)
Gebruik cos(2x) = 1 — 2sin’(x)

f(x) = 2sin(x) - cos*(x) + (1 — 2sin?(x)) * sin(x)
f(x) = 2sin(x) * cos?(x) + sin(x) — 2sin’(x)
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e Gebruik nu cos’(x) =1 — sin’(x)

f f(x)=2sin(x)(1 — sin*(x)) + sin(x) — 2sin*(x)
f(x) = 2sin(x) — 2sin3(x) + sin(x) — 2sin3(x)
f(x) = 3sin(x) — 4sin’(x)
dus f(x) en g(x) zijn hetzelfde.

U3 a g(x)= sin(x + %n) - cos(x + %T[)
b Er moet aangetoond worden dat g(—a) = —g(a) ofwel g(—a) + g(a) =0
sin(—a + %n) + cos(—a + %n) + sin(a + %n) + cos(a + %n) =0
Er geldt: sin(a ) = —cos(a = llﬂ:) en cos(a ) = sin(a = 1%7[).

—cos( a+4r:—1 n)+sm( a+4n—1 n)+s1n(a+ )+cos(a+%n)=0

—cos(—(a + %n)) + sin(—(a + %n)) + sin(a + %n) + cos(a + %n)) =0
—cos(a + %n) + —sin(a + %n) + sin(a + %n) + cos(a + %n) =0, klopt.
Hieruit volgt dat de grafiek van g puntsymmetrisch is in de oorsprong.

¢ Door verschuiven blijft de grafiek symmetrisch en het beeld van (%n, 0) na
de verschuiving is (0, 0).

d f(x)=sin(x) + cos(x)
£ =—\2(sin(x) - — 142 + cos(x) - ~142)

£ = —\2sin(x) - cos(3n) - cos(x) - sin())
J(x)=—2- Sin(x = %n)

e De grafiek van een functie 4(x) = @ - sin(x) is puntsymmetrisch in de
oorsprong.
De grafiek van f'is 4TE naar rechts verschoven, dus deze grafiek is
puntsymmetrisch in het punt ( o, 0)

20.4 Parametervoorstellingen

intro  Met zo klein mogelijke positieve getallen voor a en b:
A:a=3enb=1
B:ia=1lenh=2
C:a=3enbh=4
Dia=lenbh=3
E:a=lenbh=4
Fia=3enbh=2

28 a —l1z<x(f<slen—-1<y(r)<1
2
b De periode van x is li =6.
gﬂ:
. . 2n
De periode van y is 57— = 3.
ET[
¢ De gemeenschappelijke periode is 6.
Na 6 seconden heeft P de baan één keer doorlopen.
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29 a

30 a

n _
T

. . 2n
8 en de periode van y is 7—=6.
Zﬂ: ET[

De periode van x is

De periode van de beweging is het kleinste gemeenschappelijke veelvoud van
8 en 6 en dat is 24.
Als de raaklijn evenwijdig is aan de y-as, dan geldt x'(r) =0 en y'(¢) # 0.

x(t) = —%ﬂsin(%m) =0

%m‘ =0+k*n
t =0+ k-4 (voor deze waarden is y'(¢) # 0)

De punten zijn (3, 0), (—3,3), (3. 43), (=3, 0), (3, —3) en (-3, 3).

De periode van zowel x(z) als y(z) is 2r, dus de periode van de beweging
is 2m.

x'(t) = 2cos(r) + 2cos(21)

x'(t) = 0 als cos(2t) = —cos(r)

cos(2t)=cos(r+ 1)

Ad=t+n +k2nof 2t=—t—n +k+2n

t=n +k+2n of 3t=—-n +k-2n

t=n +k-2n of t=—3n+k-3n

De oplossingen op [0, 2n] zijn ¢ = %n, t=ment=1 %T[.

De bijbehorende waarden van x zijn I%\E, Oen—1 % \B, dus
-113<x<1443.

v'(¢) = 2sin(z) + 2sin(2t)

¥ () =0als 2sin(¢) + 2sin(2) =0

sin(2¢) = —sin(?)

sin(2¢) = sin(nt + 1)

2t=n+t+k-2nof 2t=n—(n+0)+k-2n

t=n+k-2nof 3t=0+k-2n

t=ﬂ+k'27[0ft=0+k°%‘r[

De oplossingen op [0, 2n] zijn £ =0, ¢ = %n, t=mt= 1%‘1‘[ en ¢t =2m.

De bijbehorende waarden van y zijn —3, 1%, 1, 1%, en—3,dus —3<y< I%.
A is het snijpunt met de positieve y-as, dus x(z) = 0.
2sin(#) + sin(26) =0
2sin(z) + 2sin(z) - cos(?) = 0
sin(z) * (1 + cos(2)) =0
sin(z) = 0 of cos(z) = —1
t=0+knoft=n+k-2n
t =n levert het punt 4(0, 1) op.
x(my=0en y(m) =0dus v=10>+ 0>=0.
De codrdinaten van B zijn (2. 1).
1
v _ 2

o) 2

De richtingscoéfficiént van deze raaklijn is
De vergelijking is van de vorm y = —x + b.

De codrdinaten van B zijn (2, 1) invullen geeft | = -2+ b dus h = 3.
De vergelijking van de raaklijn in Bis y = —x + 3.
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31 a t=0invullen geeft A(1, 1) en = invullen geeft D(1, —1).
b Voor de snijpunten met de x-as geldt y(7) = 0.
cos(3r) =0
3t= %1‘( +hkem

_1 L1
t= el + k 37
De oplossingen op [0, 7] zijn t = %T[ of t= %n of r= %TE.

De snijpunten met de x-as zijn B(%, 0) en C(—1,0) (en nogmaals B(%, 0))
Voor de snijpunten met de y-as geldt x(z) = 0.

cos(26)=0

2t= %1‘( +hkem

t=in+k-in

De oplossingen op [0, nt] zijn ¢ = %T[ of t= %T[.

De snijpunten met de y-as zijn (0, — % \E) en (0, % \E)
¢ x'(¢r) = —2sin(2¢) en y(r) = —3sin(31)
Voor een raaklijn evenwijdig aan de x-as geldt y’(¢#) =0 en x(r) 0.
—sin(37) =0
3t=0+k-n
t=0+k- %"T[
De oplossingen op [0, n] zijn t =0 of ¢ = %TE of t= %n of t=m.
Voort=0en =n geldt x(¢) = 0 dus deze voldoen niet.

De raaklijn is evenwijdig aan de x-as in de punten (—%, —1) en (—%, l).
Voor een raaklijn evenwijdig aan de y-as geldt x(¢) =0 en y() # 0.
—2sin(2¢) =0

sin(27) =0

2t=0+k*n

t=0+k-1in
De oplossingen op [0, n] zijn t =0 of ¢ = %ﬂ of t=m.
Voor t=0en t=n geldt y'(r) = 0 dus deze voldoen niet.
De raaklijn is evenwijdig aan de y-as in het punt C(—1, 0).
d ¢=a geeft P(cos(2a), cos(3a)).
t=mn — a geeft Q(cos(2(nt — a)), cos(3(n — a)))
Xg = cos(2(n — a)) = cos(2n — 2a) = cos(2a — 2n ) = cos(2a)
Vo = cos(3(n — a)) = cos(3n — 3a) = cos(3a — 3 ) = cos(3a + 1) = —cos(3a)
Xp=Xgen yp=—yo, dus de baan is symmetrisch in de x-as.

e Voor de baansnelheid geldt v = \/(x’(t))2 + (y(1))*> dus

v = \4sin%(27) + 9sin’(37)

B(%,0) dan ¢ =1rof 1=2n.
v(n)=4-3+9=412=2y3 en ook v(in) = 243.
C(-1,0)dan r =3

v(%n)=\[m=\[§=3

De baansnelheid in B is groter dan de baansnelheid in C.
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32 a

33 a

34 a

\

\

De grafiek loopt van (0, 3) naar (2, —1).

Een vergelijking is y = —2x + 3.

t)=1-—2cos(2¢)

1W(£)=1-2(2cos(x) — 1)

1(#)=1-4cos¥(x)+2

¥(£) = —4cos* (1) + 3

1) =—-2(2cos¥(1)) + 3

Woy==-2+-x(1)+3

dus de punten voldoen aan de vergelijking y = —2x + 3.
Voor 0 £ x <2 valt de baan van P samen met de lijn.

\/

4sin’(¢) - cos* (1) = 0

sin(f) = 0 of cos(z) =0

t=0+k-in

Deze waarden van ¢ leveren het punt (2, 0) op.

x(7) =2+ % sin(27) dus § sin(27) = x(2) = 2
sin(21) = 2x(¢) — 4
(1) = 4sin*(¢) - cos*(f) = (2sin(t)cos(1))> = (sin(21))?
dus 1(¢) = (2x(1) — 4))* ofwel y = 4x? — 16x + 16.
1

x(t)=2+ % sin(2¢) en aangezien —1 <sin(2¢) < 1 geldt 15 <2 + L]

2
Het domein is [1 "1~, 2%]

Voor de y-as geldt x(¢) = 0 dus 5cos(r) = 0 ofwel cos(?) = 0.

= 1 .
t—2n+k T

x(t) = =5sin(f) en y(¢) = 10003(21 - %n)

Alsr=1§ndanisx’(%n)=—5'1=—5eny'(%ﬂ)=10-%=5.

De baansnelheid is v = {(=5)? + 52 =50 = 52.

© Noordhoff Uitgevers bv
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x(1) = 2% dus Scos(r) = 2% ofwel cos(1) =5
t=3n+k-2n of t=—3n+k-2n

t= %n geeft het punt A(2%, 0) ent= 1%7{ geeft het punt B(Z%, 2%\6)
Vi) 0 4
) 2IE B

(1 Tr) -5 2 5

x'(lgrc) 2= \l_ \r_ d

De helling in A is twee keer zo groot als de helling in B.

De helling in 4 is = —% 3 en de helling in B is

y=3—%x2

3sin(2t) =3 - % (3cos(t + §n)
3sin(20) = 3= 2+ 9(cos( + 1n)°
3sin(20) =3 — 6(cos(z + 3n )’
sin(20) =1 = 2(cos(z +1m)

sin(27) =1 - 2cos*( + 1n)
cos(21) = 2cos3(f) — 1 ofwel 1 — 2cos3(¢) = cos(2:)

sin(2¢) = —cos (2(1‘ + %ﬂ))

sin(2¢) = —cos(2t + %n)

cos(t + 1) = —cos(?) dus
sin(2¢) = cos(Zt + %n +n
ofwel sin(27) = cos(2t +1 %n)
cos(t) = sin(t + %n) dus
sin(27) = sin(2¢ + 137 + 1n)
sin(2¢) = sin(2z + 21 )

dus sin(2¢) = sin(2¢)

—~3& 3cos(t + %T{) < 3, dus voor —3 < x £ 3 valt de parabool samen met de
baan van P.
A(sin(1))? + 4(sin(r — 1n)" - dsin(r) - sin(r — Ln) =

4(sin(1))? + 4(sin(0) - £ = cos(x) - 13)" = 4sin(r) - (sin(1) - 1 = cos(x) - 143) =
4sin’(r) + 4(% sin’(z) — %\ﬁsin(t)cos(t) + %cosz(t)) — 2sinX(¢) + 24/ 3sin(¢)cos(?) =
4sin(1) + sin(¢) — 243 sin(£)cos(r) + 3cos(£) — 2sin’(r) + 23 sin(£)cos(r) =
4sin(f) + sin*(¢) + 3 cos*(1) — 2sin’(¢) =

3(sin’(7) + cosX(7))=3:1=3

Bereken de snijpunten met de lijn y = x

4x? =3, dus x? =%

De snijpunten zijn (l \3, %\F) B (_l\ﬁ’ _% 3)
De lengte van de lange as is W \[_

Bereken de smjpunten met de lijn y = —x
12x2=3,dus x2 =7

De snijpunten zijn (%, —%) en (—%, %)

De lengte van de korte as is {12 + 12 =12
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¢ De oppervlakte van de ellipsis 7t —% 6+ % 2= }Tmfl_ = %mﬁ
De oppervlakte van de eenheidscirkel is t+ 12 = .

%\ﬁ < 1, dus de oppervlakte van de ellips is kleiner dan de oppervlakte van
de cirkel.

20.5 Gemengde opdrachten

35 a —1<cos(f)<len—1<sin(r)<1

—1<cos’(r)<len—1<sin’(r)<1

—4 <4cos’(f) <4 en —4 < sin’(1) < 4 dus

—4<x<den—-4<y<4

De periode van x en van y zijn beide 2nt dus legt P de baan één keer af in 2n

o

seconden.
dcos’(t) = 4sin’(r)
sin(f) = cos(r)
tan(r) =1
t=in+ken
De snijpunten op het interval [0, 27| zijn A(\ﬁ, \ﬁ) en B(—\/—Z_, —\E).
d x¢)=—12cos¥1)sin(¢) en y(r) = 12sin(r)cos(s)
/1 1,1
Als ¢ = b dan geldt = (‘l‘n) - - 21\5 e )
) -1203302 32
Een vergelijking van de raaklijn is y = —x + b.
Invullen van (2, \2) geeft \2 = —\2 + b dus b = 242.
Een vergelijking van de raaklijnis y = —x + Z\E.

V(1) = V() + ()7 =
v(f) = \/(—12 cos?(t)sin(1)) + (12 sin’(#)cos(1))* =
V144 cos*()sin’(r) + 144 sin*(r)cosX(1) =

(2]

V144 sin(f)cos(f) - \sinX(r) + cos(r) =
6+ [2sin(f)cos(?)|+ 1 = 6 - |sin(21)|

f De maximale waarde van v is 6, als sin(2¢) = 1.
2t=%rc+k~2n, dus i=%n+k~n.
Alst= %n bevindt P zich in A.

36 a 2+ cos(x)—cos(x)=2

cos(x)(1 —cos(x))=0

cos(x) =0 of cos(x)=1

op het interval [0, 2n]: x = %n of x= l%n of x=0of x=2n
f(x) =2+ cos(x) — cos?(x)

f(x) = —sin(x) + 2sin(x)cos(x)

f(x)=0als sin(x)* (=1 + 2cos(x)) =0

sin(x) = 0 of cos(x) =%

o

x=00fx=%nofx=n of x= l%nofx=2n
randminimum £(0) = 2, maximum f (%n) = 2%,

minimum f(7) = 0, maximum f( 1 %TE) = 2%, randminimum f(2n) =2
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37 a

38 a

64
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n

J(2 + cos(x) — cos?(x))dx = J(Z +cos(x)—5—5 cos(2x)) =
0
[l x +sin(x) — sm(2x)]0
(l§ﬂ+0—0)—0: IET[
Als a = 2 dan geldt y(z) = 4sin*(¢) — 2sin(?).
Op de x-as geldt dat y(¢) = 0, dus
4sin3(r) — 2sin(1) = 0
2sin(#)(2 sin*(¢) — 1) 0

sin(z) = 0 of sin’(¢) =
sin(z) = 0 of sin(7) = 2 2 of sin(7) = —5+2

t=00of t=inof t=3nof r=n 0ft=11ﬂ;0ft=1%ﬁoft=2n

De bijbehorende punten zijn
(2,0). (2, 0), (—2. 0). (=2, 0), (2, 0), (42, 0) en (2, 0).
dy _ 12sin’(1)cos(t) — 2 cos(r)

dx ~2 sin(t)
1 1
dy _12:3:3V2_
_1 dy 250N
Als t = g geldt ix \l— ~2

“"—'N:-—-

1
_12:5542 2
9.1l 5 \E
De raaklijnen maken elk een hoek o met de x-as waarvoor tan(o,) = 2.
0=634349 ...°
De hoek tussen de raaklijn is 180 — 200 = 53°.
4sin3(r) — asin(1) =0
4sin(1)(sin(r) — a) = 0
sin(r) = 0 of sin(r) = VL a of sin(r) = —\L a
sin(f) = 0 geeft t = 0 of ¢ = 1, de punten op de x-as zijn (2, 0) en (-2, 0).

dy
Alst= 147{ geldt

De vergelijkingen sin(¢) = \(;I en sin(¢) = —\{_a moeten oplossingen hebben,

dat is het geval als 0 g1 gas<lotwel 0<a<4.
a = 0 voldoet niet, Want dan vallen er oplossingen samen.

a = 4 voldoet niet, want dan krijgje t = %n ent= lén en die geven beide het
punt (0, 0).

Het antwoord is 0 < a < 4.

6cos(x) +2cos}(x)— 1 — 2% =0

2cos3(x) + 6cos(x) — 3% =0
Stel cos(x) = p, dat geeft

2pP+6p—35=0

—6+\F Lo _—6—\{@__31
——=lefp= s

F= 7l

cos(x) = % of cos(x) = —3% (geen oplossingen)
xX= ‘;‘T[ of x= 1%7[
De snijpunten zijn (‘13“1'[, 0) en (1 %n, 0).
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b Voor de toppen geldt f(x) =0.
f(x) = —6sin(x) — 2sin(2x)
—6sin(x) — 4sin(x)cos(x) =0
—2sin(x)(3 + 2cos(x)) =0
sin(x) =0 of cos(x)=—1 % (geen oplossingen)
x=0ofx=mn of x=2n
De toppen zijn (O, 4%), (T[, —7%) en (2ﬂ, 4%)

15
c lf (6cos(x) + cos(2x) — 2%) dx=

I

2
[6 sin(x) + %sin(Zx) - z%x];:" =
(6~3\3+3- =33~ agn)~ (633 + 5143~ 2n) =

6%\5—3%7{

Onderzoeksopdrachten

39 a M doorloopt een cirkel met middelpunt (0, 0) en straal r + 1 en

{x(t) S I)C?S(t) is een parametervoorstelling van een cirkel met de
(1) = (r + 1sin(z)
oorsprong als middelpunt en straal r + 1.
b De omtrek van de groene cirkel 2+ 1 = 2n.
Als r =2 dan is de omtrek van de rode cirkel 2 - 2 = 4n.
M doorloopt een cirkel met straal 3 en de omtrek van deze baan is
2n+3 =6n

6
Dan is de groene cirkel dus % = 3 keer rond gedraaid.

Als r =2 dan is P dus 3 keer om M gedraaid.

Als r =4 dan is de omtrek van de rode cirkel 2n - 4 = 8n.

M doorloopt nu een cirkel met straal 5 en de omtrek van deze baan is
2n+5=10m.

10
Dan is de groene cirkel dus 2—ﬁ = 5 keer rond gedraaid.
s

Als r =4 dan is P dus 5 keer om M gedraaid.
2n — (1 - cos((r + 1):))

¢ De ‘omlooptijd’ van P om M is T dus MP = 1 sinflr+ 1))

o = TR ((r + I)cos(t)) i (cos((r + I)t))

(r + 1)sin(7) sin((r + 1)1)

{x(t) = (r + 1)cos(z) + cos((r + 1)1)
y(2) = (r + 1)sin(z) + sin((r + 1)1)

d Bijvoorbeeld r=3enr=28:

o sl
N (%

Het aantal hoekpunten (knikken) in de baan is gelijk aan r.
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e Afgebeeld zijnr = %, r= "g— enr= %

K= Y=

Om een gesloten kromme te krijgen moet je een groter interval voor ¢
nemen.
Het aantal hoekpunten is gelijk aan de teller van de breuk.

f Je krijgt een astroide zoals in opdracht 35 als r = 4.

Samenvatting

S1 Uit sin(?) =%\Emet %n< { < m volgt t=%n.

[@]

COS(I - %T[) = OS(%T[ - %T[)

S2 a sin(3x) = —sin(2x)
sin(3x) = sin(—2x)
3x=-2x+k2n of 3x=n+2x+ k- 2n
Sx=k*2nof x=n+k-2n
x=k'%ﬂofx=‘r[+k-2n

b sin(x = %n) = —cos(2x — %n)
cos( ey o L )=cos(2 —lrc+rc)
2 A< L7 N7
2.\ 2
cos|{ x — gn) = cos(2x + 57[)

x—3n=2x+in+k-2n of x—3n=-2x-}n+k-2n
—x=13n+k-2n of 3x=0+k-2n
x=-lin—k-2n of x=0-k+3n
x=0+k-3n

¢ cos¥(tx)=cos(}x)
cost(3) - os
cos{3)cos(1x) ~1) =0
cos(3x) =0 of cos(tx) =1

x=in+k-mofix=0+k-2n
=n +k-2n of x=0+k-4n
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S3 a

S4

3cos(2x — 1) =+/3sin(2x)
—3cos(2x) = \3sin(2x)
-3 =+3tan(2x)

tan(2x) = —3

= %n +kom

K= én +k- %n

2cosz(x — %T[) =4+ 7cos(x - %n)

20032(x - %n - TCos(x - %n) —-4=0

Stel cos(x — ':1;1'{) = p, dat geeft
2p*—Tp—4=0
ToBT . 744

cos(x - %n) = —% of cos(x - %‘ﬁ‘) =4 (geen oplossingen)

x—%ﬂ=%ﬂ:+k'2ﬂ ofx—%n=—%n+k-2n
x=7n +k*'2n 0fx=—%7r+k°2n

Voor de nulpunten geldt f(x) = 0.

1 — 3cos(x) — sin*(x) =0

1 —3cos(x) — (1 —cos’(x)) =0

cos’(x) — 3cos(x) =0

cos(x)(cos(x) —3)=0

cos(x) =0 of cos(x) = 3 (geen oplossing)

De oplossingen op het interval [—m, ] Zijn x = %n en x =— %n‘

f(x) = 3sin(x) — 2sin(x)cos(x)

f(x)= 10 als 3sin(x) — 2sin(x)cos(x) =0

sin(x)(3 — 2cos(x)) =0

sin(x) =0 of 3 — 2cos(x) =0

sin(x) =0 of cos(x) = 1% (geen oplossing)

De oplossingen op het interval [-n, n] ziinx =-—n enx=0en x = 7.
randmaximum f(—n ) =4, minimum f(0) = —2 en randmaximum f{(n ) =4
Het bereik is [-2, 4].

1
De oppervlakte is gelijk aan het tegengestelde van j f(x)dx.

jn(l — 3cos(x) — sin%(x))dx = j@ — 3cos(x) — (1 - 4 cos(2x)) dx =

.
(L~ 3sin(o + L sin2o L, =

5X = 3sin(x) + 5 sm(2x)]45n =
(fn-3+0)=(-4n+3+0)=in-6
De gevraagde oppervlakte is 6 — %n.

2n
De periode van x(7) = ZSin(% t) is |- =6men
3

2
de periode van y(¢) = 2003(% t) is Tn =4n.
2

Het kleinste gemeenschappelijke veelvoud is 12m.
De periode van de beweging van P is 12m.
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S5 a x(#) =cos(?) + cos(2¢) en y(f) = sin(z) + sin(2¢)
x(¢) = —sin(t) — 2sin(2¢) en y(¢) = cos(r) + 2cos(2r)
Als de raaklijn verticaal is, dan moet gelden x'(¢) = 0 en y’(r) # 0.
—sin(z) — 2sin(2¢1) =0
—sin(z) — 4sin(z)cos(r) =0
—sin(?)(1 +4cos(7)) =0
sin(z) =0 of 1 +4cos(t)=0
sin(7) = 0 of cos(r) = _le
Bijsin(r)=0 horen de punten (2, 0) en (0, 0).
Als cos(r) = —Z, dan is sinz(t) =1- (‘1—1) 12 en dus
sin(f) = 3 Y15 of sin(f) = —; 415

sin(2t)=2-3\h_5-—z:—§ 15 0f sin(20) =2+ —115- =1 =115
cos(20)=2(-3)f - 1=-1

De bijbehorende punten zijn( B E \f_) ( & —§ 15).
b Op de x-as geldt y(¢r) = 0.
sin(z) + sin(2¢) =0
sin(2¢) = —sin(?)
sin(2¢) = sin(—1)
2t=—t+k*2n of 2t=m +t+k*2n
3t=0+k-2nof t=n +k-2n
t=0+k- 3Ttofl‘—ﬂ + k- 2n
De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn r =0 of ¢t = 3n oft=m of t= 1 T

of t=2n.
De kromme snijdt zichzelf in (=1, 0) als 1 = %ﬂ: of t= I%n.
2 1 1 1
LSt T
Alst= -n dan geldt = = = —\E.
o) Th2bE e

V(13n) —l+2 —l -11
Alsr—l-ﬂdan geldt =—

= -3
= =43.
(k) —2i-2-15 I
tan(60°) = \E, dus beide raaklijnen maken een hoek van 60° met de x-as en
de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt is 180° — 2 - 60° = 60°.

Test jezelf

T a flx)= cos(x + }TT[) + sin(x - %T[)
filx)= cos(x)cos(-},; ) = sm(r)sm( ) + sm(r)cos(—n) = cos(x)sm( n)

£(x) = cos(x) + 142 = sin(x) - 142 + sin(x) - = 142 = cos(x) - 142
£(x) = —{2sin(x)

b cos(x + %n) + sin(x = %n) = sin(2x)

—y2sin(x) = sin(2x)
—4/2sin(x) = 2sin(x)cos(x)
—y2sin(x) — 2sin(x)cos(x) =0
~2sin(x)(342 + cos(x)) =0
sin(x) = 0 of cos(x) = —32
De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn x =0 of x =7 of x =21 of
x=%n0fx= 1%1‘[.
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T2 a

13 a

: ek N 1
sm(2x 41{) = cos(x + 211)

1 1) _ 1
cos(2x —Fn— E“) = cos(x + 2“)
i _ 1 i _ 1
2x—zn—x+~2~n+k-2ﬂ of2x—3ﬂ——x—~2~n+k-2n

x=1%n+k'2n 0f3x=%n+k'27t

1

x=1%n+k~2n 0fx=12

T[-I-k'%ﬂ

De oplossingen op het interval [0, 2nt] zijn x = ﬁn of x= %T[ of x= 1%7‘[ of
x= I%n.

cos(2x) — 2sin*(x) =0

1 — 2sin’(x) — 2sin*(x) =0

4sin’(x) =1

sin%(x) = &

sin(x) =1 of sin(x) = -

x=-é—n+k'n 0fx=%n+k'n

De oglossingen op het interval [0, 2n] zijn x = %n of x= %n of x= lén of
xi= L

6- sin(l%n + x) = 2\f§ : cos(l%n + x)

sin(l%n + x) 243

cos(I%n + x) 6

tan(l%n + x) = %\E

l%ﬂ+x=%ﬂ+k'ﬂ

x= —l%n +. fe~m

De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn x = %n of x= I%n.
%sin(3x) = sin(%x)cos(%x)

1 sin(3x) = 3 sin(x)

3x=x+k2n of 3x=n —x+k*2n

2x=0+k2n of dx=mn + k- 2n

x=0+k'n 0fx=%n+k-%ﬂ

De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn x =0 of x = in of x= %n of x=n
of x=1zmof x=12nof x =2

g(x) = 2cos2(x + l%n) = sin(x + I%TE)
Symmetrisch in de y-as, dan moet gelden g(a) = g(—a) voor elke waarde
van a.

gla) = 2c052(a — %T[) — sin(a s %n)

g(a) = 2sin*(a) + sin(a + %n)

g(a) = 2sin*(a) + cos(a)

g(—a) = 2(sin(—a))* + cos(—a)

2(—a) = 2(—sin(a))’ + cos(a)

g(—a) = 2sin*(a) + cos(a)

gla) = g(—a), dus de grafiek van g is symmetrisch in de y-as.

De grafiek van g is symmetrisch in de y-as. Door de grafiek van g 1 %n
naar rechts te verschuiven ontstaat de grafiek van f. Hierdoor wordt de lijn

— 11 :
x = 157 de symmetrie-as van f.
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T4 a sin(x)+cos(2x) =1
sin(x) + 1 —2sin}(x)=1
sin(x) — 2sin’*(x) =0
sin(x)(1 — 2sin(x)) =0
sin(x) = 0 of sin(x) =1 i

De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn . T |

x=0of x=n of x=2n ofx=%ﬂ0fx=%n [ \/

Zie de plot hiernaast: de oplossing van

f(x) > 1is {0, 31) U G, ).

b Voor de nulpunten geldt sin(x) + cos(2x) = 0.
cos(x - %n) = —cos(2x)
cos(x—%n)=cos(2x+n)
x—%n=2x+n+k'2ﬂ 0fx—%n=—2x—rr+k-2ﬂ
—x=1in+k-2n of 3x=-In+k-2n
x=—1%ﬂ—k'2ﬂ 0fx=—%f[+k°%n

De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn x = %n, x= I%n enx=1 %n.

12n
¢ De gevraagde oppervlakte is gelijk aan ‘f (sin(x) + cos(2x))dx.
Ign

5
15m

~J Ginx) + cos(20)dx = - [ —cos(x) +§ sin(2x)] {7 =
[ 6

~(-33+3:-3B3) - (343 +313) =
-(-36-36)= --118
De oppervlakte is 1 % \E 5
d f(x)=cos(x)— 2sin(2x)
Voor de toppen geldt cos(x) — 2sin(2x) =0
cos(x) — 4sin(x)cos(x) =0
cos(x)(1 —4sin(x)) =0
cos(x) =0 of 4sin(x) =1

cos(x) =0 of sin(x) =%

cos(x) = 0 geeft de toppen (%n, 0) en (1 %T[, —2).

sin(x) =1 dan is cos(2x) = 1 -2 ()’ =2

De y-codrdinaat van de bijbehorende toppen is i + % =1 -éw
De y-codrdinaten van de toppen zijn 0, =2 en | %

15 a Voor de extreme waarden geldt f(x) = 0.
cos(x)(2 + cos(x)) — sin(x) * —sin(x)

Sl = (2 + cos(x))?
, . 2cos(x) + cos’(x) + sin’(x)
S1= (2 + cos(x)?
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2cos(x) + 1
(2 + cos(x))?

fx)=

f(x)=0als 2cos(x) + 1 =0 dus als cos(x) = —% en (2 + cos(x))* # 0.
De oplossingen op het interval [— %T[, 2%11] Zijn x = %T[ enx =1 %Tl.’.

. .. 1 1
De extreme waarden zijn: een randminimum f’ (— 5“) =—3, een

l\ﬁ _l\E
2= 2 :_%\E

maximum f1 (%n) = = % 3 een minimum f(l %n) =

i ;
en een randmaximum f(Z%ﬂ) = %
, . 2cos(x)+1
S = G cos)?
. —2sin(x)(2 + cos(x))* — (2cos(x) + 1)+ 2(2 + cos(x)) * —sin(x)
A (2 + cos(x))*
. —2sin(x)(2 + cos(x)) = (2cos(x) + 1) - 2+ —sin(x)
fx) = (2 + cos(x))?
. —4sin(x) — 2sin(x)cos(x) + 4sin(x)cos(x) + 2sin(x)
F= (2 + cos(x))’
, . —2sin(x) + 2sin(x)cos(x)
/=)= (2 + cos(x))?
) = —2sin(x) + sin(2x)

(2 + cos(x))?
Voor de buigpunten geldt /”(x)= 0.

—2sin(x) + sin(2x) _
(2 +cos(x))®

—2sin(x) + sin(2x) =0 en (2 + cos(x))* =0

—2sin(x) + 2sin(x)cos(x) =0

2sin(x)(—1 + cos(x)) =0

sin(x) =0 of cos(x) =1

De buigpunten op het interval [— %n, 2%7{] zijn (0, 0), (, 0) en (2n, 0) en deze
liggen allen op de x-as.

f(x) = a - cos?(x) — sin’(x)

1) (x) = 2a -+ cos(x) * —sin(x) — 2 * sin(x)cos(x)
f.(x) = —2a+ cos(x) * sin(x) — 2 * sin(x)cos(x)
S (x)=(=2a — 2) - cos(x) - sin(x)

1/ (x)=0als (—2a - 2) * sin(x) * cos(x) = 0
omdat a = —1 geldt —2¢ — 2 # 0 dus

sin(x) = 0 of cos(x) = 0 en de oplossingen hiervan zijn onafhankelijk van a.
f3(x) = 3 - cos?(x) — sin?(x)

f(x) =3+ cos?(x) — (1 — cos’(x))

Sf3(x) = 4dcos?(x) — 1

f(x)=2(cos(2x) + 1) — 1
Si(x)=2cos(2x)+2 -1

f3(x) =2cos(2x) + 1
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c 4-Jﬂ(3cosz(x) —sin?(x))dx = T(,’Zcos(.’lx) +1)dx=
0 0

[sin(2x) + x]f;" =
sin(%n) + %n -0=1+ in
T7  Vul x(7) = cos(¢) en 1(¢) = sin(2¢) in bij y* = 4x? — 4x*. Dit geeft
(sin(27))* = 4+ (cos(1))* — 4+ (cos(?))*
(2sin(1)cos(1))> = 4cos*(t)(1 — cos*(1))
4sin*(f)cos’(z) = 4 cos*(t)sin*(z)

Dit geldt voor alle waarden van ¢, dus alle punten van de baan van punt P
liggen op de kromme met vergelijking y* = 4x” — 4x*.

18 a x(f)=3sin(¢) — sin(3¢) en y(¢) = 3cos(t) — cos(3¢)
x'(t) = 3cos(r) — 3cos(3¢) en y'(r) = —3sin(¢) + 3sin(37)
Alst=0danis x(0)=3-3=0en p(0)=0+0=0.

Hieruit volgt de baansnelheid v(0) = Y0 + 0% = 0.
Alsr=%ndanisx’(%n)=0—0=Oeny’(%n)=—3- 1+3--1=-6.
Hieruit volgt de baansnelheid v(%n) = \/02 + (=62 =+36=6.

b v(r)= \/(3 cos(f) — 3cos(31))* + (—3sin(¢) + 3sin(31))* =

\j9 cos¥(1) — 18 cos()cos(31) + 9cos?(3¢) + 9sin%(¢) — 18sin(#)sin(3¢) + 9sin?(37) =

\/9(0032@) + sin’(¢)) + 9(cos?(37) + sin*(3¢)) — 18(cos(37)cos(t) — sin(3¢)sin()) =

\V9+1+9+1—18cos(3r— 1) =18 — 18cos(2t) =

V18 — 18(1 — 2sin’(¢)) = V36 sin’(¢) = |6sin(1)|

¢ v =|6sin(s)| is maximaal als sin(z) = 1 of als sin(z) = —1
De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn ¢t = %T[ of r=1 %’T[
De punten zijn (4, 0) en (—4, 0).

Extra oefening

E1 a sin(f)cos(t) = %
2sin(#)cos(t) = 1
sin(26) =1
2z=%n+k-2n of2t=%rc+k'2ﬂ

De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn ¢t = %TE, t= %n, t=1 ﬁﬂ: en
t=13m.

b 2cosX7)—2sin*(r) =1
2(cos*(f) — sin’(¢)) =1
2cos(2) =1
cos(21) = %
2t=qn+k-2n of 2t=13n+k+2n
t=in+k-nof t=3n+k-n
De oplossingen op het interval [0, 2] zijn ¢ = %n, t= %T[, = lén ent=1 %T[.
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E3

sin(l %r[ + r) =cos(37)

cos(l%n+t——;—n) =cos(31)

n+i=3t+k-2n of n +1=-3t+k-2n

=2t=—n +k2n of dt=—mn +k-2n

t=%n—k-n ofr=—£1—1n+k-%n

De oplossingen op het interval [0, 2n] zijnt=in, t=%n, t= %n, t= I%TE,

t= 1%nent= 1%7{.
Symmetrisch in de y-as, dan moet gelden f(a) = f(—a) voor elke waarde

van a.
2cos(—a) 2cos(a)
f(=a)= T =
3+ 2cos(—a) 3+ 2cos(a)
dus de grafiek van fsymmetrisch is in de y-as.

= f(a), dit geldt voor elke waarde van a,

Eerst f(x) = 0 oplossen.

2cos(x)
3+ 2cos(x)

2cos(x)=0en 3+ 2cos(x)=0

cos(x)=0

x= %—n +hken

De oplossingen op het interval [—1 %T[, 1 %n] Zimx =—1 %T{ of x=-— %n of
x=%n0fx= 1%1‘[.

Zie de schets: de oplossing van f(x)<0is (-1 -;—n, —%n) U (%n, I%TE).

—2sin(x)(3 + 2cos(x)) — 2cos(x) - =2sin(x)  —6sin(x)
(3 + 2cos(x))? "~ (3 + 2cos(x))?

fx)=

f(x)=0als sin(x) = 0 en (3 + 2cos(x))* # 0.
De oplossingen op het interval [—1 %T[, 1 %n] Zimx=-m,x=0enx=m.
De extreme waarden zijn: een randmaximum f(—l %T[) = () een minimum
f(—m)= -2 een maximum f(0) = % een minimum f(n) = -2 en een
randmaximum f( 1 %n) =0.

: {1 ). 2m
De periode van x(¢) = sm(im) isT—=4,

51‘[

De periode van y(7) = Sil’l(%ﬂl') is—=2a.
Als a = 1 is de periode van y(¢) = 2, dus de gemeenschappelijke periode 4.
Als a = 2 is de periode van y(¢) = 4, dus de gemeenschappelijke periode 4.

Als a = 3 is de periode van y(¢) = 6, dus de gemeenschappelijke periode 12.
Als a = 4 is de periode van y(¢) = 8, dus de gemeenschappelijke periode 8.
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Voor de snijpunten met de x-as geldt y(¢) = 0.
4cos(26)=0

Zl:%ﬂ:+k'ﬂ

=1 .1
t—4n+k 3T

De oplossingen op het interval [0, 2] zijn ¢ = 4rr t= % = 1%7{ ent=1 %T[.

7).

t= zn geeft x(zﬂ) = 4sin(zn + gﬂ) ofwel x(zn) =4sin (
I= %n geeft x(%n) = 4sin(%n + én) ofwel x(%n) = 4sin( L )

|- N|“‘

t= I}Tn geeft x(l iﬂ) = 4sir1(1 }Tn + %n) ofwel x(l %T{) 4sm(1

[

5|- m|‘-"
"0-—/

t= I%n geeft x(l %n) = 4sin(1 %n + én) ofwel x(l %n) 4sm(1
De codrdinaten zijn

(4sin(7m). 0). (4sin(13). 0). (4sin(157). 0] en (4sin((1 137). ).
y=xdus4cos(2t)= 4sin(t + gﬂ)

cos(21) = sin(r + —16-11)

cos(2t) = cos(t + %n - %n)

d=r—in+k-2m of u=—t+in+k-2n

t=—tn+k-2n of 3t=Ln+k-2n

t=—in+k-2n of t=gn+k-3n

De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn ¢t = 911 t=gm,t=1 gn ent=1 %n.

x(t) = dcos(r + £n) en y(¢) = —8sin(20)
Er is een verticale raaklijn als cos(t + én) =0en —8sin(2r) # 0.
t+in=in+ken

t= %T[ of r=1 %T{
De toppen zijn (4, =2) en (=4, =2).

Er is een horizontale raaklijn als sin(2¢) = 0 en 4003(1 + %n) #0.
2t=0+k-n

t:0+k°%ﬂ

t=00ft=%nofr=n of r= 1%n0f1=2n.
De toppen zijn (2. 4), (243, —4), (-2, 4) en (243, —4).

Voor een punt op de y-as geldt 4sin(r + én) =0.
fiat %n =0+k+2n

t=- %n +k-2n
De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn ¢t = %n ent=1 %n.

y’(%n) -8- sm(lﬁc' ) =B ——\[_

—§. s —

t =z geeft x'(én) R 11 —\3en

1=13n eeftL,(1 )—_8 s1n(262 )— =_8._%\E= 3en
line (13n) 4 cosm) 4-1

Omdat tan(60°) = \]_ maken beide raaklijnen een hoek van 60° met de x-as
en dus ook een hoek van 180° — 120° = 60° met elkaar.
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E5 a Vulx(r) = 2sin(r) en y(r) = cos(2¢) in bij y = 1 — 12,
cos(2) = 1 — 1 (2sin(r))?

cos(2r) =1 =1+ 4sin’(z)

cos(21) =1 — 2sin*(7)

Deze formule is juist voor elke waarde van ¢.
b x'(¢) = 2cos(t) en y'(r) = —2sin(2¢)

Vi) = en y i) =
(1) = V4 cosX(r) + 4sin’(20)
—8cos(7)sin(¢) + 8sin(27) * 2cos(2¢)

2 == 2\/40032(1) + 4sin%(21)
—4 cos(1)sin(z) + 8 sin(2¢)cos(2r)
a(t) =
VdcosX(r) + 4sin’(21)
De baansnelheid voor ¢ = ¢m is v(%n) =3+ (3?2 =y3+3=16

E6 a y(7)=4cos’(t)sin(z) — 4cos(z) + 1
wWy=4- (cosz(t)sin(t) — cos(f) + %)

w(0)=4-(cos(r) - 1)’

De kleinste waarde voor y(¢) is de waarde nul, dus de baan van P zal nooit
onder de x-as komen, maar alleen raken als y(¢) = 0.

4- (cos(t) - %)2 =0

cos(t) — % =0

cos(r) = %

De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn ¢t = %n ent= 1%7{.
x(%n) = \B en x(l %—n) = —\E
De baan van P raakt de x-as in de punten (\ﬁ, 0)en (—\B, 0).
b Voor de snijpunten met de y-as geldt x(z) = 0.
2sin(7) =0
t=0+k+n
De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn t=0of t=n of = 2n.
t=0en t=2n geven beide het punt (0, 1) en ¢t = 1 het punt (0, 9).
In het punt (0, 1) is y(0) = 0 en x(0) = 2 # 0 dus de baan snijdt de y-as hier
loodrecht.
In het punt (0, 9) is y'(n) = 0 en x () = —2 # 0 dus de baan snijdt de y-as ook
hier loodrecht.
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Invullen in y = x? + 1 geeft

dcosi(t) —4cos(t) + 1 = (2sin(£)* + 1
4cos*(t) — 4cos(t) + 1 =4sin* (1) + 1
4cos*(t) —4cos(t) + 1 =4(1 — cos?(z)) + 1
8cos?(t) — 4cos(f) —4 =0

2cos(f) —cos(f)—1=0

Stel cos(x) = p, dit geeft

2pP=p—-1=0
1++9 1-49

cos(r) =1 of cos(?) = —%
De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn t =0, t = 2n, ¢t = %T[ ent=1 %n.

De snijpunten zijn (0, 1), (\B, 4)en (—\B, 4).

f(x + %n) = (sin(x + %n))4 + (cos(x + %TE))4
f ( + %n) = (cos(x))* + (—sin(x))*
fx+3n) = cos*(n) + sint(x) = £(x)

Dus £ is periodiek met periode %n.

Voor de toppen geldt f(x) =0.

F(x) = 4sin’(x) * cos(x) + 4 cos?(x) « —sin(x)

4sin3(x) - cos(x) + 4 cos?(x) * —sin(x) =0

4 sin(x)cos(x)(sin’(x) — cos*(x)) =0

sin(x) = 0 of cos(x) = 0 of sin(x) = cos(x) of sin(x) = —cos(x)

De oplossingen op het interval [0, n] zijn x =0, x = %n, x= %n, x= %n en

=

xX=n
De toppen zijn (0, 1), (in, %), (%T[, 1), (%T{, %) en (m, 1).
De evenwichtsstand is y = %, de amplitude is i en de periode is %n.

Een functievoorschrift is g(x) = Jlr cos(4dx) + %.
f(x) = sin*(x) + cos*(x)

f(x) = (sin(x))? + (cos(x))?
==L cos2n) + (L +1 cos2w))?

f(x) = 3 — 3 cos(2x) + 3 cos¥(2x) + § + 5 cos(2x) + J cos(2x)

i
f(x) =5 cos’(2x) + 3
J()=1(2co8%2x) 1) +3
1

f(x) = cos(dx) +3
dus f(x) = g(x).

Tj'(;]i cos(4x) + %) dx=
0

[1—16— sin(4x) + % x]g

(%n+0)—0=%n
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E8 a Delengten van de rechthoekszijden van elke rechthoekige
driehoek zijn 4 cos(?) en 4sin(¢), dus de oppervlakte van elke

driehoek is % +4cos(t)  4sin(z) = 8sin(f)cos(z) en dat is gelijk aan
4« 2sin(f)cos(t) = 4sin(21).
De oppervlakte van zes drichoeken samen is 6 * 4sin(2¢) = 24 sin(21).

; . 2t
De oppervlakte van de twee cirkelsectoren is o deel van de oppervlakte
T

2t
van de cirkel, dus gelijk aan e “n-42=161.
i

De oppervlakte van het gebied is gelijk aan O(¢) = 16¢ + 24 sin(21).

b Voor de maximale oppervlakte geldt O'(r) = 0.
16 + 48 cos(26)=0
48cos(2t)=—16

cos(21) = —%
1= 2sin¥(r)=-1
2sin¥(7) =14
sin’(r) =2
. — a2 1
sin(r) = \/% (omdat 0 <t <3m)

De hoogteis2+4 - \E= 8\E(=2%\B}
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Vaardigheden 10

y=x?—-12x—4
y=x2—-12x+36-36—4
y=(x—6)>—40
y=2x+4x+3
y=2(x*+2x)+3
y=2(x*+2x+1-1)+3
y=2(x+1*-2:1+3
y=2(x+172+1
y=3x2—6x
¥=3(x? - 2x)

p=3E =2+ 1—1)
y=3(x— 1P —3-1
y=3(x— 1 -3

y=152—6x+3
y=13(2-4x)+3
y=13(2—dx+4-4)+3
y=1i—22-11-4+3
y=13(x-2P-3

f(x)=3x2—6x—-24 J(x)=3x2—-6x—-24
F(xX) =302 —2x—8) AR =302~ 2x) - 24
£ = 30c + D = 4) () =302 = 2x+ 1= 1) = 24

f(x)=3(x—1)> =27
Met f(x) = 3(x — 1)2 — 27, de top is (1, =27).

Met f(x)=3(x + 2)(x — 4), de snijpunten met de x-as zijn (—2, 0) en (4, 0).
Met f(x) = 3x” — 6x — 24 kun je handig het snijpunt met de y-as berekenen,

deze is (0, —24).

f(x)=0geeft x=60of x=-12.

De snijpunten met de x-as zijn (=12, 0) en (6, 0).
Xop=3(6+-12)==3eny,,=f(-3)= =—6-—9-9 =486
De codrdinaten van de top zijn (—3, 486).

De codrdinaten van de top zijn (=1, —18).

g(x) =0 geeft 2(x + 1)> — 18 = 0 ofwel 2(x + 1)> =18,

(x+1)2=9
x+1l=-30ofx+1=3
x=2of x=-4

De snijpunten met de x-as zijn (=4, 0) en (2, 0).
h(x)=x*+4x-12

h(x)=(x+6)(x—2)

h(x) =0 geeft x=—6of x=2.

De snijpunten met de x-as zijn (=6, 0) en (2, 0).

Xp=3(-6+2)=—2eny,,=h(-2)=(-2+6)(-2-2)=4--4=-16

De codrdinaten van de top zijn (=2, —16).
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4 De codrdinaten van de top zijn (2, —3) dus
f(x)=a(x—2)*-3.
De grafiek gaat door het punt (5,6), dus f(5) =6.
f®)=a(5-2*-3=6
9a—-3=6
9a=9,dusa=1
Het functievoorschrift is f(x) = (x — 2)> — 3.
fO)=(0-22-3=4-3=1

5a p=(2+1y ¢ y=4u4r - 47
y=QP+2:2+1 =45 — 47
y=22t+2r+1+1

b y=(¥-43+2) d y=("+p)T7 - 6)
p=304 320 D g FRE 8 y=TP—6-7P+p-7%—-6p

y:2-32x—4-3“2x_7

1 4 1
6a y=—-3x d y=—: 3 —
{x P 2x
L L 2l 1 .
y=x"i+3x2 y:4'x5'x3'§'x3
y=3°x‘]4' y:Z.XZ%
3
b y=(-20 ()’ e y=(3i)
2x
4 X 3
y=(=2Pa®e (a)f y:( 1)
(2x)
3
%
R P s e T
¥ Erte v o
y:_g.x'? y:%xz
(3F
© V= tor=65yt (297
B
éx3 1\4
y== y=(Gap)t - (=23 1
4x3
y=%x’% S y=(5x)2'—%'x‘3
y=31—2'x2§ y=25-x2'—é'x'3

y= _3é g
7 a f(x)=2- log(x)+ *log(3x)

f(x) =3log(x?) + *log(3x)

f(x) =3log(x%- 3x)

f(x) ="log(3x)

b f(x)="log(x—3)+2"log(x) -2

£(x) ="log(x — 3) + "log(x?) — "log(49)

f(x) ="log((x — 3) - x2: 49)

£(x) =Tlog(5x%(x - 3))

f(x) ="log(x* - ?)
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¢ f(x)=5-log(x) + 2+ log(3x) — 5 - log(x*)

£(x) =log(x%) + log((3:)?) — log((x*)?)
f(x) =log(x?) + log(9x?) — log(x?)

X5+ 02
9 =1oe| =2

f(x) = log(9x%)
d f(x)=3-log(2x)+2-log(4+x)—1
f(x) =1og((2x)’) + log((4 + x)*) — log(10)

F(x) = log(f - 8x%+ (4 + x)?)
f(x) =log(2x3+ (4 + x)?)

2
8 fl=—"T+ %
e 3(x— 1)
= ==
I In—7
M=y e
5x-3
S = x(i =1
1 2
9 =5
3 1+-(x+3) 3 2x
f)= x(x+3) x(x+3)
oot
2 1
. g(x)=§—x+3
_ 2Ax+3) 3 3x?
80 =323 e+ 3)
Lo
¢ =3 00+3)
B sin(x) 2y
& A= x cos(x)
_sin(x)cos(x)  2x?
h()= xcos(x) xcos(x)
_sin(x)cos(x) — 2x?
M= xcos(x)
1 2 3
d k(x) = E + ; —~ x
X 2x
+24x—3
(x) = == xg
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10 a y=\/%_x+m=% x+11\f;=11%\f;
by =127x —y75x = 3y3x — 5\3x = —23x
¢ ¥ =2yI8x +1288x = 62x + 3+ 1242x = 12y2x

1M1 a 2pg=p+g c 4pP=g-6
Pg-p=q P=19-13
p2g-1)=¢q P=3q-13

q
p:2q——1
b \p+g=4 d e =g

p=4-¢ p=1n(g)
p=(4-9? p=3n(g)

12 a Bij spiegelen in de lijn y = x verwissel je v en x.
De formule y = x> — 2x wordt dan x = * — 2y.
Nu kwadraat afsplitsen, dit geeft x=p> - 2p+1—-1=(y—1)>— 1.
b Uitx=(y—1)>—1volgt (v — 1)>=x + 1 en hieruit volgt

y=l=—=x+lof y—1=qyx+1
y=1—\fm0fy=l+\fm.

Dit is niet de grafiek van een functie, want bij sommige x-waarden zijn er
twee y-waarden.

13 a Ditis het geval bij C: x — 3 = 32 — 4y + 4 want
x—3=(y-2)

y—2=—x—-3of y—2=+x-3.

Bij sommige waarden van x zijn er twee waarden van y.

b A yxy=xgeeft xy=x2dus y = x (mits x 2 0)

B x+1 2 ft 4 =
o Wa—-D Y T G -1 -1
P —2 -2
D x=3log(' )geeft‘v =3"dusy=2+7-3%
t+4 +3+1 1 1
14 a p= = =1+ dusp-1=——
r+3 t+3 t+3 r+3
b t=2-Llsinvulleninp—1= eeft —1—;
: # Rk i 2-1s+3
1
p-1=
5—%3
1
1 _
S—ES—p_I
2
%s=5— duss=10———
p— -1
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c t=2—%sgeeft%s=2—tofwels=4—2t.

s=3invullenins=4—21geeft3=4—21dust=%.
1

, , , t+4 5+4 43 9
Dit laatste invullen in p = 15 geeft p= -;_'_—3: 3—§—= 7= 1%

15 a 12-2(33¢—-4)=4 c 3p+56-12p)=0
12-6g+8=4 3p+30—-6p=0
—-6g=-16 —-3p=-30
q=2% p=10

b 4-3k—-2)=3-5k d 23y-553-2y)=1"7y
4-3k+6=3-5k 2,3y =265+ 10y =1.7p
2k=-17 10,6y = 26,5
k=-3% y=25
3a+2h=14

s = {—2a+b=5

Uit de onderste vergelijking volgt b = 2a + 5.

Dit substitueren in de bovenste vergelijking geeft
3a+2Q2a+5)=14

3a+4da+10=14

Ta=4

De oplossing is: a=$enb:2-%+5=6l

L
y [01p—13g=24
0,dp +2g =24

p—13¢g=24
4p +20g =24

vermenigvuldigen met 10 geeft

Uit de bovenste vergelijking volgt p = 13¢ + 24.
Dit substitueren in de onderste vergelijking geeft
4(13g + 24) + 20q = 24

52¢ + 96 4+ 20g = 24

72 =-72

De oplossingis:g=—len p=13-—-1+24=11.

c {x2 +yp=35
5x+3y—-7=0
Uit de bovenste vergelijking volgt y =5 — x°.
Dit substitueren in de onderste vergelijking geeft
5x+35-x)-7=0
Sx+15-3x2-7=0
—-3x2+5x+8=0
D=25-4--3-8=121
_=5=11 ~5+ 11
S — =
De oplossingen zijn: x = 2% en y= —2% of x=—leny=4.

X =2%0fx=
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17 a

18 a

X+ 5p+4=0
{3x2 +2y2=80
Uit de bovenste vergelijking volgt x> = -5y — 4.
Dit substitueren in de onderste vergelijking geeft
3(=5y—4)+ 212 =80
2y*—15y—-92=0
D=15-4-2--92=961

15-31
y= A =—40fy=
y=—4 geeft x> =16, dus x =4 of x = —4.

De oplossingen zijn: x =—4en y=—4of x=4en y=—4,

15+ 31

= 111 (voldoet niet)

4-3%=24 d 3x5=96
3= A=

2x = *log(6) x5=125

x=1-3log(6) x=1

12-23-5% + 8 =32 e 10-({x)=-34
12-2375x =24 (1x) =44
S35k =5 %x:544
3-5x=1 x=2\5fa
x=1
5.47+1-35=0 f I8 +12=15
Sl =38 Ix8=3
gratli= g =6
—x + 1 =4og(7) x=—\6enx=46
x=1-"4og(7)
log(x) +3log(7)=2
log(7x) =2
Tx=9
12
X = 1?

flog(x + 4) — flog(2x) = -1

6—3log(x+5)=4

log(x +5)=2

x+5=9

x=4

“log(2x + 1) + 2+ “log(3) = 11 + “log(9x)
“log(2x + 1) + *log(9) = *log(8) + *log(9x)
92x+1)=8-9x

2x+1=28x

1=6x

-
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19 a

20 a

84

Vaardigheden 10

xH2x = 1)=36(2— 1)
x?=360f 2= 1=0
x2=360f 2 =1
x=—6of x=60f x=0

(Clog(4x—1)+2)2=16
Slog(dx — 1)+ 2 = 4of Ylog(dx — 1) +2 = —4
Slog(4x — 1) =2o0f log(4x —1)=—6
4x—1=90f 4x—1=37°
4x=100f 4x=1+37°

=l —1 1L _ 730 _ 365
(x3+2)2=(3—2x3)?
¥+2=3-280f ¥ +2=-3+2x
3Ixvi=lof-x*=-5
x3=%0fx3=5
x={g0fx=\3f§
(In(x) + 5*(x = 1) =16(x — 1)
x—1=0of (In(x) +5)>=16
x=lof In(x)+5=-4of In(x)+5=4
x=1lof In(x) =-9of In(x)= -1
1

1
x=lofx=—90fx:-—
e e

4x+x=2x+6
Yx=-2x+6
x=4x?—24x + 36
4x?—25x+36=0
D=625-4-4-36=49

257 25+7
X=—g—= 23—1 of x= 3 - 4 (voldoet niet)
Oplossing: x = 2%
V8 —dx=4x+4

8 — 4x = (4x + 4)?
8—4dx=16x2+32x+ 16
16x2+36x+8=0

4x2+9x+2=0
D=81—-4-4-2=49
_8=1 -9+7

= —2 (voldoet niet) of x= - __

X =

FNTn

8
Oplossing: x = —i
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21

22

4x - 36 +x=2x—-7
W6+ x=2x+7

96+ x)=(2x+7)

54 +9x =4x% + 28x + 49
43% 4 19—~ 5=0
D=192-4-4- —5=44]

-19-21 -19+21
x= s = =5 (voldoet niet) of x = - =i
Oplossing: x = %
=27 3
= —+ =
4 « et
3
_97 = — =
27=9x(x—4) i 1
9x2—36x+27=0 P+ D*-1)=3
x2—4x+3=0 x2—1=3
(- Dx—11=0 B=q
x=3of x=1 el
x=-2of x=42
5 6 X 4
2—32 3 x+5 x
; 4-3
5.3¥=12-6-3 B A L
x+5 X
11-3¥=12 x2=(x+5)4 — 3x)
3x=% x2=4x—3x2+20 - 15x
x =log(1}) 4x2+11x=20=0
D=121-4+4--20=441
=1 -21 _—=114Z1
x=—pg ofx=—b—

x=—4of x=1;

4*=2*-12=0

(2¥)> = 2* — 12 = 0 substitutie van 2* = ¢ geeft
£ep—=12=0

£-t—-12=0

(t=DHE+3)=0

t=4of t=-3

t = 4of t = —3 substitutie van ¢ = 2* geeft
2¥*=4of 2*=-3

x=2 (2% = -3 heeft geen oplossing)

9* — 3x+t1 =18

(3x)2 — ¥+l =18

(3%)> — 3!+ 3¥ — 18 = 0 substitutie van 3" = ¢ geeft
£—=3-18=0

(t=6)(t+3)=0

t = 6of t = —3 substitutie van ¢ = 3* geeft

3% =6 of 3¥ = —3 (geen oplossing)

x =3log(6)
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P—t-2=0

(t=2)r+1)=0

t = 2of t = —1 substitutie van ¢ = *log(x) geeft
log(x) =2of Jlog(x) = -1

x=3=9o0f x=3"1=1

2a— 1\ 2a-1 2
b |2 = + 2 substitutie van — = t geeft
a+1 a+1 a+1
rP=t+2
£f—-t-2=0
(t=2(+1)=0
¢ =2o0f ¢ = —1 substitutie van { = —— geeft
a+1

2a-1 2a—1
=20 =
a+l a+1
2a—1=2a+2 (geen oplossing)of 2a—1=—ag — 1 dusa=0
¢ 4(4°+ 1)* + 25 =25(4" + 1) substitutie van 4* + 1 = ¢ geeft
4 + 25 = 25¢
42 =25t +25=0
D=625-4-4-25=225
_25—15 _25+15
= =
4 +1=1 of 45 +1=5

-1

X = 1%0 X = 5 substitutie van r = 4* + | geeft

4 =7 of 4=4
x=-lofx=1

X —

ee—1 [ex—1)\2 e
d 2- =( ) substitutie van =t geeft
ef—e ef—e e'—e
2t=p
?=2t=0
Ht—2)=0
*—1
t =0 of t = 2 substitutie vant=zx_egeeft
x_l x_l
ex =00fex =
ef—g e* —g

e¥—1=0o0ofe*—1=2e*—2e
ef=1lofe¥=2e—1
x=0ofx=In2e-1)

24 a 4% +472+4=516
(4%) + 4 - 42 + 4 = 516 substitutie van 4* = ¢ geeft
£+ 16t—512=0
(t—=16)(t+32)=0
t = 160of ¢t = —32 substitutie van ¢ = 4% geeft
4*=160f4"=-32
x=2 (4% =—-32 heeft geen oplossing)

86  Vaardigheden 10 © Noordhoff Uitgevers bv



b

25 a

lim (4> +4*2+4)=0+0+4

X—p—oo

lim (4% + 47+2 + 4) = o

X—300

Het bereik van fis (4, —).

voorwaarde: x # 3

Zie de plot hiernaast: de oplossing van
x+1

<2isx<3of x>7.
-

voorwaarde: x2—1>0
dusx< —lofx>1
“Tog(x2— 1)=1%

x2—1=41
x2—-1=8
=9
x=-30fx=3

Zie de plot hiernaast: de oplossing van

4log(x2—I)<1%is—3<x<—iof1<x<3.

voorwaarde: 2x +4 >0
dusx> —2

3 S
V2x + 4
V2x+4=3

2x+4=9

1

xX= 2%
Zie de plot hiernaast: de oplossing van

>1lis—2<x< 23
b

]m

voorwaarde: x>0énx+2>0
dusx>0

Zog(x) + Zog(x+2)=3

Zlog(x? + 2x) =3

X2 Py= 23

x2+2x=8

xX+2x-8=0

(x+4)(x—2)=0

x=—4of x=2

alleen x = 2 voldoet

Zie de plot hiernaast: de oplossing van
Zog(x) + 2og(x +2)<3is0<x< 2,

© Noordhoff Uitgevers bv

Vaardigheden 10

87



Vaardigheden 10

Tx+3 T%% T%0
26 & lim— = lim L= =7
x—o | — X xn-aml—l 0-1
53 4 1
o5 +dax2—1 ¥T2"¢ 0+0-0
b lim lim = =
xome 2X7 4 x4 X——o0 %-l-] 0+1
LGP Ayt 6 -8y 42 6=3+% 6-040 ,
Cc 1m = lim = lm = ==
X—300 8x3+x\l; X—yo0 8x2+\j; X—300 8+£ 8+0 4
xl
6
g @row-y (14313 aroa-o_
i BB 5P | s -Eos) -
X
3
3 0
e lim = lim W 0

x—)vn\j;+l x~>w1+i-:1+0:

X
T8 — 2 . 48R~ D234 08

f Im—=1im
xoe 9x —2x* X 9x — 2x*
448 224
B B 28
X X 0—-0+28
lim 9 -14
X300 — 2 0-2
33

27 a Voor de nulpunten geldt 3x2 — 81 = 0.
3x2=81
=27
x=~y27of x= —@
x=33of x=-3f3
b Voor de verticale asymptoten geldt x> — 16 = 0 en 3x> — 81 #0.

=16
x=4of x=-4
De verticale asymptoten hebben vergelijking x =4 en x = —4,
3x2 -8l 3=
¢ limf(x) = lim———= lim——-=3en ook lim f(x)=3.
X—300 Xx—o0 X 16 x—0] — = X——oo

Een vergelijking van de horizontale asymptoot is y = 3.

28 a Voor het nulpunt van g geldt 2e¥—e*=0ene*— 1 #0.
Vermenigvuldiging met e* geeft 2e> — 1 =0.

2e¥ =1
e2x - %
2x=In(})

Het nulpunt van gis x = % ln(%).
b Voor de verticale asymptoot geldte*— 1 =0en 2e* —e ™ 0.

e¥ =1
x=0
Een vergelijking van de verticale asymptoot is x = 0.
2e* —g7¥ 2= & 2=0
li =i =i = =2
¢ xgrnlﬂg(X) xlmarg e¥—1 xl-r—fnlnl—e—x 1-0

_ . 2ef—e* 00—
xl—lglwg(X)_xli)I-{lw ex—1 _0—1 B

d Een vergelijking van de horizontale asymptoot is y = 2 (naar rechts).
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21 Afsluiting analyse

Voorkennis

V1 a 3x—-120dusx= % Het domein is {(«, ) U (%, =,

Voor het nulpunt geldt 2x + 7= 0, dus x = -3 %
b 2x#0dusx#0. Het domein is (&, 0) U {0, —).
Voor het nulpunt geldt 3x —4=0,dus x = 1%.
2x— x?#0 geeft x(2— x)#0,dus x 20 of x#2.
Het domein is {«, 0) w{0,2) U {2, —=).
Voor de nulpunten geldt | — x>=0,dusx=—1of x=1.
d De noemer is altijd positief, dus het domein is R.
Het nulpunt is x = 0.
7 — x2#0 geeft x? # 7. Het domein is {«, —\7) U {(—7,y7) U (\ﬁ, —>).
Het nulpunt is x = 2.
3— \f;;& 0 geeft x # 9. Het domein is [0, 9) U {9, —).
Er is geen nulpunt, want 1 + \f; is altijd positief.

n

-

2.3
12 - 3x XX x 0-0
V2 li =1 =——=90
a xl—r:;luxz—s xl—lgl_iz. 1—0
X

De horizontale asymptoot is de lijn y = 0.
De noemer is nul als x> — 5 =0, dus als x = — 50fx=\f§‘

De verticale asymptoten zijn de lijnen x = —ySen x = \/5
3 4
2 I---3
b i x—3x—4_l_ X x 1-0-0_1
om 2+ 6x—8 e 6 8 2+40-0 2
D= =
x 2

De horizontale asymptoot is de lijn y = %

De noemer is nul als 2x* + 6x — 8 = 0.

X2 +3x—4=0geeft (x+4)(x—1)=0.

De verticale asymptoten zijn de lijnen x = —4 en x = 1.

4 1
4 R T
. lim(Zx—1)2_lim4x2—4x+1_ﬁm X x2_4—0+0_2
X—po0 2)62 -1 X—po0 2x2 -1 X—po0 _ L 2-0
2
De horizontale asymptoot is de lijn y = 2.
De noemer is nul als 2x2 — 1 =0, dus als x2 = %
De verticale asymptoten zijn de lijnen x = — % en x = \g
2
3 -
1 % x(3x—-2) . 3x?-2x i X 3-0 5
im = lim = lim = =
xoew (X — 1) xowx2—2x+1  xoiw _£+L 1-0+0
X a2

De horizontale asymptoot is de lijn y = 3.
De noemer is nul als (x — 1)*> = 0, dus de verticale asymptoot is de lijn x = 1.
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V3 a

V4 a

VB a

90

Afsluiting analyse

De noemer is nul als x2 —4 =0, dus als x = =2 of x = 2.
De verticale asymptoten zijn de lijnen x =2 en x = —2,

— 52
fx)==3 +;2 _x4
“3(x2-4) 2- 2
169 = 352—4)+x2—x4
B o el
f)= 3;—412+i2—x4
—A\2 +
==

f(x)=0als -4x*+ 14 = 0.
Dit geeft de nulpunten x = —\{3_% enx= @

Ll
llm_4x2+14=lim x2:—4+0:_4
X—300 x2—4 X—yo0 _i 1—0

x2

De horizontale asymptoot is de lijn y = —4.

lim 2e*~! =0, dus de lijn y = 0 is een horizontale asymptoot (naar links).
X—3—oo
10 — 4x = 0 heeft als oplossing x = 2%, dus de lijn x = 2% is een verticale

asymptoot.
270 —1 =0 geeft 27 =1 ofwel x =0, dus de lijn x = 0 is een verticale
asymptoot.

1 1
lim — =——=—1, dusdelijn y = —1 is een horizontale asymptoot
xs=27¥=1 0-1

(naar rechts).

lim ! = lim z = 0
o= 27V =1 x5l —2¥ 1-0
asymptoot (naar links).

De grafiek van g(x) = tan(2x = :IT“) heeft verticale asymptoten als
2x—%n=%n+k-n, dus alsx=%n+k~%n.

Op het interval {—n, ) zijn de verticale asymptoten de lijnen

=0, dus de lijn y = 0 is een horizontale

=3 =1 =) =17
X=—3MX=—gM X=gmenx =g

15-2x—x2>0
x? + 2x — 15 < 0 (de vraag is waar deze dalparabool onder de x-as ligt)
¥+2x—-15=0
(x +5)(x—3)=0
x=—-50of x=3
Het domein van deze functie is het interval (=5, 3).
De grafiek heeft een verticale asymptoot als 15 — 2x — x? = 0.
Dat is het geval voor x=—5en x = 3.
— -2-2
SN = 5 =) m)
f(x)=0 geeft =2 — 2x = 0 ofwel x = —1.
Het maximum f(—1) =2log(16) = 4.
Het bereik van f'is {«, 4].

Hoofdstuk 21 Afsluiting analyse
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Vé a ¥

™~
el

0 6

X

b Voor%x— 3 >0, dus voor x = 6.

¢ Voor x < 6 is het functievoorschrift f(x) = —%x + 3.

V7 a y

-2 0 2 6

b %x2—2x—620
x2—4x—-1220
(x—6)(x+2)20geeft x<—-2o0f x26.

+
c Maximumbijx=T6=2endezeisg(2)=\%-22—2-2—6\=8.
d Minimum g(—2) = g(6)=0.

21.1 Limieten en perforaties

intro x2—4x—-5=0geeft (x+ 1)(x—5)=0,dus x=—1of x=5.
Voor die waarden van x is er geen functiewaarde.
Voor -1 <x<5isx?—4x—5<0,dus f(x)=—1.
Voorx<—-lof x>5isx2—4x—5>0,dus f(x)=1.

1 a Dan wordt f(x) steeds kleiner of ook f(x) — —eo.
Dan wordt f(x) steeds groter of ook f(x) — oo.
b De grafiek heeft een verticale asymptoot x = =3.
_x*=9 (x+3)x—3)

S T
Voor x# —3is g(x) =x— 3.
g(x) nadert in beide gevallen tot =3 — 3 = —6.
De grafiek van g is een rechte lijn met een gaatje in het punt (=3, —6).

o o
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Afsluiting analyse

Als x> —31is h(x) 31N lenals x <—31is A(x) = ﬂ= =1,

x+3 x+3
Als x van de rechterkant naar —3 nadert, nadert /2(x) tot 1 en als x van de
linkerkant naar —3 nadert, nadert /(x) tot —1.

De grafiek van /& vertoont een sprong bij x = —3.

x2—=25>0als x <=5 of x> 5, dus dan is |x2 — 25| = x2 - 25.
—25<0als =5 < x <5, dus dan is |x? — 25| = —(x2 — 25).

=25 —(x=5)(x+5)
llmf(*c) =lim =lim————
x15 x5 X — 5 X175 x—3

=lim(—(x+5))=-10
X175

2-25 L =S+
hmf(x) =lim————=lm—————=Ilim(x + 5) =10
x|5 =5 x15 X =3 xX|5
xX2—4x-5 +1)(x—5
TR i [ b, k) PP
xTS xTS x—35 xTS x—5 xTS
; . (x+Dx=5)
limg(x)=lim—————=Ilim(x+1)=6
xJ—j xJ—j =3 x‘LS

De grafiek van f heeft bij x = 5 een sprong en de grafiek van g heeft bijx =5

een perforatie.

-5 (=23
=37  (=-3P

-2

-3

De grafiek van f heeft een verticale asymptoot x = 3.
2%—=1  2x—1

flx) =

Alsx¢3isf(x)—

8= e o = 1)
Alsx#1is g(x)=%
lim—= limL= l= 1

XT% 2x xl% 2x 1

De grafiek heeft een verticale asymptoot x = 0.
2x2— 8x _ 2x(x—4)

h(x) = =
=T T T4
) 2x(x — 4) 2x(x—4)
Alsx>4ish(x)=———=2xenalsx<4is i{x)=——= —2x.
x—4 —(x—4)

limk(x) =8 en 11m k(x)=-—
x4
De grafiek van h heeft een sprong bij x = 4.

k() x—3x 4_(x—4)(x+1)=(x—4)(x+1)
—~2 Wot— 13 20x—-(x+1)
. x—4
Als x=—1 1sk(x)—2(x_ 0
lim x—4 - lim x—4 _ -1-4 _s
=1 2 =1) 12 -=1) 2=1=1) 4
De grafiek van k& heeft een perforatie bij het punt (—1, 1%).
De grafiek van k heeft een verticale asymptoot als 2(x — 1) = 0.
De verticale asymptoot heeft vergelijking x = 1.

Hoofdstuk 21 Afsluiting analyse

© Noordhoff Uitgevers by



X1 a

3x+18 3(x+6)

S R (Y R

Alsx;ut—6isf(x)=i
x—9
3 3 o

lim = lim 5
xT—Gx—9 X][- 6x—9 —15

De grafiek van f heeft een perforatie bij het punt (—6, —%)
e3840 (e=1)(EeF=2)

8(x) = e -2 g¥ — 2

Alsx#In(2)is g(x)=e*— 1

hme—l—hme =1
len(Z)( ) x| In(2 ( )

De grafiek van g heeft een perforatie bij het punt (In(2), 1).
2 +2x—12  Ax+3)x—2)
Ix—6 3(x—2)
Als x # 21is h(x) = 3(x + 3).
v D 2 _nl
13‘1;1;1'5()( +3)= ilirzlg(x +3) =35

h(x) =

De grafiek van /i heeft een perforatie bij het punt (2, 3 %)
sin(x)

k(x) = cos(x) * tan(x) = cos(x) *
cos(x)

Als x # 1 of x#—Lnis k(x) = sin(x).

hm sin(x) = hm sin(x) = —1 en limsin(x) = limsin(x) = 1
Xtoin X|~in Xp3n X3

De grafiek van k& heeft perforaties bij de punten (—ETK, —1) en (%n, 1).

1 1

lim2ex-1=2+e™=0enlim2ex1=2-e" =
xql1 x1
De grafiek heeft een perforatie bij het punt (1, 0) en een verticale asymptoot
x=1.

9—-x2 (B+x)3-x)
S0 = 3-x (3 -x)

3+

Als x #3 is f3(x) = ——
. 3+x . 3+x @
lim———= =5

x3 X X3 X
De grafiek heeft een perforatie bij het punt (3, %)

Voor het snijpunt met de x-as geldt f5(x) =0, dit geeft x = —3.

3+x_ 3 1
- = — — 332 4 o
flx)= =2 —+ " ofwel fi(x)=3x"+x
, 6 1
f=-5-3

— 1_1
fy=3)= _—27_§_§
Een vergelijking van de raaklijn in (=3,0)is y = %x + %

Invullen van de coérdinaten van de perforatie geeft % = % *3+ % klopt.

Deze raaklijn gaat dus door de perforatie.

© Noordhoff Uitgevers bv
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9-x2 (3+0)3-x)

b = =
%) 2t g —x)
) ) 3-x x-3
Er is ook een perforatie als a = =3; f_3(x) = ——=—
=K, X
=3 -3
lim === lim ~——= -2
=3 X x| -3 X

De grafiek heeft een perforatie bij het punt (—3, —%)

cos(2x)— 1 . —2sin*(x) N
sin(2x) 2sin(x)cos(x)
sin(x)
cos(x)

Er zijn asymptoten als x = %n + ke

X2 a g(x)=

Voor sin(x) # 0 is g(x) = — +1=—tan(x) + 1.

Asymptoten op het interval [—%T[, 2%1‘[] zijn de lijnen x = —%n, x= %n,
x= I%n enx=2%n.

b De perforaties doen zich voor als sin(x) = 0,dus bijx =0, x =nen x = 2n.
lim(tan(x) + 1) = lim(tan(x) + 1) = 1, lim(tan(x) + 1) = lim(tan(x) + 1) = 1 en
xp0 x0 xqm x|n

lim(tan(x) + 1) = lim(tan(x) + 1) =1
len xiZn

De grafiek van g heeft perforaties bij de punten (0, 1), (n, 1) en (27, 1).

21.2 Functies met absolute waarden

intro Met behulp van je GR vind je g(x) = [x3| — |9x].

7 a Alsx20,danis g(x)=2x—3x+ 5 ofwel g(x) = —x + 5.
b Alsx<0,danis g(x)=2x+ 3x + 5 ofwel g(x) = 5x + 5.
c y

X
f o g\
d De richtingscoéfficiént van het deel van de grafiek links van de knik is 5 en

de richtingscoéfficiént van het deel rechts van de knik is —1.
e Maximum g(0) = 5.

8 a g(v)= %x"- — Tx als %xz —4x >0 ofwel als x(x — 8) 2 0.

Dit is het geval als x <0 of x = 8.
b g(x)=—%x2+xalso<x<8.
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3

b Alsx23,danis f(x) = 2x(x — 3) + 1 of ook f(x)=2x>—6x + 1.
Alsx < 3,danis f(x)=2x+ —(x — 3) + 1 of 0ok f(x)=—2x2+ 6x + 1.

c ¥

A x
A

xX3—-2x*-8x=0
x(x+2D)(x—-4)=0
Plot y'= o —2x%— Bx.

o]

Uit de plot blijkt dat x* —=2x>—8x20als —2<x<0of x>4en
P2 Rk % Dals ¥ 2 20l 0= x%d,

Voor —2< x <0 of x =4 geldt g(x) = x3 — 2x2 — 8x — 2.

Voor x < —2 of 0 < x <4 geldt g(x) = —x* + 2x> + 8x — 2.

x—4 -x+4

alsx=4en =
T alsxzden s =—¢
b Het minimum is f(4) = 0.

als 0 < x < 4.

10 a /f(x)=

© Noordhoff Uitgevers bv
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12 a

96

Afsluiting analyse

2 2x—(x—4) x+4
Voor x > 4 geldt f(x) = = =

X 2x\l; 2x\f;
X

+4
2xyx
x+4

1 . _1 _1
—5enlim f"(x) = lim =
xl4

xi42x\j;

Voor 0 < x <4 geldt f(x) =—

+4 8
lim f(x) = lim———— =
xT4

xqd 2)0\[; a _E:

De extreme waarde is een maximum f(1) = 1.

l%x2—4x=0
4x*—12x=0
22— 3x=0
x(x=3=0

De grafiek van y = x> — 3x is een dalparabool die de x-as snijdt in de punten
(0, 0) en (3, 0).
1%x2—4x20voorx500fx23en 1%x2—4x<0voor0<x<3.

Voor x <0 of x23 geldt f(x) =13 — 13x2+4ven f(x)=x2-23x+4.
Voor 0 < x<3geldt f(x)=1x3+ 112 —dxen fx)= 2 +23x - 4.
l;;r&f(x) = %(f —22x+4)=4en Efgf'(x) = Ef&(xz +23x—4)=—4

De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan het linker deel van de grafiek in
P is —4 en de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan het rechter deel van de
grafiek in P is 4.

De x-codrdinaat van Qis 3. f(3) = % «27=9, dus Q(3, 9).

5 ’, T 2 - . ” oo 35 2 -
l;rTr;f(x) = Eg(ﬁ +22x—4)=13en Eirslf(x) = Llfsl(f —22x+4)=5
Vergelijkingen van de raaklijnen in QO zijn y=13x+ bhen y = 5x + c.
Invullen van de coordinaten van Q geeft 9 =13-3+hen9=5-3+c.
Dush=-30enc=—6.

Vergelijkingen van de raaklijnen in Q zijn y = 13x — 30 (linker deel) en
¥ = 5x — 6 (rechter deel).
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13 a ¥

b De figuur heeft een knik als 2x —1=00of x —3 =0, dusbijx=%enx=3.
f&)=2Len r3)=5
In de punten (%, 2%) en (3, 5) heeft de grafiek van feen knik.
¢ Alsxz3geldt f(x)=2x—1+x -3 ofwel f(x)=3x—4.
Als %5x<3geldtf(x)=2x— 1 —x+3ofwel f(x)=x+2.
Als x < %geldt f(x)=-2x+1—-x+3ofwel f(x)=-3x+4.
d De extreme waarde is een minimum f° (%) = 2%.

14  f(0)=2geeft |p| + |-b| =2|p| =2, dus h=1.
Omdat a en b positief zijn hoort het knikpunt (2, 2) bij ax — b =0.
2a—1=0geeft2a=1 0fwe1a=%.

X3 a Alsx<a, danisx—a<Oenis|x—a|=a-x.
x—|x—da x-(a-x) 2x-a 5
D 1dt f(x) = = = =zx— 1
us geldt. f,(x) b w—a artlg—d a at

/£, is dan een lineaire functie en de grafiek een rechte lijn.

b De grafiek heeft een verticale asymptoot als x + |x — a| = 0.
|x—a|=—x
x—a=xofx—a=-x
=Ly
¢ De knik doet zich voor als |x — a| = 0 dus als x = a.
a=la—a a-0
'ﬂ‘(a)_a+\a—a| Ca+0
De grafiek heeft een knik in het punt (g, 1).

p=lp—4
d f(p)=¢ dusg=——
p+lp—a|
Omdat p > 0 is de noemer positief.
—p—a +\p—a
Danisq=p p \Sp L ‘=ldusqsl.
ptlp—a " p+ip-d
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X4 a

b

Afsluiting analyse

Voor A geldt |%x —4|=0,dus x=8.

f(8) =5, dus A(8, 5).

Voor het rechterdeel geldt x > 8, dus f(x)=5+ (%x = 4)(2 - Xx).
f(¥)=5+x-1x2— 8 +4xof ook f(x)=-1x2+5x-3.
fi(x)=—x+5en f(8)=-3

Een vergelijking van de raaklijn /is y = =3x + h.

Invullen van de co6rdinaten van A(8, 5) geeft 5=-3-8 + b, dus b = 29.

Een vergelijking van de raaklijn /is y = —3x + 29.

Het tweede snijpunt ligt op de linker tak: f(x)=5+ (—%x + 4)(2 - X).
S(x)=5— x+3x2+8 —dxof ook f(x)=1x2—5x+13.
1x?-5x+13=-3x+29

le-2v-16=0

x¥2—4x-32=0
(x+4)(x—8)=0
x=—4o0of x=8

Voor het tweede snijpunt geldt x = —4.
f~H=1-16-5--4+13=41
Het tweede snijpunt is (—4, 41).

21.3 Extreme waarden en buigpunten

intro

15 a

b
c

16 a

98

Voor drie waarden van x.
fheeft twee maxima en twee minima.
Dat geldt voor x = 3.

flx)=x3-e*

flx)=3x2-ex+x3-e*

X2 e’ 3+x)=0

x2=0o0f 3+ x =0 (e¥ =0 heeft geen oplossing)
x=0of x=-3

Bij x = 0 heeft f geen extreme waarde.
f(x)=6x-e*+3x2 e+ 3x2 e+ x3-e¥
f(x)=x-e"+6x-e"+6x-e*

F7(x) =0 geeft x* + 6x2 + 6x = 0 ofwel x(x? + 6x + 6) = 0.
x=0ofx*+6x+6=0
x=00fx=—3—\f§0f—3+\[§

Voor deze waarden van x heeft de grafiek buigpunten.
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=L 2
b f(x)= %x = W’ dus 77(0) bestaat niet en ook g(0) niet.
X

In de grafieken van fen g zit een knik bij x = 0.

[«

fen g hebben beide een minimum 0 voor x = 0.

17 a 5-4x220, dus4x2550fwelxzs%.

18 a

Het domein van f'is [—%\6, %\B]
y

—8x 4x
f(x)=1+——=ofwel f(x)=1 - —
245 — 4x2 V5 — 4x?
flx) =0 geeft 4x = 5 — 452,

16x2=5— 4x?
20x2=5
K= :175 dus x = % of x = —% (voldoet niet).

f heeft een randminimum f(—% 5) = —% 5,

fheeft een maximum f (%) =2 % en een randminimum f1 (%\E) = —;-\B

Voor het domein moet gelden x > 0 en In(x)# 1, dus x #e.
Het domein is {0, e} w {e, —).

lim LI =lim ! = ! = —1 (de grafiek nadert naar (0, —1)).
xOl—ln(x) xlo;_l 0-1 ’
In(x)
1 — In(x) = 0 geeft een verticale asymptoot x =e.
firs In(x) = lim 1 _ 1 I
x—poo | — ln(x) x—eo | 0-1
In(x)

De lijn y = —1 is een horizontale asymptoot.
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d

19 a

20 a

21 a

100

Afsluiting analyse

é- (1 - In(x)) - In(x) - —%
S = (1 - In(x))?
1

’ o :
SO =0 -n» = S0 — e

Alsx>0enx#edanis f(x) = 1

P

De afgeleide zal nooit nul zijn, dus heeft f geen extreme waarden.

f(x)=2x5 - 5x*

fx) = x° —20x3

(%) = 5x* — 60x2

F7(x) =0 geeft 5x%(x*—12)=0.

x=00of x =y12(=2y3) of x = —\12(=-243)

Lt
ViV

Uit de plot blijkt dat de grafiek geen buigpunt heeft als x = 0.

J12)=1-123 = 5122 = ~432en 00k f(—12) = 432,
De buigpunten zijn (=23, —432) en (243, —432).

_
5-4(x—1)*
4 -
g =t -y e
25 9(x—1)
g”(x) = 0 heeft geen oplossing.

g =tx—-17=

hmg’(x) = en hm g’(x) = oo, dus de raaklijn in het punt (1, 2) is verticaal,

Alf*

De grafiek heeft een buigpunt (1, 2).
Een vergelijking van de buigraaklijn is x = 1.

F@)y=xt=
F(x) = 5x* — 20x3
-20x%=
5x3(x—4)=0
x=0ofx=4
Er is een maximum f(0) = 0 en een minimum f(4) = —256.
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b f(x)=20x>— 60x>
20x% — 60x2 =0
xX=3x2=0
xH(x—3)=0
x=0of x=3

22 a

X5 a

\ ]
[

/" heeft geen extreme waarde voor x = 0, dus is er alleen een buigpunt als

x = 3. (Vensterinstelling —10 < x < 10 en —300 < y < 300.)

i
fx)=e”
L2 L
flx)=e > s—x=—x-e "
’ -l “%J‘Q
Fy= =l e ¥ == T e

1y 12
fix)=-1-e7" +x2:e

) =e -1+ )
F7(x) =0 geeft x> = 1.
x=lof x=-1

-

De buigpunten zijn (—1, L) en (1, L)
Ve Ve
fl=een ()= —e

Vergelijkingen van de buigraaklijnen zijn

1 1
y=el-x+bheny=—-el-x+c.
Invullen van de codrdinaten van de buigpunten geeft
el gl il sl al _1
e’=e?*—1+h dush=2e ’ene 2=—-¢ >+¢,dusc=2e 2
L i
De vergelijkingen van de buigraaklijnen zijn y=e 2+ x+ 2e 2en
1 N 2 1 N 2
=& Xtk —= == R e
Ve o e Ve e
Er moet gelden f,(0)=0en f”,(0) =0.
£(0)=0-¢"=0
fAx)=2xe™+ x? e -q

Sx) = xe?(2 +ax)en f7(0)=0
Dus voor elke waarde van a raakt de grafiek de x-as in (0, 0).

L L
y=—e *+x+2e ’|ofook y= eny=

© Noordhoff Uitgevers bv
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Filx) Sater
fa(x) = xe¥(2 + 2x)
f’z(X)=0alsx=Oofx:—1

_J
|

1
Met een plot: maximum f,(—1) = 2 minimum £,(0) = 0.

Fx) =xe™(2 + ax)
2
f’(x)=0ge(3ftx=00fx:—;

a

4
SR = e
2 4 1

= m—is = a2 —in 2 war 2= 2 e
xmp a en ylop &2 € ‘xmp ¢ xtop a2

1
De top ligt dus op de parabool y = e—zxz.
Z(x)=1-e*+ x-ae* ofwel g/ (x) = (ax + 1)-e*
g’ (xX)=a-e”+ (ax+ 1) ae™

g’ (x)=a+e™ + (a’x + a) - e** ofwel g7 (x) = (a’x + 2a) * e

Voor buigpunten geldt g” (x) = 0.
a’x + 2a =0 of e** =0 (geen oplossing)

ax=-2
2
s
a
ga(_a—z) = _72° e T = _72° e™? Het buigpunt is (_72, % . e‘z).

De buigpunten liggen op de lijn y =e 2+ x.

2sin(x) 2 0 op [0, 1] W [2n, 3n] en 2sin(x) < 0 op {m, 2n) en (3m, S%n).

2sin(x) 20 2sin(x) <0

f(x) =x+ 2sin(x) f(x) =x— 2sin(x)
F(x)=1+2cos(x) F(x)=1-2cos(x)
f1(x) =0 geeft cos(x) = —% F7(x) = 0 geeft cos(x) = %
x=%n0fx=2%f[ x=1%1‘[

Maxima f(2n)=2rn++3en f(12n) = 12n+3 en f(22n) = 22n +1.
Randminimum #(0) =0 en randmaximum f1 (3%11) = 3%1[ = 2

Minima treden op waar de grafiek een knik heeft, dus als 2 sin(x) = 0.

Minima f(n) =nen f(2n) =2nen f(3n) = 3n.
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21.4

intro

23 a

24

25 a

26 a

Scheve asymptoten

De lijnen met vergelijking y = xen y = —x.

B

lim =0en lim = 0, dus voor hele grote of hele kleine waarden

x—o X + x——X + 2
van x komt de grafiek van f'steeds dichter bij die van g(x) = %x + 1.

lime™ = 0, dus voor grote waarden van x komt de grafiek van f'steeds
X300

dichter bij de lijn y = 6x — 5.

fy=x+3+——
L (x+D+2) 4
f)= v12  x+2

x2+5x+6 4

fx)= x+2 +x+2
x2+5x+10
Jx)= x +2

—(x+3))=lim 42=0en

li - =1 +3+
xl—Ifulu(f(x) g(X)) xl—I:;lv v x+2 x—0 X +

i (f() = g(x)) = lim ——=0

Datisde lijn y=x + 3.

lim e>*! =0, dus de lijn met vergelijking y = 8 — 12.x is een scheve
X—3—o0
asymptoot van de grafiek van f.

“ |-

2 0 x2
I = lim ™ 7 =-——=0:net zois l; =0.
o d =1 xomg_ LT g0 PR AN S

De lijn y = 9x is een scheve asymptoot van de grafiek van f.
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2~ Tx+
AT 5 Fldr=p— G L e
x+3
_32-Tx+11 (Bx-16)(x+3)
a X443 x+3
_3x2—7x+11_3x2—7x—48_ 59
x+3 x+3 x+3
lim 22 =0(en lim =0),dus delijn y = 3x — 16 is een scheve
x—=eox + 3 x——wX +

asymptoot van de grafiek van f.

0 69~ (Fx i) = oy~ (e

2x+3
C15-x [m3x+iex+3)
T 2x+3 2% +3

15— —x2+21 122
T 2x+3 2x+3  2x+3

12% 23 {3
lim =0|en lim , dus de lijn met vergelijking y = —5x + 3
x—}mzx x——wl2X + 3

is een scheve asymptoot van de grafiek van g.

28 a 2x?isvervangen door 2x(x + 4) = 2x2 + 8x.
Daarvoor moet gecorrigeerd worden door er 8x af te trekken.

2x(x+4)—8x+11x—-5
x+4 a
2x(x+4)+3x—5_
x+4 x+4
3x—5
x+4

¢ Op de puntjes moet 12 staan.
+3(x+4)— [2—5

2x+

x+4
17
2x+3-—
Y x+4
lim =0(en ook lim =0].

X—3o0o X 4 x——wX + 4

e De scheve asymptoot van de grafiek van fis de lijn y = 2x + 3.

2+5x—3 x(x+4)—4x+5x-3

27 a fw= x+ 4 B x+4
x+4-4-3
f(x)=x + 4 OfWEI flx)=x+ T
% 4
) i i
lim =0|en ook lim =0
x—oX + x——wX + 4

De scheve asymptoot heeft vergelijking y = x + 1.
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30 a

o s

&(x) = x—2 x—2
-2+
5 = § — el = g ~ et 2
T, =),
2
x)=x-1—-——
gx)=x s
lim =0|en ook lim =0
x—o0 X — X——co X —

De scheve asymptoot heeft vergelijking y = x — 1.

; K ExQx— 1y +1x

=TT v

i 1 1x el b L iex-D+l
==-x+ LIPS B M M. ¥

(x)=3x 2x—10we (X)) =% 1

1

hx)=ix+iy 2

() =ax+g+5
1 1

% 4 &

T Y

Bi—

De scheve asymptoot heeft vergelijking v = %x +
do¥—3w Tl Zoch 3 1)~ — e

M= 2T 22+ 1 ofwel
4x
B ==
4
li =1 —L—O k li =
xl—I->{1102x2+1_x51302+l2_2+0_ P x—lglmzxz‘l']_

X
De scheve asymptoot heeft vergelijking y = 2x.

Als een grafiek een scheve asymptoot heeft, nadert de helling van de grafiek

tot de helling van de asymptoot.
Gplrly=33%«1 33468

)= (x + 1) T2+ 2x+1

3+8
i JeEhg 340
A+ 2x+1 e 2 1 1+0+0

1+—= =

X X
) 3x2 o 3x2=3x(x+1) . -3x
lim -3x|=lim————————=lim———
xoelx + 1 X—300 x+1 xoeX + 1
. 3% . -3 —~3
lim = lim = =
xoeX + 1 xoe 1 1+0

1+—

Dat is gelijk aan b, omdat dan lim(f(x) —ax —5b)=0.
X—y00

© Noordhoff Uitgevers bv

=3 dusa=3.
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31 a f'(x)=2—%

1
lim/"(x) = lim(z = ) =2-0=2
X—>o0 X—yo0

b lim(f(x)— 2x) = lim(2x — In(x) — 2x) = lim (=In(x)) = —ce.

Er is geen scheve asymptoot.

m 1
X7 a f’(x):%+e2 2 -—%=%—%e &
=l
Flx)=0geeft e’ = 1.

2-3x=0,dusx=4.
Het minimum is f(4)=2+1-1=2
L . oa-ly
b f(x)=%x—1+e2 en lime’ 2 = 0.
X—yo0

De scheve asymptoot heeft vergelijking v = %x - 1.

¢ Voora>0islime’*=0envoora<0is lim e2~% = (.
X—y00 X—y—o0

De scheve asymptoot heeft daarom als vergelijking y = ax — 3.

De asymptoot snijdt de verticale as onder een hoek van 30°, dus de x-as
onder een hoek van 60° en tan(60°) = \E

Hieruit volgt dat a = \E of a= —\E.

X8 a De grafiek van f, heeft een verticale asymptoot als 2x + 4 =0 (en
3x2—2x—140).
Een vergelijking van de verticale asymptoot is x = =2,

3x2—2x-—14
G A v
13x(2x+4)—6x—2x— 14 . 8x+14
Flx) = e ofwel f4(x) =133 == ——
1 dexrd-l6+14 I
A9 =1gx 2x+4 us folx) =13 2x+4
. _ o
;lcl-r»rnla2x+4_0 enOkal—]«glmZx+4_0

Een vergelijking van de scheve asymptoot is y = I%x -4,

Voor de hoek o tussen de scheve asymptoot en de x-as geldt: tan(o) = 1 %

o = 56,309...°.
De hoek met de verticale asymptoot x = —2 is dan 90° — 56,309...° = 34°,
3x2-2x- 14
o L
—x(—3x+4)+4x—-2x—-14 2x—14
folx) = -3x+4 Ol jglh) =Xt -3x+4
2 2 1
3 —3(—3x+4)+25—14 o 2 —11§
A= —x+ gy, dus ()= =—x—35+ o
: -11% : -11%
. ~0 . ~0
T e A SR

e 5 2
Een vergelijking van de scheve asymptoot is y = —x — 3.

Deze snijdt de y-as in het punt (0, —%)

106 Hoofdstuk 21 Afsluiting analyse © Noordhoff Uitgevers bv



3x 12x 19
— (% +4) ————2%—~ T4 e
o2e—14 P G+~ 2x - 14

¢ )=

px+4 =—xt

px+4 P px+4 -

De scheve asymptoot gaat door de oorsprong als lim ( Jx) ~ %x) =0.
X—yo0

_12_x_2x_14 (—%—Z)x—ldi

li =i
xl-I:»Inla px+4 xgrnlﬂ px+4

12
Deze limiet is 0 als —? —2=0,dusals p=-6.

21.5 Functies onderzoeken

intro Functie: domein en bereik, nulpunten en extremen, stijgen en dalen, even en
oneven, periodiciteit.
Grafiek: toppen, buigpunten, asymptoten, knik, perforatie en symmetrie.

1 —ie=
32 a f(x)—1+ex
oo € (l+e)—(1—¢")e
Fe= T
e BT
SO= e
Omdat —2e* 0 heeft f"(x) = 0 geen oplossing, dus er zijn geen extreme
waarden.
, —2eX(1 +e9)2——2¢*+2(1 +¢*) - e*
b /(x)=

(1 +ev)?
Teller en noemer delen door 1 + e* geeft
_2ex(l + ex) — —DeX.2px B 262x — 2exX

f(x): (1+ex)3 - (1+ex)3
F(x) =0 geeft 2e** —2e¥=0 (en (1 + &¥)* 2 0)
2e¥er—1)=0
e¥=1dusx=0
1_
f(0) =——=0, dus het buigpunt is (0, 0).
1+1 1
: A o B Bl
| S e ey COEL
ex
l—e* 1=0

I = 1 = =
S = = 50

Dus een horizontale asymptoot y = —1 naar rechts en een horizontale

asymptoot y = 1 naar links.

l—g™
1 1| L+e
‘-1
Teller en noemer vermenigvuldigen met e geeft f(—a) = :a 1
1—¢?
flea) = —== /).

Dit betekent dat de grafiek puntsymmetrisch is in (0, 0).
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33 a

34 a

35 a
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Afsluiting analyse

sin(2x) — 2sin(x) =0

2sin(x) cos(x) — 2sin(x) =0

2sin(x)* (cos(x)—1)=0

sin(x) =0 of cos(x) =1

x=0+k nof x=0+k+2n

De nulpunten van fop het interval [-m, 2n] ziin x = -, x =0, x =men
x=2n.

f(x) = sin(2x) — 2sin(x)
f(x)=2cos(2x) — 2cos(x)

F(x) =0 geeft 2cos(2x) — 2cos(x) =0
2cos(2x) = 2cos(x)

cos(2x) = cos(x)

2x=x+k-2nof 2x=—x+/k+2n
x=0+k-2nof 3x=0+k-2n
x=0+k-2ﬂofx=0+k-%n

ANTEVAN

Op het interval [—n, 2n1] is er een minimum £} (%n) = —1% 3 en twee maxima
A=37) =133 en f{13n) = 1143,

J(—x) = sin(—2x) — 2sin(—x)

J(=x) = —sin(2x) — —=2sin(x)

f(=x) =—(sin(2x) — 2sin(x)) = —f(x) voor elke waarde van x.

Het domein is R, want een derdemachtswortel bestaat voor elk getal.

fx) = Jax — 2 = (4x — 2

=)= %(4)6 = xz)_%@_ -2y = 4-2x

5 3(4x — x2)2
f(x)=0 geeft 4 — 2x = 0 ofwel x = 2.

fQ2)= %ﬁ, dus de top is het punt (2, Q{Z)_

f(x) =0 geeft x(4 — x) =0, dus x =0 of x =4.

llmf’(x) =lim 1 = o en ]lmf"(x) :]imiz — oo

x—0 x—0 3‘31(4)6 — x2)2 x—4 x—)43‘\31(4x — x2)2
De raaklijnen zijn verticaal: x =0en x =4.
3
f2-p) =42 -p)-@2-py
={8—4p—(4—4p+p)=4-p
f@+p)= 42 +p) ~ 2 +p)
=8 +4p—(4+4p+p?) =4 - p’

De grafiek van fis symmetrisch in de lijn x = 2.

f@=pre =1

1
f(x)=0geeft pre*—1=0duse*=—
Er zijn geen oplossingen als p < 0.
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36 a

37

Er moet gelden f,(x) =0 én £, (x) = 0.

pret—x—1=0¢énp-es—1=0.

Aftrekken van de vergelijkingen geeft x = 0.

Daaruit volgt dat p+e’—1=0,dus p=1.

Iim p-e¥=0, dus voor elke waarde van p is de lijn y = —x — 1 de scheve
Jﬁ?ﬁ?}ptoot van de grafiek van f,.

f=pre—1

5 =p-e

1,7(x) = 0 heeft geen oplossing voor p # 0.

Er zijn dus geen buigpunten.

Dan moet gelden e* — p > 0 ofwel e* > p voor elke waarde van x.

Dat is het geval als p < 0.
fux)=-2x+In(e*—e)
fl = =2+

2, = ex =
F(x) =0 geeft F o =2
e¥=2(e"—e)
e¥=2e"—2e
e¥ =2e

x=1In(2e)=1+1In(2)

Uit de plot blijkt dat f, bij deze waarde van x een maximum heeft.
fo(x) = —2x + In(e¥) = —2x + x = —x. Het is de rechte lijn y = —x.
lim(f,(x) = —x) = lim(=x + In(e* = p))

X—300 X—oo

Vervang x door In(e”).

= :p): limln(l —%):ln(l ~0)=0.
5 (5

lim(In(e* — p) — In(e¥)) = limIn

X—300
Dus voor elke waarde van p # 0 is de lijn ¥ = —x een scheve asymptoot van
de grafiek van f,.

De grafiek van f(x) = |x|(x — 3) heeft voor elke waarde van p altijd het punt
(0, 0) gemeenschappelijk met de lijn y = px.
Als x 20 geldt f(x)=x(x—3)=x>—3xen limof”(x) = liné(Zx -3)=-3.

XL xl

Als x <0 geldt f(x)=—-x(x—3)=-x2+3xen lirréf'(x) = lin&(—2x +3)=3.
*l *L

De hellingen van de linker en rechter raaklijnen zijn 3 respectievelijk —3.
Als p = 0 dan is naast (0, 0) ook (3, 0) een snijpunt.

Als 0 < p <3isernogeen tweede gemeenschappelijk punt in het eerste
kwadrant.

Als p > 3, dan is er ook nog een derde gemeenschappelijk punt in het derde
kwadrant.

Als —3 < p < 0 dan is er een tweede snijpunt in het vierde kwadrant.
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Als p <=3 dan is (0, 0) het enige snijpunt.
Conclusie: voor p < —3 is er één gemeenschappelijk punt en voor —3<p<3
Zijn er twee gemeenschappelijke punten.

1
;-px—pln(x) - pln(x)
X9 a f Yolee) = (px)? = —(px)2

f(x)=0 geeft In(x) =1, dus x =e.
Ine) 1
fle)= =

1 1
De maximale y-codrdinaat is 2 als _—— 2dusals p= %

pe  pe

b f,(x)=0geeftx=1.
—pn+0
ray=t2

De richtingscoéfficiént is tan(60°) = \E of tan(120°) = —\E.

pPp

1 1 1 1 1 1
;:@geeft}?:E:g 3en;=—\f§geeftp:—-€=—§\[§
In(x)

—2x

¢ falx)=

In(x)

met x-= 3x,.
— X5 e c B

In(x In(x
= g geeft snijpunt B(xB, - 2( B)) en C(xc, - b

In(xp) In(xe) In(xy) In(3x))
= geeft =

2xp 2xe 2%y 2. 3%y,
In(xy)  In(3) +In(xy)
Xp a SxB

31In(x,) = In(3) + In(x,)
2In(x,) = In(3)
In(x,) = 11n(3) = In(y3), dus x, =+3.
In(x,)  In(y3)
Dxy B 2\]5

X10 a Zowel de teller als de noemer zijn voor elke waarde van x positief.
ex(l 4 er) —e¥. 2elx eX + e3x i 2e3x et — eBx
b g(x)= =

(1 +e2)? T (I+e®? (1+e)?
g(x) =0 geeft e* — e = 0.
o¥ = o¥x
x =3x
x=0

v—q—#hﬂw——t——o

e? 1

Uit de plot blijkt dat het maximum g(0) =

1
1+e® 1+1 %
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¢ Aangetoond moet worden dat g(—x) = g(x) voor elke waarde van x.
e—x

g(_'x) = 1 + e_zx

Teller en noemer vermenigvuldigen met e** geeft g(—x) =

X

e
1 8(x).

ex
14 e

X—poa

d lim(e‘x —

= 1im(l -
yoeleY ]+ ey

B 1+ e2x a¥.a¥

- ;lcglolo(ex(l +e2) eY(l+ ezx))

xill(exa e

21.6 Gemengde opdrachten

38 a f(x)=e*—a

£J(x) =0 geeft e* — a = 0 ofwel e* = a.
Hieruit volgt dat x = In(a) en dan moet a > 0.
De codrdinaten van de top zijn (In(a), @ — aln(a)).

b x =0 geeftIn(a)=0,dusa=1.

¢ Als f, de x-as raakt, dan moet gelden f,(x) =0 én f,(x) = 0.
e¥—ax=0ene*—a=0
ef=axene'=a
ax=a,dusx=lena=e.

(=0 =0)

39 a fi(v)= " "
Voor x#01is fi(x) = x.
x? x2
lim—=1limx =0en ook lim—=limx =0,
xTO X xTO xLO X xl()

De grafiek is de lijn y = x met een perforatie bij (0, 0).
(x—a)x—9a) x2-10ax + 9a?
b fx)= x—10a x — 10a
(2x = 10a)(x — 10a) — (x> — 10ax + 9a?) + 1
1= (x — 10a)
_ 2x?—30ax + 1004* — x? + 10ax — 94°
B (x — 10a)
_x2—20ax +91a*> _(x—Ta)(x— 13q)
T (x—10a  (x-10a)y
S(x)=0geeft x=Ta of x=13a
(Ta=—a)(Ta—9%a) 6a-—2a

Ta) = 4,
Jol72) Ta— 10a —3a “
_(Ba-a)13a—9%) 12a-4a _
J(13a)= 13a — 10a Y 16a
De toppen zijn (7a, 4a) en (13a, 16a).
¢ Voor de toppen (7a, 4a) geldt x=Taen y=4a=4- §= %x.
Voor de toppen (13a, 16a) geldt x=13aen y=16a=16"- %= %x‘

De toppen liggen op de lijnen y = %x eny= %x.
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40 a In het raakpunt moet gelden f(x)=0en f(x)=0.

41

112

f(x)=0geeft 4(x> —2x+ 1) =0 ofwel (x — 1)>=0,dus x = 1.
(8x —8)(2x —3) — 2(4x2 — 8x + 4)
Sx)= —o
(2x—3)
_ 16x2—40x + 24 — 8x? + 16x — 8
B (2x — 3)
_8x2—-24x+16  8(x*—3x+2)
T (2x=3? (2x-3)
F(x)=0geeft (x—1)(x—2)=0,dusx=1o0of x=2.
De grafiek raakt de x-as in het punt (1, 0).
Voor een verticale asymptoot moet gelden 2x — 3 = 0.
De verticale asymptoot heeft als vergelijking x =1 %
De vergelijking van de scheve asymptoot vind je met uitdelen:

4x>—8x+4
f=—F"3—
_2x(2x—3)+6x—8x+4
fx)= —
2x—4 2% —3=1
f(x)—2x—2x_3ofwelf(x)—zx—m
1
=2x—1+
) =23 =145
E};}uzx_:;:o enOkalng2x—3:0)

De scheve asymptoot heeft als vergelijking y = 2x — 1.
De oppervlakte is

1 1 1
—l[f(x)dx——t[(Zx— 45—
= —(1—1+%In(1)) + (0 - 0 + 1In(3)) =1In(3) (of In(y3).
Er is een perforatie als teller en noemer beide 0 zijn.
De teller is 0 als x = 1 (zie a) en de noemer is 0 voor x = %a.
Voor a = 2 heeft de grafiek een perforatie.

)dx = —[x2 =gt %In(\Zx - 3\)](1)

f(x)=x*—3x>—18x

Sf(x)=3x2—6x—-18

f(x)=6x—6

f(x)=0als 6x — 6 =0, dit geeft x=1.
f)=13-3-12-18+1=-20

De codrdinaten van het buigpunt zijn (1, —20).

Door de grafiek 20 omhoog en 1 naar links te verschuiven ontstaat de

grafiek van een functie g met het buigpunt in (0, 0).

Dan moet bewezen worden dat de grafiek van g symmetrisch is in (0, 0) door

aan te tonen dat g een oneven functie is.
gx)=f(x+1)+20
gx)=(x+1P=3(x+1)2-18x+1)+20
g)=(x+1D({(x+1)2=3(x+1)-18)+20
g)=(x+1D(x*+2x+1-3x—-3-18)+20
glx)=(x+1)(x2—x—20)+20
g)=x*—x2—-20x+x2—x—20+20
g(x)=x*-2l1x

g(x) is een oneven functie, dus symmetrisch in (0, 0).

Hoofdstuk 21 Afsluiting analyse

© Noordhoff Uitgevers by



e fo=a— 37— 18x
S(x) = x(x? = 3x—18)
J(x) = x(x + 3)(x - 6)
fix)=0geeft x=—-3of x=00f x=6.
A(=3,0), 00, 0) en B(6, 0)
De middelloodlijn van lijnstuk QA4 heeft vergelijking x = —1 x

A-15)=-14-14- 71 =167, dus (-13, 162). ’
Flx) =32 —6x—18

De raaklijn in C heeft richtingscoéfficiént
f-13)=3-(-14f-6--11-18=-2L

Ye ™ Vi _ 16%_0

=— =—2%,dusde
Xc™ Xp —15—6

De lijn BC heeft richtingscoéfficiént

raaklijn gaat door B.

Onderzoeksopdrachten

42 a f is niet gedefinieerd als @ + sin(x) < 0 voor elke waarde van x.
Omdat voor elke waarde van x geldt dat —1 < sin(x) < 1, is dat het geval als
a<—1.
b Er moet dan gelden f(x)=0en f,(x)=0.
f(x) =0 geeft f,(x)=In(a + sin(x)) = 0.

a+sin(x)=1
, . cos(x)
Jalx) = a + sin(x)
1.)(x) =0 geeft cos(x) =0, dus x = %n + k-
Voor deze waarden van x is sin(x) = —1 of sin(x) = 1.
Danmoeta+1=1ofa—-1=1.
Dit geefta=0ofa=2.
¢ Buigpunten
Er zijn buigpunten als f”(x) = 0.
e« —sin(x)(a + sin(x)) — cos(x) - cos(x) —asin(x)—1
Jdx) = (a + sin(x))? (@ + sin(x))?
£ (x) = 0 geeft sin(x) = —% mits sin(x) # —a.
Er zijn oplossingen als —1 < ~l<lofook-1<i<1.
(voor —% =1l(dusa=-1)en —,17 = —1 (dus a = 1) zijn teller en noemer van
[ (x) beide 0).
Dusa<-lofa>1.
Voor a £ —1 is de functie niet gedefinieerd.
Conclusie: als ¢ > 1 heeft de grafiek van f, buigpunten.
Verticale asymptoten
Er zijn verticale asymptoten als de noemer nul is, dus als de vergelijking
a + sin(x) = 0 oplossingen heeft.
sin(x) = —a
—1<a<1(a=-1voldoet niet, want dan is f, niet gedefinieerd)

Conclusie: als =1 < a < 1 heeft de grafiek van f, verticale asymptoten.
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X —6e—T7 @E* NE=T)
x—a xX—a

43 f=

Verticale asymptoot
Er is een verticale asymptoot als x —a=0en x> — 6x— 7 #0.

x2-6x-7=0
(x—=T(x+1)=0
x=T7of x=-1

Conclusie: er is een verticale asymptoot voora#—1lena=7.
Scheve asymptoot

Er is een scheve asymptoot met vergelijking y = mx + n als
lim(f,(x)—(mx+n)=0enaz=—lena=T.

X300

x2—6x—-7 xl—ax+ax—6x—7
fa(x)_TOfwel fix)= —

__ e —d)+ ax— 6x—7
Sy =

ax—6x—17
f)=x+——""—

B (a—6)x—(a—6)a+(a—6)a—7
Tix) =%+ 7
f(x)=x+a—6+w
¢ X—a

ad—6a-—17
fa(x)—x+a—6+?

P
i Ty,

x—ee X T d

Conclusie: er is een scheve asymptoot met vergelijking y = x + a — 6 voor
az—lena=#T7.

Perforatie

Voor a=—1en a =7 is de grafiek een rechte lijn met een perforatie.

Voor a = —1 is dat de lijn y = x — 7 met een perforatie in het punt (—1, —8).
Voor a =7 is dat de lijn y = x + 1 met een perforatie in het punt (7, 8).

Samenvatting

_x3+x2—2x_x(x2+x—2)_x(x+2)(x—l)
Sla f=——F— T x+Dx-2) @+)x-2)

x(x+2)(x—l)_l. x(x—-1) -2--3
M (D —2) a2 x-2 4
1mx(x+2)(x_1)
AR G -2)

= l%enook

= 1%, dus een perforatie in (—2, 1%)
2=l D1

2—-4x  202x-1)
-Qx-1)  2x-1

b Voor xz % geldt g(x) = en voor x < % geldt

g = T2

. . 2x-1 ) 1 ) ) 2x—1 ) 1 1
limg(x)=lim——————=Ilim—=5enlimg(x) =lim—-————=lim——= —3.
xTé xT;_ 22x—1) xT:‘_z 2 A g % x| 2(2x—1) xl% 2 -

De grafiek van g heeft een sprong bij x = %
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52

S3

S4

S5

|x+3|=x+3voorx2-3en|x+3|=-x—3voor x <-3.
2 —4x 20 geeft —4x> -2, dusxs%.
2 —4x|=2—4xvoor x<len|2—4x|= -2 +4xvoor x> 1.

Voor x < =3 geldt f(x)=—x—3— (2 —4x)ofwel f(x)=—x—3 -2 +4x,
dus f(x)=3x-5.
Voor—Sst%geldtf(x):x+3—(2—4x)ofwe1f(x):x+3—2+4x,dus
flx)=5x+1.

Voorx>%geldt flx)=x+3—(—2+4x) ofwel f(x)=x+3+2—4x,dus
f(x)=—-3x+5.

F(6) = X% = x =2 = ¥ + D(x ~2)

y=(x+ 1)(x —2)is de vergelijking van een dalparabool.
Voor —1<x<2is(x+1)(x—2)<0Oenvoorx<—lof x=2is
(x+ 1)(x—2)=20.

Sf(x)=—x(x*—x—-2)voor—1 <x<2en
f(x)=x(x>—x—-2)voorx<s—1of x22

Eris een knik in de punten (—1, 0) en (2, 0).

lim f(x)= lim(3x?=2x—=2)=3-(=12-2--1-2=3
x-1 xp-1

lim f(x) = m(-3x2+2x+2)=-3+(-1)*+2--1+2=-3
x| -1 x| -1

lim/(x) =lim(=3x2+2x+2)=-3-224+2-242=-6

x12 x12

limf(x) = im(3x2—2x —2)=3:22-2-2-2=6
xl2 xl2

De richtingscoéfficiénten zijn 3 en —3 in het punt (-1, 0) en
6 en —6 in het punt (2, 0).

f(x)=xyx+6voor x20en f(x)=—xyx+6voor —6<x<0.

2Ax+6)+
) =1 x+6+x- 1 _ &9 x=3x+12V00rx20.
Ix+12

MWx+6 2x+6  Wx+6
e

voor —6 < x < 0.
f(x)=0 geeft 3x + 12=10, dus x = —4.
Uit de figuur naast de vaardigheid boven S4 blijkt dat er een randminimum
f(—=6) =0, een maximum f(—4) = ——d\-4+6= 4\]5 en een minimum

£(0)=0is.

f(x)=(x+ Dx—3)(x+3)

fx) = (x+ D(x2+2x—15)

fx) Sodd T 1 5t & 26— 15
fx)=x*+3x*—13x—-15

flx)=3x2+6x—13

(x)=6x+6

f(x)=0 geeft 6x + 6 =0 dus x=—1.

Uit een plot blijkt dat dit een buigpunt is.

f(—=1) =0, dus het buigpunt heeft codrdinaten (—1, 0).

© Noordhoff Uitgevers bv
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Er moet dan worden aangetoond dat lim ( f(x) — (1 — 2x)) = 0 of dat

lim (f(x)—(1-2x))=0. o
N =2+ g~ 1

f(x)—(1-2x)= 21 —(1—2x)
233+ 2+ x—-1 (1=20)x*=1)
Sx)=(1-2x)= o - 2_
x =1 xt—1
Do da— 1~ @2—1 ~2x%4+2%)
f -1 -29= —
2ol T—a? 471 +2b—~20)
Sx)=(1-2x)= 0]
.
f) - (129 =5
_1
s x 0 . -X
L T e T
T2

Een vergelijking van de scheve asymptoot is daarom y =1 — 2x.

453+ 5x -1 43 +5x—1
f(x)=wofwel f(x):—W
_ 2x(2x2-T)+14x+ 5x— 1
f(x)= 7
19x—1
f)=-2x- 2x2—17
v_1
o 19x=1_ X X 0-0_
x5?e2x2—7_x£?oz_l_2—0_
2

Een vergelijking van de scheve asymptoot is y = —2x.

f(x)=g(x) geeft (*—4H(B3—x)=4x—-12
I-x3-12+4x=4x-12

3xt—x=0

x(3-x)=0

x=0ofx=3

fix)=6x—3x>+4engl(x)=4

f(0)=-12en g(0) = —12; ook is f(0) =4 = g(0),
dus de grafieken raken elkaar in A(0, —12).

Voor punt B geldt x = 3.
[(3)=6-3-3-32+4=—-5eng(3)=4

tan(o) = 5 geeft o= 78,7° en tan(B) = 4 geeft B = 76,0°.

De hoek tussen de raaklijnen in B is 180° — (78,7° + 76,0°) = 25°.

Voor de extreme waarden geldt (x)=0

6x—3x2+4=0
-3x2+6x+4=0
—6 -84 —6 + 34
» =_—6\]_= 2,527...0f x = _—6\j_= ~0,527...

f(2,527...)= 1,13 en f(-0,527...)= —13,13
maximum f(2,53) = 1,13 en minimum f(—0,53) =—13,13
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d f(x)=6x-3x+4
f7(x)=6-6x
F7(x)=0 geeft 6 — 6x=0dus x= 1.
f(1)=-3+2=—-6dus de coérdinaten van het buigpunt zijn (1, —6).
e Verschuif de grafiek van 1 naar links en 6 naar boven en bewijs dat de
beeldgrafiek symmetrisch is in O(0, 0).
De beeldgrafiek is de grafiek van k(x) = f(x + 1) + 6
k) =((x+12-4HB-(x+1)+6
k(x)=(2+2x-3)2-x)+6
k(%) = 232 +dx —8 ~F -2+ 3E+6

Kp)=—x+7x
k is een oneven functie, dus puntsymmetrisch in O.
_ d(x-3) 4
f hx)= m ofwel h(x) = Z_a voor x #3
-4 -4
lim = lim =-1

-4
H(-%)= F-a %
De grafiek heeft een perforatie in (3, —%).

g De grafiek heeft verticale asymptoten als x> — 4 = 0.
De verticale asymptoten zijn de lijnen x = —2en x = 2.

lim— = lim — = 0 dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 0.

X—oo X — X——c XT —

Test jezelf

T1 a De grafiek heeft een knik als x + 2 =0, dus als x = 2.
f(=2)=0, dus 4 is het punt (=2, 0).
b flx)=(x+ 2)\’x2 +1alsx>-2en f(x)=—(x+2)yx2+ 1 als x < 2.

2 ok 3
Alsx>—2geldtf'(x)=1-\}x2+1+(x+2)-—x=\/x2+1+M
24x2+ 1 \lx2+1

x(x+2)

\/xz +1

De richtingscoéfficiénten zijn: lim Zf (x)=+5en lim 2]"'(x) = —5.
xl- xT-

en als x < =2 geldt f(x) = —\/x2 F | =

T2 a f(x)={x>—6x+9=1(x—3)
Omdat (x — 3)? 2 0 is de kleinste waarde van f(3) = % =0,
Het minimum is f(3)=0.

b g(x)=2x—10=(2x — 10)°

2 2
g =tex-107 22—
? g \3/(2x2— 10)2
Bijx=5isg(5) =0en lim—————— == —.

153+ §(2x — 10)2

Eris sprake van een verticale raaklijn in het punt (5, 0).
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Een plot van g laat zien dat de functie daar overgaat van toenemend stijgend

naar afnemend stijgend.
Het buigpunt is (5, 0) en de buigraaklijn heeft vergelijking x = 5.

Er moet worden aangetoond dat lim ( f(x)— (—%x + 2%)) =0 of dat
X—3o0

Jim () = (=5x+23)) = 0.

f0) = (~he+2l) = EERZE (ol
_2+5c-6 (-tx+2hex-1)
f) = (v +23) = xzi—x1 - 2x4—1

—x2+5x—6__x2+5x_241T

fe = (v +23)= =5 2v-1
1 1 _3%
7 -4+ 23) =
) 1 1 . _3%
lim(f(0) = (=30 +23)) = lim === 0

Dus de lijn met vergelijking y = —%x + 2% is een scheve asymptoot van de

grafiek van f.
1 —=3x + a* x2— 3+ 1
e T
( )_x2+5x—5x—3x+l
g = x+ 5
x(x+5)—8x+1 —8x+1
= = +
g(x) x+5 dus glx) = x x+ 5
—8x—40+40+1 —B(x+5)+40+1
= + = +
glx)=x - dus g(x)=x e
41
=x—8+—
glx) = x 5
1
lim i 0, dus de scheve asymptoot heeft vergelijking y = x — 8.
x—o0 X

_x|x+3\_x\x+3|_ x|x + 3
= 18T 3 =9) " 2 + B = 3)
. x[x+3) .. &

T 2(x+3)(x-3) 2x-3)

alsx< -3

f(x) alsx > =3 en f(x) =5 (: 5
De grafiek van fheeft een verticale asymptoot x = 3.
Bij x = =3 kan er een perforatie of een sprong zijn.

)}iTrzljf(x) = —i en ,}11{13—[()6) = idus er is een sprong bij x = —3.
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19 a f(x)=0geeft x>+ 8x+12=0
(x+2)(x+6)=0
x=—-2enx=-6
b Voor het domein geldt: x> + 8x + 12 > 0 ofwel (x + 2)(x + 6) = 0.
De grafiek van y = (x + 2)(x + 6) is een dalparabool dus het domein is
(e, —6]U[-2, =).
¢ g(x)=flx—4)

g(x) = (x— 4 + 8(x —4) + 12
g(x) = Yx? — 8x + 16+ 8x — 32+ 12
glx)=yx?—4

De grafiek van g heeft symmetrie in de y-as.
e De grafiek van fheeft symmetrie in de lijn x = —4.

Té a f(x)=dx+1+

ofwel f(x)=4dx+ 1+ 12(e*+1)"!

e’ +1

flx)=4-12(e"+1)2:¢"

T
f('x) - 4 (ex + 1)2
f(x) =0 geeft e+ 1) =4 ofwel e+ 1) =1.
Stel e* = ¢ dan wordt de vergelijking 7 _,3_t1)2 =1.
(t+12=3¢
£+2t+1=3¢
rf-t+1=0
D=1-4=-3

D <0, dus deze vergelijking heeft geen oplossingen.
Er zijn geen extreme waarden omdat de afgeleide voor geen enkele waarde
van x nul is.

)=0en lim 12

X2

12y 12
gt 1) T0+1
De lijn met vergelijking y = 4x + 1 is een scheve asymptoot (naar rechts)
en de lijn met vergelijking y = 4x + 1 + 12 ofwel y =4x + 13 is een scheve
asymptoot (naar links).

T7 a fi(x)=(x2—x)-e
) =02x—1) e+ (x*—x) ¢
) =(2+x—1)¢e"
f(x)=0geeftx?+x-1=0
—-1-+5 —1++45
xX= 3 of x= >
De x-codrdinaten van de toppen zijn x = —% — %\B enx= —% +5 \B
b A ()=0*+x—1)¢e*
A= et Ljme (o oe—T)- &
[7(x)=(x*+3x) - e*
f7(x) =0 geeft x> +3x=0
x(x+3)=0
x=0enx=-3
f0)=0-e"=0en f(-3)=(9—-3)+e=

12

o3
. . 12

De buigpunten zijn (0, 0) en (—3, —3)
e
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Een extreme waarde voor x = 1 betekent f,/(1) = 0.
£(x)=@2x=p)-et+ (¥ = px) e’

L= B2 =g =) B

kL=l 2~ g~ pyag’ =43 ~2p)+ &

£/(1)=0 geeft 3 —2p=0,dus p=13.

LR =28+ 2= p) g (1% + 2% = p—=p) &
LX) =(2+4x—px+2—-2p)-e”

£,7(x) =0 geeft x>+ (4 —p)x +2-2p=0.
D=@-py-4-1-2-2p)
D=16-8p+p>—8+8p

D=p>+38

D > 0 voor elke waarde van p, dus er zijn altijd twee oplossingen voor
£,”(x) = 0 en daarmee zijn er altijd twee buigpunten.

X

Voor het domein moet gelden >0.

Ditishet gevalalsx>0enx—1>0ofalsx<0Oenx—1<0.
Dus x> 1 of x <0. Het domein is {«, 0) U {1, —).

ln( al )=0geeft
x—1

=1 ofwel x = x — 1 en deze vergelijking heeft geen

x—1
oplossing.
f(x)=In al 1) ofwel f(x)=In(x)— In(x —1).
_
. 1
f =277
o x—=1
S= Ty T e =D
O
F(x) =0 heeft geen oplossing. dus er zijn geen extreme waarden.
1
lim =0, dus limIn| = limln = —oo
xTO)C—l x10 x—1 x10 l—l
; . o 1
lim = oo, dus limln =|——] =
xllx—l xl x—1 l_l
X

Uit opdracht d volgt dat er een verticale asymptoot is met vergelijking x =0
en een verticale asymptoot is met vergelijking x = 1.

3 1
limln( ad ) = limIn =1In(l) =0, dus de lijn y = 0 is een horizontale
X—3o0 X — 1 X—yo0 _ l

X
asymptoot van de grafiek.
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19 a flx)—x=yx*+5-x

(Va2 + 5= x)(Yx2 +5+x)

fx)—x=

o in + §d.x

+5=x

fl) —x= T

V2435 5%

5

f) = x= ==

Na2 43

. S .. .

lim———=0, dus de lijn y = x is een scheve asymptoot van de grafiek.

TR 5 o
b f(x)—(—x)=yx2+5+x
(Va2 + 5+ )(Yx2 + 5 x)

J(x) = (—x) =
V3 —%
£ = () = 2
X)) = —
VX2 +5-x
) = (=) = —
X)) —~(—=%) = ——
yx2+5—-x
lim ——=——=0. dus de lijn y = —x is ook een scheve asymptoot van de
x—)—w‘\dx2 +54x
grafiek.
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22 Afsluiting meetkunde

Voorkennis

V1 a Vierhoek AFDE is een parallellogram, omdat overstaande zijden evenwijdig
zijn. Hieruit volgt ED = AF = 3.
Omdat AEDC o AABC geldt de verhoudingstabel:

AEDC ‘ ED=3 ‘EC':.“ ‘DC=...

AABC ‘ AB=9 ‘ AC=17 ‘ BC=28

3Ix7 21 1 IxX8 24 5

b Uit AB=9en FB = 6 volgt de vergrotingsfactor is g = %

V2 Stel de tophoek van beide driehoeken is .
Dan zijn elk van de basishoeken %(180° -y =90° - %7.
Van beide driehoeken zijn de overeenkomstige hoeken gelijk.
Hieruit volgt: de driehoeken zijn gelijkvormig.

V3 a MA=1ap=5
De stelling van Pythagoras in AABM geeft BM = \52 + 122 =169 = 13.
Uit LZAMS = £CBS (Z-hoeken) en ZMAS = £ZBCS (Z-hoeken) volgt
AAMS co ACBS.
De vergrotingsfactor is % = %
Lijnstuk BM wordt verdeeld in BS: MS=2:1.
)

Danis BS=2BM=3%-13=82.

b De stelling van Pythagoras in A ABC geeft AC = 122 + 102 =244 = 261.
Uit £TAB= £ZTCN (Z-hoeken) en LZABT = ZCNT (Z-hoeken) volgt
AABT o ACNT.

De vergrotingsfactor is % = %
Diagonaal AC wordt verdeeld in AT: CT=3:1.
Danis AT=3A4C=1361.

V4 a PB=180°—50°—80° = 50°, dus drichoek ABC is gelijkbenig.
Hieruit volgt » = 6.

S | geeft — &= 6 . 6+ sin(80°) .
TUSTEBE! 8ECTt (n(80°) ~ sin(50°)” ™ €~ Tsin(50°) 7T
b y=180° — 60° — 56° = 64°
Uit —2 = 45 o= 45 « sin(60°) 195
1 Sin(60°)  sin(56°) O YT Tainsee)
: ¢ 45 45 - 5in(64°)
Uit = lgte=——" 0 _4g3g.
T one64°)  sin(56%) 8 T T sin(56°)
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VB a

Vé a

Cosinusregel a> = b*>+ ¢> = 2+ b+ ¢ » cos(a) geeft C

122=7+6>—2+7+6cos(o).

144 =49 + 36 — 84 - cos(ov)

144 — 49 - 36
-84

Nogmaals de cosinusregel »* = a* + ¢ = 2 - a * ¢ - cos(P) geeft

Tr=122+62—2-12-6-cos(p).

49 =144 + 36 — 144 - cos(P) A — B

cos(PB) = 4914436 _If:4 36 =0,909... dusis § = 25°.

v=180° — 134,6° — 24,5° = 21°

Cosinusregel b> = > + ¢ =2+ a - ¢ - cos(P) geeft c

b2=82+92—-2-8-9-cos(45°).

b2 =64 + 81 — 144 - cos(45°)

b2 =145 - 722 =43,176... dus h =43,176... = 6.6.

cos(ar) = =-0,702... dusis o0 = 135°.

Nogmaals de cosinusregel a> = b> + ¢ — 2+ b+ ¢ - cos(a) geeft g ="
64=43,176... +81 — 2+ 6,570... * 9+ cos(c)
60,1766
e e erm 59",
cos(0) = 775 2767 I 18 2N
= 180° — 59,4° — 45° = 76° 4 =9 !
Cosinusregel BC>= AR+ AC?>— 2+ AB+ AC - cos(£A) geeft c

BC?2=82+6>—2-86+cos(50°)

BC? =100 — 96 - cos(50°) = 38,292...

BC=+38.292... 6,19

Cosinusregel CD?> = AD>+ AC> =2+ AD - AC - cos(£A) geeft 6
CD>=4+6>—2+4-6-cos(50°)

CD? =16 + 36 — 48 - cos(50°) = 21,146....

CD =21.146... = 4,60 a8 — — B
. 6,188... 6 . 6 - sin(50°) 8
it Sin(50°) = sn(ZB) volgt sin(£B) = G,IT: 0,742...,
dus ZB = 48°.
. 4.598... 4 ) ~ 4-5in(50°)
it Sin(30%) = Sn(ZACD) volgt sin(£ZACD) = 4,5T= 0,666...,

dus ZACD = 42°.

" 3 - 1
De richtingsvectoren van /en m zijn r; = (_ 2) enr, = ( 2).

3+14+-2:2 -1

cos(L(FT,)) = m - \[ﬁ

Z (1, m) = 180° — 97° = 83°.

geeft £ (?,, ;m) = 97°, dus

- 1 i 1
De richtingsvectoren van /en m zijn r; = (4) enr, = (_3).
- - 1°1+4'_3 _11 - =
cos(Z(r;r,)) = = geeft Z(r;, r,,)=148°, dus

VI+16-41+9 <170

Z (1, m) =~ 180° — 148° = 32°,

- 3 6 2
De richtingsvectoren van /en m zijn r; = ( ) enr, = (_3) =3- (_1)‘

. 32 2=l 4 .
cos(Z(r)r,)) = —————=—geeft Z(r,r,)=060°dus
( ( ! )) \/—94-_4-@ \fégg ( ! )

Z(1, m) = 60°.
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22 Afsluiting meetkunde

d 1:%#5—’: 1 herleiil e tot5x +dy= 20,

m: £—l—lherleidjetotébc y=12.
3 12 4

- - 1
De richtingsvectoren van / en m zijn r; = ( 5) enr, = ( 4).
4+1+-5-4 -16

V16 + 2541 + 16 \}69

Z(1, m) = 180° — 127° = 53°,

cos(L(FpT,)) = geeft £(7,7,)=127° dus

V7 a Het snijpunt van / met y-as berekenen, dus x = 0.
3+30=0
A=-1
y=1+-1:4=-3
Het snijpunt van lijn / met de y-as is (0, —3).
x = 0 invullen in de vectorvoorstelling van m geeft =2 — p = 0.
p=-2
y=1+-2:2=-3
Het snijpunt van lijn 7 met de y-as is ook (0, —3).
Hieruit volgt dat het snijpunt van / en m op de y-as ligt.

- 3 - _1
b De richtingsvectoren van /en m zijn r; = ( 4) enr, = ( ) )

=] 45 2 5 e
cos(L(F7,)) = m \le 5\{_ \j_geefté(rl,rm)=63°,dus

Z (1, m) = 63°.

22.1 Lijnen en cirkels

intro  Voor elk raakpunt R geldt PR L MR (een raaklijn aan een cirkel staat
loodrecht op de straal naar het raakpunt), dus elk raakpunt ligt op de cirkel
met middellijn MP (stelling van Thales).

1 3(d+A)+4(2—3A) =38
12430 +8—-12A=38
—9A=18
A=-2
Dit substitueren in de vergelijking van m geeft x =4+ -2 =2en
y=2—-3--2=8.
Het snijpunt heeft coérdinaten S(2, 8).

2 x=-—1+Aen y=2-3A substitueren in de vergelijking van ¢ geeft
1+A)2+(2-30)2—4(-1+A)—6(2-30)=7
AM=2A+1+902—- 120 +4+4—-40—- 12+ 181 =7

10A2=10
=1
A=-lofA=1

De snijpunten zijn (=2, 5) en (0, —1).

124  Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde © Noordhoff Uitgevers bv



e T
Het middelpunt van cis M(3, —1)en MP = (1) -

2=

4
Een normaalvector van de raaklijn is ( 2) dus een vergelijking van de raaklijn

isdx +2y=h.
x=7en y=1invullen geeft4-7+2+1=5hdus b =30.
Een vergelijking van de raaklijn is 4x + 2y = 30 ofwel y = —2x + 15.

15
De lijn gaat door P(15, 5) dus een steunvector is ( 5 )

De richtingscoétficiént is m2, dus een richtingsvector is ( )
m

x=15+Aeny=5+Am

x=15+Aen y =5+ Am substitueren in de vergelijking van ¢ geeft
(15+ 1)+ (5+Am)?> =50

225 + 300 + A2 + 25 + 10Am + A2m? = 50

(m* + DA+ (30 + 10m)A + 200 = 0

D =0 geeft 30+ 10m)> =4+ (m*+1)-200=0.

900 + 600m + 100m* — 800m?* — 800 =0

—700m> + 600m + 100 = 0

Tm?>—6m—1=0

D=36—-4:-7—-1=64

6 +64 6-y64 2 1
= =lofm —-—=
14 14 14 7
X 15 1 % 15 7
=)= (=) )
le raakpunt
(IS+AP+(5+A)72=50
225+ 300+ A2+ 25+ 10A + A2 =50
202 + 400 +200=0
A2+ 200+ 100=0
(A+10)>=0
A =—10 geeft (5, —5).
2e raakpunt
(15+ 702+ (5-1)32=50
225+ 210A + 4972 + 25 — 10A + A% = 50
50A% + 200\ +200=0
M+4r+4=0
A+2)*=0
A =-2 geeft (1, 7).
De raakpunten zijn A(1, 7) en B(5, —5).

m

De raaklijnen zijn

x2+y?=13

x24+y2=10x—10y=3 —

10x + 10y =10

Een vergelijking van /1s 10x + 10y = 10 ofwel y =1 — x.
v =1— x substitueren in de vergelijking van ¢, geeft
x+(1-xP2=13.

x24+1-2x+x2=13

2x*—2x—12=0

== 6=0

(x=3)(x+2)=0

x=3ofx=-2
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x=3geefty=1-3=-2.
x=—2geefty=1—--2=3,
De snijpunten zijn (3, —=2) en (=2, 3).

Een raaklijn staat loodrecht op de straal naar het raakpunt.

OP =152+ 52=4250
04 = @ (straal van de cirkel)
De stelling van Pythagoras toepassen in drichoek OA P geeft

PA=OP? — 042 =250 — 50 = 4200.

Een vergelijking van ¢, is (x — 15)%> + (y — 5)> = 200.
(x — 15)2 + (¥ — 5)2 = 200 herleiden geeft

x2 — 30x + 225 + 3> — 10y + 25 = 200.
x2+y?—30x— 10y =50

De vergelijkingen van de cirkels van elkaar aftrekken:
x2+y?=50

4 - ~ 0%~ 10F=—30 —

30x + 10y =100

y=10-3x

dit substitueren in de vergelijking van ¢, geeft

X2+ (10 — 3x)> = 50.

x2+ 100 — 60x + 9x2 =50

10x2—60x+50=0

x2—6x+5=0

(x—D(x—-5=0

x=lofx=5

x=1lgeefty=10—-3=7.
x=5geefty=10-15=-5.

De snijpunten zijn A(1, 7) en B(5, =5).

De loodlijn op /. door R snijden met de x-as geeft het middelpunt M van de
cirkel. )
Een richtingsvector van de loodlijn is de normaalvector van /, dus ( )

L (4
Een steunvector is OR = ( )

3l
Deze loodlijn snijden met de x-as geeft 3 + 34 = 0 ofwel L = —1.
De x-codrdinaat van het middelpuntis4 +2-—-1=2.

Het middelpunt van de cirkel is M{(2, 0).
r=MR=\4-27+3-072=y13

De middelpuntsvergelijking van c is (x — 2)* + y> = 13.
Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde

4 2
Een vectorvoorstelling van de loodlijn is (x) = (3) + K( )
,}’
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Het middelpunt van cirkel ¢, is M (0, 0) en de straal is 4.
Een vergelijking van cirkel ¢, is x* + 17 = 16.
Het middelpunt van ¢, is Mz(—d%, 4%) en de straal is

A, = (-1 + (41 = 2oL,

Een vergelijking van cirkel ¢, is (x + 4%)2 + (y = 4%)2 = 20% ofwel
X2+ 9x + 201+ 12— 9y + 201 =201 dus 2 + )2 + 9x — 9y = —20.
De vergelijkingen van de cirkels van elkaar aftrekken:

x>+ =16

X2+ +9x+ -9y =-20 -

—-9x +9y =136

y=x+4

Dit substitueren in de vergelijking van ¢, geeft
X2+ (x+4)2=16

X2+ x2+8x+16=16

2x2+8x=0
2x(x+4)=0
x=0of x=—-4

De snijpunten zijn A(—4, 0) en D(0, 4).
De lijn door B en C heeft richtingscoéfficiént

-5-4
x=4en y=0invullen bij y = —x + b geeft b =4.
Een vergelijking van de lijn BCis y = —x + 4.

Het punt D(0, 4) ligt op de lijn BC.

Alternatieve oplossing;

-1.

Punt D ligt op de cirkel met middellijn AB dus £LADB = 90° (Thales).
Punt D ligt op de cirkel met middellijn AC dus £ADC = 90° (Thales).

Dus ZCDB =90° + 90° = 180° en dus liggen B, Cen D op één lijn.

cpixt+ )y —6x+18y+72=0

€ :xX2—6x+2+18y+72=0

E =3P~ O (p & 9P =8l £73=0
ci(x=37+(+97°=18

Het middelpunt van ¢; is M,(3, —9) en de straal is r, =\[ﬁ (=3\ﬁ).
¢y X2+ 2+ 12x -6y +36=0

e xt+12x+ 32— 6y +36=0

ey eGP~ 36+(p— 3P -9 +36=0

¢ (x+62+(y-3P=9

Het middelpunt van ¢, is M,(—6, 3) en de straal is r, = 3.

MP=\(p-3P+9

RP=\MP == \(p—37+9—18=(p— 37+ 63

M,P=A(p+6)+32

RyP=\MP = 3= \(p+ 67+ 3 —9=1(p +6)

RyP = RyP geeft \(p— 3P +63=\(p+6)™
(p—=3P+63=(p+6)
PP—6p+9+63=p>+12p+36
—-18p=—-36dus p=2

© Noordhoff Uitgevers bv
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X1 De lijn y = x snijden met ¢, geeft x> + x> = 50.

2x2 =50
x1=25
x=-50ofx=5

De snijpunten zijn A(—5, —5)en (5, 5).
De lijn y = x snijden met ¢, geeft (x — 12)* + (x — 12)* = 128.
2(x—12)2=128

(x—12)> =64
x—12=-8o0f x—-12=8
x=4o0f x=20

De snijpunten zijn (4, 4) en B(20, 20).
Het middelpunt van ¢, is het midden van lijnstuk 48 met A(—5, —5) en
B(20, 20), dus het punt (7%, 7%)

De straal is %AB = %\’252 +252= %\/1250.
Een vergelijking van ¢y is ( = 7%)2 + ( P 7%)2 = (%\/ 1250)2 ofwel
(x=78) + (v - 78 =312L

X2 a Van cirkel ¢; is het middelpunt O(0, 0) en de straal 04 = 5.
Van cirkel ¢, is het middelpunt M(12, 0) en de straal MB = 3.
ZLOAP = ZMBP = 90° (raaklijnstelling) dus
LAPO = ZBPM
Dit geeft AOAP c AMBP met factor %

OP: MP=5:3endus OM : MP=2:3
OM =12 geeft MP=3x 12=18.
OP =12+ 18 =30 en dus (30, 0).

b AP =\OP2— 04%= 302 — 52 =875 = 5435
BP=\MP* - MB>= 18? — 32 =315 = 3\35
AB= AP — BP=5/35-3{35=2435

¢ OC=5enMD=3
0(0, 0) en M(12,0)

ZL0CQ = ZMDQ =90° (raaklijnstelling)
ZCQO = £LDQOM (overstaande hoeken)
Dit geeft AOCQ co AMDQ met factor %

00:MQ=5:3geeft 00=3x12=71.
o(7%: 0).

d 0C=v00- 0C* =711 - 52=31L=215
DO =M@~ MD*= 4T -2 =111=115
CD=CQ+DQ=23\5+13\5=45
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22.2 Afstanden en hoeken

intro  Dat zijn de roosterpunten F2, H3, D3, J6 en B6.

. PQ
10 a Uitcos(£LAPQ)= v volgt PO = PA - cos(LAPQ).

b Uita-b= \Z\ ; |E| -cos(L(a,b)) meta = P4 enb = PO volgt
7’_@ ‘P4 = \I’E\ ; |E’Z| * cos(LAPQ).

PO -PA
cos(LAPQ) = W

PQ is een veelvoud van de richtingsvector van /.
De richting van PQ is in dit geval tegengesteld aan die van de

normaalvector van /, n, = ( 3). Door PQ te vervangen door n; = ( 3) wordt

_ i PA . PG-PA
de uitkomst van ———=- tegengesteld aan die van —— en wordt

n|-[P4] Pg|-[P4

de vitkomst van cos(£APQ) negatief (en dus £APQ stomp in plaats van
scherp).

Door absolute waarde-strepen om de teller te zetten, voorkom je dat
cos(£APQ) negatief wordt.

Verder s [PA| = {7+ 1= {80 en [} = {22+ 3= T3
|Hi'ﬁ‘ _ \P_A’n_”

|- [PA] 5013

[ I
Bt Yo o

17
PQ = PA - cos(LAPQ) geelt d(P. [) = PQ =50 - ———= —, klopt.

50413 137

)

Een richtingsvector van de lijn PQ is de normaalvector van lijn /, dus (Z)

p—r (a

g—s] \b
|AP|- \a® + b
ja(p — 1) + b(g — 5)| ofwel

PA-Na>+ b2
lap — ar + bg — bs|

va? + b?
¢ Uitar+bhs+c=0volgt —ar—hbs=c.
lap + bg — ar — bs| lap + bg + ¢|

geeftdan d(P, /) =
Va2 + b2 Va® + b2

Dus is cos(ZLAPQ) =

¢ cos(LAPQ)=

11 a A(r,s)en P(p, g) geeft AP = (p - r).

r—p

Een richtingsvector van de lijn PA is (p - r) (of (
4= sS4

b d(P,])=PO=PA-cos(LAPQ)en cos(LAPQ)=

Dusd(P,/)=PO=PA-

d(P, )= PO =

d(p, )= PO =
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|ap+bq+ c|

Vot +b2

P(7,-3)en2x—y—4=0invullenind(P, [) =
2-7-(3)-4 _13

2eEr A5

y
§+ == 1 herleid je tot 12:x + 5y = 60 ofwel 12x + 5y = 60 = 0.

geeft

d(p, 1) =

|ap+bq+c\

P(0,0)en 12x + 5y — 60 =0 invullen in d(P, [) =
0+0-60 60 60
d(p, 1= | P Y |

Jiz+s e 13T

P(-1,6)enx+y—5=0invullenin d(P,/) =

geeft

|ap + bg + c|

\Iaz + b2

geeft

-1+6-5
| _9

EIE TR/

Controle: —1 + 6 — 5= 0 klopt, dus punt 2 ligt op lijn .

d(p, 1) =

-3 3
(x) =, ) + 7“(1) herleid je tot x — 3y + 6 = 0.
¥
. . |ap + b + ¢|
P(—4,2)en x — 3y + 6 =01invullen in d(P, /) = ——— geeft
\a + b?
dp l)_\—4—3-2+6\ 4
’ Viz+ (=32 A10
. . |ap + bg + ¢|
Plp,g)endx —3y+12=0invullenin d(P, ) = ﬁ geeft
a
4p—3g+12| |4p—3g+12
d(P,l)=‘ p—3qg+12| |4p—3¢+12|
42 + (=3)? 5
. . lap + by + ¢|
P(p,g)en 5x + 12y — 60 = 0 invullen in d( P, m) = geeft

|5p +12¢ = 60| _[5p + 12¢ — 60|

i m= y52+ 122 13
4p =3¢+ 12| [5p+12g - 60|
5 - 13

le oplossing:

13(4p — 3g + 12) = 5(5p + 12¢ — 60)
52p —39¢g + 156 = 25p + 60g — 300
27p — 99¢g = 456

9p —33g=152

2e oplossing:

13(dp — 3g + 12) = =5(5p + 12¢ — 60)
52p —39¢g + 156 = —=25p — 60g + 300
77p +21g =144

De vergelijkingen van de beide bissectrices zijn 9x — 33y =152 en
77x + 21y = 144.

Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde

© Noordhoff Uitgevers by



14 a ¥

~0 *

b Voor het middelpunt M(0, b) moet gelden MP =d(M, [).

MP =82+ (b — 14)> = \64 + b> — 28b + 196 ofwel MP = \b* — 28b + 260
0-25  |2]
d(M. 1) = =

Erl2p 26|
Uit MP = d(M, I) volgt \b* — 28b + 260 = 7
V5 - b? — 285 + 260 = |25)|

S(b2 — 28b + 260) = 452

Sh? — 140b + 1300 = 4h2

b2 — 1406+ 1300=0

(b - 10)(b = 130)=0

b=10of b= 130 -

Als b =10 dan is M(0, 10)&‘.nr—2 0,20 P= (2—0) = 80.

o6 e

Een vergelijking van de cirkel is x> + (y — 10)? = 80.
2130 260 - (260

AN

Een vergelijking van deze cirkel is x> + (y — 130)? = 13520.

Als b =130 dan is M(0. 130)en r= ) =13520.

15 y

<

Stel P(p, q) met d(P, /)= AP.

AP=7\p*+(g—2yend(P,)=g+2

vitd(pP, I) = AP volgt \/p2 +(g—2Y=qg+2.

Pt(g-20=(g+2p

P -—dg+d=¢g*+4g+4

P*=8q

q=3p

De codrdinaten p en ¢ voldoen aan de vergelijking y = %xz, dus punt P ligt
op de parabool.
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-6—-2
De richtingscoéfficiént van de lijn AB is o —%.
C ———— . . 2——6

De richtingscoéfficiént van de lijn BC is 2 =2,
tan(o) = % geeft oo = 33,690...°.
tan(P) = 2 geeft B = 63,434...°.
o+ [ =33,690...° + 63,434...° =97,125...°
Z(AB, BC) =180° — 97.125...° = 83°
Z(BC, AC)= Z(CB, CA)
CB=| Yencz=["

-8 -4

—4--10+-8-—4 72

A ) s Cop V107 + 4y WBO-IT6
Z(BC, AC)= £(CB, CA)=~42°

Z(AB, AC) = ZBAC

AB=62 +42=452, AC= V10> + 42 =16 en BC = Y4 + 82 =480
cosinusregel: BC? = AC?>+ AB>— 2+ AC+ AB+ cos(£LBAC)
80=116+52—2 V116 /52 - cos(£BAC)

cos(£LBAC) = —~ Mg~ 82 0,566..

—MTF

Z(AB, AC) = ZBAC = 55°

schets:

182 441 a1,

cos(é(? b ?m)) = \]_ \l_ \l_

ZA=180°—72°=108° (zie schets je hebt de stompe hoek bij 4 nodig).

—dus £(7,7,)~72%en

™ +
cos(ZL(F,F, )= il tie | —dus Z(F, F )= 56° en /B =~ 56°
I n \j— \j_ \j_ I H
- - + = - - -
cos(L(r,,, 1)) = Ak ol e N dus Z(r,,r,)=15%en LC=15°
V5426 \}13

Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde
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18

19

X3 a

schets:

B P(15, 5)

OP= \’152 + 52 =+4250

00 =r=+50

Z0OQP=90° (raaklg'nstelling)
09 _

or \/25 \j_

De hoek tussen de raaklijnen is 2 X 26,565...° = 53°.

sin(£ZQPO) = — geeft ZOPQ =26,565..

—’4

|1| 7, \
2:1+1-a
cos(45°) = 2\[_—
\/_\/1+a2

\/22+12-\{12+a2
2-\5 Yl +a?=2+a
2+5+(l+a)=2+a}
21-(1+ad)=4+4a+d
5+5a2=8+8a+24?

Invullen van de gegevens in cos(¢) = “ levert

= 2=

3 —8a—3=0
D=64—4-3--3=100
100 §-v100 |

M(=5,-1)enr,=4=2
N(3,5)enr,=425=5

MN =82+ 6>=10

di¢j.¢c))=MN-r,—r,=10-2-5=3

ZLPAM = ZPBN = 90° (raaklijnstelling) en ZAPM = ZBPN dus
AAPM oo ABPN.

AM:BN=2:5dusook PM:PN=2:5en PM: MN=2:3

PM=3MN=310=63
. AM 2 3
sin(ZAPM) = B % T geeft ZAPM =17,457..

Z(l,m)=2x 17,457...5 = 35°

-13%
~-10

—_— —_— —_— —_— _8
el 5 i sl
NM =3+ NP ofwel NP =3-NM =3 (_6)

Danis P(3 - 131, 5 - 10) ofwel 2(-104, -5).
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4

O—~15 &

Een vergelijking van lijn BC'is y = —%x + 20.

De hoogtelijn 4D staat loodrecht op zijde BC en heeft dus
richtingscoéfficiént %.

x=-15 eny=0invullenbijy:%x+bgeeft0=%-—15+bofwe1b= 11%‘
Een vergelijking van de hoogtelijn 4D is y = %x +1 1¢1T'

De lijnen BC en AD snijden geef —%x +20= %x +11
—16x+240=9x+ 135

—25x=-105

x=aleny=2-41+111=142dus D(4}, 142

X4 De lijn BC heeft richtingscoéfficiént

L
3

oD =(41} + (143 =\225= 15 en dus is OD = Od en'is ZDAO = LODA
(basishoeken).

Vanwege de symmetrie is ED//ABenisdus LZEDA = ZDAO (Z-hoeken).
Conclusie: ZDAO = £ZEDA en dus is hoogtelijn 4D tevens bissectrice van
hoek EDO. Het bewijs dat hoogtelijn BE ook bissectrice is van hoek DEQ
verloopt analoog.

Vanwege de symmetrie van de figuur is het volstrekt helder dat hoogtelijn
CO ook bissectrice is van hoek EOD.

22.3 Zwaartepunten

intro  Als ze de taart vanuit een hoekpunt naar het midden van de overstaande
zijde doorsnijden (dus volgens een zwaartelijn), krijgen ze ieder precies de
helft.

20 m=3+6+9=18
Invullen van de gegevens in de formule_z’:%-a_;+%-5;+%-a_;geeft
+ 2 6 10\ (73
_ 3 6 9 _ 3
i (-]
4 4 12 53 o
Het zwaartepunt van de massa’sin 4, Ben Cis (7 5 B 3).

21 a m=1+4+2=7
Invullen van de gegevens in de formule;:%-a+%-z+%-Eggeeft
)+ o) 5ol
+3- ) +5- ) =13
= 3 0 15
Het zwaartepunt van de massa’sin 4, Ben Cis (2, 1%)
b m=1+4+2+3=10
p\_ (2
J=()

- =2 1 6
e 4 2 3
£ EI( 2)+T.(3)+E.(0)+“1r6.

> _1
==

7

(=]

2,4 ,12,3 _ _2 .12 . -
e Than Ak o - o T ey
4,3  _ .
E+Ep—2 en 1+mq—1

3 _6 3 _

0P = 10 en  59=0

p=2 en ¢g=0
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De massa’s in 4 en B zijn gelijk, dus het zwaartepunt D is het midden van 4
en B. Dit geeft D(S, 4%)

m=2+2+4=8

Invullen van de gegevens in de formule 7 = i
=5 2 8 5 5

=33 3{g) i) =L

Het zwaartepunt van de massa’s in 4, Ben Cis E(5, 2%).

De massa in D is 4. De massa in C is ook 4. Het zwaartepunt van de massa’s
in D en Cis dan het midden van lijnstuk CD en dus E(S, 2%).

m, m
aj + 3 dy 7y geelt

Lijn AC: richtingscoéfficiént is =-1.

x=2eny=3invullenin y=—x+hgeeft 3=-2+hdush=>5.
Een vergelijking van lijn ACis y = —x + 5.

2;-6
5-8
x=8en y=6invullenin y = 1%x+bgeeft6= 1%-8+bdusb=—4.
Een vergelijking van lijn BE is y = I%x -4,

Gelijkstellen geeft 13x—4=—x+5.

2%x=9dusx=4eny=l

De codrdinaten zijn F(4, 1).

F is het zwaartepunt van de massa’sin 4 en C.
Immers:m=2+4=6

Invullen van de gegevens in de formule 7 = e a, + o a, geeft

2_3(3+30_1

Het zwaartepunt van de massa’sin 4 en Cis F(4, 1).

Lijn BE: richtingscoéfficiént is =1 %.

y
8
G
7 D== e e +C
L 1 - [}
4 . '
6 L '
1 18 '
le=1"T | H
5 e L L s a2 —
| E ',.-’
4 Ear e
~-.-\ .“‘
3 Sl
-'.— 5 ."".
2 =5 s
9- ."-
!“ .'.-u
1 Al= =B

012345678910111213x

Je kunt bijvoorbeeld de veelhoek verdelen volgens lijn EH met H(2, 5).

Het snijpunt van de diagonalen van een rechthoek deelt de diagonalen
middendoor.

Het midden van A4(2, 1) en F(12, 5) is S(7, 3).

Het midden van H(2, 5) en G(8, 7)is T(5, 6).

Hieruit volgt dat de zwaartepunten van A BFH en HEGD de punten S(7, 3)
en 7T(5, 6) zijn.

opp ABFH = AB+ BF=10+4 = 40

opp HEGD = HE-EG=6-2=12

m=m;+m,=40+12=752

7 5 85
- _40 - 12 = _ 10 3 _ 1
et e (] (-]

Dus het zwaartepunt is Z(?—%, %).
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o 1 2 3 456 7
De oppervlakte van rechthoek ABCE is 6 - 3 = 18 en het zwaartepunt is het
snijpunt van de diagonalen, dus 21(3, 1%)

De oppervlakte van driehoek ECD is % c6-2=06.

X, = %(0 +3+6)=3eny.= %(3 +3+35)= 3%, dit zwaartepunt is 22(3, 3%)

z

m=m;+m,=18+6=24

F3 L 6. 3 (3
) (sl oy

Dus het zwaartepunt van vijthoek ABCDE is Z(B, 2515).
y F

De oppervlakte van rechthoek ABCFE is 6+ 3 = 18 en het zwaartepunt is het
snijpunt van de diagonalen. dus 21(3, 1%)
De oppervlakte van driehoek ECF is % +6:-9=27.
X, = %(O +3+6)=3eny. = %(3 + 12 + 3) = 6, het zwaartepunt is Z,(3, 6).
m=m; +m,=18+27=45
Y+ (d)-(a)
11 5E g ¥l] =, 0
15/ % \6) \43

Dus het zwaartepunt van vijfhoek A BCFE is 2(3, 4%)

- 18
r=-=".

45

y

6 D IC
: i
: 16
: '

A E F B X
2 6 10
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A(0, 0), B(10,0), C(6,6), D2, 6), B2, 0) en F(6, 0

De oppervlakte van drlehoek AED is5 2 *2:6=06.
s (0 +2+2)= 1 eny, =3 (0 + 0+ 6) =2, het zwaartepunt is Zl(l 2).

De oppervlakte van rechthoek EFCD is 4 + 6 = 24 en het zwaartepunt is het
snijpunt van de diagonalen, dus Z,(4, 3).

De oppervlakte van driehoek FBC 18 % <4-6=12.
6+10+6)= 7 eny,=>(0+0+6)=2, het zwaartepunt is Z 71, 2).
3 z 3 3\ '3

m=m, +m,+my= 6+24+12 42
i) o) 3]
_6 24 12 (13|77
Z=5" +35 iy =1.4

42 2 42 3 42 9 27

Dus het zwaartepunt van trapezium ABCD is Z(4 72 7).

b vy
o/ D C
""
A 0' B X
2 6 10

De oppervlakte van driehoek ABC is 5+ 10-6=30.
e (0 +10+6)= 5 eny,=j (0 + 0 + 6) = 2, het zwaartepunt is ZI(S%, 2).

De oppervlakte van drlehoek ACD 1575 2 “4-6=12.
= (0 +6+2)= 2 eny,=j (0 + 6 + 6) =4, het zwaartepunt is 22(2%, 4).

X
m=m; +m,=30+ 12 42
1 2 4
3.0 13 ) 12, (23)_(4?)
sl 2 =154
2 4 23 § o
Dus het zwaartepunt van trapezium A BCD is ook nu Z(4 7, 27)‘
26 a c
w4
’ L}
A
% h
‘*o []
D P '
T 2F \‘ I
\‘ g . 4 ]
* . ;o -"--.\2 1 F
= o “H o \‘l: ------
% ¥, >
- L5 r4 : % S
P (Y I -\"'
o y o %
2 .
--.“- ‘\ P G “
Favr Ae S N A
- L .
X o iy wg od \‘
”" E ‘\‘ ..:"‘-.__ N
7 . : ."'"-.‘_ Ny
[ “i ‘-___‘
A \v, . " B

De codrdinaten van Z zijn het gewogen gemiddelde van die van Een F. Dus

ligt Z ergens op het lijnstuk EF.

Zie de tekening bij opdracht a.
Z is het snijpunt van de lijnen EFen GH.

Zie de tekening bij opdracht a.
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De zwaartepunten zijn de punten Fen G.
E D

ok =

A

Zie de tekening bij opdracht a, de zwaartepunten zijn de punten Hen /.
Z is het snijpunt van de lijnen FG en HI, zie de tekening bij opdracht a.
Noem P het snijpunt van lijn BC met lijn OFE. Dan is P(0, 6).
De oppervlakte van vierkant CDEP is 3 -3 = 9 en het zwaartepunt is
1 ~1

Z,(15.73).
De oppervlakte van rechthoek O4ABP is 12+ 6 = 72 en het zwaartepunt is
Z,(6, 3).
m=m;+m,=9+72=81

1 1
o} 2, [6) _ (32
2y B TR Y R Y8

2 2
Dus het zwaartepunt van de zeshoek is Z(S >3 %)

e )
e

81

2>
%
G 6 6 J
) )
] 1
i i
1 ]
] 1
6 i i
1 1
! 1
1 1
] 1
1 1
: i X
F E D 0 C H I

6 6

6

A B

Neem F(—9, 0), E(—6, 0), G(—6, 6), H(6, 0), I(9, 0) en J(6, 6).

De oppervlakte van driehoek FEG is % *3-6=0.

X, = %(—9 +-6+-6)=—Teny, = %(O + 0 + 6) = 2, het zwaartepunt is
Z\(-7,2).

De oppervlakte van rechthoek EHJG is 12 - 6 = 72 en het zwaartepunt is
Z5(0, 3).

De oppervlakte van driehoek HIJ is % *3:6=0.

x,= %(6 +9+6)=Teny = %(0 + 0+ 6) =2, het zwaartepunt is Z,(7, 2).
m=m +m,+m;=9+72+9=90

2] B35 )=l

Dus het zwaartepunt van het trapezium is Z(O, 2 g).

9
90

-
z =
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b Neem A(—3, —6), B(3, —6), C(3, 0) en D(—3, 0).
De oppervlakte van vierkant ABCD is 6 * 6 = 36 en het zwaartepunt is
7310, —3].
M=y, +m, =90 +36=126

R
23 -3 15

Het zwaartepunt van de hele figuur is Z(O, 1 %)

¢ Het zwaartepunt van het trapezium is Zl(O, 2%) en de oppervlakte is 90.

Het zwaartepunt van de rechthoek is ZZ(O, —%p) en de oppervlakte is 6p.
m=m; +m,=90+ 6p

25 90 0 6p 0
= s gl ]
90+6p \25/ 90+6p \—3p
Als het zwaartepunt van de figuur in (0, 0) ligt, dan geldt
90 6
: 2‘5—1 R —%p =0
90 + 6p 90 + 6p
90-2%3+6p-—3p=0
252-3p2=0
3p?=1252
p>=84

p= \jﬁ = 2\[22_1 (p= —@ voldoet niet)

22.4 Redeneren en rekenen

intro Je kunt de lengten van de zijden van AABC berekenen door
gelijkvormigheid te gebruiken. De driehoeken 4 BC en MBP zijn
gelijkvormig.
MB=6,PM=2en BP= \/62—22=@
AB=12endus AB: MB=2:1.
Danis AC=2+MP=2+2=4en BC=2+BP =232
Je gebruikt de stelling van Thales om aan te tonen dat £ZACB = 90°.
Je gebruikt de raaklijnstelling om aan te tonen dat ZMPB = 90°.
En omdat LZACB=ZMPBen £LCBA = ZPBM zijn de drichoeken A BC en
MBP gelijkvormig.

28 a A(0,0), B(4,0), C(4,4)en D0, 4)
Een vergelijking van de cirkel ¢ is (x — 2)*> + y* = 4.

o)

0
Een vectorvoorstelling van de raaklijn uit D is (x) = ( 4) + A
J!

Deze raaklijn snijden met de cirkel ¢ geeft
A—2P+(4+Am)y=4
MN—4A+4+16+8m+mA\2=4

(m*+ DA+ B8m— A+ 16=0
D=0Bm—4)>—-4-(m*+1)-16

D = 64m* — 64m + 16 — 64m> — 64
D=—-64m — 48

D =0 geeft —64m — 48 = 0.

—64m = 48
—_48_ 3
M="~"a
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r= ( 13) of F = (_43) en dus is de normaalvector 17 = (z) ,

Een vergelijking van lijn DEis 3x + 4y = c.

x=0en y=4invullen geeft ¢ =16

De vergelijking van lijn DE is 3x + 4y = 16.

Voor E geldt x=4endus3-4+4y=16.

4y=4

y=1dus E(1,4)

CE=4-1=3endeoppervlakte van AECD is % -4-3=6.
PM L DE (raaklijnstelling) D C
Omdat DP = DA (raaklijnstukken) en AM = PM (straal), is
LDMA=ZDMP.

Evenzo is Z/PME = ZBME.

ZDMA+ ZDMP+ ZPME + ZBME = 180° 4
ZDMP + ZPME =180°: 2 = 90° E
ZA=/B=90°

ZADM + ZDMA = 90° en ook ZBME + ZDMA =90°, dus A M’ B

ZLADM = ZBME.

Dusis ADAM co AMBE.

BE: AM=BM: AD geeft BE:2=2:4dus BE=1.

Danis CE=4—1 =3 enis de oppervlakte van AECD gelijk aan % *4.3=06.
BE = x, PE = x (raaklijnstukken)en CE=4 — x

DP = AD = 4 (raaklijnstukken)

De stelling van Pythagoras in AECD geeft 4% + (4 — x)* = (4 + x)°.
16 +16—8x +x2=16 + 8x + x?

—1l6x=—-16 ofwel x =1

BE=x=1geeft CE=4-1 —3

De oppervlakte van AECD 1 1s -4-3=06.

BC
tan(£LCAB) = ¥a geeft BC= AB - tan(60°) = 6\5.

AC=(6y3)2 + 62 =108 + 36 =144 = 12

AD
cos(£DAB) = T geeft AD =6-cos(60°)=6" % =3endusis

=12-3=09.

EB 1 :
tan(£LEAB) = er geeft EB=6-tan(30°)=6" 5\5 = 2\[5 en dus is
EC=6\3 - 2\3=43.

DB={-2=\36-9=\T7=33

De hoogtelijn uit E op zijde CD snijdt zijde CD in punt F.
ADBC o AFEC (want ZCDE= ZCFEen £ZDCE= £LECF)

EC-DB_43-3\3 _

BC 63 23
De oppervlakte van AABC is 5 “6- 6\/5 = 18\6 ;
De oppervlakte van ADEC = % *CD-EF= % <9 2\5 = 9\]5.
Dus de oppervlakte van ADEC is de helft van die van AABC.

EF: DB=EC: BC geeft EF=
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30 a

31

32 a

CA=\MA*+ MC>=\82 + 82 =128
CB=\MC>+ MB> = 82 + 82 =128

ZNPC=90° (raaklijnstelling) dus CP = \CN*> — PN> = y12* — 42 =128

Hieruit volgt CA = CB = CP.

ZACB =90° (Thales)

ZLCAP = ZCPA (basishoeken in een gelijkbenige driehoek)
ZCPB = ZCBP (basishoeken in een gelijkbenige driehoek)
Hieruit volgt ZAPB= ZCAP + £CBP.

LACB+ LCAP + LAPB+ £ZCBP = 360° (hoekensom vierhoek)
90° +2- LAPB = 360°

2+ ZLAPB=270°

ZAPB=135°

Noem het middelpunt M, dan moet gelden AM = BM =d(M, ).

Uit AM = BM volgt dat M op de middelloodlijn van lijnstuk 4B moet

liggen.
Het midden van lijnstuk 4B is (3, —1).

—_—

3
AB = dus een richtingsvector van de middelloodlijn is (_ {

+u _31) of korter: ();) = ?L(_gl).

M op de middelloodlijn, dus M(34, —A).
AM= (6317 + (8 + 17 = 36— 361+ 9)7 + 64 + 161 + A7

AM = 1002 — 201 + 100
3-30+4--A—60] _|Sh— 60|

Y32+ 42 3
Uit AM = d(M, ) volgt V1022 — 201 + 100 = |A — 12).
10A2 = 204 + 100 = (A — 12)?
10A2 — 201 + 100 = A2 — 24} + 144
9N+ 4N —44=0
D=16-4+9—44= 1600
_—4+40 _4-44
= GRS — e
A =2 geeft M(6,-2)enr=|2- 12| = 10.
A =-22 geeft M(~8, 23) enr=|-22- 12| = 142.
De cirkels zijn (x — 6)> + (v + 2)> =100 en
(x+8)2+(y—22) =(142) =215L,

Middelloodlijn: (x) = ( ;
¥ -1

d(M, 1) = =[n - 12|

d(M. liin AB) = MQ = 4

6-2 4
Lijn AC: de richtingscoéfficiént is

=% 3

x=-2eny=2invullen bij y=3x +b geeft 2=%- -2+ hdus b =42,

Een vergelijking van lijn ACis y = %x + 4% ofwel 4x — 3y + 14 =0.
[4-6-3+6+ 14| _20_,
V42 + (=32 5
6-2 4

Lijn BC: de richtingscoéfficiént is =4 = =3

d(M, liin AC) =

x=4eny=2invuilenbijy:—%x+bgeeft2=—%-4+bdusb=7%.

Een vergelijking van lijn BCis y = —;ix + 7% ofwel 4x + 3y — 22 =0.
[4-6+3-6-22 _20_4

V42 + 32 5

d(M, liin BC) =

© Noordhoff Uitgevers bv
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33 a

34 a

35 a

142
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d(M, lijn AB) = d(M, lijn BC) dus M ligt op de bissectrice van hoek CBQ.
d(M, lijn AC) = d(M, lijn BC) dus M ligt op de bissectrice van hoek PCB.
En dus is M het snijpunt van deze bissectrices.

d(M, lijn AB) = d(M, lijn AC) dus M ligt op de bissectrice van hoek CAB.
Het middelpunt is M(6, 6) en de straal is MQ = 4,

Fen vergelijking van de cirkel is (x — 6)> + (y — 6)> = 16.

gzl b a1l
g'Sge g gl g §
F=tF+i-d+415
o = g flugddn g
£§=3°¢T3 g,
=1, 1.5, 1.7
e =ga ¥4z d +58
Th=7 = 5 =l doda 7 gk =l 73 flaa L) e Fed o = Luidas
EF = =gwh e g Pges = (3.:1+3b+3 s)—3c 59 =50 —a)

HG=g-h=}c¢+}-d+is-(3-a+i-d+1-5)=}-d-4-a=}-C-a)
De overstaande zijden van vierhoek EFGH zijn evenwijdig en even lang, dus
is EFGH een parallellogram.

Uit AC = ¢ — a volgt dat EF // ACen HG //AC.

Uit BD =d — b volgt dat EH // BD en FG //BD.

Zwaartelijn SE snijdt zijde 4B in punt T met SE = % ST.

Noem P het snijpunt van lijn AS met lijn HE en Q het snijpunt van lijn BS
met lijn EF.

APQS o AABS met SP =14+ AS en opp aPQS = (3) - opp £ 4BS.

opp APQS = opp APQE (half parallellogram),

dus opp EQSP =5+ opp AABS.

Zo ook voor de andere driehoeken, dus is opp EFGH : opp ABCD =2 :9.

A (‘3) en[B|= (=3 + 2

P
B| =5 geeft \9 + p = 5.

9+p>=25
pr=16
p=—4of p=4

\}9+p2:7geeft9+p2:49
=4

=—\{“(— 2v10) of p=+40(=2y10)

Stel P(x, y) is een punt van een bissectrice, dus geldt d(P, 7) = d(P, m).
[1+x=3+y+16 _|x—3y+16|

d(p, )= =
ik VIZ+ (=312 V10
d(P,m)=|3.x_1.y_8| Bx-y-38

32+ (-1)? V10
‘x—3y+l6| _|3x—y—8‘
0 0
x—3r+16=3x—-y—-8of x—3y+16=—CBx—y—8)
—2x—2y=-24of 4x—4y=-8§
De gevraagde bissectrices ziin x + y=12en x — y = =2,

Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde
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b Vanwege de ligging van punt A4 ligt middelpunt M op de bissectrice met
vergelijking vy = x + 2.
Stel M(u, u + 2) en de straal r.

De cirkel raakt lijn m, dus d(M, m) =r.
|3-u—1-(u+2)-8| 3 12u - 10|

d(M, m) =

Y32+ (=12 Y10

De cirkel gaat door punt A(1, —1), dus MA =r.
MA =1 —uP+ (=1 = (u+2)2= (1 —u)* + (=3 — u)? ofwel

MA =2+ 4u+ 10

d(M, m) = MA geeft HTOI(”: V2u? + 4u + 10
(@~ 107
10

41 — 40u + 100 = 20u” + 40u + 100

1612 + 80u = 0 ofwel 16u(u+ 5)=0

u=0of u=-5

M,(0,2) of My(—5,-3)enr, =10 of r, =40 =24/10

De gevraagde middelpuntsvergelijkingen zijn x2 + (y — 2)2= 10 en
(x+ 52+ (y + 32 =40.

=2t +4u+ 10

36 a AP=1\82+42 =80 =45
BP=+22+42=20=2y5dus AP =2 BP.
b AP=+y(x—12+)2en BP=(x—T7)2+)?2

Uit AP =2+ BP volgt Y(x — 1)2 + 2= 2+ \(x — 7> + )2

(x =1+ =4((x =7 +)7)

x2=2x+1+)2=4x> - 56x + 196 + 4)?

3x2—54x +3y2+195=0

x2+)2-18x+65=0

(x—9P—-81+12+65=0

(x=9)2+)2=16

Dit is de middelpuntsvergelijking van een cirkel, dus de punten P liggen op
een cirkel.

X6 a Een vergelijking van de lijn OB is y = 3x.
Hoogtelijn A C staat loodrecht op lijn OB en heeft richtingscoéfficiént —%.
x=5eny=0invullenbijy:—%x+bgeeft0=—%-5+bdusb= 1%‘
Een vergelijking van hoogtelijn ACis y = —%x +1 %
Voor punt C geldt 3x = —%x + 1%.
3 %x = 1%
x=%eny= I%dus %, 1%)
Punt Q is het midden van lijnstuk CD dus Q(l }T’ %)
Punt P is het midden van lijnstuk 4B dus P(S%, 3).
. (2-1 13\ —  [13-3% (27
D =foiy =)=

0- 15 -1 3 773 —21

CD-Pg=11-—21+-11.—2l=0dus PO L CD.
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b S ligt op de cirkel met middellijn ML en dus middelpunt V (Thales).
T ligt ook op de cirkel met middellijn ML en dus middelpunt V' (Thales).
Omdat S en T beide op de cirkel liggen met middelpunt ¥ geldt SV =TV
ASTV is gelijkbenig. In een gelijkbenige driehoek valt de zwaartelijn uit
de top samen met de hoogtelijn uit de top. Dus is lijnstuk ¥ ook een
hoogtelijn. En daarom geldt VI¥' L ST.

22.5 Gemengde opdrachten

37 ¢ :M,(-55enr=5
¢y My(5,5)enr,=5
Vanwege de symmetrie ligt met middelpunt van ¢, op de y-as.
Stel M,(0, p)danisry=p+ 1.
Omdat ¢, raakt aan ¢, geldt M\M5+r =r;.
MMy= (0~ =5+ (p— 5P =\25 +(p—5)’
Uit M, M+ r,=ryvolgt \25+(p -5 +5=p+1.

\p2—10p+50=p—4
pP—10p+50=p>—8p + 16
—-2p=-=34dus p=17
M0, 17)enr=17+1=18

38 a £BAC=90° want BC? = AB>+ AC? (Pythagoras).
Dan ligt A op de cirkel met middellijn BC en middelpunt M (Thales).
Endusis MB= MA= MC.
Omdat MA = MC is AAMC gelijkbenig.
b De loodlijn uit M op zijde AC snijdt zijJde AC in punt N.
Omdat MA = MC,is N het midden van zijde AC.
AM =5 AN =4 dus MN =5 —4>=3,
De oppervlakte van AMNA is % *3:4=6.
AMNA o AFMA (want ZMNA = ZFMA =90°en LMAN = ZFAM)

5-3
MF: MN=MA:NAgeeft MF:3=5:4endus MF=——=3

Bl

oolw

De oppervlakte van AFMA is % *MF-MA=5" 3% +5=9

L b=

De oppervlakte van vierhoek AFDE is 5> — 95 = 15%.

39  ZCAB+ ZCBA=180° - 90° = 90°
ZSAB+ ZSBA=1-90° =45°
ZASB=180° — 45° = 135°
Dan is ZESA = 180° — 135° = 45°.
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Onderzoeksopdrachten

A(0, 0), B(8, 0)en C(2, 8)
Zie de tekening voor de punten D tot en met I.

1

AC = (z) danis AE = (_28) en E(—8, 2).

Q is het midden van lijnstuk £C dus Q(=3, 5).

BC =
£

)danisﬁ=

2) en G(16. 6).

P is het midden van lijnstuk CG dus P(9, 7).

78 = = ©
—OaDIS _—8

en H(8, —8).

R is het midden van lijnstuk 4 H dus R(4, —4).

PQ = (__122) en PO = (120 + (-2)* =148

aa’:(

=)

2
=12

2
-12

en CR =22+ (—12)>=+148 dus PQ = CR.

)=—12-2+—2-—12=0dusPQ=CRenPQJ_CR.

41 a ¢ : x2+6x+9+)2—8y+16=250fwel x2+ )2 +6x—8y=0
Cyixt—6x+9+y*—2y+1=10o0fwel x?+y*—6x—2y=0

De vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 12x — 6y = 0 ofwel y = 2x.

De snijpunten van de twee cirkels liggen op lijn /.
b MP=(4--3)+(8 -4 =149 + 16 =65
NP=7(4-372+ (8- 12=+1+49=50

De drichoeken M AP en NBP zijn rechthoekig. (raaklijnstelling)
AP?= MP?— MA® geeft AP =65 — 25 =+/40
BP2= NP2 — NI geeft BP =+/50 — 10 =+/40 dus AP = BP.

¢ P opl/dusvoor P geldt P(x, 2x).

MP= \/(x - =3 +(2x—4)y= \/x2 +6x + 9+ 4x2 — 16x + 16 ofwel

MP =+5x>—10x + 25

NP=(x =302+ Q2x—1)2=\x2— 6x+ 9+ 4x> — 4x + |

NP = \}5x2 - 10x+10

AP?= MP? — MA? geeft AP = \5x> — 10x + 25 — 25 = {532 — 10x
BP?= NP*— NB? geeft BP = {5x* — 10x + 10 — 10 = y5x2 — 10x dus

AP = BP geldt voor elk punt P op / dat buiten de cirkels ligt.
© Noordhoff Uitgevers bv
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42 a A4(0,0), B(6,0), C(6, 6), D0, 6), E(1, 2), F(3, 2), G(3, 5) en H(L, 5)
Zie de tekening voor de punten 1(0, 2), J(6, 2), K(6, 5) en L(0, 5).

D C
H G

L K

I E F J

A B

Van rechthoek ABJIis het zwaartepunt Z,(3, 1) en de oppervlakte 6 -2 =12.
Van rechthoek FJKG is het zwaartepunt 22(4 %, 3 %) en de oppervlakte

3-3=09.
Van rechthoek LKCD is het zwaartepunt Z3(3, 5%) en de oppervlakte
6-1=6.

Van rechthoek TEHL is het zwaartepunt Z4(—é-, 3%) en de oppervlakte 3+ 1 =3.
m=m;+m,+my;+m=12+9+6+3=30

e[ 805 ()-G3)
f e i+ l+5-14]= 3
1 30 35 30 5E 30 3_2_ 2"13

Het zwaartepunt is Z(3 %, 219—0).

b Noem Z|(3, 3) het zwaartepunt van vierkant 4 BCD (met oppervlakte 36).
Noem 22(2, 3 %) het zwaartepunt van rechthoek FEFGH (met oppervlakte 6).
Noem Z, het zwaartepunt van de ontstane figuur (met oppervlakte 30).

Dan geldt Z, =f—6-§2+%g-_z’3.

12,

2730

.2 2 6 2
Ofwel e z3=2,— 32,

= _ 36 b
3730 f1 730" %2

--,1
—»_gé. 3 _i. 2 _ 3
23730 3] 30 3%_2

Samenvatting

S1 x =5+ 3Len y=Ainvullen bij de vergelijking van ¢ geeft (5 + 31)> + 1> =65
25+ 300 + 922 + A2 =65
10A>+30A—40=0

Sl\DU\p—-

AM+3X-4=0
A-1A+4)=0
A=lof A=-4

De snijpunten zijn (8, 1) en (=7, —4).
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S2

S3

S4

cixt+y2—2y+1=4ofwelx?+)>—-2y—3=0

G x2=2x+1+)2—6y+9=17 ofwel x2 + 32— 2x — 6y —7=0
De vergelijkingen van elkaar aftrekken:

X242 - 2p—3=0

P+ -2k -6—7=0 —

2x+4y+4=0
2x=—4y—4
x=-2y-2
Dit resultaat invullen in de vergelijking van ¢, geeft
(—2y=22+y*-2y-3=0
42 +8y+4+32-2y-3=0

524+ 6p+1=0
-6 ++16 | —6—+416
pE———=gel pm————= =1
10 10

x==2--t-2=-1iofx=-2--1-2=0

De snijpunten zijn (—1 %, —%) en (0, —1).

Het middelpunt van de cirkel is M{(1, —2).

_— 4
Als P(5,5),danis MP = (7) een normaalvector van de raaklijn in P.

Een vergelijking van de raaklijn is dan 4x + 7y = c.
x=5en y=Sinvullen geeft4-5+7+5=cdus c=55.
Een vergelijking van de raaklijn is 4x + 7y = 55.

Uit een schets blijkt dat geen van de raaklijnen verticaal is.
y

X
N

Voor de raaklijnen geldt (;C) = (

7 1
17 m)
x=T+Ahen y=17+ Am invullen in de vergelijking van ¢ geeft
(7+ A2+ (17 + Am)*> = 169
49 + 14X + A2 + 289 + 34Am + A2m?* = 169
(m* + DA+ (14 + 34m)L + 169 =0
D=(14+34m)> -4+ (m?>+ 1)+ 169
D =196 +952m + 1156m> — 676 — 676m>
D = 480m? + 952m — 480
D =0 geeft 480m> + 952m — 480 = 0.
60m> + 119m —60=0
D=119-4-60--60=28561

_ —119+428561 _ —119-~28561 -288 |,
"0 YT T 0 T 10 8
De vectorvoorstellingen van de raaklijnen zijn

=)+ {s) =1 e

© Noordhoff Uitgevers bv

+ A

Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde

147



22 Afsluiting meetkunde

S1<] [:8x+15y=1ofwel 8x+15y—1=0
8-—6+15-—-16—1| 289

182 + 152 N

Sé  I:3x+4y=260fwell:y=—3x+6%
m:5x =2y =26 ofwel m:y=21x—13

17

d(p, 1) =

De richtingscoétficiént van /is —% en de richtingscoéfficiént van m is 2%.
tan(or) = % geeft o0 = 36,896...°

tan(B) = 25 geeft B = 68,198...°

o+ =36,896...° + 68,198...° = 105,068...°

Z(1,m)=180° — 105,068...° = 75°

S7 Elk vierkant heeft oppervlakte 4.
De zwaartepunten van de zes vierkanten zijn (3, 1), (1, 3), (3, 3). (5. 3), (7, 3)

en (3, 9). +%.(§)+ (§)+ (§)+ ‘2):(33%)

3
+
y
i [T

Het zwaartepunt is (3 3 3).
S8 a Neem M(0, 0), dan is 4(—r, 0) en B(r, 0).

Noem p de x-codrdinaat van P, met p > 0. Dan is Q(p, 0).

AQ=r+p

BO=r—p

PO =\PM>— MQ*=\r’ - p?

PO =P —p?

AQ < BO = P+ p(F—p) =1~

Dus is PO*= AQ - BO.

b £APB=90° (Thales)

ZPAQ+ £ZAPQ =90° (want LAQP = 90°)

ZLAPQ =90° — ZBPQ

dus ZPAQ +90° — ZBPQ =90° ofwel LPAQ = £LBPQ
PQ
AQ
BQ

tan(£BPQ) = E

_ P2 _BO - 40
Omdat ZPAQ = ZBPQis 10" PO endus PO’>= AQ - BO.

Test jezelf

™ De cirkel gaat door O en A4, dus ligt het middelpunt op de middelloodlijn
van lijnstuk OA. Verder ligt het middelpunt ook op de lijn door A, loodrecht
op de raaklijn in A.
Het midden van lijnstuk OA4 is (1, 1).

1
3

> _1
sl

6

=
=a) Lol
A=

A=
.

tan(£PAQ) =

04 =

2 1
2) dus een richtingsvector van de middelloodlijn is (_1

+;L(_11).
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Voor de middelloodlijn geldt (x) =,
¥




12

13

¢4 b —Zp+ 92 —~10p + 16=10

¢l x—12= 1+ (p—5F—25416=0

c:(x—12+(y-52=10

Het middelpunt M van cis M(1, 5). |

Een normaalvector van de raaklijn in A4 is n=MA= (_ ) dus een
oy e 3

vergelijking van de raaklijn is x — 3y = h.

x=2en y=2invullen geeft 2 — 32 = b ofwel b = —4,

De raaklijn is de lijn x — 3y = —4.

De middelloodlijn snijden met deze raaklijn geeft

I1+3-31-2)=-4

4r—2=—4

4r=-2

A= —% dus het middelpunt van de gevraagde cirkel is (%, 1 %) en de straal is

r= 2=+ (2- 1) =42
Een vergelijking van de cirkel is (x - %)2 + (y -1 %)2 = 2%.

20 m

x =20+ Aen y =20+ Am invullen bij de vergelijking van de cirkel geeft
(20 + A+ 6)> + (20 + Am — 7)* = 260
(L + 262+ (km + 13)2=260
A2+ 520 + 676 + A2m? + 26Am + 169 = 260
(m*+ A2+ (26m + 52)A + 585=0
D=(26m+52)2—4-(m*+1)-585
D =676m> + 2704m + 2704 — 2340 — 2340m?>
D =—-1664m* + 2704m + 364
D =0 geeft —1664m> + 2704m + 364 = 0.
416m* — 676m—91=0
D =(—676)>—4-416 - —91 = 608400 (=780?)
m=676+780=1=léofm=676_780=—l

832 L 832 8
x=20en y =20 invullen bij y = 1%x+bgeeft 20 = I%-ZO + b dus h=-15.

x=20en y =20 invullen bij y = —fx + b geeft 20 = —£ - 20 + b dus b =221,

b 20 1
Een vectorvoorstelling van de raaklijn is (;) = ( ) + 7\.( )

Vergelijkingen van de raaklijnen zijn y =1 %x —15eny= —%x +22 %

Voor het middelpunt M van de gevraagde cirkels geldt:
M ligt op de lijn m door P, loodrecht op / én MP = d(M, x-as).

v 5 3 . i
De richtingsvector ( 4) van / is een normaalvector van m, dus een vergelijking
vanmis 3x +4y =c.
x=leny=1invullen geeft3:-1+4-1=cdusc="7.
Een vergelijking van m is 3x + 4y = 7 ofwel y = —%x of 1%.
M ligt op m dus de codrdinaten van M zijn te schrijven als M(a, —%a + 1%).

3 3\

MP=v@-12+(-3a+3)
d(M, x-as) =|-2a+ 13|
Uit MP = d(M, x-as) volgt \l(a 1 ¥k (—%a + %)2 = |—%a + I%\.

0= 02+ (s = (e i3

% I . . 21 49
a 2a+1+16a sa+z=%Z0 st
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az—%a—1%=0
(a-15)@+1=0
a=l%ofa=—l
a=1%geeftM(1%,%)enr=yM=§.
a=—1 geeft M(—1,2%) enr=2%‘

R

oo 17+ - 24P (a3 =}

c:(x—=2P%—-4+(—-32-9=3ofwel (x =2+ (y—3)>=16

Het middelpunt M van ¢ is M(2, 3) en de straal is 4.
[4-2+3:3-72| 55

d(M, )= =—=11

42+ 32 3
d(c,l)=d(M,l{—r=ll—4=7

op=|>
i

x=5en y=12invullen geeft 5- 5+ 12-12=¢cdus c=169.
Een vergelijking van /is 5x + 12y = 169.
Voor punt C geldt AC=d(C. /).
A(13,0)en C(p, 0) met p > 13.
AC=p—13
5.p+12-0-169| |5p— 169
yg2 13
5p — 169

13

dus een vergelijking van de raaklijn /is 5x + 12y = c.

d(C, 1) =

Uit AC=d(C, 1) volgt =p—13.

5p—169| =13p — 169
Sp—169=13p—169 of 5p— 169 =—13p + 169
—8p=0o0f 18p =338

3
p= 0 (Vervalt) Ofp = W: 18‘;‘
De codrdinaten van C zijn (18 3 0)‘

Noem het snijpunt van / met de x-as punt S.

Danis AOSP co AMSQ (want ZOPS = ZMQS = 90° (raaklijnstelling) en

LOSP=/ZMSQ).
Stel MS=xdanis OS=x+10.

OP=5 |OS=x+10

MQ=2 | MS=x
5x=3(x +10)
2x =30
x=15
De codrdinaten van het snijpunt zijn (25, 0).

Een vectorvoorstelling van / is (x) = (25) + l( 1).
¥y 0 m

Een vergelijking van ¢, is x? + 32 = 25,

I snijden met ¢, geeft (25 + 1) + (Am)* = 25.
625 + 500 + A? + A2m? =25

(m* + 1)A% + 501 + 600 = 0

Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde
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D =502 — 4+ (m2+ 1) - 600 = 2500 — 2400m> — 2400
D = —2400m> + 100
D =0 geeft —2400m" + 100 = 0.
2400m? = 100
P
=5

m=- 21—4 of m= \/%

De richtingscoéfficiént van /is —\[21.

Het middelpunt van ¢ ligt op de middelloodlijn van lijnstuk PQ.
De lijn OP staat loodrecht op / en heeft dus richtingscoéfficiént @
Een vergelijking van de lijn OF is y = \fﬁ %,

Deze snijden met ¢, geeft x? + (y24x) = 25.

x2+24x2 =25

2552=25

=l

x=—1of x=1dus P(1,24).

Noem (1, 0)en Q(10 + ¢, 0), dan is AOP'Poo AMQ'Q.

PP=v24
Mo=3 |mMo'=p |00
S5p=3

OP=5 |0P’=1

p=3

5-0Q=3\24

0’0 =324 dus 0(103- 1\24)

Het midden van lijnstuk PQ is (5% %@)

De middelloodlijn van lijnstuk PQ staat loodrecht op / en heeft dus
richtingscoéfficiént \lﬂ

x=5geny=% 24invujlenbijy:\[ﬁx+bgeeft%\f2—4=@-5%+bdus
b= —5{24.

Een vergelijking van de middelloodlijn is y = \[ﬁx = 5@.

Deze middelloodlijn snijden met de lijn x = 10 geeft y = 10@ — 5@ = 5@
dus het middelpunt van ¢ is M(10, 5@).

De straal is PM = V(10 — 1)2 + (5424 —24)2 = \81 + 384 = \465.

Een vergelijking van cis (x — 10)> + (y — 5\[2—4)2 = 465.

Omdat de oppervlakten van de drichoek en het vierkant gelijk zijn, ligt het
zwaartepunt van de figuur precies midden tussen de zwaartepunten van de
driehoek en het vierkant.

Het zwaartepunt van het vierkant ligt precies midden in het vierkant, dus op
hoogte 3.

Het zwaartepunt van de driehoek ligt op % deel van de hoogte van

de driehoek (de zwaartelijnen van een driehoek snijden elkaar in het
zwaartepunt en verdelen elke zwaartelijn in twee stukken in verhouding
1:2.). Het zwaartepunt van de drichoek ligt dus op hoogte 4 vanaf de basis
van de driehoek.

Het midden tussen de twee zwaartepunten ligt dus % boven de basis van de
driehoek.
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b Neem als oorsprong het midden van het vierkant.
Dan is het zwaartepunt van het vierkant Z (0, 0) en de oppervlakte is 36.
Noem de hoogte van de driehoek p.

Dan is het zwaartepunt van de driehoek Zz(O, 3+ %p) en de oppervlakte is

1
5-6-p:3p_
m; +m,=36+3p

(SR

_ 36 (0 N 3p {0
36+ 3p (O) 36 + 3p (3+%p
Het zwaartepunt ligt op het midden van de gemeenschappelijke zijde als de
y-codrdinaat gelijk is aan 3.

36:0+3p-(3+1p)
2= 6+ 3
36-0+3p-(3+1p)
y.=3 geeft =3.
36+ 3p

9p + p> =3(36 + 3p)
9p+p>=108+9p
p>=108

p=+108

De hoogte van de driehoek is in dat geval 108.

152 Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde © Noordhoff Uitgevers bv



1a

Vaardigheden 11

dus

f:'V=3x—6

: 2
/ 'x_3_y—6
x(3y—-6)=2
3xy—6x=2
3xy=6x+2

2
:2+—
Y 3x

fim’(x) — 2 + i
3x

fry=2%*2dus
fim’: x = 23y+2
3y 4+ 2 =2log(x)
3y =og(x)—2
y=3-loglx) =5
/") =5 log() = 5
f1y="og2+3x% dus
firx =2og(2 + 3»?)
2+3p3=2x
pr=02-2
y3 — % - X — %

— AL —2
y=N5re 5

inv — 31 Lox 2
S™x) =325 -3

d f.y=

4
— % 434
nQx+4) -~

4
=—+
In(2y + 4)
g

" In(2y +4)

Sy 3

4
In2y +4)=——
x—3
&
2y +4=ex3
22
e i
4
f‘inv(x) =-2 +%. ex—3

fry=eX**dus
[y x = g2t

2+ 4 =In(x)

2y =—4 +In(x)
y=-2+3In(x)
fm(x)==2+1In(x)

f fiy=yx2+4—xdus

fx=y+d-y
P td=xty

- (. 2
y+4=x"+2xy+y
2xy=-x2+4
_—x*+4

¥ 2x

T o
fm() ==

Uit £:y=x2volgt f™: x=12dus y = —yx of y =+x.
Dus zijn er bij sommige x-waarden twee y-waarden mogelijk.

Dit kan niet bij een functie.

Tot x = —1 is de grafiek van g stijgend, tussen x = —1 en x = 1 is de grafiek
van g dalend en vanaf x = 1 is de grafiek van g weer stijgend.

Een horizontale lijn kan de grafiek van g in drie punten snijden.

Het spiegelbeeld van de grafiek van g in y = x kan dan door een verticale lijn
in drie punten worden gesneden. Dus zouden er bij sommige x-waarden (de
x-waarden tussen —1 en 1) maar liefst drie functiewaarden zijn.

Dat kan niet bij een functie.
) =8 x5 = 8x25
fv=8-2t-xs=173x
flx)=6x3+5

, 18
fi(x)=-18x 4=—;

f(x)=5-3cos(x)
f(x) = =3+ =sin(x) = 3sin(x)

© Noordhoff Uitgevers bv

d f(x)=8e"+e

f(x)=8e*

e f(x)=4-2og(x)

1 4
x-In(2)  x-In(2)

Fx)=4-

f fe)=—ge08

1) =-3-0,3*1n(0,3)
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4 a g(x)=2x-tan(3x)+ x?*

+3
cos?(3x)

3x2

cos’(3x)

2(x)=2x-tan(3x) +

o

g’(x)=ln(5x)+x'L'5+l
Sx

g(x)=In(5x) + 2
Bl —4)— (B3t 1)=2x

c gix)= 2=
2+ 2x+12
g’(XF‘ﬁ
e N S
d g'(x)=2x-%log(3x +6)+ x> Gr+6) @) 3
3x?

g’(x) =2x- 410g(3x + 6) + m

1 2 -% 1 1
2(x) :§(10x +7) ‘ZOX—Q'—

2x
1,20« 1
g’(x) 3 3f—10x2+ 7 4\,;
20x 1

O ey 4%

_ cos(4x) -4 - (1 +cos(4x)) — sin(4x) - —sin(4x) - 4
g = (1 + cos(4x))?
4cos(4x) + 4cos(4x) + 4sin*(4x)
(1 + cos(4x))*
_ 4(1 + cos(4x))
(1 + cos(4x))?
I —

1 + cos(4x)

-~

glx)=
gx)

5 a Voor de nulpunten geldt f(x) = 0.
X(3x2-200=0
x*=0o0f 3x*=20
x=00fx=—@ofx= @

b Voor de toppen geldt f"(x) = 0.
Fx) = 15x — 6055
Fx)=15x3(x2 - 4)
() = 15x%(x + 2)(x — 2)
f(x)=0geeftx=00f x=-20f x=2
Uit de grafiek blijkt dat er geen top is voor x = 0.
f(=2)=6den f(2)=-64
De toppen zijn de punten (-2, 64) en (2, —64).
¢ Voor de buigpunten geldt /”(x)=0.

f(x) =60x> — 120x

F(x) = 60x(x*—2)

F7(x) =0 geeft x =0 of x=—y2 of x=12.

JQ2)=3(2)° = 2042)° =

SQ2) = 1242 - 40\2 = -28y2

f(0)=0en f(—2) =282

De twee andere buigpunten zijn (0, 0)en (—\ﬁ, 28\]5).

a.
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Voor de nulpunten geldt i(x) = 0.
(Bx—2xY)e%=0

x(3-2x)=0

x=0enx= 1%

Voor de extreme waarden geldt A(x) = 0.
H(x)=(3—4x)-e™+ (3x—2x%) e -1
H(x) =e™>Q2x>— Tx+3)
h(x)=0geeft 2x>—7x+3=0
_J=eE8 _THA25
T T4 29T

W)=(3-1-2-Ne = enh(3)=(3:3-2+ 9 = —9¢7

—

X =3

P

Uit de plot blijkt dat er een maximum h(%) = T is en een minimum
9 e

h3)=-=

Voor de buigpunten geldt 7”(x) = 0.
M(x)=(-7+4x)-e¥=(3—Tx+2x2) e~
K(x)=—2x*—11x+10)- e~
h(x)= Oigft 2x2—11x+10=0

11 —v4l1 i
=T=2§—Z\[4_= 1,15 of x =
h(1,15)= 0,26 en /1(4,35) = —0,32
De buigpunten zijn (1,15; 0,26) en (4,35, —0,32).
H(0)=(3)+e =3 dustan(e) =3 en o = 72°.

x 241\a1~435

11+\jzﬁ_23
—r =

f(x) = 0 geeft sin(2x) — 2sin(x) = 0 ofwel sin(2x) = 2 sin(x).

2sin(x) * cos(x) = 2sin(x)

sin(x) =0 of cos(x) =1

x=kmof x=k*2n,dusx=k-m.

Op het interval [-n, 3n] zijn de oplossingen x = —n, x =0, x =7, x = 2nen
x =3m.

Voor een horizontale raaklijn moet f"(x)= 0.

F(x) =2cos(2x) — 2cos(x)

F(x) =0 geeft 2cos(2x) — 2cos(x) =0

cos(2x) = cos(x)

2x=x+k-2nof 2x=—-x+ k- 2n

x=k-2mof 3x=4k-2n

x=k'2ﬂ0fx=k°%f[

Op het interval [-7n, 3n] zijn de oplossingen x = —%T[, x=0,x= %n, x= o,
x=2ﬂenx=2%ﬂ.

S0)=f(2m)=0

f(—%n) = sin(—%n) = 2sin(—%n) = %\B+ \E: 1%\5

fGm) =1(23m) = ~13B en 1lin) = A{=3n) = 133

© Noordhoff Uitgevers bv Vaardigheden 11
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De punten met een horizontale raaklijn zijn

(-27, 1243),0,0), (3, -1143), (%=, 12\{_) (2n, 0) en (237, —1243)
f(m)=2cos(2n)—2cos(m)=2-1-2-—1=

Een vergelijking van de raaklijn is van de vorm y = 4x + b.

Invullen van (m, 0) geeft b = —4mn.

Een vergelijking van de raaklijn is y = 4x — 4n.

Fx)=-15-In(|5x + 7))+ 1 d f(x)=28(4x —8)™
Fx) = =3~ In(|5x + 7)) Ax)=28-L (4x-8)2-1
7
)=
_ 2(4x — 8)
F(x)=6ex —2e>"13.1 it 1 1
Fp)=hegmgeds & Mx)=25- 2% y's
25 . 23x-1
=10

F(x)= —5cos(3(x— %n)) % fofx)=3+ 21x-1 _ 11 -2

Fx)=-1 % COS(3(x - %n))

><|»—‘

FAx)=3x+23In(x)) + 15

_ i 3
) =235+ In(|x]) + P

1
TI:

2
I2 sin(3x)dx = c J'\BIISx +1dx=
0

[ 1 L)
—~cos(3x)] —1-(13x #+ 1) 3

H 0
0+2=2
373 ( "27- 3) (52'%'1)=

433 _240 _ 48

52 52 52 713
1(§“+x)dx: p j(6x3+4x:2+ 3x—1) -

Y g 3 1

[41n(ay + 1] !(6x+4+——;)dx—

Y T ’
D R S

(3e2+de+3+1)-(3+4+0+1)=
32 +4e+i-5

I
4+2 et—3-e

f0)=3"=1eng(0)=4J0+1=1
f2)=3=9eng2)=d4+1=8+1=9
Dus de grafieken snijden elkaar in (0, 1) en (2, 9).

2
[(g(x) = f(x))dx =
0

T(4\{E+ 1 —3%)dx=
0

1 12
In(3)J0

[4'%'(2x)1%°%+x—3x°

4, g zliy g, L5
[3 (0% 7+ x -3 ln(3)]0
|

2\ _ b Y2
( *2 1(3)) (0+0 1n(3)) 123 In(3)

Vaardigheden 11
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12

13

.:l

(gz(x) —fAx)|d

.:l

]
A

(32x +8\2x + 1 — 32)dx =

: >, 8 11 _ _
s h16x +3(2x) i+ x 700 &
8 4 1
ne[16-4 3' 2ln(3))—ﬂ'(0+0 0—21—(3):
e 66+211—i) 159,98
21n(3) :

1
Eﬂ

[ tan3(x)dx = 0,78
1

=7
6
e

[In(x*+ 3)dx = 3,20
1

De grafiek van y =
Het functievoorschrift is dan g(x) = e".

De oppervlakte van het rode vlakdeel is j(e —eY)dx.

I(e—ex)dx
fex— e =
(e-1-e)—(e-0-¢"=
0--1=1 .

De exacte waarde van Jln(x) dx=1.
1

In(x) spiegelen in de lijn y = x geeft x =

In(y) ofwel y=e*.

F(x) 2+ In(x) + 2x - l—2 2In(x) +2 -2 =21In(x) = f(x)

j 2In(x)dx =

el

[len(x) - 2x] 5
2:e2:2-2e)—-(0-2)=

28242

Spiegel de grafiek van fin de lijn y = x

Bij het splegelbeeld hoort de vergelijking x =2 ln(y)

In(y) =3 Lx, dus y= e2 De inverse functie is g(x) = e2 ;
Wentel het gebied V¥ om de x-as.
Y
8 =
7 7 L
; [HE
5 /g 'l'
P v l’ ’I' _|
- ’r‘ f —1
3 AU _ ol
.
) /'l
1/¢ﬂl
II x
ﬂf ﬁ 2 3 45 6 7 8
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De inhoud I van het omwentelingslichaam is gelijk aan de inhoud van

de cilinder met hoogte 4 en straal grondvlak e2 minus n I(e2 ) dx, dus
4
I=n(e?)?-4-n fexdx 4net — n[ex] =4me* —met + 1

I= n(4e4—e4+l) n(3et+ 1)( = 518)
j (2In(x))dx =
1

[len(x) - 2x]i) =

2pln(p) —2p+2

De vergelijking 2p In(p) — 2p + 2 = 100 moet worden opgelost.
Invoer: y; = 2xIn(x) — 2x+ 2en y, = 100

Optie: snijpunt

Dit geeftx = 22,9628...

Dus A(p) = 100 voor p = 22,96.

f) = -

Een translatie 3 naar links geeft y = (x + 3)* — 2(x + 3).

Een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met factor 2 geeft

y=2x+ 3P —4(x+3).

Een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met factor 4 geeft

() =2((3x+3) = 4(1x +3) ofwel

g =2((lx+3)'-x-12

J(x) = 2log(x)

Eenzverr(nen)igvuldiging ten opzichte van de y-as met factor 4 geeft
=log|;>

Een translatie 3 naar links geeft y = 2iog( (x + 3)) ofwel y = 2log(x b 3).

Een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met factor 2 geeft

+
g(x) = 2+ Zlog(~

3) ofwel g(x)=2- 2log(%x + %)

1
De grafiek van de functie f(x) = —is puntsymmetrisch in (0, 0) immers

1 1
+ f(- ——+—:———: 0 voor elke waarde van
f(p)+f(=p) P p-
Door de translaties 3 naar rechts en 2 omlaag verschuift (0, 0) naar het punt
(3, —2) en daarom is de grafiek van g puntsymmetrisch in (3, —2).

Ga uit van de grafiek van f{(x) = 3",

Een vermlenigvuldiging ten opzichte van de y-as met factor 2 geeft de grafiek
van y=3".

Een vermenigvuldiging met factor 4 ten opzichte van de x-as geeft de grafiek
van g(x) =4 - 3*" (deze volgorde mag ook andersom).

Ga uit van de grafiek van f(x) = *log(x).

Een translatie 4 naar links geeft de grafiek van y = *log(x + 4).

Spiegelen in de y-as geeft de grafiek van y = Ylog(—x + 4).

Een translatie 6 omhoog geeft de grafiek van g(x) = 6 + *log(4 — x).

Vaardigheden 11 © Noordhoff Uitgevers bv
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18

19 a

3

Bedenk dat g(x) =

3
— = Z
12+4x 4(x+3) x+3

Ga uit van de grafiek van f(x) = %

Een translatie 3 naar links geeft de grafiek van y =

x+3
Een vermenigvuldiging gnet factor % ten opzichte van de x-as geeft de grafiek
- =4 __ 3
AL ST gin S e

Ga uit van de grafiek van f(x) = \f;

Spiegelen in x-as geeft y = —\E.

Een vermenigvuldiging met factor % ten opzichte van de y-as geeft y = —y5x.
Een translatie 4 naar rechts en 6 omhoog geeft g(x) = —/5(x — 4) + 6 ofwel

g(x) =—5x—20 + 6.

De noemer is x> — 8x + 16 ofwel (x — 4)%

Voor x = 4 is de noemer 0 en de teller ongelijk aan 0.
Dus heeft de grafiek een verticale asymptoot x = 4,
Dan moet de grafiek 4 naar links worden verschoven.

Dit geeft de grafiek van g(x)=2 + ofwel g(x)=2+ %

3
(x +4 -4y

3
g(—x)=2+ 24 = = g(x), dus de grafiek is symmetrisch in de y-as.

(07
De grafiek van f'is symmetrisch in de lijn x = 4.

Een translatie 2 naar rechts geeft de grafiek van
y=(x+2—=2—(x+2-20+ 6 ofwel y = x*— a2+ 6.

g(x) = x*— x2 + 6 is een even functie, dus deze grafiek is symmetrisch in de
y-as. De grafiek van fis daarom symmetrisch in de lijn x = =2,

2x + 8 = 0 geeft een verticale asymptoot x = —4.
_6x=3_ . 6-%_6-0

lim = lim =——=3

x502X +8  xo=) 4 % 240

De grafiek heeft een horizontale asymptoot y = 3.

Het snijpunt van de asymptoten is het punt (=4, 3).

Door verschuiving 4 naar rechts en 3 naar beneden van de grafiek van f

komt het snijpunt van de asymptoten van de beeldgrafiek in de oorsprong.
Nu moet aangetoond worden dat de beeldgrafiek symmetrisch is in O.

_6(x—4)-3
YT x—4)+8
6x—27
= -3

Y i
}_6x—27_6_x
Y= 2% 2x
__
Y= 2x

27 . : ; o
glx)= T is een oneven functie, dus de grafiek is symmetrisch in O.
X

© Noordhoff Uitgevers bv Vaardigheden 11
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160

Vaardigheden 11

De grafiek heeft een verticale asymptoot als x —3=0en x>+ 5x + 1 #0.
De verticale asymptoot is x = 3.

x2+5x -1
f(X)—T
= 3w el
S ===
f(x)zx(x—3)_+38x—l
3 dqx—-3)+24-1
f) = x4 =
f(x)=x+8+
o

TPy B =T

=0, dus de grafiek heeft een scheve
x—eX — 3
asymptoot y = x + 8.
Het snijpunt van de asymptotenis (3, 11).
Door verschuiving 3 naar links en 11 omlaag van de grafiek van fkomt het
snijpunt van de asymptoten van de beeldgrafiek in de oorsprong.

Nu moet aangetoond worden dat de beeldgrafiek symmetrisch is in O.
C(x+3P+5(x+3)- 1

(x+3)—3 H
X2+6x+9+5x+15-1
y= . =11
_x2+llx+23 1lx
Ty Ty
28
Y= X
2 e ] 2
o= B en gy = LB B

De grafiek van g is dus symmetrisch in O en daarmee is de grafiek van f
symmetrisch in (3, 11).

Vaardigheden 11
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Examenvoorbereiding

Functies, grafieken en vergelijkingen

1 a Uit6x—420volgt6x24dusx>3.

Omdat \6x —4 2 01s 10 ++6x — 4 > 10.
Dit geeft D,= [%, —) en B,=[10, -).

b D, = ((—, —>) en met (x — 3)>20 is het B, =[-8, —).
¢ Uit9-x>>0volgt-3<x<3.

Omdat *log(9 — x?) < 2is 4 + log(9 — x?) < 6.

Dit geeft D, = (=3,3) en B,= {«, 6].

d Er moet gelden x? —2x — 3 # 0, ofwel (x — 3)(x+ 1) #0.

3
Omdat —————— #01is k(x) # —1. Verder is x* — 2x — 3> —4.
xe—2x—3

2 < =225,

Dus voor —1 < x <3 geldt -1 + <
—~200—3

¥2

Dit geeft D, = {e,-1)u(-1,3)u(3, =) en B, = (e =2,25)u{-1,—>)

7
12-—
L Bl X W-0_
2 a lim = lim B —=tel] 5
x~—>nﬂ4—8x x—«)nGi_S 0—8
X
3
§ el
5 T 8x4—3x2+2_1_ x2 x4_8—0+0__
ik BR—a s 6, 0-1
x
2.3 %
C 3@+ x—10) | 12343x2-30x ., X x* X
¢ lim = 7 = lim B ===l
X—3—o0 Sxt+2x X——oo Sxt 4+ 2x X——o0 5+ —
x
2 x+3)(3x2+5)  _ 6x°+ 10x+9x2+15
X—y—eo x2(1 - 3x) X—3—oo x2 - 3x3
10 9 15
6 Fi—k = —
i xX & o _ B 5
ias 1 R
~—-3
X
s
4 X 0
e lim———=1lim ™ | =-=0
x02x2 + 1 X% 4 — 2
3
gty 18
; (3x2+4x)2_ o 9xt 42453 + lox? x X 9 "
e v =36 e 2630 e 12 3
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Deze grafiek heeft geen asymptoten.

1
54—
S 1 2
Uit g(x)=3;_6x= ); volgt dat de grafiek van g de 1ijny:-§-: I%als
3 ;6
X

horizontale asymptoot heeft.

Met 3x% — 6x = 0 ofwel 3x(x — 2) = 0 vind je de verticale asymptoten
x=0enx=2.

Als x—eo dan A(x) — 25 + 0 = 25 dus de horizontale asymptoot is y = 25.
Er is geen verticale asymptoot.

Eris alleen de horizontale asymptoot y = 0.

De scheve asymptoot is de lijn y = 3x + 1.

_2x2+5x—1
=

_ Dprerlare e ]
&) = x+4

_ 2x(x+4)—-3(x+4)+11
8(x) = 74

11

g(x)—Zx—3+m

De scheve asymptoot is de lijn y = 2x — 3

Sx—-20 S(x—4) B
¥=-3x—-4 (x—4x+1) (x+1)

mits x # 4.

fx)=

5
D foratie is het t{d,—| =(4,1).
e perforatie is epun(,4+1) 4, 1)

x3+x2—2x_x(x2+x—2):x(x+2)(x—1)=x(x—1)

h(x)= = its x = —2.
O o8 C46rt8  (rDrtd)  xaq Y
Die peeforatis st punt|~2, 2] =2, 3
e perforatie is het pun Sy =(-2.3).
X — Se¥ + 4 Y—1)e*—4
rog = oA~ D) o dimitts a0
et —1 e¥—1
De perforatie is het punt (0, e’ — 4) = (0, —3).
NH6x2+9%x  x(x2+6x+9) (x+3)(x+3) x+3 .
m(x) = = = = mits

X =9x x(x2-9)  (x+3)(x—3) x-3
x#0enx=—3.
De perforaties zijn de punten (0, —1)en(—3, 0).

g(x) =f(2x) +4
g(x)=(2x)2+6(2x)+1+4
g(x)=4x>+12x+5

g(a) = —4+J(x— 3)

g(x)==4((x =32 +6(x—3)+1)
gx)=—4(x*—6x+9+6x—18+1)
g(x)=—4x>+32

Examenvoorbereiding © Noordhoff Uitgevers bv



10 a

11 a

Er moet worden aangetoond dat f(p) =f(—p).
J=p)=(=p)*+

.
86+ (-p)

fry=g g &

De grafiek van fis symmetrisch in de y-as omdat f(p) = f(—p) voor elke p.
De grafiek van g over een afstand 2 naar links verschuiven geeft
h(x)=(x+2P1—-6(x+2P2+12(x+2)—-8

hx)=x3+6x2+ 12x+8—6x2—24x—-244+12x+24 -8

h(x) = x*

Er is puntsymmetrie in de oorsprong als voor de functie / geldt:

h(=p) = —h(p).

h(=p) = (=p)’ = —p* = —h(p) dus is de grafiek van & is puntsymmetrisch in
(0, 0) en daarmee is de grafiek van g puntsymmetrisch in (2, 0).

fx)=xr+8x—-17 € f(x)=—x*—15x+18

f)=(x+42-16-17 F(x)=—(x2+15x — 18)

f(x) = (x+4)> - 33 ) =—(x+ 75+ 565+ 18
fxy=—(x+73) + 74}

F(x)=3x2+12x + 20 d flx)=3x>+x-24

F(x)=3(x2+4x+4)+8 f=12+2c+1)-1-24

f()=3(x+2)+38 f)=3(x+172-243

De grafiek van f(x) = 2(x — 8)(x — 2) heeft als snijpunten met de x-as (8, 0)
en (—2, 0).
8+-2

- f<3)) = (3,-50)
Het snijpunt met de y-as is (0, f(0)) = (0, —32).
De grafiek van g(x) = —3(x + 4)? + 15 heeft als top (—=4,15).
Uit =3(x + 4)> + 15 = 0 volgt (x + 4)> = 5 dus de snijpunten met de x-as zijn
(=4 ++5,0) en (=45, 0).
Het snijpunt met de y-as is (0, —33).

De top is (

De grafiek van A(x) = —%xz + %x + 12 snijdt de y-as in (0, 12).
Uit —3x7 + 3.x + 12 = 0 volgt x? — 2x — 48 = 0 ofwel (x + 6)(x — 8) = 0.
De snijpunten met de x-as zijn (=6, 0) en (8, 0).

. 6+8 _ 1
Detopls( : ,h(l))—(l,lzz).

Uit 3x — 820 volgt x 2§ =25 dus D, = [2, =).

Uit x> = 1520 volgt x < —~/150f x 2+/15 dus
D= (e, —\fl_S] V) HI_S, —).

Omdat x? + 15 > 0 voor elke waarde van x is D, = ((—, —>) of ook D, =R.

10
1+x¥21,dus0< T < 10. Dit geeft B,, = (0, 10].
=

Omdat n(x) = 2432 + 52 2y5 is B, = [245, ).
Omdat p(x) =30 — 6y4 — 9x <30 is B, = («, 30].

© Noordhoff Uitgevers bv
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13 a

14 a
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De codrdinaten van beide punten invullen geeft

a*2=9%ena-(-1)"=-3.
. 9b

96
Hieruit volgt —= - dus =32 =

-3 gq- (_l)b
-32=(-2)
2y =-2)
b=5

Danisa*2°=96 ofwel a+32=96 dusa = 3.

Uit de gegevens volgt p=c- rz\@.

De gegeven waarden invullen geeft 16 =c¢ (%)2\[6_4

Uit 16=c-%-8v01gtc=8‘
De gevraagde formule is p = Sr%‘

. 7
Uit de gegevens volgt m = ¢ - >

103

De gegeven waarden invullen geeft 20 = ¢+ —-

1000
Uit20=c-
i Y-

volgt ¢ = %

3
s 1 !
De gevraagde formule ism =5+ 3

43— Tt = 3%

43 —-7x24+3x=0
x(4x2-Tx+3)=0
x=00of4x1—7x+3=0

_TH49-48

XZOOfX_T lof x=
(—3x+5P=16x2

—3x+5=4xof -3x+5=—4x
—Ix=-50f x=-5
x=%0fx=—5

12 2x

x+1 x-3

12 _ 2x  3(x-3)
x+1 x—3 x—3
12—

x+1 x-3
22(x=3)=(x+ D(—=x+9)
12x —36=—x2+8x+9

=-3

x2+4x—45=0
(x+Nx-5=0
x=-9of x=35

%x4+x=0

Ix(x*+2)=0

x=00fx=i{—_2

Examenvoorbereiding

52

T-\B =48

8

3
4
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16 a

4+41-2x=7 d —x+yx2—3=3

1-2x=3 Vx2=3=x+3

1-2x=9 x2=3=x+6x+9
-2x=8 —-12=6x
x = —4, voldoet x = -2, voldoet

4x+41-2x=1 e 6-Yx=\x+6
V1-2x=—4x+1 (6-Vx2=x+6

1—2x=16x2—8x + 1 36— 12{x+x=x+6
0=16x2 - 6x —12¢{x =-30
16x(x—2)=0 Jx=21
x=00fx=% x=6%,voldoet
Alleen x = 0 voldoet.
—lyx2+7=x f \/x2—4=\/7x—x2
V2+T=x+1 x2—4=Tx—x?
X+T7=x"+2x+1 2x*—Tx—4=0
7 +481 7 —+/81
2= =6 x= 4\{_=40fx= 4\{_= %
x =3, voldoet alleen x =4 voldoet
3x—4=2%x+5
2 —
'3"x—4—5
%x=9
x=13%
Zie de plot hiernaast. b
De oplossing van 3x —452%x +51is {«, 13%].

De snijpunten voor x £ 0 of x = 5 volgen uit x2 — 5x = %x — 2%
-s5iv+2l=0

(x—5)(x—%)=0

x=50fx= % (voldoet niet)

De snijpunten voor 0 < x < 5 volgen uit —x> + 5x = %x = 2%

x2—4%x—2%=0

(x-5)(x+1)=0

x=50fx= —% (voldoen beide niet)

Er is alleen een snijpunt bij x = 5.

Zie de plot hiernaast.

De oplossing van de ongelijkheid is (<, 5) U (5, —).

x3—2x*=8x

X -2x2-8x=0
x(x2=2x—-8)=0
x(x=4(x+2)=0
x=0of x=40of x=-2
Zie de plot hiernaast.

De oplossing van x* — 2x2 2 8x is [-2, 0] U [4, —).

ol

—
L7

d
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1+y6-x=1x+2
\j6—x=%x+1
6—x=%x2+x+1

IN2+2x=5=0
x2+8x—20=0
(x+10)(x—2)=0
x=—10of x=2
Alleen x = 2 voldoet.
Zie de plot hiernaast.

De oplossing van 1 +46 — x < %x +2is (2, 6).

g=-02p+1,3
02p=—q+13
pP=-5¢+65

Ip+12¢g=16—p

4p=16—-12¢q

p=4-3q

2p—-3 4q+5
8p 7

7(2p — 3)=8p(4q +5)
14p — 21 =32pg + 40p
—32pg — 26p =21

p(—32¢ — 26) =21

~21

F= 30 426

at38-2p)=6
a+24—-6p=6

a=6p—18

a
——=10+3(5p + 1
Sp+1 (3n )

a=1005p + 1)+ 3(5p + 1)?
a="75p"+80p + 13

Examenvoorbereiding

d 13p—4(g+2)=pgq

13p—4g—8=pq
13p—pg=4g +8
p(I3—¢g)=4qg+38
4g +8
13—gq

p:

0,3+ 1.2pg—4,5=0
1.2pg =4,5-0,3q
_4,5-03¢q

T 1y
_153—~q
P‘?
Tg—3p 4

p+8 ~a

3(7q = 3p)=4(p +8)
21g—9p=4p+32
-13p=-21¢g+32
_214—32
=713

2(6p) + 3a(6p) = 20
6p +9ap =10
_10-6p

9

a

a=b-b=p—1-(p—1p

a=(p ===+ 1)
a=p—-1-p*+2p-1
a=—-p+3p—-2
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20 a

21 a

y=-2+4x
x=-2+4y
dy=x+2

yEgx+

L

2
iny 1 1
SP(x)=zx+3

Ja+ib=25

{’]E:—{E+25
b= (—\a+25)}

2ab*+1=5
2ab’=4
b3—g

a
]

a
(4g—3)2=p
dg—3=ps
4g=3+ 3p2

3
g=3+3\P°

© Noordhoff Uitgevers bv

c y=2+%{ﬂ
x=2+i74Ty
m=x—2

4—y=(x-2)

y=4-(x-2)>
h(x)=4-(x—-2)
B~
y_2x+3
_Sy-1
x_2y+3

2xy+3x=5y-1
2xy—5y=-3x-1

y2x—5)=-3x—-1

=B =i
Y 2= 5
) —3x-1
Jcin —
() 2x—3

a+4=04b2bi- b
0,4b2bibi=q+4
04b=a+4
pi=2a+10
3Wa++16a—2b=0
3a + da=2b

2b="Ta

b=31\a

(¢=6)2p =1
1
Sh o —
r=——
1

(¢ - 6)°
_ 1
" 2(g -6y

2p =

p

Examenvoorbereiding
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22 a 9“-(\5)5’:% c %\E—\fm:O
(32 (3)' =3 \ib=va+3

3% 33h =371 th=a+3
2a+ib=-1 b=da+12
1b=-2a-1
b=-4a-2

b 2e-8=(}) -4 d Ba-2h=0
20423 = (271« (22« 2‘\[5=@
Qa+3 = )=b+2a 4bh = 3a
a+3=—-b+2a b=%a
b=a-3

px*+4px +6

23 De grafiek van f,(x) = heeft een perforatie als

2+ D(x-2)
px2+4px+6=0en (x> + 1)(x—2)=0.

De laatste vergelijking heeft één oplossing, namelijk x = 2.
Deze oplossing invullen in de teller geeft
p2+4p-2+6=0

12p+6=0
12p=-6
p=-3
-ix2-2x+6 -Ix-3)(x-2
Lo Tax X 1 _( 5% — 3N~ 2]
= =g VS = E e — )
Dus f-! e B
us f-i(x) = 241 VOOor x # 2.
1
-lo-3 4
] 1 =2—=_
=T s

De codrdinaten van de perforatie zijn (2, —%).

24 Stel de zijde van het vierkant heeft lengte a.
Het hoekpunt rechtsonder heeft dan codrdinaten (1 + «, 0) en het hoekpunt

rechtsboven (1 +a,

l+a
1
Omdat alle zijden even lang zijn moet gelden a = Tog

a+a=1
a+a-1=0

1,1 = L1
A=~ ila=—5—343
De tweede oplossing is negatief, dus alleen de eerste oplossing voldoet.

De lengte van de zijde van het vierkant is —% + % \B
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25

26

27

28 a

4

f(x)=4—x+1
: 4
Dan geldt voor f™:x=4— ofwel
v+1
4
P
+ 1=
y+l 4—-x
4
y_4—x_l
4 4 —x X .
= _ = = d = {1V .
Y T A% A—» g(x), dus g(x) = f™(x)

Uit f(x)=0volgt 87x —3x>—2x*=0
X(87=3x—2x9)=0

x=0of 87 -3x—-2x2=0

_ 3—+705 _ 3+4705

= _—4 of x= _—4'
x=0of x=5,89%0f x=—-7,39.

De lengte van het ei is ongeveer 5,89 cm.

x=0of x

Als de lengte van het verticale verbindingslijnstuk % is, dan moet gelden

fl@)—gla) =7
1.t 1
a a4 6
6a—6=a> (links en rechts x 6a?)
a*—6a+6=0
6 ++/12 6—+12
a= > of a= 3

a=3- 3ofa:3+\f§

Dan moet gelden ¢’ = 0,2 dus a = 0,2% =0,79.

2. f‘g =1,11 = & = 4’9'2#: 1,509...
2 .\/z:‘; = 0,68 = i, = 4.9-0,68° '22’682 = 0,56644
h, neemt exponentieel af met factor a dus a* = ?’23244
Dit geefta = (0’56644);_ =0,721...
1,509...
b 1,509...

Danis h, = " = 2,1 meter of 21 decimeter.

0,721...

3

© Noordhoff Uitgevers bv

Examenvoorbereiding

169



29 a Devergeliking p+\x—p=x+ % mag voor elke waarde van p slechts één

Examenvoorbereiding

oplossing hebben.
Herleiden en kwadrateren geeft

y-p=x+g-p
X—p=x2+ix+ic—2px—1p+p?
0=x2+(—2p—%)x+(p2+%p+11—6)
p=(-2=3f -4 +ir+70)
D=4p>+2p+i=dp =~

D = 0 voor elke waarde van p.
Dus er is altijd maar één oplossing.

b Het randpunt van de grafiek van f,(x) =p + yx — p wordt gevonden uit

x—p=0,dus x=p.

L) =p+ \}p — p = p, dus het randpunt is (p, p).

S =p—1+Nx—(p—1)
) =p=1+\p=(p=1)

S =p—1+yp-—p+1
Liapy =p=1+1
.7;-1(P):P

Dus voor elke waarde van p > 1 ligt het punt (p, p) op de grafiek van f,_;.

Differentieren

30

31

170

g_f(l,OOI) =f(1) 3,002386775.:.. —3 0,002386775..:.

Ax 1,001 — 1 0,001

a f(x)=2x2—8-x:
f’(x)=4x—8'%'x’;"
Filx)=4x-— \%

b g(x)=-5- %x"“
gey=—3 —4x~

20
g(x)= Ey

¢ A(x)=3x3—2x73
H(x) =112+ 6x74

mn:@ﬁ+£

X
s Bx(a®+3)(x— U~ (2 +3P
d K(x)= i
Examenvoorbereiding

0,001

=2,39
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=

32 a

33 a

m'(x) =—1 + 6x2

W(x)=4-—tx15—6-—2x 3= L. -3

() —2 i 12 " 3
X)=——+—+—
xx X 24
p(x)=2x"2-3x3 + x™*
P(x)=—4x3+9x4—4x73
9 4

4
I’ R 0 PO

2x—5

24x? = 5x

Een grafiek is toenemend stijgend als geldt f"(x) > 0en f"(x) > 0.

FOE)= 5020 (22— 5%+ (x—2)»

S(x)=(2x—2) e 3%+ (x2 = 2x) re3¥ e -1
) =(-4x2+3x-2) e
f(x)=0als -1 +3x-2=0.

—3 445 -3-+5
_1{:3— Sof x= _1\,_=3+\{§

Met een plot vind je dat de grafiek van f'stijgend is op het interval
(3—4/5,3 +45).

P exrete (b s et

x:

o =(3x2-25x +4) e

frx)=0alszx?—23x+4=0

x2—10x+16=0

(x—2)(x—8)=0

Met een plot vind je dat de grafiek van f” stijgend is op het interval
(e, 2Yu (8, —).

Conclusie: de grafiek van fis toenemend stijgend op (3 — \/g, 25,
Buigpunten zijn er als /”(x) =0 dus bij x =2enx = 8.

De buigpunten zijn:

(2,/(2))=(2,0) en (8, f(8)) = (8, 48¢7%).

16
2+_:0
X 2
x*+16=0
xt=-16

Deze vergelijking heeft geen oplossing, dus g heeft geen nulpunten.

© Noordhoff Uitgevers bv
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g(x)=x*+ i—? =2 ¥ 16572

g(x)=2x—32x73
gA4)=8-32:43=7;
Een vergelijking van de raaklijn is y = 7%x + b.

De codrdinaten van P invullen geeft 17 = 7% 4+ b, dush=-13.

Een vergelijking van de raaklijn is y = 7%x =13
Als de raaklijn horizontaal loopt, dan moet gelden g'(x) = 0.
2x—30x" =0

Dop="30x"3
2x%=132
=15
x=2o0of x=-2

De punten met een horizontale raaklijn zijn (=2, 8) en (2, 8).

Er moet gelden x + 652x + a=3x + 19.
Er moet ook gelden f"(x) = 3.

1
Dit laatste geeft 1 + 6+ ——+2 = 3,
& 22x +a

1

. S
2\]2x+a

2=2

o] -

1
Nox+a
V2x+a=3

Dit invullen in x + 6 - 42x + a = 3x + 19 geeft
x+6-3=3x+19

—2x=1dusx=-1

Danis VZ-—%+a:3,dus—l+a:9.

Dit geeft a = 10.

Er moet gelden f(x)=18en f/(x)=0.

1
De tweede vergelijking geeft 3+a+——=0
X

a = 3x?
Dit invullen in de eerste vergelijking geeft:

Dit geefta =3+32=27.

Examenvoorbereiding
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37

38 a

f)=(x-2):Gx+2)+1

fx)=1x2+x-3alsx22en
f()=(-x+2)-Gx+2)+1

fx)=-1x—x+5alsx<2

De knik zit bij x = 2, dus A(2, 1).

Voor het linker gedeelte van de grafiek geldt f(x)=-x—1
dus de richtingscoéfficiént van de raaklijn in 4 is —3.

Een vergelijking van de raaklijn is y = —=3x + b.

Invullen van (2, 1) geeft 1 = =32+ b, dusbh =7.

Een vergelijking van de raaklijn /is y = —3x + 7.

Uit j;(x) =2x2 — px* volgt [ ’p(x) =4x — 4px3.

dx—4px*=0
x—px3=0
x(1-px?)=0

1
x = 0(voldoet niet) of x? = 7

x=i0fx=—L
W \z
1

Dus geldt x, = —
\p
1 2 1 1
Danisy,=f|—=|==-p- ===
Va f“’(\[;) p PR
Uit OA = BA en de symmetrie in de y-as volgt dat driehoek OA4B een
gelijkzijdige driehoek is.
Dan maakt OA4 een hoek van 60° met de positieve x-as,

fii
dus i—A= tan(60°) = \B en ‘% = \B

A
P
L 1
P 2P i
Danis | =3 ofwel =3dus}—)=3.
7 7

Conclusie: p = %
Vermenigvuldigen teller en noemer met 1 ++4/x + | geeft
2+ 2(x+1 1+yx+1
X 1 +iafx+ 1

1) “2-Nx+1+2x+1+2(x+1)

x T-m—

x(1+4x+1)
—2+2x+2

bl e —

1) x(1 +\/x+ 1)

2x
I = e D)
_ 2 " o
flx)= —1 n \]m en dus gelijk aan /(x).

© Noordhoff Uitgevers bv Examenvoorbereiding 173
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ol = 4x2 + x
o) = x(4xx+ 1)

g(x)=4x+ 1 mits x 20, dus k(x) =4x + 1.

h(x)=2-(1+yx+1)"
’, — -2, 1
H(x)==2(1+yx+ )72 Tl

1
H(0)=-2(1+1)72- Tk —sen k(0)=4
De grafieken van /4 en k staan in punt P loodrecht op elkaar want
4--7=-1.
Dus staan ook de grafieken van f'en g in punt P loodrecht op elkaar.

24
C(x=2)(x+2)
fx) = TR+
flx) = x}; mits x #—2
93 4

dm f=1p = !

De perforatie is het punt (=2, —1).

Het snijpunt met de x-as berekenen geeft ———=0.
X+ 2x

x2—=4=0

(x+2)(x—2)=0

x = —2 (voldoet niet) of x =2
Het snijpunt met de x-as is (2, 0).

l-x2—(x—-2)-2x - 4
1= s )= =

1
2% 16 4
De raaklijn heeft vergelijking v = le (x—2).
Invullen van de perforatie (—2, —1) in de vergelijking y = % (x — 2) geeft
-1=4(-2-2)
== le . —4
Dit klopt, dus de raaklijn in (2, 0) gaat door de perforatie.

Voor de lengte van de rechthoek geldt x, — xp, =1 - Pr—p.
En voor de breedte van de rechthoek geldt y, = p.
De oppervlakte van de rechthoek is

Op)=yp-(xg—xp)=p(l =p*=p)=p—p*—p~.

Examenvoorbereiding © Noordhoff Uitgevers bv
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Integreren

Deze oppervlakte heeft een uiterste waarde als O'(p) = 0.
O(p)=1-3p*=2p

1-3p2-2p=0
3pt+2p—-1=0
24416 2416
p= 6 3'ofp—T=—l

Alleen p =3 1 yoldoet.

_
b
Om de maximale lengte te berekenen moet de afgeleide hiervan nul zijn.
_1 i l
20b b
Oplossen van 7(h) = 0 geeft
.
2 b
2ib = b2
b2
2=——==+b,dush=4

)
I

De maximale lengte is /(4) = ——

Voor de lengte / van het verbindingslijnstuk geldt /(b) =

%Il'_

Hby=-Lep 13— —p2=

=~
=
b=

42 a F(x)= mx 2)c4+2 =%

43

b
c

d

-~

o

G(x) =2+ 2att =4y

s —__l_i
H(x)=—x —2x Y= x =
K@) =1+ 10-I= L ax+ 1)
M(x)=—x —%x3—%x3(x3—2)

—3 |
- - | I
N(x)=-2x 1_5x2_?_§

Uit F(x) = (32 + Va2 + 1 = (x2 + 1)'Z volgt
Fx)=13 (2 + 13- 2x
F(x)=3x+(x2+ 1)

F'(x)=3xyx2+1

F'(x) = f(x), dus Fis een primitieve van f.

. -1
Uit F(x) = m

Fx) =~ —4(x2 = 1)%-2x
7 _ R
F'(x)= -1y

F'(x) = f(x), dus Fis een primitieve van f.

= -1 (3= 1) volgt

© Noordhoff Uitgevers bv
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Uit G(x) = a+ (x* + 6x + 1)* volgt
Gx)=a4x>+6x+1)y - 2x+6)
G(x)=a-4(x*+6x+ 1) 2(x+3).

Dus moet geldena+4-2=1 ofwela = %

De oppervlakte van dit gebied is
8
Jides (L]} = &+ 84— &2t =256 - 1=255

Voor de snijpunten van de grafiek van / met de x-as geldt i(x) = 0.
4x—1 %xz =0
x(4 —~ I%x) =0

x=0ofx= 2%
De oppervlakte van het gevraagde gebied is

2
Tlox-1b)av=[2e- 1o = (2- (P-4 0)) - 0= B =43
Voor de snijpunten van de grafieken van fen A geldt f(x) = h(x) ofwel
xXP=4x - l%x2

x>+ 1%x2—4x=0

x(x? +6x—16x)=0

— B B= B

Zx=00fx2+6x— 16=0

x=0of (x+8)(x—2)=0

De snijpunten zijn bij x = —8, x =0enx = 2.

De gevraagde oppervlakte van het linker gebied is:

- (o 1he)ox=ie— 20+ 1 =

1
0 (& (-8 =2+ (-82+1(-8)) =128
en de gevraagde oppervlakte van het rechter gebied is:

Jas 1422~ (1)ax= 20~ -
0
(2.22_%.23_11_6'24)_0:3

Voor de snijpunten van de grafieken van fen g geldt f(x) = g(x) ofwel

2\1_=}Tx2

Byx = a2
64x = x*
x(64—x%)=0
x=0ofx’=64
x=0ofx=4

De snijpunten zijn (0, 0) en (4, 4).

De oppervlakte van Vis ‘].(2\[; - %xz) dx =
gl
(3-4-4a-15-@)-0=

264 _128 64 _64_ 5l
g

3 12712 12712
Examenvoorbereiding © Noordhoff Uitgevers bv



46 a

47 a

J(x) = g(x)

%x3—4x2+ 12x + 16=%x3
—4xT+ 12x+16=0

x2=3x—-4=0
(x—4)(x+1)=0
x=—lofx=4

De snijpunten zijn (—1, —1)en (4, 21 %).

|43 + 632 + 16x]; =
(-%-4+6-42+16-4) - (0) =742

00=pen PO=f(p)=1p3—dp>+12p + 16
De oppervlakte is van drichoek OPQ is

Lo00-Po=1p-(3p°—4p2+ 120+ 16).
Als de oppervlakten I en IT gelijk zijn, dan moet gelden

P
_[f (x)dx =2+ oppervlakte AOPQ

0

pl 3 2 1 3 2
[(B—ax2+ 120+ 16)dx=p- (L pP = 4p? + 12p + 16)
0

({5 =327+ 6x2 4 16x]g =1 p* — d4p*+ 1297+ 16p
Pt =3 6+ 16p=1pt = dp + 12+ 16p
it =23+ 6p =0

Plirr-23p+6)=0

p=0of yp2-3p+6=0
p=00f3p?=32p+72=0

32 +4/160
=

32 —4160
6

p=0of p= of p=
32+ 4160

De oplossing p=-6—:5%+% 10 voldoet.
Uit FY) = — = —10(x2 + 4)°1 vol
1t Flx =Zia X volgt
Fi(x)==10-—1(x*+4)2-2x
s 20
Fo=tray
dus Fis een primitieve van f.

4, 0% -10 *_ -10 =10 1 1
A= |—— = = — =—+4+2=1=
® J(x2+4)2 Yo T4 1644 144 2 2

© Noordhoff Uitgevers bv
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20x 4

A(p) =j— dx =

24

=10
X +4

1

-10  -10
A0 = T Tra

10
AF== p>+4
Als A(p) = 1 dan is
10
pr+4
lo _1
pPP+4a 10
pr+4=100
pPr=96
Gegeven is dat p > 1 dus voldoet alleen p = \f% = 4\]6.
De oppervlakte van het gebied tussen | en p en onder de grafiek van fneemt
toe als p toeneemt.
Dus is de grafiek van A4 stijgend.

*:2

+2=15

De nulpunten zijn x = 0en x = 30.
Voor de inhoud van dit lichaam geldt

30

30
[ 70,564 +\x(30 = x))* = [ n-0.564% - x(30 — x)dx =
0 0
30
0.564% + [ (30x — x2)dx =
0

0,564 [15x2 = 131" = 0,5642x (13 500 — 9000 — 0) ~ 4497
De inhoud is 4497 cm®.

Voor de inhoud van R geldt

T T(x%)zdx =n ‘}x:’dx = Hf‘]: =
g 0

7 ((5-44) - (0)) = 64n

Voor de inhoud van G geldt: stel eerst het functievoorschrift van " op.

x=pidus y=xien fM(x)= .
3 8

T J(xé)zdx =it Ix;idx = [%;5]3 =
0 0

red.go0=r-227= 548

Inhoud A vind je door eerst de beide gebieden samen te wentelen om de x-as
en deze inhoud te verminderen met inhoud G.

Gebruik de inhoudsformule voor een cilinder.

inhoud 4 =+ 82+ 4 —inhoud G = 256n — 64n =192n

Inhoud B vind je op een vergelijkbare manier.

inhoud B=m-42-8 - inhoud R = 1287 — 54%n="731n

Het verschil in inhoud tussen 4 en Bis 192n — 73 %n =118 gn.

f(x)=g(x) geeft ¥+ 1=x2+1
X-x2=0

x—1)=0

x=0of x=1

De snijpunten zijn (0, 1) en (1, 2).

Examenvoorbereiding
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1 1
b De inhoud is gelijk aan n [g*(x)dx =t [f2(x)dx
0 0

51

52 a

s ]lgz(x)dx =n f(x4 +2x?+ 1)dx=
0 0

1

15423 ]l—(_l )—lé
T[[Sx + S +x0—1'! 5+3+1 —115T[

T ]'fz(x)dx=fc ]I(x6+2x3+ Ddx =
0 0
i+l e ] =al+itt) =140

. 1319 __ 47
De inhoud van Vis 1{sn — 137 = 55

Jx)=2xdus f(p)=2p

Een vergelijking van de raaklijn in Pis y = 2px + b.

Invullen van P(p, p?) geeft p>=2p-p + b, dus b = —p.

Een vergelijking van deze raaklijn is y = 2px — p°.

Om het snijpunt van deze raaklijn met de x-as te vinden moet de vergelijking
2px — p? = 0 worden opgelost.

p(2x — p) =0 geeft x = % p, dus de raaklijn snijdt de x-as in A(% P, 0).

De oppervlakte van AOAP is % . %p ‘pr= ip3.

Een vergelijking van de lijn OP is y = px.

e de = [l Ll o
De oppervlakte van ¥ is _[(px x)dx = [5 PE-= 2% ]0 =
0

1
S gl
ﬁ o =] % . é p*. dus de oppervlakte van driehoek QAP is anderhalf maal de

oppervlakte van V.

5 i
4x—6
(@x—6)x-31)=5
dx%— ldx—6x+21 =5
4x2—20x+16=0
¥ =5x+4=0
= L=yt

x— 3

1=

x =1 of x =4, dus de codrdinaten van B zijn (4, %)

Lijn k snijdt de x-as in (31, 0).
De inhoud van het omwentelingslichaam is gelijk aan

n()l-[(4x5— 6)2dx + nlr(x - 3%)2dx =

1

25 33
TEO m de+n l_l.l(x = 3%)2dx =
-25 ' !
A [4(4x g | b3

-25 _ =25 1, _125\_ (75 _25 125\ _175 7
TE(__S_—_24)+T[(O_§ _T)_“(M 24+24)_24"°f724”'

© Noordhoff Uitgevers bv
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Exponentiele en logaritmische functies

55 a ‘log(36) —log(9) + *log(5) =
Zog(36 : 9 x 5) = 2og(20)

b

(2]

[= 9

-

56 a Zlog(a) + *log(h) =3
log(ab) = *log(8)

Examenvoorbereiding

Voor de inhoud van de omwentelingslichamen samen wentel je de gebieden
Ven W om de y-as.
Gebruik de inverse van y = x7, dat is y = \[;

% r
7 J(\l;)z dx = n[%xz]o = %nrz

0
Het omwentelingslichaam dat ontstaat door W om de y-as te wentelen is een
halve bol met staal r, dus met een inhoud %nr3.

Als de inhouden van de twee omwentelingslichamen gelijk zijn, moet gelden
2=2.23
3

B W

r = 0 (voldoet niet) of 43 r=

Deze vlakdelen hebben gelijke oppervlakte als geldt

(-1 )av=[ax
%\l;dx = J‘%\l;dx

L. Slog(49) + 2+ Slog(3) =

log(49) + “log(3%) =

Slog(7+9) = 3log(63)

2+ Slog(x) =

%log(36) + ‘log(x) = ‘log(36x)

=3 +“log((9p)) =

og(473) + “log(81p?) =

4log(6—14) +Yog(81p?) = 410g(% p2)
$log(2a) + Plog(a + 3) =
8log(2a(a + 3)) = flog(242 + 6a)
4 - "log(x) — "Nog(x?) =
“og(x*) = “Mog(x?) = *'log(x?)

¢ a+4=20Mp
pPi=la+2
b=(%a+2)§
b=R(Ga+2)

Examenvoorbereiding © Noordhoff Uitgevers bv
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B8 a

59 a

a+%logh)=5 d 3a++16a—2b=0

Slog(h) =10 — 2a 2h=3a+ Ma=Ta
f 3100 b=31a

Voor de inverse functie geldt x = *log(18 — 3y).

18— 3y=2~
—3y=2¥-18
y=6—1-27

De inverse functie is /™(x) =6 — % <%

Voor de inverse functie geldt x = =2 + *log(2y — 1).
Slog2y—1)=x+2

2y —1=3x+2

y= % 2 % . 3x+2

De inverse functie is g"'(x) = % + %

Voor de inverse functie geldt x =2+ 377,
3Py = %x

5—y= 3log(%x)

y=5-— 310g(%x)
De inverse functie is A™(x) =5 — 310g(%x).

Voor de inverse functie geldt x =10 — (%)y 1.
=1 _

()" =10-x

v — 1=2log(10 — x)

y=1+3log(10 - x)
3 1
De inverse functie is £™(x) = 1 + zlog(10 — x).

8452 =1 d 2+5-7%=17
23+ (22)5+2 = 20 2x = Ylog(7) - 1
3+2v+4=0 x=—5+3log(7)
2y=-7 5:7%=15
x=-3% T =3

4x ="log(3)

x=1+Tlog(3)
% 53=5.(1) e 6-’log(x+4)=5}
58 Gre=ig. 5 log(x +4)=1

1
-2+x+3=1—-x x+4=3
1

2x=0 x=3i—4=3-4
x=0
3t =7 f 3-4Yog(x—4)=6
2x + 1 ="log(7) Hog(x—4) =2
2x = —1 + 3log(7) x—4=4
x=-1+190g(7) x=20
In2x—1)=3 ¢ In(x)=11%
2-1=¢ In(x) = (11) =21
2x=1+¢ x= el
x=%+%e3
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Jeiw= g d e2¥=4
e~x=11 2-x3=1In(4)
5-x=In(13) x*=2-In(4)
x=5-1In(1}) x=i2-In(4)

b =3ek"1 ¢ b=In(2a) + In(3a)
Lp =gt b = In(6a?)
2a—1=1n(}b) 6a>=¢b
2a=1+1n(%b) a2=%eb

a=\jé§0fa=—\%?

alleen a = \% e? voldoet.

b =2ln(a - 5) d b=gt!
1b=In(a-5) 3a+1=1In(b)
a-5=est 3a=1In(b) - 1
a=5+e’ a=1mp)-1
1 1

FO=15 3 +3

o 3

=G5 me)

(1) = 1500 + 0,94' + In(0,94)

s(w) = =2(1 = In(u)) 2+ _71

2

S = T T hw)y

J(x) =1+ In3(x) + 2x - In(x) - %

(x) = In(x) + 2In(x)

(0= 3+ In(3) - 2%

J(1) =250+ (1 + 15 - ¢=0181y1

J(6)==250+ (1 + 150182 |5 e~0180. —0,18
. 675

1= 018 (1 + 15+ g 01812

_ 5e3nt2, 1
Fa)=3g"%" =g
Fx)=13¢>*2

2x—-1 2

o

g =—3—=7

G(x)=2n|x| + x!
1

G(x)=2In|x| + -

Examenvoorbereiding
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64 a

1L, Tt L a5-x
HO) =13 o 5
. 3. 35-—x
HO=="315)
36—x
A=~ 51065)
K(x) = 4ln|3x — |

\

Voor de nulpunten geldt f{x) =0, dus
x—-4=0
x=2ofx=-2

lim f(x) = 0 dus er is een horizontale asymptoot is y = 0.
X——o

f(x)=2x-e¥+ (x> —4)-e*
2xe¥+(x?—4)-e¥=0
(x2+2x—4)-e¥=0

xX+2x—-4=0
—2+420 -2 =420
xX= of x=
2 2
x=—1-4y50fx=—=1+45
Zie de plot:

Het maximum is /(—1 —5) = (-1 —5)> — 4) - e71=$ = 0,25.

Het minimum is f(=1 +v5) = (=1 + 52— 4) - " *¥ = —8,51.

Er moet gelden F'(x) = f(x)

F(x)=Qx+b)-e"+ (x2+bx+c)-e¥
F(x)=(x*+2x+bx+b+c) e

Als (x2+2x + bx + b+ ¢) ¥ = (x? — 4) * ¢ voor alle waarden van x
dan moet gelden2+b=0enbh + c=—4.

Dusish=-2enisc=-2.

De grafiek van f'ligt dan onder de x-as, dus is de oppervlakte

2 2
—[(=4)-evdx= [(—x?+4)-edx=
e =3

[(—%%+2%+2) 'ex]i2=
(-4+4+2):e?—(-4-4+2)-e?=

6
2e? + 6e72 ofwel 2e? + 2

C(1)=160(e "2 —02—¢e"- = 1)

C'(t) = —160(0,2e 0 —e™)

C'(0)=—-160(0,2e" — &) = -160- —0,8=128>0

Dus de concentratie van het medicijn gaat direct na het injecteren stijgen.
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b Voor de maximale concentratie moet gelden C(r) = 0.
-160(0,2¢7%¥ —e¢7) =0
02e 0¥ —gt=0
0.2e7 0% =gt
e—O,Zr = Se-—r
eO,Sz =5
0,8z = In(5)

e = 15+ In(5)

65 De verticale asymptoot volgt uit e* — 10 = 0 ofwel e* = 10.
De verticale asymptoot is x = In(10).

0 — 1000
lim f(x) = ———— =100, de horizontale asymptoot is y = 100.
Xy 0-10
Dus A4(0, 100) en B(In(10), 100).
e — 1000 100
e*— 10

e> — 1000 = 100(e* — 10)

e? — 1000 = 100e* — 1000

e™ —100e*=0

e¥(e*—100)=0

e¥ =100, dus x = In(100) = 2In(10).

De codrdinaten van C zijn (2In(10), 100).
Dus B ligt midden tussen 4 en C.

66 a g(x)=f'(x)=1°ln(x)+x-%—1

glx)=In(x)+1-1
g(x) = In(x)
Voor de snijpunten geldt f(x) = g(x) dus
xIn(x) — x+ 1 =In(x)
xln(x) —In(x)=x—1
(x—Dn(x)=x-—1
x—1=0of In(x)=1
x=lofx=e
b fiseen primitieve van g, dus

2
[edy = oy =

2pn(2p)—2p+1—(pln(p)—p+1)=0
pQIn(2p) =2 —=In(p)+1)=0
p#0dus2In(2p) —In(p) -1 =0
In(4p*) — In(p) =1

In(4p) =1

dp=ce

p=te
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Voor de top geldt dat de afgeleide nul is
[ (x)=e*+axe™=0
el +ax)=0
ax=-1
1

A= S
da

1
f(-4) = b= Lo

De codrdinaten van de toppen zijn (—37, —~a %)

1
Dus voor alle toppen geldt y = paE?

1 1
Flle) == t == x - g™ g—— g%
a a a

L1 1
Fa(x)z_eax+_.x.eax.a__eax
a a d

F(x) = xe™
dus F, is een primitieve van f,.
fi(x) = xe¥, dus I, (x) = xe¥ —e*.

Nu de snijpunten berekenen van f; met /.

1
xe'=—x

e
xe' = xe!
x=0of x=-1

De oppervlakte van het grijze vlakdeel is gelijk aan

uj(%x - xex) dx= [}?xz —xe'+ ex]o =

igl§

©0-0+D—(L+i+d)=1-2

Voor het minimum geldt dat de afgeleide f(x) = 0.
f(x) = 2%In(2) + 272+ =2In(2)

2*In(2) —2-27In(2) =0

2¥In(2) =2 - 27In(2)

X = 2—2x+1
3x=1
x=1
3
1 2x 2—2x 1
2742 dy = - e
_1J ( =1 o |,
2 i1 3 4 3

n2)  2n2) @) 2n@)  InQ)

De oppervlakte van de rechthoek in figuur 3 is 2k.
Als de oppervlakte van het grijze gebied uit figuur 2 en 3 gelijk zijn dan
geldt

© Noordhoff Uitgevers bv
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¢ Voor de codrdinaten van P geldt P(p, 29 + 27%).

— p—]
AP _(2p+2-2p—2§

., 1
en AQ :(lﬁ)
16

Als de vectoren AP en A0 loodrecht op elkaar staan, dan is AP - 40 = 0.
p-1+(+2v-2h.18=9
Invoer: y; =1 — x en y, = 0,8125(2* + 272* — 2,25)

Optie: snijpunt geeft x = —0,67448...
De x-codrdinaat van P is ongeveer —0,67.

Goniometrie

=
e Rl T
Il
—

70 a 2sin(x)=—\3
sin(x) = =343

x= I%T{ of x= l%n
sin(x) + cos(x) =0
sin(x)

o

+1=0

cos(x)
tan(x) = —1

=) —13
x—4n0fx—14n

(2]

1+ 2sin(x) =0
sin(x) = -1

_11 =18
x—16ﬁofx—16ﬂ

o,

cos?(x) = %
cos(x) = —% 3 of cos(x) = %\E

x=%nofx=%nofx= 1%n0fx=]%n

16+8
71 a Voor de evenwichtsstand geldt: y = 5 - 12.

De periode is 13 — 5 = 8 en de amplitude is 4.
9
=17

De verschuiving is
Dit geeft s(x) = 12 + 4sin(Z (x - 7)) ofwel
s(x) =12 + 4sin(}n(x = 7).
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De horizontale verschuiving is nu 9. De overige parameters blijven gelijk.

e(x) = 12 + 4cos( 2 (x - 9)) ofwel
¢(x) = 12 + 4cos( S n(x - 9)).

2cos(3x) =1
cos(3x) =%
3x=%n+k~2ﬂ 0f3x=—%ﬂ+k-2n
x=én+k'%n0fx=—%n+k'%n
Binnen het interval [0, 2n] zijn de oplossingen:
x=énofx=%ﬂofx=%nofx= I%ﬂofx= lgﬂofx= lgn.
sin(x + %n) = cos(3x)

(l — L) =
cos|5m (x + 47{)) = cos(3x)
cos(}—ln - x) = cos(3x)
3x=;1in—x+k-2n of3x=—%n+x+k-27[
dx=1tn+k-2nof2x=-tn+k-2n
x=flgn+k°%n0fx=—%n+k-n
Binnen het interval [0, 2n] zijn de oplossingen:
x=Tlgnofx=19—6n 0fx=}—grt of x= 11—96-11 0fx=%n of x = 1%3‘[.
2sin’(x) =1
sin?(x) =1
sin(x) = 342 of sin(x) = =542
Binnen het interval [0, 2n] zijn de oplossingen:
x=%nofx=%nofx= I‘]—lnofx= l%n.
2cos*(x) — sin(x) = 1
2(1 = sin*(x)) — sin(x) = 1=0
2sin?(x) +sin(x) —1=0
sin?(x) + 1sin(x) - $ =0
(sin(x) + D)(sin(x) - 1) =0
sin(x) + 1 =0 of sin(x)—3=0
sin(x) = =1 of sin(x) =%
x=lgn+k-2nof x=¢n+k-2nof x=2n+k-2n
Binnen het interval [0, 2n] zijn de oplossingen:
x= I%n 0fx=én of x= %n
tan(2x) = tan(x - %n)
2x=x-— %n +k-m
Xi= _":1;7[ +kn
Binnen het interval [0, 2n] zijn de oplossingen:
X :%TIOf x= I%Tt.
3+ sin(2x) = 3 * cos(2x)
sin(2x) =43 - cos(2x)

sin(2x)
cos(2x) B \B
tan(2x) =43

2x=%n+k'ﬂ
=30 A
x—6n+k 57
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Binnen het interval [0, 27t | zijn de oplossingen:
x=%n0fx=%n0fx= l%nofx= 1%7:.
73 a f(x)=3cos(2x)*2
F(x) = 6cos(2x)
b g'(x)=3-2cos(x) - —sin(x)
g'(x) = —6sin(x)cos(x)

cos(x) * (1 + sin(x)) — sin(x)cos(x)

€ k= (1 + sin(x))?
W) = cos(x)
) = T+ sm)?
e
A = cos?(3x? + 2) .
_ 6.x
k()= cos’(3x% + 2)
|
e mix)= m ccos(4x) -4
.o 4 cos(4x)
) D)
¢ —25in%(2x) — cos(2x) * cos(2x) * 2
= (sin(2x))?
L =2(sin¥(2x) + cos¥(2x))
A= (sin(2x))?
L =2
)= R
74 a F(x)=-3-1cos(2v) ¢ H(x)=4x - 6sin(lx)
F(x) = —11 cos(2x)
b G(x)=-3sin(in—x) d K(x)=x2-3cos(6 — 3x)

75 a sin(x - %n) =sin(x)* cos(%n) —cos(x) * sin(%n) =

% *sin(x) — % 3 - cos(x)

o

cos(x + %n) =cos(x)* cos(%ﬂ) — sin(x) * sin(,lTﬂ) =
% 2 - cos(x) — %\E * sin(x)

cos(l %T[ = x) = cos(l%n) - cos(x) + sin(l %T[) * sin(x) =
0 - cos(x) + —1 - sin(x) = —sin(x)

n

[N

sin(x +1 211‘1'[) = sin(x) * cos(l in) + cos(x) * sin(l zlfﬂ) =

—1\2sin(x) = 12 cos(x)

76

a  f(x)=4sin(x)* cos’(x) — 4sin*(x) * cos(x)
[(x) =2+ 2sin(x) cos(x)(cos(x) — sin?(x))
f(x) = 2sin(2x) cos(2x)

b f(x)=2sin(2x)cos(2x)

£(x) = sin(2 * 2x) = sin(4x)
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77 a

5

?sin(4x) dx = [—}Tcos(itx)]

2

gn
ln =
2

f—i‘COS(Z%T{)) = (—%COS(ZT[)) =

cos(x) = =2 * sin?(x)

cos(x) = =y2(1 = cos*(x))

cos(x) = =2 + 2cos(x)

\2 - cos?(x) — cos(x) =2 =0

1-9
22

cos(x) = of cos(x) =

+
2\2

4 2
cos(x)=——==+v2of cos(x)=——== —% 2

22 22

De eerste vergelijking heeft geen oplossing, de twee oplossingen van de

tweede vergelijking met de kleinste x-codrdinaten zijn x = i—n enx=1 4lT[.

Dat zijn de x-codrdinaten van A respectievelijk B.

cos(x)

Als de grafiek van f,(x) = 7 perforaties heeft, zijn er waarden

— sin’(x)
van x waarvoor cos(x) =0 en p — sin?(x) = 0.

cos(x)=0als x = %n + k » 7 en voor deze waarden van x is sin(x) = 1 of
sin(x) = —1, dus p — sin?(x) = 0 geeft p = 1.

cos(x)  cos(x) _

als cos(x) #0

fi) =1

—sin2(x)  cosX(x) cos(x)

Hieruit blijkt dat de functie verticale asymptoten heeft en geen perforaties.

1 -1 1
U0 = J= -8 2= s

1 =1 1
PO, =], O|n, —|en R[2n, —|.
r P P

o[-}

P P

Als w y ﬁ dan moet het inproduct nul zijn, dus

4
m—-—=0

pZ
pPri=4
4
P=—
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f(x) = 6sin(x) — cos(2x)

Voor de toppen geldt dat de afgeleide nul moet zijn

f(x) = 6cos(x) + 2sin(2x)

6cos(x) +2sin(2x) =0

6cos(x) +2 - 2sin(x)cos(x) =0

2cos(x)(3 + 2sin(x))=0

cos(x) =0 of sin(x) =—1 % (geen oplossingen)

xX= %n + k » t (k geheel) zijn de x-codrdinaten van alle toppen.

De x-codrdinaten van de eindpunten van het lijnstuk zijn 1%7{ —len
1 %f[ + 1.

Atdn=1)=6sin(1in— 1) = cos(3n - 2)=-3.6579%...
De afstand is —3,65796... — =5 = 1,34.

: . 1 +cos(2x) N
Er is een perforatie als de teller en noemer van W beide gelijk zijn
aan nul en de functie voor die waarde van x een limiet heeft.
1+cos(2x)=0 cos(x)=0
cos(2x) = —1 x=in+k-m
2x=m +k*2n
xX= %n +k-n
De enige waarden op het interval [0, 2n ] die in aanmerking komen zijn
x=%nenx= 1%7[.

1 + cos(2x)

f)=——+1

cos(x)

1% 2e08’(x)— 1 i
S = cos(x) "
f(x)=2cos(x) + 1 als cos(x)#0

limf(x)=2-0+1=len lim f()=2-0+1=1,
X“)ETII X—» ET[

De perforaties zijn de punten (%1‘[, 1) en ( 1 %TE, 1).

sin(x) +sin(2x) =0

sin(x) + 2sin(x)cos(x) =0

sin(x)* (1 + 2cos(x)) =0

sin(x) = 0 of cos(x) = —%

De x-codrdinaat van B is een oplossing van cos(x) = —%,
dusx,= %T[.

Er moet gelden fa'(gn) =0.

[,)(x) = cos(x) + 2a - cos(2x)

COS(%T[) +2a- cos(2 . %T[) =0
—%\B +2a- % =0
a=4\3

Invoer: y, = sin(x) +% 3 - sin(2x)
Venster: 0 < x<m, 0<p<2
Optie: maximum geeft x = 0,96.

Examenvoorbereiding
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¢ Voor deze oppervlakte geldt

J.‘E(Sin(x) +a- sin(?.x)) dx =
[—cos(x) ~ Jacos(2v)]; =

(-1 da 1) (1 b 1) -
1- %a +1+ %a =2
De uitkomst is altijd 2 en onafthankelijk van de waarde van a.

Meetkunde en vectoren

81 ZDAF=90°—70°=20°
LEAF = ZAEF = ZAFE = 60°
ZBAE=90° —20° —60° = 10°
ZAEB=90° - 10° = 80°
ZCEF = 180° — 80° — 60° = 40°
ZEFC=180° —90° — 60° = 30°
ZFCE =180° — 30° — 40° =110°

82 a

gy

8

7

6

5

4

3

2

1

0 1 2 3 45 6 17 8 9 10

b Het midden van zijde BC is het punt D(S %, 5%)
De lengte van zwaartelijn AD is z, = \I(S% = 1)2 + (5% - 1)2 = 4%\5

Danis AZ = % . 4%\5 = 3\]5.
¢ Het middelpunt van de omgeschreven cirkel is het snijpunt van de
middelloodlijnen van de zijden van de driehoek.
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Het middelpunt van de ingeschreven cirkel is het snijpunt van de deellijnen
van de hoeken van de driehoek.

=

- N W A U Oy N 00 W

o
-
]
w
~
%]
=]
~
oo
=]
=
o

Elke ruit is een vlieger: klopt, want de diagonalen zijn de symmetrieassen.
Niet elke vlieger is een ruit klopt ook, want de zijden hoeven niet even lang
te zijn.

Conclusie: deze bewering is waar.

Deze bewering is waar, want de overstaande zijden van een rechthoek zijn
evenwijdig en alle hoeken zijn even groot.

Deze bewering is waar, van een ruit zijn alle zijden even lang en als
bovendien de hoeken recht zijn, dan is er sprake van een vierkant.

In de figuur is een vlieger getekend waarvan de zijden 4D en BC evenwijdig
Zijn.

Dan geldt ZBCA = ZDAC (Z-hoeken) en vanwege de symmetrie in de lijn
BDis ZDCA=/ZDAC.

Dus 1s drichoek SCD het spiegelbeeld van drichoek SCBen is BC = CD.
Dan zijn alle zijden even lang en daarom is A BCD een ruit.

Deze bewering is waar.

De driehoeken ASBen CSD zijn gelijkvormig.

AC=V62+33=/45=3\5
Dusis AS:SC=6:4
AS=2A4C=2-35=1%45

4 1
CS=1"35=1345
£ZDBA = ZBDC (Z-hoeken)

tan(£BDC) =3 geeft ZDBC = 36,869...° dus ZDBA = 37°.
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tan(£BAS) = ; geeft ZBAS = 26,565...°

ZLABS = ZDBA = 36,869...°

/BAS + ZABS = 26,565...° + 36,869...° = 63.434...°
ZASB=180° —63,434...° = 116,565...°

ZBSC =180° — £LASB (gestrekte hoek)
ZBSC=180°—-116,565...° = 63°

BP=1\6+3>=45=3\5
AP=16> + 52 =61

De driehoeken ABS en CPS zijn gelijkvormig met verhouding 3 : 8.

_ 8 _ 8 _ 8 _~3
AS—ﬁ‘AC—l—]" \}82+62—‘1—1'10—71‘1‘

D P
A—g— en sin(£DAP) = AP

Omdat ZDAQ = ZDAPi £—£ fwel
mda Q0= isAB_APowe

sin(£DAQ) =

DO« AP=AD- DP

DO-61=6+5
_6-5_30
Pe= T Yot

Uit tan(£PAD) =2 volgt ZPAD = 40°.
Uit tan(£DPQ) = £ volgt ZDPQ = 50°.

tan(£BAC) = § geeft ZBAC =36,869...°
ZAPB= ZBPC (Z-hoeken)

tan(£BPC) = g =2 geeft ZBPC=63,434...° dus ZABP =63,434...°

ZBAC+ ZABP = 36,869...° + 63,434...° = 100,304...°
ZASB=180° —100,304...° = 79,695...°

ZLASP =180° — £LASB (gestrekte hoek)

ZASP = 180° — 79,695...° = 100°

B = 180° — 60° — 75° = 45°

a b
sin(o)  sin(B)  sin(y)
5 b 8,2

sin(60°) _ sin(45°) _ sin(75°)

_82-sin(60%) . _82-sin(d5%)
T s T i)
13 183 @

sin(45°)  sin(B) sin(y)

_ 18,3 - sin(45°)
SIH(B) = T

y=180° — 45° — 60° = 75°

_ 15+5in(75°)
~ sin(45°)

geeft B = 60°

~20,5
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¢ b2=a’+ - 2ac - cos(P)
P2=932+572=2-93-5.7-cos(30°
b*=27,1639... geeft b =427,1639... =5.211... dus h = 5,2.
9,32=5211..2+572=2-5211...+ 5,7 - cos(av)
2_ 2_s72
cos(o) = 9’3_2 55’,2;111 = 5’5_;7 geeft oo = 117°.
v=180° —30° — 117° = 33°
d p=180°—35°—100°=45°

a 125 c
sin(35°)  sin(45°)  sin(100°)
12,5+ 5in(35°) - 12,5+ 5in(100°) -
T sin@sy 0 MO T sy

e BC?=AB>+ AC?—2AB- AC - cos(£LA)
BC2=4,12+832—2-4,1+8,3-cos(120°)
BC=10942... ofwel BC=10,9
10,942... 83 4]
sin(120°)  sin(ZB) sin(£C)

8,3 - sin(120°)

sin(£B) = IO,T dus ZB=41°
ZC=180° — 120° —41° = 19°
83 41 ) _ 4,1 -5sin(120°) 3 .
f Sn(120°) = Sn(Z0) geeft sin(£C) = T dus £C =25327...
LC=25°
ZB=180° - 120° — 25,327...° = 34,672...° = 35°
8.3 AC

sin(120°)  sin(34,672...%)

_ 8,3-5in(34,672...°) i
h sin(120°) o

AC

87 De straal van de cirkel is 4 cm.
De oppervlakte van de cirkel is n * 42 = 16m cm?.
De hoogte van een gelijkzijdige drichoek met zijde 4 cm is

V42— 22 =12 = 23 em.

De oppervlakte van de gelijkzijdige driehoeken samen is
654+ 2y3 =243 cm?,

2443
16m
cirkel wordt bedekt door de zeshoek.

Uit

=0,82699... volgt dat ongeveer 82,7% van de oppervlakte van de

88 a De oppervlakte van vierhoek ABCPis 36+ % -5-6=18+15=33.
b De oppervlakte van driehoek APCis % *3:6=9,
De driehoeken ABS en CPS zijn gelijkvormig met verhouding 3 : 8.

De hoogte van drichoek 4BS is 1—8]~ ‘6= 511—?.

De oppervlakte drichoek 4BS is % - 8- % = 11912 =17

—
o [
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90

21

92

93

De oppervlakte van ASPD is gelijk aan de oppervlakte van driehoek ACD
min de oppervlakte van driechoek CPS.
De oppervlakte van drichoek ACD is % 8-6=24.

De hoogte van driehoek CPS is % 6= %

De oppervlakte van driechoek CPS is % 5 lT = %}— =2

De oppervlakte van vierhoek ASPD is 24 — 2% =2l
De straal van de cirkels is % (10-6)=2.

De omtrek van ABCDEF is
10+3+52n +2+6+32n +2+3=22+ 21 =~28,3cm.

De oppervlakte van ABCDEF is 10-3+6-2+2-}T-n +22=42 + 2n =48 cm?.

De stralen MR en M Q staan loodrecht op de raaklijnen. (raaklijnstelling)
De punten R en Q liggen op de cirkel met middellijn PM. (Thales)

Noem het raakpunt op de linker cirkel S en die op de rechter cirkel 7.
Dan zijn de drichoeken MSQ en NTQ gelijkvormig (overstaande hoeken bij
Q en rechte hoeken bij de raakpunten) met verhouding 8 : 3.
Dan geldt MQ : QN =8:3. Dus geldt (PQ+8): (QR+3)=8:3.
Stel PO=xdanis QR =22 — x.
(x+8):(22—-x+3)=8:3
x+8 §
25-x% 3
3x+24=200- 8
11x =176
x=16
Conclusie: PO =16en QR = 6.

—

2 2 +b

=3

L)

-6/ \-3 R V2
V64 +36-4169+9  10-4/178
Z(AB, AC)=23,387...° dus Z(AB, AC) = 24°.

(o[}

cos A(E, E) =

=0,914...
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94 a Teken een cirkel met straal 6 cm en als middelpunt het eindpunt van
de vector v_vbz. Teken de snijpunten van deze cirkel met de kustlijn. Deze
snijpunten zijn de eindpunten van de twee mogelijke vectoren v_v)r.
Ergeldtw, =w,+w,duswy=w,—w_.

Teken de twee mogelijke vectoren v_vbd op basis van »_v)d

—_—

=W, =W,

land

e ]
- -
.- ~

~a

-~

b Omdat 171;Z loodrecht staat op de kustlijn, is de hoek van w, met de lijn
oost-west ook 30°.

e 3cos(30°)| _ (2,598...
z 1-3sin(30°) -1,5
— _ [—5co0s(45°)\ _(-3,535...
"4\ “sin@sy) T 13,535,

— — — — _0,937.“
w,=w_+w,geeftw =

~5,035...
] = Y(=0,937...)* + (=5,035...)> =26.,235...

De snelheid van de resulterende wind is ongeveer 5,1 m/s.
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De straal van de cirkel is MA = \[(3 — iYL (T —~ )= \/g
Een vergelijking van de cirkel is (x — 3)> + (y — 2)* = 5.

0-4
Van de lijn AC is de richtingscoéfficiént = —1 en het startgetal 4.

Een vergelijking van de lijn ACis y =4 — x.

Deze vergelijking invullen in de vergelijking van de cirkel geeft

(x—-3P+@-x-2P2=5
(x=3P2+Q2-x)?=5
¥M—6x+9+x2—4x+4=5
2x2—=10x+8=0

x2—5x+4=0
(x—1D(x—-4=0
x=lofx=4

Bij punt Fhoort x=1endus y=4— 1= 3 ofwel F{(1, 3).

Omdat C(0, 4) en S(2, 2) is het midden van lijnstuk CS het punt (1, 3).

Conclusie: Fis het midden van lijnstuk CS.
W_I—B_—2 m_4—3_1
“3-2f LT T -2 T2

MF--MB =

1
De cirkelsector BMF is een kwart cirkel.
Punt G is het midden van lijnstuk OS, dus G(1, 1).

(|3t

MG-AL4=( )-( ):—2~4+4-—2:0mm4@u6,MA):9m.

-1y \-2
De cirkelsector GM A is ook een kwart cirkel.

De oppervlakte van de twee cirkelsectoren BMFen GM A samen is dus gelijk

aan de helft van de oppervlakte van de cirkel.

— [2- 2 =
-
__ 0~g g
AD 1 ABen AD = AB

Danisﬁ=( 4 )
2-p

OD =04 +4D =

g \_({ rty
2-p) \2-p+gq

)
q

wi =)=

rtq \_(P=4q\_[ 24
2—-p+gq +q 2-2p

m’-ﬁ:(f"l)-( 24 )=(p—1)-2q+q-(2—2p)
q 2-2p

ED =0D - OE =

=2pg—2q+2g—2pg=0
Hieruit volgt MA | ED.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Lijnen en cirkels

97 a k:10x—-5y=7 r:3x+6y=-5
S5y=10x—-7 6y=—3x—-5
— 2 _ 1 5
y—2x—1§ y——ix—g
b Ily=-3x+5 s 3x+p=10
3x y
3x+y=5 —+-—==1
Y 10 10
5 5 3% 10
x v
—+ ==
5
3 3

(2]

De richtingscoéfficiént van /is —3, van k18 2, van r is —% en van s is —3.
De lijnen & en r staan loodrecht op elkaar want 2 - —% =-1.

98 a Uit 8x—4y=7volgt —4y=—8x+7dus y =2x - 13.
De richtingscoétficiént van /is 2.
Een loodlijn hierop heeft richtingscoéfficiént —%.

b Invullenvanx=4eny=-3iny= —%x + b geeft -3 = —% *4 + b ofwel
h=-1.
Een vergelijking van de loodlijn uit P op lis vy = —%x = Lo

99

De richtingsvector van m is (

.5
dus een normaalvector is ( 4).

x=—3en v =2invullen bij 5x + 4y = ¢ geeft ¢ = —7.
Een vergelijking van m is Sx + 4y = =7,

b y=0geeft2-5A=0dusA=%
Voor de x-codrdinaat geldt dan x = -3 + % 4=-1 %
Het snijpunt met de x-as is (—1 %, 0).

[2-0-3-9+1_ 26

\22 + (-3 R

b Kies op één van de lijnen een punt. Bijvoorbeeld P(1, 1) op m.
m3x—y+2=0

3-1-1-1+42 4

C\E+CleE V0

100 a d(». /)=

d(P,n) =

=210 dus d(m, n) = 210

x—y=34 ft{56x—7y=238

101 a Oplossen met elimineren van gee
dx+T7y=2 4x+Ty=2

Deze twee vergelijkingen optellen geeft 60x = 240 ofwel x = 4.
Dit invullen in 8x — y = 34 geeft

g+4—-y=34
32—-p=34
Jis—=g

Het snijpunt van /en m is het punt (4, =2).
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102

103

lap + bg + ¢|

Bep—1-g—34 -p+T7g—2]

P(p, g) invullen in de afstandsformule d(P, /) = voor de lijnen

8x—y=34dendx+Ty=2 geeft

82+ (=1)? S eep

8p—q—34 |dp+Tg-2
Bp=q =34 _Br*79=2 4 C8p—g—3d1=p+Tg -2

Vs 65

Deze lijnen zijn de bissectrices van de hoeken gevormd door de lijnen /en m.

8p—g—34=4p+Tg—-2 of 8p—g—34=—4p+Tqg-2)
4p—8g—32=10 of 12p+6g—36=0
p—2¢—8=0 of 2p+qg—6=0

Vergelijkingen van de bissectrices zijn x — 2y =8en 2x + y = 6.
Deze zijn ook te schrijven als y = 2x deny=-2x+6.

Omdat 5 - —2 = —1 staan deze bissectrices loodrecht op elkaar.

2 1
De richtingsvectoren zijn ( 5) en ( 3).

2-1+5-3 17

29410 290

. .1 o .
Een normaalvector van de lijn 6y + x =1 is o) dus een richtingsvector is

~

cos(a) =

cos(a) = geeft o0 = 3°.

6 7
. De richtingsvectoren zijn (_ 1) en ( 2)

6-7+-1-2 40

WA Vs

1 2
De richtingsvectoren zijn (_ 2) en (l)

geeft oo = 25°.

1 2
Omdat (_ 2) : ( 1) = 0 snijden de lijnen elkaar loodrecht en is de hoek 90°.

3x+y=1 9x+3y=3

{9x —2p=135° {9x — 2y =13

Deze vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 5y =—10dus y = -2
Danis3x+-2=1 ofwel x= 1.

De oplossingis x=1en y = —2.

Ta+3h=-10

{ a= % b—=17

De onderste vergelijking substitueren in de bovenste geeft
7-(1h=7)+3b=-10
31b-49+3h=-10

61h =139
b=6ena=1-6-7=-4
De oplossingisa=—4en b =6.
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104 » {3x+2y=7

. 3x+2y=7 fwel 3x+2y=7
S(x—1)=2(x-1) %

3x+2y=5

Deze vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 0 = 2.

Dit stelsel is strijdig. dus zijn er geen oplossingen.

{y = 1%;: -7 geeft {4y =Tx—28 , {—7x +4y=-28
x=zy+4 Tx =4y + 28 Tx—4y =28

Deze vergelijkingen optellen geeft 0 = 0.

Dit stelsel is afhankelijk. dus zijn er oneindig veel oplossingen.
x+y=3

{x -y=3

Deze vergelijkingen optellen geeft 2x =6 dusx =3 en y = 0.

Dit stelsel heeft één oplossing.

4x-2y=5 y=2x-21
d { y=2x+2g%ﬂ:{y=2x+22

Deze vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 0 = —4 %

Dit stelsel is strijdig. dus zijn er geen oplossingen.

15x=5p+25=0

I —y+5=0
105 a Hetstelsel { "~ ~
15x+3py+3¢g=0

1s te herleiden tot
Sx+pr+g=0

Dit zijn twee evenwijdige of samenvallende lijnen als =5 = 3p.
Dusals p= —I%—.
15x =5y +25=0 ; {l5x—5y+25=0

p=-1 % invullen in het stelsel gee
15x+3py+3¢g=0 15x—=5y+3¢g=0

Als 3g =25 ofwel g = 8%, dan is het stelsel afhankelijk.

b Voor p=-1 % en g #8 % is het stelsel strijdig.

106 a (x+4) +1?=25
Middelpunt (—4, 0) en straal r = 5.
b (x—12)2+)*-8y=0
(x=12°+ (-4 -16=0
(x— 122+ (y—4)>=16
Middelpunt (12, 4) en straal r =4.
c X*>+y?+10x+4y=1
x2+ 10x+ 2 +4y=1
(x+5)2—25+(_v+2)2—4-: 1
(x+ 5P+ +22=30

Middelpunt (=5, —2) en straal r = @
d x>+)y?—5x-7y=10
xX2=5x+32—=Ty=10

(x=28P-6t+(r-31P-12k=10
(v=25) + (- 35) =285
Middelpunt (2%, 3%) en straal r = @
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107 a

108

109 a

x2+)y2+5x—-6y+16=0

xX2+5x+ )2 —-6p+16=0
(x+21P-6l+(r-32-9+16=0
(x+20P+@-3p=-1

Omdat —% < 0 stelt de vergelijking geen cirkel voor.

Invullen van x = =3 in (x + 1)> + (v — 4)? = 40 geeft
3+ 12+ (y—-4)72=40

(y—4)>=36
y—4=—6of y—4=6
y==2o0of y=10

De snijpunten zijn (=3, =2) en (=3, 10).

Invullen van x =1 — 5y in (x — 4)* + (y — 2)? = 13 geeft
(1-5r-4>2+(@yp-2>=13

Gy +3P2+(y—-272=13

25124+ 30p+9+)2—4y+4=13

26y + 26y =0
26p(y +1)=0
y=0of y=-1
x=lofx=6

De snijpunten zijn (1, 0) en (6, —1).
y=x+3invullen in x? + 3? = 9 geeft
x24+(x+3)72=9

X+x2+6x+9=9

2x2+6x=0

2x(x+3)=0

x=0of x=-3

y=30fy=0

De snijpunten zijn (0, 3) en (=3, 0).

y=2x+3invullen in x* + 3* — 6x — 7 = 0 geeft

X2+ (2x+3)2-6x-7=0

xX2+4x1+ 12x+9-6x—7=0

5x2+6x+2=0

D=62—4-5-2=—4

Omdat D < 0 heeft de laatste vergelijking geen oplossing en dus zijn er geen
gemeenschappelijke punten.

De vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 6x — 36y — 30 =0.
x—6y—5=0

x=6y+5

Dit laatste invullen in de vergelijking van cirkel ¢, geeft
(6y+572—-8(6y+5+)y*—12y—22=0

367 + 60y +25—-48y—40+3?— 12y —-22=0

37y2-37=0
=1
y=—lofy=1

x=6+—-1+5=—lofx=6-1+5=11
De snijpunten zijn (—1, —1) en (11, 1).
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11

112

202
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¢ xP+6x+9+ 32— 24y + 144 = 100

gyt 2+ At B — 24y + 53=0

eyl 2 —2x+1 +P=20

5l PR~ —~ 19 = )

De vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 8x — 24y + 72 =0.
8x =24y 172

x=3y—-9

Dit laatste invullen in de vergelijking van cirkel ¢, geeft
Br—9-12+2=20

By-102+32=20

9y? — 60y + 100 + 3> =20

1032 — 60y + 80 = 0

¥ —-6y+8=0
(r=4(r-2)=0
y=4of y=2

x=3-4-9=30fx=3-2-9=-3
De snijpunten zijn (3, 4) en (=3, 2).

Het middelpunt M van c: (x —2)>+ (y — 1)> = 101is M(2, 1).

. . . 2
De lijn M P heeft richtingscoéfficiént = —%.

-1-2
De raaklijn heeft richtingscoéfficiént 3.
x=—leny=2invullenbijy=3x+bgeeft2=3-—-1+bdusbh=>5.
Een vergelijking van de raaklijn is y = 3x + 5.
X2+ 2= 10x—4y+20=0
x2—10x+)2—4y+20=0
(x—=5P2—-25+(y—2P%—-4+20=0
(x=5P+(-2%=9
Het middelpunt M van ¢ is M(5, 2).
De lijn MP loopt verticaal, dus de raaklijn in P loopt horizontaal.
Een vergelijking van de raaklijn is y = 5.

v =ax invullen in (x — 2)> + (y — 6)> = 20 geeft
(x = 2 + (ax — 6)2 = 20

X2 =4x+4+ a2 - 12ax+36=20

@+ Dx?+(—4—-12a)x+20=0
D=(-4—-12aP - 4-(@®+1)-20

D = 144> + 96a + 16 — 80a* — 80

D = 644> + 96a — 64

D =0 geeft 64a> + 96a — 64 =0

a2+1%a—1=0

1
z
Voora=-2ena= % raakt lijn / cirkel c.

Het middelpunt van cirkel ¢z (x — 1)* + (y — 1)> = 251is M(1, 1) en de straal is 5.

De afstand van M(1, 1) tot lijn / met vergelijking 3x + 2y =23 is
|3+2-23] 18

3% +22 _ﬁ

Conclusie: lijn / snijdt cirkel ¢ in twee punten.

=4,9923 < 5.
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114 a

115 a

De vergrote cirkel raakt lijn & als de straal van de vergrote cirkel gelijk is aan

de afstand van het middelpunt M tot lijn 4.
1-1-8 8

VE+): 2

De afstand van M(1, 1) tot k: x — y=81s = 4\5‘

De straal van de vergrote cirkel is 4\]5.

{x—~ TP+ —~3P= 52
Omdat LMAP = ZMBP = 90° (Thales)
Het middelpunt van ¢, is het midden van MP, dus (0, 2).

De straal is%MP= % \/102 2= %m:@
Een vergelijking van ¢, is x> + (y — 2)? = 26.
ciple—5r ¥ [y —3p =92
x?—10x+25+ -6y +9=52
x2+)2—10x—6y—18=0
e X2+ (y—22=26
x2+)2—4y+4=26
X+ —4y—-22=0
De vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft —10x — 2y +4 = 0.
10x+2y=4
Sx+y=2
y=2-5x
Invullen in x2 + (y — 2)? = 26 geeft x? + (—5x)* = 26.
26x2=26
x2=1
x=-lofx=1
y=Tof y=-3
De raakpunten zijn A(=1, 7) en B(1, =3).

=gl

P =

De raaklijn AP heeft richtingscoéfficiént

x=—leny="7invullenin y = 1%x+bgeeft7= 1%-—1 +bdusb=8%.
Een vergelijking van raaklijn AP is y = I%x +8 %

-3-1
De raaklijn BP heeft richtingscoéfficiént T =-

Wt

x=leny=-3 invulleniny=—%x+bgeeft —3=—23-- 1 +bdusb=—2%

Een vergelijking van raaklijn BP is y = —%x = 2%.

=4

Invullen in ¢:(x — 5)2 + (y — 5)2 = 10 geeft (A — 5)2 + (mh —5)*=10.
A= 10A+25+m%A* - 10mA +25=10

(m2+ DA+ (-10m - 10)A+40=0

D=(-10m—102—4-(m>+ 1)+ 40

D = 100m? + 200m + 100 — 160m? — 160

D =—60m2 + 200m — 60

D =0 geeft —60m> + 200m — 60 = 0.

3m>—10m+3=0
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D=(-102-4-3:3=64

10+8 10-8

De vergelijkingen van de raaklijnen zijn y =3xen y = %x.

% 12 1
= +

=[]+
Invullen in ¢:(x — 1)> + 3 = 25 geeft (11 + A )* + (mh — 2)* = 25.
A2+ 224+ 121 + 22— dmA+ 4 =25
(m*+ DA+ (22— 4m)A+100=0
D=(22—4mP—4-(m?+1)- 100
D =16m2— 176m + 484 — 400m* — 400
D =-384m>— 176m + 84
D =0 geeft —384m> — 176m + 84 = 0.
96m? +44m —21=10
D=44>-4-96--21=10000

~44+100 4 —44-100 4
m=—-=ﬂofm=—-=—z

192 192
m=§%geeft_1f=§7:4~x+b
x=12en y=-2invullen geeft -2 = —2% 12+ hdush= —5%.
m= —%— geeft v = —%x +b
x=12en y =-2invullen geeft -2 = —% 12+ hdush="7.

Vergelijkingen van de raaklijnen zijn y = 2_7;1’5 = 5% eny= —%x + 7.

Cirkel ¢: (x — 5)> + (y — 4)> = 20 heeft middelpunt M(5, 4) en straal r = @
MQ=\(5-27+(4—10)2 =0 +36 =145
Danis d(Q, c)=\fﬁ—m=3\/§—2\f§=\(§.

Cirkel ¢: x2 + 12— 2x — 8y + 12 =0 ofwel (x — 1)2 + (y — 4)2 = 5.
Het middelpunt is M(1, 4) en de straal is \B

MQ=(1-9)+(4—-8)2=164+ 16 =130
Dan is d(Q, ¢) =480 — /5 = 45 — /5 = 3\/5.

Uitx2+ 32 +2x—2y=0volgt (x + 1>+ (y — 1)*=2.

Dus ¢, heeft middelpunt (—1, 1) en straal r = \E

Cirkel ¢.:(x — 4)? + (v — 6)? = 8 heeft middelpunt (4, 6) en straal \/8 = 242.
De afstand tussen de middelpunten is 52 + 52 = /50 = 5,2.

De afstand tussen de cirkels ¢, en ¢, is 52— 22 —-2=242.

Cirkel ¢: x2 + y2 = 20 heeft middelpunt (0, 0) en straal @ = Z\E.

De afstand van het middelpunt (0, 0) totde lijn 2 x + 2y = 151s
1:0+2-0-15 15

| I_5_.5

V12 +22 V5

De afstand van cirkel ¢ tot lijn /is 3y5 — 2y/5 = /5.
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b I:y=%x—7%geeftx—2y—15=0

Het middelpunt van de cirkel is M(—2, 4) en de straal is @ = 2\5.

~2-2-4-15 25
—_— = — = 54/5.
V1 +4 5 "

De afstand van cirkel ¢ tot lijn / is S\B = 2\5 = 3\]—5—.

d(M, 1) =

119 a x> +6x+3?—8y—75=0
(x+3)2-9+(—-42-16—-75=0
(x+3)*+(v—4)°>=100
Cirkel ¢ heeft middelpunt M{(—3, 4) en straal r = 10.
x==3eny=4invullenin y=2x+pgeeft4=2--3 +p.
Dus p=10.

b y=2x+pgeeft—2x+y—p=0.
d(c, ) =5 geeftd(M,1)=10+5=15

|-2-=3+1-4-p

V22 + (— 1)

|10 — p|

\5
10-p==1550f 10— p=15/5
p=10+15{50f p=10- 155

15

= 15 ofwel |10 — p| = 1545.

120 a Bedenk dat ZACB = 90° (Thales)
De driehoeken ABC en ACD zijn gelijkvormig.
Immers LZBAC=/ZCADen LACB= ZADC (90°).
b Omdat de driehoeken ABC en ACD gelijkvormig zijn, geldt
AB BC AC
—_——= — 2 = .
1C_Ch_ 4D dus AC-= 4B AD.
121 a Een vergelijking van de cirkel is x> + y* = 1.

Als C(p, g) op de cirkel ligt, geldt dus p* + ¢* = r>.

b AB=2r,AD=p+renAC=\f(p+r)2+q2_
2
€ ACz:( (P+r)2+<12) geeft AC*=(p + 1) + .

AC*=p* + 2pr + 2 + ¢*
AC?=2pr + 217
AB*AD=2r-(p+r)
AB+ AD = 2pr + 2r?

Dus geldt AC>= AB- AD.

122 a AB—(_2)du31sBC—(4).

Danis C(5+2,1 +4)en D(1 + 2,3 +4) ofwel C(7, 5)en D(3, 7).
b Uitm, =1, m,=2,my=3enm,=6volgt m=12.

=4 ()4 () -4 (3 4 ()
(30 3+ ()9

De codrdinaten van het zwaartepunt zijn Z| 4%, 5%).

— _ 1
0Z =5
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Danis m =3 + m, en geldt
1

- 5 g 4t 3o
__1 1 1 my _{?2
For o)+ ) ) ) )

| (1+5+T7+3m\ (33
3+ml\3+14+5+7m,) |51

L (13+3m,) _ (35
3em\ 94+ 7m, |53

13+3m, =323 +my) en9+Tm, =513 +m,)

13 +3m, =105+ 33 myen 9 + Tm, = 165 + 55 m,
%m4=2% enl%m4=7%
iy =5

xz=1(5+8+11)=8eny,=1(2+-2+9)=3
De codrdinaten van het zwaartepunt zijn Z(8, 3).

Punt S is het midden van zijde AB. Dus S(6%, 0).

cs=[4F +92 =101 =1 V405 = 4145

Het zwaartepunt verdeelt de zwaartelijn in twee delen in verhouding 1 : 2.

Dus CZ =%-415=35.

xy=t0+4+p)=1t+lpeny,=16+0+9=5
Alle punten Z hebben dezelfde y-codrdinaat en liggen dus op een
horizontale lijn. Een vergelijking van die lijn is y = 5.

C(p,9)en Z(l % + %p, 5) geeft CZ = \{(p - 1% - %p)z +(9-5)%

Uit €z = 62 volgt: \(2p— 11) + 16 =62,
2 1\2 _ [20)2
(Gp-13)+16=(%)
sPP-gp+y+16="3

4p> = 16p + 16 + 144 =400

pPr—4p—-60=0
(p+6)(p-10)=0
p=—6o0of p=10

Als AABC een rechthoekige driehoek is, dan is één van de zijden een
middellijn van de cirkel (Thales).

Zijde AB kan niet een middellijn zijn.

Als zijde BC een middellijn is, dan is C het punt (0, 8).

Als zijde AC een middellijn is, dan is C het punt (—4, 6). Spiegel daartoe
punt A(4. 0) in het middelpunt (0, 3) van de cirkel.

Omdat AB = AC, ligt punt C ook op de cirkel met middelpunt A(4, 0) en

straal 4B = Y42 + 22 =+20.

Een vergelijking van deze cirkel is (x — 4)> + 3 = 20.

X2+ (v — 3)> =25 herleid je tot x*> + y> — 6y + 9 = 25 of ook x>+ > — 6y = 16.
(x —4)2 + »2 =20 herleid je tot x2 — 8x + 16 + 12 =20 of ook x2+ 2 — 8x =4.
De vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 8x — 6y =12 ofwel 8x =6y + 12

dusx=f’—1y+1%.
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127 a

Invullen bij (x —4)> + y* = 20 geeft (% v+ 1% - 4)2 + 32 = 20.

(3v-23f +»2=20
9 2 _ a3 1 B o
6V 3Zy+61+y =20

152 —-33y—133=0

252 =60y —220=0
5y2—12y—44=0
D=(-12-4-5--44=1024

_1243_ 5 o 12-32

10 59T 0

Y -2

y = =2 levert punt B op.

y=4%geeftx=%-4%+ 1%:4%

De codrdinaten van C zijn (4%, 4%)

Een vergelijking van cis (x — 1) + (y — 7)> = 25.
x=ten y=2¢invullen geeft (t — 1)+ (2t — 7)> = 25.

2=2t+ 1442 —-28t+49=25
5£2—30t4+25=0

2—6t+5=0
(t-1D(E—-5)=0
t=loft=5

De snijpunten zijn (1, 2) en (5, 10).

Als P op lijn k ligt, dan zijn 4, B en P niet de hoekpunten van een driehoek.

In dat geval is P het snijpunt van de lijnen k en m.

De richtingscoéfficiént van lijn k is -0 =~

Een vergelijking van kis y = —}Tx + 10.
Snijden met m geeft 30 — 3t = —3 (18 + 5¢) + 10.
30-3r=-45-11/+10

-131=-241
t=14

De codrdinaten van P zijn (18 + 5+ 14, 30 — 3 - 14) ofwel (88, —12).

Als ZAPB=90° danis AP + BP = 0.
5= (185 L pp o[22
)1 e 30 — 3¢

18+ 5¢y (=22 + 5¢ ~0
20—-3¢) | 30— 3¢
(18 +50)(—22+56)+ (20— 30)(30-31)=0

—396 + 907 — 1107 + 252 + 600 — 607 — 90¢ + 92 =0
3442 - 1706+ 204 =0

2—-5+6=0
(t=-3)(t—-2)=0
t=3o0ft=2

t =2 geeft P(28, 24).
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AP =282+ 14> =+980 en BP = \122 + 247 =720

Als t =2, dan is AABP wel rechthoekig, maar niet gelijkbenig.
t = 3 geeft P(33, 21).

AP =133+ 11>=+1210 en BP = {72 + 21> = {490

Als t = 3, dan is A4 BP wel rechthoekig, maar niet gelijkbenig.
Conclusie: er is geen punt P zd dat A ABP een rechte hoek heeft bij P én
gelijkbenig is.

Een vergelijking van ¢ is (x — 14)% + (y — 8)> = 100.
Snijden met de x-as geeft (x — 14)> + (0 — 8)> = 100.
(x = 14)2 + 64 = 100

(x—14)2=36
x—1l4=—60fx—14=6
x=8o0f x=20

De snijpunten zijn A(8, 0) en B(20, 0).
m=m;+m,=3+1+2=6

3 _ (12)

2

5
z=7z+

6

(=¥ [S5]

8\ | (20 14
+ ) + .

0) 10 ) ( 8

De codrdinaten van het zwaartepunt zijn (12, 2%).

Noem P de projectie van M op de x-as, dan is P(14, 0).

Noem r de straal van cirkel ¢, dan geldt:

NP=14-r

PM=28

NM =r + 10 (rakende cirkels)

Verder is ANPM rechthoekig, dus geldt

PN’ + PM? = NM? (Pythagoras)

(14 =2 +82=(r+10)

196 — 28r + r* + 64 = r* + 20r + 100

—48r =-160

r= 3%

De straal van cirkel d 1s 3 %

Verdeel de figuur in drie rechthoeken elk met oppervlakte 4.
De punten K, O en [ zijn de snijpunten van de diagonalen in de
respectievelijke rechthoeken.
Dangeldtz=%°0_0’+%-6f+l4—2°ﬁ(’ =%(;+;).

Examenvoorbereiding
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130 a De raaklijn voldoet aan de vergelijking y = ax + 4 ofwel ax —y + 4 = 0.
Ra-0+4]

2a + 4] =2Va* + 1

Dand(M, k)= 2

4’ + 16a+ 16 =4a’> + 4
16a=-12

.
a="y

De vergelijking van lijn kis k1 y = —%x + 4.
Lijn k snijden met de x-as geeft —%x +4=0.
—%x = —4 geeft x = 5%.

De x-codrdinaat van Sis 5 %
b Het punt 4 heeft coérdinaten (a, pa).

Omdat A4 op de gegeven cirkel (x — 2)? + 3> = 4 ligt moet gelden
(a—2)*+ (pa)* = 4.
Omdat 04 = 3 moet gelden a* + (pa)® =9.
(pa)> = 9 — &’ substitueren in (a — 2)* + (pa)® = 4 geeft
(@a=2)P+9-a*=4
@-4a+4+9-a2=4
—4a=-9
=
Dit laatste invullen in & + (pa)® = 9 geeft % + % =4,
81+ 81p2=144
81p*> =63

26 _7

8L~ 9

p=5\1(p>0)

131 a Er geldt ¢y: x* + (v — m)*> = r* (middelpunt (m, 0) en straal r)
cyraakt ¢; dusm =r+ 3 ofwel r =m — 3.

¢y raakt ¢, dus m? + 157 = (1 + 12)% ofwel r = Ym? + 225 — 12.

Uit ym? + 225 = 12 =m — 3 volgt \m2+225=m+9.

m* + 225 =m’ + 18m + 81

18m =144

m=8

r=m—3dusr=5ency x>+ (y— 8)*=25.
b De verticale (inwendige) raaklijn heeft vergelijking x = 3.

De andere (uitwendige) raaklijnen voldoen aan de vergelijking : y =ax + b

ofwel ax — y+h=0.

Er geldt d((0, 0), /) =3 en d((15,0), /) =12.
la-0—-0+5b] la-15-0+5h

Ib| = 3Va? + 1 en |15a + b = 12Va? + 1

Dat geeft en 12.

4 - |p| = 12ya> + 1 substitueren bij |15a + b| = 12a> + 1 geeft 4]p| = |15a + b|.

4b=15a+bof 4b=—-15a—-b
3b=15a of 5b=—15a
b=5qof b=-3a
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Invullen van b = —3ain |b| = 3% geeft |-3a| = 3ya? + 1.
9a% = 9(a? + 1) dus a® = @ + 1. Dit heeft geen oplossing.
Invullen van b = 5a in |b| = 3% geeft |5a| = 3ya® + 1.
2542 = 9(a* + 1) dus 25a% = 9a2 + 9.

a=—%geeftb=5-—%=—3%

o

Vergelijkingen van de raaklijnen zijn x =3, y = %x + 3% en y= —%x -3

Bewegingsvergelijkingen

. 1) =—3 +4cos(z)

132 Bijvoorbeetd

AR { W(#) =5 + 4sin(?)

x(#) = =3 +4cos(pt)
w(t) =5+ 4sin( pr)
De waarde van p bepaalt de snelheid en de richting waarmee een punt de
cirkel doorloopt.

In het algemeen geldt { voor elke p #0.

133 a Uit % ¢+ sin(#) = 0 volgt ¢ = k - m met k geheel.

Dan geldt x(kn)=/k - %ncos(kn).

Merk op dat de even waarden van k bij de snijpunten met de positieve x-as
horen: x(2) = 7+ cos(2n) =, x(4) = 21 * cos(4n) = 2, x(6) = 31 * cos(6m) = 3n
etc.

Twee opeenvolgende even getallen kun je schrijven als 2p en 2p + 2 met p
een geheel getal. De afstand tussen twee opeenvolgende snijpunten met de
positieve x-as is

X(2p +2)1) = xQ2pm) = (2p +2) + 3rcos((2p + 2)m) — 2p + ycos(2p) =
(p+1)-mcos((Zp+2m)—p-ncosZknm)=(p+1)n-1—-pn-1=mn
De afstand tussen twee opeenvolgende snijpunten met de positieve x-as is
dus steeds gelijk aan .

b Dan geldt: (x(1))* + (1)) = 10> dus (L 1+ cos(p))" + (4 ¢+ sin()}* = 100.

i 2+ cos?(t) + % 2+ sin(1) = 100
L2+ (cos¥(1) + sin (1)) = 100
F2-1=100

> =400

t=—-20of t=20

Alleen ¢ = 20 voldoet.
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134 a Uit 3cos(3t) =0 volgt 3t =

135

ﬂ+k~ﬂdust=%n+k°~l3-n.

b=

t= %n geeft y(%n) =-3 sin(én) =-3- % = —1%—. Dus punt (0, -1 %)
t= %n geeft y(%ﬂ) =-3 sin(%n) =—3+1=-3. Dus punt (0,—3).
t= %rz geeft y(%n) =-3 sin(%n) =3 % = —1%. Dus punt (0, -1 %)

t= lén geeft y(l %T[) =-3 sin(l %n) =-3- —% = I%. Dus punt (0,1%).
t= 1%7{ geeft y(l %T[) =-3 sin(l %n) =—3+—-1=3. Dus punt (0, 3).
t= lgn geeft y(l %n) =-3 sin(l gn) =-3- —% = I%. Dus punt (0,1%).

d d
d—): = —9sin(37) en d_}t; = —3cos(1)

da d
In een punt met een verticale raaklijn geldt d—: =0en d—J; #0.

—9sin(37) =0 geeft 3r=k-mofwel r =k - %n.
dy
Voor deze waarden van ¢ geldt 7 #0.

Het punt in het eerste kwadrant met een verticale raaklijn hoort bij r =1 %n.
Dus is het gezochte punt

(3 Cos(3 . I%ﬁ), -3 sin(l %n)) = (3cos(4mn),—3 sin(l %—n) = (3, 1 %\E)

Uit 3cos(37) = —3sin(z) volgt cos(37) = —sin(z).

cos(3¢) = sin(—1)

cos(31) = cos(%n = —I)

cos(3t) = cos(%n + t)

3t=tn+r+k-2mof 3t=—in—1+k-2n

2t=dn+k-2nof dt=-In+k-2n
t=%n+k~nof:=—%n+k-%ﬂ

De gezochte waarden van ¢ zijn ¢t = %T[, t= liﬂ, t= %n, t= %T[, t= 1%1’[ en
t= 1%7{.

) . =2t
De snelheidsvector is ¥ = ( )

2r—2

—_— 2_9.
Als t = 3 dan is de snelheidsvector v(3) = (32 . 32_ ;) = (3)

De baansnelheid op t =3 is |;| =432+ 42=5.

De baansnelheid is [ = V(2 — 20) + (21 — 2)°.

V] = VA —48 +4° + 422 — 81 + 4.

V| = -4+ 82 -8 +4
1
2\/:4—4t3+8:2—8t+4

De baanversnelling is v/(7) = - (4 — 1242 + 161 — 8).

27— 62+ 8t — 4
VA — 475 + 82— 8¢+ 4

V(1) =

2-3-6-¥+8-3-4_20_,

V25 5
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136 a

137 a
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Uit 2cos(z) = 0 volgt ¢ = %n +kom
Bij het snijpunt met de positieve y-as hoort ¢ = lén.

—2sin(z)

De snelheidsvectoris v =| . 1A
—sm(t + ZT[)

Bijr=1 %n hoort de snelheidsvector

o) )- (el -3

Bijr=12 51 is de baansnelheid v =22 + é \/—— = %

I\Jib—‘

De baansnelheid is |v | = \{(—2 sin(1))? + (—sm(t + i—n))z.

[v| = \asin (1) + sin(z + Ln)

De baanversnelling is

Vi) = 2\[4 = -I-lsinz(r n in) - (8sin(r)cos(r) + ZSin(t + %n)cos(t + }T“))
4sin(r)cos(t) + sin(r + %n)cos(t + %n)
v(t)=

\/4sin2(t) + sin 2(1 + ‘]—111)
Bij ¢ = n is de baanversnelling
4sin(m )cos(m ) + sin( 1 }Tﬂ)cos(l %ﬂ) 0+ —= \(_

Vasin’() +sin?{(13n) A0+ (zﬂ

SN

De snelheidsvector is ¥ = (

—3sin(7)
deos(t) )

_3gin(L -1!
Opt= %n is de snelheidsvector v = ( 4;1;(;:))) = ( 2\@2 )
23,

De richtingscoéfficiént van de snelheidsvector is — = —3 V3.

2
tan(o.) = 3+/3 geeft o0 = 66,586...°

De snelheidsvector maakt op het tijdstip z = én een hoek van ongeveer 67°
met de positieve x-as.

De baansnelheid is |[v| = \l(—3sin(t))2 + (4eos(1))? = \{9sin () + 16cos?(1).

De baansnelheid op ¢ = ln is

V)= \l9sm2( )+ 16cos ( ) \/9 vass 16-(l \/3)2= \{2l+ 12= m.

18sin(#)cos(r) — 32cos(z) * sin(?)
2\/951n2(r) + 16cos*(r)

ofwel

De baanversnelling is v/(7) =

—7cos(¢) * sin(?)
\/93in2(t) + 16cos (1)

De baanversnelling bij ¢ = %n is

Vi) =

7

v{gn) = ~Teos(gn) sinfgn)  -7-33-1 W3 W3

\l%m ( )+16cos (6 )_ \/9'417"'16'%__4\/%__2@__2@

Examenvoorbereiding
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¢ Als de baanversnelling 0 is dan heeft de baansnelheid een uviterste waarde.

—7cos(t) * sin(?)
\l9sin2(t) + 16c0s ()
VOOIOStSZT[geeftditf=00fi=%ﬂ:0ft=ﬁ0ft= I%nofr=2n.

= 0 geeft sin(¢) = 0 of cos(z) = 0.

Voor t =0, nen 2n is de baansnelheid \/9sin2(0) + 16c0s(0) =0 + 16 = 4.

Voor t = %T{ en I%n is de baansnelheid \/9sin2(%ﬁ) + 16cos 2(%71) =49+0=3.
Conclusie: de maximale baansnelheid is 4.

d OP= \/9cos2(t) + 16sin(z)
OP =121 geeft 9cos (1) + 16sin2(1) = 121.
9cos(r) + 9sin 2(r) + Tsin(r) = 121
9+ 7sin%(r) = 124
TsinX(1) = 33
sin(r) =3
sin(r) = {3 = 142 of sin(r) = —\{L = —1 2
VoorOsISZT[geeftditt=£n0ff=%nof:= liﬂoft= I%n.
138 a Snijden met de x-as geeft y = 0 dus sin(2¢) — sin(z) = 0.
sin(2¢) = sin(¢)
2t=t+k-2nof 2t=n —t+k-2n
t=k-2nof 3t=n +k-2n
t=k-2nof t=tn+k-in

VoorOszszngeeftditt:00ft=%rtoft=noft= I%nofr=2n.
Opt=%n ligt P links van de y-as.

De x-codrdinaat van P is dan x(%ﬂ) = cos(%n) - sin(%ﬂ) = —% - % 3
b x(#) = —2sin(2¢) — 2cos(2t)
V(#) = 2cos(2t) — cos(r)

De snelheidsvector op 1 =0 is (x’(O)) = (_2)_
V1(0) 1

) L X (2
De snelheidsvector op ¢t = m is (y’ G )) = ( 3 )
Noem ¢ de hoek tussen deze twee snelheidsvectoren, dan geldt
1)
_ 1/ \3 _ 7 1
R V2P + (2P +3 \3-AI3 65

©=29,744...°
De hoek tussen deze snelheidsvectoren is ongeveer 29.7°.
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139 a

140 a

141 a
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xX()=6r+1
Viy=6t-1

¥(£) = V(61 + 12 + (61— 1)?

¥(£) = V3622 + 120 + 1+ 367 — 12¢ + 1

W(t) =722 +2

144 T2t
2\]72r2 +2 \[7212 +2
V() =0 geeft 1= 0.
De minimale snelheid is w(0) = \f72 c02+2= \E
Wt)=0geeftar>—t+1=0.
Deze vergelijking moet één oplossing hebben, dus 2 = 0.
D=(-1¥—-4-a-1=1-4a
D=0geeft] —4a=0.

V(1) =

=1
=y

In punt 4 geldt 1 — 2 =0.

=1

t==loft=

t = —1 geeft punt (0, 0).

t = 1 geeft punt A(0, 4).

X(5)=-2ten y(t)=2(1 + 1)
X()==2-1==2en)(H)=2(1+1)=4

De snelheid in A is \(=2)% + 42 =20 (=215).
x=1-7Feny=(1+)?invullen in (x + y)? = 4y geeft
(1=2+1+ 02 =4(1+1)?
(A=-2+1+2t+2)2=4(1+2t+ 1)

(2 + 21> =4 + 8t + 472 en dat klopt voor iedere waarde van /, dus voor iedere

waarde van ¢ ligt P op de kromme met vergelijking (x + v)> = 4y.

x(¢) = —sin(¢) + 2cos(21)
V(7)) = —=2sin(7)

v(f) = \/(—sin(r) + 2cos(21))? + (—2sin(1))?
Het maximum van v berekenen met de rekenmachine:

Invoer: y, = \l(—sin(x) + 2cos(2x))? + (-2 sin(x))?

Venster: 0<x <2m, 0<y<5

Optie: maximum geeft x = 1,571 en y = 3,606.

De maximale snelheid van P is ongeveer 3,6 meter per seconde.

Voor de punten O, A en B geldt y = x dus cos(z) + sin(2¢) = 2 cos(1).

cos(?) + 2sin(f)cos(r) = 2cos(1)

—cos(?) + 2sin(f)cos(t) =0

cos(7)(2sin(£) —1)=0

cos(r) =0 of 2sin(r) =1

cos(?) =0 of sin(z) = %

cos(?) =0 geeft x=0en y =0, dus punt O.

sin(f) = % geeft t = %T[ of t= %n.

De beweging van 4 naar B duurt %n — %T[ = %T[ = %T[ seconden.

Examenvoorbereiding
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¢ De helling van lijnstuk PQ is

Ay
Ax
Ay
Ax

Ay B
Ax

Ay
Ax

Ay

Ax

Dus de helling van lijnstuk PQ is onafhankelijk van ¢.

2cos(t + m) — 2cos(?)

cos(t + m) +sin(2(¢ + m)) — (cos(#) + sin(21))

2cos(t + 1) — 2cos(r)

cos(t + m) + sin(2¢ + 2m) — cos(¢) — sin(2¢)

2cos(t + ) — 2cos(t)

cos(t + m) + sin(2¢) — cos(f) — sin(2¢)

2(cos(t + 7 ) — cos(?))

cos(r + m ) — cos(?)

2 (voor elke waarde van ¢ met cos(s) #0)
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Meer oefenen

19 Bewegingsvergelijkingen

2 a Beginpunt t = —10 geeft:
x(-10)=—12+15--10=-27en p(-10) =6+ 25+ -10=—-19
Het beginpunt is het punt (=27, —19).

Eindpunt 7 = 10 geeft:
x(10)=-12+13-10=3en (10) =6+ 21+ 10=31
Het eindpunt is het punt (3, 31).
b y=6+2%tgeeft2%r=y—6dus t=%y—2%.
Dit substitueren in x = —12 + l%t geeft
x=-12+ 1%(%)’ = 2%)
c x=—12+%y—3%
x—%_v= —15%
5x—3y=-78

6 a (x+1002+(y—-72=64
b (x—1P+(—-6)2=25
c (x+52+(+122=169

10 a x(1)=0geeft Y2 +4t=0

2+4r=0
(t+4)=0
t=0oft=-4

t = 0 geeft het punt (0. —36) en t = —4 het punt (0, —112).
Bij 4 hoort het punt (0, —36).
W1t)=0 geeft —* + 15— 36=0

2—15t+36=0
(t=3)(t-12)=0
t=30ftr=12

t = 3 geeft het punt (\/ﬁ, 0) en £ = 12 het punt (1192, 0).
Bij B hoort het punt (192, 0).
+2

1 t
2V + 4t P+ 4t
x(¢) = 0 geeft r = =2 (voldoet niet omdat 0 <7< 12)
V(O)=-2t+15
V(&) =0 geeftt = 7%
De raaklijn is horizontaal als y'(1) = 0 en x(1) # 0, dus als ¢t = 7%.
Daarbij hoort het punt ( 86 %;, 20 %)

b x()= - (2t + 4) ofwel x(1) =

De raaklijn is verticaal als x'(z) = 0 en y(z) # 0, dus als t = =2.
Voor ¢ = =2 is de kromme niet gedefinieerd, dus is er geen verticale raaklijn.

15 t = a geeft het punt A(a2 + cos(a), —%a-‘ + 6a).
{ = —a geeft het punt B((—a)2 + cos(—a), —%(—a)3 +6- —a) ofwel
B(a2 + cos(a), %a:* = 6a) ofwel B(a2 + cos(a), —(—%a?’ + 6a)).
xXp=Xx,eny,=—y,dus Bis het spiegelbeeld van A4 in de x-as en daarom is
de baan van P symmetrisch in de x-as.
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19

22

a J"(t)=0geeft%t3—2t=0
(2 -4)=0
1t=00f #—4=0
t=0oft=20ft=-2

x(0M)=9%en x(2)=x(-2)=5

t = 0 geeft het punt (9, 0), dit is punt B

t =2en t = —2 geven het punt (5, 0), dit is punt 4.
b x(1)=0geeft9-72=0

#=9

t=30ft=-3

¥(3)=T5en W(=3)=-73

Dus (0, 7%) en D(0, -71).
c x(n)=-2t

yin=112-2

De snelheidsvector in punt 4 op 1 =2 geeft v = ( 44) en op t = —2 geeft
- (4

v_@) 0

De snelheidsvector in punt Bop ¢ =0 geeft v = (_ 2).

d (_44) 1 (i) dus de hoek tussen de snelheidsvectoren is 90° en de hoek die ze

met de x-as maken is daarom 45°.
e =0 geeft m =02+ (-2)*= \[Z: 2.

t =2 geeft |[v| = y(—4)2 + 42 =32 = 42.

Ook op # = -2 geldt m =32 =42.

Voor de eerste kromme geldt:
x()=2geeft -2 +4t+2=2

—#+4r=0
—t(t—4)=0
t=0of t=4

¥0)=5eny(4)=-3
Dus ¢ = 4 hoort bij het punt (2, —3).

X(=-2t+4

y@=a-e . Y@ _2 1

De richtingscoéfficiént van de raaklijn in (2, —3) is =—=—
x4) -4 2

Yoor de tweede kromme geldt:

x(t)=2geeft =2t +2=2

£=2t=0

H(t—2)=0

t=00fr=2

y(0)=-15en y(2)=-3

Dus ¢ = 2 hoort bij het punt (2, —3).

xX()y=2t-2

V()= -2t+38 Q) 4

De richtingscoéfficiént van de raaklijn in (2, —3) is ) = 5 =2

Het product van de richtingscoéfficiénten van de raaklijnen is —% +2=-1,dus
deze krommen snijden elkaar loodrecht in (2, —3).
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Dan nog het punt (5, 0).
Yoor de eerste kromme geldt:
x(t)=5geeft > +4t+2=5

~Pt4f—~ 3=0

£—4t+3=0

(t=3)—-1)=0

t=3o0fr=1

v(3)=—-4eny(1)=0

Dus ¢ = 1 hoort bij het punt (5, 0). v(1) -4

De richtingscoéfficiént van de raaklijn in (5, 0) is lx’ o = 7 =-

Voor de tweede kromme geldt:

x(t)=5geeft £ —2t+2=35

£-2t-3=0

E=3)+1)=0

t=3of t=-1

v3)=0en y(—-1)=-24

Dus 7 = 3 hoort bij het punt (5, 0). V3) 2 1

De richtingscoéfficiént van de raaklijn in (5, 0) is ——=—=—.
x(3) 4 2

Het product van de richtingscoéfficiénten van de raaklijnen is —2 - % =—1.dus
ook in (5, 0) snijden deze krommen elkaar loodrecht.

26 a x(1)=0geeft2—r=0
Ht—1)=0
t=0oft=1
W£)=0geeft £ —3£2=0
Hr—3)=10
t=0o0ft=3
De baan snijdtdeassenopt=0,t=1en¢=3.
b x(0)=2t—-1
xX(1)=0geeft2r—1=0dust= %
V() =3 -6t
De raaklijn is evenwijdig met de y-as als x(#) = 0en y'(¢) 20, dus als 1 = %
ent= % geeft het punt (—%, —%
¢ x(f)=2geeft?—r=2

P2—t-2=0
(t-2)(t+1)=0
t=2o0ft=-1

y(2)=—4en y(—-1)=-4
Op t=2enopt=—1 passeert punt P het punt 4.
d De baansnelheid is

v=AWWP + (0P
v= Q20— 12+ (32— 62)2

v= \/41‘2—4r+ 1+ 94— 368 + 36/

y= \/9:“ — 361° + 40 — 45 +1
De baanversnelling is

dv _ 1

di 249/ — 367 + 4022 — 4 + 1
dv 18— 542+ 401 -2

At o/ = 366 + 402 — 4r + |

- (364 — 1087 + 80t — 4) ofwel
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e r=2geeftv=1144-288+160 -8+ 1=19=3

t=—1geeft v=19+36+40+4+ 1 =490

f Voeriny, = \{(2x — 1)> + (3x% — 6x)° met standaardvenster.
Optie minimum geeft x = 0,05384...
Optie maximum geeft x = 1,14693...
Optie minimum geeft x = 1,79921...
De baansnelheid heeft een extreme waarde als t = 0,05, als t = 1,15 en als
t=1,80.

Dit levert de punten (—0,051; —0,009), (0,169; —2,438) en (1,438; —3,887) op.

(2 0
g Op ¢t =2 is de richtingscoéfficiént van de raaklijn . ,E?; =5 =0
Y= _9
Op t = —1 is de richtingscoéfficiént van de raaklijn * YD) 3 =-3.

Uit tan(o) = 3 volgt o = 72°.
De hoek tussen de raaklijnen is 72°.

29 a x(7)=12cos(z)

V(1) = =5sin(1)

v= \((12(:0s(t))2 + (=5sin(1))?

r= \/ 144 cos?(t) + 25sin%(1)
v=\25cosX(1) + 25sin2(1) + 119cos’(1)

v =425+ 119 cos*(r)
dv 1

dr 2425+ 119cosX(1)

dv _ —119cos(?) - sin(7)

dr 25+ 119cosX(t)

d

Lo 0 als —119cos(¢) * sin(f) =0 en 225 + 119 cos*(1) #0

dr
cos(?) = 0 of sin(z) =0
t=%1‘[+k°ﬂ0ft=k°ﬂ

Daarbij horen de punten (12, 0), (=12, 0), (0, 5) en (0, —5).

¢ De snelheid v = \IZS + 119 cos?(¢) is minimaal als cos(z) = 0, dus als
t=%n+k'm
Dat is in de punten (12, 0) en (=12, 0).

- 238 cos(1r) - —sin(¢) ofwel

2 a sin(%n)=sin(}—ln—%n)=

sinf ) - cos(in) -
Wb - 1=
-1

b cos(—%n) = cos(% ) = cos(in —= %n)
cos(%n) cos(1 )+sm( ) sm(%n)
—3V2 3+3\2 53 =
-+ He
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8 a cos(4x)=2cos’(2x)—1
%cos(4x) = cos?(2x) — %
dus cos?(2x) = % + %cos(4x)
b f(x)=cos(2x) = 5 + cos(4x)
Een primitieve is F(X) = %x + %sin(4x).
c fcosz(Zx) dx = [%x - %sin(élx)]: =
0

(In+1-sin@n) - (3 0+ 1 sin0)) =
(z

n+0)—(0+0)=1in

16 a cos(x+%rc):—sin(2x+%n)
cos(x+%n)=sin(—2x—%n)
cos(x+%n)=cos(—2x—%n—%n)
x+}7n=—2x—n +k'2nofx+}7n=2x+n +k2n
3x=—1%n+k~2ﬂof—x=%n+k-2n
x=—15—2n+k'%nofx=—%n—k'2n

b sin(};x) = cos(x — ‘l—gr)
cos(%x— %n) =cos(x—%n)
%x—%n=x—‘1—ln+k'2nof%x—%n=—x+%n+k'2n
—%x=%n+k~2nof 1%x=%n+k-2ﬂ
x=—%n+k~2%nofx=%n+k- I%n

c sin(2x == %n) = —cos(x = %n)
cos(Zx —~ }T” — %n) = cos(x + %T[)
2x—%n=x+%n+k'2nof2x—%n=—x—%n+k'2n
Xi= 1%n+k-2nof3x=%n+k-2n
x= 1%n+k'2nofx=%n+k'%n

d 25in2(%x) = 3cos(%x)
2(1 - cosz(%x)) = 3003(%x)
0= 20032(%){) +3 cos(%x) -2
Stel cos(%x) = p, dit geeft
2p*+3p—-2=0

—3+425 —3—425

pP= % =zof p= === ]
cos(%x) = % of cos(%x) = —2 (geen oplossingen)
%x=%n+k-2nof%x=—%n+k-2n
X:%ﬂ+k'4ﬂ0f)€:—%ﬂ+k°4ﬂ
e —sin(x — %n) = cos(3x)
sin(—x + %n) = cos(3x)
cos(—x +in-3 T{) = cos(3x)
—x—%n=3x+k-2n0f—x—én=—3x+k.2n
—4x=%n+k-2ﬂ0f2x=%n+k-2n

= b el — .
T k 2Trofx 12n+k bl
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18 a

22 a

2¢cos*(x) + 7sin(x) = 5

2(1 = sin*(x)) + 7sin(x) = 5
0 = 2sin’(x) — 7sin(x) + 3
Stel sin(x) = p, dit geeft
2p*P=Tp+3=0

TN, 1445

p= Z 2 of p= 2 =3
sin(x) = % of sin(x) = 3 (geen oplossingen)

x=%n+k'2nofx=%n+k'2n

3 cos(2x = %n) = 1%

1
2
2x—%n=%n+k'2nof2x—%n=—%n+k'2‘n

cos(2x - }fn) =

2x=1——"21'r+k'2nof2x=—én+k'2n

x= 24T[+k T[of‘c——ﬂn+k i

De oplossmgen op het interval [0, 2n] 21Jnx—24n x= 1247[ ‘C—giﬂ en
2

x= 1z

Zie de schetS' de oplossing van f(x) > I%is

23
[0,24 2411 124 )U(lﬂﬂi,Zﬂ].
Eerst oplossen f(x)=—1 ;\B

3(:03(2x—* ) —12(

cos(2x — }T’T) = —% 3

2x—4n—6n+k 2nof 2x — 471—1 n+k2n
=lﬁn+k 2n0f2x—lﬁﬂ+k 2n

x=£n+k'nofx=%n+k'n
De oplossingen op het interval [0, 2nt] zijn x = ;4T[ x=11 241'[ x= ;ZTE en
xX= 1;

Zie de schets: de oplossing van f(x) < — 12 3 1s[ ,2411] [1 13Tl’ 1]111]

l\/\/\/\/
l\/\/\/\/

Ja, de grafieken vallen samen.

f(x) = cos(4x)

f(x)=cos(2+2x)

f(x)=2cos?(2x) — 1
f(x)=2Qcos*(x)—1))*—1

f(x) =2(4cos*(x) —dcos*(x) + 1) — 1
f(x) =8cos*(x) — 8cos?(x) + 1 = g(x)
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26 a f(x)=tan(x)+

sin(2x)
sin(x) 1

a cos(x) sin(2x)

Er zijn verticale asymptoten als:

cos(x) =0 én sin(x) # 0 of als sin(2x) = 0.

x=%n+k-ﬂ0f2x=0+k-2ﬂ

x=%n+k-ﬂ0fx=0+k°n

x=0+k- %n

De verticale asymptoten op het interval {0, nt) zijn x =0, x = %n en x = 7.
De grafiek van g heeft dezelfde verticale asymptoten.

b tan(x)- ) =0
R =
sin(x) 1

cos(x) B 2sin(x)cos(x)

2 sin?(x)cos(x) = cos(x)

cos(x) =0 of 2sin*(x) =1

cos(x) =0 of sin’(x) = %

x = 27 (voldoet niet) of sin(x) =342 of sin(x) = =312

De oplossingen op het interval (0, 1) zijn x = }T“ en x = %n.
¢ Voor de toppen van de grafiek geldt f"(x) = 0.

S(x) = tan(x) + =
sin(2x)
f(x) = tan(x) + (sin(2x)) ™!

Fx) =—F—+—1-(sin(2x)) 2 * cos(2x) * 2
cos*(x)
s —2cos(2x)
= o T s
1 2cos(2x)
f(x)y=0als =

cos’(x)  sin?(2x)

cos?(x) * 2cos(2x) = sin?(2x)

cos?(x) - 2cos(2x) = 4sin?(x)cos?(x)

cos’(x) = 0 (voldoet niet) of 2cos(2x) = 4sin’(x)
2(1 = 2sin’(x)) = 4sin*(x)

2 — 4sin?(x) = 4sin?(x)

sin(x) = 5

sin(x) = 5 of sin(x) = —3

De oplossingen op het interval {0, nt) zijn x = én en x = %n.

1
lin) =18+ == B+ 1B =B
2

De toppen zijn (éﬂ, \E) en (%T[, —\E)

_ 1 —2cos(2w)
d g(x)= cos(x)  sin?(2x)
e

e ¢

Voor de hoek o geldt tan(o ) = 2, dus o= 63°.
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32 a

33 a

[

De eindpunten zijn (0, 2) en (1, 0). Een vergelijking is y = —2x + 2.
Bewijs: x(7) = sin?(¢) en y(r) = cos(2x) + | invullen geeft

cos(2) + 1 = -2sin%(f) + 2

1 — 2sin’(¢) + 1 = —2sin*(¢) + 2, dit geldt voor alle waarden van ¢ dus de
punten van de baan liggen op deze lijn.

x(t) =sin*(f)dus 0< x < 1.

~

Voor de snijpunten met de x-as geldt y(r) = 0, dus
cos(?) =0

De oplossing op het interval [0, %ﬂ:] ist= %TII.

Het snijpunt met de x-as is (1, 0).

Voor de snijpunten met de y-as geldt x(¢) = 0, dus
—%cos(?,r) + % =0

cos(2H =1

2t=0+k 2n

t=0+k-n

De oplossing op het interval [0, %n] ist=0.

Het snijpunt met de y-as is (0, 1).

cos(t) = \!1 — (—%cos(Zt) + %)
cos(t) = \/1 - (—;1—1(20032(1) -1+ %)

cos(t) = \/1 + cos™(t) — % - % = \(cosz(t)
Dit klopt voor elke waarde van ¢ uit het interval (0, %n)
Het domein [0, 1].
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19 Bewegingsvergelijkingen

8
6
4
2

X

;) 2 4/6 8 10
-3
.

b Snijpunt met de x-as dan > — 47 =0

Ht—4)=0

t=00ft-4=0

t = 0 (voldoet niet) of 1 =4

Het snijpunt met de x-as is A(41n(4), 0).

Snijpunt met de y-as dan zIn(z) = 0

t=0of In(r)=0

t =0 (voldoet niet) of 1 =1

Het snijpunt met de y-as is B(0, —3).
c ((11—):= 1+In(7) + t-%=1n(r)+ 1 en%=2r—4

Vv 4

X(4) In4)+1

Voor de richtingscoéfficiént in punt 4 geldt =1,6762...

tan(o) = 1,6762... dus o= 59°.

2 a Het middelpunt is (—2, 3) en de straal is 4.
Een vergelijking van cis (x + 2)* + (y — 3)> = 16.
b Uit x=-2+3¢volgt 3t =x+ 2.
Dit invullen in y = =7 + 3¢ geeft y = -7+ x + 2.
Een vergelijking is y = x — 5.
¢ x'(r) = —4sin(z)

V(#) = 4cos(t

v =02 + (0

v = (=4sin(1))? + (4 cos(1))’
v=16sin%(r) + 16cos (1)
v=16(sin2(¢) + cos A1) =16 - 1 = 4

De baansnelheid is constant en gelijk aan 4.
d 70 = ( 3t — 4cos(t)

=10 + 3¢ — 4sin(?) 1

ﬁj L m, dus 3t —4cos(t) + =10+ 3t —4sin(1) =0

ofwel 6¢ — 10 = 4 cos(7) + 4sin(?).

Voer in op de rekenmachine y, = 6x — 10 en y, = 4cos(x) + 4 sin(x).
De optie snijpunt geeft x =1,9975...

De waarde van t waarvoor PQ loodrecht op m staat is t = 2,00.

. 5 5 . (1
en de richtingsvector van m is | _ ).
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3 a

Voor de snijpunten met de y-as geldt x(z) = 0.
lp-32+5t=0

Li2-9r+15=0

t=00f £—9t+15=0

9+\}81—60 9 —+/81 — 60
t=0oft= 3 of t= >

t=00f t=43+3\21 of =45 — 321

XD = P—6t+5

V()= -2t
xX(H)=0als2—6:+5=0
(t—1D(—-5=0
t=1loft=5

V() =0als-2r=0

t=0

Er is een horizontale raaklijn als y(r) = 0 en x(¢) # 0 dus als 1 = 0.

t = 0 geeft het punt (0, 4).

Er is een verticale raaklijn als x(1) =0 en y(r) #0dus als t =1 of ¢t = 5.
t =1 geeft het punt (2%, 3) en ¢t = 5 geeft het punt (—8%, —21).

Snijpunten met de x-as dan %tz 3 — 3% =0

2+6t—7=0
(t+7(t—-1)=0
t=—Tof t=1

De snijpunten zijn (42, 0) en (=6, 0).

Snijpunten met de y-as dan %12 - 3t- 3% =0

£—6r—7=0

(t+7E—-1)=0

t=T7of t=-1

De snijpunten zijn (0, 42) en (0, —6).

xX(=t-3

V()y=t+3

Er is een horizontale raaklijn als v(#) = 0 en x(¢) # 0 dus als t = =3.
t = —3 geeft het punt (10, —8).

Er is een verticale raaklijn als x(r) = 0 en 1'(¢) # 0 dus als 7 = 3.

t = 3 geeft het punt (=8, 10).

Het snijpunt met de positieve x-as is in het punt (42, 0) dus als t = —7.
X(=T=-7-3=-10en y(-7)=-7+3=-4

De snelheid in dit punt is v = V(= 10)? + (=4)> = /1 16.

v =)+ ()

v= \((r— 32+ (1 +3)?

V=R -6t +9+ 2+ 61+9

v=202+ 18

t = a invullen geeft het punt A(%ar2 —3a- 3%, %az +3a - 3%)

t = —aq invullen geeft het punt B(%(—a)2 —3:—a- 3%, %(—a)2 +:3 f—=f— 3%)
ofwel l’:f(%a2 + 3a— 3%, %az —3a-— 3%)

xp=y, eny,=x,dus 4 en Bzin elkaars spiegelbeeld in de lijn v = x, en de

baan is daarmee symmetrisch in de lijn y = x.
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f  Vul x(¢) en »(¢) in bij de formule (x — y)> = 36x + 36y + 252.
((32-30-33) - (32 +3t-33)) =36(12 - 3¢ - 35) + 36(32 + 3t - 31} + 252
(—61)> =182 — 108 — 126 + 1872 + 1087 — 126 + 252
(—61)* = 361
De punten van de baan voldoen aan deze vergelijking voor alle -waarden.

5 a Voor de snijpunten met de x-as geldt 2—1=0.
#e=q
t==loft=1
t=—1geeft (3,0)en 7 =1 geeft (—1, 0).
Voor de snijpunten met de y-as geldt 1> — 2r = 0.

Ht—2)=0
t=0oft=2
t =0 geeft (0, —1) en t = 2 geeft (0, 3).
b x(n)=2r-2
V(O =2t
Evenwijdig aan de x-as als v'(¢) = 0 en x(#) # 0 dus als 2 = 0.
t=0

t = 0 geeft het punt (0, —1).
Evenwijdig aan de y-as als x(£) =0 en »(r) #0 dus als 2¢ — 2 = 0.
i=1
t = 1 geeft het punt (=1, 0).
¢ Als P zich op de positieve y-as bevind, dan is dat in het punt (0, 3) enis ¢t = 2.
Alst=2danis x(2)=2-2-2=2en y(2)=2-2=4enis de snelheid
p(2) = Y22 + 42 =20 = 245.
d Voor het snijpunt met de lijn y = x geldt
£-2t=£-1
=2r=-1
ti=

— p2]—

t = 5 geeft het snijpunt S(—%, —%).
e v=yW()+ Oy

V= \(4t2—81+4+4t2

y="8—8t+4

De baanversnelling is dr_ il
¢ 2482 — 81 +4
Voor t = % is de baanversnelling 0.
f Je moet aantonen dat x, = ypen yy = xp.
xp=x(1-a)
xg=(1 —a)’-2(1-a)
xg=1-2a+a>-2+2a
xp=a*— lenditis gelijk aan y, = y(a) = a* - 1.
Yo=wm1-a)
yo=(1- ay—1
yo=1-2a+a*-1
Vo =a* —2aen dit is gelijk aan x, = x(a) = ¢’ — 2a.
g Je hebt in opdracht f aangetoond dat P en Q elkaars spiegelbeeld zijn in de
lijn y = x, dus de baan is symmetrisch in de lijn y = x.
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6 a x=3% trenv 18 —3 t\]_
dus de vergelijking is y = 18 — x.
Dit is een deel van een rechte lijn, omdat 7 = 0 moet zijn en daardoor x 20
moet zijn. Het is een halve dalende lijn met startpunt (0, 18).

b x=2t\/_=gtl%
X =3-qpt=At
—18——;{—18—3:1i

(0= =53\t = =t
De baansnelhe1d is v =( (t )2 + (=t )2 =yt + =12t

dv

d 2((

In het snijpunt met de x-as geldt: y(z) =0
18-2 11 =0

2]
2/%=18

¢ De baanversnelling is —

Ni'—'

I
1
By
t3 =729

=y729=
Als t = 9 dan is de baanversnelling =

20 Goniometrische formules

1 a sin(Zx + %T[) = sin(I%x + %T[)
2v+dn=1lctint ke 2nof 2 +in=n—(11x+1n) + k- 2n
%x=%n+k'2n 0f3%x=%n+k'2n
x=%n+k-4ﬂ 0fx=%n+k-é.—1ﬂ
De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn x = %T[, xX= %n, E=er 8= %n
enx =11 1 16
b sin(2x + 51‘[) = cos(x - }Tn)
sin(2x + %n) = sin(%n +x— %n)
2x+%n=x+4ln+k°2n0f2x+%ﬁ=ﬂ—(x+%n)+k-2n
x=—én+k'2n 0f3x=%n+k'2n
x=—%n+k-2ﬂ 0fx=35—6n+k-%n
De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn
—Illrt Y= omx=2nenx=liln
367 36 36
2 a Eerst oplossen f(x)=0.
2cos(x) +sin(2x) =0
2cos*(x) + 2sin(x)cos(x) =0
2cos(x)(cos(x) + sin(x)) =0
cos(x) = 0 of sin(x) = —cos(x)
cos(x) =0 of tan(x) = —1
x=%n+k'n 0fx=?—1n+k'ﬂ:

De oplossingen op [%TE 1 lﬂ] Ziln x = %n x= %n en x = Iln.

Met een plot vind je de oplossingen van f(x) > 0: ( m,15 T[)
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Omdat cos(2x) = 2cos?(x) — 1 geldt 2cos?(x) = cos(2x) + 1 dus

f(x) =cos(2x) + 1 + sin(2x) ofwel f(x) = sin(2x) + cos(2x) + 1
a=b=c=lenp=2

f(x)=+2cos(n—2x) +1

flx)= \E(cos (%ﬁ) cos(2x) + sin(iﬂ) sin(2x)) +1

flx)= \ﬁ(%\ﬁ *cos(2x) + % 2 sin(2x)) +1len omdat\E . %\E =1 volgt
hieruit f(x) = cos(2x) + sin(2x) + 1 (zie opdracht b)

Het bereik van f'is [—\ﬁ +1, \E +1].

sin(ot) . sin(B) _ sin(o)cos(B) + sin(B)cos(a)

tan(o) + tan(B) =

cos(ar)  cos(B) cos(a)cos(f)
De teller van de laatste breuk is gelijk aan sin(o + ) dus
tan(o) + tan(PB) = M

cos(ax) - cos(P)

_sin(o)  sin(B) _ sin(o)cos() — sin(B)cos(ar)
taie) —ami() = cos(or) - cos(B) B cos(or)cos(B)
De teller van de laatste breuk is gelijk aan sin(o — B) dus
sin(ot — )

tan(o) — tan(P) = m

x(t)=0als cos(37) =0dus 3t = %n +k-nen
t= %T[ + k- %T[
De oplossingen binnen één periode zijn
t=%n, t=%n, t=%n, t= lén, t= I%nen t= lgn.
De bijbehorende waarden van y zijn
v=-1l,y=-2,y=-lLy=1,y=2eny=1.
Dus de kromme gaat voor twee waarden van ¢ door (0, 1) en voor twee
waarden door (0, —1).
Er is een verticale raaklijn als x(z) = 0 en 1'(z) # 0.
x(1) = =9sin(31) en ' (r) = —2cos(?).
x(¢) = 0 als sin(37) = 0 dus 3r:0+k°ﬂ0fwelt:0+k-%n.
De oplossingen binnen één periode zijn
t=0, t=%n, I:_%T[,t:ﬂ:,t: l%n,r: 1%n(ent=2n).
De bijbehorende punten zijn (3, 0), (=3, —y3), (3, =y3). (=3, 0), (3, \3),
(-3, \E) en opnieuw (3, 0).
Het punt (0, 1) hoort bij de waarden ¢ = 1 %T[ ent=1 %T[.
dy  —2cos(?)
dx  —9sin(31)
dy —2- —%\E B

=11 1q —— — _l = o
Alst—lGHdanlsdx 9.1 5V3 en de hoek met de x-as 10,9°.
dy —2'l 3
Alst= lgﬂ dan is d—l = 5 2\/; = —é“ 3 en de hoek met de x-as —10,9°,
T

De hoek tussen de raaklijnen is afgerond 22°.
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De eindpunten worden bereikt voor 2sin(7) = —2 en 2sin(¢) = 2.
sin(z) =—lensin(¢f) =1 dusals t = %n + ke
De eindpunten worden bereikt voor ¢ = %n ent=1 %n enzijn (2, —1)en

(-2, 1).

De periode van de beweging is 2.
Kies bijvoorbeeld het interval [-n, fjenvulint =aen t = —a:
Bij ¢ = a hoort het punt P(2sin(a), sin(a)cos(2a)).

Bij # = —a hoort het punt Q(2sin(—a), sin(—a)cos(—2a)).
Omdat cos(—2a) = cos(2a) geldt x, = —x,eny, =

van elk punt op de baan in (0, 0) ligt zelf ook op de baan.

x(#) = 2sin(f) dus sin(f) = 5
W)= Sin(t)cos(Zt) = sin(r)(1 —

3
Daaruit volgt y =5 2 = 2( x) dusy= é " i gt

De oppervlakte is gelijk aan

llﬂl

~T
2

II (_ = cos(x))dx = [ Fe sm(x)]

2sin*(¢)) = sin(¢) — 2sin’(z)

1.3

g(x) = (f = cos(x)) l — cos(x) + cos?(x)

Uit cos(2r) 2C0$2(‘C) — 1 volgt cos?(x) =

g(x)=3—cos(x)+5 cos(2‘c)

12

De inhoud is nt j (% = (:os(x))2 dx=mn

1
=T
2

De integraal is gelijk aan

[2x-si g e
Fx —sin(x) + 4s1n(2x)] e
2.

y1 — sin(x) = sin(x) + cos(x)

Kwadrateren geeft

2c:os(2x) +iz dus

—yp dus het spiegelbeeld

dn——1=(fn—1)=in+2.

137
] (431 — cos(x) + %cos(zx))dx
In

1 = sin(x) = sin?(x) + 2 sin(x)cos(x) + cos*(x) = 1 + 2sin(x)cos(x).

—sin(x) = 2sin(x)cos(x)
sin(x) =0 of cos(x) = —%

Oplossingen: x = 1 (voldoet niet) of x = %n of x=1 %T[ (voldoet niet)

—cos(x)

S =

De gevraagde helling is f’ '(l %Tl’) =

—cos(p)

S = 241 — sin(p)

“%\F _ z\r

l
2 1——5 b 15

=z

dus de richtingscoéfficiént van PA4 is

\2.
241 —sin( p)

cos(p)

(deze uitdrukking heeft een negatieve waarde, want cos(p) < 0)

PB _ _2\}1 — sin(p)
AB cos(p)
Xy = p volgt hieruit dat x

© Noordhoff Uitgevers bv
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d O(p)=3°PB+ AB=131—sin(p) —1cos(p) = —jcos(pW1 — sin(p)

4o _y o o cos(p)
gy~ #NT =sin(p) — geos(p) - ="

do _(2sin(p)(1 —sin(p)) + cos’(p)\ _ 2sin(p) — 2sin(p) + 1 — sin’(p)
dp * 241 — sin( p) - 8y1 = sin(p)

dO 1+ 2sin(p) — 3sin*(p)
dp 81 — sin(p)

e ((11—0=0 als 1 + 2sin(p) — 3sin*(p) =0
p

Stel sin(p) =genlosop —3¢>+2¢+1=0

2+y6__, _-2-1i6
_6 - - _s

3 ol g -6
dus sin(p) = 1 (voldoet niet) of sin(p) = —%
f Uitsin(p)= —%volgt cos(p)= 41— i_%iz = i\jg waarvan

alleen de negatieve waarde voldoet. De maximale oppervlakte is

O(p) = =1 = =5 =5 =}V =45t = 4TV = - §6 =36,

21 Afsluiting analyse

) X . 1 1
1 a lim = lim =
x—wl + X xﬁamg_l_l 0+1

X

q:

=1dus limf(x)=¢l =e
X—po0

Voor x——ce krijg je dezelfde limiet.

. X : —
bl e i ) =

X . _
B =G i~

£ 1r2+%)—x%1 -

i —p2+x. =pg2+x.

€ J1E) =2 (2 + x)? (2 + x)?

Deze afgeleide is voor geen enkele waarde van x gelijk aan 0, er zijn daarom

geen extreme waarden.

2 a Voor het domein moet gelden x> — 9x > 0.
xX-9x=0
X(x2=9)=0
x=0ofx=-30f x=3

In een plot ziedat x* —9x>0als —3<x<0o0f x23.
Het domein is [-3, 0]U[3, —).
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gy=—20
s
g(x)=0alsx>=3,dusx=—30of x= \E (voldoet niet)
Het maximum is g(—\ﬁ) = &
De randminima zijn g(—3) =0, g(0) =0 en g(3) = 0.
X =9y = 2x\l§
Kwadrateren geeft x* — 9x = 8x? ofwel x* = 8x>—9x =0
x(x>=8x-9)=0
X(x=NDx+1)=0
x=0,x=9 of x=-1 (voldoet niet)
Y2=2XJ(2)

Snijpunt
=9 Y=25.455844

In een plot lees je de oplossing van g(x) 2 2x\]§ af.
Deze oplossingis —3<x<0of x29.

2xr—4x—x+2-3
*—2
2x(x—-2)— 1(x—2)—3
=2

3
Ja) =2 =1 =——

Ll 3=

o) =

lim =0en lim
x—o0 X — X——oX —

De noemer is gelijk aan 0 als x — 2 =0, dus als x = 2.
Als de teller ook gelijk is aan 0 voor x = 2 dan moet gelden
2=2=524p=0

8—10+p=0
p=2
_2x2—4x—x+2—2+p
o=
2x(x—2)—1(x—=2)—2+p
=22

_ p—2
f;,(x)—Zx—l+m ~ B

Omdat p — 2 een constante is geldt lim =0en lim
X—poo X — X——oo X —

Dus voor elke waarde van p met p # 2 is de scheve asymptoot y = 2x — 1.

Voor het domein moet gelden x + yx2+ 1 > 0.

Als x 20 geldt Yx*+ 1 2 1 en x is positief, dus x + yx>+ 1> 0.

Alsx<0danis\lx2+12\{;=—x,dusx+\/x2+1>0.

Het domein van fis dus R.

© Noordhoff Uitgevers bv
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b f(x)=1In(x+ x>+ 1)

|

F)= {1+ 2H
x+ Y2 +1 2yx?+1

1+ =%

242+ 1

1= X+ + 1
= e
) (x+\]x2+1)\fx2+1 \/x2+1
¢ FW=E+]”
frx)=—-2(2+ 1)71% - 2x

, teller en noemer maal \/x3 + 1 geeft

-X
(X + Dyx" + 1
De tweede afgeleide is 0 als x = 0; links van x = 0 is f” positief en rechts

negatief, dus het punt (0, 0) is een buigpunt.
d fis symmetrisch in de oorsprong als f(—a) = —f(a) ofwel f(—a) + f(a) = 0.

f(=ay=1n(-a+ (=P + 1) en f(a)=1In(a+ ya*+1)

f(—a)+ f(a) = ln((—a + \/(—a!)2 + 1)(a + \ja2 + 1))

f(=a) + f(a) =In(—a* + @* + 1) = In(1) = 0 voor elke waarde van a.

5 a ‘.x2—3x| =x?—3xalsx?—3x20,dusals x<0of x> 3.
o Bie| =~ Boraleat®— Bt 0, Susials Ok 3,
f(x)=x*—x—6alsx<0of x23en f(x) =—x2+5x—6als 0 <x<3.
b Extreme waarden zijn er als f"(x) = 0.
Als x <0 of x> 3 dan geldt f(x)=2x-1
2x—1=0alsx= %, voldoet niet.
Op dit interval zijn er geen extreme waarden.
Als 0 < x <3 dan geldt f(x)=-2x+5
-2x+5=0als x=21.
Zie de schets: er is een maximum f/ (2%) = %.
Er zijn twee minima: f(0) = —6en f(3)=0.
¢ Losopx’—x—6=x+90f -x2+5x—-6=x+9
X-x—-6=x+9
x2-2x-15=0
(x=5)(x+3)=0
x=50f x=-3
—x?+5x-6=x+9
0=x2—4x+15
D =(—4)*—4-+1+15=—44, deze vergelijking heeft geen oplossing
De snijpunten zijn (5, 14) en (=3, 6).
d De richtingscoéfficiént van de lijn y=x + b is 1.
f(x) =1 moet worden opgelost.
Alsx<0of x23is f(x)=2x—1en2x— 1 =1 geeft x = | (voldoet niet)
Als0<x<3is f(x)=—2x+5en —2x+5=1 geeft —2x = —4 dus x = 2.
Een lijn y = x + b raakt de grafiek van fin het punt (2, 0) dus » = —2.
De lijnen door de punten (3, 0)en (0, =6) ziln y=x—3en y=x— 6.
Uit de grafiek is nu de tabel in te vullen:

aantal gemeenschappelijke

punten 0 1 2 3 4

waarden van b b<—6|b=—6|-6<b<—3|b=-30f |-3<b<-2
of b>-2 =-2
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Voor de eerste raaklijn geldt f(x) = lim3 (—2x+5)=-2-3+5=-1
Sk

y=—x+hdoor (3,0) geeft y=—x+ 3.
Voor de tweede raaklijn geldt f/(x) = lintg 2x-1)=2-3-1=5
=

v =>5x+bdoor (3, 0) geeft y = 5x — 15.

De eerste raaklijn y = —x + 3 snijden met de grafiek geeft
-x+3=x2-x—-6 -x+3=-x?+5x-6
0=x>-9 X2—-6x+9=0
x=-3o0of x=3 (x =372 =0geeftx=3

Deze raaklijn snijdt de grafiek ook nog in het punt (-3, 6).
De tweede raaklijn y = 5x — 15 snijden met de grafiek geeft
S5x—-15=x2-x-6 5x—15=—-x2+5x—-6
x=3 x=3

Deze raaklijn snijdt de grafiek alleen in het punt (3, 0).

f(x)=Vx*—4x +3

Voor het domein moet gelden x> — 4x + 3 > 0.

x2—4x+3=0
(x=3)x—-1)=0
x=lofx=3

De grafiek van y = x2 — 4x + 3 is een dalparabool, dus x2 —4x + 3 >0 als
x<lof x23.
Het domein van f; is {«. 1]U[3, —=).

2x—4

J%(X):2\Jx2—4x+3

De afgeleide is 0 als 2x — 4 = 0 dus als x = 2, maar deze waarde valt buiten
het domein.

Er zijn wel twee randminima: f(1)=0en f(3)=0.

(Ix =2 =x—4x +4dus f,(x) = g(x) als p=4.

) =f(x+2)=\(x+2?—d(x+2) +p
g () =\ +4x+4—4x—8)+p

g =\ +p—4

g,(-a)=\(-aP +p—4="a>+p—4

en g (a)= \Jaz + p — 4 dus de grafiek van g, is symmetrisch in de y-as.
Daaruit volgt dat de grafiek van f, symmetrisch is in de lijn x = 2.

2x2—3x+1 =2(x2— I%x+%)=2(x—%)(x— 1)

Dit betekent dat [2x2 — 3x + 1| = —2x + 3x— lalss< x <l en
2x2—3x+1|=2x2-3x+lalsx<Jof x> 1.

2 +3x-1 —Z(x—%)(x— 1)

lim () = lim—=———=lim———7——=lim(-2(x ~3)) =l en

=1

20l l_mz(x 5= tim(2(x=1))

limf(x) = lim x-1
xil

x‘Ll x—1 xil x—1 xil

Dus de grafiek heeft een sprong bij x = 1.

© Noordhoff Uitgevers bv Oefenproefwerken
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b Als ze elkaar raken, dan moet f'(x) = g,'(x) en f(x) = g (x).
Alsxs%enxz l danis f(x)=2x—1dus f(x)=2.
AlsT<x<ldanis f(x) = —2x+ 1 dus f/(x) = —2.

f{x) =g, (X)eeelt2=2x~106f ~2= 2%~ 1

en daaruit volgt x = 1% of x= —% (voldoet niet)

Uit /(1) =g,(13) volgt 2= (1) - 13 + pdus p= 1L,

¢ Drie gemeenschappelijk punten is alleen mogelijk als de
grafiek van g, de grafiek van fsnijdt ergens tussen
de punten (%, 0) en (1, —1).
De grafiek van g, gaat door (%, 0) als p= ﬁ, dan zijn er twee
gemeenschappelijke punten.
De grafiek van g, gaat door (1, —1) als p = —1, dan zijn er drie
gemeenschappelijke punten.
De oplossing is —1 <p < %.

22 Afsluiting meetkunde

1 Punt A ligt op de cirkel met middellijn BC. (stelling van Thales)
Het middelpunt is het midden van lijnstuk BC en dat is het punt M(3, 6).
De straal is CM = {72 + 22 = /53 dus r* = 53.
De middelpuntsvergelijking van de cirkel is (x — 3)? + (v — 6)? = 53.
Deze cirkel snijden met de lijn x = 1 geeft
(1-32+(yp-6) =53

i

4+(y—6)y =53
(y—6)=49
y—6=T0of y—6=-7
y==lof y=13

Dus zijn er twee mogelijkheden: A(1, —1) of A(1, 13).

2 a Schrijf de vergelijking van /als 5x — y+ 15 =0.
ap l)_\5-2—1-1+15|_|10+1+15\_@
| y52 + (=1)? \25+1

b Schrijf de vergelijking van m als x — 2y — 8§ = 0.

0-2¢-8 _|-2¢9-8|
d(Q. m) = = =5\5
\/12+(—2)2 V1+4
MZS\B
\5
|—2¢— 8| =25

—2¢—8=250f -2g—8=-25
—-2g=33of —2¢=-17
q=—16%0fq=8%
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Schrijf de vergelijkingvannals x +y—2=0.
Stel de codrdinaten van R zijn (a, @ — 1) dan geldt d(R, n) = 4, dus

la+a-1-2|
+1

\2.:1—3\_4

2

2a - 3| =42

2a-3=M42o0f2a—3=-42
2a=3+420f2a=3-42

a= 1%+2\50fa= 1%—2\5
Dus zijn er twee mogelijkheden voor punt R:

R(15+ 242, 1 +242) of R(11 - 242, 1 - 242).

C(a, —a), D(0, —a), E(—h, b) en F(—b, 0).

T(—h, —a)
T = a——b\ [a+h T a—0}Y a
_(0——a)_( a )en - —a—b)_(—(a+b))

Het inproduct is @* + ab — a* — ab = 0.

Het inproduct is 0, dus hieruit volgt TA L BC .

— [(0—=b b — [=b-a —(a+b)
e e L P
Het inproduct is —ab — b> + ab + b*> = 0.

Het inproduct is 0, dus hieruit volgt dat ook TEB L AE .

Omdat BC L TAen AE L TBzijn BC en AE hoogtelijnen in drichoek TAB,
met snijpunt S.

De derde hoogtelijn gaat dan ook door S.

TS is de derde hoogtelijn en dat betekent dat 7S | AB.

Je moet nog onderzoeken of O(0. 0) op lijn T'S ligt.

: )
Een vectorvoorstelling van 7'S is (x) = (_ + A
staat loodrecht op AB. F .

A =1 geeft (0, 0), dus O ligt op 7S en daarom geldt OS 1L AB.

b
) want TS gaat door T en
a

ey 1 62+ = Bx =2y

eyt 6t —Bx +p¥+2p =0

gy 1 fr—dP— 16+ p+ 1)~ 1.=0

c:(x—4P2+(p+1)2=17

» = x — 2 substitueren in de vergelijking van ¢, : x> + > = 8x — 2y geeft
24 (e —2P=8x—2(x—2)

X+x>—4x+4=8x—-2x+4

2x2—10x=0
2x(x—5)=0
x=0of x=5

De snijpunten zijn (0, —2) en (5, 3).

Het middelpunt van ¢, is N(14, —6) en de straal is «Jﬁ 5

d(0, c,) = ON —«17

d(0, ¢,) =142 + 62 =17 =232 =17

Het middelpunt van ¢, is M(4, —1) en de straal is «fﬁ

MN =102+ 52= \[ﬁ en dat is groter dan Z\Iﬁ, dus de cirkels liggen
buiten elkaar.

d(c;, ¢y) = MN =17 = 17 =100 + 25 = 24/17 = 5/5 — 2417

© Noordhoff Uitgevers by Oefenproefwerken
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d(P, ¢,y = PM —~17= (A —4)2 + 6 =17
d(P, c;)= PN =\17=(h— 142 + 112 =417
VL — 4+ 36 =17 = (o — 14 + 121 — 17
AZ—8L +16+36=L2—-28L +196+121

20 =265
A =135

Stel C(0, g). Het midden van zijde A B is D(6, —4).

Een richtingsvector van CD is (_ 4 q)'

Het midden van zijde BCis E(S, =9 %q)
3

Een richtingsvector van AFE is 1

Uit CD L AE volgt 18 + (-4 — ¢)(2 + 1¢) = 0.

18—-8-29-2¢—3¢*=0

1@ +4g-10=0

g +83—20=0
(g +10)¢-2)=0
g=—100f g=2

De gezochte punten zijn C(0, —10)of (0, 2).

Het middelpunt van een cirkel door de punten 4 en B ligt op de
middelloodlijn van lijnstuk A B.

v 5 T ., —10-8 18
De richtingscoéfficiént van AB is 0 —¢ = = =
Een vergelijking van de middelloodlijn van lijnstuk ABis y = —%x + b.

3.

De middelloodlijn van lijnstuk 4B gaat door (3, —1),dus —1 = —% -3+ bh.

Dit geeft b = 0.
Een vergelijking van de middelloodlijn is y = —%x ofwel x = —3y.
De middelpunten M van de gezochte cirkels hebben de codrdinaten
M(=3p, p).

3--3p+4-p—-60] |=5p—60
d(M:,):\ p+4-p—60| |-5p—60]

32 + 42 3
d(M, B)=(=3p— 02+ (p — =102 = 92 + p* + 20p + 100
Uit d(M, 1) = d(M, B) volgt \10p> + 20p + 100 = [p + 12].
10p? +20p + 100 = p? + 24p + 144

9p*—4p—44=0

|—p — 12| ofwel |p + 12|.

4+ 16+9-4-44_44_ . _4+\/16+9'4'44_—36_ .
13 18 = 13 BT

50
De gezochte middelpunten zijn (—7 L 2;—‘) en (6, —2).

p:

De massa’s zijn dan samen 2+ 3+ 1 +4 = 10.
Voor het zwaartepunt Z geldt

- 5 10 5 4
sy [ z 1 4
o734l
I 558 5%
o33}

10 2 5

Het zwaartepunt is Z 5%, %)
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b Detotalemassaisdan2+3+1+k=6+*.
Voor het zwaartepunt Z geldt nu

o 2\ 5 10y S\ . (4
Oz_m4+6+k 6l Terrlp) TErr|_g
— 1 (4 1 {30 1 (3 1 4k
Oz—m(g TeaE 18 TEak 0 Y —6k
— ] 39 + 4k

Oz—m(

26 — 6k
Als Z op de x-as ligt is 26 — 6k =0dus k = 4%.

Het zwaartepunt wordt gevonden met
{0} (10 2\ /4

=, + = =

Aol ~10 6 2
dus G(4, 2) is het zwaartepunt van AOEF.
Stel het zwaartepunt van AOAB is H.

0) (4 g 2
0) + %(0) + %(_3) = (_1) dus H(2, -1).

Het zwaartepunt van rechthoek BCDE is het snijpunt van de diagonalen,
dat is K(7, =2).
De oppervlakte van AOAB is % *4.3=6.

De oppervlakte van AQEF is % +10- 6 = 30.

De oppervlakte van rechthoek BCDE is 6+ 4 =24,

De totale oppervlakte van veelhoek OABCDEF is 6 + 30 + 24 = 60.
Voor het zwaartepunt Z geldt

— 62, 304  2af7
S

— 12 120 168
sy 3 1 1
o7-3() a4

— 300 5
— 1 =
oz=il’¢)=(}
Het zwaartepunt is het punt Z(S, %)

1
+3

—
OH—g
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